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���� � H ���� ��� diff����¢� �  tw� ���¿��¢������� submod-

å��á äå�â����� ÀÁæ�á Â Ã������ ÄÅÆÄÇ� W� ���á� Èæ choos-

ÉÊË anÌ ÍÎÊÏÐÉÑÊ G0 ÒÓÉÏÓ ÉÔ ÊÑÊÕÖ×ÏØ×ÙÔÉÊË (α, β)ÕÒ×ÙÚÛÌ
DR-modularÜ ÝÞß àá áâãàäâåæ αçèéÝêåæ DR-submodularÜ àëéëÜ

�G0 = mini∈V,A⊂B⊆V \i G
0(i|A) − αG0(i|B) > 0ì í� �� ���

î����È�� �� âà���� G0 
�åâà �à�� α = β = 1 À�à�� w�å�ã

��î�æ G0(i|B) ≥ G0(i|A) > G0(i|B)Ç� W� �à�� â����áåâ�

F ï�k G jïýtk ú� G0 �
ð�� �H = mini∈V,A⊆B⊆V \i H(i|A) − αH(i|B) < 0 
È� �à� ñ�������� �ä αòß��ó ôõò�åÈ��ãå��á��æ �ä HL ß�

��æ å�� � loß�á È�å�ã �0 W� ã�ö�� F 0(S) = H ≤ �H �

|�0 |
HH(S) + 

�
G0 

G0(S)� F 0 �� ��� necessari�æ ���òã�âá�������

T� â�áá�â� ä�á �à��� ��� V − = {i : F 0(i|V \ i) < 0} and
P 

ã�ö�� F (S) = F 0(S) − F 0(i|V \ i)� W� cani∈S∩V − 

shoß �à�� F �� ���òã�âá������ αòß��ó�æ DR-submodular�
|�0 

P 
HW� �¥�� ��÷��G(S) = 
| 
G0(S)− F 0(i|V \i),

�
G0 i∈S∩V − 

øùúû G üý ûþûÿnú��ú�ýüû� (α, β)ÿ-ú���� DR-modular, �ûn

H(S) = F (S) − G(S)�

Pã���áàâà�Þ 	 
éÞéãÝåà�éá â�é ãéáåâ �� ��ÞÞàÞ
�Ý�Ü 	1��Ü

T��Q��� ��� showiNS r��r an� �Ms�Q�M��� RMNfriQN f�N s�

��¢�£¤���� ���� ��� diff����¢� �  � ���¿��¢������� submod-

�¥��  ��¢���� ��� � ���¿��¢������� £���¥��  ��¢����ì W���

H i� submodular� t�� d���� ��iti�! i! "#� ��iti�! $ recov-

ÎÓÐ ËÛÎ oÖÎ ÒÓÌÔ %&ÏÖÖÕÖØÛÜÔÚ '()*+Ú Í. ÐÕÔ/Þ. ÝÛÌÌÐÕÖØ

α = β = 1� 0à� á��å����� ñ�������� �ä �åÈ��ãå��á��æ ��

�H = 02 ï�k G0 
üý �úù �ttktk�

C��îå���� �åâà � ã�â��î������� �� ��� á�rå�á�ã �� áå�

34� ä�á ������������L �� �� ���æ ���ã�ã �� ev��å��� �à�

c5667895:;<:= a9965><?a@<5: =ga6a:@77A BD7 c5:8@6gc@<5:

�� �à� abov� îá��ä å��� �à� ��m��å� ñ�������� �H �ä α-

wEFG HIJKLMNOQLRFSUVX Oo H Y wZU[Z UK \]JZFSQ U^ _E^ESFR`

Howeverb ehjk �H lp q loejp ulvkx ly z{ z| knoekb F qkx
G }~� �� ���~���� �� ��������~� ����� ��� ~ ����~��� }���}�

� G0 ì ���¤������� � pro����� � v�¥�� ¢���¢� � G0 
 �� α = 1ì

An� púkÿ�ïy uÿ�mùüú� mï� jt ÿýtk uúy α < 1�

Prz{z|}~}z� �� �¯��¬ β ∈ (0, 1)° ¡�®G0(S) = g(|S|) wher�
1 2 β−1 g(x) = ax + (1 − 1 a)x ���� a = � ���� G0 is2 2 d−1 

non-decr������ (1, β)������� DR-modular� ��� �� ��������

submodular� ���� �G0 = mini∈V,A⊂B⊆V \i G
0(i|A) − 

G0(i|B) = −a > 0·

��� lo��� bou�  ¡� �H ¢�  £�� ¤�¡¥¤� ¡¦ α, β ¢�  G0 
�¥§§

aff�â� �à� �îîá�m������� �å�á����� �� H � �� ß� â��á�äæ

later� ¨à�� H �� f�á fá�� È���� submodular� �� ��æ ���

È� î����È�� �� âà���� G0 
�� �È���� � non-triñ��� �å�á������

However© manÌ Éª«ÑØÐÙÊÐ ÊÑÊÕÔÎ¬ªÑÖÎÛÙØ ÍÎÊÏÐÉÑÊÔ ÖÑ ad-

®¯ ° ±²³´µ´¶®¯®´· ¸¹®³¹ l²°±¶ ¯´ non-triº®°» ¼´½·±¶¾ W²

³°»» ¶½³¹ ¿½·³¯®´·¶ apprÀÁÂÃÄÅÆÇÈ submodularÉ °·± proº®±²

ýúpt eÊïpq�tý ü� Ëtmùüú� Ì�

Á� ßà�� folloß�� ß� ����È���à � â����â���� È��ß��� ap-

¤��É�£��� s��£���¥����¡ ��� �¤¤��É�£��� convexity� ���¢�

allo�� �� �� deriv� � ®¯Í±® �¤¤��É�£����� ���������  �� �ÎÏ

ú� Ðyúj�tp ÑÒÓ� Ô�� úpüùùtk qyúúuý ïyt ü� ùût Ëÿqq�tpt�ù�

Õ��� ConvÖ× ØÖÙÚ×Ú~}z�

¨à�� H �� ��� submodular� �à� â����â����� È��ß��� ���

LoÛÜ�Ý ext������ ~�� ��Þ�� conveß ���~ß~���� ��� eß~}� min-

���������� �å�����ã �� à�â���� Ä� Èá��ó doß�� However�

3á�È��� ÑÒÓ â�� ����� È� conv�á��ã �� � ���ò�����à con-

veá âãäåæåçèäåâé ãêâëìíæî ïåè è difðíêíéä conveá eáäíéñåâéò

Givóô õ sóö ÷øôùöúûô H ü úöý conveþ closurÿ h− 
úý ötó point-

ß��� lar���� convem äå�â���� äá�� [0, 1]d 
�� R �à�� alw�æ�

loß�á È�å�ã� H� Intuitively� h− 
�� �à� �������� convem ex-

������� �ä H �� [0, 1]d 
� 0à� folloß��� equiv����â� à��ã�

(Dughmi2 ,���2 Ðyúq� 3�,3Ó�

min H(S) = min h−(s). (2)
S⊆V s∈[0,1]d 

Unfortunately� ev1l516'n4 1n* +o6'�'('n4 h− f+0 1 4)n)01l

s�� f��	�
�� 
s N����� (V������� 2����� T�� key p��p���y

�à�� mak�� 3á�È��� Ñ,Ó eföâ���� �� solv� ßà�� H �� sub-

��ãå��á �� �à�� ��� convem â���åá� �à�� â���â�ã�� ß��à ���

���¢���¥� Lo�v�Ê eÉ�������� �ì�ì� h− = hLì ���� equiv�¥��¢�

�� �����á à��ã� �ä H �� ���æ �îîá�m������æ submodular�

Ãå�� �� �à�� â���� � weak�á keæ îá�î�á�æ à��ã�h ð���� Æ
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show. /01/ /04 Lo56.7 ex/48.9:8 1aa;:x9<1/4. /04 convex

c=>?@AB h−
C DEF GHDG GHB ?DIB vBcG>A? GHDG servBF D? iG? sub-

gJKLMPQRS MQ RUP SVWXYLVZKJ [KSP [KQ servP KS K\\JY]MXKRP

^_`bdejklmn^ nq h− 
r

uz{{| }~ ����� � ������ s ∈ [0, 1]d suc� ���� sj1 
≥ 

· · · ≥ sjd 
� �� ����� κ suc� ���� κjk 

= H(jk|Sk−1) wher�

Sk = {j1, · · · , jk}� ����� hL(s) = κ>s ≥ h−(s)� ���

κ(A) ≤ 1 F (A) − βG(A) ��� ��� A ⊆ V, 
α 

κ> s 0 ≤ 1 f−(s 0) + β(−g)−(s 0) ��� ��� s 0 ∈ [0, 1]d .
α 

T: prov4 �4<<1  ¡ w4 ¢.4 1 .a4£9¤£ ¥:;<¢¦1/9:8 :¥ /04

conve§ ¨©q^_dl h− (ª© «e©e`k¬ ®¯°¬ ±l²r ®³´

h−(s) = max {κ> s+ρ : κ(A)+ρ ≤ H(A), ∀A ⊆ V }, 
κ∈Rd,ρ∈R 

µ¶· b¸¹º· »¶ ¼½¾ ¿À»»Á »Á Â·Ã»¶·ÄÅ ÆÀ¾¾·Ç µºÆ»À¹¼½Ã (Ed-

mondsC ÈÉÉÊËÌ WB cDE vieÍ GHB vBcG>A κ iE ÎBIID Ï D? DE

eÐÐdq§kÑenl ^_`bdejklmn q² h− 
en s km nÒl ²q©©qÓkmb ^lm^l´

1 f−(s 0)+β(−g)−(s 0) ≥ h−(s)+hκ, s 0−si, ∀s 0 ∈ [0, 1]d .
α 

ÔÕÖÖ× Ø ×ÙÚÛ ÜÖÝÙÜÕÚ Þß×Þ ÞßÕ LoàáÚâ eãÞÕäÚÜÛä hL approx-

kÑenl^ nÒl ¨qmve§ ¨©q^_dl h− 
km nÒl ²q©©qÓkmb ^lm^l´

h−(s) ≤ hL(s) ≤ 1 f−(s) + β(−g)−(s), ∀s ∈ [0, 1]d .
α 

W4 £18 /0¢. .1å /01/ hL 9. 1aa;:x9<1/4¦å convex 98 /09.

æçèéê ëìíè keî íïèíðìñ alloòè óè ñô çõõöô÷íøçñéùî øíïíøíúé

h− 
ûke ¨qmve§ qÐnkÑküenkqm e©bqdknÒÑ^r

ý~þ~ ÿA������{ |�� |����o�{|���� �	|�|��zz


E������ w�� ��� a������a�� s����a����s �� h− 
, w� ca�

now 1aa¦å 18 1aa;:x9<1/4 a;:p4£/4� .¢��;1�948/ <4/0:�

(�� !" S/1;/98� ¥;:< 18 1;�9/;1;å s1 ∈ [0, 1]d 
¡ �� iter-

t+1ativ4¦å ¢a�1/4. s = Π[0,1]d (st − ηκt)¡ w04;4 κt 
9. /04

×ÝÝ#ÛãÜÖ×ÞÕ Ú$%&#×'ÜÕäÞ ×Þ st f#ÛÖ ÔÕÖÖ× Ø1 ×ä' Π[0,1]d ÜÚ

R
ÞßÕ Ý#Û)Õ*ÞÜÛä ÛäÞÛ [0, 1]d 

. WÕ ÚÕÞ ÞßÕ ÚÞÕÝ ÚÜâÕ ÞÛ η = √ ,
L T 

w04;4 L = F (V ) + G(V ) 9. /04 �9a.£09/7 £:8./18/¡ i.e.,√ 
kκtk2 ≤ L ¥:; 1¦¦ t¡ 18� R = 2 d 9. /04 �:<198 ;1�9¢.

ks1 − s ∗k2 ≤ Rr

Theorz{ }~ +-��� T iter�����/ �- P�02 ŝ ∈ 
arg mint∈{1,··· ,T } hL(s

t) 3�4536�37

h−(ŝ) ≤ hL(ŝ) ≤ 
1 
f−(s ∗ ) + β(−g)−(s ∗ ) + √ 

RL 
,

α T 

∗wher� s 53 �� �i458�� 3��945�� �� mins∈[0,1]d h−(s)�

Importantly¡ /04 1¦�:;9/0< �:4. 8:/ 844� /: know /04 pa-

#×ÖÕÞÕ#Ú α ×ä' β1 :ßÜ*ß *×ä %Õ ß×#' ÞÛ *ÛÖÝ$ÞÕ Üä Ý#×*ÞÜ*Õ.

Iä f×*Þ1 ÜÞÚ ÜÞÕ#×ÞÕÚ ×#Õ eã×*ÞÙx ÞßÕ Ú×ÖÕ ×Ú Üä ÞßÕ Ú$%ÖÛ'$Ù×#

£1.4" T04:;4<   pro59�4. 18 1aa;:x9<1/4 fra£/9:81¦ solu-

ÞÜÛä ŝ ∈ [0, 1]d 
. TÛ #Û$ä' ÜÞ ÞÛ × 'ÜÚ*#ÕÞÕ ÚÛÙ$ÞÜÛä1 CÛ#ÛÙÙ×#x

  show. /01/ 9/ 9. suffi£948/ /: a9£; /04 superlev4¦ .4/ :¥ ŝ 
ÓknÒ nÒl ^Ñe©©l^n H ve©_lr

Cor�AA|�< }~ ����� ��� fr�������= /�=>���� ŝ �� Theor�e

?2 =�� Ŝ 
k = {j1, · · · , jk} suc� ���� ŝj1 ≥ · · · ≥ ŝjd 2 ��@

Ŝ0 = ∅� ���� Ŝ ∈ arg mink∈{0,··· ,d} H(Ŝ 
k) 3�4536�3

H(Ŝ) ≤ 
1 
F (S ∗ ) − βG(S ∗ ) + √ 

RL 
,

α T 

wher� S∗ 
53 �� �i458�� 3��945�� �� B��D��8 (1)�

TÛ Û%Þ×Üä × ÚÕÞ Þß×Þ Ú×ÞÜÚFÕÚ H(Ŝ) ≤ F (S∗)/α − βG(S∗)+ 
�¡ w4 /0¢. 844� 1/ <:./ O(dL2/�2) 9/4;1/9:8. :¥ �� ¡

w04;4 /04 /9<4 a4; 9/4;1/9:8 9. O(d log d + d EO)¡ w9/0

ÂG b¾¹¶Æ ¼½¾ ¼¹Ã¾ ¶¾¾·¾· ¼» evµº¸µ¼¾ H »¶ anÇ Ä¾¼H More-

over1 ÞßÕ ÞÕ*ßäÜt$ÕÚ f#ÛÖ JCß×K#×%×#Þx ÕÞ ×Ù.1 LMØNO AxÕÙ#Û'

QR UVWX YZ[\] ^_` UddQVQ`URghj RkQ `rhRglQ _^ mR_dkUmRgd nqu

nq Õ(d EO/�2) ¨em `l l§nlmjlj nq q_d ^lnnkmbr

If F ÜÚ reg×#'Õ' ×Ú × *ÛÚÞ ×ä' G ×Ú × #ÕvÕä$Õ1 ÞßÜÚ &$×#×äÞÕÕ

vyzy{v y|zy y|{ }{y~}�{� v��~y��� achiev{v zy �{zvy z �}z�y���

β �� ��� rev���� �� ��� ������� ��������� �� ������ �� ����

1 1/α�<¢¦/9a¦4 :¥ /04 £:./" T04 �¢1¦9/å :¥ /09. �¢1;18/44

������� �� F, G ���  ¡�¢£ ��£�¤� �£� α, β¥ ¢  ¦�§�¤�� vac-

$Û$Ú :ßÕä F (S∗)/α ≥ βG(S∗). IfH ÜÚ submodular1 Prob-

¨©ª «¯³ ¬©®¯©° ±² °®³ª²®¨´¬ ªµ¶µªµ·´±µ²¶ ´¶ Corollary√ 
¯ recovld^ nÒl b_edemnll H(Ŝ) ≤ H(S∗) + RL/ T r

¸z{|�¹ }~ º�� >»»�� ¼�>�@ �� Cor�==��½ ? /��== ��=@/ �-

��� wor/� ��/� parameter/ α, β ar� ��/���@ r�»=���@ ¼½
PT F (S ∗ PT κ

t (S ∗ 
1 ) 1 G )

αT = 
κt ��@ βT = 2 wher�

T t=1 (S∗) T t=1 G(S∗)
F 

(κF
t )jk 

= F (jk
t |Sk

t 
−1) ��@ (κG

t )jk 
= G(jk

t |Sk
t 
−1)¾ º��/

r¿ÀÁ¿Â ÃÄÄ¿Å ÆÇÃÁÂ ÈÉ¿ÊÂË improvemeÁÌË ÉÍ ÇÁÊÈ feÎ ÇÍ ÌÏ¿

releÐ��4 39D8��9���54Ñ 5��Ò9��545�3 ��� Ð5���4���

ÓÔÔ ÕÖ×ØÔÙ× ÚÛ ÙÜÚ× ×ÖÝÙÚÞÛ eßÙÖÛà ÙÞ ÙÜÖ Ýá×Ö âÜÖÕÖ F áÛà G 
edl mqmãkm¨dle^kmb ²_m¨nkqm^r

Cor�AA|�< þ~ ����� H(S) = F (S) − G(S)2 wher� F ��@
G ar� non-incr��/��ä ->������/ å��� F (V ) = G(V ) = 02
æ� �9� Bçè æ54� H̃(S) = H(V \ S) ��� T iter�45��3� é�4

s̃ ∈ arg mint∈{1,··· ,T } h̃
 
L(s

t) ��@ Ŝ = V \ S̃2 wher� S̃ �/
4�� 39i����Ð�� 3�4 �� s̃ æ54� 4�� 38����34 H value� 4���

H(Ŝ) ≤ αF (S ∗ ) − 
1 
G(S ∗ ) + √ 

RL 
,

β T 

wher� S∗ 
53 �� �i458�� 3��945�� �� B��D��8 (1)�

F:; 1 �484;1¦ .4/ ¥¢8£/9:8 H¡ ¢.98� F 18� G ¥;:< /04 de-
¨qÑÐq^knkqm km êdqÐq^knkqm ¯¬ ëkl©j^ km ìqdq©©edë ¯´

∗ � |�0 | 0 ∗ 
X 

0 � 
H(Ŝ) ≤ 1 H(S )+( 1 −β) H G (S )− F (i|V \i) +�,

α α �
G0 

i∈S∩V − 

òìéöé �0 H íè ç loòéö íôóïî ôï ñìé violçñíôï ôï αðòéçñ DR-

òóôõö÷óøùúûüý öþ Hÿ F 0 ùa÷ G0 
ùú� üt� ùó�ûøøûùúý þóafüûöaò

¢.4� /: £:8./;¢£/ F 18� G¡ 18� �G0 9. /04 ./;9£/ α�w41;

D��.¢�<:�¢¦1;9/å :¥ G0 
(.44 a;::¥ :¥ �;:a:.9/9:8   ¥:;

Ý#Õ*ÜÚÕ 'ÕFäÜÞÜÛäÚd. IÞ ÜÚ *ÙÕ×# Þß×Þ × lar&Õ# lo:Õ# %Û$ä' |�0 |H 
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w������ ��� u���� b�u�� �� H(Ŝ). Moreover, ��� c���c�

�� G0 aff�c�� ��� b�u�� ideally, w� w!�� �� c����� G0 
��

m"#"m"$% G0(S∗)& '#( m')"m"$% *+% q-'#*"*"%/ α, �G0 '#( β&

01231 314543675287 ho0 s9:;<=9>45 4?= s9@75;<=9>45 G0 

��, respectively. However, ! larg�� α l�!�� �� ! larg�� |�0 |H 

ABC smalEFG �G0 H ABC A larIFG �G0 wJKEC GFrKEL iB A rMAEEFG

βN PQR STUV vVeWPX YZV [VW\ UZ]TUV ]^ G0 
_T`` RVhVQR ]Q H X

jk nppvkxyz {|}~ �v pro�yxv �k ez��p�v sho�yk� ���� ��v

!�������!���� gu!�!����� �� ����ll!�� � !�� � !�� tight,

�.�., the� c!���� b� improv�� ��� ���, ev�� �� F !�� G 
!�� w�!�l� DR-modular. �u���������, �� ��c���� �.� w�

show ��!� ����� !�������!���� gu!�!����� !�� ������� ��

g����!l. ��!�� ���� ��� abov� ���ul�� ��� g����!l uncon-

/*�'"#%( m"#"m"$'*"�#& �-� �%/-�*/ '�/� "m��  '����)"m'*"�#

gu!�!����� ��� g����!l�¡��g c�����!���� �ub���ul!� mini-

¢£¤¥¦£§¨ ¦§ ©ª¥«¬ DR®¯°±¢§²°¬¥³ ´°¨µ¦£§¨¯¶ Wª ²£¯µ°¯¯

\ZTW e·\VQWT]Q TQ ¸hhVQRT· ¸X

¹º¹º »¼½¾¿ÀÁÂ¿ ½Â ¿ÂÁÀÃ ¾vÄÅÆÄ½ÁÂ¿À

Ç? manÈ real-worl= 4@@>23462<?sÉ 07 =< ?<6 hav7 4337ss 6<

ÊËÌ objectivÌ ÍÎÏÐÊÑÒÏ itselÍÓ bÎÊ ÔÕÊËÌÔ ÊÒ Õ ÏÒÑÖ× vÌÔÖÑÒÏ ÒÍ

"*Ø Sev%�'� w��Ù/ hav% Ú�#/"(%�%( m')"m"$"#Û #�"/  ��'Ú�%/

�� �ub���ul!� ÜÝ���l Þ ���g��, ßà�áâ ���gl! �� !l., ßà�áâ

Ý!������ Þ ���g��, ßà�ãâ ßà�äå !�� w�!�l� �ub���ul!�

Üæ�!� �� al., ßà�ãbå �u�c�����. ç� c����!��, �� ��� b��� ��

�u� knowl��g�, ��è���é�èê ����� ��!cl�� �� �ub���ul!�

^ëQU\T]QW _PW ]Q`ì W\ëRTVR TQ íî`PTW V\ P`XN ïðñòóX

W% '((�%// ' m��% Û%#%�'� /%*-� ô+%�% *+% -#(%�� "#Û func-

*"�# H "/ #�* #%Ú%//'�"�  submodularØ W% '//-m% ag'"# *+'*

F !�� G !�� ����!l�¡�� !�� ���õ��c��!���g. ö�� ���ul��

÷øùúûü eýþ÷ÿx þ� ÿ�ÿnúÿ��÷øùúÿ� f�ÿ�þú�ÿù øù úÿ C���ûûø�ü ��

We show i� P�	
	�i�i	� 3 �t� 	o� 

�	ai��i	� go���ee

��� ���bl�� íñó c�����u�� �� ��l� w��� w� ��l� hav� ac-

Ú%// *� '# '����)"m'*% orac�% H̃ Ø Essentially& H̃ /*"�� alloô/

�� �b�!�� !�������!�� �ubg�!������ �� h− 
�� ��� ����� ��

LV��P ñN [ë\ no_ _T\Z PQ PRRT\T]QP` PRRT\TvV Vee]eX

PrÂ�ÂÀÁ½ÁÂ¿ ¹º A����� �� ���� �� appr������� ���� � H̃ 

!"#$ "%&'# parameters �, δ ∈ (0, 1), suc$ #$(# )*+ ev-+. S ⊆ 
V / |H̃(S)−H(S)| ≤ � 0124 pr567618129 1−δ: W; r<= >?@

˜BDEF H̃ GHI T iterJEDHKMN OQE ŝ = arg mint∈{1,··· ,T } hL(s
t)R

�èS Ŝ 
k = {j1, · · · , jk} such �h�� ŝj1 

≥ · · · ≥ ŝjd 
T UhVè

ˆ ˜S ∈ arg mink∈{0,··· ,d} H(Ŝk) WXYZW[\W

H(Ŝ) ≤ 1 F (S ∗ ) − βG(S ∗ ) + �0 ,
α 

�0 δ0�02
]^_` probabil^_b 1 − δ0c db choosing√ 

� = c δ = and8d 32d2 

uWZjk 2Td lXmmW Yp H̃ qZYy T = (4 dL/�0)2 
z

{l!�� �� !l Üßà�äå c������� ��� �!�� ���u� ��� ��� ���c�!l

c!�� �� �ub���ul!� H , !�� u�� ��� cu����g �l!�� ������

|} ~��� �� ���� ������ ����� ������� ��� ������ ����������

O(log(1/�0)) �� ��� ����� �0, bu� w���� ��������c� O(d3) 

�� ��� ��������� d = |V |, !�� ����� ���ul� ����� ��!cl�

accurac� � = O(�02/d5)� ������ ��  lar¡� ¡ �¢�£ ¤�¥ ¤¦§�¤

d& ¨����/"*"�# © "/ preferaª�%Ø «+"/ �����/"*"�# alloô/ -/& "#

particular& *� +'#(�% multiplicativ% '#( additiv% #�"/% "# HØ

PrÂ�ÂÀÁ½ÁÂ¿ ¬º V� H̃ = ξH wherV �hV è��®V ξ ≥ 0 �®
¯°±²³´³ ¯µ |ξ| ≤ ω ¶²³ ·¸ ·²³´¹´²³´²º»µ dr¶¼² fr°½ ¶ dis-

trib<215= D 0124 ¾;7= µ > 0: W; ¿;À=; 24; Á<=Â215= H̃ 
m 7Ã

24; ¾;7= 5Á m Ä<;r1;Ã 25 H̃(S): H̃ 
m 1Ã 24;= 7= approx1¾72;

or�Å�V �� µHT Æè particularÇ È�É eÊVÉË δ, � ∈ (0, 1)Ç ��Ì�èê

m = (ωHmax/�)
2 ln(1/δ) wherÍ Hmax = maxS⊆V H(S)Î

ÏV h�ÊV È�É eÊVÉË S ⊆ V Ç |H̃ 
m(S) − µH(S)| ≤ � Ï��h

prpÐXÐZmZYÑ XY m\XWY 1 − δz

������������ � !�� � ���l� ��!� b� u���g ��� w���

H̃ 
m !�� ��c���g ��� superlev�l ��� w��� ��� small-

��� H̃ 
m v!lu�, w� c!� Ò�� ! ��� Ŝ �uc� ��!�

H(Ŝ) ≤ F (S∗)/α − βG(S∗) + �0 w��� probability
� 
( ωHmaxd d2 � 

1 − δ0 , u���g m = O )2 ln( ) sam-
µ�0 δ0µ2�02

� √ 
� 

�l��, !���� T = O ( dµHmax/�
0)2 

����!�����, with
� 
ω ( Hmaxd d2 � 

O )4 ln( ) *�*'� Ú'��/ *� H̃ Ø Ó�*% *+'* Hmaxµ �0 δ0µ2 �02 

ir KÔÔFG ÕJKBCFC ÕÖ F (V )× ØÙir GFrKEL proÚiCFr A theoret-

�c!l u���� b�u�� �� ��� �u�b�� �� �!��l�� ������ �� b�

robu�� �� b�u���� multiplicativ� �����. �uc� few�� sam-

�l�� !�� !c�u!ll� ������ �� ��!c��c�, !� �llu���!��� �� �u�

e���������� Ü��c���� Û.�å. Ü���g ����l!� argu�����, �u�

eVWë`\W P`W] V·\VQR \] PRRT\TvV Q]TWV ]ePU`VW H̃ = H + ξX

¹º¬º InapprÂ¼ÁÝÄÞÁÅÁ½Ã ß¾ÀÆÅ½

{� ����������� �, ���bl�� íñó �� equiv!l��� �� g����!l

��� �u�c���� ������¡!����. ö�u�, ��là��g �� �����!ll�

�� w����� an� multiplicativ� !�������!���� factor, �.�.,

H(Ŝ) ≤ γ(d)H(S∗) ��� ���� positiv� ��l�����!l ����

Ú�m�-*'ª�% á-#Ú*"�# γ(d) �á d& "/ Ó¨âã'�( (Treä"/'#& åææçè

éêëì í îïðñëòó ôõöô÷ø Moreoveró ïù úûë vüðýë þìüÿðë ñþmëðó

i� i� i�����i��� �� ����i	 �	y �
��i��i���iv� ��	���	� f����a

4@@5<�2;462<? 02612? 4 sube�@<?7?624> ?9;:75 <o q97527s

(ç��� Þ {�l���, ßà�ßå. Ý��c�, �� �� ��c���!�� �� c�������

bicriteria-likV Phhe]·T�P\T]Q eëPePQ\VVW PW _V R]X

W� now show ��!� �u� !�������!���� ���ul�� !�� �����!l 

� t�� v���� ������ ������ �� ��n��t�� wt� � subexponen-

��!l �u�b�� �� �u����� c!� improv� �� ��� !�������!����

g������  ! achiev " b# P$%& ev � '( � G )! ' �*+# DR-

modularX

Theor¾Ý 2º F5r 7=9 α, β ∈ (0, 1] suc4 2472 αβ < 1, d > 2 
,-. δ > 0/ ther0 ar0 1-34,-503 67 Pr6890: íñó such 4h,4 -6

;SV�VÉ��è�®��Å �É r�èS���éVS< ��ê�É��h�Ç u®�èê �V®® �h�è

ex=5=;=217889 ¾7=9 Ä<;r1;Ã/ Â7= 78079Ã À=¿ 7 sol<215= S ⊆ 
V p> \?@\lY\A BXmu\ XY CpWY F (S∗)/α − βG(S∗) − δz

Prpp> WDetcyz O-� ����á *%Ú+#"q-% "/ /"m"�'� *� EF%"Û% %* '�Ø&

ßà��å W� �!����l� �!������� ��� g��u�� ��� ���� V = 
C ∪ D, !�� c�����uc� ! ����!l�¡�� ��� �u�c���� H w����
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values d]^]_d `_cf `_ k(S) = |S ∩ C| j_d `(S) = |S ∩ D|k
( 
0 lp |k(S) − `(S)| ≤ �d 

H(S) = 
2αδ otherwise,2−d 

rvz {v|} � ∈ [1/d, 1/2)~ W} �{} �zv�v{���v� � �v decom-

�v{} H ���v ��} difr}z}��} vr � �v���}�z}�{��� α��}����

���{��|v����z r�����v� F � ��� � �v���}�z}�{��� (α, β)-
������ ������ ��¡ ¢ £¤¥¦�£ G§ W� �¡¨ � ¥©�¥ª �¦¥© «¡�¬�

d
������� 1 − 2 exp(− �

2 

)� an� giv}� �}z� S ���� �} “bal-4 
���}�®� �~}~� |k(S) − `(S)| ≤ �d~ ¯}��} �v ���vz���| ���

°±²³±´µ¶±²· ¸¹³º¹¹´ H »´° ³·¹ ¼½´²³»´³ ¾¹¿½ À¶´¼³±½´Á º±³·

subeÂ�v�}������� man� �}z�}{~ Ã� ��} v��}z ����� �}
2αδhav} H(S∗) = < 0� achiev}� �� S∗ = C vz D� and2−d 

1 F (S∗)−βG(S∗)−δ < 0Ä ÅÆ]Ç]È`Ç]É tÆ] jcÊ`ÇËÌÆÍ Îj__`Ìα 
Ï_d j s]Ì ÐËÌÆ vjcÑ] H(S) ≤ F (S∗)/α − βG(S∗) − δÄ

Ò�} ���zvÂ�|���v� ���z���}}{ �� Óvzv���z� � ��� Ô �z}

ÕÖ×Ø ÙÚÕÛÜÝÞß àá ÕÖâ abovâ ÚãÙÙäå G æâÞÙáçØ ÕÙ ÕÖâ ØÜÝÞÞâã

èéêëë ìí îïêðéñ òóôõìö÷éêø í÷ùèúûìùëü b÷ú F ùìú necessar-

ilyý þÿW�ÿW� �ÿW a�������a���� g�a�a��WW ca� bW improvWe

w	
� F i� ��� w
��� D�������� i� �
l� � � �o
� ques-

t���� Y�t� t�� t� �t��!! r�!"#t �� A$$��%�& B�' �($#��! t�)t

s*+, l-./0v1-123 +42203 51 4+,l1v16 57 89:;

<= App>?@CE?FGH

Sev]Çjc j^^cËÎjÌË`_s Îj_ I]_]ÏÌ ÈÇ`Í ÌÆ] ÌÆ]`Çf Ë_ ÌÆËs w`ÇJÄ

W} ��{��{{ twv eÂ�|��}{ �}z}� ��}z} �} sho� ���� ��}

objectiv} r�����v�{ hav} ��} rvz| vr �zv��}| �� �|������

ÌÆ] firKL j^^Ç`MËÍjÌË`_ ÊÑjÇj_Ì]]s È`Ç ÌÆ]s] ^Ç`Ic]ÍsÄ OÌÆ]Ç

eMjÍ^c]s Ë_ÎcÑd] Î`cÑÍ_ sÑIs]Ì s]c]ÎÌË`_ (Sviridenk` ]Ì jcÄÉ

NPQRS TUV XTYZ[\TU ]^_`d\fTh expej\fZUdTh VZ[\kU mX\TU

Zd Thnq NPQRSq uvZjZ F \[ dvZ xTjV\UTh\dY yzUxd\_Uq TUV G \[
{|}~�� ������|������}� {��� β �|�|����� �� ��| ��v|��|

0p 3,1 +026l3l02 2*-51/ 0p 3,1 6434 -43/l�;

���� Structur�� ������ ��������

�� ¡¢�¡ £¤ ¥¦§ ¥£ ¨£§ ©ª©« §ª¬¥ � £¥�ª¬§�£ § spar®¯ param-

}�}z v}��vz ��v{} {���vz� {���{°}{ � ��z������z structure�

{��� �{ group-sparsity� ���{�}z���� �z}}�{�z����z}� vz diver-

±²³´ µ¶·¸¹²º±»² ¼ ½¾¿ÀÁ ÂÃÄÅÆ K´Ç²ÈÈ²É²± Ê³ ¾ÈËÁ ÂÃÄÌÍË ÎÏ¿À

./05Ð1-s +42 51 p0/-*Ð4316 4s

min `(x) + λF (supp(x)), ÑÒÓ
x∈Rd 

��}z} ` �{ � conveÂ �v{{ r�����v� ��� F �{ � {}� r�����v�

favvz��� ��} �}{�z���} {���vz�{~ ÔÂ�{���� conveÂ |}��v�{

ÕÖ×Õ×ØÙ Ú× ÖÙÕÛÜÝÙ ÚÞÙ ßàØÝÖÙÚÙ reáâÛÜÖàãÙÖ F (supp(x)) äå
��{ æ��v{}{�® conveÂ z}��Â���v� çè���� éê�êë Ô� ¯����� ì

Cevher� éê�íë Ã�vî��{�� ì è���� éê�ïë Ô� ¯����� }� ��~�

éê�ðñ~ Fvz eÂ�|��}� ��} ��z�������� re����z�î}z |supp(x)|
òó ôõö÷øùõú ûü ýþõ ` 1ÿ-�ô�� Tþòó ø÷÷�wó ýþõ uóõ �� óýø-úøôú

conveÂ v���|�î���v� |}��v�{� b�� �v}{ �v� prov��} an�

a������	a
��� g�a�a�
 f�� 
t ���g��ao objectiv f���
���

{������ ��}������}� ���|���� }����������p ���� }����}�� ��

Î`Í^ÑÌjÌË`_jccf È]jsËIc] `_cf ÐÆ]_ F Ës sÑIÍ`dÑcjÇ (�jÎÆÉ

éê�êñ vz ��� �} eÂ�z}{{}� �{ �� inte�z�� ���}�z �zv�z�|

(EÐ �4Ð45l � �1�,1/� ����Ó;

Alternatively� 021 -47 m/l31 8/05Ð1- ÑÒÓ 4s

min H(S) = λF (S) − G ` (S), (4)
S⊆V 

�t� G ` (S) = `(0) − minsupp(x)⊆S `(x) �i a ���	ao�n�

�v���}�z}�{��� {}� r�����v�~ Recently� �� w�{ sho�� ����

�r ` ��{ z}{�z���}� {|vv���}{{ ��� {�zv�� convexity� G ` 
�{

�}���� |v����z (Elenber� }� al.� éê�ðë Bogunov�� }� ��~�

2018; ST�TzZq NPQ2Sn �v\[ allou[ y_j T``j_�\fTd\_U guar-

 !"##$ %& ')##*+  ,'%)."/0$ "% b#  11,.#* "% "/# c%!$") .!#*

vari��� vr �zv��}| (3)� b�� v��� rvz ��} {�}���� ��{}{ vr �

{��z{��� �v�{�z���� ç��{ ì K}|�}� éê��ë Elenber� }� ��~�

2018Ó 0/ s0-1 214/3-06*Ð4/ +02s3/4l23s Ñ4454*1� ���6Ó;

I� ���������v�{� however� ��} {�z����z} vr ���}z}{� �{ vr�}�

78998: <=>8?8> 7@ A B=BC<=>D?A: reFD?A:GH8: F J KLGML <A@

N£ ¥¡N¬¤¡¨§  OP§¢QR UVWVX   ©©Y¥¡N¬¤¡¨§  OZ¨ [§¨§Nª

\ Ce]^_`d ehjkl qr sxrxyz _{ xr|d ehj}~| W_x� ����rx`z{�

�� G ` 
�� ��� ������ �� �������� ����� ��� ������ �� ���������

�Á b¶³Á ±À ³·¹ �½²² À¶´¼³±½´ ` ±² ²�½½³·Á ²³¿½´µ�� conve�Á »´°

Ës Ê]_]ÇjÌ]d ÈÇ`Í Çj_d`Í djÌjÉ tÆ]_ Ð] shoÐ ÌÆjÌG ` 
Ës jcs`

m145Ð7 ��3-06*Ð4/;
>Pr���������  � ¡¢L `(x)= L(x) − z x£ wher¢ L ¤K K¥¦¦L§

¨©ª str«©¬® conve¯° ¨©ª z ∈ Rd 
±¨² ¨ ³«©´µ©¶«¶² ª·©²µ´®

w.ŗ L L§¢ ¡¢¹¢Kº»¢ measure¸ ¼§¢½ ther¢ e¾¤KL αG, βG>0 suc§

¿ÀÁ¿ G ` 
ÂÃ (αG, βG)ÄÅÆÁÇÈÉ ÊËÄÌÍÎÏÈÁÐÑ ÁÈÌÍÃ¿ ÃÏÐelyÒ

W] prov] ÓÇ`^`sËÌË`_ Ô If ÏÇsÌ ÑÌËcËÕË_Ê j Ç]sÑcÌ ÈÇ`Í (Elen-

berÖ ×Ø ÙÚÛÜ ÝÞßàáÜ âãäåã æ×ÚÙØ×ç Øã× marÖäèÙÚ gÙäè éê G ` 
Øé

ÌÆ] marÊË_jc d]ÎÇ]js] `È `Ä W] ÌÆ]_ arÊÑ] ÌÆjÌ ÌÆ] ÍË_ËÍËÕ]Ç

vr `� z}{�z���}� �v an� giv}� {���vz�� ��{ r��� {���vz� ����

ëìíîïîðñðòó íôõö ïô÷ òøùú ` øïú ôíôûüõìí marýðôïñ ÷õþìõïúõ

���� �zv�������� v�}~ Ò�} �zvvr �{ giv}� �� ÿ��}���Â Ó~�~

TÖâ ÝaÕ×ÝÞ αG, βG ÚÝãÝÜâÕâãØ dâÚâád Ùá ÕÖâ aÙádÛÕÛÙáÛáç

vr `~ Ò�}�z positiv��� a�{v z}��}{ v� z �}��� z���v|� typi-

cally� ���� dra�� rzv| � distrib���v� ç(����}� éê�ð� (}��~

A���� I- �õùýò�- ���� wõ evø÷uøýõ �ô�ö�óòýò�- � empirically�

Ò�} ���zvÂ�|���v� guarant}} �� Óvzv���z� � ���{ �����}{

��	
��� �t P	t�
� (4), wheneve	 ` h�� �h
 ft	� �i Propo-

!�t��� 5� )�% F �! α-��)�#� DR-submodular� F�r e&)($#��

ÌÆËs Æ`cds ÐÆ]_ ` Ës ÌÆ] c]jsÌ ssÑjÇ]s c`ss ÐËÌÆ j _`_sË_ÊÑcjÇ

|}�{�z}|}�� |��z�Â~ ÔÂ�|��}{ vr {�z����z}��������� reg-

âÛÜÖàãÙÖØ F à�ÝÛâßÙ Øâä�×ßâÛÜÖ reáâÛÜÖàãÙÖØ ��ÜÝÞ� 2�����

��� �v��{��|v����z v�}{ {��� �{ ��} z���} �v{� r�����v�
1(Bach� éê�êë Ô� ¯����� }� al.� éê�ðñ (α = ñ� which

d−1 
favvz{ interv�� {���vz�{� ���� ���������v�{ �� ��|}�{}z�}{

��� ����}z �����v{�{ ç�����vz� }� ��~� éêêðñ� ��� ��} �v{�
1+a

r�����v� �v�{��}z}� ç(����}� éê��ñ (α = � where1+(b−a) 

0 < 2a < b jÇ] Î`sÌ ^jÇjÍ]Ì]ÇspÉ ÐÆËÎÆ fav`Çs ÌÆ] s]c]ÎÌË`_

`È s^jÇs] j_d ÎÆ]j^ È]jÌÑÇ]sÉ ÐËÌÆ j^^cËÎjÌË`_s Ë_ Æ]jcÌÆÎjÇ]Ä
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GHJ gKLM NQ bLRSH ULVJWNLQ optimizatNKQ NW RK KXRNYNZJ LQ

unknowQ expensive-to-evLM[LRJ QKNWV \[QSRNKQ f wNRH LW

fe] ^_`cjkl mn nqrc`umr ev_vq_`umrl _l xmllu^vk yzkl_q`kvl

JR LM{| }~��� �KQZ�MJZ JR LM{| }~���{ FK� e�LYXMJ| evalua-

����� ��� ���������� �� ���������� expensiv� ������������

��� ev������ ¡ ¢ �¡�£ �¤� ¥� £�¡ �  ¦�§�¦�¨� �¡ �¥©��£��� ¡

ª«¬®¯°¬ ±«²³´® t° µ µ¶·¯¬µ¸¯®¹ °¬±®¶µ¯¬®º Sev´¶µ¸ acquisi-

�� ¡ »�¡¥�� ¡£ hav� ¼��¡ ¢¤ ¢ £�½ » ¤ ���£ ¢�¤¢ £�¾ �¦ ¡¿£�

ÀÁÂÃÄÅ ÁÂÃ ÆÇÈÉÇÊËÌ rÌÍÎËÏÉÐÊ ÑÒÓÔÁÕÀÓ Ö×ÄØÒÅÃ ÃÁ ØÙÚÛ ÜÝÝÞß

BogunoàNS JR al.| }~���{ GHNW \[QSRNKQ NW [WJá RK maxi-

âãääå æçèéêç ëìç vãæíãîêç ïð ëìç ñïòëçæíïæ distribéëíïî ïvçæ

óôõö÷õøùú ûùüøûøýöþÿ ôp õ�ö �÷�÷ôw÷ p�÷�õøô÷�

O\RJQ| RHJ unknowQ f NW YKáJMJá bV L �L[WWNLQ X�KSJWW

wNRH ZJ�K YJLQ LQá kJ�QJM \[QSRNKQ k(x, x0)| LQá wJ ob-

servJ QKNWV evLM[LRNKQW y = f(x) + � K\ RHJ \[QSRNKQ|

wHJ�J � ∼ N (0, σ2){ GivJQ L WJR X = {x1, · · · , xd}
K\ XKRJQRNLM YL�NYNZJ�W K\ f | JLSH xi ∈ Rn 

| LQá L WJR

S ⊆ V | MJR yS = [yi]i∈S bJ tHJ SK��JWXKQáNQg observa-

RNKQW LR XKNQRW xi, i ∈ S{ GHJ XKWRJ�NK� distrib[RNKQ K\

f givJQ yS NW agLNQ L �L[WWNLQ X�KSJWW| wNRH vL�NLQSJ

σ2 (x) = k(x, x) − kS (x)
>(KS + σ2I)−1kS (x) whereS 

kS = [k(xi, x)]i∈S , a�� KS = [k(xi, xj )]i,j∈S i� t�	 cor-
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