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A b s t r a c t

T h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m i n t h e p ur e e x-
pl or ati o n li n e ar b a n dit s etti n g i s i ntr o d u c e d
a n d st u di e d i n b ot h t h e fi x e d c o n fi d e n c e
a n d fi x e d b u d g et s etti n g s.  T h e m o d el s e-
l e cti o n pr o bl e m c o n si d er s a n e st e d s e q u e n c e
of h y p ot h e si s cl a s s e s of i n cr e a si n g c o m pl e xi-
ti e s. O ur g o al i s t o a ut o m ati c all y a d a pt t o
t h e i n st a n c e- d e p e n d e nt c o m pl e xit y m e a s ur e
of t h e s m all e st h y p ot h e si s cl a s s c o nt ai ni n g
t h e tr u e m o d el, r at h er t h a n s u ff eri n g fr o m
t h e c o m pl e xit y m e a s ur e r el at e d t o t h e l ar g e st
h y p ot h e si s cl a s s. We pr o vi d e e vi d e n c e s h o w-
i n g t h at a st a n d ar d d o u bli n g tri c k o v er di-
m e n si o n f ail s t o a c hi e v e t h e o pti m al i n st a n c e-
d e p e n d e nt s a m pl e c o m pl e xit y.  O ur al g o-
rit h m s d e fi n e a n e w o pti mi z ati o n pr o bl e m
b a s e d o n e x p eri m e nt al d e si g n t h at l e v er a g e s
t h e g e o m etr y of t h e a cti o n s et t o e ffi ci e ntl y
i d e ntif y a n e ar- o pti m al h y p ot h e si s cl a s s. O ur
fi x e d b u d g et al g orit h m u s e s a n o v el a p pli c a-
ti o n of a s el e cti o n- v ali d ati o n tri c k i n b a n dit s.
T hi s pr o vi d e s a n e w m et h o d f or t h e u n d er-
st u di e d fi x e d b u d g et s etti n g i n li n e ar b a n dit s
( e v e n wit h o ut t h e a d d e d c h all e n g e of m o d el
s el e cti o n). We f urt h er g e n er ali z e t h e m o d el
s el e cti o n pr o bl e m t o t h e mi s s p e ci fi e d r e gi m e,
a d a pti n g o ur al g orit h m s i n b ot h fi x e d c o n fi-
d e n c e a n d fi x e d b u d g et s etti n g s.

1 I N T R O D U C T I O N

T h e p ur e e x pl or ati o n li n e ar b a n dit pr o bl e m c o n si d er s
a s et of ar m s w h o s e e x p e ct e d r e w ar d s ar e li n e ar i n
t h eir gi v e n f e at ur e r e pr e s e nt ati o n, a n d ai m s t o i d e ntif y
t h e o pti m al ar m t hr o u g h a d a pti v e s a m pli n g. T w o s et-
ti n g s, i. e., fi x e d c o n fi d e n c e a n d fi x e d b u d g et s etti n g s,
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ar e st u di e d i n t h e lit er at ur e. I n t h e fi x e d c o n fi d e n c e
s etti n g, t h e l e ar n er c o nti n u e s s a m pli n g ar m s u ntil a
d e sir e d c o n fi d e n c e l e v el i s r e a c h e d, a n d t h e g o al i s t o
mi ni mi z e t h e t ot al n u m b er of s a m pl e s ( S o ar e et al. ,
2 0 1 4 ; X u et al. , 2 0 1 8 ; T a o et al. , 2 0 1 8 ; Fi e z et al. ,
2 0 1 9 ; D e g e n n e et al. , 2 0 2 0 ; K at z- S a m u el s et al. , 2 0 2 0 ).
I n t h e fi x e d b u d g et s etti n g, t h e l e ar n er i s f or c e d t o
o ut p ut a r e c o m m e n d ati o n wit hi n a pr e- fi x e d s a m pli n g
b u d g et, a n d t h e g o al i s t o mi ni mi z e t h e err or pr o b a-
bilit y ( H o ff m a n et al. , 2 0 1 4 ; K at z- S a m u el s et al. , 2 0 2 0 ;
Ali e v a et al. , 2 0 2 1 ; Y a n g a n d T a n , 2 0 2 1 ). A p pli c ati o n s
of p ur e e x pl or ati o n li n e ar b a n dit s i n cl u d e c o nt e nt r e c-
o m m e n d ati o n, di git al a d v erti s e m e nt a n d A / B / n t e st-
i n g ( s e e af or e m e nti o n e d p a p er s f or m or e di s c u s si o n s o n
a p pli c ati o n s).

All e xi sti n g w or k s, h o w e v er, f o c u s o n li n e ar m o d el s
wit h t h e gi v e n f e at ur e r e pr e s e nt ati o n s a n d f ail t o a d a pt
t o c a s e s w h e n t h e pr o bl e m c a n b e e x pl ai n e d wit h a
m u c h si m pl er m o d el, i. e., a li n e ar m o d el b a s e d o n a
s u b s et of t h e f e at ur e s. I n t hi s p a p er, w e i ntr o d u c e
t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m i n p ur e e x pl or ati o n li n-
e ar b a n dit s. We c o n si d er a s e q u e n c e of n e st e d li n e ar
h y p ot h e si s cl a s s e s H 1 ⊆ H 2 ⊆ · · · ⊆ H D a n d a s s u m e
t h at H d i s t h e s m all e st h y p ot h e si s cl a s s t h at c o nt ai n s
t h e tr u e m o d el. O ur g o al i s t o a ut o m ati c all y a d a pt
t o t h e c o m pl e xit y m e a s ur e r el at e d t o H d , f or a n u n-
k n o w n d , r at h er t h a n s u ff eri n g a c o m pl e xit y m e a s ur e
r el at e d t o t h e l ar g e st h y p ot h e si s cl a s s H D .

T h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m a p p e ar s u bi q uit o u sl y
i n r e al- w orl d a p pli c ati o n s. I n f a ct, cr o s s- v ali d ati o n
(St o n e , 1 9 7 4 , 1 9 7 8 ), a pr a cti c al m et h o d f or m o d el s e-
l e cti o n, a p p e ar s i n al m o st all s u c c e s sf ul d e pl o y m e nt s of
m a c hi n e l e ar ni n g m o d el s. T h e m o d el s el e cti o n pr o b-
l e m w a s r e c e ntl y i ntr o d u c e d t o t h e b a n dit r e gr et mi n-
i mi z ati o n s etti n g b y F o st er et al. (2 0 1 9 ), a n d f urt h er
a n al y z e d b y P a c c hi a n o et al. (2 0 2 0 ); Z h u a n d N o w a k
(2 0 2 1 ). Z h u a n d N o w a k (2 0 2 1 ) pr o v e t h at o nl y P ar et o
o pti m alit y c a n b e a c hi e v e d f or r e gr et mi ni mi z ati o n,
w hi c h i s e v e n w e a k er t h a n mi ni m a x o pti m alit y. We
i ntr o d u c e t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m i n t h e p ur e e x-
pl or ati o n s etti n g a n d, s ur pri si n gl y, s h o w t h at it i s p o s-
si bl e t o d e si g n al g orit h m s wit h n e a r o pti m al i n st a n c e-
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d e p e n d e nt c o m pl e xit y f or b ot h fi x e d c o n fi d e n c e a n d
fi x e d b u d g et s etti n g s. We f urt h er g e n er ali z e t h e m o d el
s el e cti o n pr o bl e m t o t h e r e gi m e wit h mi s s p e ci fi e d li n-
e ar m o d el s, a n d s h o w o ur al g orit h m s ar e r o b u st t o
m o d el mi s s p e ci fi c ati o n.

1. 1  C o n t ri b u ti o n a n d O u tli n e

We bri e fl y s u m m ari z e o ur c o ntri b uti o n s a s f oll o w s:

• We i ntr o d u c e t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m f or p ur e
e x pl or ati o n i n li n e ar b a n dit s i n S e cti o n 2 , a n d a n-
al y z e it s i n st a n c e- d e p e n d e nt c o m pl e xit y m e a s ur e.
We pr o vi d e a g e n er al fr a m e w or k t o s ol v e t h e m o d el
s el e cti o n pr o bl e m f or p ur e e x pl or ati o n li n e ar b a n-
dit s.  O ur fr a m e w or k i s b a s e d o n a c ar ef ull y-
d e si g n e d t w o- di m e n si o n al d o u bli n g tri c k a n d a n e w
o pti mi z ati o n pr o bl e m t h at l e v er a g e s t h e g e o m e-
tr y of t h e a cti o n s et t o e ffi ci e ntl y i d e ntif y a n e ar-
o pti m al h y p ot h e si s cl a s s.

• I n S e cti o n 4 , w e pr o vi d e a n al g orit h m f or t h e
fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g wit h n e ar o pti m al i n st a n c e-
d e p e n d e nt u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y. We a d-
diti o n all y pr o vi d e e vi d e n c e o n w h y o n e c a n n ot v er-
i fi a bl y o ut p ut r e c o m m e n d ati o n s.

• I n S e cti o n 5 , w e pr o vi d e a n al g orit h m f or t h e fi x e d
b u d g et s etti n g, w hi c h a p pli e s a n o v el s el e cti o n-
v ali d ati o n tri c k t o b a n dit s. It s pr o b a bilit y of err or
m at c h e s ( u p t o l o g arit h mi c f a ct or s) t h e pr o b a bil-
it y err or of a n al g orit h m t h at c h o o s e s it s s a m pli n g
all o c ati o n b a s e d o n k n o wl e d g e of t h e tr u e m o d el
p ar a m et er. I n a d diti o n, t h e g u ar a nt e e of o ur al-
g orit h m i s n e arl y o pti m al e v e n i n t h e n o n- m o d el-
s el e cti o n c a s e, a n d o ur al g orit h m al s o pr o vi d e s a
n e w w a y t o a n al y z e t h e u n d e r st u di e d fi x e d b u d g et
s etti n g.

• We f urt h er g e n er ali z e t h e m o d el s el e cti o n pr o b-
l e m t o t h e mi s s p e ci fi e d r e gi m e i n S e cti o n 6 , a n d
a d a pt o ur al g orit h m s t o b ot h t h e fi x e d c o n fi d e n c e
a n d fi x e d b u d g et s etti n g s. O ur al g orit h m s r e a c h
a n i n st a n c e- d e p e n d e nt s a m pl e c o m pl e xit y m e a s ur e
t h at i s r el e v a nt t o t h e c o m pl e xit y m e a s ur e of a
cl o s el y r el at e d p erf e ct li n e ar b a n dit pr o bl e m.

2 P R O B L E M S E T T I N G

I n t h e tr a n s d u cti v e li n e ar b a n dit p ur e e x pl or ati o n
pr o bl e m, t h e l e ar n e r i s gi v e n a n a cti o n s et X ⊂ R D

a n d a t ar g et s et Z ⊂ R D .  T h e e x p e ct e d r e w ar d
of a n y ar m x ∈ X ∪ Z i s li n e arl y p ar a m et eri z e d
b y a n u n k n o w n r e w ar d v e ct or θ ∈ Θ ⊆ R D , i. e.,
h (x ) = θ , x . T h e p ar a m et er s p a c e Θ i s k n o w n t o
t h e l e ar n er. At e a c h r o u n d t, t h e l e ar n er / al g orit h m A

s el e ct s a n a cti o n X t ∈ X , a n d o b s er v e s a n oi s y r e w ar d
R t = h (X t ) + ξ t , w h er e ξ t r e pr e s e nt s a n a d diti v e 1 - s u b-
G a u s si a n n oi s e. T h e a cti o n X t ∈ X c a n b e s el e ct e d
wit h r e s p e ct t o t h e hi st or y F t − 1 = σ (( X i , Ri ) i < t ) u p
t o ti m e t. T h e g o al i s t o i d e ntif y t h e u ni q u e o pti m al
ar m z = ar g m a x z ∈ Z h (z ) fr o m t h e t ar g et s et Z . We
a s s u m e Θ ⊆ s p a n( X ) t o o bt ai n u n bi a s e d e sti m at or s f or
ar m s i n Z . Wit h o ut l o s s of g e n er alit y, w e a s s u m e t h at
s p a n( X ) = R D ( ot h er wi s e o n e c a n pr oj e ct a cti o n s i nt o
a l o w er di m e n si o n al s p a c e). We f urt h er a s s u m e t h at
s p a n( { z − z } z ∈ Z ) = R D f or t e c h ni c al r e a s o n s. We
c o n si d er b ot h fi x e d c o n fi d e n c e a n d fi x e d b u d g et s et-
ti n g s i n t hi s p a p er.

D e fi ni ti o n 1 ( Fi x e d c o n fi d e n c e) . Fi x X , Z , Θ ⊆ R D .
A n al g o rit h m A i s c all e d δ - P A C f o r (X , Z , Θ) if ( 1 )
t h e al g o rit h m h a s a st o p pi n g τ wit h r e s p e ct t o { F t } t ∈ N

a n d ( 2 ) at ti m e τ it m a k e s a r e c o m m e n d ati o n z ∈ Z
s u c h t h at P θ (z = z ) ≥ 1 − δ f o r all θ ∈ Θ .

D e fi ni ti o n 2 ( Fi x e d b u d g et) . Fi x X , Z , Θ ⊆ R D a n d
a b u d g et T . A fi x e d b u d g et al g o rit h m A r et u r n s a
r e c o m m e n d ati o n z ∈ Z aft e r T r o u n d s.

T h e M o d el S el e c ti o n P r o bl e m. I n c o ntr a st t o e x-
i sti n g w or k s i n p ur e e x pl or ati o n li n e ar b a n dit s, w e
h er e b y c o n si d er t h e m o d el s el e cti o n s etti n g w h er e
a d a pti n g t o t h e c orr e ct h y p ot h e si s cl a s s i s of vit al i m-
p ort a n c e. We d e fi n e Θ d := { θ ∈ R D : θ i = 0 , ∀ i > d}
a s t h e s et of p ar a m et er s s u c h t h at f or a n y θ ∈ Θ d , it
o nl y h a s n o n- z er o e ntri e s o n it s fir st d c o or di n at e s. We
a s s u m e t h at θ ∈ Θ d f or a n u n k n o w n d . We c all d
t h e i ntri n si c di m e n si o n of t h e pr o bl e m a n d it i s s et a s
t h e i n d e x of t h e s m all e st p ar a m et er s p a c e c o nt ai ni n g
t h e tr u e r e w ar d v e ct or. O n e i nt er pr et ati o n of t h e i n-
tri n si c di m e n si o n i s t h at o nl y t h e fir st d f e at ur e s ( of
e a c h ar m) pl a y a r ol e i n pr e di cti n g t h e e x p e ct e d r e-
w ar d. O ur g o al i s t o a ut o m ati c all y a d a pt t o t h e s a m-
pl e c o m pl e xit y wit h r e s p e ct t o t h e i ntri n si c di m e n si o n
d , r at h er t h a n s u ff eri n g fr o m t h e s a m pl e c o m pl e xit y
r el at e d t o t h e a m bi e nt di m e n si o n D . I n t h e f oll o wi n g,
w e writ e (X , Z , Θ d ) or θ ∈ Θ d t o i n di c at e t h at t h e
pr o bl e m i n st a n c e h a s i ntri n si c di m e n si o n d . B e si d e s
d e ali n g wit h t h e w ell- s p e ci fi e d li n e ar b a n dit pr o bl e m
a s d e fi n e d i n t hi s s e cti o n, w e al s o e xt e n d o ur fr a m e-
w or k i nt o t h e mi s s p e ci fi e d s etti n g i n S e cti o n 6 , wit h
a d diti o n al s et u p s i ntr o d u c e d t h er ei n.

A d di ti o n al  N o t a ti o n s. F or a n y x =
[x 1 , x2 , . . . , xD ] ∈ R D a n d d ≤ D , w e u s e
ψ d (x ) := [ x 1 , x2 , . . . , xd ] ∈ R d t o d e n ot e t h e tr u n-
c at e d f e at ur e r e pr e s e nt ati o n t h at o nl y k e e p s it s fir st d
c o or di n at e s. We al s o writ e ψ d (X ) := { ψ d (x ) : x ∈ X }
a n d ψ d (Z ) := { ψ d (z ) : z ∈ Z } t o r e pr e s e nt t h e
tr u n c at e d a cti o n s et a n d t ar g et s et, r e s p e cti v el y. N ot e
t h at w e n e c e s s aril y h a v e ψ d (Z ) ⊆ s p a n( ψ d (X )) = R d

a s l o n g a s Z  ⊆ s p a n( X )  = R D .  We u s e
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Y (ψ d (Z )) := { ψ d (z ) − ψ d (z ) : z, z ∈ Z } t o
d e n ot e all p o s si bl e dir e cti o n s f or m e d b y s u b-
tr a ct e d o n e it e m fr o m a n ot h er i n ψ d (Z ); a n d
u s e Y (ψ d (Z )) := { ψ d (z ) − ψ d (z ) : z ∈ Z }
t o d e n ot e all p o s si bl e dir e cti o n s wit h r e s p e ct t o
t h e o pti m al ar m z .  F or a n y z ∈ Z , w e u s e
∆ z := h (z ) − h (z ) t o d e n ot e it s s u b- o pti m alit y g a p; w e
s et ∆ mi n := mi n z ∈ Z \ { z } ∆ z . A s i n Fi e z et al. (2 0 1 9 ),
w e a s s u m e m a x z ∈ Z ∆ z ≤ 2 f or e a s e of a n al y si s. We
d e n ot e S k := { z ∈ Z : ∆z < 4 · 2 − k } ( wit h S 1 := Z ).
We u s e Λ X := { λ ∈ R | X | : x ∈ X λ x = 1 , λx ≥ 0 }
t o d e n ot e t h e (| X | − 1) - di m e n si o n al si m pl e x o v er
a cti o n s. F or a n y ( c o nti n u o u s) d e si g n λ ∈ Λ X , w e
u s e A d (λ ) := x ∈ X λ x ψ d (x )( ψ d (x )) ∈ R d × d

t o d e n ot e t h e d e si g n  m atri x  wit h r e s p e ct
t o λ .  F or a n y s et W  ⊆ R D ,  w e d e n ot e
ι(W ) := i nf λ ∈ Λ X

s u p w ∈ W w
2
A d ( λ ) − 1 .1

3 T O W A R D S T H E T R U E S A M P L E
C O M P L E X I T Y

T h e i n st a n c e d e p e n d e nt s a m pl e c o m pl e xit y l o w er
b o u n d f or li n e ar b a n dit i s di s c o v er e d / a n al y z e d i n pr e-
vi o u s p a p er s ( S o ar e et al. , 2 0 1 4 ; Fi e z et al. , 2 0 1 9 ; D e-
g e n n e a n d K o ol e n , 2 0 1 9 ). We h er e c o n si d er r el at e d
q u a ntiti e s t h at t a k e o ur m o d el s el e cti o n s etti n g i nt o
c o n si d er ati o n. F or a n y d ∈ [D ], w e d e fi n e

ρ d := i nf
λ ∈ Λ X

s u p
z ∈ Z \ { z }

ψ d (z ) − ψ d (z ) 2
A d ( λ ) − 1

(h (z ) − h (z )) 2
, ( 1)

a n d

ιd := i nf
λ ∈ Λ X

s u p
z ∈ Z \ { z }

ψ d (z ) − ψ d (z )
2
A d ( λ ) − 1 . ( 2)

T h e l o w er b o u n d f or t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m
(X , Z , Θ d ) i n t h e fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g i s pr o vi d e d
i n T h e or e m 1 , f oll o wi n g t h e l o w er b o u n d i n Fi e z et al.
(2 0 1 9 ).

T h e o r e m 1. S u p p o s e ξ t ∼ N ( 0, 1) f o r all t ∈ N +

a n d δ ∈ ( 0, 0 .1 5] . A n y δ - P A C al g o rit h m wit h r e s p e ct
t o (X , Z , Θ d ) wit h st o p pi n g ti m e τ s ati s fi e s E θ [τ ] ≥
ρ d l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

T h e a b o v e l o w er b o u n d o nl y w or k s f or δ - P A C al-
g orit h m s, b ut n ot f or al g orit h m s i n t h e fi x e d b u d-
g et s etti n g or wit h u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y
( d et ail e d i n S e cti o n 4 ). We n o w i ntr o d u c e a n ot h er
l o w e r b o u n d f or t h e b e st p o s si bl e n o n-i nt e r a cti v e al-
g orit h m A t h at will s er v e a s a str o n g b a s eli n e f or
o ur s a m pl e c o m pl e xiti e s.  F oll o wi n g t h e di s c u s si o n
i n K at z- S a m u el s et al. (2 0 2 0 ), w e c o n si d er a n y n o n-
i nt er a cti v e al g orit h m a s f oll o w s: T h e al g orit h m A

1 A g e n e r ali z e d i n v e r si o n i s u s e d f o r si n g ul a r m a t ri c e s.
S e e A p p e n di x A. 1 f o r d e t ail e d di s c u s si o n.

c h o o s e s a n all o c ati o n { x 1 , x2 , . . . , xN } ⊆ X a n d r e c ei v e
r e w ar d s { r 1 , r2 , . . . , rN } ⊆ R w h er e r i i s s a m pl e d fr o m
N (h (x i ), 1) .  T h e al g orit h m t h e n r e c o m m e n d s z =

ar g m a x z ∈ Z θ d , z w h er e θ d = ar g mi n θ ∈ R d
N
i = 1 (r i −

θ ψ d (x i ))
2 i s t h e l e a st s q u ar e s e sti m at or i n R d . T h e

l e ar n er i s all o w e d t o c h o o s e a n y all o c ati o n s, e v e n wit h
t h e k n o wl e d g e of θ , a n d u s e a n y f e at ur e m a p pi n g s u c h
t h at li n e arit y i s pr e s er v e d, i. e., d ≤ d ≤ D .

T h e o r e m 2. Fi x X , Z ⊆ R D , θ ∈ Θ d a n d δ ∈
( 0, 0 .0 1 5] . A n y n o n-i nt e r a cti v e al g o rit h m A u si n g a
f e at u r e m a p pi n g s of di m e n si o n d ≥ d m a k e s a mi st a k e
wit h p r o b a bilit y at l e a st δ a s l o n g a s it u s e s n o m o r e
t h a n 1

2 ρ d l o g ( 1/ δ ) s a m pl e s.

O n e c a n s e e t h at t h e n o n-i nt er a cti v e l o w er b o u n d
s er v e s a s a f airl y str o n g b a s eli n e d u e t o t h e p o w er
pr o vi d e d t o t h e l e ar n er. It al s o pr o vi d e s j u sti fi c ati o n s
f or ( 1) t h e O (ρ d ) u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y i n
fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g; a n d ( 2) t h e Ω( e x p( − T / ρ d ))
err or pr o b a bilit y i n fi x e d b u d g et s etti n g: S u p p o s e t h e
b u d g et i s T , o n e w o ul d e x p e ct a n err or pr o b a bilit y of
t h e or d er Ω( e x p( − T / ρ d )) f or a n y n o n-i nt er a cti v e al-
g orit h m A .

N ot e t h at all l o w er b o u n d s ar e wit h r e s p e ct t o ρ d

r at h er t h a n ρ d f or d > d d u e t o t h e a s s u m pti o n
θ ∈ Θ d f or t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m. O ur g o al i s
t o a ut o m ati c all y a d a pt t o t h e c o m pl e xit y ρ d wit h o ut
k n o wl e d g e of d . Pr o p o siti o n 1 s h o w s t h e m o n ot o ni c
r el ati o n a m o n g { ρ d } D

d = d .

P r o p o si ti o n 1. T h e m o n ot o ni c r el ati o n ρ d 1
≤ ρ d 2

h ol d s t r u e f o r a n y d ≤ d 1 ≤ d 2 ≤ D .

T h e i nt uiti o n b e hi n d t h e a b o v e Pr o p o siti o n i s t h at t h e
m o d el cl a s s Θ d 2

i s a s u p er s et of Θ d 1
a n d t h er ef or e

i d e ntif yi n g z i n Θ d 2
r e q uir e s r uli n g o ut a l ar g er s et

of st ati sti c al alt er n ati v e s t h a n i n Θ d 1
. W hil e Pr o p o-

siti o n 1 i s i nt uiti v e, it s pr o of i s s ur pri si n gl y t e c h ni c al
a n d i n v ol v e s s h o wi n g t h e e q ui v al e n c e of a s eri e s of o p-
ti mi z ati o n pr o bl e m s.

3. 1  F ail u r e of S t a n d a r d A p p r o a c h e s

P r o p o si ti o n 2. F o r a n y γ > 0 , t h e r e e xi st s a n i n-
st a n c e (X , Z , θd ) s u c h t h at ρ d + 1 > ρ d + γ y et
ιd + 1 ≤ 2 ιd .

O n e m a y att e m pt t o s ol v e t h e m o d el s el e cti o n pr o b-
l e m wit h a st a n d ar d d o u bli n g tri c k o v er di m e n si o n,
i. e., tr u n c ati n g t h e f e at ur e r e pr e s e nt ati o n s at di m e n-
si o n d i = 2 i f or i ≤ l o g2 D a n d gr a d u all y e x-
pl ori n g m o d el s wit h i n cr e a si n g di m e n si o n. T hi s a p-
pr o a c h, h o w e v er, i s dir e ctl y r ul e d o ut b y Pr o p o si-
ti o n 2 si n c e s u c h d o u bli n g tri c k c o ul d e n d u p wit h
s ol vi n g a pr o bl e m wit h a di m e n si o n d ≤ 2 d y et
ρ d ρ d . Alt h o u g h d o u bli n g tri c k o v er di m e n si o n s i s
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c o m m o nl y u s e d t o pr o vi d e w o r st- c a s e g u ar a nt e e s i n r e-
gr et mi ni mi z ati o n s etti n g s ( P a c c hi a n o et al. , 2 0 2 0 ; Z h u
a n d N o w a k , 2 0 2 1 ), w e e m p h a si z e h er e t h at m at c hi n g
i n st a n c e- d e p e n d e nt c o m pl e xiti e s i s i m p ort a nt i n p ur e
e x pl or ati o n s etti n g ( S o ar e et al. , 2 0 1 4 ; Fi e z et al. , 2 0 1 9 ;
K at z- S a m u el s et al. , 2 0 2 0 ). T h u s, n e w t e c h ni q u e s n e e d
t o b e d e v el o p e d. Pr o p o siti o n 2 al s o i m pli e s t h at tr yi n g
t o i nf er t h e v al u e of ρ d fr o m ιd c a n b e q uit e mi sl e a d-
i n g. A n d t h u s c o n d u cti n g a d o u bli n g tri c k o v er ιd ( or
a n u p p er b o u n d of it) i s li k el y t o f ail a s w ell.

I m p o r t a n c e of M o d el S el e c ti o n. Pr o p o siti o n 2
al s o ill u str at e s t h e i m p ort a n c e a n d n e c e s sit y of c o n-
d u cti n g m o d el s el e cti o n i n p ur e e x pl or ati o n li n e ar b a n-
dit s. C o n si d e r t h e h ar d i n st a n c e u s e d i n c o n str u ct e d
i n Pr o p o siti o n 2 a n d s et D = d + 1 . All e xi sti n g al g o-
rit h m s ( S o ar e et al. , 2 0 1 4 ; Fi e z et al. , 2 0 1 9 ; D e g e n n e
a n d K o ol e n , 2 0 1 9 ; K at z- S a m u el s et al. , 2 0 2 0 ) t h at di-
r e ctl y w or k wit h t h e gi v e n f e at ur e r e pr e s e nt ati o n i n
R D e n d u p wit h a c o m pl e xit y m e a s ur e s c al e s wit h ρ D ,
w hi c h c o ul d b e ar bitr aril y l ar g e t h a n t h e tr u e c o m pl e x-
it y m e a s ur e ρ d a n d e v e n b e c o m e v a c u o u s ( b y s e n di n g
γ → ∞ ).

O u r A p p r o a c h e s. I n t hi s p a p er, w e d e si g n a m or e
s o p hi sti c at e d d o u bli n g s c h e m e o v er a t w o- di m e n si o n al
gri d c orr e s p o n di n g t o t h e n u m b er of eli mi n ati o n st e p s
a n d t h e ri c h e st h y p ot h e si s cl a s s c o n si d er e d at e a c h
st e p. We d e si g n s u br o uti n e s f or b ot h fi x e d c o n fi d e n c e
a n d fi x e d b u d g et s etti n g s. O ur al g orit h m s d e fi n e a
n e w o pti mi z ati o n pr o bl e m b a s e d o n e x p eri m e nt al d e-
si g n t h at l e v er a g e s t h e g e o m etr y of t h e a cti o n s et
t o e ffi ci e ntl y i d e ntif y a n e ar- o pti m al h y p ot h e si s cl a s s.
O ur fi x e d b u d g et al g orit h m a d diti o n all y u s e s a n o v el
a p pli c ati o n of a s el e cti o n- v ali d ati o n tri c k i n b a n dit s.
O ur g u ar a nt e e s ar e wit h r e s p e ct t o t h e tr u e i n st a n c e-
d e p e n d e nt c o m pl e xit y m e a s ur e ρ d .

4 F I X E D C O N F I D E N C E S E T T I N G

We pr e s e nt o ur m ai n al g orit h m ( Al g orit h m 2 ) f or t h e
fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g i n t hi s s e cti o n. Al g orit h m 2 i n-
v o k e s G E M S- c ( Al g orit h m 1 ) a s s u br o uti n e s a n d st art s

t o o ut p ut t h e o pti m al ar m aft er O (ρ d + d ) s a m pl e s.
O ur s a m pl e c o m pl e xit y m at c h e s, u p t o a n a d diti v e d
t er m a n d l o g arit h mi c f a ct or s, t h e str o n g b a s eli n e d e-
v el o p e d i n T h e or e m 2 .

We fir st i ntr o d u c e t h e s u br o uti n e G E M S- c , w hi c h r u n s
f or n r o u n d s a n d t a k e s (r o u g hl y) B s a m pl e s p er-r o u n d.
G E M S- c i s b uilt o n R A G E (Fi e z et al. , 2 0 1 9 ), a st a n-
d ar d li n e ar b a n dit p ur e e x pl or ati o n al g orit h m w or k s
i n t h e a m bi e nt s p a c e R D .  T h e k e y i n n o v ati o n of
G E M S- c li e s i n a d a pti v e h y p ot h e si s cl a s s s el e cti o n at
e a c h r o u n d (i. e., s el e cti n g d k ), w hi c h all o w s u s t o
a d a pt t o t h e i n stri n si c di m e n si o n d . Aft er s el e ct-

i n g t h e w or ki n g di m e n si o n d k at r o u n d k , G E M S- c
all o c at e s s a m pl e s b a s e d o n o pti m al d e si g n (i n R d k );
it t h e n eli mi n at e s u b- o pti m al ar m s b a s e d o n t h e e s-
ti m at e d r e w ar d s c o n str u ct e d u si n g l e a st s q u ar e. F ol-
l o wi n g Fi e z et al. (2 0 1 9 ), w e u s e a r o u n di n g pr o c e d ur e
R O U N D (λ, N, d, ζ ) t o r o u n d a c o nti n u o u s e x p eri m e n-
t al d e si g n λ ∈ Λ X i nt o i nt e g er all o c ati o n s o v er a cti o n s.
We u s e r d (ζ ) t o d e n ot e t h e n u m b er of s a m pl e s n e e d e d
f or s u c h r o u n di n g i n R d wit h a p pr o xi m ati o n f a ct or ζ .
O n e c a n c h o o s e r d (ζ ) = ( d 2 + d + 2) / ζ (P u k el s h ei m ,
2 0 0 6 ; Fi e z et al. , 2 0 1 9 ) or r d (ζ ) = 1 8 0 d / ζ 2 (All e n- Z h u
et al. , 2 0 2 0 ). We c h o o s e ζ a s a c o n st a nt t hr o u g h o ut
t h e p a p er, e. g., ζ = 1 . W h e n N ≥ r d (ζ ), t h er e e x-
i st c o m p ut ati o n all y e ffi ci e nt r o u n di n g pr o c e d ur e s t h at
o ut p ut a n all o c ati o n { x 1 , x2 , . . . , xN } s ati sf yi n g

m a x
y ∈ Y ( ψ d ( Z ) )

y
2

( N
i = 1 ψ d ( x i ) ψ d ( x i ) )

− 1 ≤

( 1 + ζ )  m a x
y ∈ Y ( ψ d ( Z ) )

y
2

( x ∈ X λ x ψ d ( x ) ψ d ( x ) )
− 1 / N. ( 3)

Al g o ri t h m 1 G E M S- c G a p Eli mi n ati o n wit h M o d el
S el e cti o n ( Fi x e d C o n fi d e n c e)

I n p u t: N u m b er of it er ati o n s n , b u d g et f or di m e n si o n
s el e cti o n B a n d c o n fi d e n c e p ar a m et er δ .

1: S et S 1 = Z .
2: f o r k = 1 , 2 , . . . , n d o
3: S et δ k = δ / k 2 .

4: D e fi n e g k (d ) := m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )} .
5: G et d k = O P T (B, D, g k (·)) , w h er e d k ≤ D i s

l ar g e st di m e n si o n s u c h t h at g k (d k ) ≤ B ( s e e
E q. ( 4 ) f or t h e d et ail e d o pti mi z ati o n pr o bl e m);
s et λ k b e t h e o pti m al d e si g n of t h e o pti mi z ati o n
pr o bl e m
i nfλ ∈ Λ X

s u p z, z ∈ S k
ψ d k

(z ) − ψ d k
(z ) 2

A d k
( λ ) − 1 ;

s et N k = g (d k ) 2( 1 + ζ ) l o g ( |S k |2 / δ k ) .
6: G et all o c ati o n

{ x 1 , . . . , xN k
} = R O U N D (λ k , Nk , dk , ζ).

7: P ull ar m s { x 1 , . . . , xN k
} a n d r e c ei v e r e w ar d s

{ r 1 , . . . , rN k
} .

8: S et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k ,

w h er e A k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )ψ d k

(x i ) ,

a n d b k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )b i .

9: S et S k + 1 = S k \ { z ∈ S k : ∃ z s.t. θ k , ψd k
(z ) −

ψ d k
(z ) ≥ ω (z , z)} ,  w h er e ω (z , z) :=

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g ( |S k |2 / δ k ).

1 0: e n d f o r
O u t p u t: S et of u n eli mi n at e d ar m s S n + 1 .

We n o w di s c u s s t h e a d a pti v e s el e cti o n of h y p ot h e si s
cl a s s, w hi c h i s a c hi e v e d t hr o u g h a n e w o pti mi z ati o n
pr o bl e m: At r o u n d k , d k ∈ [D ] i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st
di m e n si o n s u c h t h at t h e v al u e of a n e x p eri m e nt al d e-
si g n i s n o l ar g er t h a n t h e fi x e d s el e cti o n b u d g et B ,
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i. e.,

m a x d ( 4)

s.t. d ∈ [D ],

m a x { 2 2 k · i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S k ) )

y
2
A d ( λ ) − 1 , rd (ζ )} ≤ B.

T h e e x p eri m e nt al d e si g n l e v er a g e s t h e g e o m etr y of t h e
u n eli mi n at e d s et of ar m s. I nt uiti v el y, t h e al g orit h m i s
s el e cti n g t h e ri c h e st h y p ot h e si s cl a s s t h at still all o w s
t h e l e ar n er t o i m pr o v e it s e sti m at e s of t h e g a p s b y a
f a ct or of 2 u si n g (r o u g hl y) B s a m pl e s. W h e n t h e b u d-
g et f or di m e n si o n s el e cti o n B i s l ar g e e n o u g h, G E M S-
c o p er at e s o n w ell- s p e ci fi e d li n e ar b a n dit s (i. e., u si n g
d k ≥ d ) at all r o u n d s, g u ar a nt e ei n g t h at t h e o ut p ut
s et of ar m s ar e ( 2 1 − n )- o pti m al. T h e n e xt l e m m a pr o-
vi d e s g u ar a nt e e s f or G E M S- c .

L e m m a 1. S u p p o s e B ≥ m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} . Wit h
p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ , G E M S- c o ut p ut s a s et of a r m s
S n + 1 s u c h t h at ∆ z < 2 1 − n f o r a n y z ∈ S n + 1 .

Al g o ri t h m 2 A d a pti v e Str at e g y f or M o d el S el e cti o n
( Fi x e d C o n fi d e n c e)

I n p u t: C o n fi d e n c e p ar a m et er δ .
1: R a n d o ml y s el e ct a z ∈ Z a s t h e r e c o m m e n d ati o n

f or t h e o pti m al ar m.
2: f o r = 1 , 2 , . . . d o
3: S et γ = 2 a n d δ = δ / ( 2 3 ).
4: f o r i = 1 , 2 , . . . , d o
5: S et n i = 2 i , B i = γ / n i = 2 − i , a n d

g et S i = G E M S- c (n i , Bi , δ ).

6: if S i = { z } i s a si n gl et o n s et t h e n
7: U p d at e t h e r e c o m m e n d ati o n z = z .
8: b r e a k (t h e i n n er f or l o o p o v er i)
9: e n d if

1 0: e n d f o r
1 1: e n d f o r

We pr e s e nt o ur m ai n al g orit h m f or m o d el s el e cti o n i n
Al g orit h m 2 , w hi c h l o o p s o v er a n it er at e wit h r o u g hl y
g e o m etri c all y i n cr e a si n g b u d g et γ = 2 . Wit hi n e a c h
it er ati o n , Al g orit h m 2 i n v o k e s G E M S- c ti m e s wit h
di ff er e nt c o n fi g ur ati o n s (n i , Bi ): n i i s vi e w e d a s a g u e s s
f or t h e u n k n o w n q u a ntit y l o g2 ( 1/ ∆ mi n ); a n d B i i s
vi e w e d a s a g u e s s of ρ d , w hi c h i s t h e n u s e d t o d e-
t er mi n e t h e a d a pti v e s el e cti o n h y p ot h e si s cl a s s. T h e
c o n fi g ur ati o n s { (n i , Bi )} i = 1 ar e c h o s e n a s t h e di a g o n al
of a t w o di m e n si o n al gir d o v er n i a n d B i . Wit hi n e a c h
it er ati o n , t h e r e c o m m e n d ati o n z i s u p d at e d a s t h e
ar m c o nt ai n e d i n t h e fi r st si n gl et o n s et r et ur n e d (if
a n y). Si n c e B i i s c h o s e n i n a d e cr e a si n g or d er, w e ar e
r e c o m m e n di n g t h e ar m s el e ct e d fr o m t h e ri c h e st h y-
p ot h e si s cl a s s t h at t er mi n at e s r e c o m m e n di n g a si n gl e
ar m. T h e si n gl et o n i s g u ar a nt e e d t o c o nt ai n t h e o pti-

m al ar m o n c e a ri c h e n o u g h h y p ot h e si s cl a s s i s c o n si d-
er e d. We pr o vi d e t h e f or m al g u ar a nt e e s a s f oll o w s.

T h e o r e m 3. L et τ = l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) m a x { ρ d , rd (ζ )} .
Wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ ,  Al g o rit h m 2
st a rt s t o o ut p ut t h e o pti m al a r m wit hi n it e r a-
ti o n = O (l o g 2 (τ )) , a n d t a k e s at m o st N =
O (τ l o g2 (τ ) l o g ( | Z| l o g2 (τ )/ δ )) s a m pl e s.

T h e s a m pl e c o m pl e xit y i n T h e or e m 3 i s a n al y z e d
i n a n u n v eri fi a bl e w a y: Al g orit h m 2 st art s t o o ut-
p ut t h e o pti m al ar m aft er N s a m pl e s, b ut it d o e s
n ot st o p it s s a m pli n g pr o c e s s. N e v ert h el e s s, u p t o a
r o u n di n g-r el at e d t er m a n d ot h er l o g arit h mi c f a ct or s, 2

t h e u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y m at c h e s t h e n o n-
i nt er a cti v e l o w er b o u n d d e v el o p e d i n T h e or e m 2 . T h e
n o n-i nt er a cti v e l o w er b o u n d s er v e s a s a f airl y str o n g
b a s eli n e si n c e t h e n o n-i nt er a cti v e l e ar n er i s all o w e d t o
s a m pl e wit h t h e k n o wl e d g e of θ . C o m p ut ati o n all y,
Al g orit h m 2 st art s t o o ut p ut t h e o pti m al ar m aft er
it er ati o n , wit h at m o st O ( 2 ) s u br o uti n e s ( Al g o-
rit h m 1 ) i n v o k e d. At e a c h it er ati o n ≤ , Al g o-
rit h m 1 i s i n v o k e d wit h c o n fi g ur ati o n s n i , B i s u c h t h at
n i B i = 2 ≤ 2 ( n ot e t h at i s of l o g arit h mi c or d er).
U p t o a m o d el s el e cti o n st e p (i. e., s el e cti n g d k ), t h e
p er-r o u n d c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of Al g orit h m 1 i s
si mil ar t o t h e c o m pl e xit y of t h e st a n d ar d li n e ar b a n dit
al g orit h m R A G E .

W h y N o t R e c o m m e n d A r m V e ri fi a bl y ? We
pr o vi d e a si m pl e e x a m pl e t o d e m o n str at e w h y o ut-
p utti n g t h e e sti m at e d b e st ar m b ef or e e x a mi ni n g t h e
f ull v e ct or i n R D c a n l e a d t o i n c orr e ct a n s w er s, i n-
di c ati n g t h at v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y, i. e., t h e
n u m b er of s a m pl e s r e q uir e d t o t er mi n at e t h e g a m e
wit h a r e c o m m e n d ati o n, s c al e s wit h t h e a m bi e nt di-
m e n si o n D (ρ D ). We c o n si d er t h e li n e ar b a n dit pr o b-
l e m wit h a cti o n s et X = Z = { e i }

D
i = 1 a n d θ :=

[ 1, 0 , 0 , . . . , 0 , 2] ∈ R D . O n e c a n s e e t h at z = e D

i s t h e o pti m al ar m. L et n x ≥ 1 d e n ot e t h e n u m-
b er of s a m pl e s o n ar m x ∈ X . We f urt h er a s s u m e
d et e r mi ni sti c f e e d b a c k. F or a n y d < D , w e c a n s e e
t h at x ∈ X n x ψ d (x )ψ d (x ) i s a di a g o n al m atri x wit h
it s e ntri e s b ei n g n e i , a n d t h e l e a st s q u ar e e sti m at or

i s θ d = e 1 ∈ R d . A s a r e s ult, t h e s u b- o pti m al ar m
e 1 will b e i n c orr e ctl y s el e ct e d a s t h e b e st ar m. E s-
s e nti all y, o n e c a n n ot v eri fi a bl y r ul e o ut t h e p o s si bilit y
d = D ( b ef or e e x a mi ni n g t h e f ull di m e n si o n). T h e

2 We r ef e r r e a d e r s t o K a t z- S a m u el s a n d J a mi e s o n ( 2 0 2 0 )
f o r d e t ail e d di s c u s si o n o n u n v e ri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xi t y.
T h e r o u n di n g t e r m r d ( ζ ) = O ( d / ζ 2 ) c o m m o nl y a p p e a r s
i n t h e li n e a r b a n di t p u r e e x pl o r a ti o n li t e r a t u r e (Fi e z e t al. ,
2 0 1 9 ; K a t z- S a m u el s e t al. , 2 0 2 0 ). Al t h o u g h w e d o n o t f o c u s
o n o p ti mi zi n g l o g a ri t h mi c t e r m s i n t hi s p a p e r, e. g., t h e
l o g (| Z|) t e r m, o u r t e c h ni q u e s c a n b e e x t e n d e d t o a d d r e s s
t hi s b y c o m bi ni n g t e c h ni q u e s d e v el o p e d i n K a t z- S a m u el s
e t al. ( 2 0 2 0 ).



N e a r I n s t a n c e O p ti m al M o d el S el e c ti o n f o r P u r e E x pl o r a ti o n Li n e a r B a n di t s

l o w e r b o u n d Ω( ρ D ) d e v el o p e d i n Fi e z et al. (2 0 1 9 ) a p-
pli e s w h e n d = D

5 F I X E D B U D G E T S E T T I N G

We st u d y t h e fi x e d b u d g et s etti n g wit h Z ⊆ X , w hi c h
i n cl u d e s t h e li n e ar b a n dit pr o bl e m Z = X a s a s p e ci al
c a s e. Si mil ar t o fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g, w e d e v el o p a
m ai n al g orit h m ( Al g orit h m 4 ) t h at i n v o k e s a b a s e al-
g orit h m a s s u br o uti n e s ( G E M S- b , Al g orit h m 3 ). Al g o-

rit h m 4 a c hi e v e s a n err or pr o b a bilit y O ( e x p( − T / ρ d )) ,
w hi c h, a g ai n, m at c h e s t h e str o n g b a s eli n e d e v el o p e d i n
T h e or e m 2 .

Al g o ri t h m 3 G E M S- b G a p Eli mi n ati o n wit h M o d el
S el e cti o n ( Fi x e d B u d g et)

I n p u t: T ot al b u d g et T ( all o wi n g n o n-i nt e g er i n p ut),
n u m b er of r o u n d s n , b u d g et f or di m e n si o n s el e c-
ti o n B .

1: S et T = T / n , S 1 = Z . S et D a s t h e l ar g e st
di m e n si o n t h at e n s ur e s r o u n di n g wit h T s a m pl e s,
i. e., D = O P T (T , D, f (·)) , w h er e f (d ) = r d (ζ ).

2: f o r k = 1 , . . . , n d o
3: D e fi n e f u n cti o n g k (d ) := 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) .

4: G et d k = O P T (B, D, g k (·)) , w h er e w h er e d k ≤

D i s l ar g e st di m e n si o n s u c h t h at g k (d k ) ≤ B
( si mil ar t o t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m i n E q. ( 4 )).
S et λ k b e t h e o pti m al d e si g n of t h e o pti mi z ati o n
pr o bl e m
i nfλ ∈ Λ X

s u p z, z ∈ S k
ψ d k

(z ) − ψ d k
(z ) 2

A d k
( λ ) − 1 .

5: G et all o c ati o n s
{ x 1 , . . . , xT } = R O U N D (λ k , T , dk , ζ).

6: P ull ar m s { x 1 , . . . , xT } a n d r e c ei v e r e w ar d s
{ r 1 , . . . , rT } .

7: S et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k ,

w h er e A k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )ψ d k

(x i ) ,

a n d b k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )b i .

8: S et S k + 1 = S k \ { z ∈ S k : ∃ z s.t. θ k , ψd k
(z ) −

ψ d k
(z ) ≥ 2 − k } .

9: e n d f o r
O u t p u t: A n y u n eli mi n at e d ar m z ∈ S n + 1 .

T h e s u br o uti n e G E M S- b t a k e s s a m pl e b u d g et T , n u m-
b er of it er ati o n s n a n d di m e n si o n s el e cti o n b u d g et B
a s i n p ut, a n d o ut p ut s a n ( ar bitr ar y) u n eli mi n at e d ar m
aft er n it er ati o n s. A s i n t h e fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g,
G E M S- b p erf or m s a d a pti v e s el e cti o n of t h e h y p ot h e si s
cl a s s t hr o u g h a n o pti mi z ati o n pr o bl e m d e fi n e d si mi-
l ar t o t h e o n e i n E q. (4 ). T h e m ai n di ff er e n c e s fr o m
t h e fi x e d c o n fi d e n c e s u br o uti n e i s a s f oll o w s: t h e s e-
l e cti o n b u d g et B i s o nl y u s e d f or di m e n si o n s el e cti o n,
a n d t h e n u m b er of s a m pl e s all o c at e d p er it er ati o n i s
d et er mi n e d a s T / n . G E M S- b i s g u ar a nt e e d t o o ut p ut

t h e o pti m al ar m wit h pr o b a bilit y 1 − O ( e x p( − T / ρ d ))

w h e n t h e s el e cti o n b u d g et B i s s el e ct e d pr o p erl y, a s
d et ail e d i n L e m m a 2 .

L e m m a 2. S u p p o s e 6 4 ρ d ≤ B ≤ 1 2 8 ρ d a n d T / n ≥
r d (ζ ) + 1 . Al g o rit h m 3 o ut p ut s a n a r m z s u c h t h at
∆ z < 2 1 − n wit h p r o b a bilit y at l e a st

1 − n | Z|2 e x p − T / 6 4 0 n ρ d .

Al g o ri t h m 4 A d a pti v e Str at e g y f or M o d el S el e cti o n
( Fi x e d B u d g et)

I n p u t: T ot al b u d g et 2 T .
1: S t e p 1: S el e c ti o n. I niti ali z e a n e m pt y s el e cti o n

s et A = ∅ .
2: S et p = W (T ) a n d T = T / p .
3: f o r i = 1 , . . . , p d o
4: S et B i = 2 i , q i = W (T / B i ) a n d T = T / q i .
5: f o r j = 1 , . . . , qi d o
6: S et n j = 2 j .

G et z i j = G E M S- b (T , nj , Bi ) a n d i n s ert z i j

i nt o t h e pr e- s el e cti o n s et A .
7: e n d f o r
8: e n d f o r
9: S t e p 2: V ali d a ti o n. P ull e a c h ar m i n t h e pr e-

s el e cti o n s et A e x a ctl y T / | A| ti m e s.
O u t p u t: O ut p ut ar m z wit h t h e hi g h e st e m piri c al

r e w ar d fr o m t h e v ali d ati o n st e p.

O ur m ai n al g orit h m f or t h e fi x e d b u d g et s etti n g i s i n-
tr o d u c e d i n Al g orit h m 4 . Al g orit h m 4 c o n si st s of t w o
p h a s e s: a pr e- s el e cti o n p h a s e a n d a v ali d ati o n p h a s e.
T h e pr e- s el e cti o n p h a s e c oll e ct s a s et of p ot e nti all y o p-
ti m al ar m s, s el e ct e d b y s u br o uti n e s, a n d t h e v ali d ati o n
p h a s e e x a mi n e s t h e o pti m alit y of t h e c oll e ct e d ar m s.
We pr o vi d e Al g orit h m 4 wit h 2 T t ot al s a m pl e b u d g et,
a n d s plit t h e b u d g et e q u all y f or e a c h p h a s e. At l e a st
o n e g o o d s u br o uti n e i s g u ar a nt e e d t o b e i n v o k e d i n t h e
pr e- s el e cti o n p h a s e (f or s u ffi ci e ntl y l ar g e T ). T h e v ali-
d ati o n st e p f o c u s e s o n i d e ntif yi n g t h e b e st ar m a m o n g
t h e pr e- s el e ct e d O ((l o g 2 T ) 2 ) c a n di d at e s ( a s e x pl ai n e d
i n t h e n e xt p ar a gr a p h). O ur s el e cti o n- v ali d ati o n tri c k
c a n b e vi e w e d a s a di m e n si o n- r e d u cti o n t e c h ni q u e: w e
c o n v ert a li n e ar b a n dit pr o bl e m i n R D ( wit h u n k n o w n

d ) t o a n ot h er li n e ar b a n dit pr o bl e m i n R O ( (l o g 2 T ) 2 ) ,3

i. e., a pr o bl e m w h o s e di m e n si o n i s o nl y p ol yl o g arit h-
mi c i n t h e b u d g et T .

F or n o n- n e g ati v e v ari a bl e p , w e u s e p = W (T ) t o r e p-
r e s e nt t h e s ol uti o n of e q u ati o n T = p · 2 p . O n e c a n s e e
t h at W (T ) ≤ l o g2 T . A s a r e s ult, at m o st (l o g 2 T ) 2

s u br o uti n e s ar e i n v o k e d wit h di ff er e nt c o n fi g ur ati o n s
of { (T , nj , Bi )} . T h e u s e of W (·) i s t o m a k e s ur e

3 Te c h ni c all y, w e t r e a t t h e p r o bl e m a s a s t a n d a r d m ul ti-
a r m e d b a n di t p r o bl e m wi t h O ( (l o g 2 T ) 2 ) a r m s, w hi c h i s a

s p e ci al c a s e of a li n e a r b a n di t p r o bl e m i n R O ( (l o g 2 T ) 2 ) .
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t h at T ≥ n j B i f or all s u br o uti n e s i n v o k e d. T hi s pr o-
vi d e s m or e e ffi ci e nt u s e of b u d g et si n c e t h e err or pr o b-
a bilit y u p p er b o u n d g u ar a nt e e d b y G E M S- b s c al e s a s
O ( e x p( − T / n j B i )) .

T h e o r e m 4. S u p p o s e Z  ⊆  X . If T =
Ω l o g2 ( 1/ ∆ mi n ) m a x { ρ d , rd (ζ )} , t h e n Al g o rit h m 4
o ut p ut s t h e o pti m al a r m wit h e r r o r p r o b a bilit y at m o st

l o g2 ( 4/ ∆ mi n )| Z|2 e x p −
T

1 0 2 4 l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) ρ d

+ 2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ∆ 2
mi n

.

F u rt h e r m o r e, if t h e r e e xi st u ni v e r s al c o n-
st a nt s s u c h t h at m a x x ∈ X ψ d (x )

2
≤ c 1 a n d

mi n z ∈ Z ψ d (z ) − ψ d (z )
2

≥ c 2 , t h e e r r o r p r o b-
a bilit y i s u p p e r b o u n d e d b y

O m a x { l o g2 ( 1/ ∆ mi n )| Z|2 , (l o g 2 T ) 2 }

× e x p −
c 2 T

m a x { l o g2 ( 1/ ∆ mi n ), (l o g 2 T ) 2 } c 1 ρ d

.

U n d er t h e mil d a s s u m pti o n di s c u s s e d a b o v e, t h e err or
pr o b a bilit y of Al g orit h m 4 s c al e s a s O ( e x p( − T / ρ d )) .
S u c h a n err or pr o b a bilit y n ot o nl y m at c h e s, u p t o
l o g arit h mi c f a ct or s, t h e str o n g b a s eli n e d e v el o p e d i n
T h e or e m 2 , b ut al s o m at c h e s t h e err or b o u n d i n t h e
n o n- m o d el- s el e cti o n s etti n g ( wit h k n o w n d ) (K at z-
S a m u el s et al. , 2 0 2 0 ) ( Al g orit h m 3 t h er ei n, w hi c h i s
al s o a n al y z e d u n d er a mil d a s s u m pti o n). C o m p ut a-
ti o n all y, Al g orit h m 4 i n v o k e s Al g orit h m 3 at m o st
(l o g 2 T ) 2 ti m e s, e a c h wit h b u d g et T ≤ T a n d n j , Bi
s u c h t h at n j B i ≤ T . T h e p er-r o u n d c o m p ut ati o n al
c o m pl e xit y of Al g orit h m 1 i s si mil ar t o t h e o n e of Al-
g orit h m 3 ( wit h si mil ar c o n fi g ur ati o n s).

C o m p ar e d t o t h e fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g, t h e fi x e d
b u d g et s etti n g i n li n e ar b a n dit s i s r el ati v el y l e s s st u d-
i e d (H o ff m a n et al. , 2 0 1 4 ; K at z- S a m u el s et al. , 2 0 2 0 ;
Ali e v a et al. , 2 0 2 1 ; Y a n g a n d T a n , 2 0 2 1 ).  T o o ur
k n o wl e d g e, e v e n wit h o ut t h e a d d e d c h all e n g e of m o d el
s el e cti o n, n e ar i n st a n c e o pti m al err or pr o b a bilit y g u ar-
a nt e e i s o nl y a c hi e v e d b y Al g orit h m 3 i n K at z- S a m u el s
et al. (2 0 2 0 ). O ur Al g orit h m 4 pr o vi d e s a n alt er n ati v e
w a y t o t a c kl e t h e fi x e d b u d g et s etti n g, t hr o u g h a n o v el
s el e cti o n- v ali d ati o n pr o c e d ur e. O ur t e c h ni q u e s mi g ht
b e of i n d e p e n d e nt i nt er e st.

6 M O D E L S E L E C T I O N W I T H
M I S S P E C I F I C A T I O N

We g e n er ali z e t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m i nt o t h e
mi s s p e ci fi e d r e gi m e i n t hi s s e cti o n. O ur g o al h er e i s

t o i d e ntif y a n ε - o pti m al ar m d u e t o mi s s p e ci fi c ati o n.
We ai m t o pr o vi d e s a m pl e c o m pl e xit y / err or pr o b a bil-
it y g u ar a nt e e s wit h r e s p e ct t o a h y p ot h e si s cl a s s t h at i s
ri c h e n o u g h t o all o w u s t o i d e ntif y a n ε - o pti m al ar m.
P ur e e x pl or ati o n wit h m o d el mi s s p e ci fi c ati o n ar e r e-
c e ntl y st u di e d i n t h e lit er at ur e ( Ali e v a et al. , 2 0 2 1 ;
C a mill eri et al. , 2 0 2 1 ; Z h u et al. , 2 0 2 1 ). T h e m o d el s e-
l e cti o n crit eri o n w e c o n si d er h er e f urt h er c o m pli c at e s
t h e pr o bl e m s etti n g a n d ar e n ot c o v e r e d i n pr e vi o u s
w or k.

We c o n si d er t h e c a s e w h er e t h e e x p e ct e d r e w ar d h (x )
of a n y ar m x ∈ X ∪ Z ⊆ R D c a n n ot b e p erf e ctl y
r e pr e s e nt e d a s a li n e ar m o d el i n t er m s of it s f e at ur e
r e pr e s e nt ati o n x . We u s e f u n cti o n γ (d ) t o c a pt ur e t h e
mi s s p e ci fi c ati o n l e v el wit h r e s p e ct t o tr u n c ati o n t h e
l e v el d ∈ [D ], i. e.,

γ (d ) := mi n
θ ∈ R D

m a x
x ∈ X ∪ Z

|h (x ) − ψ d (θ ), ψd (x ) |. ( 5)

We u s e θ d ∈ ar g mi n θ ∈ R D m a x x ∈ X ∪ Z |h (x ) −
ψ d (θ ), ψd (x ) | t o d e n ot e ( a n y) r e w ar d p ar a m et er

t h at b e st c a pt ur e s t h e w or st c a s e d e vi ati o n i n R d ,
a n d u s e η d (x ) := h (x ) − ψ d (θ d ), ψd (x ) t o r e pr e s e nt
t h e c orr e s p o n di n g mi s s p e ci fi c ati o n wit h r e s p e ct t o
ar m x ∈ X ∪ Z . We h a v e m a x x ∈ X ∪ Z |η d (x )| ≤ γ (d )
b y d e fi niti o n. Alt h o u g h t h e v al u e of η d (x ) d e p e n d s
o n t h e s el e cti o n of t h e p o s si bl y n o n- u ni q u e θ d , o nl y
t h e w or st- c a s e d e vi ati o n γ (d ) i s u s e d i n o ur a n al y si s.
O ur r e s ult s i n t hi s s e cti o n ar e m ai nl y d e v el o p e d i n
c a s e s w h e n Z ⊆ X , w hi c h c o nt ai n s t h e li n e ar b a n dit
pr o bl e m Z = X a s a s p e ci al c a s e.

P r o p o si ti o n 3. T h e mi s s p e ci fi c ati o n l e v el γ (d ) i s
n o n-i n c r e a si n g wit h r e s p e ct t o d .

T h e n o n-i n cr e a si n g p r o p ert y of γ (d ) r e fl e ct t h e f a ct
t h at t h e r e pr e s e nt ati o n p o w er of t h e li n e ar c o m p o-
n e nt i s g etti n g b ett er i n hi g h er di m e n si o n s. F oll o wi n g
Z h u et al. (2 0 2 1 ), w e u s e γ (d ) t o q u a ntif y t h e s u b-
o pti m alit y g a p of t h e i d e nti fi e d ar m, i. e.,

γ (d ) := mi n 2 · 2 − n : n ∈ N , ∀ k ≤ n,

2 + ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d (S k ))) γ (d ) ≤ 2 − k / 2 .

It c a n b e s h o w n t h at, f or a n y fi x e d d ∈ [D ], at l e a st
a O (

√
d γ (d )) - o pti m al ar m c a n b e i d e nti fi e d i n t h e e x-

i st e n c e of mi s s p e ci fi c ati o n. S u c h i n fl ati o n fr o m γ (d )
t o

√
d γ (d ) i s u n a v oi d a bl e i n g e n er al: L atti m or e et al.

(2 0 2 0 ) c o n str u ct s a h ar d i n st a n c e s u c h t h at i d e ntif y-
i n g a o (

√
d γ (d )) - o pti m al ar m r e q uir e s s a m pl e c o m pl e x-

it y e x p o n e nti al i n d , e v e n wit h d et e r mi ni sti c f e e d b a c k.
O n t h e ot h er h a n d, i d e ntif yi n g a Ω(

√
d γ (d )) - o pti m al

ar m o nl y r e q uir e s s a m pl e c o m pl e xit y p ol y n o mi al i n d .
S u c h a s h ar p tr a d e o ff b et w e e n s a m pl e c o m pl e xit y a n d
a c hi e v a bl e o pti m alit y m oti v at e s o ur d e fi niti o n of γ (d ).
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We a s s u m e γ (d ) c a n b e m a d e ar bitr aril y s m all f or l ar g e
e n o u g h d ∈ [D ], w hi c h i n cl u d e s t h e p erf e ct li n e ar b a n-
dit m o d el (i n R D ) a s a s p e ci al c a s e. 4 F or a n y ε > 0 ,
w e d e fi n e d (ε ) := mi n { d ∈ [D ] : ∀ d ≥ d, γ (d ) ≤ ε } .
We ai m at i d e ntif yi n g a n ε - o pti m al ar m wit h s a m pl e
c o m pl e xit y r el at e d t o ρ d ( ε ) , w hi c h i s d e fi n e d a s a n
ε -r el a x e d v er si o n of c o m pl e xit y m e a s ur e ρ d , i. e.,

ρ d (ε ) := i nf
λ ∈ Λ X

s u p
z ∈ Z \ { z }

ψ d (z ) − ψ d (z ) 2
A d ( λ ) − 1

( m a x { h (z ) − h (z ), ε} ) 2
.

We c o n si d er a cl o s el y r el at e d c o m pl e xit y m e a s ur e
ρ d (ε ), w hi c h i s d e fi n e d wit h r e s p e ct t o li n e ar c o m p o-

n e nt h (x ) := ψ d (θ d ), ψd (x ) , i. e.,

ρ d (ε ) :=

i nf
λ ∈ Λ X

s u p
z ∈ Z \ { z }

ψ d (z ) − ψ d (z ) 2
A d ( λ ) − 1

( m a x { ψ d (θ d ), ψd (z ) − ψ d (z ) , ε} ) 2
.

P r o p o si ti o n 4 (Z h u et al. (2 0 2 1 )) . We h a v e ρ d (ε ) ≤
9 ρ d (ε ) f o r a n y ε ≥ γ (d ).  F u rt h e r m o r e, if γ (d ) <
∆ mi n / 2 , ρ d ( 0) r e p r e s e nt s t h e c o m pl e xit y m e a s u r e f o r
b e st a r m i d e nti fi c ati o n wit h r e s p e ct t o a li n e a r b a n dit
i n st a n c e wit h a cti o n s et X , t a r g et s et Z a n d r e w a r d
f u n cti o n h (x ) := ψ d (θ d ), ψd (x ) .

A s s u mi n g γ (d (ε )) < mi n { ε, ∆ mi n / 2 } , Pr o p o siti o n 4
s h o w s t h at ρ d ( ε ) (ε ) i s at m o st a c o n st a nt f a ct or l ar g er

t h a n ρ d ( ε ) (ε ), w hi c h i s t h e ε -r el a x e d c o m pl e xit y m e a-

s ur e of a cl o s el y r el at e d li n e ar b a n dit pr o bl e m ( wit h o ut
mi s s p e ci fi c ati o n) i n R d ( ε ) .

Fi x e d C o n fi d e n c e S e t ti n g. A m o di fi e d al g orit h m
( a n d it s s u br o uti n e, b ot h d ef err e d t o A p p e n di x E. 2. 1 )
i s u s e d f or t h e fi x e d c o n fi d e n c e s etti n g wit h m o d el mi s-
s p e ci fi c ati o n. S a m pl e c o m pl e xit y of t h e m o di fi e d al g o-
rit h m i s pr o vi d e d a s f oll o w s.

T h e o r e m 5. Wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ , Al g o-
rit h m 7 st a rt s t o o ut p ut 2 ε - o pti m al a r m s aft e r N =
O (l o g 2 ( 1/ ε ) m a x { ρ d ( ε ) (ε ), rd ( ε ) (ζ )} + 1 / ε 2 ) s a m pl e s,

w h e r e w e hi d e l o g a rit h mi c t e r m s b e si d e s l o g2 ( 1/ ε ) i n

t h e O n ot ati o n.

R e m a r k 1. T h e e xt r a 1 / ε 2 t e r m c o m e s f r o m a v al-
i d ati o n st e p i n t h e m o di fi e d al g o rit h m. If t h e g o al i s
t o i d e ntif y t h e o pti m al a r m, t h e n t hi s t e r m c a n b e r e-
m o v e d wit h a sli g ht m o di fi c ati o n of t h e al g o rit h m. S e e
A p p e n di x E. 2. 4 f o r d et ail e d di s c u s si o n.

Fi x e d B u d g e t S e t ti n g. O ur al g orit h m s f or t h e
fi x e d b u d g et s etti n g ar e r o b u st t o m o d el mi s s p e ci fi-
c ati o n, a n d w e pr o vi d e t h e f oll o wi n g g u ar a nt e e s.

4 We m a k e t hi s a s s u m p ti o n i n o r d e r t o i d e ntif y a n ε -
o p ti m al a r m f o r a n y p r e- d e fi n e d ε > 0 . O t h e r wi s e, o n e c a n
a dj u s t t h e g o al a n d i d e ntif y a r m s wi t h a p p r o p ri a t e s u b-
o p ti m ali t y g a p s.

T h e o r e m 6. S u p p o s e Z  ⊆  X . If T =
Ω(l o g 2 ( 1/ ε ) m a x { ρ d ( ε ) (ε ), rd ( ε ) (ζ )} ), t h e n  Al g o-
rit h m 4 o ut p ut s a n 2 ε - o pti m al a r m wit h e r r o r
p r o b a bilit y at m o st

l o g2 ( 4/ ε )| Z|2 e x p −
T

4 0 9 6 l o g 2 ( 4/ ε ) ρ d ( ε ) (ε )

+ 2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ε 2
.

F u rt h e r m o r e, if t h e r e e xi st u ni v e r s al c o n-

st a nt s s u c h t h at m a x x ∈ X ψ d ( ε ) (x )
2

≤ c 1 a n d

mi n z ∈ Z ψ d ( ε ) (z ) − ψ d ( ε ) (z )
2

≥ c 2 , t h e e r r o r
p r o b a bilit y i s u p p e r b o u n d e d b y

O m a x { l o g2 ( 1/ ε )| Z|2 , (l o g 2 T ) 2 }

× e x p −
c 2 T

m a x { l o g2 ( 1/ ε ), (l o g 2 T ) 2 } c 1 ρ d ( ε ) (ε )
.

7 E X P E R I M E N T

We e m piri c all y c o m p ar e o ur Al g orit h m 2 wit h R A G E
(Fi e z et al. , 2 0 1 9 ), w hi c h s h ar e s a si mil ar eli mi n ati o n
str u ct ur e t o o ur s u br o uti n e (i. e., Al g orit h m 1 ) y et f ail s
t o c o n d u ct m o d el s el e cti o n i n p ur e e x pl or ati o n. T o
o ur k n o wl e d g e, b e si d e s al g orit h m s d e v el o p e d i n t h e
pr e s e nt p a p er, t h er e i s n o ot h er al g orit h m t h at c a n
a d a pt t o t h e m o d el s el e cti o n s et u p f or p ur e e x pl or ati o n
li n e ar b a n dit s.5

P r o bl e m I n s t a n c e s. We c o n d u ct e x p eri m e nt s wit h
r e s p e ct t o t h e pr o bl e m i n st a n c e u s e d t o c o n str u ct
Pr o p o siti o n 2 , w hi c h w e d et ail a s f oll o w s.

We c o n si d er a pr o bl e m i n st a n c e wit h X = Z =
{ x i }

d + 1
i = 1 ⊆ R d + 1 s u c h t h at x i = e i , f or i =

1 , 2 , . . . , d a n d x d + 1 = ( 1 − ε ) · e d + e d + 1 , w h er e
e i i s t h e i-t h c a n o ni c al b a si s i n R d + 1 . T h e e x p e ct e d
r e w ar d of e a c h ar m i s s et a s h (x i ) = e d , xi , i. e.,
θ = e d . O n e c a n s e e t h at d i s t h e i ntri n si c di m e n-
si o n a n d D = d + 1 i s t h e a m bi e nt di m e n si o n. We
al s o n oti c e t h at x = x d i s t h e b e st ar m wit h r e w ar d
1 , x d + 1 i s t h e s e c o n d b e st ar m wit h r e w ar d 1 − ε
a n d all ot h er ar m s h a v e r e w ar d 0 . T h e s m all e st s u b-
o pti m alit y g a p i s ε . We c h o o s e d = 9 , D = 1 0 , a n d
v ar y ε t o c o ntr ol t h e i n st a n c e- d e p e n d e nt c o m pl e xit y.
B y s etti n g ε t o b e a s m all v al u e, w e cr e at e a pr o bl e m

5 We d ef e r a d di ti o n al e x p e ri m e nt d e t ail s / r e s ul t s t o A p-
p e n di x F . T h e p u r p o s e of t hi s s e c ti o n i s t o e m pi ri c all y
d e m o n s t r a t e t h e i m p o r t a n c e of c o n d u c ti n g m o d el s el e c ti o n
i n p u r e e x pl o r a ti o n li n e a r b a n di t s, e v e n o n si m pl e p r o bl e m
i n s t a n c e s. We l e a v e l a r g e- s c al e e m pi ri c al e v al u a ti o n s f o r
f u t u r e w o r k.



Yi n gl u n Z h u, J uli a n K a t z - S a m u el s, R o b e r t N o w a k

i n st a n c e s u c h t h at ρ D ρ d : w e h a v e ρ d = O (d )
y et ρ D = Ω( 1 / ε 2 ) ( s e e A p p e n di x B. 4 f or pr o of s).

T a bl e 1: C o m p ari s o n of S u c c e s s R at e s

ε 1 0 − 2 1 0 − 3 1 0 − 4 1 0 − 5

R A G E 1 0 0 % 9 8 % 5 6 % 6 2 %
O ur s 1 0 0 % 1 0 0 % 1 0 0 % 1 0 0 %

E m pi ri c al E v al u a ti o n s. We e v al u at e t h e p erf or-
m a n c e of e a c h al g orit h m i n t er m s of s u c c e s s r at e, s a m-
pl e c o m pl e xit y a n d r u nti m e. We c o n d u ct 1 0 0 i n d e p e n-
d e nt tri al s f or e a c h al g orit h m. B ot h al g orit h m s ar e
f or c e- st o p p e d aft er r e a c hi n g 1 0 milli o n s a m pl e s ( d e-
n ot e d a s t h e bl a c k li n e i n Fi g. 1 ). We c o n si d er a n tri al
a s f ail ur e if t h e al g orit h m f ail s t o i d e ntif y t h e b e st ar m
wit hi n 2 0 milli o n s a m pl e s. F or e a c h al g orit h m, w e c al-
c ul at e t h e ( u n v eri fi a bl e) s a m pl e c o m pl e xit y τ a s t h e
s m all e st i nt e g er s u c h t h at t h e al g orit h m ( 1) e m piri-
c all y i d e nti fi e s t h e b e st ar m; a n d ( 2) t h e al g orit h m
w o n’t c h a n g e it s r e c o m m e n d ati o n f or a n y l at er r o u n d s
t > τ ( u p t o 2 0 milli o n s a m pl e s). T h e ( e m piri c al) r u n-
ti m e of t h e al g orit h m i s c al c ul at e d a s t h e t ot al ti m e
c o n s u m e d u p t o r o u n d τ . We a v er a g e s a m pl e c o m pl e x-
iti e s a n d r u nti m e s wit h r e s p e ct t o s u c c e e d e d tri al s.

1 0 − 2 1 0 − 3 1 0 − 4 1 0 − 5

ε

1 0 4

1 0 5

1 0 6

1 0 7

S
a

m
pl

e 
C

o
m

pl
e
xi

t
y

R A G E

O u r s

Fi g ur e 1: C o m p ari s o n of S a m pl e C o m pl e xit y

T h e s u c c e s s r at e s of R A G E a n d o ur al g orit h m ar e
s h o w n i n T a bl e 1 . T h e s u c c e s s r at e of R A G E dr o p s dr a-
m ati c all y a s ε (t h e s m all e st s u b- o pti m alit y g a p) g et s
s m all er. O n t h e ot h er h a n d, h o w e v er, o ur al g orit h m
i s n ot a ff e ct e d b y t h e c h a n g e of ε si n c e it a ut o m ati-
c all y a d a pt s t o t h e i ntri n si c di m e n si o n d : O n e c a n
i m m e di at el y s e e t h at h (x d ) ≥ h (x d + 1 ) w h e n w or k-
i n g i n R d . D u e t o t h e s a m e r e a s o n, o ur al g orit h m
si g ni fi c a ntl y o ut p erf or m s R A G E i n s a m pl e c o m pl e xit y
a s w ell ( s e e Fi g. 1 ): O ur al g orit h m a d a pt s t o t h e tr u e
s a m pl e c o m pl e xit y ρ d y et R A G E s u ff er s fr o m c o m pl e x-
it y ρ D ρ d , e s p e ci all y w h e n ε i s s m all.

T h e r u nti m e of b ot h al g orit h m s ar e s h o w n i n T a bl e 2 .

O ur al g orit h m i s a ff e ct e d b y t h e c o m p ut ati o n al o v e r-
h e a d of c o n d u cti n g m o d el s el e cti o n ( e. g., t h e t w o di-
m e n si o n al d o u bli n g tri c k). T h u s, R A G E s h o w s a d v a n-
t a g e s i n r u nti m e w h e n ε i s r el ati v el y l ar g e.  H o w-
e v er, o ur al g orit h m r u n s f a st er t h a n R A G E w h e n ε
g et s s m all er. T hi s o b s er v ati o n f u rt h e r s h o w s t h at t h e
i m pl e m e nt ati o n o v er h e a d c a n b e s m all i n c o m p ari s o n
wit h t h e s a m pl e c o m pl e xit y g ai n s a c hi e v e d fr o m m o d el
s el e cti o n.

T a bl e 2: C o m p ari s o n of r u nti m e s

ε 1 0 − 2 1 0 − 3 1 0 − 4 1 0 − 5

R A G E 3 .4 6 s 7 .8 7 s 1 7 .3 3 s 1 6 .8 1 s
O ur s 1 2 .1 2 s 1 1 .1 7 s 1 2 .4 4 s 1 2 .4 1 s

It i s w ort h m e nti o ni n g t h at si m pl e v ari ati o n s of t h e
pr o bl e m i n st a n c e st u di e d i n t hi s s e cti o n h a v e l o n g b e e n
c o n si d er e d a s h ar d i n st a n c e s t o e x a mi n e li n e ar b a n-
dit p ur e e x pl or ati o n al g orit h m s ( S o ar e et al. , 2 0 1 4 ; X u
et al. , 2 0 1 8 ; T a o et al. , 2 0 1 8 ; Fi e z et al. , 2 0 1 9 ; D e g e n n e
et al. , 2 0 2 0 ). O ur r e s ult s s h o w t h at, b ot h t h e or eti c all y
a n d e m piri c all y, t h e pr o bl e m i n st a n c e b e c o m e s q uit e
e a s y w h e n vi e w e d fr o m t h e m o d el s el e cti o n p er s p e c-
ti v e.

8 D I S C U S S I O N

We i niti at e t h e st u d y of m o d el s el e cti o n i n p ur e e x-
pl or ati o n li n e ar b a n dit s, i n b ot h fi x e d c o n fi d e n c e a n d
fi x e d b u d g et s etti n g s, a n d d e si g n al g orit h m s wit h n e ar
i n st a n c e o pti m al g u ar a nt e e s. Al o n g t h e w a y, w e d e-
v el o p a n o v el s el e cti o n- v ali d ati o n pr o c e d ur e t o d e al
wit h t h e u n d er st u di e d fi x e d b u d g et s etti n g i n li n e ar
b a n dit s ( e v e n wit h o ut t h e a d d e d c h all e n g e of m o d el
s el e cti o n). We al s o g e n er ali z e o ur al g orit h m s i nt o t h e
mi s s p e ci fi e d r e gi m e.

We c o n cl u d e t h e p a p er wit h s o m e dir e cti o n s f or f ut ur e
w or k. A n i m m e di at e n e xt st e p i s t o c o n d u ct l ar g e- s c al e
e v al u ati o n s f or m o d el s el e cti o n i n p ur e e x pl or ati o n li n-
e ar b a n dit s. O n e m a y n e e d t o d e v el o p pr a cti c al v er si o n
of o ur al g orit h m s t o b y p a s s t h e c o m p ut ati o n al o v er-
h e a d s of c o n d u cti n g m o d el s el e cti o n. A n ot h er i nt er e st-
i n g dir e cti o n i s pr o vi d e g u ar a nt e e s t o g e n er al tr a n s d u c-
ti v e li n e ar b a n dit s, i. e., n ot r e stri ct e d t o c a s e s Z ⊆ X ,
i n fi x e d b u d g et s etti n g ( a n d i n mi s s p e ci fi e d r e gi m e s).
We b eli e v e o n e c a n u s e a s el e cti o n- v ali d ati o n pr o c e-
d ur e si mil ar t o t h e o n e d e v el o p e d i n Al g orit h m 3 , b ut
wit h t h e c urr e nt v ali d ati o n st e p r e pl a c e d b y a n ot h er
li n e ar b a n dit p u r e e x pl or ati o n al g orit h m. N ot e t h at
t h e n u m b er of ar m s t o b e v ali d at e d i s of l o g arit h mi c
or d er.



Near Instance Optimal Model Selection for Pure Exploration Linear Bandits

Acknowledgements

We thank anonymous reviewers for helpful comments.
This work is partially supported by NSF grant 1934612
and ARMY MURI grant W911NF-15-1-0479.

References

Ayya Alieva, Ashok Cutkosky, and Abhimanyu Das.
Robust pure exploration in linear bandits with lim-
ited budget. In International Conference on Ma-
chine Learning, pages 187–195. PMLR, 2021.

Zeyuan Allen-Zhu, Yuanzhi Li, Aarti Singh, and Yin-
ing Wang. Near-optimal discrete optimization for
experimental design: A regret minimization ap-
proach. Mathematical Programming, pages 1–40,
2020.

Jean-Yves Audibert, Sébastien Bubeck, and Rémi
Munos. Best arm identification in multi-armed ban-
dits. In COLT, pages 41–53. Citeseer, 2010.

Romain Camilleri, Julian Katz-Samuels, and
Kevin Jamieson. High-dimensional experimen-
tal design and kernel bandits. arXiv preprint
arXiv:2105.05806, 2021.

Rémy Degenne and Wouter M Koolen. Pure explo-
ration with multiple correct answers. In Advances
in Neural Information Processing Systems, pages
14564–14573, 2019.

Rémy Degenne, Pierre Ménard, Xuedong Shang, and
Michal Valko. Gamification of pure exploration for
linear bandits. In International Conference on Ma-
chine Learning, pages 2432–2442. PMLR, 2020.

Tanner Fiez, Lalit Jain, Kevin G Jamieson, and Lillian
Ratliff. Sequential experimental design for transduc-
tive linear bandits. In Advances in Neural Informa-
tion Processing Systems, pages 10666–10676, 2019.

Dylan J Foster, Akshay Krishnamurthy, and Haipeng
Luo. Model selection for contextual bandits. arXiv
preprint arXiv:1906.00531, 2019.

Matthew Hoffman, Bobak Shahriari, and Nando Fre-
itas. On correlation and budget constraints in
model-based bandit optimization with application
to automatic machine learning. In Artificial Intelli-
gence and Statistics, pages 365–374. PMLR, 2014.

Martin Jaggi. Revisiting frank-wolfe: Projection-
free sparse convex optimization. In International
Conference on Machine Learning, pages 427–435.
PMLR, 2013.

Julian Katz-Samuels and Kevin Jamieson. The true
sample complexity of identifying good arms. In In-
ternational Conference on Artificial Intelligence and
Statistics, pages 1781–1791. PMLR, 2020.

Julian Katz-Samuels, Lalit Jain, Zohar Karnin, and
Kevin Jamieson. An empirical process approach
to the union bound: Practical algorithms for
combinatorial and linear bandits. arXiv preprint
arXiv:2006.11685, 2020.

Emilie Kaufmann, Olivier Cappé, and Aurélien Gariv-
ier. On the complexity of best-arm identification in
multi-armed bandit models. The Journal of Ma-
chine Learning Research, 17(1):1–42, 2016.

Jack Kiefer and Jacob Wolfowitz. The equivalence
of two extremum problems. Canadian Journal of
Mathematics, 12:363–366, 1960.

Tor Lattimore, Csaba Szepesvari, and Gellert Weisz.
Learning with good feature representations in ban-
dits and in rl with a generative model. In Inter-
national Conference on Machine Learning, pages
5662–5670. PMLR, 2020.

Aldo Pacchiano, My Phan, Yasin Abbasi-Yadkori,
Anup Rao, Julian Zimmert, Tor Lattimore, and
Csaba Szepesvari. Model selection in contex-
tual stochastic bandit problems. arXiv preprint
arXiv:2003.01704, 2020.

Friedrich Pukelsheim. Optimal design of experiments.
SIAM, 2006.

Shai Shalev-Shwartz and Shai Ben-David. Under-
standing machine learning: From theory to algo-
rithms. Cambridge university press, 2014.

Marta Soare, Alessandro Lazaric, and Rémi Munos.
Best-arm identification in linear bandits. In Ad-
vances in Neural Information Processing Systems,
pages 828–836, 2014.

M Stone. Cross-validation: A review. Statistics: A
Journal of Theoretical and Applied Statistics, 9(1):
127–139, 1978.

Mervyn Stone. Cross-validatory choice and assessment
of statistical predictions. Journal of the Royal Sta-
tistical Society: Series B (Methodological), 36(2):
111–133, 1974.

Chao Tao, Saúl Blanco, and Yuan Zhou. Best arm
identification in linear bandits with linear dimen-
sion dependency. In International Conference on
Machine Learning, pages 4877–4886, 2018.

Liyuan Xu, Junya Honda, and Masashi Sugiyama. A
fully adaptive algorithm for pure exploration in lin-
ear bandits. In International Conference on Artifi-
cial Intelligence and Statistics, pages 843–851, 2018.

Junwen Yang and Vincent YF Tan. Towards mini-
max optimal best arm identification in linear ban-
dits. arXiv preprint arXiv:2105.13017, 2021.

Yinglun Zhu and Robert Nowak. Pareto optimal
model selection in linear bandits. arXiv preprint
arXiv:2102.06593, 2021.



Yinglun Zhu, Julian Katz-Samuels, Robert Nowak

Yinglun Zhu, Dongruo Zhou, Ruoxi Jiang, Quanquan
Gu, Rebecca Willett, and Robert Nowak. Pure
exploration in kernel and neural bandits. arXiv
preprint arXiv:2106.12034, 2021.



S u p pl e m e n t a r y M a t e ri al:
N e a r I n s t a n c e O p ti m al M o d el S el e c ti o n f o r P u r e E x pl o r a ti o n Li n e a r

B a n di t s

A S U P P O R T I N G M A T E R I A L S

A. 1  M a t ri x I n v e r si o n a n d R o u n di n g i n O p ti m al D e si g n

O ur tr e at m e nt s ar e si mil ar t o t h e o n e s di s c u s s e d i n Z h u et al. (2 0 2 1 ). We pr o vi d e t h e d et ail s h er e f or c o m pl et e n e s s.

M a t ri x I n v e r si o n. T h e n ot ati o n y
2
A d ( λ ) − 1 i s cl e ar w h e n A d (λ ) i s i n v erti bl e. F or p o s si bl y si n g ul ar A d (λ ),

p s e u d o-i n v er s e i s u s e d if y b el o n g s t o t h e r a n g e of A d ( λ ) ; ot h er wi s e, w e s et y
2
A d ( λ ) − 1 = ∞ . Wit h t hi s ( sli g htl y

a b u s e d) d e fi niti o n of m atri x i n v er si o n, w e di s c u s s h o w t o d o r o u n di n g n e xt.

R o u n di n g i n O p ti m al D e si g n. F or a n y S ⊆ Z , t h e f oll o wi n g o pti m al d e si g n

i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

will s el e ct a d e si g n λ ∈ Λ X s u c h t h at e v er y y ∈ Y (ψ d (S )) li e s i n t h e r a n g e of A d (λ ).6 If s p a n( Y (ψ d (S ))) = R d ,
t h e n A

d
(λ ) i s p o siti v e d e fi nit e (r e c all t h at A d (λ ) = x ∈ X λ x ψ d (x )ψ d (x ) a n d s p a n( ψ d (X )) = R d c o m e s fr o m

t h e a s s u m pti o n t h at s p a n( ψ (X )) = R D ). T h u s t h e r o u n di n g g u ar a nt e e s i n All e n- Z h u et al. (2 0 2 0 ) g o e s t hr o u g h
( T h e or e m 2. 1 t h er ei n, w hi c h r e q uir e s a p o siti v e d e fi nit e d e si g n; wit h a d diti o n al si m pl e m o di fi c ati o n s d e alt a s i n
A p p e n di x B of Fi e z et al. (2 0 1 9 )).

We n o w c o n si d er t h e c a s e w h e n A d (λ ) i s si n g ul ar. Si n c e s p a n( ψ d (X )) = R d , w e c a n al w a y s fi n d a n ot h er λ s u c h

t h at A d (λ ) i s i n v erti bl e. F or a n y ζ 1 > 0 , l et λ = ( 1 − ζ 1 )λ + ζ 1 λ . We k n o w t h at λ l e a d s t o a p o siti v e d e fi nit e
d e si g n. Wit h r e s p e ct t o ζ 1 , w e c a n fi n d a n ot h er ζ 2 > 0 s m all e n o u g h ( e. g., s m all er t h a n t h e s m all e st ei g e n v al u e

of ζ 1 A d (λ )) s u c h t h at A d (λ ) A d (( 1 − ζ 1 )λ ) + ζ 2 I . Si n c e A d (( 1 − ζ 1 )λ ) + ζ 2 I i s p o siti v e d e fi nit e, f or a n y
y ∈ Y (ψ d (S )) , w e h a v e

y
2
A d ( λ ) − 1 ≤ y

2
( A d ( ( 1 − ζ 1 ) λ ) + ζ 2 I ) − 1 .

Fi x a n y y ∈ Y (ψ d (S )) . Si n c e y li e s i n t h e r a n g e of A d (λ ) ( b y d e fi niti o n of t h e o bj e cti v e a n d m atri x i n v er si o n),
w e cl e arl y h a v e

y
2
( A d ( ( 1 − ζ 1 ) λ ) + ζ 2 I ) − 1 ≤ y

2
( A d ( ( 1 − ζ 1 ) λ ) ) − 1 ≤

1

1 − ζ 1
y

2
A d ( λ ) − 1 .

T o s u m m ari z e, w e h a v e

y
2
A d ( λ ) − 1 ≤

1

1 − ζ 1
y

2
A d ( λ ) − 1 ,

w h er e ζ 1 c a n b e c h o s e n ar bitr aril y s m all. We c a n t h u s s e n d t h e p o siti v e d e fi nit e d e si g n λ t o t h e r o u n di n g
pr o c e d ur e i n All e n- Z h u et al. (2 0 2 0 ). We c a n i n c or p or at e t h e a d diti o n al 1 / ( 1 − ζ 1 ) o v er h e a d, f or ζ 1 > 0 c h o s e n
s u ffi ci e ntl y s m all, i nt o t h e s a m pl e c o m pl e xit y r e q uir e m e nt r d (ζ ) of t h e r o u n di n g pr o c e d ur e.

6 If t h e i n fi m u m i s n o t a t t ai n e d, w e c a n si m pl y t a k e a d e si g n λ wi t h a s s o ci a t e d v al u e τ ≤ ( 1 +

ζ 0 ) i nf λ ∈ Λ X s u p y ∈ Y ( ψ d ( S ) ) y 2
A ψ d

( λ ) − 1 f o r a ζ 0 > 0 a r bi t r a ril y s m all. T hi s m o di fi c a ti o n i s u s e d i n o u r al g o ri t h m s a s

w ell, a n d o u r r e s ul t s ( b o u n d s o n s a m pl e c o m pl e xi t y a n d e r r o r p r o b a bili t y ) g o e s t h r o u g h wi t h c h a n g e s o nl y i n c o n s t a nt
t e r m s.
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A. 2  S u p p o r ti n g T h e o r e m s a n d L e m m a s

L e m m a 3 ((K a uf m a n n et al. , 2 0 1 6 )) . Fi x e d a n y p u r e e x pl o r ati o n al g o rit h m π . L et ν a n d ν b e t w o b a n dit
i n st a n c e s wit h K a r m s s u c h t h at t h e di st ri b uti o n ν i a n d ν i a r e m ut u all y a b s ol ut el y c o nti n u o u s f o r all i ∈ [K ].
F o r a n y al m o st- s u r el y fi nit e st o p pi n g ti m e τ wit h r e s p e ct t o t h e filt r ati o n { F t } t ≥ 0 , l et N i (τ ) b e t h e n u m b e r of
p ull s o n a r m i at ti m e τ . We t h e n h a v e

K

i = 1

E ν [N i (τ )] K L( ν i , νi ) ≥ s u p
E ∈ F τ

d (P ν (E ), P ν (E )) ,

w h e r e d (x, y ) = x l o g (x / y ) + ( 1 − x ) l o g (( 1 − x )/ ( 1 − y )) f o r x, y ∈ [ 0, 1] a n d wit h t h e c o n v e nti o n t h at d ( 0 , 0) =
d ( 1 , 1) = 0 .

T h e f oll o wi n g t w o l e m m a s l ar g el y f oll o w t h e a n al y si s i n Fi e z et al. (2 0 1 9 ).

L e m m a 4. L et S k = { z ∈ Z : ∆z < 4 · 2 − k } . We t h e n h a v e

s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

{ 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) } ≤ 6 4 ρ d (ε ), ( 6)

a n d

s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

{ m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )} } ≤ m a x { 6 4 ρ d (ε ), rd (ζ )} , ( 7)

w h e r e ζ i s t h e r o u n di n g p a r a m et e r.

P r o of. F or y = ψ d (z ) − ψ d (z ), w e d e fi n e ∆ y = ∆ z = h (z ) − h (z ). We h a v e t h at

ρ d (ε ) = i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( Z ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

m a x { ∆ y , ε} 2

= i nf
λ ∈ Λ X

s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S k ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

m a x { ∆ y , ε} 2

≥ s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S k ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

m a x { ∆ y , ε} 2

> s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S k ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

( 4 · 2 − k )
2 ( 8)

≥ s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S k ) )

y
2
A d ( λ ) − 1 / 4

( 4 · 2 − k )
2 ( 9)

≥ s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ε ) ]

2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) / 6 4 ,

w h er e E q. ( 8 ) c o m e s fr o m t h e f a ct t h at 4 · 2 − k ≥ ε w h e n k ≤ l o g2 ( 4/ ε ) ; E q. (9 ) c o m e s fr o m t h e f a ct t h at
ψ d (z ) − ψ d (z ) = ( ψ d (z ) − ψ d (z )) + ( ψ d (z ) − ψ d (z )) . T hi s i m pli e s t h at, f or a n y k ∈ [ l o g2 ( 4/ ε ) ],

m a x 2 2 k ρ (Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ ) ≤ m a x { 6 4 ρ d (ε ), rd (ζ )} .

A n d t h e d e sir e d E q. ( 7 ) i m m e di at el y f oll o w s.

L e m m a 5. L et S k = { z ∈ Z : ∆z < 4 · 2 − k } . We t h e n h a v e

s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ∆ m i n ) ]

{ 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) } ≤ 6 4 ρ d , ( 1 0)

a n d

s u p
k ∈ [ l o g2 ( 4 / ∆ m i n ) ]

{ m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )} } ≤ m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} , ( 1 1)

w h e r e ζ i s t h e r o u n di n g p a r a m et e r.
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P r o of. T a k e ε = ∆ mi n i n L e m m a 4 .

T h e f oll o wi n g l e m m a l ar g el y f oll o w s t h e a n al y si s i n S o ar e et al. (2 0 1 4 ), wit h g e n er ali z ati o n t o t h e tr a n s d u cti v e
s etti n g a n d m or e c ar ef ul a n al y si s i n t er m s of m atri x i n v er si o n.

L e m m a 6. Fi x Z ⊆ X ⊆ R D . S u p p o s e m a x x ∈ X x
2

≤ c 1 a n d mi n z ∈ Z \ { z } z − z
2

≥ c 2 wit h s o m e a b s ol ut e
c o n st a nt c 1 a n d c 2 . We h a v e

c 2

c 1 ∆ 2
mi n

≤ ρ := i nf
λ ∈ Λ X

s u p
z ∈ Z \ { z }

z − z 2
A ( λ ) − 1

∆ 2
z

,

w h e r e ∆ mi n = mi n z ∈ Z \ { z } { ∆ z } .

P r o of. L et λ b e t h e o pti m al d e si g n t h at att ai n s ρ ;7 a n d l et z ∈ Z b e a n y ar m wit h t h e s m all e st s u b- o pti m alit y
g a p ∆ mi n . We t h e n h a v e

ρ =  m a x
z ∈ Z \ { z }

z − z 2
A ( λ ) − 1

∆ 2
z

≥
z − z 2

A ( λ ) − 1

∆ 2
z

=
z − z 2

A ( λ ) − 1

∆ 2
mi n

, ( 1 2)

w h er e z − z n e c e s s aril y li e i n t h e r a n g e of A (λ ) a c c or di n g t o t h e d e fi niti o n of m atri x i n v er si o n i n A p p e n di x A. 1 .

We n o w l o w er b o u n d z − z 2
A ( λ ) − 1 . N ot e t h at A (λ ) i s p o siti v e s e mi- d e fi nit e. We writ e A (λ ) = Q Σ Q w h er e

Q i s a n ort h o g o n al m atri x a n d Σ i s a di a g o n al m atri x st ori n g ei g e n v al u e s. We a s s u m e t h at t h e l a st k ei g e n v al u e s
of Σ ar e z er o. L et γ m a x = A (λ ) 2 = Σ 2 b e t h e l ar g e st ei g e n v al u e, w e h a v e γ m a x ≤ m a x x ∈ X x

2
≤ c 1 si n c e

A (λ ) = x ∈ X λ (x )x x a n d x ∈ X λ (x ) = 1 . L et w = Q (z − z ). Si n c e z − z i s i n t h e r a n g e of A (λ ), w e
k n o w t h at t h e l a st k e ntri e s of w m u st b e z er o. We t h e n h a v e

z − z 2
A ( λ ) − 1 = ( z − z ) A (λ ) − 1 (z − z )

= w Σ − 1 w

≥ w
2
/ c 1

≥ c 2 / c 1 , ( 1 3)

w h er e E q. ( 1 3 ) c o m e s fr o m f a ct t h at w
2

= z − z
2

a n d t h e a s s u m pti o n z − z
2

≥ c 2 f or all z ∈ Z .

L e m m a 7. T h e f oll o wi n g st at e m e nt s h ol d.

1. T ≥ 4 a l o g 2a = ⇒ T ≥ a l o g2 T f o r T, a > 0 .

2. T ≥ 1 6 a (l o g 1 6 a ) 2 = ⇒ T ≥ a (l o g 2 T ) 2 f o r T, a > 1 .

P r o of. We fir st r e c all t h at T ≥ 2 a l o g a = ⇒ T ≥ a l o g T f or T, a > 0 (S h al e v- S h w art z a n d B e n- D a vi d , 2 0 1 4 ).
Si n c e l o g2 T = l o g T / l o g 2 < 2 l o g T , t h e fir st st at e m e nt i m m e di at el y f oll o w s.

T o pr o v e t h e s e c o n d st at e m e nt, w e o nl y n e e d t o fi n d c o n diti o n s o n T s u c h t h at T ≥ 4 a (l o g T ) 2 . N ot e t h at w e
h a v e

√
T ≥ 8

√
a l o g 4

√
a = 4

√
a l o g 1 6a = ⇒

√
T ≥ 4

√
a l o g

√
T = 2

√
a l o g T . F or T, a > 1 , t hi s i s e q ui v al e nt t o

T ≥ 1 6 a (l o g 1 6 a ) 2 = ⇒ T ≥ 4 a (l o g T ) 2 ≥ a (l o g 2 T ) 2 , a n d t h u s t h e s e c o n d st at e m e nt f oll o w s.

7 If t h e i n fi m u m i s n o t a t t ai n e d, o n e c a n a p pl y t h e a r g u m e nt t h a t f oll o w s wi t h a li mi t s e q u e n c e. S e e f o o t n o t e i n
A p p e n di x A. 1 f o r m o r e d e t ail s o n h o w t o c o n s t r u c t a n a p p r o xi m a ti n g d e si g n.
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A. 3  S u p p o r ti n g Al g o ri t h m s

Al g o ri t h m 5 O P T

I n p u t: S el e cti o n b u d g et B , di m e n si o n u p p er b o u n d D a n d s el e cti o n f u n cti o n g (·) ( w hi c h i s a f u n cti o n of t h e
di m e n si o n d ∈ [D ]).

1: G et d k s u c h t h at

d k = m a x d

s.t. g (d ) ≤ B, a n d d ∈ [D ].

O u t p u t: T h e s el e ct e d di m e n si o n d k .

B O M I T T E D P R O O F S F O R S E C T I O N 3

B. 1  P r o of of T h e o r e m 1

T h e o r e m 1. S u p p o s e ξ t ∼ N ( 0, 1) f o r all t ∈ N + a n d δ ∈ ( 0, 0 .1 5] . A n y δ - P A C al g o rit h m wit h r e s p e ct t o
(X , Z , Θ d ) wit h st o p pi n g ti m e τ s ati s fi e s E θ [τ ] ≥ ρ d l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

P r o of. T h e pr o of of t h e t h e or e m m o stl y f oll o w s t h e pr o of of l o w er b o u n d i n Fi e z et al. (2 0 1 9 ). We a d diti o n all y
c o n si d er t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m (X , Z , Θ d ) a n d c ar ef ull y d e al wit h t h e m atri x i n v er si o n.

C o n si d er t h e i n st a n c e (X , Z , θ ), w h er e X = { x 1 , . . . , xn } a n d s p a n( X ) = R D , Z = { z 1 , . . . , zm } , a n d θ ∈ Θ d .
S u p p o s e t h at z 1 = ar g m a x z ∈ Z θ , z . We c o n si d e r t h e alt er n ati v e s et C d := { θ ∈ Θ d : ∃ i ∈ [m ] s.t. θ, z 1 − z i <
0 } , w h er e z 1 i s n ot t h e b e st ar m f or a n y θ ∈ C d . F oll o wi n g t h e “ c h a n g e of m e a s ur e” ar g u m e nt i n L e m m a 3 , w e
k n o w t h at E θ [τ ] ≥ τ , w h er e τ i s t h e s ol uti o n of t h e f oll o wi n g c o n str ai n e d o pti mi z ati o n

τ :=  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti ( 1 4)

s.t. i nf
θ ∈ C d

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

w h er e w e u s e t h e n ot ati o n ν θ, i = N ( θ, x i , 1) = N ( ψ d (θ ), ψd (x i ) , 1) ( d u e t o t h e f a ct t h at θ ∈ C d ). We al s o
h a v e K L( ν θ , i, νθ, i ) = 1

2 ψ d (θ ) − ψ d (θ ), ψd (x i )
2 .

We n e xt s h o w t h at f or a n y t = ( t1 , . . . , tn ) ∈ R n
+ s ati s fi e s t h e c o n str ai nt of E q. ( 1 4 ), w e m u st h a v e ψ d (z 1 ) −

ψ d (z i ) ∈ s p a n( { ψ d (x i ) : ti > 0 } ), ∀ 2 ≤ i ≤ m . S u p p o s e n ot, t h er e m u st e xi st s a ψ d (u ) ∈ R d s u c h t h at ( 1)
ψ d (u ), ψd (x i ) = 0 f or all i ∈ [n ] s u c h t h at ti > 0 ; a n d ( 2) t h er e e xi st s a 2 ≤ j ≤ m s u c h t h at ψ d (z 1 ) −

ψ d (z j ), ψd (u ) = 0 . S u p p o s e ψ d (z 1 ) − ψ d (z j ), ψd (u ) > 0 (t h e ot h er dir e cti o n i s si mil ar), w e c a n c h o o s e a
θ ∈ Θ d s u c h t h at t h e fir st d c o or di n at e s of θ e q u al s t o ψ d (θ ) − α ψ d (u ) f or a α > 0 l ar g e e n o u g h ( s o t h at
θ ∈ C d ). Wit h s u c h θ , h o w e v er, w e h a v e

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ , i) =
n

i = 1

ti
1

2
α ψ d (u ), ψd (x i )

2 = 0 < l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

w hi c h l e a d s t o a c o ntr a di cti o n.  A s a r e s ult, w e c a n s af el y c al c ul at e ψ d (z 1 ) − ψ d (z i )
2
A d ( t ) − 1 or

A d (t) − 1 (ψ d (z 1 ) − ψ d (z i )) w h er e A d (t) :=
n
i = 1 ti ψ d (x i )ψ d (x i ) / t̄ a n d t̄ :=

n
i = 1 ti . T h e r e st of t h e pr o of

f oll o w s fr o m t h e pr o of of t h e or e m 1 i n Fi e z et al. (2 0 1 9 ).

B. 2  P r o of of T h e o r e m 2

T h e o r e m 2. Fi x X , Z ⊆ R D , θ ∈ Θ d a n d δ ∈ ( 0, 0 .0 1 5] . A n y n o n-i nt e r a cti v e al g o rit h m A u si n g a f e at u r e
m a p pi n g s of di m e n si o n d ≥ d m a k e s a mi st a k e wit h p r o b a bilit y at l e a st δ a s l o n g a s it u s e s n o m o r e t h a n
1
2 ρ d l o g ( 1/ δ ) s a m pl e s.
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P r o of. T h e pr o of l ar g el y f oll o w s fr o m t h e pr o of of T h e or e m 3 i n K at z- S a m u el s et al. (2 0 2 0 ) ( b ut i g n or e t h e γ
t er m t h er ei n. We ar e e ff e cti v el y u si n g a w e a k er l o w er b o u n d, y et it s u ffi c e s f or o ur p ur p o s e. ). T h e n o n-i nt er a cti v e
M L E u s e s at l e a st 1

2 ρ d l o g ( 1/ δ ) wit h r e s p e ct t o a n y f e at ur e m a p pi n g ψ d (·) f or d ≤ d ≤ D . T h e st at e m e nt t h e n
f oll o w s fr o m t h e m o n ot o ni cit y of { ρ d } D

d = d a s s h o w n i n Pr o p o siti o n 1 .

B. 3  P r o of of P r o p o si ti o n 1

P r o p o si ti o n 1. T h e m o n ot o ni c r el ati o n ρ d 1
≤ ρ d 2

h ol d s t r u e f o r a n y d ≤ d 1 ≤ d 2 ≤ D .

P r o of. We fir st pr o v e e q ui v al e n c e r e s ult s i n t h e g e n er al s etti n g i n St e p 1, 2 a n d 3; a n d t h e n a p pl y t h e r e s ult s t o
t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m i n St e p 4 t o pr o v e m o n ot o ni cit y o v er { ρ d } D

d = d .

We c o n si d er (X , Z , θ ) i n t h e g e n er al s etti n g, w h er e X = { x 1 , . . . , xn } ⊆ R d , s p a n( X ) = R d , Z = { z 1 , . . . , zm } a n d
θ ∈ R d . We s u p p o s e t h at z 1 = ar g m a x z ∈ Z θ , z i s t h e u ni q u e o pti m al ar m a n d s p a n( { z 1 − z } z ∈ Z \ { z 1 } ) = R d .

We u s e t h e n ot ati o n s y j := z 1 − z j f or j = 2 , . . . , m, a n d ν θ, i := N (x i θ, 1) . F or a n y t = ( t1 , . . . , tn ) ∈ R n
+ , w e

al s o u s e t h e n ot ati o n A (t) =
n
i = 1 ti x i x i ∈ R d × d t o d e n ot e a d e si g n m atri x wit h r e s p e ct t o t (t d o e s n’t n e e d t o

b e i n si d e t h e si m pl e x Λ X ). We c o n si d er a n y fi x e d δ ∈ ( 0, 0 .1 5] .

S t e p 1: Cl o s u r e of c o n s t r ai n t s. L et C d e n ot e t h e s et of p ar a m et er s w h er e z 1 i s n o l o n g er t h e b e st ar m
a n y m or e, i. e.,

C := { θ ∈ R d : ∃ i ∈ [m ] s.t. θ (z 1 − z i ) < 0 } .

U si n g t h e “ c h a n g e of m e a s ur e” ar g u m e nt fr o m K a uf m a n n et al. (2 0 1 6 ), t h e l o w er b o u n d i s gi v e n b y t h e f oll o wi n g
o pti mi z ati o n pr o bl e m ( A u di b ert et al. , 2 0 1 0 ; Fi e z et al. , 2 0 1 9 )

τ : =  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti

s.t. i nf
θ ∈ C

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

Fir st, w e s h o w t h at t h e v al u e τ e q u al s t o t h e v al u e of a n ot h er o pti mi z ati o n pr o bl e m, i. e.,

τ =  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti

s.t. mi n
θ ∈ C̄

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

w h er e C̄ = { θ ∈ R d : ∃ i ∈ [m ] s.t. θ (z 1 − z i ) ≤ 0 } . N ot e t h at t h at w e m u st s h o w t h at t h e mi ni m u m i n t h e
c o n str ai nt i s att ai n e d, i. e., t h e mi n θ ∈ C̄ p art. We fir st s h o w t h e e q ui v al e n c e b et w e e n t h e ori gi n al pr o bl e m a n d
t h e pr o bl e m wit h r e s p e ct t o i nfθ ∈ C̄ ; a n d t h e n s h o w t h e e q ui v al e n c e b et w e e n pr o bl e m s wit h r e s p e ct t o i nfθ ∈ C̄ a n d
mi n θ ∈ C̄ . We fi x a n y t = ( t1 , . . . , tn ) ∈ R n

+ .

S t e p 1. 1: We cl ai m t h at i nfθ ∈ C
n
i = 1 ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ) if a n d o nl y if i nfθ ∈ C̄

n
i = 1 ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥

l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

Si n c e C̄ ⊃ C , t h e ⇐ = di r e cti o n i s o b vi o u s.

N o w, s u p p o s e i nfθ ∈ C̄
n
i = 1 ti K L( ν θ , i, νθ, i ) < l o g ( 1/ 2 .4 δ ). B y d e fi niti o n of i nf, t h er e e xi st s θ 0 ∈ C̄ s u c h t h at

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ 0 , i) < l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

Si n c e C̄ i s t h e cl o s u r e of a n o p e n s et C , t h er e e xi st s a s e q u e n c e { θ j } i n C a p pr o a c hi n g θ 0 . N ot e t h at

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) =
n

i = 1

ti
1

2
(x i (θ − θ )) 2 =

1

2
θ − θ

2
A ( t ) .
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T h e n, b y t h e c o nti n uit y of 1
2 θ − θ

2
A ( t ) i n θ , t h er e e xi st s a θ ∈ C s u c h t h at

n
i = 1 ti K L( ν θ , i, νθ, i ) < l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

T hi s gi v e s a c o ntr a di cti o n a n d t h u s pr o v e s t h e = ⇒ dir e cti o n.

S t e p 1. 2: N o w, w e m u st s h o w t h at t h e i n fi m u m i s att ai n e d w h e n e v er i nfθ ∈ C̄
n
i = 1 ti K L( ν θ , i||ν θ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

t h at i s, t h er e e xi st s θ 0 ∈ C̄ s u c h t h at

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ 0 , i) = i nf
θ ∈ C̄

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ).

Cl ai m: Fi x t = ( t1 , . . . , tn ) ∈ R n
+ . If s p a n( { x i : ti > 0 } ) = R d , t h e n i nfθ ∈ C̄

n
i = 1 ti K L( ν θ , i, νθ, i ) < l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

Fir st, w e s h o w t h e cl ai m. Fi x t = ( t1 , . . . , tn ) ∈ R n
+ a n d s u p p o s e s p a n( { x i : ti > 0 } ) = R d . Si n c e s p a n( { x i :

ti > 0 } ) = R d , t h er e e xi st s u ∈ R d s u c h t h at u x i = 0 f or all i s u c h t h at ti > 0 . Si n c e { z 1 − z i : i ∈ [m ]} s p a n s
R d b y a s s u m pti o n, t h er e e xi st s i ∈ [m ] s u c h t h at u (z 1 − z i ) = 0 . S u p p o s e t h at u (z 1 − z i ) < 0 (t h e ot h er
c a s e i s si mil ar). T h e n, t h er e e xi st s a s u ffi ci e ntl y l ar g e α > 0 s u c h t h at (θ + α u ) (z 1 − z i ) < 0 , i m pl yi n g t h at
θ + α u ∈ C . M or e o v er, b y c o n str u cti o n of u , w e h a v e

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ + α u, i ) =

n

i = 1

ti
1

2
(x i (α u )) 2 =

i :t i > 0

ti
1

2
(x i (α u )) 2 = 0 < l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

a n d t h u s l e a d s t o t h e cl ai m.

N o w, s u p p o s e i nfθ ∈ C̄
n
i = 1 ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ). T h e n, s p a n( { x i : ti > 0 } ) = R d . T h e n, ·

2
A ( t ) i s a

n or m, a n d t h e s et

θ ∈ R d :
1

2
θ − θ

2
A ( t ) ≤ ε

i s c o m p a ct f or e v er y ε . T h e n, si n c e C̄ i s cl o s e d a n d 1
2 θ − θ

2
A ( t ) h a s c o m p a ct s u bl e v el s et s, t h er e e xi st s a θ 0 ∈ C̄

s u c h t h at

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ 0 , i) = i nf
θ ∈ C̄

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ).

T hi s s h o w s t h e e q ui v al e n c e b et w e e n pr o bl e m s wit h r e s p e ct t o i nfθ ∈ C̄ a n d mi n θ ∈ C̄ .

S t e p 2: R e w ri t e t h e o p ti mi z a ti o n p r o bl e m. D e fi n e

C̄ i = { θ ∈ R d : θ (z 1 − z i ) ≤ 0 } ,

a n d n ot e t h at C̄ = ∪ m
i = 1 C̄ i . O b s er v e t h at

τ : =  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti

s.t. mi n
θ ∈ C̄

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ )

=  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti

s.t. mi n
i ∈ [m ]

mi n
θ ∈ C̄ i

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

C o n si d er t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m:

mi n
θ ∈ C̄ i

1

2

n

i = 1

ti (x i (θ − θ )) 2 = mi n
θ ∈ C̄ i

1

2
θ − θ

2
A ( t )
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N ot e t h at si n c e t h e o bj e cti v e i s c o n v e x a n d t h er e e xi st s θ ∈ R d s u c h t h at θ (z 1 − z i ) < 0 , Sl at er’ s c o n diti o n
h ol d s a n d, t h er ef or e, str o n g d u alit y h ol d s. We f or m t h e L a gr a n gi a n wit h l a gr a n g e m ulti pli er γ ∈ R + t o o bt ai n

(θ, γ ) =
1

2
θ − θ

2
A ( t ) + γ · y i θ

Di ff er e nti ati n g wit h r e s p e ct t o θ a n d γ , w e h a v e t h at ( n ot e t h at A (t) i s i n v erti bl e fr o m t h e cl ai m i n St e p 1)

θ = θ − γ A (t) − 1 y i ,

y i θ = 0 .

T h e s e i m pl y t h at θ 0 := θ −
y i θ A ( t ) − 1 y i

y i A ( t ) − 1 y i
a n d γ 0 := y i θ

y i A ( t ) − 1 y i
∈ R + s ati sf y t h e K. K. T. c o n diti o n s, a n d θ = θ 0

i s t h e mi ni mi z er ( pri m al o pti m al s ol uti o n) of t h e c o n str ai n e d o pti mi z ati o n pr o bl e m ( n ot e t h at it’ s a c o n v e x
pr o gr a m). T h er ef or e, w e h a v e

mi n
θ ∈ C̄ i

1

2

n

i = 1

ti (x i (θ − θ )) 2 =
(y i θ ) 2

y i
2
A ( t ) − 1

I n c o n cl u si o n, w e h a v e

τ =  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti

s.t.
(y j θ ) 2

y j
2
A ( t ) − 1

≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ), ∀ 2 ≤ j ≤ m.

S t e p 3: R e- e x p r e s s t h e o p ti mi z a ti o n p r o bl e m. F urt h er m or e, w e h a v e t h at

τ =  mi n
s, t 1 ,..., tn ∈ R +

s ( 1 5)

s.t. (y j θ ) 2 ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ) y j
2
A ( t ) − 1 , ∀ 2 ≤ j ≤ m

s ≥
n

i = 1

ti .

R e arr a n gi n g t h e s e c o n str ai nt s, w e h a v e t h at

s ≥
n

i = 1

ti ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ )
n

i = 1

ti

y j
2
A ( t ) − 1

(y j θ ) 2
= l o g ( 1 / 2 .4 δ )

y j
2
A ( λ ) − 1

(y j θ ) 2
, ∀ 2 ≤ j ≤ m.

We d o a c h a n g e of v ari a bl e s λ ∈ Λ X a n d λ i = t i
n
i = 1 t i

, a n d t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m i s e q ui v al e nt t o

τ =  mi n
s ∈ R + , λ∈ Λ X

s

s.t. s ≥ m a x
j = 2 ,..., m

l o g ( 1/ 2 .4 δ )
y j

2
A ( λ ) − 1

(y j θ ) 2
.

T h u s, w e h a v e t h at

τ ≥ i nf
λ ∈ Λ X

m a x
j = 2 ,..., m

y j
2
A ( λ ) − 1

(y j θ ) 2
l o g ( 1/ 2 .4 δ ).

N o w l et

τ := i nf
λ ∈ Λ X

m a x
j = 2 ,..., m

y j
2
A ( λ ) − 1

(y j θ ) 2
l o g ( 1/ 2 .4 δ ) = m a x

j = 2 ,..., m

y j
2
A ( λ ) − 1

(y j θ ) 2
l o g ( 1/ 2 .4 δ ),
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w h er e λ i s t h e o pti m al d e si g n of t h e a b o v e o pti mi z ati o n pr o bl e m.8 S et t = τ λ ∈ R n
+ wit h ti = τ λ i ∈ R + , w e

c a n t h e n s e e t h at

n

i = 1

ti = τ = m a x
j = 2 ,..., m

n

i = 1

ti

y j
2
A ( t ) − 1

(y j θ ) 2
l o g ( 1/ 2 .4 δ ), ∀ 2 ≤ j ≤ m.

a n d s u c h { ti } s ati s fi e s t h e c o n str ai nt s i n t h e ori gi n al o pti mi z ati o n pr o bl e m d e s cri b e d i n E q. ( 1 5 ). A s a r e s ult,
w e h a v e τ ≤ τ .

We n o w c a n writ e

τ = i nf
λ ∈ Λ X

m a x
j = 2 ,..., m

y j
2
A ( λ ) − 1

(y j θ ) 2
l o g ( 1/ 2 .4 δ ) = ρ l o g ( 1/ 2 .4 δ ). ( 1 6)

S t e p 4: M o n o t o ni ci t y. We n o w a p pl y t h e e st a bli s h e d e q ui v al e n c e t o t h e m o d el s el e cti o n pr o bl e m a n d pr o v e
m o n ot o ni cit y o v er { ρ d } D

d = d .

N o w, d e fi n e

τ d =  mi n
t 1 ,..., tn ∈ R +

n

i = 1

ti

s.t. i nf
θ ∈ C d

n

i = 1

ti K L( ν θ , i, νθ, i ) ≥ l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

w h er e C d = { θ ∈ R D : ∀ j > d : θ j = 0 ∧ ∃ i ∈ [m ] s.t. θ (z 1 − z i ) < 0 } . L et d ≤ d 1 ≤ d 2 ≤ D . T h e n, si n c e t h e
o pti mi z ati o n pr o bl e m i n τ d 1

h a s f e w er c o n str ai nt s t h a n t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m i n τ d 2
, w e h a v e t h at τ d 1

≤ τ d 2
.

T h e e st a bli s h e d e q ui v al e n c e i n E q. ( 1 6 ) c a n b e a p pli e d wit h r e s p e ct t o f e at ur e m a p pi n g s ψ d (·) f or d ≤ d ≤ D
( n ot e t h at w e n e c e s s aril y h a v e s p a n( { ψ d (z ) − ψ d (z )} z ∈ Z \ { z } ) = R d a s l o n g a s s p a n( { z − z } z ∈ Z \ { z } ) = R D ).
T h er ef or e, w e h a v e

ρ d 1
l o g ( 1/ 2 .4 δ ) = τ d 1

≤ τ d 2
= ρ d 2

l o g ( 1/ 2 .4 δ ),

l e a di n g t o t h e d e sir e d r e s ult.

B. 4  P r o of of P r o p o si ti o n 2

P r o p o si ti o n 2. F o r a n y γ > 0 , t h e r e e xi st s a n i n st a n c e (X , Z , θd ) s u c h t h at ρ d + 1 > ρ d + γ y et ιd + 1 ≤ 2 ιd .

P r o of. F or a n y λ ∈ Λ X , w e d e fi n e

ρ d (λ ) :=  m a x
z ∈ Z \ { z }

ψ d (z ) − ψ d (z ) 2
A d ( λ ) − 1

(h (z ) − h (z )) 2
,

a n d

ιd (λ ) :=  m a x
z ∈ Z \ { z }

ψ d (z ) − ψ d (z ) 2
A d ( λ ) − 1 .

We c o n si d er a n i n st a n c e X = Z = { x i }
d + 1
i = 1 ⊆ R d + 1 a n d e x p e ct e d r e w ar d f u n cti o n h (·). T h e a cti o n s et i s

c o n str u ct e d a s f oll o w s:

x i = e i , f or i = 1 , 2 , . . . , d , xd + 1 = ( 1 − ε ) · e d + e d + 1 ,

w h er e e i i s t h e i-t h c a n o ni c al b a si s i n R d + 1 . T h e e x p e ct e d r e w ar d of e a c h a cti o n i s s et a s

h (x i ) := x i , ed .

8 A g ai n, if t h e i n fi m u m i s n o t a t t ai n e d, o n e c a n a p pl y t h e a r g u m e nt t h a t f oll o w s wi t h a li mi t s e q u e n c e. S e e f o o t n o t e i n
A p p e n di x A. 1 f o r m o r e d e t ail s o n h o w t o c o n s t r u c t a n a p p r o xi m a ti n g d e si g n.
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O n e c a n e a sil y s e e t h at d i s t h e i ntri n si c di m e n si o n of t h e pr o bl e m (i n f a ct, it i s t h e s m all e st di m e n si o n s u c h
t h at li n e arit y i n r e w ar d s i s pr e s er v e d).

We n oti c e t h at θ ∈ R d ; x = x d i s t h e b e st ar m wit h r e w ar d 1 , x d + 1 i s t h e s e c o n d b e st ar m wit h r e w ar d
1 − ε a n d all ot h er ar m s h a v e r e w ar d 0 . T h e s m all e st s u b- o pti m alit y g a p i s ∆ mi n = ε . ε ∈ ( 0, 1 / 2] i s s el e ct e d
s u c h t h at 1 / 4 ε 2 > 2 d + γ f or a n y gi v e n γ > 0 .9

We fir st c o n si d er tr u n c ati n g ar m s i nt o R d . F or a n y λ ∈ Λ X , w e n oti c e t h at A d (λ ) = x ∈ X λ x ψ d (x )ψ d (x ) i s
a di a g o n al m atri x wit h t h e d -t h e ntr y b ei n g λ x d

+ ( 1 − ε ) 2 λ x d + 1
a n d t h e r e st e ntri e s b ei n g λ x i

. We fir st s h o w
t h at ιd ≥ d − 1 b y c o ntr a di cti o n a s f oll o w s. S u p p o s e ιd < d − 1 . Si n c e ψ d (x ) − ψ d (x i )

2
A d ( λ ) − 1 ≥ 1 / λ x i

f or i = 1 , 2 , . . . , d − 1 , w e m u st h a v e λ x i
> 1 / (d − 1) f or i = 1 , 2 , . . . , d − 1 . T h u s,

d − 1
i = 1 λ x i

> 1 , w hi c h
l e a d s t o a c o ntr a di cti o n f or λ ∈ Λ X . We n e xt a n al y z e ρ d . L et λ ∈ Λ X b e t h e d e si g n s u c h t h at λ x i

= 1 / d
f or i = 1 , . . . , d . Wit h d e si g n λ , w e h a v e ψ d (x ) − ψ d (x i )

2
A d ( λ ) − 1 = 2 d f or i = 1 , 2 , . . . , d − 1 a n d

ψ d (x ) − ψ d (x d + 1 ) 2
A d ( λ ) − 1 = ε 2 d . A s a r e s ult, w e h a v e ρ d (λ ) ≤ 2 d , a n d t h u s ρ d ≤ ρ d (λ ) ≤ 2 d .

We n o w c o n si d er ar m s i n t h e ori gi n al s p a c e, i. e., R d + 1 . We fir st u p p er b o u n d ιd + 1 . Wit h a n u nif or m d e si g n λ
s u c h t h at λ x i

= 1 / (d + 1) , ∀ i ∈ [d + 1] , w e h a v e ιd + 1 ≤ ιd + 1 (λ ) ≤ m a x { ( 3 − ε )/ ( 2 − ε ), ε2 / ( 2 − ε ) + 1 }· (d + 1) ≤
5( d + 1) / 3 w h e n ε ∈ ( 0, 1 / 2] . I n f a ct, wit h t h e s a m e d e si g n, w e c a n al s o u p p er b o u n d ι(Y (ψ d + 1 (X ))) ≤ 3( d + 1) .
We a n al y z e ρ d + 1 n o w. Si n c e m a x x ∈ X x 2 ≤ 4 a n d mi n x ∈ X \ { x } x − x 2 ≥ 1 , L e m m a 6 l e a d s t o t h e f a ct t h at

ρ d + 1 ≥ 1 / 4 ε 2 . N ot e t h at w e o nl y h a v e mi n x ∈ X \ { x } ψ d (x ) − ψ d (x ) 2 ≥ ε 2 w h e n tr u n c ati n g ar m s i nt o R d .

T o s u m m ari z e, f or a n y gi v e n γ > 0 , w e h a v e ρ d + 1 > ρ d + γ y et ιd + 1 ≤ 2 ιd ( w h e n d ≥ 1 1 ). F urt h er m or e, w e
al s o h a v e ι(Y (ψ d + 1 (X ))) ≤ 4 ι(Y (ψ d (X ))) ( w h e n d ≥ 7 ) si n c e ι(Y (ψ d (X ))) ≤ ιd .

C O M I T T E D P R O O F S F O R S E C T I O N 4

C. 1  P r o of of L e m m a 1

L e m m a 1. S u p p o s e B ≥ m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} . Wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ , G E M S- c o ut p ut s a s et of a r m s

S n + 1 s u c h t h at ∆ z < 2 1 − n f o r a n y z ∈ S n + 1 .

P r o of. We c o n si d er e v e nt

E k = { z ∈ S k ⊆ S k } ,

a n d pr o v e t hr o u g h i n d u cti o n t h at

P (E k + 1 | ∩i ≤ k E i ) ≥ 1 − δ k ,

w h er e δ 0 := 0 . R e c all t h at S k = { z ∈ Z : ∆z < 4 · 2 − k } ( wit h S 1 = Z ).

S t e p 1: T h e i n d u c ti o n. We h a v e { z ∈ S 1 ⊆ S 1 } si n c e S 1 = S 1 = Z b y d e fi niti o n f or t h e b a s e c a s e (r e c all
t h at w e a s s u m e m a x z ∈ Z ∆ z ≤ 2 ). We n o w a s s u m e t h at ∩ i ≤ k E i h ol d s tr u e a n d w e pr o v e f or it er ati o n k + 1 . We

o nl y n e e d t o c o n si d er t h e c a s e w h e n |S k | > 1 , w hi c h i m pli e s | Sk | > 1 a n d t h u s k ≤ l o g2 ( 4/ ∆ mi n ) .

S t e p 1. 1: d k ≥ d ( Li n e a ri t y i s p r e s e r v e d ). Si n c e S k ⊆ S k , w e h a v e

g k (d ) = m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )}

≤ m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )}

≤ m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} ( 1 7)

≤ B, ( 1 8)

w h er e E q. ( 1 7 ) c o m e s fr o m L e m m a 5 a n d E q. ( 1 8 ) c o m e s fr o m t h e a s s u m pti o n. A s a r e s ult, w e k n o w t h at d k ≥ d
si n c e d k i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st i nt e g er s u c h t h at g k (d k ) ≤ B .

9 O n e c a n al s o a d d a n a d di ti o n al a r m x 0 = e D / 2 s o t h a t s p a n ( { x − x } x ∈ X ) = R d + 1 ( t h e l o w e r b o u n d o n ρ d + 1 will

b e c h a n g e d t o 1 / 1 6 ε 2 ).
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S t e p 1. 2: C o n c e n t r a ti o n. L et { x 1 , . . . , xN k
} b e t h e ar m s p ull e d at it er ati o n k a n d { r 1 , . . . , rN k

} b e t h e

c orr e s p o n di n g r e w ar d s. L et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k w h er e A k =

N k

i = 1 ψ d k
(x i )ψ d k

(x i ) , a n d b k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )b i .

Si n c e d k ≥ d a n d t h e m o d el i s w ell- s p e ci fi e d, w e c a n writ e r i = θ , xi + ξ i = ψ d k
(θ ), ψd k

(x i ) + ξ i , w h e r e ξ i

i s i.i. d. g e n er at e d 1 - s u b- G a u s si a n n oi s e. F or a n y y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , w e h a v e

y, θ k − ψ d k
(θ ) = y A − 1

k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )r i − y ψ d k

(θ )

= y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i ) ψ d k

(x i ) ψ d k
(θ ) + ξ i − y ψ d k

(θ )

= y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )ξ i .

Si n c e ξ i s ar e i n d e p e n d e nt 1- s u b- G a u s si a n r a n d o m v ari a bl e s,  w e k n o w t h at t h e r a n d o m v ari a bl e

y A − 1
k

N k

i = 1 ψ d k
(x i )ξ i h a s v ari a n c e pr o x y

N k

i = 1 (y A − 1
k

N k

i = 1 ψ d k
(x i )) 2 = y A − 1

k
. C o m bi ni n g t h e st a n d ar d

H o e ff di n g’ s i n e q u alit y wit h a u ni o n b o u n d l e a d s t o

P ∀ y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , y, θ k − ψ d k

(θ ) ≤ y A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k ≥ 1 − δ k , ( 1 9)

w h er e w e u s e t h e f a ct t h at | Y(ψ d k
(S k )) | ≤ |S k |2 / 2 i n t h e u ni o n b o u n d.

S t e p 1. 3: C o r r e c t n e s s. We pr o v e z ∈ S k + 1 ⊆ S k + 1 u n d er t h e g o o d e v e nt a n al y z e d i n E q. ( 1 9 ).

S t e p 1. 3. 1: z ∈ S k + 1 . F or a n y z ∈ S k s u c h t h at z = z , w e h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≤ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ ) + ψ d k

(z ) − ψ d k
(z ) A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k

= h (z ) − h (z ) + ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k

< ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k .

A s a r e s ult, z r e m ai n s i n S k + 1 a c c or di n g t o t h e eli mi n ati o n crit eri a.

S t e p 1. 3. 2: S k + 1 ⊆ S k + 1 . C o n si d er a n y z ∈ S k ∩ S c
k + 1 , w e k n o w t h at ∆ z ≥ 2 · 2 − k b y d e fi niti o n. Si n c e z ∈ S k ,

w e t h e n h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≥ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ ) − ψ d k

(z ) − ψ d k
(z ) A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k

= h (z ) − h (z ) − ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k

≥ 2 · 2 − k − ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k

≥ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k , ( 2 0)

w h er e E q. ( 2 0 ) c o m e s fr o m t h e f a ct t h at ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k ≤ 2 − k , w hi c h i s r e s ult e d fr o m

t h e c h oi c e of N k a n d t h e g u ar a nt e e i n E q. ( 3 ) fr o m t h e r o u n di n g pr o c e d ur e. A s a r e s ult, w e h a v e z /∈ S k + 1 a n d

S k + 1 ⊆ S k + 1 .

T o s u m m ari z e, w e pr o v e t h e i n d u cti o n at it er ati o n k + 1 , i. e.,

P (E k + 1 | ∩i < k + 1 E i ) ≥ 1 − δ k .
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S t e p 2: T h e e r r o r p r o b a bili t y. L et E = ∩ n + 1
i = 1 E i d e n ot e t h e g o o d e v e nt, w e t h e n h a v e

P (E ) =
n

k = 1

P (E k | Ek − 1 ∩ · · · ∩ E 1 )

=
n

k = 1

( 1 − δ k )

≥
∞

k = 1

1 − δ / k 2

=
si n( π δ )

π δ
≥ 1 − δ, ( 2 1)

w h er e w e u s e t h e f a ct t h at si n( π δ )/ π δ ≥ 1 − δ f or a n y δ ∈ ( 0, 1) i n E q. (2 1 ).

C. 2  P r o of of T h e o r e m 3

T h e o r e m 3. L et τ = l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) m a x { ρ d , rd (ζ )} . Wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ , Al g o rit h m 2 st a rt s t o o ut p ut
t h e o pti m al a r m wit hi n it e r ati o n = O (l o g 2 (τ )) , a n d t a k e s at m o st N = O (τ l o g2 (τ ) l o g ( | Z| l o g2 (τ )/ δ ))
s a m pl e s.

P r o of. T h e pr o of i s d e c o m p o s e d i nt o t hr e e st e p s: ( 1) l o c ati n g g o o d s u br o uti n e s; ( 2) b o u n di n g err or pr o b a bilit y
a n d ( 3) b o u n di n g u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y.

S t e p 1: L o c a ti n g g o o d s u b r o u ti n e s. C o n si d er B = m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} a n d n = l o g2 ( 2/ ∆ mi n ) . F or
a n y s u br o uti n e s i n v o k e d wit h B i ≥ B a n d n i ≥ n , w e k n o w t h at, fr o m L e m m a 1 , t h e o ut p ut s et of ar m s
ar e t h o s e wit h s u b- o pti m alit y g a p < ∆ mi n , w hi c h i s a si n gl et o n s et c o nt ai ni n g t h e o pti m al ar m, i. e., { z } . L et
i = l o g2 (B ) , j = l o g2 (n ) a n d = i + j . We k n o w t h at i n o ut er l o o p s ≥ , t h er e m u st e xi st s at
l e a st o n e s u br o uti n e i n v o k e d wit h B i = 2 i ≥ B a n d n i = 2 j ≥ n . O n c e a s u br o uti n e, i n v o k e d wit h B i ≥ B ,
o ut p ut s a si n gl et o n s et, it m u st b e t h e o pti m al ar m z a c c or di n g t o L e m m a 1 ( u p t o s m all err or p r o b a bilit y,
a n al y z e d a s b el o w). Si n c e, wit hi n e a c h o ut er l o o p , t h e v al u e of B i = 2 − i i s c h o s e n i n a d e cr e a si n g or d er,
u p d ati n g t h e r e c o m m e n d ati o n a n d br e a ki n g t h e i n n er l o o p o n c e a si n gl et o n s et i s i d e nti fi e d will n ot mi s s t h e
c h a n c e of r e c o m m e n di n g t h e o pti m al ar m i n l at er s u br o uti n e s wit hi n o ut er l o o p .

S t e p 2: E r r o r p r o b a bili t y. We c o n si d er t h e g o o d e v e nt w h er e all s u br o uti n e s i n v o k e d i n Al g orit h m 2 wit h
B i ≥ B a n d ( a n y) n i c orr e ctl y o ut p ut a s et of ar m s wit h s u b- o pti m alit y g a p < 2 1 − n i wit h pr o b a bilit y at l e a st

1 − δ , a s s h o w n i n L e m m a 1 . T hi s g o o d e v e nt cl e arl y h a p p e n s wit h pr o b a bilit y at l e a st 1 −
∞
= 1 i = 1 δ =

1 −
∞
= 1 δ / ( 2 2 ) > 1 − δ , aft er a p pl yi n g a u ni o n b o u n d ar g u m e nt. We u p p er b o u n d t h e u n v e ri fi a bl e s a m pl e

c o m pl e xit y u n d er t hi s e v e nt i n t h e f oll o wi n g.

S t e p 3: U n v e ri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xi t y. F or a n y s u br o uti n e i n v o k e d wit hi n o ut er l o o p ≤ , w e k n o w,
fr o m Al g orit h m 3 , t h at it s s a m pl e c o m pl e xit y i s u p p er b o u n d e d b y ( n ot e t h at | Z|2 ≥ 4 tri vi all y h ol d s tr u e)

N ≤ n i B i · 2 .5 l o g ( | Z|
2
/ δ ) + 1

≤ γ 3 .5 l o g 2 | Z|
2 3 / δ .

T h u s, t h e t ot al s a m pl e c o m pl e xit y u p t o t h e e n d of o ut er l o o p i s u p p er b o u n d e d b y

N ≤
= 1

N

≤ 3 .5 l o g 2 | Z|
2 3 / δ

= 1

2

≤ 7 l o g 2 | Z|
2 3 / δ 2 .
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R e c all t h at τ = l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) m a x { ρ d , rd (ζ )} . B y d e fi niti o n of , w e h a v e

≤ l o g2 4 l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} = O (l o g 2 (τ )) ,

a n d

2 = 2 ( i + j )

≤ 4(l o g 2 ( 2/ ∆ mi n ) + 1) m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} ,

= 4 l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} ,

= O (τ ).

T h e u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y i s t h u s u p p er b o u n d e d b y

N ≤ 1 7 9 2 τ · (l o g 2 (τ ) + 8) · l o g 2 | Z|
2
(l o g 2 (τ ) + 8)

3
/ δ

= O (τ l o g2 (τ ) l o g ( | Z| l o g2 (τ )/ δ )) .

D O M I T T E D P R O O F S F O R S E C T I O N 5

D. 1  P r o of of L e m m a 2

L e m m a 2. S u p p o s e 6 4 ρ d ≤ B ≤ 1 2 8 ρ d a n d T / n ≥ r d (ζ ) + 1 . Al g o rit h m 3 o ut p ut s a n a r m z s u c h t h at
∆ z < 2 1 − n wit h p r o b a bilit y at l e a st

1 − n | Z|2 e x p − T / 6 4 0 n ρ d .

P r o of. We c o n si d er e v e nt

E k = { z ∈ S k ⊆ S k } ,

a n d pr o v e t hr o u g h i n d u cti o n t h at

P (E k + 1 | ∩i ≤ k E i ) ≥ 1 − δ k ,

w h er e t h e v al u e of { δ k } n
k = 0 will b e s p e ci fi e d i n t h e pr o of.

S t e p 1: T h e i n d u c ti o n. T h e b a s e c a s e { z ∈ S 1 ⊆ S 1 } h ol d s wit h pr o b a bilit y 1 b y c o n str u cti o n (t h u s, w e
h a v e δ 0 = 0 ). C o n diti o n e d o n e v e nt s ∩ k

i = 1 E i , w e n e xt a n al y z e t h e e v e nt E k + 1 . We o nl y n e e d t o c o n si d e r t h e c a s e

w h e n |S k | > 1 , w hi c h i m pli e s | Sk | > 1 a n d t h u s k ≤ l o g2 ( 4/ ∆ mi n ) .

S t e p 1. 1: d k ≥ d ( Li n e a ri t y i s p r e s e r v e d ). We fir st n oti c e t h at D i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st i nt e g er s u c h
t h at r D (ζ ) ≤ T , w h er e r d (ζ ) r e pr e s e nt s t h e n u m b er of s a m pl e s n e e d e d f or t h e r o u n di n g pr o c e d ur e i n R d ( wit h

p ar a m et er ζ ). W h e n T / n ≥ r d (ζ ) + 1 , w e h a v e D ≥ d si n c e T ≥ T / n − 1 ≥ r d (ζ ). T h u s, f or w h at e v er d k ∈ [D ]
s el e ct e d, w e al w a y s h a v e r d k

(ζ ) ≤ r D (ζ ) ≤ T a n d c a n t h u s s af el y a p pl y t h e r o u n di n g pr o c e d ur e d e s cri b e d i n
E q. ( 3 ).

Si n c e S k ⊆ S k , w e al s o h a v e

g k (d ) = 2 2 k ι(Y (ψ d (S k )))

≤ 2 2 k ι(Y (ψ d (S k )))

≤ 6 4 ρ d ( 2 2)

≤ B, ( 2 3)

w h er e E q. ( 2 2 ) c o m e s fr o m L e m m a 5 a n d E q. ( 2 3 ) c o m e s fr o m t h e a s s u m pti o n. A s a r e s ult, w e k n o w t h at d k ≥ d

si n c e d k ∈ [D ] i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st i nt e g er s u c h t h at g k (d k ) ≤ B .
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S t e p 1. 2: C o n c e n t r a ti o n a n d e r r o r p r o b a bili t y. L et { x 1 , . . . , xT } b e t h e ar m s p ull e d at it er ati o n k

a n d { r 1 , . . . , rT } b e t h e c orr e s p o n di n g r e w ar d s. L et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k w h er e A k =

T
i = 1 ψ d k

(x i )ψ d k
(x i ) ,

a n d b k =
T
i = 1 ψ d k

(x i )b i . Si n c e d k ≥ d a n d t h e m o d el i s w ell- s p e ci fi e d, w e c a n writ e r i = θ , xi + ξ i =
ψ d k

(θ ), ψd k
(x i ) + ξ i , w h er e ξ i i s i.i. d. g e n er at e d z er o- m e a n G a u s si a n n oi s e wit h v ari a n c e 1 . Si mil arl y a s

a n al y z e d i n E q. ( 1 9 ), w e h a v e

P ∀ y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , y, θ k − ψ d k

(θ ) ≤ y A − 1
k

2 l o g |S k |2 / δ k ≥ 1 − δ k . ( 2 4)

B y s etti n g m a x y ∈ ψ d k
( S k ) y A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k = 2 − k , w e h a v e

δ k = |S k |2 e x p



 −
1

2 · 2 2 k m a x y ∈ ψ d k
( S k ) y

2
A − 1

k





≤ | S k |2 e x p −
T

2 · 2 2 k ( 1 + ζ ) ι(Y (ψ d k
(S k )))

( 2 5)

≤ | Z| 2 e x p −
T

1 0 2 4 n ρ d

, ( 2 6)

w h er e E q. ( 2 5 ) c o m e s fr o m t h e g u ar a nt e e of t h e r o u n di n g pr o c e d ur e E q. ( 3 ); a n d E q. ( 2 6 ) c o m e s fr o m c o m bi ni n g

t h e f oll o wi n g f a ct s: ( 1) 2 2 k ι(Y (ψ d k
(S k ))) ≤ B ≤ 1 2 8 ρ d ; ( 2) T ≥ T / n − 1 ≥ T / 2 n ( n ot e t h at T / n ≥ r d (ζ ) +

1 =⇒ T / n ≥ 2 si n c e r d (ζ ) ≥ 1 ); ( 3) S k ⊆ Z a n d ( 4) c o n si d er s o m e ζ ≤ 1 (ζ o nl y a ff e ct s c o n st a nt t er m s).

S t e p 1. 3: C o r r e c t n e s s. We pr o v e z ∈ S k + 1 ⊆ S k + 1 u n d er t h e g o o d e v e nt a n al y z e d i n E q. ( 2 4 ).

S t e p 1. 3. 1: z ∈ S k + 1 . F or a n y z ∈ S k s u c h t h at z = z , w e h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≤ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ ) + 2 − k

= h (z ) − h (z ) + 2 − k

< 2 − k .

A s a r e s ult, z r e m ai n s i n S k + 1 a c c or di n g t o t h e eli mi n ati o n crit eri a.

S t e p 1. 3. 2: S k + 1 ⊆ S k + 1 . C o n si d er a n y z ∈ S k ∩ S c
k + 1 , w e k n o w t h at ∆ z ≥ 2 · 2 − k b y d e fi niti o n. Si n c e z ∈ S k ,

w e t h e n h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≥ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ ) − 2 − k

= h (z ) − h (z ) − 2 − k

≥ 2 · 2 − k − 2 − k

= 2 − k . ( 2 7)

A s a r e s ult, w e h a v e z /∈ S k + 1 a n d S k + 1 ⊆ S k + 1 .

T o s u m m ari z e, w e pr o v e t h e i n d u cti o n at it er ati o n k + 1 , i. e.,

P (E k + 1 | ∩i < k + 1 E i ) ≥ 1 − δ k .
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S t e p 2: T h e e r r o r p r o b a bili t y. L et E = ∩ n + 1
i = 1 E i d e n ot e t h e g o o d e v e nt, w e t h e n h a v e

P (E ) =
n + 1

k = 1

P (E k | Ek − 1 ∩ · · · ∩ E 1 )

=
n + 1

k = 1

( 1 − δ k )

≥ 1 −
n + 1

i = 1

δ k ( 2 8)

≥ 1 − n | Z|2 e x p −
T

6 4 0 n ρ d

,

w h er e E q. ( 2 8 ) c a n b e pr o v e d u si n g a si m pl e i n d u cti o n.

D. 2  P r o of of T h e o r e m 4

T h e o r e m 4. S u p p o s e Z ⊆ X . If T = Ω l o g2 ( 1/ ∆ mi n ) m a x { ρ d , rd (ζ )} , t h e n Al g o rit h m 4 o ut p ut s t h e o pti m al
a r m wit h e r r o r p r o b a bilit y at m o st

l o g2 ( 4/ ∆ mi n )| Z|2 e x p −
T

1 0 2 4 l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) ρ d

+ 2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ∆ 2
mi n

.

F u rt h e r m o r e, if t h e r e e xi st u ni v e r s al c o n st a nt s s u c h t h at m a x x ∈ X ψ d (x )
2

≤ c 1 a n d

mi n z ∈ Z ψ d (z ) − ψ d (z )
2

≥ c 2 , t h e e r r o r p r o b a bilit y i s u p p e r b o u n d e d b y

O m a x { l o g2 ( 1/ ∆ mi n )| Z|2 , (l o g 2 T ) 2 }

× e x p −
c 2 T

m a x { l o g2 ( 1/ ∆ mi n ), (l o g 2 T ) 2 } c 1 ρ d

.

P r o of. T h e pr o of i s d e c o m p o s e d i nt o t hr e e st e p s: ( 1) l o c at e a g o o d s u br o uti n e i n t h e pr e- s el e cti o n st e p; ( 2)
b o u n d err or pr o b a bilit y i n t h e v ali d ati o n st e p; a n d ( 3) a n al y z e t h e t ot al err or pr o b a bilit y. S o m e pr eli mi n ari e s
ar e a n al y z e d a s f oll o w s.

We n ot e t h at b ot h pr e- s el e cti o n a n d v ali d ati o n st e p s u s e b u d g et l e s s t h a n T : i n t h e pr e- s el e cti o n p h a s e, e a c h
o ut er l o o p i n d e x e d b y i u s e s b u d g et l e s s t h a n T / p a n d t h er e ar e p s u c h o ut er l o o p s; it’ s al s o cl e ar t h at t h e
v ali d ati o n st e p s u s e s at m o st T b u d g et. We n oti c e t h at p ≤ l o g2 T si n c e p · 2 p ≤ T ; a n d q i ≤ l o g2 T si n c e
q i · 2 q i ≤ T / p B i ≤ T . A s a r e s ult, at m o st (l o g 2 T ) 2 s u br o uti n e s ar e i n v o k e d i n Al g orit h m 4 , a n d e a c h s u br o uti n e
i s i n v o k e d wit h b u d g et T ≥ T / (l o g 2 T ) 2 .

S t e p 1: T h e g o o d s u b r o u ti n e. C o n si d er

i := l o g2 6 4 ρ d a n d j := l o g2 (l o g 2 ( 2/ ∆ mi n )) .

O n e c a n e a sil y s e e t h at 6 4 ρ d ≤ B i ≤ 1 2 8 ρ d a n d n j ≥ l o g2 ( 2/ ∆ mi n ). T h u s, o n c e a s u br o uti n e i s i n v o k e d wit h
(i , j ) a n d T / n j ≥ r d (ζ ) + 1 , L e m m a 2 g u ar a nt e e s t o o ut p ut t h e o pti m al ar m wit h err or pr o b a bilit y at m o st

l o g2 ( 4/ ∆ mi n )| Z|2 e x p −
T

1 0 2 4 l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) ρ d

. ( 2 9)

We n e xt s h o w t h at f or s u ffi ci e ntl y l ar g e T , o n e c a n i n v o k e t h e s u br o uti n e wit h (i , j ) a n d T / n j ≥ r d (ζ ) + 1 .
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We cl e arl y h a v e p ≥ i a s l o n g a s T ≥ l o g2 ( 1 2 8 ρ d ) 1 2 8 ρ d . F o c u si n g o n t h e o ut er l o o p wit h i n d e x i , w e h a v e
q i ≥ j a s l o n g a s

l o g2 ( 2 l o g 2 ( 2/ ∆ mi n )) · ( 2 l o g 2 ( 2/ ∆ mi n )) ≤ T / B i ,

Si n c e T / B i ≥ T / ( 1 2 8 ρ d l o g2 T ), w e h a v e q i ≥ j a s l o n g a s T i s s u c h t h at

T ≥ 2 5 6 l o g 2 ( 2 l o g 2 ( 2/ ∆ mi n )) · l o g2 ( 2/ ∆ mi n ) · ρ d · l o g2 T. ( 3 0)

Si n c e T ≥ T / (l o g 2 T ) 2 , w e h a v e T / n j ≥ r d (ζ ) + 1 a s l o n g a s T i s s u c h t h at

T ≥ (r d (ζ ) + 1) · l o g2 ( 4/ ∆ mi n ) · (l o g 2 T ) 2 . ( 3 1)

A c c or di n g t o L e m m a 7 , E q. (3 0 ) a n d E q. ( 3 1 ) c a n b e s ati s fi e d w h e n

T = Ω l o g2 ( 1/ ∆ mi n ) m a x { ρ d , rd (ζ )} ,

w h er e l o w er or d er t er m s wit h r e s p e ct t o l o g2 ( 1/ ∆ mi n ), ρ d a n d r d (ζ ) ar e hi d d e n i n t h e Ω n ot ati o n.

S t e p 2: T h e v ali d a ti o n s t e p. We h a v e | A| ≤ (l o g 2 T ) 2 si n c e t h er e ar e at m o st (l o g 2 T ) 2 s u br o uti n e s a n d e a c h
s u br o uti n e o ut p ut s o n e ar m. We vi e w e a c h x ∈ A a s i n di vi d u al ar m a n d p ull it T / | A| ≥ T / (l o g 2 T ) 2 − 1 ≥

T / 2(l o g 2 T ) 2 ( a s l o n g a s T ≥ 2(l o g 2 T ) 2 ) ti m e s. We u s e h (x ) t o d e n ot e t h e e m piri c al m e a n of h (x ). A p pl yi n g
H o e ff di n g’ s i n e q u alit y wit h a u ni o n b o u n d l e a d s t o t h e f oll o wi n g c o n c e ntr ati o n r e s ult

P ∀ x ∈ A : |h (x ) − h (x )| ≥ ∆ mi n / 2 ≤ 2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ∆ 2
mi n

T h u s, a s l o n g a s z ∈ A i s s el e ct e d i n A fr o m t h e pr e- s el e cti o n st e p, t h e v ali d ati o n st e p c orr e ctl y o ut p ut z wit h
err or pr o b a bilit y at m o st

2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ∆ 2
mi n

. ( 3 2)

S t e p 3: T o t al e r r o r p r o b a bili t y. C o m bi ni n g E q. ( 2 9 ) wit h E q. ( 3 2 ), w e k n o w t h at

P (z = z ) ≤ l o g2 ( 4/ ∆ mi n )| Z|2 e x p −
T

1 0 2 4 l o g 2 ( 4/ ∆ mi n ) ρ d

+ 2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ∆ 2
mi n

.

F urt h er m or e, if t h er e e xi st s u ni v er si al c o n st a nt s s u c h t h at m a x x ∈ X ψ d (x )
2

≤ c 1 a n d

mi n z ∈ Z ψ d (z ) − ψ d (z )
2

≥ c 2 , L e m m a 6 i m pli e s t h at 1 / ∆ 2
mi n ≤ c 1 ρ d / c 2 . We t h u s h a v e

P (z = z ) = O m a x { l o g2 ( 1/ ∆ mi n )| Z|2 , (l o g 2 T ) 2 } · e x p −
c 2 T

m a x { l o g2 ( 1/ ∆ mi n ), (l o g 2 T ) 2 } c 1 ρ d

.

E O M I T T E D P R O O F S F O R S E C T I O N 6

E. 1  O mi t t e d P r o of s f o r P r o p o si ti o n s

S o m e of t h e pr o p o siti o n s ar e b orr o w e d fr o m Z h u et al. (2 0 2 1 ), w e pr e s e nt d et ail e d pr o of s h er e f or c o m pl et e n e s s.

P r o p o si ti o n 3. T h e mi s s p e ci fi c ati o n l e v el γ (d ) i s n o n-i n c r e a si n g wit h r e s p e ct t o d .
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P r o of. C o n si d er a n y 1 ≤ d < d ≤ D . S u p p o s e

θ d ∈ ar g mi n
θ ∈ R D

m a x
x ∈ X ∪ Z

|h (x ) − ψ d (θ ), ψd (x ) |.

Si n c e ψ d (θ d ) o nl y k e e p s t h e fir st d c o m p o n e nt of θ d , w e c a n c h o o s e θ d s u c h t h at it o nl y h a s n o n- z er o v al u e s o n
it s fir st d e ntri e s. A s a r e s ult, w e h a v e ψ d (θ d ), ψd (x ) = ψ d (θ d ), ψd (x ) , w hi c h i m pli e s t h at γ (d ) ≤ γ (d ).

P r o p o si ti o n 4 (Z h u et al. (2 0 2 1 )) . We h a v e ρ d (ε ) ≤ 9 ρ d (ε ) f o r a n y ε ≥ γ (d ). F u rt h e r m o r e, if γ (d ) < ∆ mi n / 2 ,
ρ d ( 0) r e p r e s e nt s t h e c o m pl e xit y m e a s u r e f o r b e st a r m i d e nti fi c ati o n wit h r e s p e ct t o a li n e a r b a n dit i n st a n c e wit h

a cti o n s et X , t a r g et s et Z a n d r e w a r d f u n cti o n h (x ) := ψ d (θ d ), ψd (x ) .

P r o of. T o r el at e ρ d (ε ) wit h ρ d (ε ), w e o nl y n e e d t o r el at e m a x { h (z ) − h (z ), ε} wit h m a x ψ d (z ) − ψ d (z ), θd , ε .
Fr o m E q. ( 5 ) a n d t h e f a ct t h at ε ≥ γ (d ), w e k n o w t h at

ψ d (z ) − ψ d (z ), θd ≤ h (z ) − h (z ) + 2 γ (d ) ≤ h (z ) − h (z ) + 2 ε ≤ 3 m a x { h (z ) − h (z ), ε} ,

a n d t h u s

m a x ψ d (z ) − ψ d (z ), θd , ε ≤ 3 m a x { h (z ) − h (z ), ε} .

A s a r e s ult, w e h a v e ρ d (ε ) ≤ 9 ρ d (ε ).

W h e n γ (d ) < ∆ mi n / 2 , w e k n o w t h at z i s still t h e b e st ar m i n t h e p erf e ct li n e ar b a n dit m o d el ( wit h o ut mi s s p e c-

i fi c ati o n) h (x ) = ψ d (x ), ψd (θ d ) . T h u s, ρ d ( 0) r e pr e s e nt s t h e c o m pl e xit y m e a s ur e, i n t h e c orr e s p o n di n g li n e ar
m o d el, f or b e st ar m i d e nti fi c ati o n.

P r o p o si ti o n 5 (Z h u et al. (2 0 2 1 )) . T h e f oll o wi n g i n e q u aliti e s h ol d:

γ (d ) ≤ ( 1 6 + 1 6 ( 1 + ζ )d )γ (d ) = O (
√

d γ (d )) .

P r o of. We fir st n oti c e t h at

ι(Y (ψ d (S k ))) = i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( S k ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

≤ i nf
λ ∈ Λ X

s u p
y ∈ Y ( ψ d ( X ) )

y
2
A d ( λ ) − 1

≤ i nf
λ ∈ Λ X

s u p
x ∈ X

4 ψ d (x )
2
A d ( λ ) − 1

= 4 d, ( 3 3)

w h er e E q. ( 3 3 ) c o m e s fr o m Ki ef er- W olf o wit z t h e or e m ( Ki ef er a n d W olf o wit z , 1 9 6 0 ). We t h e n h a v e

2 + ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d (S k ))) γ (d ) ≤ 2 + ( 1 + ζ ) 4d γ (d ).

A s a r e s ult, w e c a n al w a y s fi n d a n ∈ N s u c h t h at

2 − n / 2 ≤ 2 2 + ( 1 + ζ ) 4d γ (d ),

a n d

2 + ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d (S k ))) γ (d ) ≤ 2 + ( 1 + ζ ) 4d γ (d ) ≤ 2 − k / 2 , ∀ k ≤ n.

T hi s l e a d s t o t h e f a ct t h at

γ (d ) ≤ 8 2 + ( 1 + ζ ) 4d γ (d ),

w hi c h i m pli e s t h e d e sir e d r e s ult.

P r o p o si ti o n 6. If γ (d ) ≤ ε , w e h a v e

2 + ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d (S k ))) γ (d ) ≤ 2 − k / 2 , ∀ k ≤ l o g2 ( 2/ ε ) .

P r o of. S u p p o s e γ (d ) = 2 · 2 − n f or a n ∈ N . Si n c e γ (d ) ≤ ε , w e h a v e n ≥ l o g2 ( 2/ ε ). Si n c e n ∈ N , w e k n o w t h at
n ≥ l o g2 ( 2/ ε ) . T h e d e sir e d r e s ult f oll o w s fr o m t h e d e fi niti o n of γ (d ).
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E. 2  O mi t t e d M a t e ri al s f o r t h e Fi x e d C o n fi d e n c e S e t ti n g wi t h Mi s s p e ci fi c a ti o n

E. 2. 1  O mi t t e d Al g o ri t h m s

Al g o ri t h m 6 G E M S- m G a p Eli mi n ati o n wit h M o d el S el e cti o n wit h Mi s s p e ci fi c ati o n ( Fi x e d C o n fi d e n c e)

I n p u t: N u m b er of it er ati o n s n , b u d g et f or di m e n si o n s el e cti o n B a n d c o n fi d e n c e p ar a m et er δ .
1: S et S 1 = Z .
2: f o r k = 1 , 2 , . . . , n d o
3: S et δ k = δ / k 2 .

4: D e fi n e f u n cti o n g k (d ) := m a x { 2 2 k ιk, d , rd (ζ )} , w h er e ιk, d := ι(Y (ψ d (S k ))) .
5: G et d k = O P T (B, D, g k (·)) , w h er e d k ≤ D i s l ar g e st di m e n si o n s u c h t h at g k (d k ) ≤ B ( s e e E q. ( 4 ) f or t h e

d et ail e d o pti mi z ati o n pr o bl e m). S et λ k b e t h e o pti m al d e si g n of t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m

i nf
λ ∈ Λ X

s u p
z, z ∈ S k

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ) 2
A d k

( λ ) − 1 , a n d N k = g (d k ) 8( 1 + ζ ) l o g ( |S k |2 / δ k ) .

6: G et all o c ati o n { x 1 , . . . , xN k
} = R O U N D (λ k , Nk , dk , ζ).

7: P ull ar m s { x 1 , . . . , xN k
} a n d r e c ei v e r e w ar d s { r 1 , . . . , rN k

} .

8: S et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k w h er e A k =

N k

i = 1 ψ d k
(x i )ψ d k

(x i ) , a n d b k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )b i .

9: S et S k + 1 = S k \ { z ∈ S k : ∃ z s.t. θ k , ψd k
(z ) − ψ d k

(z ) ≥ 2 − k } .
1 0: e n d f o r
O u t p u t: A n y z ∈ S n + 1 ( or t h e w h ol e s et S n + 1 w h e n ai mi n g at i d e ntif yi n g t h e o pti m al ar m).

Al g o ri t h m 7 A d a pti v e Str at e g y f or M o d el S el e cti o n wit h mi s s p e ci fi c ati o n ( Fi x e d C o n fi d e n c e)

I n p u t: C o n fi d e n c e p ar a m et er δ .
1: R a n d o ml y s el e ct a z ∈ X a s t h e r e c o m m e n d ati o n f or t h e ε - o pti m al ar m.
2: f o r = 1 , 2 , . . . d o
3: S et γ = 2 a n d δ = δ / ( 4 3 ). I niti ali z e a n e m pt y p r e- s el e cti o n s et A = { } .
4: f o r i = 1 , 2 , . . . , d o
5: S et n i = 2 i , B i = 2 − i a n d g et z i = G E M S- m (n i , Bi , δ ). I n s ert z i i nt o A .
6: e n d f o r
7: V ali d a ti o n. P ull e a c h ar m i n A e x a ctl y 8 l o g ( 2 / δ )/ ε 2 ti m e s. U p d at e z a s t h e ar m wit h t h e hi g h e st

e m piri c al m e a n ( br e a k ti e s ar bitr aril y).
8: e n d f o r

E. 2. 2  L e m m a 8 a n d I t s P r o of

We i ntr o d u c e f u n cti o n f : N + → R + a s f oll o w s, w hi c h i s al s o u s e d i n A p p e n di x E. 3 .

f (k ) :=
4 · 2 − k if k ≤ l o g2 ( 2/ ε ) + 1 ,

4 · ε − l o g2 ( 4 / ε ) if k > l o g2 ( 2/ ε ) + 1 .

f (k ) i s u s e d t o q u a ntif y t h e o pti m alit y of t h e i d e nti fi e d ar m, a n d o n e c a n cl e arl y s e e t h at f (k ) i s n o n-i n cr e a si n g
i n k .

L e m m a 8. S u p p o s e B ≥ m a x { 6 4 ρ d ( ε ) (ε ), rd ( ε ) (ζ )} . Wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ , Al g o rit h m 6 o ut p ut s a n

a r m z s u c h t h at ∆ z < f (n + 1) . F u rt h e r m o r e, a n ε - o pti m al a r m i s o ut p ut a s l o n g a s n ≥ l o g2 ( 2/ ε ).

P r o of. T h e l o gi c of t hi s pr o of i s si mil ar t o t h e pr o of of L e m m a 1 . We a d diti o n all y d e al wit h mi s s p e ci fi c ati o n i n
t h e pr o of. F or fi x e d ε , w e u s e t h e n ot ati o n d = d (ε ) t hr o u g h o ut t h e pr o of.

We c o n si d er e v e nt

E k = { z ∈ S k ⊆ S k } ,
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a n d pr o v e t hr o u g h i n d u cti o n t h at, f or k ≤ l o g2 ( 2/ ε ) ,

P (E k + 1 | ∩i ≤ k E i ) ≥ 1 − δ k ,

w h er e δ 0 := 0 . R e c all t h at S k = { z ∈ Z : ∆z < 4 · 2 − k } ( wit h S 1 = Z ). F or n ≥ k + 1 , w e h a v e S n ⊆ S k + 1 d u e
t o t h e n at ur e of t h e eli mi n ati o n- st yl e d al g orit h m, w hi c h g u ar a nt e e s o ut p utti n g a n ar m s u c h t h at ∆ z < f (n + 1) .

S t e p 1: T h e i n d u c ti o n. We h a v e { z ∈ S 1 ⊆ S 1 } si n c e S 1 = S 1 = Z b y d e fi niti o n f or t h e b a s e c a s e (r e c all w e
a s s u m e t h at m a x z ∈ Z ∆ z ≤ 2 ). We n o w a s s u m e t h at ∩ i < k + 1 E i h ol d s tr u e a n d w e pr o v e f or it er ati o n k + 1 .

S t e p 1. 1: d k ≥ d . Si n c e S k ⊆ S k , w e h a v e

g k (d ) = m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )}

≤ m a x { 2 2 k ι(Y (ψ d (S k ))) , rd (ζ )}

≤ m a x { 6 4 ρ d (ε ), rd (ζ )} ( 3 4)

≤ B, ( 3 5)

w h er e E q. ( 3 4 ) c o m e s fr o m L e m m a 4 a n d E q. ( 3 5 ) c o m e s fr o m t h e a s s u m pti o n. A s a r e s ult, w e k n o w t h at d k ≥ d
si n c e d k i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st i nt e g er s u c h t h at g k (d k ) ≤ B .

S t e p 1. 2: C o n c e n t r a ti o n. L et { x 1 , . . . , xN k
} b e t h e ar m s p ull e d at it er ati o n k a n d { r 1 , . . . , rN k

} b e t h e

c orr e s p o n di n g r e w ar d s. L et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k w h er e A k =

N k

i = 1 ψ d k
(x i )ψ d k

(x i ) , a n d b k =
N k

i = 1 ψ d k
(x i )b i .

B a s e d o n t h e d e fi niti o n of θ d ∈ R D a n d η d (·), w e c a n writ e r i = h (x i ) + ξ i = ψ d k
(θ d k ), ψd k

(x i ) + η d k
(x i ) + ξ i ,

w h er e ξ i i s i.i. d. g e n er at e d z er o- m e a n G a u s si a n n oi s e wit h v ari a n c e 1 ; w e al s o h a v e |η d k
(x i )| ≤ γ (d k ) b y d e fi niti o n

of γ (·). F or a n y y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , w e h a v e

y, θ k − ψ d k
(θ d k ) = y A − 1

k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )r i − y ψ d k

(θ d k )

= y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i ) ψ d k

(x i ) ψ d k
(θ d k ) + η d k

(x i ) + ξ i − y ψ d k
(θ )

= y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )( η d k

(x i ) + ξ i )

≤ y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )η d k

(x i ) + y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )ξ i . ( 3 6)

We n e xt b o u n d t h e t w o t er m s i n E q. ( 3 6 ) s e p ar at el y. F or t h e fir st t er m, w e h a v e

y A − 1
k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )η d k

(x i ) ≤ γ (d k )

N k

i = 1

y A − 1
k ψ d k

(x i )

= γ (d k )

N k

i = 1

y A − 1
k ψ d k

(x i )
2

≤ γ (d k ) N k

N k

i = 1

y A − 1
k ψ d k

(x i )
2

( 3 7)

= γ (d k ) N k

N k

i = 1

y A − 1
k ψ d k

(x i )ψ d k
(x i ) A − 1

k y

= γ (d k ) N k y
2
A − 1

k

≤ γ (d k ) ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d k
(S k ))) ( 3 8)

≤ γ (d k ) ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d k
(S k ))) ( 3 9)
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w h er e E q. ( 3 7 ) c o m e s fr o m J e n s e n’ s i n e q u alit y; E q. ( 3 8 ) c o m e s fr o m t h e g u ar a nt e e of r o u n di n g i n E q. ( 3 ); a n d

E q. ( 3 9 ) c o m e s fr o m t h e f a ct t h at S k ⊆ S k .

F or t h e s e c o n d t er m i n E q. ( 3 6 ), si n c e ξ i s ar e i n d e p e n d e nt 1- s u b- G a u s si a n r a n d o m v ari a bl e s, w e k n o w t h at t h e

r a n d o m v ari a bl e y A − 1
k

N k

i = 1 ψ d k
(x i )ξ i h a s v ari a n c e pr o x y

N k

i = 1 (y A − 1
k

N k

i = 1 ψ d k
(x i )) 2 = y A − 1

k
. C o m bi n-

i n g t h e st a n d ar d H o e ff di n g’ s i n e q u alit y wit h a u ni o n b o u n d l e a d s t o

P ∀ y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , y A − 1

k

N k

i = 1

ψ d k
(x i )ξ i ≤ y A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k ≥ 1 − δ k , ( 4 0)

w h er e w e u s e t h e f a ct t h at | Y(ψ d k
(S k )) | ≤ |S k |2 / 2 i n t h e u ni o n b o u n d.

P utti n g E q. ( 3 8 ) a n d E q. ( 4 0 ) t o g et h er, w e h a v e

P ∀ y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , y, θ k − ψ d k

(θ d k ) ≤ γ (d k )ιk + ω k (y ) ≥ 1 − δ k , ( 4 1)

w h er e ιk := ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d k
(S k ))) a n d ω k (y ) := y A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k .

S t e p 1. 3: C o r r e c t n e s s. We pr o v e z ∈ S k + 1 ⊆ S k + 1 u n d er t h e g o o d e v e nt a n al y z e d i n E q. ( 4 1 ).

S t e p 1. 3. 1: z ∈ S k + 1 . F or a n y z ∈ S k s u c h t h at z = z , w e h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≤ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ d k ) + γ (d k )ιk + ω k (ψ d k

(z ) − ψ d k
(z ))

= h (z ) − η d k
(z ) − h (z ) + η d k

(z ) + γ (d k )ιk + ω k (ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ))

< ( 2 + ιk )γ (d k ) + ω k (ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ))

≤ 2 − k / 2 + 2 − k / 2 ( 4 2)

= 2 − k ,

w h er e E q. ( 4 2 ) c o m e s fr o m Pr o p o siti o n 6 c o m bi n e d wit h t h e f a ct t h at d k ≥ d ( a s s h o w n i n St e p 1. 1), a n d t h e
s el e cti o n of N k t o g et h er wit h t h e g u ar a nt e e s i n t h e r o u n di n g pr o c e d ur e E q. ( 3 ).

S t e p 1. 3. 2: S k + 1 ⊆ S k + 1 . C o n si d er a n y z ∈ S k ∩ S c
k + 1 , w e k n o w t h at ∆ z ≥ 2 · 2 − k b y d e fi niti o n. Si n c e z ∈ S k ,

w e t h e n h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≥ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ d k ) − γ (d k )ιk − ω k (ψ d k

(z ) − ψ d k
(z ))

= h (z ) − η d k
(z ) − h (z ) + η d k

(z ) − γ (d k )ιk − ω k (ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ))

≥ 2 · 2 − k − ( 2 + ιk )γ (d k ) − ω k (ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ))

≥ 2 · 2 − k − 2 − k / 2 − 2 − k / 2 ( 4 3)

= 2 − k ,

w h er e E q. ( 4 3 ) c o m e s fr o m a si mil ar r e a s o ni n g a s a p p e ari n g i n E q. ( 4 2 ). A s a r e s ult, w e h a v e z /∈ S k + 1 a n d

S k + 1 ⊆ S k + 1 .

T o s u m m ari z e, w e pr o v e t h e i n d u cti o n at it er ati o n k + 1 , i. e.,

P (E k + 1 | ∩i < k + 1 E i ) ≥ 1 − δ k .

S t e p 2: T h e e r r o r p r o b a bili t y. T h e a n al y si s o n t h e err or pr o b a bilit y i s t h e s a m e a s i n t h e St e p 2 i n t h e pr o of
of L e m m a 1 . L et E = ∩ n + 1

i = 1 E i d e n ot e t h e g o o d e v e nt, w e t h e n h a v e

P (E ) ≥ 1 − δ.
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E. 2. 3  P r o of of T h e o r e m 5

T h e o r e m 5. Wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 − δ , Al g o rit h m 7 st a rt s t o o ut p ut 2 ε - o pti m al a r m s aft e r N =
O (l o g 2 ( 1/ ε ) m a x { ρ d ( ε ) (ε ), rd ( ε ) (ζ )} + 1 / ε 2 ) s a m pl e s, w h e r e w e hi d e l o g a rit h mi c t e r m s b e si d e s l o g2 ( 1/ ε ) i n t h e

O n ot ati o n.

P r o of. T h e pr o of i s d e c o m p o s e d i nt o f o ur st e p s: ( 1) l o c ati n g g o o d s u br o uti n e s; ( 2) g u ar a nt e e s f or t h e v ali d ati o n
st e p; ( 3) b o u n di n g e rr or pr o b a bilit y a n d ( 4) b o u n di n g u n v e ri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y. F or fi x e d ε , w e u s e
s h ort h a n d d = d (ε ) t hr o u g h o ut t h e pr o of.

S t e p 1: T h e g o o d s u b r o u ti n e s. C o n si d er B = m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} a n d n = l o g2 ( 2/ ε ) . F or a n y s u br o uti n e s
i n v o k e d wit h B i ≥ B a n d n i ≥ n , w e k n o w t h at, fr o m L e m m a 8 , t h e o ut p ut s et of ar m s ar e t h o s e wit h s u b-
o pti m alit y g a p < ε . L et i = l o g2 (B ) , j = l o g2 (n ) a n d = i + j . We k n o w t h at i n o ut er l o o p s ≥ ,
t h er e m u st e xi st s at l e a st o n e s u br o uti n e i n v o k e d wit h B i = 2 i ≥ B a n d n i = 2 j ≥ n . A s a r e s ult, A c o nt ai n s
at l e a st o n e ε - o pti m al ar m f or ≥ .

S t e p 2: T h e v ali d a ti o n s t e p. F or a n y x ∈ A , w e u s e h (x ) t o d e n ot e it s s a m pl e m e a n aft er 8 l o g ( 2 / δ )/ ε 2

s a m pl e s. Wit h 1 - s u b- G a u s si a n n oi s e, a st a n d ar d H o e ff di n g’ s i n e q u alit y s h o w s t h at a n d a u ni o n b o u n d gi v e s

P ∀ x ∈ A : |h (x ) − h (x )| ≥ ε / 2 ≤ δ . ( 4 4)

A s a r e s ult, a 2 ε - o pti m al ar m will b e s el e ct e d wit h pr o b a bilit y at l e a st 1 − δ , a s l o n g a s at l e a st o n e ε - o pti m al
ar m i s c o nt ai n e d i n A .

S t e p 3: E r r o r p r o b a bili t y. We c o n si d er t h e g o o d e v e nt w h er e all s u br o uti n e s i n v o k e d i n Al g orit h m 2 wit h
B i ≥ B a n d ( a n y) n i c orr e ctl y o ut p ut a s et of ar m s wit h s u b- o pti m alit y g a p < f (n i + 1) , a s s h o w n i n L e m m a 8 ,
t o g et h er wit h t h e c o n fi d e n c e b o u n d d e s cri b e d i n E q. ( 4 4 ) i n t h e v ali d ati o n st e p. T hi s g o o d e v e nt cl e arl y h a p p e n s

wit h p r o b a bilit y at l e a st 1 −
∞
= 1 i = 1 2 δ = 1 −

∞
= 1 δ / ( 2 2 ) > 1 − δ , aft er a p pl yi n g a u ni o n b o u n d ar g u m e nt.

We u p p er b o u n d t h e u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y u n d er t hi s g o o d e v e nt i n t h e f oll o wi n g.

S t e p 4: U n v e ri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xi t y. F or a n y s u br o uti n e i n v o k e d wit hi n o ut er l o o p ≤ , w e k n o w,
fr o m Al g orit h m 6 , t h at it s s a m pl e c o m pl e xit y i s u p p er b o u n d e d b y ( n ot e t h at | Z|2 ≥ 4 tri vi all y h ol d s tr u e)

N ≤ n i B i · 1 0 l o g ( | Z|
2
/ δ ) + 1

≤ γ 1 1 l o g 4 | Z|
2 3 / δ .

T h e v ali d ati o n st e p wit hi n a n y o ut er l o o p ≤ t a k e s at m o st · 8 l o g ( 2 / δ )/ ε 2 ≤ 9 l o g ( 8 3 / δ ) / ε 2 s a m pl e s.
T h u s, t h e t ot al s a m pl e c o m pl e xit y u p t o t h e e n d of o ut er l o o p s ≤ i s u p p er b o u n d e d b y

N ≤
= 1

N + · 8 l o g ( 2 / δ )/ ε 2

≤ 1 1 l o g 4 | Z|
2 3 / δ

= 1

2 + 9 l o g ( 8 3 / δ ) 2 / ε 2

≤ 2 2 l o g 4 | Z|
2 3 / δ 2 + 9 l o g ( 8 3 / δ ) 2 / ε 2 .

B y d e fi niti o n of , w e h a v e

≤ l o g2 4 l o g 2 ( 4/ ε ) m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} ,

a n d

2 = 2 ( i + j )

≤ 4(l o g 2 ( 2/ ε ) + 1) m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} ,

= 4 l o g 2 ( 4/ ε ) m a x { 6 4 ρ d , rd (ζ )} .
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S et τ = l o g 2 ( 4/ ε ) m a x { ρ d , rd (ζ )} . T h e u n v eri fi a bl e s a m pl e c o m pl e xit y i s u p p er b o u n d e d b y ( w e o nl y c o n si d er
t h e c a s e w h e n ε ≤ 1 i n si m plif yi n g t h e b o u n d: ot h er wi s e t h er e i s n o n e e d t o pr o v e a n yt hi n g si n c e m a x x ∈ X ∆ x ≤ 2 )

N ≤ 5 6 3 2 τ · (l o g 2 (τ ) + 8) · l o g 4 | Z|
2
(l o g 2 (τ ) + 8)

3
/ δ + 9 / ε 2 · (l o g 2 (τ ) + 8)

2
· l o g 8(l o g 2 (τ ) + 8)

3
/ δ

= O l o g2 ( 1/ ε ) m a x { ρ d , rd (ζ )} + 1 / ε 2 ,

w h er e w e hi d e l o g arit h mi c t er m s b e si d e s l o g ( 1/ ε ) i n t h e O n ot ati o n.

E. 2. 4 I d e n tif yi n g t h e O p ti m al A r m u n d e r mi s s p e ci fi c a ti o n

W h e n t h e g o al i s t o i d e ntif y t h e o pti m al ar m u n d er mi s s p e ci fi c ati o n, i. e., b y c h o o si n g ε = ∆ mi n , o n e c a n a p pl y
Al g orit h m 2 t o g et h er wit h Al g orit h m 6 a s t h e s u br o uti n e (t h u s r e m o vi n g t h e 1 / ε 2 t er m i n s a m pl e c o m pl e xit y).
T hi s c o m bi n ati o n w or k s si n c e, wit h a p pr o pri at e c h oi c e of B , Al g orit h m 6 i s g u ar a nt e e d t o o ut p ut a s u b s et of
ar m s S n + 1 wit h o pti m alit y g a p < ∆ mi n w h e n n ≥ l o g2 ( 2/ ∆ mi n ). T hi s i m pli e s t h at S = { z } a n d t h u s t h e o n e
c a n r e u s e t h e s el e cti o n r ul e of Al g orit h m 2 b y r e c o m m e n di n g ar m s c o nt ai n e d i n t h e si n gl et o n s et. N ot e t h at w e
c a n w or k wit h t h e g e n er al tr a n s d u cti v e li n e ar b a n dit s etti n g i n t hi s c a s e, i. e., w e d o n’t r e q uir e Z ⊆ X a n y m or e.

E. 3  O mi t t e d P r o of s f o r t h e Fi x e d B u d g e t S e t ti n g wi t h Mi s s p e ci fi c a ti o n

E. 3. 1  L e m m a 9 a n d I t s P r o of

L e m m a 9. S u p p o s e 6 4 ρ d ( ε ) (ε ) ≤ B ≤ 1 2 8 ρ d ( ε ) (ε ) a n d T / n ≥ r d ( ε ) (ζ ) + 1 . Al g o rit h m 3 o ut p ut s a n a r m z

s u c h t h at ∆ z < f (n + 1) wit h p r o b a bilit y at l e a st

1 − n | Z|2 e x p −
T

2 5 6 0 n ρ d ( ε ) (ε )
.

F u rt h e r m o r e, a n ε - o pti m al a r m i s o ut p ut a s l o n g a s n ≥ l o g2 ( 2/ ε ).

P r o of. T h e pr o of i s si mil ar t o t h e pr o of of L e m m a 2 , wit h m ai n di ff er e n c e s i n d e ali n g wit h mi s s p e ci fi c ati o n. We
pr o vi d e t h e pr o of h er e f or c o m pl et e n e s s. We c o n si d er e v e nt

E k = { z ∈ S k ⊆ S k } ,

a n d pr o v e t hr o u g h i n d u cti o n t h at, f or k ≤ l o g2 ( 2/ ε ) ,

P (E k + 1 | ∩i ≤ k E i ) ≥ 1 − δ k ,

w h er e t h e v al u e of { δ k }
l o g2 ( 2 / ε )

k = 0 will b e s p e ci fi e d i n t h e pr o of. F or n ≥ k + 1 , w e h a v e S n ⊆ S k + 1 d u e t o t h e
n at ur e of t h e eli mi n ati o n- st yl e d al g orit h m, w hi c h g u ar a nt e e s o ut p utti n g a n ar m s u c h t h at ∆ z < f (n + 1) . We
u s e t h e n ot ati o n d = d (ε ) t hr o u g h o ut t h e r e st of t h e pr o of.

S t e p 1: T h e i n d u c ti o n. T h e b a s e c a s e { z ∈ S 1 ⊆ S 1 } h ol d s wit h pr o b a bilit y 1 b y c o n str u cti o n (t h u s, w e
h a v e δ 0 = 0 ). C o n diti o n e d o n e v e nt s ∩ k

i = 1 E i , w e n e xt a n al y z e t h e e v e nt E k + 1 .

S t e p 1. 1: d k ≥ d . We fir st n oti c e t h at D i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st i nt e g er s u c h t h at r D (ζ ) ≤ T . W h e n

T / n ≥ r d (ζ ) + 1 , w e h a v e D ≥ d si n c e T ≥ T / n − 1 ≥ r d (ζ ). We r e m ar k h er e t h at f or w h at e v er d k ∈ [D ]
s el e ct e d, w e al w a y s h a v e r d (ζ ) ≤ r D (ζ ) ≤ T a n d c a n t h u s s af el y a p pl y t h e r o u n di n g pr o c e d ur e d e s cri b e d i n
E q. ( 3 ).

Si n c e S k ⊆ S k , w e al s o h a v e

g k (d ) = 2 2 k ι(Y (ψ d (S k )))

≤ 2 2 k ι(Y (ψ d (S k )))

≤ 6 4 ρ d (ε ) ( 4 5)

≤ B, ( 4 6)



Yi n gl u n Z h u, J uli a n K a t z - S a m u el s, R o b e r t N o w a k

w h er e E q. ( 4 5 ) c o m e s fr o m L e m m a 4 a n d E q. ( 4 6 ) c o m e s fr o m t h e a s s u m pti o n. A s a r e s ult, w e k n o w t h at d k ≥ d

si n c e d k ∈ [D ] i s s el e ct e d a s t h e l ar g e st i nt e g er s u c h t h at g k (d k ) ≤ B .

S t e p 1. 2: C o n c e n t r a ti o n a n d e r r o r p r o b a bili t y. L et { x 1 , . . . , xT } b e t h e ar m s p ull e d at it er ati o n k

a n d { r 1 , . . . , rT } b e t h e c orr e s p o n di n g r e w ar d s. L et θ k = A − 1
k b k ∈ R d k w h er e A k =

T
i = 1 ψ d k

(x i )ψ d k
(x i ) ,

a n d b k =
T
i = 1 ψ d k

(x i )b i . Si n c e d k ≥ d a n d t h e m o d el i s w ell- s p e ci fi e d, w e c a n writ e r i = θ , xi + ξ i =
ψ d k

(θ ), ψd k
(x i ) + ξ i , w h er e ξ i i s i.i. d. g e n er at e d z er o- m e a n G a u s si a n n oi s e wit h v ari a n c e 1 . Si mil arl y a s

a n al y z e d i n E q. ( 4 1 ), w e h a v e

P ∀ y ∈ Y (ψ d k
(S k )) , y, θ k − ψ d k

(θ ) ≤ γ (d k )ιk + ω k (y ) ≥ 1 − δ k , ( 4 7)

w h er e ιk := ( 1 + ζ )ι(Y (ψ d k
(S k ))) a n d ω k (y ) := y A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k .

B y s etti n g m a x y ∈ ψ d k
( S k ) y A − 1

k
2 l o g |S k |2 / δ k = 2 − k / 2 , w e h a v e

δ k = |S k |2 e x p



 −
1

8 · 2 2 k m a x y ∈ ψ d k
( S k ) y

2
A − 1

k





≤ | S k |2 e x p −
T

8 · 2 2 k ( 1 + ζ ) ι(Y (ψ d k
(S k )))

( 4 8)

≤ | Z| 2 e x p −
T

4 0 9 6 n ρ d (ε )
, ( 4 9)

w h er e E q. ( 4 8 ) c o m e s fr o m t h e g u ar a nt e e of t h e r o u n di n g pr o c e d ur e E q. ( 3 ); a n d E q. ( 4 9 ) c o m e s fr o m c o m bi ni n g

t h e f oll o wi n g f a ct s: ( 1) 2 2 k ι(Y (ψ d k
(S k ))) ≤ B ≤ 1 2 8 ρ d (ε ); ( 2) T ≥ T / n − 1 ≥ T / 2 n ( n ot e t h at T / n ≥

r d (ζ ) + 1 =⇒ T / n ≥ 2 si n c e r d (ζ ) ≥ 1 ); ( 3) S k ⊆ Z a n d ( 4) c o n si d er s o m e ζ ≤ 1 (ζ o nl y a ff e ct s c o n st a nt
t er m s).

S t e p 1. 3: C o r r e c t n e s s. We pr o v e z ∈ S k + 1 ⊆ S k + 1 u n d er t h e g o o d e v e nt a n al y z e d i n E q. ( 4 7 ).

S t e p 1. 3. 1: z ∈ S k + 1 . F or a n y z ∈ S k s u c h t h at z = z , w e h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≤ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ d k ) + γ (d k )ιk + 2 − k / 2

= h (z ) − η d k
(z ) − h (z ) + η d k

(z ) + γ (d k )ιk + 2 − k / 2

< ( 2 + ιk ) γ (d k ) + 2 − k / 2

≤ 2 − k / 2 + 2 − k / 2 ( 5 0)

= 2 − k ,

w h er e E q. ( 5 0 ) c o m e s fr o m c o m e s fr o m Pr o p o siti o n 6 c o m bi n e d wit h t h e f a ct t h at d k ≥ d ( a s s h o w n i n St e p

1. 1). A s a r e s ult, z r e m ai n s i n S k + 1 a c c or di n g t o t h e eli mi n ati o n crit eri a.

S t e p 1. 3. 2: S k + 1 ⊆ S k + 1 . C o n si d er a n y z ∈ S k ∩ S c
k + 1 , w e k n o w t h at ∆ z ≥ 2 · 2 − k b y d e fi niti o n. Si n c e z ∈ S k ,

w e t h e n h a v e

ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), θ k ≥ ψ d k
(z ) − ψ d k

(z ), ψd k
(θ d k ) − γ (d k )ιk − 2 − k / 2

= h (z ) − η d k
(z ) − h (z ) + η d k

(z ) − γ (d k )ιk − 2 − k / 2

≥ 2 · 2 − k − ( 2 + ιk )γ (d k ) − 2 − k / 2

= 2 · 2 − k − γ (d k ) − 2 − k / 2

≥ 2 − k , ( 5 1)

w h er e E q. ( 5 1 ) c o m e s fr o m a si mil ar r e a s o ni n g a s a p p e ari n g i n E q. ( 5 0 ). A s a r e s ult, w e h a v e z /∈ S k + 1 a n d

S k + 1 ⊆ S k + 1 .
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T o s u m m ari z e, w e pr o v e t h e i n d u cti o n at it er ati o n k + 1 , i. e.,

P (E k + 1 | ∩i < k + 1 E i ) ≥ 1 − δ k .

S t e p 2: T h e e r r o r p r o b a bili t y. T hi s st e p i s e x a ctl y t h e s a m e a s t h e St e p 2 i n t h e pr o of of L e m m a 2 . L et
E = ∩ n + 1

i = 1 E i d e n ot e t h e g o o d e v e nt, w e t h e n h a v e

P (E ) ≥ 1 − n | Z|2 e x p −
T

4 0 9 6 n ρ d (ε )
.

E. 3. 2  P r o of of T h e o r e m 6

T h e o r e m 6. S u p p o s e Z ⊆ X . If T = Ω(l o g 2 ( 1/ ε ) m a x { ρ d ( ε ) (ε ), rd ( ε ) (ζ )} ), t h e n Al g o rit h m 4 o ut p ut s a n
2 ε - o pti m al a r m wit h e r r o r p r o b a bilit y at m o st

l o g2 ( 4/ ε )| Z|2 e x p −
T

4 0 9 6 l o g 2 ( 4/ ε ) ρ d ( ε ) (ε )

+ 2(l o g 2 T ) 2 e x p −
T

8(l o g 2 T ) 2 / ε 2
.

F u rt h e r m o r e, if t h e r e e xi st u ni v e r s al c o n st a nt s s u c h t h at m a x x ∈ X ψ d ( ε ) (x )
2

≤ c 1 a n d

mi n z ∈ Z ψ d ( ε ) (z ) − ψ d ( ε ) (z )
2

≥ c 2 , t h e e r r o r p r o b a bilit y i s u p p e r b o u n d e d b y

O m a x { l o g2 ( 1/ ε )| Z|2 , (l o g 2 T ) 2 }

× e x p −
c 2 T

m a x { l o g2 ( 1/ ε ), (l o g 2 T ) 2 } c 1 ρ d ( ε ) (ε )
.

P r o of. T h e pr o of f oll o w s si mil ar st e p s a s t h e pr o of of T h e or e m 4 . Alt h o u g h w e ar e d e ali n g wit h a mi s s p e ci fi e d
m o d el, g u ar a nt e e s d eri v e d i n L e m m a 9 i s si mil ar t o t h e o n e s i n L e m m a 2 . W h e n ε ≤ ∆ mi n , t h e pr o of g o e s
al m o st e x a ctl y t h e s a m e a s t h e pr o of of T h e or e m 4 ( wit h ρ d r e pl a c e d b y ρ d ( ε ) (ε )), a n d Al g orit h m 4 i d e nti fi e s
t h e o pti m al ar m. W h e n ε > ∆ mi n , w e a d diti o n all y r e pl a c e ∆ mi n b y ε a n d e q u all y s plit t h e 2 ε sl a c k n e s s b et w e e n
s el e cti o n a n d v ali d ati o n st e p s. We al s o sli g htl y m o dif y L e m m a 6 t o a n ε -r el a x e d v er si o n ( e. g., i n t h e d eri v ati o n
of E q. ( 1 2 ), s el e ct a z ∈ Z wit h s u b- o pti m alit y g a p ≤ ε a n d t h e n r e pl a c e ∆ mi n b y ε ).

F A D D I T I O N A L E X P E R I M E N T D E T A I L S A N D R E S U L T S

We s et c o n fi d e n c e p ar a m et er δ = 0 .0 5 i n o ur e x p eri m e nt s, a n d g e n er at e r e w ar d s wit h G a u s si a n n oi s e ξ t ∼ N ( 0, 1) .
We p ar all eli z e o ur si m ul ati o n s o n a cl u st er c o n si st s of t w o I nt el ® X e o n ® G ol d 6 2 5 4 Pr o c e s s or s.

Si mil ar t o Fi e z et al. (2 0 1 9 ), w e u s e a Fr a n k- W olf e t y p e of al g orit h m ( J a g gi , 2 0 1 3 ) wit h c o n st a nt st e p- si z e 2
k + 2

( w e u s e k t o d e n ot e t h e it er ati o n c o u nt e r i n t h e Fr a n k- W olf e al g orit h m) t o a p pr o xi m at el y s ol v e o pti m al d e si g n s.
We t er mi n at e t h e Fr a n k- W olf e al g orit h m w h e n t h e r el ati v e c h a n g e of t h e d e si g n v al u e i s s m all er t h a n 0 .0 1 or
w h e n 1 0 0 0 it er ati o n s ar e r e a c h e d. We u s e t h e r o u n di n g pr o c e d ur e d e v el o p e d i n P u k el s h ei m (2 0 0 6 ) t o r o u n d
c o nti n u o u s d e si g n s t o di s cr et e all o c ati o n s ( wit h ζ = 1 , al s o s e e Fi e z et al. (2 0 1 9 ) f or a d et ail e d di s c u s si o n o n t h e
r o u n di n g pr o c e d ur e). I n t h e i m pl e m e nt ati o n of Al g orit h m 2 , w e s et γ = 4 , n i = 4 i a n d B i = 4 − i , w hi c h o nl y
a ff e ct c o n st a nt t er m s i n o ur t h e or eti c al g u ar a nt e e s. We u s e a bi n ar y s e ar c h pr o c e d ur e t o s el e ct d k i n Al g orit h m 1 .

A d di ti o n al E x p e ri m e n t R e s ul t s. We c o n si d er a pr o bl e m i n st a n c e wit h X = Z b ei n g 1 0 0 r a n d o ml y
s el e ct e d ar m s fr o m t h e D di m e n si o n al u nit s p h er e.  We s et r e w ar d f u n cti o n h (x ) = θ , x wit h θ =
[ 1
1 2 , 1

2 2 , . . . , 1
d 2 , 0 . . . , 0] ∈ R D . We filt er o ut i n st a n c e s w h o s e s m all e st s u b- o pti m alit y g a p i s s m all er t h a n 0 .0 8 .

We s et d = 5 a n d v ar y t h e a m bi e nt di m e n si o n D ∈ { 2 5 , 5 0 , 7 5 , 1 0 0 } . A s i n S e cti o n 7 , w e e v al u at e e a c h al g orit h m
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wit h s u c c e s s r at e, ( u n v eri fi a bl e) s a m pl e c o m pl e xit y a n d r u nti m e. We r u n 1 0 0 i n d e p e n d e nt r a n d o m tri al s f or e a c h
al g orit h m. D u e t o c o m p ut ati o n al b ur d e n s, w e f or c e- st o p b ot h al g orit h m s aft er 5 0 , 0 0 0 s a m pl e s; w e al s o f or c e- st o p
t h e Fr a n k- W olf e al g orit h m w h e n 5 0 0 it er ati o n s ar e r e a c h e d.

T a bl e 3: C o m p ari s o n of S u c c e s s R at e s

D 2 5 5 0 7 5 1 0 0

R A G E 1 0 0 % 1 0 0 % 9 8 % 9 5 %
O ur s 9 1 % 9 8 % 9 7 % 9 8 %

S u c c e s s r at e s of b ot h al g orit h m s ar e s h o w n i n T a bl e 3 , a n d R A G E s h o w s a d v a nt a g e s o v er o ur al g orit h m w h e n D
i s s m all. Fi g. 2 s h o w s t h e s a m pl e c o m pl e xit y of b ot h al g orit h m s: O ur al g orit h m a d a pt s t o t h e tr u e di m e n si o n
d y et R A G E i s h e a vil y a ff e ct e d b y t h e i n cr e a si n g a m bi e nt di m e n si o n D .

2 5 5 0 7 5 1 0 0

D

0

1 0 0 0 0

2 0 0 0 0

3 0 0 0 0

4 0 0 0 0

5 0 0 0 0

S
a

m
pl

e 
C

o
m

pl
e
xi

t
y

R A G E

O u r s

Fi g ur e 2: C o m p ari s o n of S a m pl e C o m pl e xit y

T h e r u nti m e of b ot h al g orit h m s ar e s h o w n i n T a bl e 4 . R A G E s h o w s cl e ar a d v a nt a g e i n r u nti m e a n d o ur al g orit h m
s u ff er s fr o m c o m p ut ati o n al o v er h e a d s of c o n d u cti n g m o d el s el e cti o n.

T a bl e 4: C o m p ari s o n of r u nti m e s

ε 1 0 − 2 1 0 − 3 1 0 − 4 1 0 − 5

R A G E 8 5 .9 9 s 1 4 4 .7 8 s 2 4 9 .7 9 s 3 5 7 .9 8 s
O ur s 2 8 7 .0 9 s 3 3 9 .6 7 s 4 8 9 .5 0 s 6 7 8 .9 3 s

We r e m ar k t h at, f or t h e c urr e nt e x p eri m e nt s et u p s wit h d a n d D ∈ { 2 5 , 5 0 , 7 5 , 1 0 0 } , o ur al g orit h m d o e s n ot
p erf or m w ell if θ i s c h o s e n t o b e fl at, e. g., θ = [ 1√

d
, . . . , 1√

d
, 0 , . . . , 0] ∈ R D . H o w e v er, w e b eli e v e t h at o n e

will e v e nt u all y s e e m o d el s el e cti o n g ai n s if D i s c h o s e n t o b e l ar g e e n o u g h ( a n d all o wi n g e a c h al g orit h m t a k e s
m or e s a m pl e s b ef or e f or c e- st o p p e d). O n e m a y n e e d t o o v er c o m e t h e c o m p ut ati o n al b ur d e n s, e. g., d e v el o pi n g
pr a cti c al ( or h e uri sti c- b a s e d) i m pl e m e nt ati o n s of o ur al g orit h m a n d R A G E , b ef or e r u n ni n g e x p eri m e nt s i n hi g h er
di m e n si o n al s p a c e s. We l e a v e l ar g e- s c al e e v al u ati o n s f or f ut ur e w or k.
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