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.VMUJBHFOU FOTFNCMF MFBSOJOH JT BO JNQPSUBOU DMBTT PG BMHPSJUINT
BJNFE BU DSFBUJOH BDDVSBUF BOE SPCVTU NBDIJOF MFBSOJOH NPEFMT CZ
DPNCJOJOH QSFEJDUJPOT GSPN JOEJWJEVBM BHFOUT� " LFZ DIBMMFOHF GPS
UIF EFTJHO PG UIFTF NPEFMT JT UP DSFBUF F੖FDUJWF SVMFT UP DPNCJOF
JOEJWJEVBM QSFEJDUJPOT GPS BOZ QBSUJDVMBS JOQVU TBNQMF�

य़JT QBQFS BEESFTTFT UIJT DIBMMFOHF BOE QSPQPTFT B VOJRVF JO�
UFHSBUJPO PG DPOTUSBJOFE PQUJNJ[BUJPO BOE MFBSOJOH UP EFSJWF TQF�
DJBMJ[FE DPOTFOTVT SVMFT UP DPNQPTF BDDVSBUF QSFEJDUJPOT GSPN B
QSFUSBJOFE FOTFNCMF� य़F SFTVMUJOH TUSBUFHZ
 DBMMFE FOE�UP�FOE .VM�
UJBHFOU FOTFNCMF -FBSOJOH F�F�.&-
 MFBSOT UP TFMFDU BQQSPQSJBUF QSF�
EJDUPST UP DPNCJOF GPS B QBSUJDVMBS JOQVU TBNQMF� य़F QBQFS TIPXT
IPX UP EFSJWF UIF FOTFNCMF MFBSOJOH UBTL JOUP B EJ੖FSFOUJBCMF TF�
MFDUJPO QSPHSBN XIJDI JT USBJOFE FOE�UP�FOE XJUIJO UIF FOTFNCMF
MFBSOJOH NPEFM� 3FTVMUT PWFS TUBOEBSE CFODINBSLT EFNPOTUSBUF
UIF BCJMJUZ PG F�F�.&- UP TVCTUBOUJBMMZ PVUQFSGPSN DPOWFOUJPOBM
DPOTFOTVT SVMFT JO B WBSJFUZ PG TF॒JOHT�

,&:803%4
&OTFNCMF NVMUJ�BHFOU MFBSOJOH
 EFDJTJPO GPDVTFE MFBSOJOH
 JOUFHSB�
UJPO PG PQUJNJ[BUJPO BOE MFBSOJOH�

� */530%6$5*0/
%FFQ OFVSBM OFUXPSLT 	%//T
 SFQSFTFOU UIF DVSSFOU TUBUF�PG�UIF
BSU JO B WBSJFUZ PG NBDIJOF MFBSOJOH UBTLT
 BOE BSF ੗OEJOH VUJMJUZ
JO OFX BQQMJDBUJPOT BU B SBQJE QBDF� %FTQJUF UIFJS F੖FDUJWFOFTT JO
QB॒FSO SFDPHOJUJPO UBTLT TVDI BT JNBHF DMBTTJ੗DBUJPO BOE MBOHVBHF
NPEFMJOH
 UIFZ BSF TVCKFDU UP VOBWPJEBCMF FSSPS JO EFQMPZNFOU
 EVF
UP QIFOPNFOB TVDI BT PWFS੗॒JOH BOE DPOWFSHFODF UP MPDBM NJOJNB
JO USBJOJOH� &WFO NPEFMT XJUI WFSZ IJHI BDDVSBDZ QSPEVDF GBVMUZ
DMBTTJ੗DBUJPOT BOE FSSPOFPVT QSFEJDUJPOT PO TPNF JOQVU TBNQMFT

CVU TJNJMBSMZ DPOTUSVDUFE NPEFMT NBZ GBJM PO EJ੖FSFOU JOQVU TBN�
QMFT EFQFOEJOH PO EJ੖FSFODFT PG OFUXPSL BSDIJUFDUVSF
 USBJOJOH
BMHPSJUIN
 PS EJTUSJCVUJPO PG USBJOJOH EBUB�

" WBSJFUZ PG UFDIOJRVFT IBWF CFFO QSFTFOUFE JO UIF NBDIJOF
MFBSOJOH MJUFSBUVSF UP BEESFTT UIJT JTTVF� 0G QBSUJDVMBS SFMFWBODF

NVMUJBHFOU FOTFNCMF MFBSOJOH <��> JT B NFUB�BMHPSJUIN XIJDI BJNT
UP DSFBUF BDDVSBUF BOE SPCVTU NBDIJOF MFBSOJOH NPEFMT CZ DPMMFDU�
JOH BOE DPNCJOJOH UIF PVUQVUT PG JOEJWJEVBMMZ QSF�USBJOFE NPEFMT�
य़FTF JOEJWJEVBM FOTFNCMF BHFOUT PS NFNCFST
 EFTQJUF CFJOH USBJOFE
UP QFSGPSN UIF TBNF UBTL
 NBZ FYIJCJU FSSPS EJWFSTJUZ
 J�F�
 GBJMVSF PO
TFQBSBUF TBNQMFT TP UIBU UIFJS BDDVSBDZ QSP੗MFT DPNQMFNFOU FBDI
PUIFS BDSPTT BO PWFSBMM EJTUSJCVUJPO PG UFTU TBNQMFT� य़F QPUFOUJBM
F੖FDUJWFOFTT PG BO FOTFNCMF NPEFM TUSPOHMZ EFQFOET PO UIF DPS�
SFMBUJPO CFUXFFO UIF BHFOUT۝ FSSPST BDSPTT JOQVU TBNQMFT BOE PO
UIFJS BDDVSBDZ� UIPTF XJUI IJHIFS BDDVSBDZ BOE FSSPS EJWFSTJUZ IBWF
IJHIFS QPUFOUJBM GPS JNQSPWFE FOTFNCMF BDDVSBDZ <��>�

)PXFWFS
 JEFOUJGZJOH UIF CFTU NPEFM	T
 BNPOH BO FOTFNCMF GPS
DMBTTJGZJOH BOZ QBSUJDVMBS JOQVU TBNQMF JT JUTFMG B OPOUSJWJBM UBTL�
.PTU QSJPS BQQSPBDIFT SFMZ PO BHHSFHBUJOH QSFEJDUJPOT BDSPTT BMM
BHFOUT PG BO FOTFNCMF
 JO PSEFS UP NBLF QSFEJDUJPOT UIBU BSF NPSF
SPCVTU UP UIF FSSPS PG JOEJWJEVBM BHFOUT� य़FTF UFDIOJRVFT DPVME

JO QSJODJQMF
 CF FOIBODFE CZ BQQMZJOH UIFN TFMFDUJWFMZ UP B TVCTFU
PG BHFOUT JO UIF FOTFNCMF XIJDI JT LOPXO UP CF NPSF SFMJBCMF PO
DFSUBJO JOQVUT� )PXFWFS
 UIF EFTJHO PG BMHPSJUINT UIBU TFMFDU BOE
DPNCJOF UIF BHFOUT۝ JOEJWJEVBM QSFEJDUJPOT JO BO F੖FDUJWF XBZ JT
B OPO�USJWJBM FOEFBWPS� $POTFOTVT SVMF�CBTFE NFUIPET JOFWJUBCMZ
OFFE UP BQQMZ BHHSFHBUJPO TDIFNFT UIBU DPNCJOF PS FYDMVEF BHFOUT۝
QSFEJDUJPOT CBTFE PO TUBUJD SVMFT
 BOE UIVT NJTT BO PQQPSUVOJUZ UP
JOGPSN UIF FOTFNCMF TFMFDUJPO CBTFE B QBSUJDVMBS JOQVU۝T GFBUVSFT�

$POUSJCVUJPOT� य़JT QBQFS GPDVTFT PO BEESFTTJOH UIBU EJਖ਼DVMUZ
BOE NBLFT UIF GPMMPXJOH DPOUSJCVUJPOT� 	�
 *U QSPQPTFT BO FOTFNCMF
MFBSOJOH GSBNFXPSL CBTFE PO BO JOUFHSBUJPO PG NBDIJOF MFBSOJOH
BOE PQUJNJ[BUJPO UP EFSJWF B DPOTFOTVT NFDIBOJTN UP DPNQPTF
BDDVSBUF QSFEJDUJPOT GSPN B QSFUSBJOFE FOTFNCMF� य़F QSPQPTFE
TUSBUFHZ
 DBMMFE FOE�UP�FOE .VMUJBHFOU &OTFNCMF -FBSOJOH 	F�F�.&-

MFBSOT UP JEFOUJGZ BO BQQSPQSJBUF TVC�FOTFNCMF GSPN XIJDI QSFEJD�
UJPOT BSF DPMMFDUFE BOE DPNCJOFE GPS B QBSUJDVMBS JOQVU TBNQMF� 	�

*U TIPXT IPX UP DBTU UIF TFMFDUJPO BOE BHHSFHBUJPO PG FOTFNCMF
BHFOU QSFEJDUJPOT BT B EJ੖FSFOUJBCMF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN
 XIJDI
JT QBSBNFUFSJ[FE CZ B EFFQ OFVSBM OFUXPSL BOE USBJOFE FOE�UP�FOE
XJUIJO UIF FOTFNCMF MFBSOJOH NPEFM� 	�
 "O BOBMZTJT PO DIBMMFOHJOH
MFBSOJOH UBTLT EFNPOTUSBUFT UIF TUSFOHUIT PG UIJT JEFB� F�F�.&-
JT GPVOE UP PVUQFSGPSN NPEFMT UIBU B॒FNQU UP TFMFDU JOEJWJEVBM
FOTFNCMF NFNCFST BT XFMM BT DPOWFOUJPOBM DPOTFOTVT SVMFT UZQJ�
DBMMZ BQQMJFE JO FOTFNCMF MFBSOJOH
 JNQMZJOH NVDI IJHIFS BCJMJUZ
UP MFWFSBHF FSSPS EJWFSTJUZ UIBO DPOWFOUJPOBM DPOTFOTVT SVMFT�

य़FTF SFTVMUT BSF TJHOJ੗DBOU� UIFZ EFNPOTUSBUF UIF JOUFHSBUJPO
PG DPOTUSBJOFE PQUJNJ[BUJPO BOE MFBSOJOH UP CF B LFZ FOBCMFS UP
DPOTUSVDU BDDVSBUF NVMUJBHFOU FOTFNCMF MFBSOFST BT B TUFQ GPSXBSE
UP FOIBODF FSSPS SPCVTUOFTT JO NPEFSO NBDIJOF MFBSOJOH UBTLT�

5P UIF CFTU PG UIF BVUIPST۝ LOPXMFEHF
 UIJT QBQFS QSFTFOUT UIF
੗STU BEPQUJPO PG TZNCPMJD MFBSOJOH UP MFBSO NVMUJBHFOU FOTFNCMFT�

� 3&-"5&%803,
य़JT QBQFS QSPQPTFT B GSBNFXPSL GPS DPNQPTJOH F੖FDUJWF FOTFNCMF
MFBSOJOH NPEFMT CZ BEBQUJOH UFDIOJRVFT GSPN UIF JOUFSTFDUJPO PG
DPOTUSBJOFE PQUJNJ[BUJPO BOE NBDIJOF MFBSOJOH� य़JT TFDUJPO CSJF੘Z
SFWJFXT UIF UXP BT�ZFU EJTUJODU BSFBT�

��� &OTFNCMF -FBSOJOH
4FWFSBM XPSLT IBWF GPDVTFE PO TUVEZJOH FOTFNCMF NPEFMT GPS NPSF
F੖FDUJWF NBDIJOF MFBSOJOH� 8F SFGFS UIF SFBEFS UP %POH FU BM� <�>



GPS B VTFGVM DBUFHPSJ[BUJPO PG FOTFNCMF NFUIPET
 EFQFOEJOH PO UIF
VOEFSMZJOH NBDIJOF MFBSOJOH UBTL UP CF TPMWFE�

&OTFNCMF MFBSOJOH PॏFO JOWPMWFT UXP EJTUJODU BTQFDUT� 	�
 UIF
USBJOJOH PG JOEJWJEVBM FOTFNCMF MFBSOJOH BHFOUT
 BOE 	�
 UIF BHHSFHB�
UJPO PG UIFJS JOEJWJEVBM PVUQVUT JOUP BDDVSBUF FOTFNCMF QSFEJDUJPOT�
य़F GPSNFS BTQFDU DPODFSOT UIF DPNQPTJUJPO PG BO FOTFNCMF GSPN
CBTF BHFOUT XJUI DPNQMFNFOUBSZ FSSPS QSP੗MFT
 BOE JT DPNNPOMZ
IBOEMFE CZ CBHHJOH
 XIJDI DPOTJTUT PG SBOEPNMZ DPNQPTJOH EBUBTFUT
GPS USBJOJOH FBDI FOTFNCMF NFNCFS
 BOE CPPTUJOH
 XIJDI JOWPMWFT
BEBQUJWFMZ DPOUSJWJOH B TFRVFODF PG EBUBTFUT CBTFE PO UIF FSSPS
EJTUSJCVUJPOT PG UIFJS SFTVMUJOH NPEFMT TP UIBU FSSPS EJWFSTJUZ JT
JODSFBTFE� .BOZ WBSJBUJPOT BOE UBTL�TQFDJ੗D BMUFSOBUJWFT IBWF BMTP
CFFO QSPQPTFE <�>� 'PS FYBNQMF
 .BSU­OF[�.V±P[ FU BM� <��> TUVEJFT
UIF F੖FDUT PG WBSJPVT QSVOJOH UFDIOJRVFT GPS SFEVDJOH UIF FOTFNCMF
TJ[F GSPN BO JOJUJBM CBHHJOH FOTFNCMF� " TVSWFZ GPDVTJOH PO UIF
USBJOJOH PG JOEJWJEVBM FOTFNCMF BHFOUT JT QSPWJEFE JO <��>�

य़F MB॒FS BTQFDU JT UZQJDBMMZ IBOEMFE CZ DMBTTJDBM BHHSFHBUJPO
SVMFT PWFS FJUIFS UIF EJTDSFUF DMBTT QSFEJDUJPOT PS UIF DPOUJOVPVT
BDUJWBUJPO WBMVFT PG FOTFNCMF NFNCFST� .BKPSJUZ BOE QMVSBMJUZ
WPUJOH BSF DPOTFOTVT DSJUFSJB GPS DIPPTJOH B EJTDSFUF DMBTT QSFEJDUJPO
CBTFE PO UIF NPTU QPQVMBS BNPOH FOTFNCMF NFNCFST� 4PNF XPSLT
IBWF B॒FNQUFE NBUIFNBUJDBMMZ NPEFM NPSF F੖FDUJWF BHHSFHBUJPO
SVMFT� UIFTF JODMVEF TVQFS�MFBSOFST <��>
 XIJDI B॒FNQU UP GPSN B
XFJHIUFE DPNCJOBUJPO PG BHFOU NPEFMT UIBU NBYJNJ[FT BDDVSBDZ
PWFS B WBMJEBUJPO TFU�

JTࡋ QBQFS BEESFTTFT UIF MBࡇFS
 DIBMMFOHJOH
 BTQFDU PG FOTFNCMF
NPEFMJOH� PQUJNJ[JOH UIF BHHSFHBUJPO PG QSFEJDUJPOT GSPN JOEJWJE�
VBM FOTFNCMF BHFOUT� *O DPOUSBTU UP PUIFS NFUIPET
 UIF F�F�.&-
BQQSPBDI BJNT UP MFBSO BHHSFHBUJPO SVMFT BEBQUJWFMZ BU UIF MFWFM PG
JOEJWJEVBM JOQVU TBNQMFT
 SBUIFS UIBO B TJOHMF SVMF GPS BMM TBNQMFT�
य़JT VOJRVF GFBUVSF BMMPXT GPS BHHSFHBUFE QSFEJDUJPOT UP CF JO�
GPSNFE CZ UIF TBNQMFT۝ JOQVU GFBUVSFT XJUI FOIBODFE QFSGPSNBODF

BT UIF QBQFS TIPXT JO 4FDUJPO ��

��� %FDJTJPO 'PDVTFE -FBSOJOH
" CPEZ PG XPSL IBT CFFO EFWPUFE UP TUVEZJOH DPOTUSBJOFE PQUJNJ[B�
UJPO QSPCMFNT BT MFBSOBCMF DPNQPOFOUT XJUIJO OFVSBM OFUXPSLT�
4FF GPS FYBNQMF UIF SFDFOU TVSWFZ PG ,PUBSZ FU BM� <��>� "T B NBQ�
QJOH CFUXFFO TPNF QSPCMFN�EF੗OJOH QBSBNFUFST BOE UIFJS PQUJNBM
TPMVUJPOT
 BO PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN DBO CF WJFXFE BT B GVODUJPO
XIPTF PVUQVUT BEIFSF UP FYQMJDJUMZ EF੗OFE DPOTUSBJOUT� *O UIJT XBZ

TQFDJBM TUSVDUVSF DBO CF HVBSBOUFFE XJUIJO UIF QSFEJDUJPOT <��> PS
MFBSOFE FNCFEEJOHT PG B OFVSBM OFUXPSL <�>� य़F QSJNBSZ DIBMMFOHF
JT UIBU EJ੖FSFOUJBUJPO PG UIF PQUJNJ[BUJPO NBQQJOH JT SFRVJSFE GPS
CBDLQSPQBHBUJPO� %JTUJODU BQQSPBDIFT IBWF CFFO QSPQPTFE
 XIJDI
EFQFOE PO WBSJPVT BQQSPYJNBUJPOT
 EFQFOEJOH PO UIF PQUJNJ[BUJPO
QSPCMFN۝T GPSN <��>
 <��>
 BOE <��>� 4NPPUI DPOWFY QSPCMFNT
 JO
QBSUJDVMBS
 BENJU FYBDU HSBEJFOUT WJB UIFJS XFMM�EF੗OFE FRVBUJPOT
GPS PQUJNBMJUZ
 BT TIPXO CZ "NPT BOE ,PMUFS <�> BOE "HSBXBM FU BM�
<�>� $POWFY QSPCMFNT XIJDI EF੗OF QJFDFXJTF�DPOTUBOU NBQQJOHT

TVDI BT MJOFBS QSPHSBNT
 SFRVJSF BQQSPYJNBUJPO CZ TNPPUI QSPC�
MFNT CFGPSF EJ੖FSFOUJBUJPO� 4NPPUIJOH UFDIOJRVFT BSF DPNNPOMZ
BQQMJFE UP UIF PCKFDUJWF GVODUJPO BOE JODMVEF UIF BEEJUJPO PG SFH�
VMBSJ[JOH PCKFDUJWF UFSNT
 BT QSPQPTFE CZ 8JMEFS FU BM� <��>
 BOE
SBOEPN OPJTF
 BT JO #FSUIFU FU BM� <�>�

*O UIJT QBQFS
 UIF EFTJSFE TUSVDUVSFE QSFEJDUJPO QSJNBSJMZ UBLFT
UIF GPSN PG B CJOBSZ WFDUPS SFQSFTFOUJOH TVCTFU TFMFDUJPO
 JO XIJDI
k < n BNPOH n JUFNT BSF JOEJDBUFE GPS TFMFDUJPO� य़JT XPSL FYQMPJUT
UIF GBDU UIBU EJ੖FSFOUJBUJPO PG UIJT TUSVDUVSF BT B MJOFBS QSPHSBN
XJUI SFTQFDU UP B QBSBNFUFSJ[JOH WFDUPS BMMPXT JU UP CF BQQMJFE JO BO
FOE�UP�FOE EJ੖FSFOUJBCMF NBTLJOH TDIFNF UIBU JT VTFE UP TFMFDU BOE
DPNCJOF UIF CFTU FOTFNCMF BHFOUT۝ QSFEJDUJPOT GPS B HJWFO JOQVU
TBNQMF�

� 4&55*/( "/% (0"-4
*O UIF QSFTFOU TF॒JOH
 BO FOTFNCMF DPOTJTUT PG B DPMMFDUJPO PG n
BHFOUT۝ NPEFMT PS CBTF MFBSOFST SFQSFTFOUFE CZ GVODUJPOT fi , 1 
i  n
 USBJOFE JOEFQFOEFOUMZ PO TFQBSBUF 	CVU QPTTJCMZ PWFSMBQQJOH

EBUBTFUT 	Xi 
Yi 

 BMM PO UIF TBNF JOUFOEFE DMBTTJटDBUJPO UBTL� 0O
FWFSZ UBTL TUVEJFE
 JU BTTVNFE UIBU 	Xi 
Yi 
 BSF HJWFO
 BMPOH XJUI B
QSFTDSJQUJPO GPS USBJOJOH FBDI BHFOUT۝ NPEFMT
 TP UIBU fi BSF BTTVNFE
UP CF QSF�DPO੗HVSFE� य़JT TF॒JOH JT DPNNPO JO GFEFSBUFE BOBMZUJD
DPOUFYUT
 XIFSF BHFOUT BSF PॏFO USBJOFE PWFS B EJWFSTF CPEZ PG
EBUBTFUT XJUI TLFXFE EJTUSJCVUJPOT <��>
 BOE JO NBDIJOF MFBSOJOH
TFSWJDFT
 XIJDI QSPWJEF QSF�USBJOFE NPEFMT DIPTFO PWFS BO BSSBZ PG
QSPQSJFUBSZ BSDIJUFDUVSBM BOE IZQFS�QBSBNFUSJ[BUJPO DIPJDFT UIBU
PॏFO WBSZ GSPN TFSWJDF UP TFSWJDF <��>�

-FU n 2 N CF UIF OVNCFS PG FOTFNCMF BHFOUT
 c 2 N UIF OVNCFS
PG DMBTTFT BOE d 2 N UIF JOQVU GFBUVSF TJ[F� (JWFO B TBNQMF z 2 Rd 

FBDI CBTF MFBSOFS fj : Rd ! Rc DPNQVUFT fj (z) = �̂j � 'PS UIF
DMBTTJ੗DBUJPO UBTLT DPOTJEFSFE JO UIJT QBQFS
 FBDI �̂j JT UIF EJSFDU
PVUQVU PG B TPࡄNBY GVODUJPO Rn ! Rn �

UQHVOCZ(c)i =
eciÕn

k=1 e
ck
. 	�


&YQMJDJUMZ
 FBDI DMBTTJ੗FS fi (�i , x) JT USBJOFE XJUI SFTQFDU UP JUT
QBSBNFUFST �i UP NJOJNJ[F B DMBTTJ੗DBUJPO MPTT L BT

min
�i
E(x ,�)⇠(Xi ,Yi ) [L(fi (�i , x),�)] . 	�


य़F HPBM JT UIFO UP DPNCJOF UIF BHFOUT JOUP B TNBSU FOTFNCMF

XIPTF BHHSFHBUFE DMBTTJ੗FS � QFSGPSNT UIF TBNF UBTL
 CVU XJUI
HSFBUFS PWFSBMM BDDVSBDZ PO B NBTUFS EBUBTFU 	X
Y

 XIFSF Xi ⇢ X

BOE Yi ⇢ Y GPS BMM i XJUI 0  i  n�

min
�
E(x ,�)⇠(X,Y) [L(�(� , x),�)] . 	�


"T JT UZQJDBM JO FOTFNCMF MFBSOJOH
 UIF BHFOUT NBZ CF USBJOFE
JO B XBZ UIBU JODSFBTFT UFTU�FSSPS EJWFSTJUZ BNPOH fi PO X ۘ TFF
4FDUJPO �� *O FBDI EBUBTFU UIFSF JT JNQMJFE B USBJO�UFTU�WBMJEBUJPO
TQMJU
 TP UIBU FWBMVBUJPO PG B USBJOFE NPEFM JT BMXBZT QFSGPSNFE
PO JUT UFTU QPSUJPO� 8IFSF UIJT EJTUJODUJPO JT OFFEFE
 UIF TZNCPMT
XVTCKP
 XXCNKF
 XVGUV BSF VTFE�

5BCMF � DPOUBJOT B MJTU PG TZNCPMT VTFE UP EFTDSJCF WBSJPVT BTQFDUT
PG UIF DPNQVUBUJPO
 BMPOH XJUI UIFJS NFBOJOHT�

� &/%�50�&/% .6-5*"(&/5 &/4&.#-&
-&"3/*/( 	&�&�.&-


*EFBMMZ
 HJWFO B QSFUSBJOFE FOTFNCMF fi , 1  i  n BOE B TBNQMF
z 2 X
 POF XPVME TFMFDU GSPN UIF FOTFNCMF B DMBTTJ੗FS XIJDI JT
LOPXO UP QSPEVDF BO BDDVSBUF DMBTT QSFEJDUJPO GPS z� )PXFWFS
 B
QFSGPSNBODF BTTFTTNFOU GPS FBDI BHFOUT۝ QSFEJDUJPOT JT OPU BWBJMBCMF
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<latexit sha1_base64="rgD4ps9vlGuclDfw87HtfPDYxbg="></latexit>

f2

<latexit sha1_base64="1e5Uz81EPHqr+dl0POwiDV+S1OQ="></latexit>

fn

<latexit sha1_base64="lF5iXDCxSNlZn4wxlu2EPGH0S8I="></latexit>

data samples

…

g✓

<latexit sha1_base64="jC0b9jXA07ux+x4ntvBjzfazG30="></latexit>
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predictions

forward pass

argmax
b

ĉ>b

subject to 1>b = k

b 2 {0, 1}n

<latexit sha1_base64="jzcixGfH7yRTnPG2H20WHRo5LsY="></latexit>

= ŷ

<latexit sha1_base64="p7e+BUo0AmUFnbFPtsVd97LQ0mQ="></latexit>

L(ŷ, y)

<latexit sha1_base64="6FDkRsIf4UsMb953VSgaEzUYkzY="></latexit>

backward pass

…

ensemble
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unweighted
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solution 

'JHVSF �� &OE�UP�FOE 4NBSU .VMUJ "HFOU &OTFNCMF MFBSOJOH TDIFNF� #MBDL BOE SFE BSSPXT JMMVTUSBUF GPSXBSE BOE CBDLXBSE
PQFSBUJPOT
 SFTQFDUJWFMZ�

4ZNCPM 4FNBOUJD
n 4J[F PG UIF FOTFNCMF
k 4J[F PG B TVC�FOTFNCMF
m /VNCFS PG OPJTF TBNQMFT GPS QFSUVSCFE PQUJNJ[FS
fi 1SF�USBJOFE DMBTTJ੗FS
 1  i  n
�̂i 4PॏNBY QSFEJDUJPO GSPN fi
f 4NBSU FOTFNCMF DMBTTJ੗FS
�̂ 4NBSU FOTFNCMF TPॏNBY QSFEJDUJPO
� 4FMFDUJPO OFU
� 4FMFDUJPO OFU QBSBNFUFST
ĉ 1SFEJDUFE TDPSFT GSPN UIF TFMFDUJPO OFU
K 6OXFJHIUFE LOBQTBDL GVODUJPO
K 1FSUVSCFE VOXFJHIUFE LOBQTBDL GVODUJPO
X *OQVU GFBUVSF EBUB
Y 5BSHFU DMBTT EBUB
L $MBTTJ੗DBUJPO MPTT GVODUJPO

5BCMF �� $PNNPO TZNCPMT

BU UFTU UJNF� य़VT
 DPOWFOUJPOBM FOTFNCMF MFBSOJOH TDIFNFT SFTPSU
UP TFMFDUJPO DSJUFSJB TVDI BT NBKPSJUZ WPUJOH
 XIJDI JT EF੗OFE BT
GPMMPXT� HJWFO BHFOUT۝ DMBTT QSFEJDUJPOT hi , 1  i  n SFQSFTFOUFE
BT CJOBSZ POF�IPU WFDUPST
 UIF NBKPSJUZ WPUF JT FRVBM UP UIF NPTU�
QSFEJDUFE DMBTT� FRVJWBMFOUMZ
 argmax (

Õn
i=1 hi )�

य़F FOE�UP�FOE MFBSOJOH TDIFNF JO UIJT XPSL JT NPUJWBUFE CZ
UIF JOUVJUJPO UIBU B NPSF VTFGVM FOTFNCMF QSFEJDUJPO DPVME JOTUFBE
CF JOGPSNFE CZ QSFEJDUJPO CBTFE PO z
 BOE UIBU WPUJOH PWFS B XFMM�
TFMFDUFE TVC�FOTFNCMF DBO QSPWJEF NPSF BDDVSBUF JOGFSFODFT UIBO
WPUJOH PWFS UIF FOUJSF NBTUFS FOTFNCMF� 'VSUIFS
 JU DBO EP TPNPSF SF�
MJBCMZ UIBO BXFMM�TFMFDUFE TJOHMF CBTF MFBSOFS DBO�य़F TVC�FOTFNCMF
TJ[F k JT USFBUFE BT B IZQFSQBSBNFUFS� 8IJMF B OBUVSBM DIPJDF XPVME
CF UP TFMFDU POMZ UIF CFTU QSFEJDUFE BHFOU 	UIVT
 TF॒JOH k = 1
 GPS B
HJWFO JOQVU TBNQMF
 JU JT DPOTJTUFOUMZ PCTFSWFE 	BT UIF QBQFS TIPXT

JO 4FDUJPO �
 UIBU PQUJNBM UBTL QFSGPSNBODF JT BDIJFWFE GPS B WBMVF
PG k UIBU JT TUSJDUMZ MBSHFS UIBO 1 CVU TNBMMFS UIBO n�

य़F QSPQPTFE NFDIBOJTN DBTUT UIF TVC�FOTFNCMF TFMFDUJPO BT BO
PQUJNJ[BUJPO QSPHSBN UIBU JT FOE�UP�FOE EJ੖FSFOUJBCMF BOE DBO UIVT
CF JOUFHSBUFE XJUI B MFBSOJOH NPEFM �� UP TFMFDU B SFMJBCMF TVCTFU
PG UIF FOTFNCMF BHFOUT UP DPNCJOF GPS QSFEJDUJPOT� "O FOE�UP�FOE
4NBSU .VMUJ "HFOU &OTFNCMF 	F�F�.&-

 PS TJNQMZ
 TNBSU FOTFNCMF

DPOTJTUT PG BO FOTFNCMF PG BHFOU NPEFMT BMPOH XJUI B NPEVMF XIJDI
JT USBJOFE CZ F�F�.&- UP TFMFDU UIF TVC�FOTFNCMF
 PG TQFDJ੗FE TJ[F k 

XIJDI QSPEVDFT UIF NPTU BDDVSBUF DPNCJOFE QSFEJDUJPO GPS B HJWFO
JOQVU� य़F NPEFM � JT DBMMFE UIF TFMFDUJPO OFU
 BOE UIF FOE�UP�FOE
FOTFNCMF NPEFM JT USBJOFE CZ PQUJNJ[JOH JUT QBSBNFUFST � �

य़F F�F�.&- NPEFM JT DPNQPTFE PG UISFF NBJO TUFQT�
	�
 1SFEJDU B WFDUPS PG TDPSFT �� (z) = ĉ 
 FTUJNBUJOH B OPUJPO PG

QSFEJDUJPO BDDVSBDZ GPS FBDI CBTF MFBSOFS PO TBNQMF z�

	�
 *EFOUJGZ UIF CBTF MFBSOFS JOEJDFT E ⇢ [n] XIJDI DPSSFTQPOE
UIF UIF UPQ k QSFEJDUFE TDPSFT�

	�
 $PMMFDU UIF QSFEJDUJPOT PG UIF TFMFDUFE TVC�FOTFNCMF� fj (z), j 2
E BOE QFSGPSN BO BQQSPYJNBUF NBKPSJUZ WPUJOH TDIFNF PWFS
UIPTF QSFEJDUJPOT UP EFUFSNJOF UIF DMBTT PG z�

#Z USBJOJOH PO UIF NBTUFS TFU XVTCKP
 UIF TNBSU FOTFNCMF MFBSOT
UP NBLF CF॒FS QSFEJDUJPOT CZ WJSUVF PG MFBSOJOH UP TFMFDU CF॒FS
TVC�FOTFNCMFT UP WPUF PO JUT JOQVU TBNQMFT� )PXFWFS
 OPUF UIBU
TVCTFU TFMFDUJPO BOE NBKPSJUZ WPUJOH BSF EJTDSFUF PQFSBUJPOT
 BOE JO
QMBJO GPSN EP OPU P੖FS VTFGVM HSBEJFOUT GPS CBDLQSPQBHBUJPO BOE
MFBSOJOH� य़F OFYU TFDUJPOT EJTDVTT GVSUIFS EFUBJMT PG UIF F�F�.&-
GSBNFXPSL
 JODMVEJOH EJ੖FSFOUJBCMF BQQSPYJNBUJPOT GPS FBDI TUFQ
PG UIF PWFSBMM NPEFM�

'JHVSF � JMMVTUSBUFT UIF F�F�.&- NPEFM BOE USBJOJOH
 JO UFSNT PG
JUT DPNQPOFOU PQFSBUJPOT� #BDLQSPQBHBUJPO JT JMMVTUSBUFE JO CBDL�
XBSE SFE BSSPXT� OPUF UIBU POMZ PQFSBUJPOT EPXOTUSFBN GSPN UIF
TFMFDUJPO OFU � BSF CBDLQSPQBHBUFE
 TJODF UIF F�F�.&- JT QBSBNF�
UFSJ[FE CZ UIF QBSBNFUFST PG � BMPOF�



��� %JॐFSFOUJBCMF .PEFM 4FMFDUJPO
य़F F�F�.&- TZTUFN JT CBTFE PO MFBSOJOH UP TFMFDU k < n QSFEJDUJPOT
GSPN UIF NBTUFS FOTFNCMF
 HJWFO B TFU PG JOQVU GFBUVSFT� य़JT DBO
CF EPOF CZ XBZ PG B TUSVDUVSFE QSFEJDUJPO PG CJOBSZ WBMVFT
 XIJDI
BSF UIFO VTFE UP NBTL UIF JOEJWJEVBM BHFOU QSFEJDUJPOT�

$POTJEFS UIF VOXFJHIUFE LOBQTBDL QSPCMFN
K(ĉ) = BSHNBY

b
ĉ>b 	�B


TVCKFDU UP 1>b = k, 	�C

b 2 {0, 1}n, 	�D


XIJDI DBO CF WJFXFE BT B TFMFDUJPO QSPCMFN XIPTF PQUJNBM TPMVUJPO
BTTJHOT UIF WBMVF 1 UP UIF FMFNFOUT PG b BTTPDJBUFE UP UIF UPQ k
WBMVFT PG ĉ � 3FMBYJOH UIF DPOTUSBJOU 	�D
 UP 0  b  1 SFTVMUT JO
BO FRVJWBMFOU MJOFBS QSPHSBNNJOH QSPCMFN XJUI EJTDSFUF PQUJNBM
TPMVUJPOT b 2 {0, 1}n 
 EFTQJUF CFJOH CPUI DPOWFY BOE DPNQPTFE
PG DPOUJOVPVT GVODUJPOT� य़JT VTFGVM QSPQFSUZ IPMET GPS BOZ MJOFBS
QSPHSBN XJUI UPUBMMZ VOJNPEVMBS DPOTUSBJOUT BOE JOUFHFS SJHIU�TJEF�
TJEF DPFਖ਼DJFOUT <�>�

य़JT PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN DBO CF WJFXFE BT B NBQQJOH GSPN ĉ
UP B CJOBSZ WFDUPS JOEJDBUJOH JUT UPQ k WBMVFT
 BOE SFQSFTFOUT UIVT B
OBUVSBM DBOEJEBUF GPS TFMFDUJPO PG UIF PQUJNBM TVC�FOTFNCMF PG TJ[F k
HJWFO UIF JOEJWJEVBM BHFOUT۝ QSFEJDUFE TDPSFT
 TFFO BT ĉ � य़F PVUQVUT
PG 1SPCMFN 	�
 EF੗OF B QJFDFXJTF DPOTUBOU GVODUJPO
 K(ĉ)
 XIJDI
EPFT OPU BENJU SFBEJMZ JOGPSNBUJWF HSBEJFOUT
 QPTJOH DIBMMFOHFT
UP EJ੖FSFOUJBCJMJUZ� 'PS JOUFHSBUJPO JOUP UIF FOE�UP�FOE MFBSOJOH
TZTUFN
 UIF GVODUJPO K(ĉ) NVTU QSPWJEF JOGPSNBUJWF HSBEJFOUT XJUI
SFTQFDU UP ĉ � *O UIJT XPSL
 UIJT DIBMMFOHF JT PWFSDPNF CZ TNPPUIJOH
K(ĉ) CBTFE PO QFSUVSCJOH ĉ XJUI SBOEPN OPJTF
 BT FMBCPSBUFE OFYU�

"T PCTFSWFE JO #FSUIFU FU BM� <�>
 BOZ DPOUJOVPVT
 DPOWFY MJO�
FBS QSPHSBNNJOH QSPCMFN DBO CF VTFE UP EF੗OF B EJञFSFOUJBCMF
QFSUVSCFE PQUJNJ[FS
 XIJDI ZJFMET BQQSPYJNBUFMZ UIF TBNF TPMV�
UJPOT CVU JT EJ੖FSFOUJBCMF XJUI SFTQFDU UP JUT MJOFBS PCKFDUJWF DPFਖ਼�
DJFOUT� (JWFO B SBOEPN OPJTF WBSJBCMF Z XJUI QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ
p(z) / exp (��(z)) XIFSF � JT B UXJDF EJ੖FSFOUJBCMF GVODUJPO


K(ĉ) = Ez⇠Z [K(ĉ + �z)] , 	�

JT B EJ੖FSFOUJBCMF QFSUVSCFE PQUJNJ[FS BTTPDJBUFE UP K � य़F GBDUPS
� > 0 JT B UFNQFSBUVSF QBSBNFUFS XIJDI DPOUSPMT UIF TFOTJUJWJUZ
PG JUT HSBEJFOUT 	PS QSPQFSMZ
 +BDPCJBO NBUSJY

 XIJDI DBO JUTFMG CF
SFQSFTFOUFE CZ UIF FYQFDUFE WBMVF <�>�

@K(ĉ)

@ĉ
= Ez⇠Z

⇥
K(ĉ + �z) � 0(z)>

⇤
. 	�


*O UIJT XPSL
 Z JT NPEFMFE BT B TUBOEBSE OPSNBM SBOEPN WBSJBCMF�
8IJMF UIFTF FYQFDUFE WBMVFT BSF BOBMZUJDBMMZ JOUSBDUBCMF 	EVF UP
UIF DPOTUSBJOFE argmax PQFSBUPS XJUIJO K

 UIFZ DBO CF FTUJNBUFE
UP BSCJUSBSZ QSFDJTJPO CZ TBNQMJOH JO .POUF $BSMP GBTIJPO� य़JT
QSPDFEVSF JT B HFOFSBMJ[BUJPO PG UIF (VNCFM .BY 5SJDL <��>�

/PUF UIBU TJNVMBUJOH &RVBUJPOT 	�
 BOE 	�
 SFRVJSFT TPMWJOH 1SPC�
MFN 	�
 GPS QPUFOUJBMMZ NBOZ WBMVFT PG z� )PXFWFS
 BMUIPVHI UIF
UIFPSZ PG QFSUVSCFE PQUJNJ[FST SFRVJSFT UIF VOEFSMZJOH QSPCMFN UP
CF B MJOFBS QSPHSBN
 POMZ B CMBDLCPY JNQMFNFOUBUJPO JT SFRVJSFE
UP QSPEVDF K(ĉ) <�>
 BMMPXJOH GPS BO Fਖ਼DJFOU BMHPSJUIN UP CF VTFE
JO QMBDF PG B 	NPSF DPTUMZ
 MJOFBS QSPHSBNNJOH TPMWFS� य़F DPN�
QMFYJUZ PG FWBMVBUJOH UIF EJ੖FSFOUJBCMF QFSUVSCFE PQUJNJ[FS K(ĉ) JT
EJTDVTTFE OFYU�

5८५ॵॸ५ॳ �� 'PS UIF FOTFNCMF TJ[F n
 BOE TVC�FOTFNCMFT PG TJ[F k 

UIF UPUBM DPNQVUBUJPO SFRVJSFE GPS TPMWJOH 1SPCMFN 	�
 JT O(n · logk)�

1ॸॵॵ६� य़JT SFTVMU SFMJFT PO UIF PCTFSWBUJPO UIBU K(ĉ) DBO CF
DPNQVUFE Fਖ਼DJFOUMZ CZ JEFOUJGZJOH UIF UPQk WBMVFT PG ĉ JOO(n logk)
UJNF VTJOH B EJWJEF�BOE�DPORVFS UFDIOJRVF� 4FF
 GPS FYBNQMF
 $PS�
NFO FU BM� <�>� ⇤

(FOFSBUJOH m TVDI TPMVUJPOT GPS HSBEJFOU FTUJNBUJPO UIFO SF�
RVJSFT UPUBM DPNQVUBUJPO O(m · n logk)� /PUF
 IPXFWFS
 UIBU UIFTF
PQFSBUJPOT DBO CF QFSGPSNFE JO QBSBMMFM BDSPTT TBNQMFT
 BMMPXJOH
GPS TVਖ਼DJFOU OPJTF TBNQMFT UP CF FBTJMZ HFOFSBUFE GPS DPNQVUJOH
BDDVSBUF HSBEJFOUT
 FTQFDJBMMZ XIFO (16 DPNQVUJOH JT BWBJMBCMF�

'PS DMBSJUZ
 OPUF BMTP UIBU UIF GVODUJPO K 
 BT B MJOFBS QSPHSBN
NBQQJOH
 IBT B EJTDSFUF PVUQVU TQBDF TJODF BOZ MJOFBS QSPHSBN
UBLFT JUT PQUJNBM TPMVUJPO BU B WFSUFY PG JUT GFBTJCMF SFHJPO <�>
 XIJDI
BSF ੗OJUF JO OVNCFS� "T TVDI
 JU JT B QJFDFXJTF DPOTUBOU GVODUJPO
BOE JT EJ੖FSFOUJBCMF FYDFQU PO B TFU PG NFBTVSF [FSP <��>� )PXFWFS

@K
@ĉ = 0 FWFSZXIFSF JU JT EF੗OFE
 TP UIF EFSJWBUJWFT MBDL VTFGVM
JOGPSNBUJPO GPS HSBEJFOU EFTDFOU <��>� 8IJMF @K

@ĉ JT OPU UIF USVF
EFSJWBUJWF PGK BU ĉ 
 JU TVQQMJFT VTFGVM JOGPSNBUJPO BCPVU JUT EJSFDUJPO
PG EFTDFOU�

*O QSBDUJDF
 UIF GPSXBSE PQUJNJ[BUJPO QBTT JT NPEFMFE BT K(ĉ)

BOE UIF CBDLXBSE QBTT JT NPEFMFE BT @K(ĉ)

@ĉ � य़JT BMMPXT GVSUIFS
EPXOTUSFBN PQFSBUJPOT
 BOE UIFJS EFSJWBUJWFT
 UP CF FWBMVBUFE BU
K(ĉ) XJUIPVU BQQSPYJNBUJPO
 XIJDI JNQSPWFT USBJOJOH BOE UFTU
QFSGPSNBODF�

य़FTF GPSXBSE BOE CBDLXBSE QBTTFT UPHFUIFS BSF IFODFGPSUI
SFGFSSFE UP BT UIF ,OBQTBDL -BZFS� *UT FYQMJDJU CBDLXBSE QBTT JT
DPNQVUFE BT

@K(ĉ)

@ĉ
⇡

1
m

m’
i=1

⇥
K(ĉ + �zi ) � 0(zi )

>
⇤
, 	�


XIFSF zi ⇠ N(0, 1)n BSFm JOEFQFOEFOU TBNQMFT FBDI ESBXO GSPN
B TUBOEBSE OPSNBM EJTUSJCVUJPO�

��� $PNCJOJOH 1SFEJDUJPOT
%FOPUF BT P 2 Rc⇥n UIF NBUSJY XIPTF j � th DPMVNO JT UIF TPॏNBY
WFDUPS �̂j PG CBTF MFBSOFS j


P =
�
�̂1 �̂2 . . . �̂n .

�
	�


'PS UIF QVSQPTF PG DPNCJOJOH UIF FOTFNCMF BHFOU QSFEJDUJPOT

K(ĉ) JT USFBUFE BT B CJOBSZ NBTLJOH WFDUPS b 2 {0, 1}n 
 XIJDI
TFMFDUT UIF TVCTFU PG BHFOUT GPS NBLJOH B QSFEJDUJPO� %FOPUF BT
B 2 {0, 1}c⇥n UIF NBUSJY XIPTF iVJ DPMVNO JT Bi =

�!
1 bi � J�F�


B =

2666664

b>

...
b>

3777775
.

य़JTNBUSJY JT VTFE UPNBTL UIF BHFOUNPEFMT۝ TPॏNBY QSFEJDUJPOT
P CZ FMFNFOU�XJTF NVMUJQMJDBUJPO� /FYU
 EF੗OF

Pk = B � P

=

2666664

b>

...
b>

3777775
�

⇥
�̂1 . . . �̂n

⇤
	�




%PJOH TP BMMPXT UP DPNQVUF UIF TVN PG QSFEJDUJPOT PWFS UIF
TFMFDUFE TVC�FOTFNCMF E
 CVU JO B XBZ UIBU JT BVUPNBUJDBMMZ EJ੖FS�
FOUJBCMF
 UIBU JT�

�̂ B
’
i 2E

�̂i =
n’
i=1

P (i)k . 	��


य़F TNBSU FOTFNCMF QSFEJDUJPO DPNFT GSPN BQQMZJOH TPॏNBY UP
UIJT TVN�

�̂ = UQHVOCZ(�̂)

= UQHVOCZ

 n’
i=1

P (i)k

!
, 	��


WJFXJOH UIF TPॏNBY BT B TNPPUI BQQSPYJNBUJPO UP UIF BSHNBY
GVODUJPO BT SFQSFTFOUFE XJUI POF�IPU CJOBSZ WFDUPST� य़JT GVODUJPO
JT JOUFSQSFUFE BT B TNPPUIFE NBKPSJUZ WPUJOH UP EFUFSNJOF B DMBTT
QSFEJDUJPO� HJWFO POF�IPU CJOBSZ DMBTT JOEJDBUPST hi 
 UIF NBKPSJUZ
WPUF JT FRVBM UP argmax(

Õ
i hi )�

"U UFTU UJNF
 DMBTT QSFEJDUJPOT BSF DBMDVMBUFE BT

argmax
1ic

�̂i (x). 	��


$PNCJOJOH QSFEJDUJPOT JO UIJT XBZ BMMPXT GPS BO BQQSPYJNBUFE
NBKPSJUZ WPUJOH PWFS B TFMFDUFE TVC�FOTFNCMF
 CVU JO B EJ੖FSFOUJBCMF
XBZ TP UIBU TFMFDUJPO OFU QBSBNFUFST � DBO CF EJSFDUMZ USBJOFE UP
QSPEVDF TFMFDUJPOT UIBU NJOJNJ[F UIF DMBTTJ੗DBUJPO UBTL MPTT
 BT
EFUBJMFE JO UIF OFYU TFDUJPO�

��� -FBSOJOH 4FMFDUJPOT
य़F TNBSU FOTFNCMF NFDIBOJTN MFBSOT NPSF BDDVSBUF DMBTT QSF�
EJDUJPOT CZ MFBSOJOH UP TFMFDU CF॒FS TVCFOTFNCMFT UP WPUF PO JUT
JOQVU TBNQMFT� *O UVSO
 UIJT JT EPOF CZ QSFEJDUJOH CF॒FS DPFਖ਼DJFOUT
ĉ XIJDI QBSBNFUFSJ[F UIF ,OBQTBDL -BZFS�

य़F UBTL PG QSFEJDUJOH ĉ CBTFE PO JOQVU z JT JUTFMG MFBSOFE CZ UIF
TFMFDUJPO OFU
 B OFVSBM OFUXPSL NPEFM � TP UIBU ĉ = �(z)� 4JODF �
BDUT PO UIF TBNF JOQVU TBNQMFT BT FBDI fi 
 JU TIPVME CF DBQBCMF
PG QSPDFTTJOH JOQVUT GSPN z BU MFBTU BT XFMM BT UIF BHFOUT۝ NPEFMT�
JO 4FDUJPO �
 UIF TFMFDUJPO OFU JO FBDI FYQFSJNFOU VTFT UIF TBNF
$// BSDIJUFDUVSF BT UIBU PG UIF BHFOU NPEFMT� *UT QSFEJDUFE WBMVFT
BSF WJFXFE BT TDPSFT PWFS UIF FOTFNCMF NFNCFST
 SBUIFS UIBO PWFS
UIF QPTTJCMF DMBTTFT� )JHI TDPSFT DPSSFTQPOE UP BHFOUT XIJDI BSF
XFMM�RVBMJ੗FE UP WPUF PO UIF TBNQMF JO RVFTUJPO�

*O QSBDUJDF
 UIF TFMFDUJPO OFU۝T QSFEJDUJPOT ĉ BSF OPSNBMJ[FE CFGPSF
JOQVU UP UIF NBQQJOH K �

ĉ  
ĉ

kĉ k 2
. 	��


य़JT IBT UIF F੖FDU PG TUBOEBSEJ[JOH UIF NBHOJUVEF PG UIF MJOFBS
PCKFDUJWF UFSN JO 	�B

 BOE UFOET UP JNQSPWF USBJOJOH� 4JODF TDBMJOH
UIF PCKFDUJWF PG BO PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN IBT OP F੖FDU PO UIF TPMV�
UJPO
 UIJT JT FRVJWBMFOU UP TUBOEBSEJ[JOH UIF SFMBUJWF NBHOJUVEFT PG
UIF MJOFBS PCKFDUJWF BOE SBOEPN OPJTF QFSUVSCBUJPOT JO &RVBUJPOT
	�
 BOE 	�

 QSFWFOUJOH � GSPN CFJOH F੖FDUJWFMZ BCTPSCFE JOUP UIF
QSFEJDUFE ĉ �

'PS USBJOJOH JOQVU x 
 MFU �̂� (x) SFQSFTFOU UIF BTTPDJBUFE F�F�.&-
QSFEJDUJPO HJWFO UIF TFMFDUJPO OFU QBSBNFUFST � � %VSJOH USBJOJOH

UIF DMBTTJ੗DBUJPO MPTT CFUXFFO UIFTF QSFEJDUJPOT BOE HSPVOE�USVUI

MBCFMT JT NJOJNJ[FE�

min
�
E(x ,�)⇠(X,Y) [L(�̂� (x),�)] . 	��


(FOFSBMMZ
 UIF MPTT L JT DIPTFO UP CF UIF TBNF BT UIBU GPS USBJOJOH
UIF BHFOU NPEFMT
 TJODF UIF DMBTTJ੗DBUJPO UBTL JT UIF TBNF BT UIBU
XIJDI UIF JOEJWJEVBM BHFOUT IBWF CFFO USBJOFE UP QFSGPSN�

��� F�F�.&- "MHPSJUIN %FUBJMT
"MHPSJUIN � TVNNBSJ[FT UIF F�F�.&- QSPDFEVSF GPS USBJOJOH B TF�
MFDUJPO OFU� /PUF UIBU POMZ UIF QBSBNFUFST PG UIF TFMFDUJPO OFU BSF
PQUJNJ[FE JO USBJOJOH
 BOE TP POMZ JUT EPXOTUSFBN DPNQVUBUJPOT
BSF CBDLQSPQBHBUFE� य़JT JT EPOF CZ UIF TUBOEBSE BVUPNBUJD EJ੖FS�
FOUJBUJPO FNQMPZFE JO NBDIJOF MFBSOJOH MJCSBSJFT <��>
 FYDFQU JO
UIF DBTF PG UIF ,OBQTBDL -BZFS
 XIPTF HSBEJFOU USBOTGPSNBUJPO JT
BOBMZUJDBMMZ TQFDJ੗FE CZ &RVBUJPO 	�
�

'PS DMBSJUZ
 "MHPSJUIN � JT XSJ॒FO JO UFSNT PG PQFSBUJPOT UIBU
BQQMZ UP B TJOHMF JOQVU TBNQMF� *O QSBDUJDF IPXFWFS
 NJOJCBUDI
HSBEJFOU EFTDFOU JT VTFE
 BT JT UZQJDBM JO NBDIJOF MFBSOJOH <��>�
&BDI QBTT PG UIF USBJOJOH CFHJOT FWBMVBUJPO PG FBDI BHFOU NPEFM
	MJOFT � BOE �

 BOE UIF TBNQMJOH PG TUBOEBSE OPSNBM SBOEPN OPJTF
WFDUPST 	MJOFT � BOE �
�य़F TFMFDUJPO OFU QSFEJDUT GSPN JOQVU GFBUVSFT
x B WFDUPS PG BHFOU TDPSFT ĉ 	MJOF �

 XIJDI EF੗OF BO VOXFJHIUFE
LOBQTBDL QSPCMFN K(ĉ) UIBU JT TPMWFE UP QSPEVDF UIF CJOBSZ NBTL
b 	MJOF �
�

.BTLJOH JT BQQMJFE UP UIF BHFOU QSFEJDUJPOT CFGPSF CFJOH TVNNFE
BOE TPॏNBYFE GPS B ੗OBM FOTFNCMF QSFEJDUJPO �̂ 	MJOF ��ۗ��
� य़F
DMBTTJ੗DBUJPO MPTT L JT FWBMVBUFE XJUI SFTQFDU UP UIF MBCFM � 	MJOF
��
 BOE CBDLQSPQBHBUFE JO UISFF TUFQT� 	�
 य़F HSBEJFOU @L

@b JT DPN�
QVUFE CZ BVUPNBUJD EJ੖FSFOUJBUJPO CBDLQSPQBHBUFE UP UIF ,OBQTBDL
-BZFS۝T PVUQVU 	MJOF ��
� 	�
 य़F DIBJO SVMF GBDUPS @b

@c JT BOBMZUJ�
DBMMZ DPNQVUFE CZ UIF NFUIPEPMPHZ PG 4FDUJPO ��� 	MJOF ��
� 	�
य़F
SFNBJOJOH DIBJO SVMF GBDUPS @ĉ

@� JT DPNQVUFE CZ BVUPNBUJD EJ੖FSFO�
UJBUJPO 	MJOF ��
� /PUF UIBU BT FBDI DIBJO SVMF GBDUPS JT DPNQVUFE
 JU
JT BMTP BQQMJFE UPXBSE DPNQVUJOH @L

@� 	MJOF ��
� 'JOBMMZ
 B TUPDIBTUJD
HSBEJFOU EFTDFOU TUFQ <��> PS BMUFSOBUJWFMZ POF PG JUT WBSJBOUT 	<�>

<��>
 JT BQQMJFE UP VQEBUF � 	MJOF ��
�

य़F OFYU TFDUJPO FWBMVBUFT UIF BDDVSBDZ PG FOTFNCMF NPEFMT
USBJOFEXJUI UIJT BMHPSJUIN
 PO DMBTTJ੗DBUJPO UBTLT VTJOH EFFQ OFVSBM
OFUXPSLT�

� &�&�.&- &7"-6"5*0/
य़F F�F�.&- USBJOJOH JT FWBMVBUFE PO TFWFSBM WJTJPO DMBTTJ੗DBUJPO
UBTLT� EJHJU DMBTTJ੗DBUJPO PO./*45 EBUBTFU <�>
 BHF�SBOHF FTUJNBUJPO
PO 65,'BDF EBUBTFU <��>
 JNBHF DMBTTJ੗DBUJPO PO $*'"3�� EBUBTFU
<��>
 BOE FNPUJPO EFUFDUJPO PO '&3���� EBUBTFU <��>� य़F FYQFSJ�
NFOUT BSF QSJNBSJMZ GPDVTFE PO UIF Fਖ਼DBDZ PG F�F�.&- USBJOJOH BT
DPNQBSFE XJUI UIF GPMMPXJOH XJEFMZ BEPQUFE CBTFMJOF BHHSFHBUJPO
SVMFT XIFO QBJSFE XJUI B QSF�USBJOFE FOTFNCMF�

• 6OXFJHIUFE "WFSBHF
 XIJDI BWFSBHFT BMM UIF BHFOUT۝ TPॏNBY
QSFEJDUJPOT BOE UIFO DPNQVUJOH UIF JOEFY PG UIF DPSSFTQPOE�
JOH IJHIFTU MBCFM TDPSF BT UIF ੗OBM QSFEJDUJPO�

• .BKPSJUZ 7PUJOH
 XIJDI NBLFT B EJTDSFUF DMBTT QSFEJDUJPO GSPN
FBDI BHFOU BOE UIFO SFUVSOT UIF NPTU�QSFEJDUFE DMBTT�

• 3BOEPN 4FMFDUJPO
 XIJDI SBOEPNMZ TFMFDUT B TJ[F�k TVC�FO�
TFNCMF PG BHFOUT GPS NBLJOH QSFEJDUJPO BOE UIFO BQQMJFT
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UIF VOXFJHIUFE BWFSBHF SVMF UP UIF TFMFDUFE BHFOUT۝ TPॏ
QSFEJDUJPOT�

"T EFTDSJCFE JO 4FDUJPO �
 FOTFNCMF MFBSOJOH TDIFNFT BSF NPTU
F੖FDUJWF XIFO BHFOU NPEFMT BSF BDDVSBUF BOE IBWF IJHI FSSPS EJ�
WFSTJUZ� *O UIJT TFDUJPO
 BHFOUT BSF EFMJCFSBUFMZ USBJOFE UP IBWF
IJHI FSSPS EJWFSTJUZ XJUI SFTQFDU UP JOQVU TBNQMFT CFMPOHJOH UP
EJ੖FSFOU DMBTTFT� य़JT JT EPOF CZ DPNQPTJOH GPS FBDI BHFOU NPEFM
fi (1  i  n) B USBJOJOH EBUBTFU Xi JO XIJDI B TVCTFU PG DMBTTFT
JT PWFS�SFQSFTFOUFE
 SFTVMUJOH BHFOUT UIBU TQFDJBMJ[F JO JEFOUJGZJOH
POF PS NPSF DMBTTFT� य़F FYBDU DMBTT DPNQPTJUJPO PG FBDI EBUBTFU
Xi EFQFOET PO UIF QBSUJDVMBS DMBTTJ੗DBUJPO UBTL BOE PO UIF BHFOU۝T
JOUFOEFE TQFDJBMJ[BUJPO�

'PS FBDI UBTL
 FBDI BHFOUT JT EFTJHOFE UP CF TQFDJBMJ[FE GPS SFDPH�
OJ[JOH FJUIFS POF PS UXP QBSUJDVMBS DMBTTFT� 5P UIJT FOE
 UIF USBJOJOH
TFU PG FBDI BHFOU JT QBSUJUJPOFE UP IBWF B NBKPSJUZ PG TBNQMFT CFMPOH�
JOH UP B QBSUJDVMBS DMBTT
 XIJMF UIF SFNBJOJOH QBSU PG UIF USBJOJOH
EBUBTFU JT VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE BDSPTT BMM PUIFS DMBTTFT CZ SBOEPN
TBNQMJOH� 4QFDJ੗DBMMZ
 UP DPNQPTF UIF FOTFNCMF GPS FBDI UBTL
 B
TJOHMF BHFOU JT USBJOFE UP TQFDJBMJ[F PO FBDI QPTTJCMF DMBTT
 BOE PO
FBDI QBJS PG DMBTTFT 	F�H�
 EJHJUT 1 BOE 2 JO ./*45
� 8IFO c JT UIF
OVNCFS PG DMBTTFT
 UIF FYQFSJNFOUBM TNBSU FOTFNCMF UIFO DPOTJTUT
PG c +

�c
2
�
UPUBM BHFOUT� 5SBJOJOH B TQFDJBMJ[FE BHFOU JO UIJT XBZ

HFOFSBMMZ MFBET UP IJHI BDDVSBDZ PWFS JUT TQFDJBMUZ DMBTTFT
 CVU MPX
BDDVSBDZ PWFS BMM PUIFS DMBTTFT� य़FSFGPSF JO UIJT FYQFSJNFOUBM TFUVQ

OP TJOHMF BHFOU JT DBQBCMF PG BDIJFWJOH IJHI PWFSBMM BDDVSBDZ PO UIF
NBTUFS UFTU TFU XVGUV�

5BCMF � TIPXT UIF BWFSBHF BDDVSBDZ PG JOEJWJEVBM BHFOU NPEFMT
PO UIFJS TQFDJBMUZ DMBTTFT BOE UIFJS OPO�TQFDJBMUZ DMBTTFT� SFQPSUFE

SFTQFDUJWFMZ BT TQFDJBMJ[FE BDDVSBDZ BOE DPNQMFNFOUBSZ BDDVSBDZ�
य़F SFQPSUFE PWFSBMM BDDVSBDZ JT NFBTVSFE PWFS UIF FOUJSF NBTUFS
UFTU TFU XVGUV� य़JT TFUT UIF TUBHF GPS EFNPOTUSBUJOH UIF BCJMJUZ PG
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5BCMF �� 4QFDJBMJ[FE BHFOU NPEFM UFTU BDDVSBDZ

F�F�.&- USBJOJOH UP DPNQPTF B DMBTTJ੗FS UIBU TVCTUBOUJBMMZ PVU�
QFSGPSNT JUT CBTF BHFOU NPEFMT PO XVGUV CZ BEBQUJWFMZ TFMFDUJOH
TVC�FOTFNCMFT CBTFE PO JOQVU GFBUVSFT� TFF 4FDUJPO ����

/PUF UIBU
 JO FBDI FYQFSJNFOU
 UIF BHFOU NPEFMT۝ BSDIJUFDUVSF EF�
TJHO
 IZQFSQBSBNFUFS TFMFDUJPO
 BOE USBJOJOHNFUIPET IBWF OPU CFFO
DIPTFO UP GVMMZ PQUJNJ[F DMBTTJ੗DBUJPO BDDVSBDZ
 XIJDI JT OPU UIF
EJSFDU HPBM PG UIJT XPSL� *OTUFBE UIF BHFOUT BSF USBJOFE UP NBYJNJ[F
FSSPS EJWFSTJUZ
 BOE EFNPOTUSBUF UIF BCJMJUZ PG F�F�.&- UP MFWFSBHF
FSSPS EJWFSTJUZ BOE DPNQPTF IJHIMZ BDDVSBUF FOTFNCMF NPEFMT GSPN
GBS MFTT BDDVSBUF BHFOU NPEFMT
 JO B XBZ UIBU JT OPU TIBSFE CZ DPO�
WFOUJPOBM BHHSFHBUJPO SVMFT� /PUF BMTP UIBU JNQSPWJOH BHFOU NPEFM
BDDVSBDJFT XPVME
 PG DPVSTF
 UFOE UP JNQSPWF UIF BDDVSBDZ PG UIF
SFTVMUJOH FOTFNCMF DMBTTJ੗FST� *O FBDI DBTF
 UISPVHIPVU UIJT TFDUJPO

UIF F�F�.&- TFMFDUJPO OFU JT HJWFO UIF TBNF $// BSDIJUFDUVSF BT
UIF CBTF BHFOU NPEFMT XIJDI GPSN JUT FOTFNCMF�

��� %BUBTFUT BOE 4FUUJOHT
����� %JHJU $MBTTJGJDBUJPO� ./*45 JT B ��Y�� QJYFM HSFZTDBMF JN�
BHFT PG IBOEXSJ॒FO EJHJUT EBUBTFU
 XIJDI DPOUBJOT ����� JNBHFT
GPS USBJOJOH BOE ����� JNBHFT GPS UFTUJOH� )FSF UIF BHFOUT VTF DPO�
WPMVUJPOBM OFVSBM OFUXPSLT 	$//

 FBDI PG UIPTF XJUI UIF TBNF
BSDIJUFDUVSF
 � DPOWPMVUJPOBM MBZFS BOE � MJOFBS MBZFS� 8JUIJO UIF
DPOWPMVUJPOBM MBZFST
 PG �� BOE �� PVUQVU DIBOOFMT SFTQFDUJWFMZ
 UIF
JOGPSNBUJPO JT QSPDFTTFE VTJOH B TRVBSF LFSOFM ੗MUFS PG TJ[F �Y��
)FSF UIF USBJOJOH EBUBTFU PG FBDI BHFOU JT DPNQPTFE
 PO BWFSBHF

CZ 73.2% PG TBNQMFT CFMPOHJOH UP POF 	PS UXP
 TQFDJ੗D DMBTT	FT


XIJMF UIF SFNBJOJOH QBSU JT VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE PWFS BMM UIF PUIFS
DMBTTFT CZ SBOEPN TBNQMJOH� 0O BWFSBHF
 UIJT SFTVMUT JO 97.5% PG
BDDVSBDZ JO DMBTTJGZJOH B QBSUJDVMBS TVCTFU PG USBJOJOH TBNQMFT BOE
20% PG BDDVSBDZ JO DMBTTJGZJOH UIF DPNQMFNFOUBSZ TVCTFU PG USBJOJOH
TBNQMFT� य़F FOTFNCMF DPOTJTUT PG 55 BHFOUT
 10 PG XIJDI TQFDJBMJ[F
PO 1 DMBTT BOE

�10
2
�
= 45 PG XIJDI TQFDJBMJ[F PO 2 DMBTTFT�

����� *NBHF DMBTTJGJDBUJPO� $*'"3�� JT B ��Y�� QJYFM DPMPS JNBHFT
EBUBTFU JO �� DMBTTFT� BJSQMBOFT
 DBST
 CJSET
 DBUT
 EFFS
 EPHT
 GSPHT

IPSTFT
 TIJQT
 BOE USVDLT� *U DPOUBJOT ���� JNBHFT PG FBDI DMBTT�
)FSF UIF BHFOUT VTF $// NPEFMT
 FBDI PG UIPTF XJUI UIF TBNF
BSDIJUFDUVSF
 � DPOWPMVUJPOBM MBZFS
 FBDI DPOUBJOJOH B TRVBSF LFSOFM
੗MUFS PG TJ[F �
 XJUI � BOE �� PVUQVU DIBOOFMT SFTQFDUJWFMZ
 BOE
� MJOFBS MBZFS� 0O BWFSBHF
 UIF USBJOJOH EBUBTFU PG FBDI BHFOU JT
DPNQPTFE CZ 55.2% PG TBNQMFT CFMPOHJOH UP POF 	PS UXP
 TQFDJ੗D
DMBTT	FT

 XIJMF UIF SFNBJOJOH QBSU JT VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE PWFS
BMM UIF PUIFS DMBTTFT CZ SBOEPN TBNQMJOH� य़JT SFTVMUT JO 76.3%
BDDVSBDZ GPS DMBTTJGZJOH B QBSUJDVMBS TVCTFU PG USBJOJOH TBNQMFT BOE
24.8% BDDVSBDZ GPS DMBTTJGZJOH UIF DPNQMFNFOUBSZ TVCTFU PG USBJOJOH
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5BCMF �� F�F�.&- WT VOXFJHIUFE BWFSBHF 	6"

 NBKPSJUZ
WPUJOH 	.7

 BOE SBOEPN TFMFDUJPO 	34

 VTJOH TQFDJBMJ[FE
BHFOUT�

TBNQMFT� य़F FOTFNCMF DPOTJTUT PG 55 BHFOUT
 10 PG XIJDI TQFDJBMJ[F
PO 1 DMBTT BOE

�10
2
�
= 45 PG XIJDI TQFDJBMJ[F PO 2 DMBTTFT�

����� "HF FTUJNBUJPO� 65,'BDF JT B GBDF JNBHFT EBUBTFU XIJDI
DPOTJTUT PG PWFS ����� TBNQMFT BOE EJ੖FSFOU WFSTJPO PG JNBHFT
GPSNBU� )FSF
 BCPVU ���� DSPQQFE BOE BMJHOFE JNBHFT BSF TQMJU
JO 5 DMBTTFT� CBCZ 	VQ UP � ZFBST PME

 UFFOBHFS 	VQ UP 19

 ZPVOH
	VQ UP 33

 BEVMU 	VQ UP 56
 BOE TFOJPS 	NPSF UIBO 56 ZFBST PME
�
य़F DMBTTFT BSF OPU VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE QFS OVNCFS PG BHFT
 CVU
FBDI DMBTT DPOUBJOT UIF TBNF OVNCFS PG TBNQMFT� य़F HPBM JT UP
FTUJNBUF UIF QFSTPO BHF HJWFO UIF GBDF JNBHF� 0O BWFSBHF
 UIF
USBJOJOH EBUBTFU PG FBDI BHFOU JT DPNQPTFE CZ 58.3% PG TBNQMFT
CFMPOHJOH UP POF 	PS UXP
 TQFDJ੗D DMBTT	FT

 XIJMF UIF SFNBJOJOH
QBSU JT VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE PWFS BMM UIF PUIFS DMBTTFT CZ SBOEPN
TBNQMJOH� य़JT SFTVMUT JO 95.2% BDDVSBDZ GPS DMBTTJGZJOH B QBSUJDVMBS
TVCTFU PG USBJOJOH TBNQMFT BOE 25.2% BDDVSBDZ GPS DMBTTJGZJOH UIF
DPNQMFNFOUBSZ TVCTFU PG USBJOJOH TBNQMFT� )FSF UIF BHFOU NPEFM
BSDIJUFDUVSF JT B QSFUSBJOFE WFSTJPO PG 3FTOFU�� PO UIF *NBHF/FU��L
EBUBTFU
 FOUJSFMZ SF�USBJOFE� य़F FOTFNCMF DPOTJTUT PG 15 BHFOUT
 �
PG XIJDI TQFDJBMJ[F PO 1 DMBTT BOE

�5
2
�
= 10 PO 2 DMBTTFT�

����� &NPUJPO EFUFDUJPO� 'FS���� JT EBUBTFU DPOUBJOH PWFS �����
��Y�� QJYFM HSBZTDBMF JNBHFT PG GBDFT PG � DMBTTFT� BOHSZ
 EJTHVTU

GFBS
 IBQQZ
 OFVUSBM
 TBE BOE TVSQSJTFT� य़F HPBM JT UP DBUFHPSJ[F
UIF FNPUJPO TIPXO JO UIF GBDJBM FYQSFTTJPO JOUP POF DBUFHPSZ� य़F
USBJOJOH EBUBTFU PG FBDI BHFOU JT DPNQPTFE CZ 44.4% PG TBNQMFT
CFMPOHJOH UP POF 	PS UXP
 TQFDJ੗D DMBTT	FT

 XIJMF UIF SFNBJOJOH
QBSU JT VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE PWFS BMM UIF PUIFS DMBTTFT CZ SBOEPN
TBNQMJOH� य़JT SFTVMUT JO 79.4% BDDVSBDZ GPS DMBTTJGZJOH B QBSUJDVMBS
TVCTFU PG USBJOJOH TBNQMFT BOE 37.1% BDDVSBDZ GPS DMBTTJGZJOH UIF
DPNQMFNFOUBSZ TVCTFU PG USBJOJOH TBNQMFT� )FSF UIF BHFOU NPEFM
BSDIJUFDUVSF DPOTJTUT PG � DPOWPMVUJPOBM MBZFS BOE B MJOFBS MBZFS�
'PS FBDI DPOWPMVUJPOBM MBZFS
 UIF OVNCFS PG PVUQVU DIBOOFMT JT
��
���
���
���
���
���
��� BOE ���� FBDI VTFT B TRVBSF LFSOFM PG
TJ[F �Y�� य़F FOTFNCMF DPOTJTUT PG 21 BHFOUT
 7 PG XIJDI TQFDJBMJ[F
PO 1 DMBTT BOE

�7
2
�
= 21 PG XIJDI TQFDJBMJ[F PO 2 DMBTTFT�

��� F�F�.&- "OBMZTJT
य़F F�F�.&- TUSBUFHZ JT UFTUFE PO FBDI FYQFSJNFOUBM UBTL GPS TVC�
FOTFNCMF TJ[F k WBSZJOH CFUXFFO 1 BOE UIF GVMM FOTFNCMF TJ[F n

BOE DPNQBSFE UP UIF CBTFMJOF NFUIPET EFTDSJCFE BCPWF� /PUF JO
FBDI DBTF UIBU BDDVSBDZ JT EF੗OFE BT UIF QFSDFOUBHF PG DPSSFDUMZ
DMBTTJ੗FE TBNQMFT PWFS UIF NBTUFS UFTU TFU�

5BCMF � SFQPSUT UIF CFTU BDDVSBDZ PWFS BMM UIF FOTFNCMF TJ[FT k
PG FOTFNCMFT USBJOFE CZ F�F�.&- BMPOH XJUI UIBU PG FBDI CBTFMJOF

FOTFNCMF NPEFM
 XIFSF FBDI BSF GPSNFE VTJOH UIF TBNF QSF�USBJOFE
BHFOUT� *O FBDI UBTL UIF F�F�.&- TDIFNF PVUQFSGPSNT BMM UIF CBTF�
MJOF NFUIPET
 GPS BMM CVU UIF MPXFTU WBMVFT PG k �

'JHVSF � SFQPSUT UIF UFTU BDDVSBDZ GPVOE CZ UIF QSPQPTFE F�F�.&-
GSBNFXPSL BOE FOTFNCMFT CBTFE PO B XFJHIUFE BWFSBHF
 NBKPSJUZ
WPUJOH
 PS SBOEPN TFMFDUJPO TDIFNF� 8F NBLF UXP LFZ PCTFSWB�
UJPOT� 	�
 /PUF GSPN FBDI TVCQMPU JO 'JHVSF � UIBU TNBSU FOTFNCMFT
PG TJ[F k > 1 QSPWJEF NPSF BDDVSBUF QSFEJDUJPOT UIBO CBTFMJOF NPE�
FMT UIBU SBOEPNMZ TFMFDU TVC�FOTFNCMFT PG UIF TBNF TJ[F
 B USFOE
UIBU EJNJOJTIFT BT k JODSFBTFT BOE BHFOU TFMFDUJPOT IBWF MFTT DPOTF�
RVFODF 	UIF UXP QFSGPSN FRVBMMZ XIFO k = n
� 	�
 *O FWFSZ DBTF
 UIF
TVC�FOTFNCMF TJ[F XIJDI SFTVMUT JO PQUJNBM QFSGPSNBODF JT TUSJDUMZ
CFUXFFO 1 BOE n� *NQPSUBOUMZ
 UIJT JMMVTUSBUFT UIF NPUJWBUJOH JOUV�
JUJPO PG UIF F�F�.&- FOTFNCMF USBJOJOH� /FJUIFS UIF GVMM FOTFNCMF
	k = n

 OPS TNBSU TFMFDUJPO PG B TJOHMF BHFOU NPEFM 	k = 1
 DBO
PVUQFSGPSN NPEFMT UIBU VTF TNBSU TFMFDUJPO PG B TVC�FOTFNCMF PG BOZ
TJ[F� " XFMM�TFMFDUFE TVC�FOTFNCMF IBT IJHIFS QPUFOUJBM BDDVSBDZ
UIBO UIF NBTUFS FOTFNCMF
 BOE JT
 PO BWFSBHF
 NPSF SFMJBCMF UIBO B
XFMM�TFMFDUFE TJOHMF BHFOU�
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5BCMF �� -Fࢄ� #FTU FOTFNCMF TJ[F 	#FTU k
 BOE BTTPDJBUFE F�F�
.&- UFTU BDDVSBDZ BUUBJOFE PO FBDI EBUBTFU� 3JHIU� "WFSBHF
BDDVSBDZ GPS UIF DPOTUJUVFOU FOTFNCMF BHFOUT�

/FYU
 5BCMF � 	MFॏ
 SFQPSUT UIF BDDVSBDZ PG UIF F�F�.&- NPEFM
USBJOFE PO FBDI UBTL
 BMPOH XJUI UIF TVC�FOTFNCMF TJ[F UIBU SFTVMUFE
JO IJHIFTU BDDVSBDZ� *O UXP DBTFT
 GPS UIF EJHJU DMBTTJ੗DBUJPO UBTL BOE
UIF JNBHF DMBTTJ੗DBUJPO UBTL
 UIF F�F�.&- QFSGPSNT CFTU XIFO UIF
TVC�FOTFNCMF TJ[F JT FRVBM UP UIF OVNCFS PG DMBTTFT� *O UIF SFNBJOJOH
UBTLT
 UIJT PCTFSWBUJPO IPMET BQQSPYJNBUFMZࡋ�JT JT JOUVJUJWF
 TJODF
UIF OVNCFS PG BHFOUT TQFDJBMJ[JOH PO BOZ DMBTT JT FRVBM UP UIF OVNCFS
PG DMBTTFT
 BOE F�F�.&- JT BCMF UP JODSFBTF FOTFNCMF BDDVSBDZ CZ
MFBSOJOH UP TFMFDU UIFTF BHFOUT GPS QSFEJDUJPO�

'JOBMMZ
 PCTFSWF UIF BDDVSBDZ PG F�F�.&- JO 5BCMF � 	MFॏ
 BOE UIF
QFSGPSNBODF PG UIF JOEJWJEVBM BHFOUT QSFEJDUPST PG UIF FOTFNCMF
UFTUFE PO CPUI UIF MBCFMT JO XIJDI UIFJS USBJOJOH XBT TQFDJBMJ[FE
BT XFMM BT UIF PUIFS MBCFMT� /PUF IPX F�F�.&- QSFEJDUJPOT PVUQFS�
GPSN UIFJS DPOTUJUVFOU BHFOUT CZ B XJEF NBSHJO PO FBDI UBTL� 'PS
FYBNQMF
 PO ./*45
 UIF F�F�.&- FOTFNCMF SFBDIFT BO BDDVSBDZ 58
QFSDFOUBHF QPJOUT IJHIFS UIBO JUT BWFSBHF DPOTUJUVFOU BHFOUࡋ�JT
JMMVTUSBUFT UIF BCJMJUZ PG F�F�.&- UP MFWFSBHF UIF FSSPS EJWFSTJUZ PG
BHFOUT UP GPSN BDDVSBUF DMBTTJटFST CZ DPNQPTJOH UIFN CBTFE PO JOQVU
GFBUVSFT
 FWFO XIFO UIF JOEJWJEVBM BHFOU۝T BDDVSBDJFT BSF QPPS�

� $0/$-64*0/
य़JT QBQFS XBT NPUJWBUFE CZ UIF EFTJSF UP PWFSDPNF POF PG UIF LFZ
DIBMMFOHFT JO NVMUJBHFOU FOTFNCMF MFBSOJOH� UIF EFTJHO PG F੖FDUJWF
SVMFT UP DPNCJOF JOEJWJEVBM QSFEJDUJPOT GPS BOZ QBSUJDVMBS JOQVU
TBNQMF� 5P BEESFTT UIJT DIBMMFOHF
 UIF QBQFS QSPQPTFE FOE�UP�FOE



'JHVSF �� $PNQBSJTPO CFUXFFO F�F�.&- BOE PUIFS FOTFNCMF NPEFMT BU WBSZJOH PG UIF TVC�FOTFNCMF TJ[F k PO JNBHF
DMBTTJ॑DBUJPOڶ��3"'*$ڶ	UPQ MFࢄ

 EJHJU DMBTTJ॑DBUJPOڶ45*/.ڶ	UPQ SJHIU

 BHF FTUJNBUJPO65ڶ,'BDFڶ	CPUUPN MFࢄ

 BOE FNPUJPO
EFUFDUJPOڶ����3&'ڶ	CPUUPN SJHIU
�

.VMUJBHFOU FOTFNCMF -FBSOJOH F�F�.&-
 B VOJRVF JOUFHSBUJPO PG DPO�
TUSBJOFE PQUJNJ[BUJPO BOE MFBSOJOH UP EFSJWF TQFDJBMJ[FE DPOTFOTVT
SVMFT UP DPNQPTF BDDVSBUF QSFEJDUJPOT GSPN B QSFUSBJOFE FOTFNCMF�
.PUJWBUFE CZ UIF JOUVJUJPO UIBU XFMM�TFMFDUFE TVC�FOTFNCMFT DBO
GPSN NPSF BDDVSBUF QSFEJDUJPOT UIBO UIFJS NBTUFS FOTFNCMF
 JU BJNT
UP BEBQUJWFMZ TFMFDU TVC�FOTFNCMFT BDDPSEJOH UP JOEJWJEVBM JOQVU
TBNQMFT� य़F QBQFS TIPXT IPX UP EFSJWF UIF FOTFNCMF MFBSOJOH
UBTL JOUP B EJ੖FSFOUJBCMF TFMFDUJPO QSPHSBN XIJDI JT USBJOFE FOE�
UP�FOE XJUIJO UIF FOTFNCMF MFBSOJOH NPEFM� य़JT TUSBUFHZ FOEPXT
F�F�.&- XJUI UIF BCJMJUZ UP DPNQPTF BDDVSBUF DMBTTJ੗DBUJPO NPEFMT
FWFO GSPN FOTFNCMF BHFOUT XJUI MPX BDDVSBDZ
 B GFBUVSF OPU TIBSFE
CZ FYJTUJOH FOTFNCMF MFBSOJOH BQQSPBDIFT� य़JT EFNPOTUSBUFT B
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