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The initial complete RP scheme as a binary
tree with 3-layers on [0, 1].

Starting from layer 3, we prune
B(c7,w7) since there are only 2 < 3
observations available. We keep
B(c6,w6), B(c5,w5), B(c4,w4) as they
all contain at least m = 3 observations.

Moving to layer 2, B(c3,w3) has the 6 ob-
servations required by itself and its child
B(c6,w6). Checking B(c2,w2), it contains
only 6 observations so we prune its children
B(c4,w4), B(c5,w5).

Moving to layer 1, B(c1,w1) contains 15
observations, therefore there are sufficient
observations for B(c1,w1) and its children
B(c2,w2) , B(c3,w3) and B(c6,w6). We
keep B(c1,w1) and its children, completing
the partitioning.

Given the final RP scheme B(c1,w1),
B(c2,w2), B(c3,w3) and B(c6,w6), one pos-
sible random selection of the pseudo-inputs
X̄ for the j = 1, . . . , N different additive
components (here N = 4) conditional on the
RP scheme is shown as colored dots. Points
with the same color belong to blocks on the
same layer.
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Fi g ur e 2: E x a m pl e of d at a g e n er at e d i n t h e si m ul ati o n st u d y. T h e g r a y, b ol d, c ur v e r e pr e-
s e nt s t h e tr u e m e a n f u n cti o n f (x ). Tr ai ni n g a n d t e sti n g s et s ar e r e pr e s e nt e d a s
bl a c k a n d r e d p oi nt s. P a n el s ( a) a n d ( b) s h o w t h e s c e n a ri o s w h e r e t h e 5 0 d at a
p oi nt s of t h e t e sti n g s et a r e c h o s e n at r a n d o m or a s t h e i n p ut l o c ati o n t h at i s
cl o s e st t o a r a n d o ml y c h o s e n p oi nt ( 0. 5 i n t h e e x a m pl e), r e s p e cti v el y. T h e p o s-
t eri or pr e di cti v e f u n cti o n s of f o ur m o d el s, fit o n t h e t r ai ni n g p orti o n of t h e d at a,
ar e pr o vi d e d i n b ot h p a n el s.

F o r e a c h g e n e r at e d d at a s et, t h e m o d el s ar e fit o n t h e tr ai ni n g d at a a n d u s e d t o pr e di ct t h e
r e s p o n s e o n t h e t e sti n g d at a. F or e a c h p oi nt i n t h e t e sti n g s et, w e c o m p ut e t h e e sti m at e d
m e a n f u n cti o n ˆy (x i ) ( s e e S e cti o n 3. 2. 6) a n d t h e 9 5 % pr e di cti o n i nt er v al ( PI) f or y i . T h e
p e rf or m a n c e of t h e e sti m at or s of t h e m e a n f u n cti o n i s e v al u at e d i n t er m s of r o ot m e a n
s q u ar e d err or ( R M S E). T o a s s e s s t h e a p pr o pri at e n e s s of t h e u n c ert ai nt y q u a nti fi c ati o n, w e
c o m p ut e t h e c o v er a g e of t h e PI s a n d c o m p ar e it t o t h e n o mi n al pr e di cti o n l e v el. Fi n all y, w e
c o m p ar e t h e m et h o d s i n t er m s of t h e a v e r a g e v al u e of i nt er v al s c or e s, w hi c h i s a s u m m ar y
m e a s ur e t o a s s e s s t h e q u alit y of pr e di cti o n i nt er v al s ( G n eiti n g a n d R aft er y, 2 0 0 7). Gi v e n a
( 1 − α ) 1 0 0 % PI f or y i wit h e xtr e m e s ( li , ui ), t h e i nt er v al s c or e at y i i s d e fi n e d a s

s α (li , ui ; y i ) = ( u i − li ) +
2

α
(li − y i )1 (y i < l i ) +

2

α
(y i − u i )1 (y i > u i ).

We c h o o s e t hi s m etri c t o j oi ntl y e v al u at e a f a mil y of i nt er v al s i n t er m s of pr e ci si o n (i. e.
t h e wi dt h of t h e i nt e r v al s) a n d a c c ur a c y (i. e., t h e c o v er a g e of t h e tr u e v al u e). N ot a bl y, l o w
v al u e s of t h e s c or e i n di c at e g o o d p erf or m a n c e.

1 5



L u o, N a t ti n o a n d P r a t o l a

4. 2 R e s ul t s

Fi g ur e 3 s u m m ari z e s t h e r e s ulti n g R M S E s, PI c o v er a g e s a n d a v er a g e s of t h e i nt er v al s c or e s
a cr o s s t h e 1 0 0 0 g e n er at e d d at a s et s f or t h e t w o s c e n ari o s.
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Fi g ur e 3: R M S E (t o p p a n el s), c o v er a g e ( c e ntr al p a n el s) a n d i nt er v al s c or e ( b ott o m p a n el s)
o v er t h e 1 0 0 0 si m ul at e d d at a s et s. P a n el ( a) s h o w s t h e r e s ult s i n t h e c a s e w h er e
t h e t e sti n g s et i s c h o s e n at r a n d o m o v er [ 0 , 1]. P a n el ( b) s h o w s t h e r e s ult s i n t h e
c a s e w h e r e t h e t e sti n g s et i s c h o s e n i n a r a n d o m i nt e r v al wit h c e nt er u nif or ml y
s el e ct e d f r o m [ 0 .2 5 , 0 .7 5].

P a n el ( a) pr o vi d e s t h e r e s ult s i n t h e s c e n ari o w h er e t h e t e sti n g s et i s s el e ct e d at r a n d o m.
I n t er m s of R M S E, b ot h t h e S A G P a n d S G P m o d el s p erf or m b ett er wit h l a r g er v al u e s of m .
A s e x p e ct e d, t h e f ull G P m o d el att ai n s t h e s m all e st R M S E s. T h e S A G P m o d el s wit h m = 5
a n d 1 0 p erf or m b ett er t h a n t h e S G P m o d el s wit h t h e s a m e n u m b er of p s e u d o-i n p ut s. F or
m = 1 5, t h e m e di a n R M S E s i n t h e S A G P a n d S G P m o d el s ar e si mil ar, b ut t h e p erf or m a n c e
of t h e S A G P m o d el i s m or e c o n si st e nt a cr o s s si m ul ati o n s (t h e u p p er q u artil e of S A G P wit h
m = 1 5 i s c o n si d er a bl y s m all er t h a n t h e o n e of S G P wit h m = 1 5). Wit h t h e c o n si d er e d
c o n fi g u r ati o n of t h e p ar a m et er s, t h e B A R T m o d el p erf or m s sli g htl y b ett er t h a n t h e S A G P
m o d el wit h m = 5, b ut w or s e t h a n t h e S A G P m o d el wit h m = 1 0 a n d m = 1 5. T h e c o v e r a g e
of t h e 9 5 % PI s i s cl o s e t o t h e n o mi n al l e v el f or all t h e m et h o d s e x c e pt f or B A R T. T h e PI s
of t h e S A G P m o d el a p p e ar t o b e sli g htl y t o o n arr o w, a s m o st of t h e c o v e r a g e s ar e a littl e
l o w er t h a n . 9 5. S G P a n d G P m o d el s s h o w c o v er a g e s p erf e ctl y m at c hi n g t h e n o mi n al v al u e.
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Fi g ur e 4: ( a) O ut- of- s a m pl e M S E ( o n l o g 1 0 s c al e) att ai n e d b y di ff e r e nt m o d el s fitt e d o n 1
di m e n si o n al h e art-r at e d at a s et wit h m = 5 , 1 0 a n d L = 1 , . . . , 6.
( b) O ut- of- s a m pl e M S E ( o n l o g 1 0 s c al e) att ai n e d b y di ff er e nt m o d el s fitt e d o n 2
di m e n si o n al t e m p er at ur e d at a s et wit h m = 5 , 1 0 , 1 5 , 2 0 , 2 5 a n d L = 1 , . . . , 4. F or
a n y L > 4, o ur pr u ni n g al g o rit h m 1 will r e d u c e it t o L = 4; f o r m = 2 5 o ur
pr u ni n g al g orit h m will r e d u c e S A G P m o d el t o L = 3

w w w . i m a g e . u c a r . e d u / D a t a / U S . m o n t h l y . m e t / U S m o n t h l y M e t . s h t m l , U S p r e ci pit ati o n a n d
t e m p er at ur e ( 1 8 9 5- 1 9 9 7) d at a s et).

Q u alit ati v e c o m p ari s o n s of G P, B A R T a n d S A G P ar e s h o w n i n Fi g ur e 6. F or G P r e-
gr e s si o n w e u s e d M L E e sti m at e s wit h t h e M at er n ( 5/ 2) k er n el. F or B A R T w e u s e t h e d ef a ult
s etti n g s ( C hi p m a n et al., 2 0 1 0). F or S A G P, w e c h o o s e L = 3 , m = 2 5 a n d c ali br at e t h e α, β
of t h e n oi s e pri or i n S A G P a n d t h e n oi s e e sti m at e i n B A R T a c c or di n g t o M L E of n oi s e e sti-
m at e fr o m G P. T h e G P m o d el s h o w s r e a s o n a bl e p r e di cti o n s, h o w e v e r, t h e pr e di cti o n c o m e s
wit h hi g h p r e di cti v e v ari a n c e i n l o c ati o n s a w a y fr o m t h e o b s er v ati o n s a n d e s p e ci all y n e ar
t h e b o u n d ar y ( n ot s h o w n). T h e p r e di cti v e m e a n of B A R T s h o w s it h a s a sli g ht g ri d-li k e
artif a ct d u e t o it s d e ci si o n tr e e c o n st r u cti o n. I n a d diti o n, t h e s h a p e of t h e r e s p o n s e ar o u n d
t h e m o d e i s n oti c e a bl y m or e r e ct a n g ul ar t h a n s u g g e st e d b y t h e ot h er m o d el s.

T hi s d at a s et pr o vi d e s u s a 2- di m e n si o n al e x a m pl e w h e r e t h e d at a i s li mit e d, w hi c h i s
a ct u all y a di s a d v a nt a g e f or S A G P si n c e t h e s p ar si fi c ati o n d o e s n ot c ut d o w n t h e c o m p u-
t ati o n al c o st si g ni fi c a ntl y y et s o m e i nf or m ati o n i s l o st i n t h e pr o c e d ur e. N o n et h el e s s, t h e
S A G P m et h o d c a pt u r e s t h e m aj or tr e n d s a n d e v e n s o m e of t h e e xt r e m al t e m p er at ur e s
cl o s e t o 4 0 d e gr e e s c e nti gr a d e. C o m p ar e d t o B A R T a n d G P, t h e S A G P m o d el b e h a v e s
“i n- b et w e e n ” t h e s e t w o m et h o d s a n d pr o vi d e s u s wit h v e r y c o m p etiti v e p erf or m a n c e.

5. 3 I c e S h e e t D a t a

T h e I c e S h e et d at a i s a l ar g e r 2- di m e n si o n al d at a s et b ut t hi s ti m e wit h n oti c e a bl y u n e v e n
s a m pli n g a s di s c u s s e d i n P ar k a n d A pl e y ( 2 0 1 8). T h e r e s p o n s e i s i c e s h e et t hi c k n e s s i n m et er s
c oll e ct e d o v er a r e gi o n of w e st A nt ar cti c a ( Bl a n k e n s hi p et al., 2 0 0 4). We u s e d t h e d at a fr o m
1 9 9 1, fir st c o n v erti n g t h e l o n git u d e a n d l atit u d e i nt o 2- di m e n si o n al E u cli d e a n c o or di n at e s
a n d st a n d a r di zi n g t h e d at a s et t o [ 0 , 1] 2 .

1 9
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L a y er 1 1: 2 1: 3

Fi g ur e 5: T h e p a n el s s h o w t h e o b s er v e d H R v al u e s o v er ti m e a s bl a c k d ot s a n d r e s ult s
a b o ut t h e fit of t h e S A G P m o d el wit h m = 1 0 a n d L = 3. P a n el ( a) s h o w s
t h e p o st e ri or m e a n s a n d t h e 9 5 % CI s of t h e 7 a d diti v e c o m p o n e nt s of t h e S A G P
m o d el o n 1 0 0 e q ui s p a c e d l o c ati o n s o n t h e s u p p ort of t h e d at a. P a n el ( b) s h o w s
t h e p o st eri or m e a n s a n d t h e 9 5 % CI s of t h e s ol e c o m p o n e nt i n l a y e r 1 (r e d), of
t h e c o m p o n e nt s b el o n gi n g t o l a y er 1 a n d 2 ( gr e e n) a n d of t h e c o m pl et e m o d el,
i n cl u di n g c o m p o n e nt s fr o m l a y er 1, 2 a n d 3. P a n el ( c) pr o vi d e s t h e p r e di cti v e
m e a n a n d t h e c orr e s p o n di n g 9 5 % pr e di cti o n i nt er v al s.

A pl ot of t h e d at a a n d pr e di cti v e fit s f or t h e G P ( e x p o n e nti al c orr el ati o n), l a G P, B A R T,
tr e e d G P ( T G P; ( Gr a m a c y et al., 2 0 0 7)) a n d S A G P m o d el s ar e s h o w n i n Fi g ur e 7. We
i n cl u d e d T G P i n t hi s pl ot a s w e t h o u g ht it m a y b e h el pf ul wit h t h e u n e v e nl y s a m pl e d d at a
b ut di d n ot e n d u p i n cl u di n g it i n o ur o v e r all q u a ntit ati v e r e s ult s b el o w. F or t h e S A G P
m o d el, w e s h o w t h e fit o bt ai n e d wit h L = 3 , m = 1 0 .

T h e fit s o bt ai n e d a m o n g t h e s e m o d el s s h o w q uit e di ff e r e nt b e h a vi o r s. T h e f ull G P fit
p o s s e s s e xtr e m e b o u n d ar y b e h a vi or d u e t o t h e l a c k of d at a n e ar t h e b o u n d ar y. T h e B A R T
m o d el s h o w s m or e n oti c e a bl e gri d-li k e artif a ct s i n t hi s d at a s et, b ut d o e s n ot s u ff er fr o m t h e
b o u n d ar y e ff e ct s s e e n wit h t h e G P. T h e T G P r e g r e s si o n al s o d o e s n ot e x hi bit b o u n d ar y
e ff e ct s b ut h a s m u c h hi g h er v ari a bilit y of t h e m e a n r e s p o n s e i n t h e d at a-ri c h r e gi o n w hi c h
d o e s n ot a gr e e wit h t h e ot h er m o d el s. T h e d y n a mi c p artiti o ni n g of T G P al s o i ntr o d u c e s
c o n si d er a bl e c o m p ut ati o n al c o st. T h e l a G P m o d el wit h it s d ef a ult s etti n g s a n d M S P E
crit eri o n e x hi bit s s o m e d e gr e e of v ari a bilit y i n t h e fitt e d m e a n r e s p o n s e, p arti c ul arl y n e ar
t h e b o u n d a ri e s, h o w e v er, it i s t h e m o st c o m p ut ati o n all y e ffi ci e nt m et h o d.
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L u o, N a t ti n o a n d P r a t o l a

A p p e n di x E. Di a g n o s ti c S t a ti s ti c s f o r t h e S A G P M o d el o n 1 0 0 0 B a t c h e s
of Si m ul a t e d D a t a s e t
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H ei d el b er g er − W el c h' s c o n v er g e n c e di a g n o sti c

Fi g ur e 9: T h e p a n el s of b o x pl ot s s h o w t h e G e w e k e’ s c o n v e r g e n c e di a g n o sti c ( G e w e k e et al.,
1 9 9 1) a n d H ei d el b er g er- Wel c h’ s c o n v er g e n c e di a g n o sti c ( H ei d el b er g er a n d Wel c h,
1 9 8 3) b a s e d o n t h e M C M C s a m pl e of S A G P m o d el, f or p ar a m et e r η ( j ) a n d σ 2 ,
c al c ul at e d fr o m t h e 1 0 0 0 b at c h e s of si m ul at e d d at a s et fr o m f or m ul a ( 1 1) wit h t h e
t e sti n g s et i s r a n d o m or i nt er v al.

A p p e n di x F. H e a r t R a t e D a t a s e t A n al y z e d b y S A G P M o d el Fi t t e d wi t h
m = 5 a n d L = 4 ( Fi g u r e 1 0 )
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r e gr e s si o n tr e e s. T h e A n n al s of A p pli e d St ati sti c s , 4. 1: 2 6 6 – 2 9 8, 2 0 1 0.
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https://www.usap-dc.org/view/dataset/609099
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