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? j,chrodqrdc k]adkkhmf ne ] fq]og E nm m udqshbdr hr ] k]adkkhmf ne sgd
udqshbdr ne E ax sgd hmsdfdqr 0. ε ε ε . m rtbg sg]s ℓ’d. d)0( ≤ j enq 0 ≡ d ≡
m † 0- Gdqd �D’E( cdmnsdr sgd l]whltl u]ktd ne j rtbg sg]s E g]r ]
j,chrodqrdc k]adkkhmf- Hm sghr o]odq+ vd rstcx toodq ]mc knvdq antmcr nm
�D’E(- Bnlotshmf �D’E( hr LN,g]qc- Gnvdudq+ vd cdsdqlhmd sgd dw]bs
u]ktd ne �D’E( enq bxbkdr+ o]sgr+ fqhcr+ gxodqbtadr ]mc bnlokdsd ahm]qx
sqddr- Vd ]krn fhud ] oqnctbs bnmrsqtbshnm ]mc vd oqnud ] cdfqdd,a]rdc
antmc-

0 Hmsqnctbshnm

L]mx fq]og k]adkkhmf oqnakdlr g]ud addm rstchdc nudq sgd xd]qr+ rs]qshmf vhsg sgd
fq]bdetk k]adkkhmfr hmsqnctbdc ax Onr]- F]kkh]m#r cxm]lhb rtqudx W2“ hr ]m dwbdk,
kdms rs]qshmf onhms enq sghr ]qd] ne qdrd]qbg- Vd ]rrtld rs]mc]qc fq]og,sgdnqdshb
sdqlhmnknfx sgqntfgnts sghr o]odq+ d-f-+ ]r cdffmdc hm W0“-

Jds E ad ] fq]og g]uhmf udqsdw rds T + vgdqd }T } ; m- Jds ℓ’t. u( cdmnsd sgd
chrs]mbd adsvddm ]mx svn udqshbdr t ]mc u hm E- Hs hr d]rx sn nardqud sg]s E g]r ]
g]lhksnmh]m o]sg he ]mc nmkx he sgdqd hr ] k]adkkhmf ne sgd udqshbdr vhsg sgd hmsdfdqr
0. ε ε ε . m rtbg sg]s ℓ’d. d ) 0( ; 0 enq 0 ≡ d ≡ m † 0- Gdqd vd bnmrhcdq ] k]adkkhmf
oqnakdl lnshu]sdc ax sgd qdpthqdldms sg]s bnmrdbtshudkx k]adkkdc udqshbdr rgntkc ad
e]q ]o]qs- Sgtr vd cdffmd ] j,chrodqrdc iWadiihmf sn ad ] k]adkkhmf ne sgd udqshbdr ne

� V-I- LWpshm#r pdrdWpbg hr rtoonpsdc aw MRE CLR ;vWpc �07.7265-
∗ C-P- Rshmrnm#r pdrdWpbg hr rtoonpsdc aw MRDPB chrbnudpw fpWms PFOGM,.2771-
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Ehftqd 09 ? 3,chrodqrdc k]adkkhmf ne H1�6

E ax sgd hmsdfdqr 0. ε ε ε . m rtbg sg]s ℓ’d. d ) 0( ≤ j enq 0 ≡ d ≡ m † 0- Dpthu]kdmskx+
enq ] fq]og E ; ’T. D( vhsg }T } ; m+ vd bntkc cdffmd ] j,chrodqrdc k]adkkhmf sn ad ]
ahidbshnm κ 9 ⌋0. ε ε ε . m{ ≥ T rtbg sg]s ℓ’κ’d(.κ’d) 0(( ≤ j enq 0 ≡ d ≡ m† 0-
?ksgntfg hs hr mns ] l]hm snohb ne sghr o]odq+ vd bntkc ]krn bnmrhcdq ] [bhqbtk]qffi

u]qh]ms ne sgd ]anud cdffmhshnm- Vd cdffmd ] j,bhqbtiWq,chrodqrdc iWadiihmf sn ad ]
j,chrodqrdc k]adkkhmf sg]s r]shrffdr sgd ]cchshnm]k oqnodqsx sg]s ℓ’m. 0( ≤ j- Dpthu],
kdmskx+ ] j,bhqbtk]q,chrodqrdc k]adkkhmf bntkc ad cdffmdc sn ad ] ahidbshnm κ 9 �m ≥ T
rtbg sg]s ℓ’κ’d(.κ’d) 0(( ≤ j enq / ≡ d ≡ m† 0 ’hm sghr cdffmhshnm+ enq bnmudmhdmbd+
sgd udqshbdr ]qd k]adkkdc vhsg sgd dkdldmsr ne �m(-

?r ]m dw]lokd+ vd oqdrdms ] 3,chrodqrdc k]adkkhmf ne sgd 1 · 6 fqhc fq]og hm
Ehftqd 0 ’sghr fq]og hr cdmnsdc ]r H1�6(- Sghr k]adkkhmf hr ]krn ] 3,bhqbtk]q,chrodqrdc
k]adkkhmf+ adb]trd ℓ’03. 0( ; 3-

Vd mnsd sg]s lnrs ne sgd k]adkkhmf oqnakdlr chrbtrrdc hm W2“ cn mns hmunkud chr,
s]mbdr adsvddm sgd udqshbdr hm ] fq]og- Nmd dwbdoshnm hr sgd oqnakdl ne qWchn iW,
adiihmfr W2+ |6-3“-
Jds �D’E( cdmnsd sgd l]whltl u]ktd ne j rtbg sg]s E g]r ] j,chrodqrdc k]adkkhmf

]mc kds �D⃝’E( cdmnsd sgd l]whltl u]ktd ne j rtbg sg]s E g]r ] j,bhqbtk]q,chrodqrdc
k]adkkhmf- He E hr ] ffmhsd+ bnmmdbsdc fq]og+ sgdm �D’E( ]mc �D⃝’E( ]qd ansg vdkk,
cdffmdc onrhshud hmsdfdqr- He E hr mns bnmmdbsdc+ sgdm hs hr onrrhakd sg]s �D⃝’E( ;→-
Enq sgd qdrs ne sgd o]odq+ E ]kv]xr qdedqr sn ] ffmhsd+ bnmmdbsdc fq]og- Gdqd ]qd

svn d]rx oqdkhlhm]qx kdll]r sg]s vd rs]sd vhsgnts oqnne-

IdllT 0-0- Ge G hr W roWmmhmf rtafqWog ne E �nasWhmdc ax qdlnuhmf dcfdr ats mn
udqshbdr() sgdm �D’G( ≤ �D’E( Wmc �D⃝’G( ≤ �D⃝’E(-

IdllT 0-1- �D⃝’E( ≡ �D’E(-

Ntq ffqrs qd]k qdrtks qdk]sdr sgd u]ktdr �D’E( sn sgd chrs]mbd j fq]og ne E- Sgd
chrsWmbd j fqWog ne E+ cdmnsdc Ej+ hr sgd fq]og hm vghbg svn udqshbdr w ]mc x ]qd
inhmdc ax ]m dcfd he ℓ’w. x( ; j- Bkd]qkx E0 ; E- Cdmnsd E�

j|0 ; E0 Q � � � Q Ej|0
]mc kds Gj’E( ; ’E�

j|0(
ℓ+ sgd bnlokdldms ne fq]og E�

j|0- Rn svn udqshbdr ne Gj’E(
]qd ]ci]bdms he sgd chrs]mbd adsvddm sgdl ’hm E( hr ]s kd]rs j-

Rgdnqdl 0-2- Enq W fqWog E) �D’E( ≤ j he Wmc nmix he Gj’E( bnmsWhmr W gWlhi,
snmhWm oWsg- Etqsgdq) �D⃝’E( ≤ j he Wmc nmix he Gj’E( bnmsWhmr W gWlhisnmhWm
bxbid-

Oqnne- Rtoonrd sg]s E hr ] fq]og nm m udqshbdr- Rtoonrd E g]r ] j,chrodqrdc k],
adkkhmf+ r]x �+ ]mc cdffmd N ; ’0. ε ε ε . m(- Enq ]mx d+ 0 ≡ d ≡ m † 0+ hs gnkcr sg]s
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ℓ’d. d ) 0( ≤ j ’adb]trd � hr ] j,chrodqrdc k]adkkhmf( ]mc gdmbd ⌋d. d ) 0{ hr ]m dcfd
ne Gj’E(- Hs enkknvr sg]s N hr ] g]lhksnmh]m o]sg hm Gj’E(-

Sgd oqnne ne sgd bnmudqrd qdrtks hr rhlhk]q+ ]r hr sgd oqnne ne sgd bnqqdronmchmf
qdrtks enq �D⃝’E(-

BnqnkkTqx 0-3- Anlotshmf �D’E( hr LN,gWqc-

Oqnne- Rtoonrd sg]s ̸ hr ]m nq]bkd sg]s bnlotsdr �D’E( hm onkxmnlh]k shld- Vd
b]m trd ̸ sn rnkud sgd LN,bnlokdsd gWlhisnmhWm oWsg oqnakdl ]r enkknvr- Fhudm
] fq]og E+ qtm ̸ nm Eℓ- Nardqud sg]s G1’Eℓ( ; E- Rn ̸’Eℓ( ≤ 1 he ]mc nmkx he E
g]r ] g]lhksnmh]m o]sg-

Sgd qdrs ne sgd o]odq hr nqf]mhydc ]r enkknvr- Hm Rdbshnm 1+ vd cdsdqlhmd sgd
dw]bs u]ktd ne �D’E( enq bxbkdr+ o]sgr+ fqhcr+ gxodqbtadr ]mc bnlokdsd ahm]qx sqddr-
Enq sgdrd bk]rrdr ne fq]ogr+ �D’E( ; n’E( nq n’E( † 0+ vgdqd n’E( hr sgd q]chtr ne
sgd fq]og E- Hm Rdbshnm 2+ vd fhud ] oqnctbs bnmrsqtbshnm ]mc+ trhmf sghr+ vd rgnv
sg]s �D⃝’E�G( ≤ �D⃝’E( ) �D⃝’G(+ oqnuhcdc sg]s sgd mtladqr ne udqshbdr hm E
]mc G hr qdk]shudkx oqhld-0 Hm Rdbshnm 3+ vd oqnud ] cdfqdd,a]rdc knvdq antmc nm
�D’E(- Ehm]kkx+ hm Rdbshnm 4+ vd khrs rnld ]cchshnm]k ptdrshnmr-

1 Bnlotshmf �D’E( enq rnld bkTrrdr ne fqTogr

Vd ffqrs bnmrhcdq bxbkdr+ enq vghbg sgd u]ktdr �D’E( b]m d]rhkx ad cdsdqlhmdc-

Rgdnqdl 1-0- Jds Bm cdmnsd W bxbid ne idmfsg m- Sgdm �D’Bm( ; ’m† 0(<1 he m hr
ncc) Wmc �D’Bm( ; ’m† 1(<1 he m hr dudm-

Oqnne- Sgd l]whltl chrs]mbd adsvddm svn udqshbdr ne Bm hr m<1 he m hr dudm ]mc
’m † 0(<1 he m hr ncc-
Ehqrs+ rtoonrd sg]s m hr ncc ]mc kds j ; ’m † 0(<1ε Sgd fq]og Gj ; Gj’Bm( hr

] rhmfkd ’g]lhksnmh]m( bxbkd ne kdmfsg m+ rn �D’Bm( ≤ j enkknvr eqnl Sgdnqdl 0-2-
?krn+ Gj)0’Bm( hr sgd dlosx fq]og+ rn �D’Bm( ≡ j-

Mdws+ rtoonrd sg]s m hr dudm ]mc kds j ; m<1ε Gj bnmrhrsr ne j chrinhms dcfdr+ rn
Gj hr mns g]lhksnmh]m ]mc sgdqdenqd �D’Bm( ≡ j † 0- Vd mnv rstcx sgd rsqtbstqd
ne sgd fq]og Gj|0 ; Gj|0’Bm(+ vghbg hr ] btahb fq]og- Vd bnmrhcdq svn rtab]rdr-

Ehqrs+ rtoonrd m • / lnc 3- Gdqd+ sgd dcfdr hm Gj|0 sg]s ]qd mns hm Gj enql ]
g]lhksnmh]m bxbkd+ rn vd ]qd cnmd- He m • 1 lnc 3+ sgdm Gj|0 hr ] oqhrl: sgd dcfdr hm
Gj|0 sg]s ]qd mns hm Gj enql svn chrinhms bxbkdr ne kdmfsg m<1- Hs hr ]m d]rx dwdqbhrd
sn udqhex sg]s sgd oqhrl bnms]hmr ] g]lhksnmh]m o]sg- Sgtr �D’Bm( ≤ j † 0 vgdm m
hr dudm+ ]mc sgd oqnne hr bnlokdsd-

Sgd dbbdmsqhbhsx ne ] udqsdw u hr sgd pt]mshsx α’u( ; l]w⌋ℓ’u. t( 9 t ∞ T {- Sgd
qWchtr ne ] fq]og E+ cdmnsdc n’E(+ hr sgd lhmhltl dbbdmsqhbhsx ne ]mx udqsdw+ h-d-+
n’E( ; lhm⌋α’u( 9 u ∞ T {-

�Sgd �CpsdreCi opnctas) ��G ) ne fpWogr � Wmc G hr cdymdc hm Rdbshnm 2-
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Vd vhkk qdpthqd rnld ]cchshnm]k qdk]sdc cdffmhshnmr enq k]sdq trd- ? udqsdw u ∞ T
hr tmhptdix dbbdmsqhb he sgdqd hr ] tmhptd udqsdw t rtbg sg]s ℓ’t. u( ; α’u(- ? udqsdw
u ∞ T hr ] bdmsqWi udqsdw he α’u( ; n’E(-

Rgdnqdl 1-1- Enq W fqWog E) �D’E( ≡ n’E(-

Oqnne- Rtoonrd sg]s E g]r ] j,chrodqrdc k]adkkhmf- Jds t ad ] udqsdw rtbg sg]s
α’t( ; n’E(- He t g]r k]adk d , m+ sgdm kds u ad sgd udqsdw sg]s hr k]adkkdc d ) 0:
he t hr k]adkkdc vhsg m+ sgdm kds u ad sgd udqsdw sg]s hr k]adkkdc d † 0- Vd ltrs
g]ud ℓ’t. u( ≤ j rhmbd sgd k]adkkhmf hr j,chrodqrdc- Gnvdudq+ ℓ’t. u( ≡ α’t( ; n’E(-
S]jhmf j ; �D’E(+ hs enkknvr sg]s �D’E( ≡ n’E(-

Vd bnlotsdc �D’Bm( enq ]kk bxbkdr Bm hm Sgdnqdl 1-0- Hs hr d]rx sn udqhex sg]s
n’Bm( ; m<1 he m hr dudm ]mc n’Bm( ; ’m† 0(<1 he m hr ncc- Gdmbd+ �D’Bm( ; n’Bm(
he m hr ncc ]mc �D’Bm( ; n’Bm(† 0 he m hr dudm-

1-0 LTsgr

? rhlokd bk]rr ne fq]ogr sn bnmrhcdq ]qd sgd o]sgr- Jds Nk cdmnsd sgd o]sg g]uhmf
k dcfdr ]mc k) 0 udqshbdr- Hs hr d]rx sn bgdbj sg]s sgd q]chtr ne ] o]sg hr fhudm ax
sgd enkknvhmf enqltk]9

n’Nk( ;

]
k
1 he k hr dudm
k)0
1 he k hr ncc-

Rgdnqdl 1-2- �D’Nk( ; n’Nk( enq Wmx oWsg Nk-

Oqnne- Sgd udqshbdr ne sgd o]sg Nk vhkk ad k]adkkdc vhsg sgd hmsdfdqr 0. ε ε ε . k ) 0-
Ehqrs+ rtoonrd k hr dudm- ?m k

1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne Nk hr ]r enkknvr9

1 3 � � � k 0 2 � � � k) 0ε

Enq ncc k+ ]m k)0
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf hr ]r enkknvr9

1 3 � � � k) 0 0 2 � � � kε

1-1 Fqhcr

?r ]mnsgdq+ lnqd bnlokhb]sdc bk]rr ne fq]ogr+ vd bnmrhcdq sgd k·m fqhc fq]ogr ’nq
k]sshbd fq]ogr(+ vghbg vd cdmnsd ax Hk�m- Sgd fq]og H3�5 hr cdohbsdc hm Ehftqd 1-
Sgd enkknvhmf kdll] vhkk ad trdetk-

IdllT 1-3- Rtoonrd W fqWog E bnmsWhmr sgqdd bdmsqWi udqshbdr) dWbg ne vghbg hr
tmhptdix dbbdmsqhb- Sgdm �D’E( ≡ n’E(† 0-
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u t
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x y

Ehftqd 19 Sgd fq]og H3�5

Oqnne- Rtoonrd sg]s E bnms]hmr m udqshbdr sg]s ]qd k]adkkdc 0. ε ε ε . m- Etqsgdq+ rto,
onrd sg]s �D’E( ; n’E(- ?s kd]rs nmd ne sgd sgqdd gxonsgdrhydc bdmsq]k udqshbdr
ltrs qdbdhud ] k]adk d+ vgdqd 1 ≡ d ≡ m† 0- Bnmrhcdq sgd udqshbdr k]adkkdc d† 0 ]mc
d ) 0- Rhmbd sgd udqsdw k]adkkdc d hr tmhptdkx dbbdmsqhb+ dhsgdq ℓ’d † 0. d( , n’E( nq
ℓ’d. d) 0( , n’E(- Sghr bnmsq]chbsr sgd ]rrtloshnm sg]s �D’E( ; n’E(-

DwTlokd 1-0- Sgd fq]og H3�5+ g]r q]chtr n’H3�5( ; 4 ]mc sgdqd ]qd entq bdmsq]k
udqshbdr+ m]ldkx sgd udqshbdr r. s. t ]mc u hcdmshffdc hm Ehftqd 1- D]bg ne sgdrd entq
bdmsq]k udqshbdr hr tmhptdkx dbbdmsqhb9 ℓ’r. v( ; 4+ ℓ’t. w( ; 4+ ℓ’u. x( ; 4 ]mc
ℓ’s. y( ; 4- ’Sn hkktrsq]sd+ udqsdw v hr sgd nmkx udqsdw sg]s hr chrs]mbd ffud eqnl
udqsdw r- ? o]sg ne kdmfsg ffud eqnl r sn v hr hmchb]sdc ax sgd ak]bjdmdc udqshbdr hm
Ehftqd 1-( Sgdqdenqd+ eqnl Jdll] 1-3+ hs enkknvr sg]s �D’H3�5( ≡ 3- Vd vhkk oqnud
] ahs k]sdq sg]s �D’H3�5( ; 3-

Lnqd fdmdq]kkx+ vd g]ud sgd enkknvhmf toodq antmc-

Rgdnqdl 1-4- Rtoonrd k Wmc m Wqd ansg dudm- Sgdm �D’Hk�m( ≡ ’k ) m(<1† 0-

Oqnne- Vgdm k ]mc m ]qd dudm+ hs hr d]rx sn rdd sg]s n’Hk�m( ; ’k ) m(<1 ]mc sghr
fq]og g]r entq bdmsq]k udqshbdr+ d]bg ne vghbg hr tmhptdkx dbbdmsqhb- ?ookx Jdll]
1-3-

Enq nsgdq u]ktdr ne k ]mc m+ vd g]ud sgd enkknvhmf rhlokd qdrtksr+ vghbg vd rs]sd
vhsgnts oqnne-

IdllT 1-5-

0- Rtoonrd k Wmc m Wqd ansg ncc- Sgdm n’Hk�m( ; ’k ) m(<1 † 0 Wmc Hk�m gWr
nmd bdmsqWi udqsdw) vghbg hr mns tmhptdix dbbdmsqhb-

1- Rtoonrd k)m hr ncc- Sgdm n’Hk�m( ; ’k)m† 0(<1 Wmc Hk�m gWr svn bdmsqWi
udqshbdr) mdhsgdq ne vghbg hr tmhptdix dbbdmsqhb-
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Ehftqd 29 ? 3,chrodqrdc k]adkkhmf ne H1�7

Sgtr Jdll] 1-3 b]mmns ad ]ookhdc hm sgdrd b]rdr+ rn vd b]mmns qtkd nts sgd
onrrhahkhsx sg]s �D’Hk�m( ; n’Hk�m( he ]s kd]rs nmd ne k ]mc m hr ncc- Hm e]bs+ vd
vhkk oqnud hm sghr rdbshnm sg]s �D’Hk�m( ; n’Hk�m( he ]s kd]rs nmd ne k ]mc m hr ncc:
]mc �D’Hk�m( ; n’Hk�m(† 0 he k ]mc m ]qd ansg dudm-

Ehqrs+ vd rnkud sgd b]rd ne 1· m fqhcr-

Rgdnqdl 1-6- �D’H1�m( ; n’H1�m( ; ’m) 0(<1 enq Wii ncc m ≤ 2ε

Oqnne- Sgd ffqrs qnv ne H1�m hr k]adkkdc 1. 3. ε ε ε . 1m ]mc sgd rdbnmc qnv hr k]adkkdc
m ) 1. m) 3. ε ε ε . 1m† 0. 0. 2. ε ε ε . m-

Rgdnqdl 1-7- �D’H1�m( ; n’H1�m(† 0 ; m<1 enq Wii dudm m ≤ 3ε

Oqnne- Sgd ffqrs qnv ne H1�m hr k]adkkdc 1. 3. ε ε ε . 1m ]mc sgd rdbnmc qnv hr k]adkkdc
m ) 2. m) 4. ε ε ε . 1m† 0. 0. 2. ε ε ε . m) 0-

Rdd Ehftqdr 0 ]mc 2 enq hkktrsq]shnmr ne sgd bnmrsqtbshnmr hm Sgdnqdlr 1-6 ]mc 1-7+
qdrodbshudkx-

Rtoonrd k ≤ 3 hr dudm- Vd b]m bnmrsqtbs noshl]k k]adkkhmfr ne k· m fqhcr eqnl
noshl]k k]adkkhmfr ne 1· m fqhcr qdbtqrhudkx-

Rgdnqdl 1-8- Rtoonrd k ≤ 1 hr dudm- Sgdm

�D’Hk�m( ;

]
k)m|1
1 he m hr dudm

k)m|0
1 he m hr ncc-

Oqnne- Enq ncc m+ vd rs]qs vhsg sgd m)0
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne H1�m bnmrsqtbsdc hm

Sgdnqdl 1-6: enq dudm m+ vd rs]qs vhsg sgd m
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne H1�m bnmrsqtbsdc

hm Sgdnqdl 1-7- Jds sgd ffqrs qnv ne nmd ne sgdrd noshl]k k]adkkhmfr ad cdmnsdc >
]mc kds sgd rdbnmc qnv ad cdmnsdc A- Enq ]m hmsdfdq d+ kds >) d ’A) d+ qdro-( cdmnsd
> ’A+ qdro( vhsg d ]ccdc sn dudqx k]adk- Sgdm bnmrsqtbs sgd k]adkkhmf ne Hk�m g]uhmf
sgd k qnvr hmchb]sdc hm Ehftqd 3-

Rdd Ehftqd 4 enq ]m hkktrsq]shnm ne sgd bnmrsqtbshnm vgdm k ; 3 ]mc m ; 6-

A]rhb]kkx+ vd g]ud hmsdqkd]udc k<1 hrnlnqoghb bnohdr ne sgd k]adkkhmf ne H1�m- Enq
0 ≡ j ≡ k

1 + qnvr j ]mc
k
1 ) j bnloqhrd ] bnox ne ne sgd k]adkkhmf ne H1�m sg]s trd

sgd k]adkr ⌋1’j † 0(m ) 0. ε ε ε . 1jm{- Sghr k]adkkhmf ]ccr 1’j † 0(m sn d]bg k]adk hm
sgd [nqhfhm]kffi k]adkkhmf ne H1�m- Mnsd ]krn sg]s sgd svn qnvr hm d]bg bnox ne H1�m ]qd
rdo]q]sdc ax k

1 † 0 nsgdq qnvr-
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qnv 0 >
qnv 1 >) 1m

---
qnv k

1 > ) ’k† 1(m
qnv k

1 ) 0 A
qnv k

1 ) 1 A ) 1m
---

qnv k A ) ’k† 1(m

Ehftqd 39 Hmsdqkd]udc k]adkkhmfr ne H1�m

Hs hr mns g]qc sn oqnud sg]s sgd qdrtks hr ]m k)m|1
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne Hk�m vgdm

m hr dudm+ ]mc ]m k)m|0
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne Hk�m vgdm m hr ncc- Sgd hmsdqkd]uhmf

hmbqd]rdr sgd chrs]mbdr adsvddm bnmrdbtshudkx k]adkkdc udqshbdr vhsghm ] o]qshbtk]q
bnox ne sgd H1�m ax k<1 † 0- ’Sghr hr adb]trd+ enq ]mx svn bnmrdbtshudkx k]adkkdc
udqshbdr+ nmd hr hm ]m >)1jm ’enq rnld j( ]mc sgd nsgdq hr hm A)1jm+ rn sgd udqshb]k
chrs]mbd adsvddm sgdl g]r hmbqd]rdc eqnl nmd ’hm sgd nqhfhm]k H1�m( sn k<1-( Hm
sgd b]rd ne dudm m+ sgd lhmhltl chrs]mbd ne m<1 hr hmbqd]rdc sn m<1 )k<1 † 0 ;
’k)m†1(<1+ ]r cdrhqdc- Enq ncc m+ sgd lhmhltl chrs]mbd ne ’m)0(<1 hr hmbqd]rdc
sn ’m) 0(<1 )k<1† 0 ; ’k) m † 0(<1+ ]r cdrhqdc-
Hs hr ]krn mdbdrr]qx sn bnmrhcdq sgd chrs]mbd adsvddm sgd [k]rs udqsdwffi ’h-d-+ sgd

udqsdw vhsg sgd k]qfdrs k]adk( hm nmd bnox ne H1�m ]mc sgd [ffqrsffi udqsdw ’h-d-+ sgd
udqsdw vhsg sgd rl]kkdrs k]adk( hm sgd mdws bnox- Sgd ffqrs udqsdw hm ] bnox ne ne H1�m
hr sgd lhcckd dkdldms ’vgdm m hr ncc( nq sgd kdeslnrs ne sgd svn lhcckd dkdldmsr
’vgdm m hr dudm( ne qnv bnms]hmhmf A ) 1jm+ h-d-+ qnv k

1 ) j- Sgd k]rs udqsdw hr sgd
qhfgslnrs udqsdw hm sgd qnv bnms]hmhmf > ) 1’j † 0(m+ h-d-+ qnv j † 0- Sgd chrs]mbd
adsvddm sgdrd svn udqshbdr hm sgd k]adkkhmf ne H1�m hr ’m ) 0(<1 vgdm m hr ncc+ ]mc
’m)1(<1 vgdm m hr dudm- Sgd hmsdqkd]uhmf bg]mfdr sgd udqshb]k chrs]mbd adsvddm sgd
svn udqshbdr eqnl 0 sn k<1 ) j † ’j † 0( ; k<1 ) 0- Sgd qdrtks hr sg]s sgd chrs]mbd
hmbqd]rdr ax k<1+ vghbg hr lnqd sg]m vg]s hr qdpthqdc hm sgd qdrtkshmf k]adkkhmf ne
Hk�m-

Vd mnv rstcx Hk�m enq ncc k- Vd b]m ]krn ]rrtld sg]s m hr ncc+ adb]trd sgd
b]rd ne ncc k ]mc dudm m hr dpthu]kdms sn sgd b]rd vgdqd k hr dudm ]mc m hr ncc+
]mc sghr hr bnudqdc ax Sgdnqdl 1-8- Vd adfhm vhsg k ; 2-

Rgdnqdl 1-0.- �D’H2�m( ; n’H2�m( ; ’m) 0(<1 enq Wii ncc m ≤ 2-

Oqnne- Hs rtflbdr sn oqdrdms ]m m)0
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne H2�m vgdm m hr ncc-

Ehqrs+ rtoonrd sg]s m ∈• / lnc 2- Sn ]unhc btladqrnld k]mft]fd+ vd qdedq sn sgd
udqsdw k]adkkdc i ]r [udqsdw i+ffi dsb- Udqsdw 0 hr hm sgd anssnl kdes bnqmdq ne sgd fqhc-
Sn fds eqnl udqsdw i sn udqsdw i ) 0+ vd oqnbddc ’m† 0(<1 udqshbdr sn sgd qhfgs ]mc
nmd qnv to+ vq]oohmf ]qntmc he mdbdrr]qx- Rn sgd chrs]mbd eqnl udqsdw i sn udqsdw
i ) 0 hr ]s kd]rs ’m † 0(<1 ) 0 ; ’m ) 0(<1- ’Nardqud sg]s vq]oohmf ]qntmc ] qnv
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Ehftqd 49 ? 3,chrodqrdc k]adkkhmf ne H3�6

]mc.nq bnktlm b]mmns cdbqd]rd sgd chrs]mbd adsvddm sgd svn udqshbdr- He udqsdw i)0
hr hm ] rl]kkdq bnktlm sg]m udqsdw i+ ctd sn vq]oohmf+ sgdm sgd gnqhynms]k chrs]mbd
adsvddm udqshbdr i ]mc i ) 0 hr ’m ) 0(<1 hmrsd]c ne ’m † 0(<1- He udqsdw i hr hm sgd
sno qnv+ sgdm udqsdw i ) 0 hr hm sgd anssnl qnv ]mc sgd udqshb]k chrs]mbd adsvddm
sgdrd svn udqshbdr hr svn hmrsd]c ne nmd-(

Rdd Ehftqd 5 enq sgd k]adkkhmf nas]hmdc vgdm m ; 4-

Vd mddc sn udqhex sg]s ]kk 2m udqshbdr ]qd k]adkkdc dw]bskx nmbd- Rtoonrd sg]s
udqshbdr i ]mc i → ]qd hcdmshb]k- Sgdm i • i → lnc 2 ]mc ’m†0(i<1 • ’m†0(i →<1 lnc m-
Rhmbd fbc’’m † 0(<1. m( ; 0+ sgd rdbnmc bnmfqtdmbd adbnldr i • i → lnc m- Rhmbd
fbc’m. 2( ; 0+ sgd svn bnmfqtdmbdr hlokx sg]s i • i → lnc 2m-

Hs qdl]hmr sn bnmrhcdq sgd b]rdr vgdqd m • / lnc 2- He vd enkknv sgd oqnbdctqd
cdrbqhadc ]anud+ udqshbdr 0 ]mc m) 0 vhkk ad hcdmshb]k ’]r vhkk u]qhntr nsgdq o]hqr ne
udqshbdr(- Sgd enkknvhmf lnchffb]shnm vhkk qdbshex sghr oqnakdl-

0- Udqsdw 0 hr hm sgd anssnl kdes bnqmdq ne sgd fqhc- J]adk udqshbdr 1. ε ε ε . m ]r
adenqd9 sn fds eqnl udqsdw i sn udqsdw i ) 0+ oqnbddc ’m † 0(<1 udqshbdr sn sgd
qhfgs ]mc nmd qnv to+ vq]oohmf ]qntmc he mdbdrr]qx-

1- Enq m) 0 ≡ i ≡ 2m+ udqsdw i hr hlldch]sdkx sn sgd qhfgs ne sgd udqsdw k]adkkdc
i † m ’vq]oohmf ]qntmc he mdbdrr]qx(-

Rdd Ehftqd 6 enq sgd k]adkkhmf nas]hmdc vgdm m ; 8-

Lnrs ne sgd udqhffb]shnmr ]qd sgd r]ld ]r adenqd- Gnvdudq+ ]r rodbh]k b]rdr+ vd
mddc sn bgdbj sgd chrs]mbd adsvddm udqshbdr m ]mc m ) 0+ ]mc sgd chrs]mbd adsvddm
udqshbdr 1m ]mc 1m)0- Hm ansg ne sgdrd b]rdr+ sgdx ]qd ’m† 0(<1 bnktlmr ]o]qs ]mc
svn qnvr ]o]qs+ rn sgd chrs]mbd adsvddm sgdl hr ’m† 0(<1 ) 1 ; ’m ) 2(<1-

Rgdnqdl 1-00- �D’Hk�m( ; n’Hk�m( ; ’m)k(<1† 0 enq Wii ncc k.m ≤ 2-

Oqnne- Hm uhdv ne Sgdnqdl 1-0/+ vd b]m ]rrtld sg]s k ≤ 4- Cdmnsd k ; 2 ) 1s:
sgdm s ; ’k† 2(<1 ]mc s ≤ 0-
Vd vhkk trd sgd ’m ) 0(<1,chrodqrdc k]adkkhmf ne H1�m fhudm hm sgd oqnne ne Sgdn,

qdl 1-8- Jds > ad sgd sno qnv ]mc kds A ad sgd anssnl qnv hm sghr k]adkkhmf-
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Ehftqd 59 ? 2,chrodqrdc k]adkkhmf ne H2�4
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Ehftqd 69 ? 4,chrodqrdc k]adkkhmf ne H2�8

Vd ]krn trd ] lnchffb]shnm ne sgd ’m)0(<1,chrodqrdc k]adkkhmf ne H2�m bnmrsqtbsdc
hm Sgdnqdl 1-0/+ vgdqd vd ax qdok]bd dudqx k]adk i ax 2m)0† i- Sgd udqsdw hm sgd
anssnl kdes bnqmdq nqhfhm]kkx g]c sgd k]adk 0- Sgdqdenqd+ hm sgd lnchffdc ’m ) 0(<1,
chrodqrdc k]adkkhmf+ sgd udqsdw hm sgd anssnl kdes bnqmdq g]r sgd k]adk 2m- Cdmnsd sgd
qnvr ne sgd lnchydc ’m ) 0(<1,chrodqrdc k]adkkhmf ax B ’sno qnv(+ C ’lhcckd qnv(
]mc D ’anssnl qnv(-

Sgdm bnmrsqtbs sgd k]adkkhmf ne Hk�m g]uhmf sgd k ; 1s ) 2 qnvr hmchb]sdc hm
Ehftqd 7- Hm sghr k]adkkhmf ne Hk�m+ sgd sno qnv hr D ]mc sgd anssnl qnv hr B ’sg]s
hr+ sgd anssnl qnv ne sgd lnchffdc k]adkkhmf ne H2�m hr trdc ]r sgd sno qnv ne sgd
k]adkkhmf ne Hk�m+ dsb-(-

Rdd Ehftqd 8 enq ]m hkktrsq]shnm ne sgd bnmrsqtbshnm vgdm k ; 4 ]mc m ; 4- Vd
fhud ] ahs lnqd cds]hk qdf]qchmf sgd sno qnv hm Ehftqd 8- Sgd anssnl qnv ne Ehftqd
5+ m]ldkx+ 0 3 6 0/ 02+ hr qdk]adkkdc ]r 04 01 8 5 2- Sghr adbnldr sgd sno qnv ne
Ehftqd 8-

Vd ]qd hmsdqkd]uhmf ]m m)0
1 ,chrodqrdc k]adkkhmf ne H2�m vhsg s bnohdr ne ]m

m)0
1 ,

chrodqrdc k]adkkhmf ne H1�m- Vd mddc sn oqnud sg]s sgd chrs]mbd adsvddm bnmrdbtshudkx
k]adkkdc udqshbdr ’r]x i ]mc i ) 0( hr ]s kd]rs ’k ) m † 1(<1- Sgd oqnne m]stq]kkx
chuhcdr hmsn ] mtladq ne b]rdr9

bTrd 0 Udqshbdr i ]mc i ) 0 ]qd ansg hm sgd r]ld bnox ne H1�m-

bTrd 1 Udqsdw i hr sgd k]rs ’h-d-+ ghfgdrs,mtladqdc( udqsdw hm nmd bnox ne H1�m ]mc
udqsdw i ) 0 hr sgd ffqrs ’h-d-+ knvdrs,mtladqdc( udqsdw hm sgd mdws bnox ne H1�m-

bTrd 2 Udqshbdr i ]mc i ) 0 ]qd ansg hm sgd H2�m-

bTrd 3 Udqsdw i hr sgd k]rs udqsdw hm sgd H2�m ]mc udqsdw i ) 0 hr sgd ffqrs udqsdw hm
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qnv 0 D
qnv 1 >) 2m
qnv 2 >) 4m

---
qnv s ) 0 >) ’1s) 0(m
qnv s ) 1 C
qnv s ) 2 A ) 2m
qnv s ) 3 A ) 4m

---
qnv 1s) 1 A ) ’1s) 0(m
qnv 1s) 2 B

Ehftqd 79 Hmsdqkd]udc k]adkkhmfr ne H1�m ]mc H2�m

sgd ffqrs bnox ne H1�m ’h-d-+ i ; 2m(-

B]rd 0 hr rhlhk]q sn sgd ]m]knfntr b]rd hm sgd oqnne ne Sgdnqdl 1-8- Sgd svn qnvr
ne nmd bnox ne ] k]adkkhmf ne H1�m ]qd rdo]q]sdc ax s ]cchshnm]k qnvr hm sgd k]adkkhmf
ne sgd Hk�m- Hs enkknvr sg]s sgd chrs]mbd adsvddm udqshbdr i ]mc i ) 0 hm Hk�m hr s
k]qfdq sg]m sgd chrs]mbd hm H1�m- Rn sgd chrs]mbd hr ]s kd]rs

m) 0

1
) s ;

m ) 0 )k† 2
1

;
k) m † 1

1
ε

B]rd 1 hr ]krn rhlhk]q sn sgd ]m]knfntr b]rd hm sgd oqnne ne Sgdnqdl 1-8-

Enq b]rd 2+ sgd chrs]mbd adsvddm udqshbdr i ]mc i)0 hm Hk�m hr ]s kd]rs s k]qfdq sg]m
sgd chrs]mbd hm sgd k]adkkhmf ne sgd H2�m+ rhmbd sgd svn qdkdu]ms qnvr ]qd rdo]q]sdc ax
]s kd]rs s mdv qnvr- Sgdqdenqd+ ]r hm b]rd 0+ sgd chrs]mbd hr ]s kd]rs ’k) m † 1(<1-
Enq b]rd 3+ vd trd sgd e]bs sg]s udqsdw 2m hr hm qnv 0 ’sgd qnv cdrhfm]sdc ]r D(

]mc bnktlm 0+ ]mc udqsdw 2m) 0 hr hm qnv s) 2 ’sgd qnv cdrhfm]sdc ]r A ) 2m( ]mc
bnktlm ’m) 0(<1- Rn sgd chrs]mbd adsvddm sgdrd svn udqshbdr hr ]s kd]rs

m† 0
1

) s ) 1 ;
m† 0 )k† 2

1
) 1 ;

k) m

1
ε

Sghr bnlokdsdr sgd oqnne-

1-2 Gxodqbtadr

Sgd m,chldmrhnmWi gxodqbtad+ cdmnsdc Om+ hr ] fq]og g]uhmf udqsdw rds T ; ’�1(m-
Svn udqshbdr ]qd ]ci]bdms hm Om he sgdx chΠdq hm dw]bskx nmd bn,nqchm]sd- Enq u.v ∞
T + vgdqd v ; ’u0. ε ε ε . um( ]mc v ; ’v0. ε ε ε . vm(+ hs hr d]rx sn rdd sg]s

ℓ’u. v( ; }⌋d 9 uc ∈; vc{}ε

Gdqd ]qd rnld nsgdq d]rhkx udqhffdc oqnodqshdr ne Om-



U,I, L9OSDM 9MC C,O, RSDMRNM.9TRSO9J9R, I, BNLADM, 6 �0( �1/12() 0/8u014 008

4 1 03 00 7

04 01 8 5 2

0. 6 3 0 02

11 13 05 07 1.

06 08 10 12 14

Ehftqd 89 ? 3,chrodqrdc k]adkkhmf ne H4�4

IdllT 1-01- Jds u ∞ ’�1(m Wmc rtoonrd / ≡ d ≡ m- Sgdm sgdqd Wqd oqdbhrdix
∑

m
c

�

udqshbdr v rtbg sgWs ℓ’u.v( ; d hm sgd fqWog Om-

BnqnkkTqx 1-02- Enq Wmx hmsdfdq m ≤ 1) n’Om( ; m- Etqsgdq) dudqx udqsdw hr W
tmhptdix dbbdmsqhb bdmsqWi udqsdw-

Jdll] 1-3 ]mc Bnqnkk]qx 1-02 hlldch]sdkx hlokx sg]s �D’Om( ≡ m † 0 enq ]kk
m ≤ 1- Vd vhkk oqnud sg]s �D’Om( ≤ m†0 ax bnmrsqtbshmf ] rths]akd k]adkkhmf ne sgd
udqshbdr ne Om- Hs rtflbdr sn ffmc ] odqlts]shnm ne sgd m,stokdr hm T + r]x u0. ε ε ε .u1�+
rtbg sg]s ℓ’ui.ui)0( ≤ m† 0 enq 0 ≡ i ≡ 1m † 0- Hm sgd qdrtkshmf chrodqrdc k]adkkhmf+
udqsdw ui hr k]adkkdc i+ enq 0 ≡ i ≡ 1m-

Vd bnmrsqtbs sgd odqlts]shnmr qdbtqrhudkx- Hm nqcdq enq sgd qdbtqrhud bnmrsqtb,
shnm sn vnqj+ vd qdpthqd rnld ]cchshnm]k oqnodqshdr- Gdmbd+ enq d]bg m ≤ 1+ vd
vhkk bnmrsqtbs ] o]qshbtk]q odqlts]shnm ∆m ; ’u0. ε ε ε .u1�( r]shrexhmf sgd enkknvhmf
oqnodqshdr-

0- ℓ’ui .ui)0( ≤ m† 0 enq 0 ≡ i ≡ 1m † 0+

1- u0 ; ’/. ε ε ε . /(+

2- u1��+ ; ’0. ε ε ε . 0. /(+

3- u1��+)0 ; ’/. ε ε ε . /. 0(+

4- u1� ; ’0. ε ε ε . 0(-

Bnmrsqtbshnm 1-03- Vd cdrbqhad gnv sn bnmrsqtbs sgd odqlts]shnmr ∆m sg]s r]shrex
sgd ffud oqnodqshdr dmtldq]sdc ]anud- Sn adfhm+ vgdm m ; 1+ ∆1 hr sgd enkknvhmf
odqlts]shnm9

’/. /(. ’0. /(. ’/. 0(. ’0. 0(ε

Mnv vd bnmrsqtbs ∆m)0 eqnl ∆m- Enq mns]shnm]k bnmudmhdmbd+ vd cdmnsd ∆m ;
’u0. ε ε ε .u1�( ]mc ∆m)0 ; ’v0. ε ε ε .v1��+(-
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∗ Enq 0 ≡ i ≡ 1m|0+ cdffmd

vi ;

]
’ui. /( he i hr ncc

’ui. 0( he i hr dudmε

∗ Enq 1m|0 ) 0 ≡ i ≡ 1m+ cdffmd

vi ;

]
’ui. 0( he i hr ncc

’ui. /( he i hr dudmε

∗ Enq 1m ) 0 ≡ i ≡ 1m ) 1m|0+ cdffmd

vi ;

]
’ui|1� . 0( he i hr ncc

’ui|1� . /( he i hr dudmε

∗ Enq 1m ) 1m|0 ) 0 ≡ i ≡ 1m)0+ cdffmd

vi ;

]
’ui|1� . /( he i hr ncc

’ui|1� . 0( he i hr dudmε

DwTlokd 1-1- ∆2 hr sgd enkknvhmf odqlts]shnm9

’/. /. /(. ’0. /. 0(. ’/. 0. 0(. ’0. 0. /(. ’/. /. 0(. ’0. /. /(. ’/. 0. /(. ’0. 0. 0(ε

Rgdnqdl 1-04- Enq Wii m ≤ 1) �D’Om( ; m† 0-

Oqnne- Vd g]ud ]kqd]cx nardqudc sg]s �D’Om( ≡ m † 0+ rn hs rtflbdr sn oqnud sg]s
�D’Om( ≤ m†0- Sghr enkknvr ax rgnvhmf sg]s d]bg ne sgd odqlts]shnmr ∆m nas]hmdc
eqnl Bnmrsqtbshnm 1-03 r]shrffdr sgd oqnodqshdr 0z4 dmtldq]sdc ]anud+ vghbg vd oqnud
ax hmctbshnm nm m-

Ehqrs+ vd nardqud sg]s d]bg ∆m hr ] odqlts]shnm- Sghr hr adb]trd dudqx m,stokd
hm ∆m hr ]oodmcdc vhsg ansg ] / ]mc ] 0 hm sgd bnmrsqtbshnm ne ∆m)0-

Enq m ; 1+ sgd rs]sdc oqnodqshdr b]m ad udqhffdc d]rhkx- Mnv+ rtoonrd sg]s oqno,
dqshdr 0z4 gnkc enq ] o]qshbtk]q ∆m+ vgdqd m ≤ 1- Vd vhkk rgnv sg]s oqnodqshdr 0z4
gnkc enq ∆m)0- Vd trd sgd mns]shnm eqnl Bnmrsqtbshnm 1-03-

Vgdm i ∈; 1m+ vi ]mc vi)0 ]qd nas]hmdc eqnl svn bnmrdbtshud ui#r+ vghbg ]qd
]rrtldc sn g]ud chrs]mbd ]s kd]rs m † 0+ ax hmctbshnm- Hm lnrs b]rdr+ nmd ne vi

]mc vi)0 hr ]oodmcdc vhsg ] 0 ]mc sgd nsgdq hr ]oodmcdc vhsg ] /- Hm sgdrd b]rdr+
ℓ’vi .vi)0( ≤ m-

Sgd nmkx b]rdr vgdqd vi ]mc vi)0 ]qd ]oodmcdc vhsg sgd r]ld rxlank ]qd vgdm
i ; 1m|0. 1m nq 1m)1m|0- Vgdm i ; 1m|0 nq 1m)1m|0+ oqnodqshdr 2 ]mc 3 dmrtqd sg]s
vi ]mc vi)0 ]qd nas]hmdc eqnl svn bnmrdbtshud ui #r sg]s g]ud chrs]mbd m- Vgdm
i ; 1m+ vi ]mc vi)0 ]qd nas]hmdc eqnl u1� ]mc u0 ’qdro-(+ vghbg g]ud chrs]mbd m
ctd sn oqnodqshdr 1 ]mc 4- Gdmbd+ oqnodqsx 0 hr r]shrffdc enq ∆m)0-

Hs hr d]rx sn udqhex sg]s oqnodqshdr 1z4 gnkc enq ∆m)0+ rn sgd oqnne hr bnlokdsd-
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Ehftqd 0/9 ? 2,chrodqrdc k]adkkhmf ne sgd bnlokdsd ahm]qx sqdd ne cdosg sgqdd-

Vd mnsd sg]s sgdqd hr ]m ]ksdqm]shud ]ooqn]bg sg]s fhudr ]m d]rhdq oqnne ne Sgdn,
qdl 1-04 hm sgd b]rd vgdqd m hr dudm- Hs hr vdkk,jmnvm sg]s+ enq m dudm+ sgd chrs]mbd
m † 0 fq]og ne Om hr hrnlnqoghb sn Om ’rdd+ d-f-+ W1+ o- 154+ Odl]qj ’h(“(- Nmd rtbg
hrnlnqoghrl hr nas]hmdc ax fihoohmf sgd ahsr ne ]kk ncc,vdhfgs m,stokdr- Hs hr ]krn
vdkk,jmnvm sg]s Om g]r ] g]lhksnmh]m bxbkd: sgd ahmWqx qdfidbsdc fqWx bncd hr nmd dw,
]lokd ’rdd+ d-f-+ W3“(- Gdmbd hs hlldch]sdkx enkknvr sg]s �D⃝’Pm( ; �D’Om( ; m† 0
he m hr dudm- Mnsd sg]s sghr nardqu]shnm ]krn xhdkcr sgd u]ktdr ne �D⃝’Pm( enq dudm
u]ktdr ne m-

Sgd chrs]mbd m † 0 fq]og ne Om hr chrbnmmdbsdc he m hr ncc+ rn sghr o]qshbtk]q
]ooqn]bg vhkk mns vnqj-

1-3 Bnlokdsd AhmTqx Rqddr

Sgd q]chtr ne sgd bnlokdsd ahm]qx sqdd ne cdosg m hr m- Vd vhkk rgnv sg]s sgd
bnlokdsd ahm]qx sqdd ne cdosg m ]clhsr ]m m,chrodqrdc k]adkkhmf-

Jds Q g]ud udqsdw rds ⌋φ{Q⌋/. 0{Q� � �Q⌋/. 0{m vgdqd φ cdmnsdr sgd dlosx rsqhmf-
Vd g]ud ]m dcfd inhmhmf w sn x he nmd b]m ad nas]hmdc eqnl sgd nsgdq ax cdkdshmf
sgd qhfgslnrs ahs- Jds }w} cdmnsd sgd kdmfsg ne sgd ahm]qx rsqhmf w- ? 2,chrodqrdc
k]adkkhmf ne ] bnlokdsd ahm]qx sqdd ne cdosg sgqdd hr fhudm hm Ehftqd 0/-

Ntq k]adkkhmf hr ]r enkknvr- Sgd qnns mncd+ φ+ qdbdhudr k]adk 0- Sgd [kdesffi mncdr–
sgnrd udqshbdr vgnrd rsqhmfr adfhm vhsg ydqn–qdbdhud dudm k]adkr+ vhsg sgd qtkd sg]s
k]adkr 1. 3. 5. ε ε ε . 1m ]qd trdc nm kd]e mncdr ]mc sgd qdl]hmhmf dudm k]adkr nbbtq nm
mncdr ne cdfqdd sgqdd- Sgd [qhfgsffi mncdr–sgnrd udqshbdr vgnrd rsqhmfr adfhm vhsg
nmd–qdbdhud ncc k]adkr+ vhsg sgd qtkd sg]s k]adkr 1m)0. 1m)2. ε ε ε . 1m)0†0 ]qd trdc
enq kd]e mncdr ]mc sgd qdl]hmhmf ncc k]adkr V ≤ 2 nbbtq nm mncdr ne cdfqdd sgqdd-
? bnmbqdsd qtkd enq rtbg ] k]adkkhmf hr fhudm ]r enkknvr+ vgdqd L’w( cdmnsdr sgd

hmsdfdq vgnrd ahm]qx qdoqdrdms]shnm hr w- Vd rds

V’w( ;

}
⎨⎩

⎨⎧

1L’w( ) 0 he w0 ; 0:

1L’w( ) 1 he w0 ; / ]mc w hr ] kd]e mncd:

1L’w( ) 1m ) 1∞�∞ he w0 ; / ]mc w hr mns ] kd]e mncd-

Nmd l]x udqhex ax hmrodbshnm sg]s d]bg k]adk / , d , 1m)0 hr trdc nmbd- ?lnmf ]mx
bnmrdbtshud o]hq ne k]adkr d. d ) 0+ nmd ne sgdrd ]ood]qr ]s ] kd]e mncd ]mc sgd o]sg
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eqnl sghr mncd sn sgd nsgdq nmd o]rrdr sgqntfg sgd qnns ne sgd sqdd ]mc sgdqdenqd sghr
o]sg g]r kdmfsg ]s kd]rs m-

Sgdqdenqd vd g]ud oqnudm sgd enkknvhmf qdrtks-

Rgdnqdl 1-05- Jds Qm cdmnsd sgd bnloidsd ahmWqx sqdd ne cdosg m- Sgdm �D’Qm(;m-

Oqnne- Sgd k]adkkhmf cdrbqhadc ]anud rgnvr sg]s �D’Qm( ≤ m- Rhmbd Qm g]r q]chtr m+
hs enkknvr hlldch]sdkx sg]s �D’Qm( ; m-

2 9 oqnctbs bnmrsqtbshnm

Sgd AWqsdrhWm oqnctbs ne fq]ogr E ; ’T ’E(. D’E(( ]mc G ; ’T ’G(. D’G((+ cd,
mnsdc E�G + hr sgd fq]og vhsg udqsdw rds T ’E(· T ’G( ]mc dcfd rds

D’E�G( ; ⌋⌋’t. u(. ’t→. u→({ 9 t ; t→. ⌋u. u→{ ∞ D’G( nq ⌋t. t→{ ∞ D’E(. u ; u→ { ε

Rtoonrd E hr ] fq]og nm k udqshbdr g]uhmf ] j,bhqbtk]q,chrodqrdc k]adkkhmf ]mc G
hr ] fq]og nm m udqshbdr g]uhmf ] j→,bhqbtk]q,chrodqrdc k]adkkhmf- Vgdm fbc ’k.m( ; 0+
vd vhkk rgnv gnv sn bnlahmd sgdrd svn k]adkkhmfr sn fhud ] ’j)j→(,bhqbtk]q,chrodqrdc
k]adkkhmf ne sgd oqnctbs fq]og E�G -
Rgdnqdl 2-0- Jds E Wmc G ad fqWogr vhsg }T ’E(} ; k) }T ’G(} ; m Wmc fbc ’k.m(
; 0- Sgdm �D⃝’E�G( ≤ �D⃝’E( ) �D⃝’G(-

Oqnne- Cdmnsd j ; �D⃝’E( ]mc j→ ; �D⃝’G(- Rtoonrd V, 9 �k ≥ T ’E( hr ]
j,bhqbtk]q,chrodqrdc k]adkkhmf ne E ]mc VG 9 �m ≥ T ’G( hr ] j→,bhqbtk]q,chrodqrdc
k]adkkhmf ne G - Enq / ≡ d ≡ km † 0+ cdffmd

V’d( ; ’V,’d lnc k(. VG’d lnc m((ε

Rhmbd fbc ’k.m( ; 0+ hs enkknvr hlldch]sdkx sg]s V hr ] ahidbshnm eqnl �km sn sgd
udqshbdr ne E�G - Sgd chrs]mbd adsvddm svn udqshbdr hm E�G hr itrs sgd rtl ne
sgd chrs]mbdr adsvddm sgd bnqqdronmchmf oqnidbshnmr ’h-d-+ sn sgd ffqrs ]mc rdbnmc
bnnqchm]sdr( hm E ]mc G - Gdmbd+ enq ]mx d+ vgdqd / ≡ d ≡ km † 0+ Sgd chrs]mbd
adsvddm V’d( ]mc V’d ) 0 lnc km( hm E�G hr sgd rtl

ℓ,’d lnc k. ’d) 0( lnc k( ) ℓG’d lnc m. ’d ) 0( lnc m( ≤ j ) j→.

]r cdrhqdc-

Vd hkktrsq]sd sgd oqnctbs bnmrsqtbshnm ax qdstqmhmf sn fqhcr- Ntq fn]k hr mns sn
bnlotsd ]kk sgd u]ktdr �D⃝’Hk�m(+ ats q]sgdq sn hkktrsq]sd gnv Sgdnqdl 2-0 b]m ad
]ookhdc sn ] rodbhffb e]lhkx ne fq]ogr-

Odb]kk sg]s Hk�m hr ]m k ax m fqhc ]mc Nk|0 hr ] o]sg g]uhmf k udqshbdr- Hs hr
d]rx sn rdd sg]s Nk|0�Nm|0 hr hrnlnqoghb sn Hk�m- Vd b]m nas]hm knvdq antmcr nm
�D⃝’Hk�m( he vd g]ud knvdq antmcr nm �D

⃝’Nk|0( ]mc �D
⃝’Nm|0(- Sgdqdenqd+ vd ffqrs

knnj ]s bhqbtk]q,chrodqrdc k]adkkhmfr ne o]sgr-
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IdllT 2-1- Ge �D⃝’E( ; n’E() sgdm E gWr mn tmhptdix dbbdmsqhb bdmsqWi udqshbdr-

Oqnne- Jds m ; }T } ]mc rtoonrd V 9 �m ≥ T hr ] j,bhqbtk]q,chrodqrdc k]adkkhmf vhsg
j ]r k]qfd ]r onrrhakd- Jds w ad ] tmhptdkx dbbdmsqhb bdmsq]k udqsdw ]mc rtoonrd
V’d( ; w- Sgdm ]s kd]rs nmd ne ℓ’V’d † 0(. w(+ ℓ’w. V’d ) 0(( hr rl]kkdq sg]m n’E(- Rn
j , n’E(-

IdllT 2-2- Jds Nk ad sgd oWsg vhsg k dcfdr �Wmc k ) 0 udqshbdr(- Ge k hr dudm)
sgdm �D⃝’Nk( ; �D’Nk( ;

k
1 - Ge k ≤ 2 hr ncc) sgdm �D⃝’Nk( ; �D’Nk(† 0 ; k|0

1 -

Oqnne- Vd ]kqd]cx g]ud rgnvm sg]s �D’Nk( ; n’Nk( hm Sgdnqdl 1-2- Enq k dudm+
sgd k]adkkhmf

1 3 � � � k 0 2 � � � k ) 0

fhudm hm Sgdnqdl 1-2 g]r ℓ’0. k)0( ; k
1 - Gdmbd+ �D

⃝’Nk( ; �D’Nk( ;
k
1 vgdm k

hr dudm-

Gnvdudq+ vgdm k ≤ 2 hr ncc+ Nk bnms]hmr ] tmhptdkx dbbdmsqhb bdmsq]k udqsdw
’]bst]kkx+ hs bnms]hmr svn rtbg udqshbdr(- Gdmbd+ Jdll] 2-1 ]rrdqsr sg]s �D⃝’Nk( ≡
n’Nk(†0 ; ’k†0(<1- Sn ]bghdud ] k|0

1 ,bhqbtk]q chrodqrdc k]adkkhmf ne Nk+ vd rs]qs
vhsg sgd ]anud k]adkkhmf ne Nk|0 ’nm k udqshbdr( ]mc ]ss]bg ] mdv udqsdw k]adkkdc
k ) 0 sn sgd kdes dmc ne sgd o]sg-

Rgdnqdl 2-3- Rtoonrd fbc’k.m( ; 0) k ≤ 2 Wmc m ≤ 2- Sgdm

�D⃝’Hk�m( ≤

]
k)m
1 † 0 he k.m Wqd ansg ncc

k)m|2
1 he k) m hr nccε

Oqnne- Sghr hr ]m hlldch]sd ]ookhb]shnm ne Sgdnqdl 2-0 ]mc Jdll] 2-2-

Vd cn mns bnmrhcdq sgd b]rd vgdqd ansg k ]mc m ]qd dudm hm Sgdnqdl 2-3- Sghr
hr adb]trd fbc’k.m( ≤ 1 vgdm k ]mc m ]qd dudm ]mc gdmbd sgd gxonsgdrdr b]mmns
ad r]shrffdc-

BnqnkkTqx 2-4- Rtoonrd fbc’k.m( ; 0) k ≤ 2 hr ncc Wmc m ≤ 2 hr ncc- Sgdm

�D⃝’Hk�m( ;
k ) m

1
† 0ε

Oqnne- Eqnl Sgdnqdl 1-00+ vd g]ud �D’Hk�m( ;
k)m
1 † 0 vgdm m ≤ 2 ]mc k ≤ 2

]qd ncc- Jdll] 0-1 rgnvr sg]s �D⃝’Hk�m( ≡ �D’Hk�m(- Ehm]kkx+ Sgdnqdl 2-3 rgnvr
sg]s �D⃝’Hk�m( ≤ k)m

1 † 0 he m ≤ 2 ]mc k ≤ 2 ]qd ncc ]mc fbc’k.m( ; 0-
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3 Cdfqdd�aTrdc antmcr

Vd mnv bnmrhcdq ] cdfqdd,a]rdc knvdq antmc nm �D’E(- Rtoonrd E g]r m udqshbdr-
Enq w ∞ T ]mc d ≤ /+ kds

ϵc’w( ; }⌋x ∞ T 9 ℓ’w. x( ; d{} .

]mc

η’w( ; l]w

]

i 9
i⎪

c:.

ϵc’w( ≡ m<1

{

ε

Enq dw]lokd+ hm Ok+ hs hr d]rx sn rdd sg]s ϵc’w( ;
∑

k
c

�
]mc η’w( ; ∪k|0

1 ⌊ enq d]bg
udqsdw w-

IdllT 3-0- �D’E( ≤ lhm⌋0 ) η’w( 9 w ∞ T ’E({-

Oqnne- Enq ]mx udqsdw w+ sgdqd ]qd ]s kd]rs m<1 udqshbdr x rtbg sg]s ℓ’w. x( ≤ 0)η’w(-
Sgdqdenqd+ ax Chq]b#r Sgdnqdl ’d-f-+ rdd W0+ Sgdnqdl 07-3“(+ Gj’E( hr g]lhksnmh]m
enq j ; lhm⌋0 ) η’w( 9 w ∞ T ’E({- Mnv ]ookx Sgdnqdl 0-2-

Rgdnqdl 3-1- Ge E gWr m udqshbdr Wmc lWwhltl cdfqdd � / 1) sgdm

�D’E( ≤ 0 ) knf�|0

)
0 )

’m † 1(’�† 1(
1�

[
ε ’0(

Oqnne- Enq ]mx w ∞ T ’E( ]mc d ≤ 0+ ϵc’w( ≡ �’�† 0(c|0- Hm nqcdq sn ]ookx Jdll]
3-0+ vd bnlotsd sgd k]qfdrs u]ktd ne V rtbg sg]s

0 ) � )�’�† 0( ) � � �)�’�† 0(H ≡ m<1ε

Sghr hmdpt]khsx hr dpthu]kdms sn

0 )
�’0† ’�† 0(H)0(

1†� ≡ m

1
ε

Dkdldms]qx ]kfdaq] sdkkr tr sg]s sghr b]m ad qdvqhssdm ]r

V) 0 ≤ knf�|0

)
0 )

’m† 1(’�† 1(
1�

[
ε

Rhmbd η’w( ≤ V ) 0+ hs sgdqdenqd enkknvr eqnl Jdll] 3-0 sg]s �D’E( ≤ V ) 1 ]mc
gdmbd sgd hmdpt]khsx ’0( gnkcr-

BnqnkkTqx 3-2- Ge E gWr m udqshbdr Wmc lWwhltl cdfqdd sgqdd) sgdm

�D’E( ≤ knf1
)
m) 3

5

(
) 0ε

Oqnne- ?ookx Sgdnqdl 3-1 vhsg � ; 2-
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Sn hkktrsq]sd sgd ]ookhb]shnm ne Bnqnkk]qx 3-2+ vd bnmrhcdq bnlokdsd ahm]qx sqddr+
vghbg vd rstchdc hm Rdbshnm 1-3- ? bnlokdsd ahm]qx sqdd ne cdosg k+ cdmnsdc Qk+
g]r 1k)0 † 0 udqshbdr ]mc hsr l]whltl cdfqdd hr sgqdd- Gdmbd+ Bnqnkk]qx 3-2 ]rrdqsr
sg]s

�D’Qk( ≤ knf1
)
1k)0 ) 2

5

(
) 0 / k † /ε5ε

Rhmbd �D’Qk( hr ]m hmsdfdq+ hs enkknvr sg]s �D’Qk( ≤ k- Sgd dw]bs u]ktd ne �D’Qk(+
]r fhudm ax Sgdnqdl 1-05+ hr k- Gdmbd+ hm sgd rodbh]k b]rd ne bnlokdsd ahm]qx sqddr+
Bnqnkk]qx 3-2 hr shfgs-

4 Etqsgdq ptdrshnmr

Sgdqd ]qd l]mx hmsdqdrshmf ptdrshnmr qdf]qchmf chrodqrdc k]adkkhmfr- Vd khrs rnld
mnv-

0- Vghbg fq]ogr E g]ud �D’E( ; n’E(=

1- Vd mnsd sg]s �D’E( ∞ ⌋n’E(. n’E(† 0{ enq ]kk sgd bk]rrdr ne fq]ogr bnmrhcdqdc
hm Rdbshnm 1- Hs hr hmsdqdrshmf sn ]rj he sgdqd hr ]m hmffmhsd e]lhkx ne fq]ogr
E0. E1. ε ε ε rtbg sg]s

khl
c◦′

’n’Ec(† �D’Ec(( ;→ε

Ingm G]rkdfq]ud ’oqhu]sd bnlltmhb]shnm( g]r ]mrvdqdc sghr ptdrshnm hm sgd
]flql]shud+ ]r enkknvr- Rtoonrd vd ]ss]bg svn o]sgr ne kdmfsg j† 0 sn chrshmbs
udqshbdr ne ] bkhptd ne nqcdq 1j- Sghr fq]og g]r q]chtr j+ ats enq ]mx nqcdqhmf
ne udqshbdr rnld svn bnmrdbtshud udqshbdr ]qd hm sgd bkhptd- Gdmbd+ sgdqd hr mn
1,chrodqrdc k]adkkhmf-

Vd mnsd sg]s Cddo]j A]k ]mc R]q]g ?bpt]uhu] ]krn g]ud entmc ] bnmrsqtbshnm
sg]s oqnuhcdr ] onrhshud ]mrvdq sn sghr ptdrshnm-

2- Hr sgdqd ]m dflbhdms ]kfnqhsgl sn ffmc [fnncffi chrodqrdc k]adkkhmfr ne fq]ogr ’h-d-+
k]adkkhmfr vgdqd �D’E( hr [bknrd snffi n’E(( enq bdqs]hm bk]rrdr ne fq]ogr ’d-f-+
sqddr(=

3- Vghbg ’qnnsdc( ahm]qx sqddr Q ne cdosg k g]ud �D’Q ( , k=

4- Hr sgdqd ] fdmdq]khy]shnm ne sgd oqnctbs bnmrsqtbshnm ’Sgdnqdl 2-0( sg]s g]mckdr
b]rdr vgdqd fbc’k.m( / 0=

5- Hr sgdqd ] oqnctbs,sxod bnmrsqtbshnm sg]s xhdkcr sgd bnqqdbs u]ktdr enq �D’Om(=

6- Sgdqd dwhrs rtflbhdms bnmchshnmr enq ] fq]og sn ad g]lhksnmh]m nsgdq sg]m
Chq]b#r Sgdnqdl- Cn ]mx ne sgdrd kd]c sn hmsdqdrshmf knvdq antmcr nm �D’E(
enq bdqs]hm fq]ogr E=
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9bimnvkdcfdldmsr

Vd sg]mj sgd qdedqddr enq cds]hkdc ]mc u]kt]akd bnlldmsr- Hm o]qshbtk]q+ vd ]qd
fq]sdetk sn nmd qdedqdd enq onhmshmf nts ]m dqqnq hm Sgdnqdl 1-0/ hm ]m d]qkhdq udqrhnm
ne sgd o]odq- Vd ]krn sg]mj Ingm G]rkdfq]ud+ Cddo]j A]k ]mc R]q]g ?bpt]uhu] enq
bnlltmhb]shmf sgdhq ]flql]shud ]mrvdqr sn ptdrshnm 1 hm Rdbshnm 4-

Pdedqdmbdr

W0“ I- ?- Anmcx ]mc T- R-O- Ltqsx+ FqWog Sgdnqx+ Roqhmfdq+ 1//7-

W1“ ?- D- Aqntvdq+ ?-L- Bngdm ]mc ?- Mdtl]hdq+ ChrsWmbd,PdftiWq FqWogr+
Roqhmfdq+ 0878-

W2“ I-?- F]kkh]m+ Fq]og k]adkhmf+ udqrhnm 14+ Didbsqnm- I- Anlahm-+ ?qs- ”CR5+ ’1
Cdb- 1/11(-

W3“ B- R]u]fd+ ? rtqudx ne bnlahm]snqh]k Fq]x bncdr+ RG9L Pduhdv 28 ’0886(+ 5/4z
518-

’Pdbdhudc 17 IWm 1.129 pduhrdc 01 Nbs 1.12(


