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1 I N T R O D U C TI O N

T E A SI N G o ut  si g n at u r e s  of  i nt e r a cti o n s  b u ri e d  i n  o v e r-
w h el mi n g  v ol u m e s  of  i nf o r m ati o n  i s  o n e  of  t h e   m o st

b a si c  c h all e n g e s  i n  s ci e nti fi c  r e s e a r c h.   U n d e r st a n di n g  h o w
i nf o r m ati o n i s o r g a ni z e d a n d  h o w it e v ol v e s c a n  h el p   u s   di s-
c o v e r  it s  f u n d a m e nt al   u n d e rl yi n g   p r o p e rti e s.   R e s e a r c h e r s
d o t hi s   w h e n t h e y i n v e sti g at e t h e r el ati o n s hi p s  b et w e e n   di s-
e a s e s, c ell f u n cti o n s, c h e mi c al s,  o r   p a rti cl e s, a n d   w e all l e a r n
n e w  c o n c e pt s  a n d  s ol v e   p r o bl e m s  b y   u n d e r st a n di n g  t h e
r el ati o n s hi p s  b et w e e n  t h e  v a ri o u s  e ntiti e s   p r e s e nt  i n  o u r
e v e r y d a y  li v e s.   T h e s e  e ntiti e s  c a n  b e  r e p r e s e nt e d  a s  n et-
w o r k s,  o r  g r a p h s,  i n   w hi c h  l o c al  b e h a vi o r s  c a n  b e   u n d e r-
st o o d,  b ut   w h o s e  gl o b al  vi e w i s  hi g hl y c o m pl e x.

Di s c o v e ri n g  a n d  a n al y zi n g  n et w o r k   p att e r n s  t o  e xt r a ct
u s ef ul  a n d  i nt e r e sti n g   p att e r n s  ( b uil di n g  bl o c k s)  i s  c riti c al
t o  t h e  a d v a n c e m e nt  of   m a n y  s ci e nti fi c   fi el d s.  I n d e e d  t h e
m o st   pi v ot al   m o m e nt s  i n  t h e   d e v el o p m e nt  of  a  s ci e nti fi c
fi el d a r e c e nt e r e d  o n   di s c o v e ri e s a b o ut t h e st r u ct u r e  of s o m e
p h e n o m e n a  [ 1].  F o r  e x a m pl e,  bi ol o gi st s  h a v e  a g r e e d  t h at
t r e e  st r u ct u r e s  a r e   u s ef ul   w h e n  o r g a ni zi n g t h e  e v ol uti o n a r y
hi st o r y  of lif e  [ 4],  [ 5],  a n d  s o ci ol o gi st s   fi n d  t h at  t ri a di c  cl o-
s u r e   u n d e rli e s  c o m m u nit y   d e v el o p m e nt  [ 6],  [ 7].  I n  ot h e r
i n st a n c e s,  t h e  st r u ct u r al  o r g a ni z ati o n  of  t h e  e ntiti e s   m a y
r e s e m bl e  a ri n g,  a cli q u e, a st a r,  a c o n st ell ati o n,  o r  a n y  n u m-
b e r  of c o m pl e x c o n fi g u r ati o n s.

U nf o rt u n at el y, c u r r e nt  g r a p h   mi ni n g r e s e a r c h   d e al s   wit h
s m all   p r e- d e fi n e d   p att e r n s [ 8], [ 9]  o r f r e q u e ntl y r e o c c u r ri n g

p att e r n s  [ 1 0],  [ 1 1],  [ 1 2],  [ 1 3],  e v e n  t h o u g h  i nt e r e sti n g  a n d
u s ef ul i nf o r m ati o n   m a y  b e  hi d d e n i n   u n k n o w n a n d  n o n-f r e-
q u e nt   p att e r n s.   P ri n ci pl e d  st r at e gi e s  f o r  e xt r a cti n g  t h e s e
c o m pl e x   p att e r n s  a r e  n e e d e d t o   di s c o v e r t h e   p r e ci s e   m e c h a-
ni s m s t h at  g o v e r n  n et w o r k  st r u ct u r e  a n d  g r o wt h.  I n- d e pt h
e x a mi n ati o n  of  t hi s   m e c h a ni s m  l e a d s  t o  a  b ett e r   u n d e r-
st a n di n g  of  g r a p h   p att e r n s i n v ol v e d i n  st r u ct u r al, t o p ol o gi-
c al,  a n d  f u n cti o n al   p r o p e rti e s  of  c o m pl e x  s y st e m s.   T hi s  i s
p r e ci s el y t h e f o c u s  of t h e   p r e s e nt   w o r k: t o   d e v el o p a n d e v al-
u at e t e c h ni q u e s t h at l e a r n t h e  b uil di n g  bl o c k s  of r e al- w o rl d
s y st e m s t h at, i n  a g g r e g at e,  s u c ci n ctl y   d e s c ri b e t h e  o b s e r v e d
i nt e r a cti o n s e x p r e s s e d i n a  n et w o r k.

T h e s e  n et w o r k s  e x hi bit  a  l o n g  a n d  v a ri e d  li st  of  gl o b al
p r o p e rti e s, i n cl u di n g  h e a v y-t ail e d   d e g r e e   di st ri b uti o n s [ 1 4],
a n d  i nt e r e sti n g  c o m m u nit y  st r u ct u r e s  [ 1 5]  t o  n a m e  a  f e w.
R e c e nt   w o r k  h a s  f o u n d  t h at  t h e s e  gl o b al   p r o p e rti e s  a r e
p r o d u ct s  of  a  g r a p h’ s l o c al   p r o p e rti e s [ 1 7], [ 1 8]. I n t h e   p r e s-
e nt   w o r k,  o u r  g o al  i s  t o  l e a r n  t h e  l o c al  st r u ct u r e s  t h at,  i n
a g g r e g at e,  h el p   d e s c ri b e  t h e  i nt e r a cti o n s  o b s e r v e d  i n  t h e
n et w o r k  a n d  g e n e r ali z e  t o  a p pli c ati o n s  a c r o s s  a  v a ri et y  of
fi el d s  li k e  c o m p ut e r  vi si o n,  c o m p ut ati o n al  bi ol o g y,  a n d
g r a p h c o m p r e s si o n.

T h e  k e y i n si g ht f o r t hi s t a s k i s t h at  a  n et w o r k’ s cli q ue tree
e n c o d e s  r o b u st  a n d   p r e ci s e i nf o r m ati o n  a b o ut t h e  n et w o r k.
A h y pere d ge  re pl a ce me nt  gr a m m ar ( H R G),  e xt r a ct e d  f r o m t h e
cli q u e  t r e e,  c o nt ai n s  g r a p hi c al  r e w riti n g  r ul e s  t h at  c a n
m at c h  a n d  r e pl a c e  g r a p h  f r a g m e nt s  si mil a r  t o  h o w  a  c o n-
t e xt-f r e e  g r a m m a r  ( C F G)  r e w rit e s  c h a r a ct e r s  i n  a  st ri n g.
T h e s e  g r a p h  f r a g m e nt s  r e p r e s e nt  a  s u c ci n ct,  y et  c o m pl et e
d e s c ri pti o n  of  t h e  b uil di n g  bl o c k s  of  t h e  n et w o r k,  a n d  t h e
r e w riti n g r ul e s  of t h e   H R G   d e s c ri b e t h e i n st r u cti o n s  o n  h o w
t h e  g r a p h i s   pi e c e d t o g et h e r.

T h e   H R G f r a m e w o r k i s   di vi d e d i nt o t w o  st e p s:  1)  g r a p h
m o d el  l e a r ni n g  a n d  2)  g r a p h  g e n e r ati o n.   Aft e r  r e vi e wi n g
s o m e  of  t h e  t h e o r eti c al  f o u n d ati o n s  of  cli q u e  t r e e s  a n d
H R G s,   w e s h o w  h o w t o e xt r a ct a n   H R G f r o m a  g r a p h.   T h e s e
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g r a p h  r e w riti n g  r ul e s  c a n  b e  a p pli e d  r a n d o ml y t o  g e n e r at e
l a r g e r  a n d l a r g e r  g r a p h s.   H o w e v e r, s ci e nti st s t y pi c all y  h a v e
a  s p e ci fi c  si z e  i n   mi n d,  s o   w e  i nt r o d u c e  a   fi x e d- si z e  g r a p h
g e n e r ati o n  al g o rit h m t h at   will  a p pl y   H R G r ul e s t o  g e n e r at e
a r e ali sti c  g r a p h  of a   u s e r- s p e ci fi e d si z e.

Fi n all y,   w e   p r e s e nt e x p e ri m e nt al r e s ult s t h at c o m p a r e t h e
g e n e r at e d  g r a p h s   wit h  t h e  o ri gi n al  g r a p h s.   W e  s h o w  t h at
t h e s e  g e n e r at e d  g r a p h s  e x hi bit  a  b r o a d  r a n g e  of   p r o p e rti e s
t h at  a r e  v e r y si mil a r t o t h e   p r o p e rti e s  of t h e  o ri gi n al  g r a p h s
a n d  o ut p e rf o r m  e xi sti n g  g r a p h   m o d el s  a c r o s s  a  v a ri et y  of
g r a p h c o m p a ri s o n   m et ri c s.

2 P R E LI MI N A RI E S

T h e  n e w   w o r k  i n  t hi s   p a p e r  b e gi n s   w h e r e   p r e vi o u s
w o r k [ 2 1], [ 2 2], [ 2 3], [ 2 4] l eft  off.   H o w e v e r,  b ef o r e   w e  b e gi n,
s o m e  b a c k g r o u n d  k n o wl e d g e  i s  c r u ci al  t o   u n d e r st a n d  t h e
k e y i n si g ht s  of  o u r   m ai n c o nt ri b uti o n s.

W e  b e gi n   wit h  a n  a r bit r a r y i n p ut h y per gr a p h H ¼ ð V;   E Þ,
w h e r e V i s a   fi nit e s et of v e rti c e s a n d E V þ i s a s et of h y per-
e d ges.   A  h y p e r e d g e e 2 E c a n  c o n n e ct  o n e  o r   m o r e  o r d e r e d
v e rti c e s  a n d  i s   w ritt e n e ¼ ð v 1 ; v2 ; . . . ; vk Þ.   C o m m o n gr a p hs
( e. g.,  s o ci al  n et w o r k s,   W e b  g r a p h s,  i nf o r m ati o n  n et w o r k s)
a r e  a   p a rti c ul a r  c a s e  of  h y p e r g r a p h s   w h e r e  e a c h  e d g e  c o n-
n e ct s e x a ctl y t w o  v e rti c e s.  F o r c o n v e ni e n c e, all  of t h e  g r a p h s
i n t hi s  p a p e r   will b e si m ple, c o n ne cte d a n d u n dire cte d , alt h o u g h
t h e s e  r e st ri cti o n s  a r e  n ot  vit al. I n t h e  r e m ai n d er  of t hi s  s e c-
ti o n,   w e  r ef e r   m ai nl y  t o   p r e vi o u s   d e v el o p m e nt s  i n  cli q u e
t r e e s a n d t h ei r r el ati o n s hi p t o  h y p e r e d g e r e pl a c e m e nt  g r a m-
m a r s i n o r d e r t o s u p p o rt t h e cl ai m s   m a d e i n S e cti o n s 3 a n d 4.

2. 1   Cli q u e   Tr e e s

All  g r a p h s c a n  b e   d e c o m p o s e d (t h o u g h  n ot   u ni q u el y) i nt o  a
cli q ue  tree ,  al s o  k n o w n  a s  a  t r e e   d e c o m p o siti o n,  j u n cti o n
t r e e, j oi n t r e e, i nt e r s e cti o n t r e e,  o r  cl u st e r  g r a p h.   Wit hi n t h e
p att e r n r e c o g niti o n c o m m u nit y, cli q u e t r e e s  a r e  b e st  k n o w n
f o r  t h ei r  r ol e  i n  e x a ct  i nf e r e n c e  i n   p r o b a bili sti c  g r a p hi c al
m o d el s,  s o   w e  i nt r o d u c e  t h e   p r eli mi n a r y   w o r k  f r o m  a
g r a p hi c al   m o d eli n g   p e r s p e cti v e; f o r  a n  e x p a n d e d i nt r o d u c-
ti o n,   w e r ef e r t h e r e a d e r t o   C h a pt e r s  9  a n d  1 0  of   K oll e r  a n d
F ri e d m a n’ s t e xt b o o k [ 2 5].

D e fi niti o n  2. 1. A cli q u e  t r e e of  a  gr a p h H ¼ ð V;   E Þ is  a  tree
C T ,  e a c h  of   w h ose  n o des h is  l a bele d   wit h  a V h V a n d
E h E , s u c h t h at t he f oll o wi n g pr o perties h ol d:

( 1)   Verte x   C o ver:  F or e a c h v 2 V , t here is a verte x h 2 C T
s u c h t h at v 2 V h .

( 2)   E d ge   C o ver:  F or e a c h  h y pere d ge e i ¼ f v 1 ; . . . ; vk g 2 E
t here  is  e x a ctl y  o ne  n o de h 2 C T s u c h  t h at e 2 E h .
M ore o ver, v 1 ; . . . ; vk 2 V h .

( 3)   R u n ni n g  I nterse cti o n:  F or  e a c h v 2 V ,  t he  set
f h 2 C T j v 2 V h g is c o n ne cte d.

D e fi niti o n  2. 2. T he wi dt h of a cli q ue tree is m a x ðjV h 1 jÞ, a n d
t he t r e e wi dt h of  a  gr a p h H is t he   mi ni m al   wi dt h  of  a n y cli q ue
tree of H .

U nf o rt u n at el y,   fi n di n g  t h e  o pti m al  eli mi n ati o n  o r d e ri n g
a n d  c o r r e s p o n di n g   mi ni m al- wi dt h  cli q u e  t r e e  i s   N P- C o m-
pl et e  [ 2 6].  F o rt u n at el y,   m a n y  r e a s o n a bl e  a p p r o xi m ati o n s
e xi st f o r  g e n e r al  g r a p h s: i n t hi s   p a p e r,   w e  e m pl o y t h e  c o m-
m o nl y   u s e d   m a xi m u m  c a r di n alit y  s e a r c h  ( M C S)  h e u ri sti c

i nt r o d u c e d  b y   T a rj a n  a n d   Y a n ni k a ki s [ 2 7] t o  c o m p ut e  a  cli-
q u e t r e e   wit h a r e a s o n a bl y-l o w,  b ut  n ot  n e c e s s a ril y   mi ni m al,
wi dt h.

Si m pl y   p ut,  a  cli q u e  t r e e  of  a n y  g r a p h  ( o r  a n y  h y p e r-
g r a p h) i s  a  t r e e.   E a c h  of   w h o s e  n o d e s   w e l a b el   wit h  n o d e s
a n d  e d g e s  f r o m  t h e  o ri gi n al  g r a p h,  s u c h  t h at verte x  c o ver ,
e d ge  c o ver a n d  t h e r u n ni n g  i nterse cti o n p r o p e rti e s  h ol d,  a n d
t h e  “ wi dt h ”  of  t h e  cli q u e  t r e e   m e a s u r e s  h o w  t r e e-li k e  t h e
g r a p h  i s.   T h e  r e a s o n  f o r  t h e  i nt e r e st  i n   fi n di n g  t h e  cli q u e
t r e e  of  a  g r a p h  i s  b e c a u s e   m a n y  c o m p ut ati o n all y   dif fi c ult
p r o bl e m s  c a n  b e  s ol v e d  ef fi ci e ntl y   w h e n  t h e   d at a  i s  c o n-
st r ai n e d t o  b e a t r e e.

Fi g.  1  s h o w s  a  g r a p h  a n d  it s   mi ni m al- wi dt h  cli q u e  t r e e
( s h o wi n g V h f o r  e a c h  n o d e h ).   W e  l a b el  n o d e s   wit h  l o w e r-
c a s e   L ati n l ett e r s.   W e   will r ef e r  b a c k t o t hi s  g r a p h a n d cli q u e
t r e e a s a r u n ni n g e x a m pl e t h r o u g h o ut t hi s   p a p e r.

2. 2   H y p er e d g e   R e pl a c e m e nt   Gr a m m ar

T h e  k e y i n si g ht  f o r  t hi s  t a s k i s  t h at  a  n et w o r k’ s  cli q u e  t r e e
e n c o d e s  r o b u st  a n d   p r e ci s e i nf o r m ati o n  a b o ut t h e  n et w o r k.
A n   H R G,  e xt r a ct e d f r o m t h e  cli q u e-t r e e,  c o nt ai n s  g r a p hi c al
r e w riti n g r ul e s t h at c a n   m at c h  a n d r e pl a c e  g r a p h f r a g m e nt s
si mil a r  t o  h o w  a  c o nt e xt-f r e e   G r a m m a r  r e w rit e s  c h a r a ct e r s
i n  a  st ri n g.   T h e s e  g r a p h f r a g m e nt s  r e p r e s e nt  a  s u c ci n ct,  y et
c o m pl et e   d e s c ri pti o n  of t h e  b uil di n g  bl o c k s  of t h e  n et w o r k,
a n d t h e r e w riti n g r ul e s  of t h e   H R G   d e s c ri b e t h e i n st r u cti o n s
o n  h o w t h e  g r a p h i s   pi e c e d t o g et h e r.  F o r  a t h o r o u g h  e x a mi-
n ati o n of   H R G s,   w e r ef e r t h e r e a d e r t o t h e s u r v e y  b y   D r e w e s
et al. [ 2 8].

D e fi niti o n  2. 3. A h y p e r e d g e  r e pl a c e m e nt  g r a m m a r is  a
t u ple G ¼ h N; T;  S; P i ,   w here

( 1) N is  a  fi nite set  of  n o nter mi n al  s y m b ols.   E a c h  n o nter-
mi n al A h as  a  n o n ne g ati ve  i nte ger r a n k ,   w hi c h   we
write jA j.

( 2) T is a  fi nite set of ter mi n al s y m b ols.
( 3) S 2 N is  a  disti n g uis he d  st arti n g  n o nter mi n al,  a n d

jS j ¼ 0 .
( 4) P is a  fi nite set of pr o d u cti o n r ules A ! R ,   w here

A ,  t he  left  h a n d  si de  ( L H S),  is  a  n o nter mi n al
s y m b ol.
R ,  t he  ri g ht  h a n d  si de  ( R H S),  is  a  h y per gr a p h
w h ose e d ges  are l a bele d  b y s y m b ols fr o m T [ N . If
a n  e d ge e is l a bele d  b y  a  n o nter mi n al B ,   we   m ust
h a ve je j ¼ jB j.

Fi g.  1.   A  gr a p h  a n d  o n e  p o s si bl e   mi ni m al- wi dt h cli q u e tr e e f or it.   G h o st e d
e d g e s  ar e  n ot  p art  of E h ; t h e y ar e s h o w n  o nl y f or  e x pl a n at or y  p ur p o s e s.
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E x a ctl y jA j verti ces  of R are  desi g n ate d e xt e r n al
v e rti c e s a n d  n u m bere d 1 ; . . . ; jA j.   T he ot her  verti-
ces i n R are c alle d i nt e r n al verti ces.

W h e n   d r a wi n g   H R G  r ul e s,   w e   d r a w  t h e   L H S A a s  a
h y p e r e d g e l a b el e d A wit h  a rit y jA j.   W e   d r a w t h e   R H S  a s  a
h y p e r g r a p h,   wit h  e xt e r n al  v e rti c e s   d r a w n  a s  s oli d  bl a c k
ci r cl e s a n d t h e i nt e r n al  v e rti c e s a s  o p e n   w hit e ci r cl e s.

If  a n   H R G  r ul e  h a s  n o  n o nt e r mi n al  s y m b ol s  i n it s   R H S,
w e c all it a ter mi n al r ule. If a n   H R G r ul e  h a s e x a ctl y  o n e  n o n-
t e r mi n al s y m b ol i n it s   R H S,   w e c all it a u n ar y r ule .

D e fi niti o n  2. 4. Let G be  a n   H R G  a n d P ¼ ð A ! R Þ be  a  pr o-
d u cti o n  r ule  of G .   We  de fi ne  t he  rel ati o n H 0 ) H (H is
deri ve d i n  o ne ste p fr o m H 0)  as f oll o ws. H 0 m ust  h a ve  a  h y per-
e d ge e l a bele d A ; let v 1 ; . . . ; vk be  t he  verti ces it  c o n ne cts.  Let
u 1 ; . . . ; uk be  t he  e xter n al  verti ces  of R .   T he n H is  t he  gr a p h
f or me d  b y  re m o vi n g e fr o m H 0,   m a ki n g  a n is o m or p hi c  c o p y  of
R , a n d i de ntif yi n g v i wit h t he c o pies of u i f or e a c h i ¼ 1 ; . . . ; k.

Let ) be  t he  re fle xi ve,  tr a nsiti ve  cl os ure  of ) .   T he n   we
s a y t h at G ge ner ates a  gr a p h H if t here is a  pr o d u cti o n S ! R
a n d R ) H a n d H h as  n o  e d ges  l a bele d   wit h  n o nter mi n al
s y m b ols.

I n  ot h e r   w o r d s,  a   d e ri v ati o n  st a rt s   wit h  t h e  s y m b ol S ,
a n d   w e  r e p e at e dl y  c h o o s e  a  n o nt e r mi n al A a n d  r e w rit e  it
u si n g  a   p r o d u cti o n A ! R .   T h e  r e pl a c e m e nt  h y p e r g r a p h
f r a g m e nt s R c a n it s elf  h a v e  ot h e r  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e s,
s o t hi s   p r o c e s s  r e p e at s   u ntil t h e r e  a r e  n o   m o r e  n o nt e r mi n al
h y p e r e d g e s.   T h e  f oll o wi n g  s e cti o n s  ill u st r at e  t h e s e   d e fi ni-
ti o n s   m o r e cl e a rl y.

3 L E A R NI N G H R G S

T h e   fi r st  st e p i n  l e a r ni n g  a n   H R G  f r o m  a  g r a p h i s  t o  c o m-
p ut e  a cli q u e t r e e f r o m t h e  o ri gi n al  g r a p h.   T h e n, t hi s cli q u e-
t r e e   di r e ctl y i n d u c e s  a n   H R G,   w hi c h   w e   d e m o n st r at e i n t hi s
s e cti o n.

3. 1   Bi n ari z ati o n

J u st  a s  c o nt e xt-f r e e  st ri n g  g r a m m a r s  a r e   m o r e  c o n v e ni e nt
t o   p a r s e if   p ut i nt o   C h o m s k y   n o r m al f o r m  ( C N F),   w e  al s o
a s s u m e,   wit h o ut l o s s  of  g e n e r alit y, t h at  o u r   H R G  al s o f ol-
l o w s   C N F.   T hi s   m e a n s t h at  e a c h r ul e’ s ri g ht- h a n d si d e   h a s
at   m o st t w o   n o nt e r mi n al s.   B y t h e   H R G i n d u cti o n   m et h o d s
p r e s e nt e d  l at e r  i n  t hi s  s e cti o n,  e a c h  cli q u e  t r e e   n o d e h
yi el d s  a n   H R G r ul e,  a n d t h e   n u m b e r  of c hil d r e n  of h d et e r-
mi n e s t h e   n u m b e r  of   n o nt e r mi n al s  o n t h e  ri g ht- h a n d  si d e
of t h e  r e s ulti n g  r ul e.   T h u s, it  s uf fi c e s f o r t h e  cli q u e t r e e t o
h a v e  a  b r a n c hi n g  f a ct o r  of  at   m o st  t w o.   Alt h o u g h  t h e
b r a n c hi n g f a ct o r  of  a  cli q u e t r e e   m a y  b e  g r e at e r t h a n t w o,
it i s al w a y s e a s y t o  bi n a ri z e it.

T h e r e i s   m o r e t h a n  o n e   w a y t o   d o t hi s;   w e   u s e t h e f oll o w-
i n g  s c h e m e.   L et h b e  a  cli q u e  t r e e  n o d e   wit h  c hil d r e n
h 1 ; . . . ; h d ,   w h e r e d > 2 ( h e r e d c o r r e s p o n d s  t o  t h e  n u m b e r
of  c hil d r e n f o r  a  gi v e n   p a r e nt  n o d e).   T h e s e  a r e l a b el e d   wit h
b a g s V h ; Vh 1

; . . . ; Vh d
, r e s p e cti v el y.   M a k e a c o p y  of h ; c all it h 0,

a n d l et V h 0 ¼ V h .   L et  t h e  c hil d r e n  of h b e h 1 a n d h 0,  a n d l et
t h e  c hil d r e n  of h 0 b e h 2 ; . . . ; h r .  S e e  Fi g.  2  f o r  a n  e x a m pl e.
T h e n, if h 0 h a s   m o r e t h a n t w o c hil d r e n, a p pl y t hi s   p r o c e d u r e
r e c u r si v el y t o h 0.

It i s e a s y t o s e e t h at t hi s   p r o c e d u r e t e r mi n at e s a n d r e s ult s
i n  a  cli q u e  t r e e   w h o s e  n o d e s  a r e  at   m o st  bi n a r y- b r a n c hi n g
a n d still  h a s t h e  v e rt e x c o v e r, e d g e c o v e r, a n d r u n ni n g i nt e r-
s e cti o n   p r o p e rti e s f o r H .

3. 2   Cli q u e   Tr e e   Pr u ni n g

L at e r   w e   will i nt r o d u c e  a   d y n a mi c   p r o g r a m mi n g  al g o rit h m
f o r  c o n st r u cti n g  g r a p h s  t h at  r e q ui r e  e v e r y l e af  n o d e  of  t h e
cli q u e  t r e e  t o  h a v e  at  l e a st  o n e  i nt e r n al  v e rt e x.   Cli q u e  t r e e
al g o rit h m s,  s u c h  a s  t h e   M C S  al g o rit h m   u s e d i n  t hi s   p a p e r,
d o  n o  g u a r a nt e e  t h e s e  c o n diti o n s.  F o rt u n at el y,   w e  c a n j u st
r e m o v e t h e s e l e af  n o d e s f r o m t h e cli q u e t r e e.

T h e  b ott o m- ri g ht  cli q u e  t r e e  n o d e  i n  Fi g.  1  i s  s u c h  a n
e x a m pl e  b e c a u s e f i s  a n  e xt e r n al  v e rt e x; t h at i s, f  e xi st s i n it s
p a r e nt.   B e c a u s e  n o i nt e r n al  v e rti c e s  e xi st i n t hi s l e af  n o d e, it
i s  r e m o v e d  f r o m  t h e  cli q u e  t r e e.   T h e  cli q u e  t r e e  n o d e   wit h
v e rti c e s  e  a n d f i s  n o w  a l e af,  a s ill u st r at e d i n t h e l eft si d e  of
Fi g. 3.   V e rti c e s e a n d f i n t h e n e w l e af n o d e a r e still b ot h e xt e r-
n al  v e rti c e s,  s o  t hi s  cli q u e  t r e e  n o d e   m u st  al s o  b e  r e m o v e d
c r e ati n g a  fi n al cli q u e t r e e ill u st r at e d i n t h e ri g ht si d e of Fi g. 3.

3. 3   Cli q u e   Tr e e s  a n d   H R G s

H e r e   w e  s h o w  h o w t o  e xt r a ct  a n   H R G f r o m t h e  cli q u e t r e e.
L et h b e  a n i nt e ri o r  n o d e  of  t h e  cli q u e t r e e C T , l et h 0 b e it s
p a r e nt,  a n d  l et h 1 ; . . . ; h m b e  it s  c hil d r e n.   N o d e h c o r r e-
s p o n d s t o  a n   H R G   p r o d u cti o n  r ul e A ! R a s f oll o w s.  Fi r st,
jA j ¼ jV h 0 \ V h j.   T h e n, R i s f o r m e d  b y:

A d di n g  a n i s o m o r p hi c  c o p y  of t h e  v e rti c e s i n V h a n d
t h e e d g e s i n E h

M a r ki n g  t h e  ( c o pi e s  of)  v e rti c e s i n V h 0 \ V h a s  e xt e r-
n al  v e rti c e s
A d di n g,  f o r  e a c h h i ,  a  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e  c o n-
n e cti n g t h e ( c o pi e s  of)  v e rti c e s i n V h \ V h i

.
Fi g.  4  s h o w s  a n  e x a m pl e  of t h e  c r e ati o n  of  a n   H R G  r ul e.

I n  t hi s  e x a m pl e,   w e  f o c u s  o n  t h e   mi d dl e  cli q u e-t r e e  n o d e
V h ¼ f b ; c ; d ; e g ,  o utli n e d i n  b ol d.

Fi g.  2.   Bi n ari z ati o n  of  a  b a g i n  a cli q u e tr e e.

Fi g.  3.   Pr u ni n g  a  cli q u e tr e e t o r e m o v e l e af  n o d e s   wit h o ut i nt er n al  v erti-
c e s.   G h o st e d cli q u e tr e e  n o d e s s h o w  n o d e s t h at  ar e  pr u n e d.
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W e  c h o o s e  n o nt e r mi n al  s y m b ol   N  f o r  t h e   L H S,   w hi c h
m u st h a v e r a n k 3 b e c a u s e h h a s 3 v e rti c e s i n c o m m o n   wit h it s
p a r e nt.   T h e   R H S  i s  a  g r a p h   w h o s e  v e rti c e s  a r e  ( c o pi e s  of)
V h ¼ f b ; c ; d ; e g .   V e rti c e s c,   d  a n d e  a r e   m a r k e d e xt e r n al ( a n d
n u m b e r e d 1, 2, a n d 3, a r bit r a ril y) b e c a u s e t h e y al s o a p p e a r i n
t h e   p a r e nt  n o d e.   T h e t e r mi n al e d g e s  a r e E h ¼ fð b ; c Þ; ðb ; d Þ g.
T h e r e i s o nl y o n e c hil d of h , a n d t h e  n o d e s t h e y  h a v e i n c o m-
m o n a r e  b a n d e, s o t h e r e i s  o n e  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e c o n-
n e cti n g b a n d e.

N e xt   w e   d e al   wit h t h e s p e ci al c a s e s of t h e r o ot a n d l e a v e s.
R o ot   N o de. If h i s t h e r o ot  n o d e, t h e n it   d o e s  n ot  h a v e  a n y

p a r e nt  cli q u e s,  b ut   m a y  still  h a v e  o n e  o r   m o r e  c hil d r e n.
B e c a u s e h h a s  n o   p a r e nt, t h e  c o r r e s p o n di n g  r ul e  h a s  a   L H S
wit h  r a n k  0  a n d  a   R H S   wit h  n o  e xt e r n al  v e rti c e s.  I n  t hi s
c a s e,   w e   u s e t h e  st a rt  n o nt e r mi n al  s y m b ol S a s t h e   L H S,  a s
s h o w n i n  Fi g. 5.

T h e   R H S  i s  c o m p ut e d  i n  t h e  s a m e   w a y  a s  t h e  i nt e ri o r
n o d e  c a s e.  F o r  t h e  e x a m pl e  i n  Fi g.  5,  t h e   R H S  h a s  v e rti c e s
t h at  a r e  c o pi e s  of  c,   d,  a n d  e. I n  a d diti o n, t h e   R H S  h a s t w o
t e r mi n al  h y p e r e d g e s, E h ¼ fð c ; d Þ; ðc ; e Þ g.   T h e  r o ot  n o d e
h a s t w o  c hil d r e n,  s o t h e r e  a r e t w o  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e s
o n  t h e   R H S.   T h e  ri g ht  c hil d  h a s  t w o  v e rti c e s  i n  c o m m o n
wit h h ,  n a m el y,   d a n d e; s o t h e c o r r e s p o n di n g  v e rti c e s i n t h e
R H S  a r e  att a c h e d  b y  a  2- a r y  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e.   T h e
l eft  c hil d  h a s t h r e e  v e rti c e s i n c o m m o n   wit h h ,  n a m el y, c,   d,
a n d e, s o t h e c o r r e s p o n di n g  v e rti c e s i n t h e   R H S a r e att a c h e d
b y a 3- a r y  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e.

Le af   N o de. If h i s  a l e af  n o d e,  t h e n  t h e   L H S i s  c al c ul at e d
t h e s a m e a s i n t h e i nt e ri o r  n o d e c a s e.   A g ai n   w e r et u r n t o t h e
r u n ni n g  e x a m pl e i n  Fi g.  6.   H e r e,   w e f o c u s  o n t h e l e af  n o d e
f a ; b ; e g ,  o utli n e d  i n  b ol d.   T h e   L H S  h a s  r a n k  2,  b e c a u s e h
h a s t w o  v e rti c e s i n c o m m o n   wit h it s   p a r e nt.

T h e   R H S  i s  c o m p ut e d  i n  t h e  s a m e   w a y  a s  t h e  i nt e ri o r
n o d e  c a s e,  e x c e pt  n o  n e w  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e s  a r e
a d d e d  t o  t h e   R H S.   T h e  v e rti c e s  of  t h e   R H S  a r e  ( c o pi e s  of)
t h e  n o d e s  i n h ,  n a m el y,  a,  b,  a n d  e.   V e rti c e s  b  a n d  e  a r e
e xt e r n al  b e c a u s e t h e y  al s o  a p p e a r i n t h e   p a r e nt  cli q u e.   T hi s
R H S  h a s  t w o  t e r mi n al  h y p e r e d g e s, E h ¼ fð a ; b Þ; ða ; e Þ g.
B e c a u s e  t h e  l e af  cli q u e  h a s  n o  c hil d r e n,  it  c a n n ot   p r o d u c e
a n y  n o nt e r mi n al  h y p e r e d g e s  o n t h e   R H S; t h e r ef o r e t hi s r ul e
i s a t e r mi n al r ul e.

3. 4   T o p- D o w n   H R G   R ul e I n d u cti o n

W e i n d u c e   p r o d u cti o n  r ul e s  f r o m t h e  cli q u e t r e e  b y  a p pl y-
i n g  t h e  a b o v e  e xt r a cti o n   m et h o d  t o p   d o w n.   B e c a u s e  t r e e s
a r e  a c y cli c, t h e t r a v e r s al  o r d e r   d o e s  n ot   m att e r,  y et t h e r e  a r e
s o m e i nt e r e sti n g  o b s e r v ati o n s   w e c a n   m a k e a b o ut t r a v e r s al s
of   m o d e r at el y si z e d  g r a p h s.  Fi r st, e x a ctl y  o n e   H R G r ul e   will
h a v e t h e s p e ci al st a rti n g  n o nt e r mi n al S o n it s   L H S;  n o   m e n-
ti o n  of S will e v e r a p p e a r i n a n y   R H S. Si mil a rl y, t h e  n u m b e r
of t e r mi n al r ul e s i s  e q u al t o t h e  n u m b e r  of l e af  n o d e s i n t h e
cli q u e t r e e.

L a r g e r  g r a p h s   will  t y pi c all y   p r o d u c e l a r g e r  cli q u e t r e e s,
e s p e ci all y  s p a r s e  g r a p h s  b e c a u s e  t h e y  a r e   m o r e  li k el y  t o
h a v e  a  g r e at e r  n u m b e r  of  s m all   m a xi m al  cli q u e s.   T h e s e
l a r g e r  cli q u e  t r e e s   will   p r o d u c e  a  l a r g e  n u m b e r  of   H R G
r ul e s,  o n e  f o r  e a c h  cli q u e  i n  t h e  cli q u e  t r e e.   Alt h o u g h  it  i s
p o s si bl e  t o  k e e p  t r a c k  of  e a c h  r ul e  a n d  it s  t r a v e r s al  o r d e r,
w e   fi n d,  a n d   will l at e r s h o w i n t h e e x p e ri m e nt s s e cti o n, t h at
t h e s a m e r ul e s  oft e n r e p e at   m a n y ti m e s.

Fi g.  7  s h o w s t h e f o u r r ul e s t h at  a r e i n d u c e d f r o m t h e  cli-
q u e t r e e ill u st r at e d i n  Fi g.  1  a n d   u s e d i n t h e r u n ni n g  e x a m-
pl e t h r o u g h o ut t hi s s e cti o n.

Fi g.  4.   E x a m pl e  of  h y p er e d g e r e pl a c e m e nt  gr a m m ar  r ul e  cr e ati o n fr o m
a n  i nt eri or  v ert e x  of  t h e  cli q u e  tr e e.   N ot e  t h at  l o w er c a s e l ett er s i n si d e
v erti c e s  ar e f or  e x pl a n at or y  p ur p o s e s  o nl y;  o nl y t h e  n u m eri c l a b el s  o ut-
si d e  e xt er n al v erti c e s  ar e  a ct u all y  p art  of t h e r ul e.

Fi g.  5.   E x a m pl e  of  h y p er e d g e r e pl a c e m e nt  gr a m m ar  r ul e  cr e ati o n fr o m
t h e r o ot  n o d e  of t h e cli q u e tr e e.

Fi g.  6.   E x a m pl e  of  h y p er e d g e r e pl a c e m e nt  gr a m m ar r ul e cr e ati o n fr o m  a
l e af v ert e x  of t h e cli q u e tr e e.

Fi g.  7.   C o m pl et e  s et  of  pr o d u cti o n r ul e s  e xtr a ct e d fr o m t h e  e x a m pl e  cli-
q u e tr e e.   N ot e t h at l o w er c a s e l ett er s i n si d e  v erti c e s  ar e f or  e x pl a n at or y
p ur p o s e s  o nl y;  o nl y t h e  n u m eri c l a b el s  o ut si d e  e xt er n al  v erti c e s  ar e  p art
of t h e r ul e.
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4 G R A P H G E N E R A TI O N

I n t hi s s e cti o n,   w e s h o w  h o w t o   u s e t h e   H R G e xt r a ct e d f r o m
t h e  o ri gi n al  g r a p h H ( a s   d e s c ri b e d i n t h e   p r e vi o u s  s e cti o n)
t o  g e n e r at e  a  n e w  g r a p h H . I d e all y, H will  b e si mil a r t o  o r
h a v e  f e at u r e s  t h at  a r e  a ki n  o r  a n al o g o u s  t o  t h e  o ri gi n al
g r a p h H .   W e   p r e s e nt  t w o  g e n e r ati o n  al g o rit h m s.   T h e   fi r st
g e n e r at e s r a n d o m  g r a p h s   wit h  si mil a r  c h a r a ct e ri sti c s t o t h e
o ri gi n al  g r a p h.   T h e  s e c o n d  i s  li k e  it  b ut  g e n e r at e s  r a n d o m
g r a p h s t h at  h a v e a s p e ci fi e d  n u m b e r  of  n o d e s.

4. 1   St o c h a sti c   G e n er ati o n

T h e r e a r e   m a n y c a s e s i n   w hi c h   w e   p r ef e r t o c r e at e  v e r y l a r g e
g r a p h s i n  a n  ef fi ci e nt   m a n n e r t h at  still  e x hi bit t h e l o c al  a n d
gl o b al   p r o p e rti e s  of  s o m e  gi v e n  e x a m pl e  g r a p h.   H e r e   w e
d e s c ri b e  a  si m pl e  st o c h a sti c  h y p e r g r a p h  g e n e r at o r  t h at
a p pli e s  r ul e s  f r o m  t h e  e xt r a ct e d   H R G  t o  ef fi ci e ntl y  c r e at e
s u c h  g r a p h s.

I n l a r g e r   H R G s   w e   u s u all y   fi n d   m a n y A ! R p r o d u cti o n
r ul e s t h at  a r e i d e nti c al.   W e  c h o s e t o  c o n si d e r  r ul e s t h at  a r e
i d e nti c al m o d ul o a   p e r m ut ati o n  of  t h ei r  e xt e r n al  v e rti c e s  t o
b e  e q ui v al e nt  a s   w ell.   W e  c a n   m e r g e  t h e s e   d u pli c at e s  b y
m at c hi n g  r ul e- si g n at u r e s  i n  a   di cti o n a r y  a n d  k e e p  a  c o u nt
of t h e  n u m b e r  of ti m e s t h at e a c h   di sti n ct r ul e  h a s  b e e n s e e n.
F o r  e x a m pl e, if t h e r e   w e r e  s o m e  e xt r a   R ul e  # 5 i n  Fi g.  7 t h at
w a s  i d e nti c al  t o,  s a y,   R ul e  # 3,  t h e n   w e   w o ul d  si m pl y  n ot e
t h at   w e s a w   R ul e # 3 t w o ti m e s.

T o  g e n e r at e  r a n d o m  g r a p h s  f r o m  a   p r o b a bili sti c   H R G
( P H R G),   w e  st a rt   wit h  t h e  s p e ci al  st a rti n g  n o nt e r mi n al
H 0 ¼ S .  F r o m t hi s   p oi nt, H c a n  b e  g e n e r at e d  a s f oll o w s: ( 1)
Pi c k  a n y  n o nt e r mi n al A i n H 0;  ( 2)  Fi n d  t h e  s et  of  r ul e s
ðA ! R Þ a s s o ci at e d   wit h   L H S A ;  ( 3)   R a n d o ml y  c h o o s e  o n e
of t h e s e  r ul e s   wit h   p r o b a bilit y   p r o p o rti o n al t o it s  c o u nt; ( 4)
C h o o s e  a n  o r d e ri n g  of  it s  e xt e r n al  v e rti c e s   wit h   u nif o r m
p r o b a bilit y;  ( 5)   R e pl a c e A i n H 0 wit h R t o  c r e at e H ;  ( 5)
R e pl a c e H 0 wit h H a n d r e p e at   u ntil t h e r e  a r e  n o   m o r e  n o n-
t e r mi n al e d g e s.

4. 2   Fi x e d- Si z e   G e n e r ati o n

A   p r o bl e m   w e   fi n d   wit h t h e st o c h a sti c  g e n e r ati o n   p r o c e d u r e
i s t h at,  alt h o u g h t h e  g e n e r at e d  g r a p h s  h a v e t h e  s a m e   m e a n
si z e  a s t h e  o ri gi n al  g r a p h, t h e  v a ri a n c e i s   m u c h t o o  hi g h t o
b e   u s ef ul.  S o   w e   w a nt t o  s a m pl e  o nl y  g r a p h s   w h o s e  si z e i s
t h e  s a m e  a s  t h e  o ri gi n al  g r a p h’ s,  o r  s o m e  ot h e r   u s e r- s p e ci-
fi e d  si z e.   N ai v el y,   w e  c a n   d o t hi s   u si n g  r ej e cti o n  s a m pli n g:
s a m pl e  a  g r a p h,  a n d if t h e si z e i s  n ot ri g ht, r ej e ct t h e s a m pl e
a n d  t r y  a g ai n.   H o w e v e r,  t hi s   w o ul d  b e  q uit e  sl o w.   O u r
i m pl e m e nt ati o n   u s e s  a   d y n a mi c   p r o g r a m mi n g  a p p r o a c h t o
s a m pl e  a  g r a p h   wit h  s p e ci fi e d  si z e,   w hil e   u si n g  q u a d r ati c
ti m e  a n d li n e a r  s p a c e,  o r  a p p r o xi m at el y   w hil e   u si n g li n e a r
ti m e a n d s p a c e.

M o r e  f o r m all y,  t h e  l e a r n e d   P H R G   d e fi n e s  a   p r o b a bilit y
di st ri b uti o n  o v e r  g r a p h s, P ðH Þ.   B ut  r at h e r  t h a n  s a m pli n g
f r o m P ðH Þ,   w e   w a nt  t o  s a m pl e  f r o m P ðH j jH j ¼ n Þ,
w h e r e n i s t h e   d e si r e d si z e.

H e r e,  t h e  st o c h a sti c  g e n e r ati o n  s a m pli n g   p r o c e d u r e  i s
m o di fi e d t o r ul e  o ut all  g r a p h s  of t h e   w r o n g si z e, a s f oll o w s.
D e fi n e  a si ze d n o nt e r mi n al X ð‘ Þ t o  b e  a  n o nt e r mi n al X
t o g et h e r   wit h  a  si z e ‘ > 0 . If n i s t h e   d e si r e d   fi n al  si z e,   w e
st a rt   wit h S ðn Þ , a n d r e p e at e dl y:

( 1)   C h o o s e  a n  a r bit r a r y  e d g e  l a b el e d   wit h  a  si z e d  n o n-
t e r mi n al ( c all it X ð‘ Þ ).

( 2)   C h o o s e a r ul e f r o m a m o n g all r ul e s   wit h   L H S X .
( 3)   C h o o s e  si z e s  f o r  all  t h e  n o nt e r mi n al s  i n  t h e  r ul e’ s

R H S s u c h t h at t h e t ot al si z e  of t h e   R H S i s ‘ .
( 4)   C h o o s e  a n  o r d e ri n g  of  t h e  e xt e r n al  v e rti c e s  of  t h e

r ul e’ s   R H S,   wit h   u nif o r m   p r o b a bilit y.
( 5)   A p pl y t h e r ul e.
A  c o m pli c ati o n  a ri s e s   w h e n  c h o o si n g  t h e  r ul e  a n d  t h e

R H S  n o nt e r mi n al  si z e s ( st e p s  2  a n d  3)  b e c a u s e t h e   w ei g ht s
of  t h e s e  c h oi c e s  n o  l o n g e r  f o r m  a   p r o b a bilit y   di st ri b uti o n.
R e m o vi n g  g r a p h s   wit h t h e   w r o n g  si z e  c a u s e s t h e   p r o b a bil-
it y   di st ri b uti o n  o v e r  g r a p h s t o  s u m t o l e s s t h a n  o n e,  a n d it
m u st  b e  r e n o r m ali z e d  [ 2 9].   T o   d o  t hi s,   w e   p r e c o m p ut e  a
t a bl e  of i nsi de  pr o b a bilities a ½X; ‘ f o r ‘ ¼ 1 ; . . . ; n,  e a c h  of
w hi c h i s t h e t ot al   w ei g ht  of   d e ri v ati o n s st a rti n g   wit h X a n d
yi el di n g  a ( s u b) g r a p h  of  si z e  e x a ctl y ‘ .   T h e s e  a r e  c o m p ut e d
u si n g   d y n a mi c   p r o g r a m mi n g, a s s h o w n i n   Al g o rit h m 1.

Al g orit h m  1. C o m p ut e I n si d e   P r o b a biliti e s ( n o   C y cl e s  of
Si z e- Z e r o   U n a r y   R ul e s)

c o m p ut e   di g r a p h U of   u n a r y si z e- z e r o r ul e s;
t o p ol o gi c all y s o rt U ;
a s s e rt ( U i s a c y cli c);
f or ‘   1 ; . . . ; n d o

f or X 2 N i n re verse t o p ol o gi c al or der d o
f or r ul e s X

p
! R d o

‘ 0 ¼ ‘ si z eðR Þ;
if R h as  n o  n o nter mi n als a n d ‘ 0 ¼ 0 t h e n

a ½X; ‘ þ ¼ p ;
el s e if R h as  n o nter mi n al Y t h e n

a ½X; ‘ þ ¼ p a ½Y; ‘ 0 ;
el s e if R h as  n o nter mi n als Y a n d Z t h e n

f or k   1 ; . . . ; ‘0 1 d o
a ½X; ‘ þ ¼ p a ½Y; k a ½Z; ‘ 0 k ;

If X ! R i s  a   H R G r ul e,   d e fi n e si z eðR Þ t o  b e t h e i n c r e a s e
i n  t h e  si z e  of  a  g r a p h   u p o n  a p pli c ati o n  of  r ul e ðX ! R Þ. If
si z e  i s   m e a s u r e d  i n  v e rti c e s,  t h e n si z eðR Þ i s  t h e  n u m b e r  of
i nter n al v e rti c e s i n R .

R ul e s  t h at  a r e   u n a r y  a n d  h a v e  z e r o  si z e  r e q ui r e  s o m e
s p e ci al  c a r e  b e c a u s e  t h e y   d o  n ot  c h a n g e  t h e  si z e  of  t h e
g r a p h. If t h e r e i s  a   u n a r y  si z e- z e r o  r ul e X ! Y ,   w e  n e e d t o
e n s u r e t h at a ½Y; ‘ i s  c o m p ut e d  b ef o r e a ½X; ‘ ,  o r  el s e t h e l at-
t e r   will  b e i n c o r r e ct.   T h u s, i n   Al g o rit h m  1,   w e st a rt  b y f o r m-
i n g  a   w ei g ht e d   di r e ct e d  g r a p h U w h o s e  n o d e s  a r e  all  t h e
n o nt e r mi n al s i n N ,  a n d f o r  e v e r y   u n a r y r ul e X

p
! Y , t h e r e i s

a n  e d g e f r o m X t o Y wit h   w ei g ht p .   W e   p e rf o r m  a t o p ol o gi-
c al s o rt  o n U , a n d t h e l o o p  o v e r  n o nt e r mi n al s X 2 N i s   d o n e
i n r e v e r s e t o p ol o gi c al  o r d e r.

H o w e v e r, if U h a s  a  c y cl e, t h e n  n o  s u c h  o r d e ri n g  e xi st s.
T h e  c y cl e  c o ul d  a p pl y  a n   u n b o u n d e d  n u m b e r  of ti m e s,  a n d
w e  n e e d  t o  s u m  o v e r  all   p o s si biliti e s.   Al g o rit h m  2  h a n dl e s
t hi s   m o r e  g e n e r al  c a s e  [ 3 0].   W e   p r e c o m p ut e  t h e  st r o n gl y
c o n n e ct e d  c o m p o n e nt s  of U ,  f o r  e x a m pl e,   u si n g   T a rj a n’ s
al g o rit h m,  a n d  f o r  e a c h  c o m p o n e nt C ,   w e  f o r m  t h e
w ei g ht e d  a dj a c e n c y   m at ri x  of C ;  c all  t hi s U C .   T h e   m at ri x
U C ¼

P 1
i¼ 0 U i

C ¼ ð I U C Þ 1 gi v e s  t h e  t ot al   w ei g ht  of  all
c h ai n s  of   u n a r y  r ul e s   wit hi n C .  S o,  aft e r  c o m p uti n g  all  t h e
a ½X; ‘ f o r X 2 C ,   w e  a p pl y t h e   u n a r y  r ul e s  b y t r e ati n g  t h e
a ½X; ‘ (f o r X 2 C )  a s  a  v e ct o r  a n d l eft- m ulti pl yi n g it  b y U C .
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S o m e  t ri c k s  a r e  n e e d e d  f o r  n u m e ri c al  st a bilit y;  f o r   d et ail s,
pl e a s e  s e e t h e  r el e a s e d  s o u r c e  c o d e  at  htt p s: / / git h u b. c o m /
n d d s g / P H R G /.

Al g orit h m 2. C o m p ut e I n si d e   P r o b a biliti e s ( G e n e r al)

c o m p ut e   w ei g ht e d   di g r a p h U of   u n a r y si z e- z e r o r ul e s;
fi n d st r o n gl y c o n n e ct e d c o m p o n e nt s ( s c c’ s)  of U ;
c o m p ut e U C f o r e a c h s c c C ;
f or ‘   1 ; . . . ; n d o

f or s c c’s C i n re verse t o p ol o gi c al or der d o
f or X 2 C d o

f or r ul e s X
p
! R d o

‘ 0 ¼ ‘ si z eðR Þ;
if R h as  n o  n o nter mi n als a n d ‘ 0 ¼ 0 t h e n

a ½X; ‘ þ ¼ p ;
el s e if R h as  n o nter mi n al Y a n d ‘ 0 < ‘ t h e n

a ½X; ‘ þ ¼ p a ½Y; ‘ 0 ;
el s e if R h as  n o nter mi n als Y a n d Z t h e n

f or k   1 ; . . . ; ‘0 1 d o
a ½X; ‘ þ ¼ p a ½Y; k a ½Z; ‘ 0 k ;

f or X 2 C d o
a ½X; ‘ ¼

P
Y 2 C ½U C X Y a ½Y; ‘ ;

I n   p ri n ci pl e,  a  si mil a r   p r o bl e m  c o ul d  a ri s e   wit h  bi n a r y
r ul e s.   C o n si d e r  a  r ul e X ! R w h e r e R i s  z e r o- si z e  a n d  h a s
t w o  n o nt e r mi n al s, Y a n d Z . If a ½Y; 0 > 0 ,  t h e n a ½X; ‘ i s
d e fi n e d i n t e r m s  of a ½Y; ‘ ,   w hi c h  c o ul d l e a d t o  a  ci r c ul a rit y.
F o rt u n at el y,   w e c a n  a v oi d s u c h sit u ati o n s  e a sil y.   R e c all t h at
aft e r  cli q u e  t r e e   p r u ni n g  ( S e cti o n  3. 2),  e v e r y l e af  of  t h e  cli-
q u e  t r e e  h a s  at  l e a st  o n e  i nt e r n al  v e rt e x.  I n  t e r m s  of   H R G
r ul e s,  t hi s   m e a n s  t h at  if R h a s  n o  n o nt e r mi n al s,  t h e n
si z eðR Þ > 0 .   T h e r ef o r e,   w e  h a v e a ½X; 0 ¼ 0 f o r  all X ,  a n d
n o   p r o bl e m a ri s e s.

O n c e   w e  h a v e c o m p ut e d a ,   w e c a n e a sil y s a m pl e  a  g r a p h
of si z e n u si n g   Al g o rit h m  3. I niti all y,   w e st a rt   wit h t h e si z e d
st a rt  n o nt e r mi n al S ðn Þ .   T h e n,   w e  r e p e at e dl y  c h o o s e  a n  e d g e

l a b el e d   wit h  a  si z e d  n o nt e r mi n al X ð‘ Þ ,   u s e  t h e  t a bl e a of
i n si d e   p r o b a biliti e s  t o  r e c o m p ut e  t h e   w ei g ht  of  all  t h e
r e w riti n g c h oi c e s  q ui c kl y, s a m pl e  o n e  of t h e m, a n d a p pl y it.

Al g orit h m 3. G e n e r at e a   G r a p h   wit h n N o d e s

H   S ðn Þ ;
w hil e H c o nt ai ns a  n o nter mi n al X ð‘ Þ d o

f or all r ul e s X
p
! R d o

‘ 0 ¼ ‘ si z eðR Þ;
if R h as  n o  n o nter mi n als a n d ‘ 0 ¼ 0 t h e n

w ei g ht ½R ¼ p ;
el s e if R h as  n o nter mi n al Y t h e n

R 0 ¼ R f Y 7 !Y ð‘ 0Þ g ;
w ei g ht ½R 0 ¼ p a ½Y; ‘ 0 ;

el s e if R h as  n o nter mi n als Y a n d Z t h e n
f or k   1 ; . . . ; ‘0 1 d o

R 0 ¼ R f Y 7 !Y ðk Þ ; Z7 !Z ð‘ 0 k Þ g ;
w ei g ht ½R 0 ¼ p a ½Y; k a ½Z; ‘ 0 k ;

l et P ðR Þ ¼ w ei g ht ½R =
P

R 0 w ei g ht ½R 0 ;
s a m pl e si z e d   R H S R f r o m P ðR Þ;
c h o o s e  o r d e ri n g  of t h e e xt e r n al  v e rti c e s  of R ;
H   H f X ð‘ Þ 7! R g ;

4. 3   Pr u ni n g I n si d e   Pr o b a biliti e s

T h e sl o w e st st e p i n t h e a b o v e   m et h o d i s t h e   p r e c o m p ut ati o n
of i n si d e   p r o b a biliti e s  ( Al g o rit h m  2),   w hi c h i s  q u a d r ati c i n
t h e  n u m b e r of  v e rti c e s.   T o s p e e d   u p t hi s st e p   u p,   w e o b s e r v e
t h at  r a n d o ml y  g e n e r at e d  g r a p h s  t e n d  t o  b e  hi g hl y   u n b al-
a n c e d i n  t h e  s e n s e  t h at if  a  r ul e  h a s  t w o  n o nt e r mi n al  s y m-
b ol s,  o n e i s   u s u all y   m u c h l a r g e r t h a n t h e  ot h e r ( s e e  Fi g.  8).
T hi s  i s  r el at e d  t o  t h e  f a ct,  f a mili a r   wit h  t h e  st u d y  of  al g o-
rit h m s,  t h at  r a n d o m  bi n a r y  s e a r c h  t r e e s  t e n d  t o  b e  hi g hl y
u n b al a n c e d [ 3 1].

T h e r ef o r e,   w e  c a n   m o dif y   Al g o rit h m  2  t o  c o n si d e r  o nl y
s plit s   w h e r e  at   m o st ( s a y)  1 0 0 0  n o d e s  g o t o  o n e  n o nt e r mi n al
a n d t h e r e st  of t h e  n o d e s  g o t h e  ot h e r.   T hi s   m a k e s t h e  al g o-
rit h m a s y m pt oti c all y li n e a r.

5 E X P E RI M E N T S

H e r e   w e s h o w t h at   H R G s c o nt ai n r ul e s t h at s u c ci n ctl y r e p r e-
s e nt t h e  gl o b al  a n d l o c al  st r u ct u r e  of t h e  o ri gi n al  g r a p h. I n
t hi s  s e cti o n,   w e  c o m p a r e  o u r  a p p r o a c h  a g ai n st  s o m e  of t h e
st at e- of-t h e- a rt g r a p h g e n e r at o r s.   W e c o n si d e r t h e   p r o p e rti e s
t h at c h a r a ct e ri z e s o m e r e al- w o rl d n et w o r k s a n d c o m p a r e t h e
di st ri b uti o n  of  g r a p h s  g e n e r at e d   u si n g   K r o n e c k e r   G r a p h s,
t h e   E x p o n e nti al   R a n d o m   G r a p h,   C h u n g- L u   G r a p h s, a n d t h e
g r a p h s   p r o d u c e d  b y  t h e   p r o b a bili sti c  h y p e r e d g e  r e pl a c e-
m e nt g r a p h g r a m m a r.

Li k e   H R G s,  t h e   K r o n e c k e r  a n d   E x p o n e nti al   R a n d o m
G r a p h   M o d el s l e a r n   p a r a m et e r s t h at c a n  b e   u s e d t o a p p r o xi-
m at el y  r e c r e at e  t h e  o ri gi n al  g r a p h H o r  a  g r a p h  of  s o m e
ot h e r  si z e  s u c h  t h at  t h e   p r o b a bili sti c all y  g e n e r at e d  g r a p h
h ol d s   m a n y  of  t h e  s a m e   p r o p e rti e s  a s  t h e  o ri gi n al  g r a p h.
T h e   C h u n g- L u  g r a p h   m o d el  r eli e s  o n  n o d e   d e g r e e  s e q u e n-
c e s t o  yi el d  g r a p h s t h at   m ai nt ai n t hi s   di st ri b uti o n.   T h e   p r o b-
a bili sti c all y  g e n e r at e d  g r a p h s  a r e  li k el y  n ot  i s o m o r p hi c  t o
t h e  o ri gi n al  g r a p h.   W e c a n,  h o w e v e r, still j u d g e  h o w cl o s el y
t h e   p r o b a bili sti c all y  g e n e r at e d  g r a p h r e s e m bl e s t h e  o ri gi n al
g r a p h  b y c o m p a ri n g s e v e r al  of t h ei r   p r o p e rti e s.

Fi g.  8.   W h e n  a n   H R G  r ul e  h a s  t w o  n o nt er mi n al  s y m b ol s,  o n e i s  o v er-
w h el mi n gl y li k el y t o  b e   m u c h l ar g er  t h a n t h e  ot h er.   T hi s  pl ot  s h o w s, f or
v ari o u s  gr a m m ar r ul e s ( o n e  L H S  p er r o w,  o n e   R H S  p er c ol or e d li n e), t h e
pr o b a bilit y (l o g  s c al e)  of  a p p orti o ni n g  1 0 2 4  n o d e s  b et w e e n t w o  n o nt er-
mi n al s y m b ol s.   T hi s  pl ot i s  b e st vi e w e d i n c ol or.
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5. 1   R e al- W orl d   D at a s et s

T o  g et  a  h oli sti c  a n d  v a ri e d  vi e w  of t h e st r e n gt h s  a n d   w e a k-
n e s s e s  of   H R G s  i n  c o m p a ri s o n  t o  t h e  ot h e r  l e a di n g  g r a p h
g e n e r ati o n   m o d el s,   w e  c o n si d e r  r e al- w o rl d  n et w o r k s  t h at
e x hi bit   p r o p e rti e s t h at  a r e  b ot h  c o m m o n t o   m a n y  n et w o r k s
a c r o s s   diff e r e nt   fi el d s,  b ut  al s o  h a v e  c e rt ai n   di sti n cti v e
p r o p e rti e s.

T h e si x r e al- w o rl d  n et w o r k s c o n si d e r e d i n t hi s   p a p e r  a r e
d e s c ri b e d i n   T a bl e  1.   T h e  n et w o r k s  v a r y i n t h ei r  n u m b e r  of
v e rti c e s  a n d  e d g e s  a s i n di c at e d,  b ut  al s o  v a r y i n  cl u st e ri n g
c o ef fi ci e nt,   di a m et e r,   d e g r e e   di st ri b uti o n  a n d   m a n y  ot h e r
g r a p h   p r o p e rti e s.  S p e ci fi c all y,   K a r at e   Cl u b  g r a p h  i s  a  n et-
w o r k  of i nt e r a cti o n s  b et w e e n   m e m b e r s  of  a  k a r at e  cl u b; t h e
P r ot ei n  n et w o r k i s  a   p r ot ei n- p r ot ei n i nt e r a cti o n  n et w o r k  of
S.  cere visi ae y e a st;  t h e   E n r o n  g r a p h  i s  t h e  e m ail  c o r r e s p o n-
d e n c e  g r a p h  of  t h e  n o w   d ef u n ct   E n r o n  c o r p o r ati o n;  t h e
a r Xi v   G R- Q C  g r a p h  i s  t h e  c o- a ut h o r s hi p  g r a p h  e xt r a ct e d
f r o m  t h e   G e n e r al   R el ati vit y  a n d   Q u a nt u m   C o s m ol o g y  s e c-
ti o n  of a r Xi v; t h e I nt e r n et r o ut e r  g r a p h i s c r e at e d f r o m t r af fi c
fl o w s  t h r o u g h  I nt e r n et   p e e r s;   D B L P  i s  t h e  c o- a ut h o r s hi p
g r a p h f r o m t h e   D B L P   d at a s et;   A m a z o n i s t h e c o- p u r c h a si n g
n et w o r k  f r o m   M a r c h  1 2,  2 0 0 3;  a n d,   fi n all y,  Fli c k r  i s  a  n et-
w o r k c r e at e d f r o m   p h ot o s t a k e n at t h e s a m e l o c ati o n.

I n t h e f oll o wi n g e x p e ri m e nt s,   w e   u s e t h e l a r g e r  n et w o r k s
( a r Xi v,   R o ut e r s,   E n r o n,   D B L P,   A m a z o n,  Fli c k r) f o r  n et w o r k
g e n e r ati o n  a n d t h e  s m all e r  n et w o r k s ( K a r at e,   P r ot ei n) f o r  a
s p e ci al  g r a p h e xt r a p ol ati o n t a s k.   D at a s et s   w e r e   d o w nl o a d e d
f r o m t h e S N A P a n d   K O N E C T   d at a s et r e p o sit o ri e s.

5. 2   M et h o d ol o g y

W e  c o m p a r e  s e v e r al   diff e r e nt  g r a p h   p r o p e rti e s  f r o m  t h e
f o u r  cl a s s e s  of  g r a p h  g e n e r at o r s  ( fi x e d- si z e   H R G,   K r o-
n e c k e r,   C h u n g- L u  a n d  e x p o n e nti al  r a n d o m  g r a p h  ( E R G M)
m o d el s) t o t h e  o ri gi n al  g r a p h H .   Ot h e r   m o d el s,  s u c h  a s t h e
E r d o s- R e n yi r a n d o m  g r a p h   m o d el, t h e   W att s- St r o g at z s m all
w o rl d   m o d el,  t h e   B a r a b a si- Al b e rt  g e n e r at o r,  et c.  a r e  n ot
c o m p a r e d  h e r e  b e c a u s e   K r o n e c k e r,   C h u n g- L u  a n d   E R G M
h a v e  b e e n  s h o w n t o  o ut p e rf o r m t h e s e  e a rli e r   m o d el s   w h e n
m at c hi n g  n et w o r k   p r o p e rti e s i n e m pi ri c al  n et w o r k s.

K r o n e c k e r  g r a p h s  o p e r at e  b y l e a r ni n g  a n i niti at o r   m at ri x
a n d t h e n   p e rf or mi n g a r e c u r si v e   m ulti pli c ati o n of t h at i niti a-
t o r   m at ri x t o  c r e at e  a n  a dj a c e n c y   m at ri x  of t h e  a p p r o xi m at e
g r a p h. I n  o u r c a s e,   w e   u s e   K r o n Fit [ 3 2]   wit h   d ef a ult   p a r a m e-
t e r s t o l e a r n a 2 2 i niti at o r   m at ri x a n d t h e n  u s e t h e r e c u r si v e
K r o n e c k e r   p r o d u ct t o  g e n e r at e t h e  g r a p h.   U nf o rt u n at el y, t h e
K r o n e c k e r   p r o d u ct  o nl y c r e at e s  g r a p h s   w h e r e t h e  n u m b e r  of
n o d e s i s a   p o w er of 2, i. e., 2 x ,   w h e r e   w e c h o s e x ¼ 1 5 , x ¼ 1 2 ,
x ¼ 1 3 ,  a n d x ¼ 1 8 f o r   E n r o n,   A r Xi v,   R o ut er s  a n d   D B L P

g r a p h s r e s p e cti v el y t o   m at c h t h e n u m b e r of  n o d e s a s cl o s e a s
p o s si bl e.

T h e   C h u n g- L u   G r a p h   M o d el  t a k e s,  a s  i n p ut,  a   d e g r e e
di st ri b uti o n  a n d  g e n e r at e s  a  n e w  g r a p h  of  t h e  si mil a r
d e g r e e   di st ri b uti o n a n d si z e [ 3 3].

E x p o n e nti al   R a n d o m   G r a p h   M o d el s  a r e  a  cl a s s  of   p r o b a-
bili sti c   m o d el s.   T h ei r   u s ef ul n e s s  li e s  i n  t h at  t h e y   di r e ctl y
d e s c ri b e s e v e r al st r u ct u r al f e at u r e s  of  a  g r a p h [ 3 4].   W e   u s e d
d ef a ult   p a r a m et e r s  i n   R’ s   E R G M   p a c k a g e  [ 3 5]  t o  g e n e r at e
g r a p h   m o d el s f o r c o m p a ri s o n. I n  a d diti o n t o t h e   p r o bl e m  of
m o d el   d e g e n e r a c y,   E R G M s   d o  n ot  s c al e   w ell  t o  l a r g e
g r a p h s.   A s a r e s ult,   D B L P,   E n r o n,   A m a z o n, a n d  Fli c k r c o ul d
n ot  b e   m o d ell e d   d u e  t o  t h ei r  si z e,  a n d  t h e  a r Xi v  g r a p h
al w a y s  r e s ult e d  i n  a   d e g e n e r at e   m o d el.   T h e r ef o r e   E R G M
r e s ult s a r e  o mitt e d f r o m t hi s s e cti o n.

T h e   m ai n  st r e n gt h  of   H R G  i s  t o  l e a r n  t h e   p att e r n s  a n d
r ul e s t h at  g e n e r at e  a l a r g e  g r a p h f r o m  o nl y  a f e w s m all s u b-
g r a p h- s a m pl e s  of t h e  o ri gi n al  g r a p h.  S o, i n  all  e x p e ri m e nt s,
w e   m a k e k r a n d o m  s a m pl e s  of  si z e s n o d e-i n d u c e d  s u b-
g r a p h s  b y  a  b r e a dt h   fi r st  t r a v e r s al  st a rti n g  f r o m  a  r a n d o m
n o d e i n t h e  g r a p h [ 3 6].   B y   d ef a ult   w e  s et k ¼ 4 a n d s ¼ 5 0 0
e m pi ri c all y.   W e t h e n c o m p ut e t r e e   d e c o m p o siti o n s f r o m t h e
k s a m pl e s, l e a r n   H R G s G 1 ; G2 ; . . . ; Gk ,  a n d c o m bi n e t h e m t o
c r e at e a si n gl e  g r a m m a r G ¼

S
i G i .

U nl e s s  ot h e r wi s e  n ot e d,   w e  g e n e r at e  2 0  g r a p h s  e a c h  f o r
t h e   H R G,   C h u n g- L u,  a n d   K r o n e c k e r   m o d el s  a n d   pl ot  t h e
m e a n  v al u e s i n t h e r e s ult s s e cti o n.   W e   di d c o m p ut e t h e c o n-
fi d e n c e  i nt e r v al s  f o r  e a c h  of  t h e   m o d el s  b ut  o mitt e d  t h e m
f r o m t h e  g r a p h s f o r  cl a rit y. I n  g e n e r al, t h e  c o n fi d e n c e i nt e r-
v al s   w e r e s m all f o r   H R G,   K r o n e c k e r, a n d   C h u n g- L u.

5. 3   Gr a p h   G e n e r ati o n   R e s ult s

H e r e   w e  c o m p a r e  a n d  c o nt r a st  t h e  r e s ult s  of  a p p r o xi m at e
g r a p h s  g e n e r at e d f r o m t h e   H R G,   K r o n e c k e r,  a n d   C h u n g- L u
m o d el s.   B ef o r e   p r e s e nti n g  e a c h  r e s ult,   w e  b ri e fl y i nt r o d u c e
t h e  g r a p h   p r o p e rti e s t h at   w e   u s e d t o c o m p a r e t h e si mil a rit y
b et w e e n  t h e  r e al  n et w o r k s  a n d  t h ei r  a p p r o xi m at e  c o u nt e r-
p a rt s.   Alt h o u g h   m a n y   p r o p e rti e s  h a v e  b e e n   di s c o v e r e d  a n d
d et ail e d i n  r el at e d lit e r at u r e,   w e f o c u s  o n   fi v e  of t h e   p ri n ci-
p al   p r o p e rti e s f r o m   w hi c h   m o st  ot h e r s c a n  b e   d e ri v e d.

5. 3. 1   Gl o b al   M e a s ur e s

A  k e y  g o al  of  g r a p h   m o d elli n g t o   p r e s e r v e  c e rt ai n  n et w o r k
p r o p e rti e s  of t h e  o ri gi n al  g r a p h (i. e., H a s i nt r o d u c e d i n  2).
G r a p h s  g e n e r at e d   u si n g   H R G,   K r o n e c k e r,  o r   C h u n g- L u  a r e
a n al y z e d  b y st u d yi n g t h ei r f u n d a m e nt al  n et w o r k   p r o p e rti e s
t o  a s s e s s  h o w  s u c c e s sf ul t h e   m o d el   p e rf o r m s i n  g e n e r ati n g
g r a p h s f r o m   p a r a m et e r s  a n d   p r o d u cti o n r ul e s l e a r n e d f r o m
t h e  i n p ut  g r a p h.  Fi r st,   w e  l o o k  at  t h e   d e g r e e   di st ri b uti o n,
ei g e n v e ct o r  c e nt r alit y, l o c al  cl u st e ri n g  c o ef fi ci e nt,  h o p   pl ot,
a n d  a s s o rt ati v e   mi xi n g  c h a r a ct e ri sti c s,  a n d   d r a w  c o n cl u-
si o n s  o n t h e s e r e s ult s.

De gree   Distri b uti o n. T h e   d e g r e e   di st ri b uti o n  of  a  g r a p h i s
t h e   di st ri b uti o n  of t h e  n u m b e r  of  e d g e s c o n n e cti n g t o  a   p a r-
ti c ul a r  v e rt e x.  Fi g. 9 s h o w s t h e r e s ult s of t h e   d e g r e e   di st ri b u-
ti o n   p r o p e rt y  o n  t h e  si x  r e al- w o rl d  g r a p h s.   R e c all  t h at  t h e
g r a p h  r e s ult s   pl ott e d  h e r e  a n d  t h r o u g h o ut  t h e  r e s ult s  s e c-
ti o n  a r e t h e   m e a n  a v e r a g e s  of  2 0  g e n e r at e d  g r a p h s.   E a c h  of
t h e  g e n e r at e d  g r a p h s i s  sli g htl y   diff e r e nt  f r o m  t h e  o ri gi n al
g r a p h s  i n  t h ei r  o w n   w a y.   A s  e x p e ct e d,   w e   fi n d  t h at  t h e

T A B L E  1
E x p eri m e nt al   D at a s et

D at a s et   N a m e N o d e s E d g e s

K a r at e   Cl u b 3 4 7 8
P r ot ei n s ( m et a b oli c) 1, 8 7 0 2, 2 7 7
a r Xi v   G R- Q C 5, 2 4 2 1 4, 4 9 6
I nt e r n et   R o ut e r s 6, 4 7 4 1 3, 8 9 5
E n r o n   E m ail s 3 6, 6 9 2 1 8 3, 8 3 1
D B L P 3 1 7, 0 8 0 1, 0 4 9, 8 6 6
A m a z o n 4 0 0, 7 2 7 2, 3 4 9, 8 6 9
Fli c k r 1 0 5, 9 3 8 2, 3 1 6, 9 4 8
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p o w e r l a w   d e g r e e   di st ri b uti o n i s c a pt u r e d  b y e xi sti n g  g r a p h
g e n e r at o r s a s   w ell a s t h e   H R G   m o d el.

Ei ge n ve ct or   Ce ntr alit y. T h e   p ri n ci p al  ei g e n v e ct o r  i s  oft e n
a s s o ci at e d   wit h  t h e  c e nt r alit y  o r  “ v al u e ”  of  e a c h  v e rt e x  i n
t h e  n et w o r k,   w h e r e  hi g h  v al u e s  i n di c at e  a n  i m p o rt a nt  o r
c e nt r al  v e rt e x  a n d  l o w e r  v al u e s  i n di c at e  t h e  o p p o sit e.   A
s k e w e d   di st ri b uti o n   p oi nt s  t o  a  r el ati v el y  f e w  “ c el e b rit y ”
v e rti c e s a n d   m a n y c o m m o n  n o d e s.

T h e   p ri n ci p al  ei g e n v e ct o r  v al u e  f o r  e a c h  v e rt e x  i s  al s o
cl o s el y  a s s o ci at e d   wit h t h e   P a g e R a n k  a n d   d e g r e e  v al u e  f o r
e a c h  n o d e.  Fi g.  1 0  s h o w s  t h e  ei g e n v e ct o r  s c o r e s  f o r  e a c h
n o d e  r a n k e d  hi g h e st t o l o w e st i n  e a c h  of t h e  si x  r e al- w o rl d
g r a p h s.   B e c a u s e  t h e x - a xi s  r e p r e s e nt s  i n di vi d u al  n o d e s,
Fi g.  1 0  al s o  s h o w s t h e  si z e   diff e r e n c e  a m o n g t h e  g e n e r at e d
g r a p h s.   H R G   p e rf o r m s  c o n si st e ntl y   w ell  a c r o s s  all  g r a p h s,
b ut t h e l o g  s c ali n g  o n t h e y - a xi s   m a k e s t hi s   pl ot   dif fi c ult t o
di s c e r n.   T o   m o r e  c o n c r et el y  c o m p a r e  t h e  ei g e n v e ct o r s,  t h e
p ai r wi s e  c o si n e   di st a n c e  b et w e e n  ei g e n v e ct o r  c e nt r alit y  of
H a n d t h e   m e a n  ei g e n v e ct o r c e nt r alit y  of  e a c h   m o d el’ s  g e n-
e r at e d  g r a p h s  a p p e a r  at t h e t o p  of  e a c h   pl ot i n  o r d e r.   H R G
c o n si st e ntl y  h a s  t h e  l o w e st  c o si n e   di st a n c e  f oll o w e d  b y
C h u n g- L u a n d   K r o n e c k e r.

H o p   Pl ot. T h e  h o p- pl ot  of  a  g r a p h  s h o w s  t h e  n u m b e r  of
v e rt e x- p ai r s t h at  a r e r e a c h a bl e   wit hi n x h o p s.   T h e  h o p- pl ot,
t h e r ef o r e,  i s  a n ot h e r   w a y  t o  vi e w  h o w  q ui c kl y  a  v e rt e x’ s
n ei g h b o r h o o d  g r o w s  a s t h e  n u m b e r  of  h o p s i n c r e a s e s.   A s i n
r el at e d   w o r k [ 1 6]   w e  g e n e r at e  a  h o p- pl ot  b y   pi c ki n g  5 0 r a n-
d o m  n o d e s  a n d   p e rf o r mi n g  a  c o m pl et e  b r e a dt h   fi r st  t r a-
v e r s al  o v e r  e a c h  g r a p h.  Fi g.  1 1   d e m o n st r at e s  t h at   H R G
g r a p h s   p r o d u c e  h o p- pl ot s t h at a r e r e m a r k a bl y si mil a r t o t h e
o ri gi n al  g r a p h.

Fi g.  9.   D e gr e e   Di stri b uti o n.   D at a s et  gr a p h s  e x hi bit  a  p o w er l a w  d e gr e e
di stri b uti o n t h at i s   w ell  c a pt ur e d  b y  e xi sti n g  gr a p h  g e n er at or s  a s   w ell  a s
H R G.

Fi g.  1 0.   Ei g e n v e ct or   C e ntr alit y.   N o d e s  ar e  or d er e d  b y t h eir  ei g e n v e ct or-
v al u e s  al o n g t h e x - a xi s.   C o si n e  di st a n c e  b et w e e n t h e  ori gi n al  gr a p h  a n d
H R G,   C h u n g- L u  a n d   Kr o n e c k er   m o d el s  ar e  s h o w n  at  t h e  t o p  of  e a c h
pl ot   w h er e l o w er i s  b ett er. I n t er m s  of  c o si n e  di st a n c e, t h e  ei g e n v e ct or  of
H R G i s c o n si st e ntl y cl o s e st t o t h at  of t h e  ori gi n al  gr a p h.

Fi g.  1 1.   H o p   Pl ot.   N u m b er  of  v ert e x  p air s  t h at  ar e  r e a c h a bl e   wit hi n
x - h o p s.   H R G  cl o s el y  a n d  c o n si st e ntl y r e s e m bl e s t h e  h o p  pl ot  c ur v e s  of
t h e  ori gi n al  gr a p h.
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Me a n   Cl usteri n g   C oef fi cie nts. A  v e rt e x’ s  cl u st e ri n g  c o ef fi-
ci e nt  i s  a   m e a s u r e  of  h o w   w ell  c o n n e ct e d  it s  n ei g h b o r s
a r e  [ 4 0].  F o r  e a c h  v e rt e x  i n  t h e  g r a p h,  it s  cl u st e ri n g  c o ef fi-
ci e nt i s t h e  r ati o  of t h e  n u m b e r  of  e d g e s i n it s  e g o- n et w o r k
(i. e.,  l o c al  n ei g h b o r h o o d)  t o  t h e  t ot al  n u m b e r  of   p o s si bl e
e d g e s t h at c o ul d e xi st if t h e  v e rt e x’ s  n ei g h b o r h o o d   w a s a cli-
q u e.   C al c ul ati n g t h e  cl u st e ri n g  c o ef fi ci e nt f o r  e a c h  n o d e i s  a
c o m p ut ati o n all y   dif fi c ult  t a s k  a n d   dif fi c ult   pl ot  a e st h eti-
c all y,  s o   w e  s a m pl e d  1 0 0  n o d e s  f r o m  t h e  g r a p h  r a n d o ml y.
Fi g. 1 2 s h o w s t h e a v e r a g e cl u st e ri n g c o ef fi ci e nt s f o r t h e s a m-
pl e d  n o d e s  a s  a f u n cti o n  of it s   d e g r e e i n t h e  g r a p h.   Li k e t h e
r e s ult s f r o m  S e s h a d h ri et al.,   w e   fi n d t h at t h e   K r o n e c k e r a n d
C h u n g- L u   m o d el s   p e rf o r m   p o o rl y at t hi s t a s k [ 1 5].

L o c al   De gree   Ass ort ati vit y. T h e  gl o b al   d e g r e e  a s s o rt ati vit y
of  a  g r a p h   m e a s u r e s it s t e n d e n c y t o  h a v e  hi g h- d e g r e e  v e rti-
c e s c o n n e ct t o  hi g h- d e g r e e  v e rti c e s a n d  vi c e  v e r s a   m e a s u r e d
a s a   P e a r s o n c o r r el ati o n c o ef fi ci e nt.   T h e l o c al   d e g r e e a s s o rt a-
ti vit y  i s   m e a s u r e d  f o r  e a c h  v e rt e x  a s  t h e  a m o u nt  t h at  e a c h
v e rt e x  c o nt ri b ut e s t o t h e  o v e r all c o r r el ati o n, i. e.,  h o w   diff e r-
e nt t h e  v e rt e x i s f r o m it s  n ei g h b o r s.  Fi g. 1 3 s h o w s t h e   d e g r e e
a s s o rt ati vit y f o r e a c h  v e rt e x f r o m e a c h  g e n e r at e d  g r a p h.

T h e l a st t h r e e  g r a p h   m et ri c s, k - c o r e, l o c al cl u st e ri n g c o ef-
fi ci e nt, a n d l o c al   d e g r e e a s s o rt ati vit y, all s h o w e d a r el ati v el y
p o o r   p e rf o r m a n c e  of  t h e   C h u n g- L u  a n d   K r o n e c k e r  g r a p h
g e n e r at o r s.   H R G   m o d ell e d  t h e k - c o r e  a n d  l o c al  cl u st e ri n g
c o ef fi ci e nt s  r at h e r   w ell  b ut  h a d  i n c o n si st e nt  r e s ult s  i n  t h e
l o c al   d e g r e e a s s o rt ati vit y   pl ot s.

5. 4   C a n o ni c al   Gr a p h   C o m p ari s o n

T h e   p r e vi o u s   n et w o r k   p r o p e rti e s   p ri m a ril y f o c u s  o n st ati s-
ti c s  of t h e  gl o b al   n et w o r k.   H o w e v e r, t h e r e i s   m o u nti n g e vi-
d e n c e   w hi c h  a r g u e s  t h at  t h e  g r a p hl et  c o m p a ri s o n s  a r e  a
c o m pl et e   w a y  t o   m e a s u r e  t h e  si mil a rit y  b et w e e n  t w o

g r a p h s  [ 1 7],  [ 1 8].   T h e  g r a p hl et   di st ri b uti o n  s u c ci n ctl y
d e s c ri b e s  t h e   n u m b e r  of  s m all,  l o c al  s u b st r u ct u r e s  t h at
c o m p o s e t h e  o v e r all  g r a p h  a n d t h e r ef o r e   m o r e  c o m pl et el y
r e p r e s e nt s  t h e   d et ail s  of   w h at  a  g r a p h  “l o o k s  li k e. ”  F u r-
t h e r m o r e,  it  i s   p o s si bl e  f o r  t w o  v e r y   di s si mil a r  g r a p h s  t o
h a v e t h e s a m e   d e g r e e   di st ri b uti o n s,   h o p   pl ot s, et c.,  b ut it i s
dif fi c ult  f o r  t w o   di s si mil a r  g r a p h s  t o  f o ol  a  c o m p a ri s o n
wit h t h e  g r a p hl et   di st ri b uti o n.

T a bl e  2 s h o w s t h e   m e a n  g r a p hl et  c o u nt s  o v e r  1 0 r u n s f o r
e a c h  g r a p h  g e n e r at o r.   W e   fi n d  t h at  g r a p hl et  c o u nt s  f o r  t h e
g r a p h s  g e n e r at e d  b y   H R G  f oll o w  t h e  o ri gi n al  c o u nt s   m o r e
cl o s el y, a n d i n   m a n y c a s e s   m u c h   m o r e cl o s el y, t h a n t h e   K r o-
n e c k e r a n d   C h u n g- L u  g r a p h s.

Gr a p hlet   C orrel ati o n   Dist a n ce. R e c e nt   w o r k  f r o m  s y st e m s
bi ol o g y  h a s i d e nti fi e d a  n e w   m et ri c c all e d t h e   G r a p hl et   C o r-
r el ati o n   Di st a n c e  ( G C D).   T h e   G C D  c o m p ut e s  t h e   di st a n c e
b et w e e n t w o  g r a p hl et  c o r r el ati o n   m at ri c e s — o n e   m at ri x  f o r
e a c h  g r a p h  [ 1 9].  It   m e a s u r e s  t h e  f r e q u e n c y  of  t h e  v a ri o u s
g r a p hl et s   p r e s e nt  i n  e a c h  g r a p h,  i. e.,  t h e  n u m b e r  of  e d g e s,
w e d g e s, t ri a n gl e s, s q u a r e s,  4- cli q u e s,  et c.,  a n d c o m p a r e s t h e
g r a p hl et  f r e q u e n ci e s  of  e a c h  n o d e  a c r o s s  t w o  g r a p h s.
B e c a u s e t h e   G C D i s  a   di st a n c e   m et ri c, l o w e r  v al u e s  a r e  b et-
t e r.   T h e   G C D c a n r a n g e f r o m ½0 ; þ 1 ,   w h e r e t h e   G C D i s  0 if
t h e t w o  g r a p h s a r e i s o m o r p hi c.

T h e ri g ht m o st c ol u m n i n   T a bl e  2 s h o w s t h e   G C D r e s ult s.
U nf o rt u n at el y, t h e  n o d e- b y- n o d e  g r a p hl et  e n u m e r at o r   u s e d
t o  c al c ul at e t h e   G C D [ 1 9]  c o ul d  n ot   p r o c e s s t h e l a r g e   A m a-
z o n a n d  Fli c k r  g r a p h s, s o  o nl y t h e s u m m a r y  g r a p hl et c o u nt s
a r e li st e d f o r t h e t w o l a r g e r  g r a p h s [ 2 0].   T h e r e s ult s  h e r e  a r e
cl e a r:   H R G  si g ni fi c a ntl y  o ut p e rf o r m s  t h e   C h u n g- L u  a n d
K r o n e c k e r   m o d el s.   T h e   G C D  o p e n s  a   w h ol e  n e w li n e  of  n et-
w o r k  c o m p a ri s o n   m et h o d s t h at  st r e s s t h e  g r a p h  g e n e r at o r s
i n  v a ri o u s   w a y s.   W e e x pl o r e   m a n y  of t h e s e  o pti o n s  n e xt.

Fi g.  1 2.   M e a n   Cl u st eri n g   C o ef fi ci e nt  b y   N o d e   D e gr e e.   H R G  cl o s el y  a n d
c o n si st e ntl y r e s e m bl e s t h e cl u st eri n g c o ef fi ci e nt s  of t h e  ori gi n al  gr a p h.

Fi g.  1 3.  L o c al   D e gr e e   A s s ort ati vit y.   H R G,   C h u n g- L u,  a n d   Kr o n e c k er
gr a p h s s h o w   mi x e d r e s ult s   wit h  n o cl e ar   wi n n er.
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5. 5   Gr a p h   E xtr a p ol ati o n

R e c all t h at   H R G l e a r n s t h e  g r a m m a r f r o m k ¼ 4 s u b g r a p h-
s a m pl e s f r o m t h e  o ri gi n al  g r a p h. I n  e s s e n c e,   H R G i s  e xt r a p-
ol ati n g  t h e  l e a r n e d  s u b g r a p h s  i nt o  a  f ull- si z e  g r a p h.   T hi s
r ai s e s t h e  q u e sti o n: if   w e  o nl y  h a d  a c c e s s t o  a  s m all  s u b s et
of  s o m e l a r g e r  n et w o r k,  c o ul d   w e   u s e  o u r   m o d el s t o i nf e r  a
l a r g e r  ( o r  s m all e r)  n et w o r k   wit h  t h e  s a m e l o c al  a n d  gl o b al
p r o p e rti e s ?  F o r  e x a m pl e,  gi v e n  t h e  3 4- n o d e   K a r at e   Cl u b
g r a p h,  c o ul d   w e i nf e r   w h at  a   K a r at e   Cl u b   mi g ht l o o k li k e if
it’ s   m e m b e r s hi p   d o u bl e d ?

U si n g  t w o  s m all e r  g r a p h s,   Z a c h a r y’ s   K a r at e   Cl u b  ( 3 4
n o d e s,  7 8  e d g e s)  a n d  t h e   p r ot ei n- p r ot ei n  i nt e r a cti o n  n et-
w o r k  of S. cere visi ae y e a st ( s e e   T a bl e  1),   w e l e a r n e d  a n   H R G
m o d el   wit h k ¼ 1 a n d s ¼ n ,  i. e.,  n o  s a m pli n g,  a n d  g e n e r-
at e d  n et w o r k s  of  si z e- n = 2 x, 3 x, . . . , 3 2 x.  F o r t h e   p r ot ei n
g r a p h,   w e  al s o  s a m pl e d   d o w n  t o n ¼ x = 8 .   P o w e r s  of  2
w e r e   u s e d  b e c a u s e t h e  st a n d a r d   K r o n e c k e r   m o d el  c a n  o nl y
g e n e r at e  g r a p h s  of t h at  si z e.   T h e   C h u n g- L u   m o d el  r e q ui r e s

a  si z e- n d e g r e e   di st ri b uti o n  a s i n p ut.   T o  c r e at e t h e   p r o p e r
d e g r e e   di st ri b uti o n   w e   fitt e d  a   P oi s s o n   di st ri b uti o n
( ¼ 2 :4 3 )  a n d  a   G e o m et ri c   Di st ri b uti o n (p ¼ 0 :2 9 ) t o   K a r at e
a n d   P r ot ei n  g r a p h s  r e s p e cti v el y  a n d   d r e w n d e g r e e-
s a m pl e s f r o m t h ei r r e s p e cti v e   di st ri b uti o n s. I n  all  c a s e s,   w e
g e n e r at e d 2 0  g r a p h s at e a c h si z e- p oi nt.

R at h e r  t h a n  c o m p a ri n g  r a w  n u m b e r s  of  g r a p hl et s,  t h e
G C D   m et ri c  c o m p a r e s t h e c orrel ati o n of t h e r e s ulti n g  g r a p h-
l et   di st ri b uti o n s.   A s  a  r e s ult,   G C D  i s  l a r g el y  i m m u n e  t o
c h a n g e s i n  g r a p h  si z e.   T h u s,   G C D i s  a  g o o d   m et ri c f o r t hi s
e xt r a p ol ati o n t a s k.  Fi g.  1 4  s h o w s t h e   m e a n   G C D  s c o r e s;  n ot
o nl y   d o e s   H R G  g e n e r at e  g o o d  r e s ult s  at n ¼ 1 x,  t h e   G C D
s c o r e s r e m ai n   m o stl y l e v el a s n g r o w s.

5. 6  I n fi nit y   Mirr or
N e xt,   w e c h a r a ct e ri z e t h e r o b u st n e s s  of  g r a p h  g e n e r at o r s  b y
i nt r o d u ci n g  a  n e w  ki n d  of  t e st   w e  c all  t h e i n fi nit y   mirr or.1

O n e  of t h e   m oti v ati n g  q u e sti o n s  b e hi n d t hi s i d e a   w a s t o s e e
if   H R G  h ol d s s uf fi ci e nt i nf o r m ati o n t o  b e   u s e d a s a r ef e r e n c e
it s elf. I n t hi s t e st,   w e r e p e at e dl y l e a r n  a   m o d el f r o m  a  g r a p h
g e n e r at e d  b y  a n  e a rli e r  v e r si o n  of  t h e  s a m e   m o d el.  F o r
H R G,  t hi s   m e a n s  t h at   w e  l e a r n  a  s et  of   p r o d u cti o n  r ul e s
f r o m  t h e  o ri gi n al  g r a p h H a n d  g e n e r at e  a  n e w  g r a p h H ;
t h e n   w e  s et H   H a n d  r e p e at   w h e r e b y  l e a r ni n g  a  n e w
m o d el f r o m t h e  g e n e r at e d  g r a p h r e c u r si v el y.   W e r e p e at t hi s
p r o c e s s t e n ti m e s  a n d c o m p a r e t h e  o ut p ut  of t h e  1 0t h r e c u r-
r e n c e   wit h t h e  o ri gi n al  g r a p h   u si n g   G C D.

W e  e x p e ct  t o  s e e  t h at  all   m o d el s   d e g e n e r at e  o v e r  t e n
r e c u r r e n c e s.   T h e  q u e sti o n  i s,  h o w  q ui c kl y   d o  t h e   m o d el s
d e g e n e r at e a n d  h o w  b a dl y   d o t h e  g r a p h s  b e c o m e ?

T A B L E  2
Gr a p hl et   St ati sti c s  a n d   Gr a p hl et   C orr el ati o n   Di st a n c e ( G C D) f or   Si x   R e al- W orl d   Gr a p h s

First r o w of e a c h se cti o n s h o ws t he ori gi n al gr a p h’s gr a p hlet c o u nts, re m ai ni n g r o w s h o ws   me a n c o u nts of 1 0 r u ns f or e a c h gr a p h ge ner at or.   We fi n d t h at t he
H R G   m o del ge ner ates gr a p hs t h at cl osel y a p pr o xi m ate t he gr a p hlet c o u nts of t he ori gi n al gr a p h.

Fi g.  1 4.   G C D  of  gr a p h s  e xtr a p ol at e d  i n   m ulti pl e s  u p  t o  3 2 x  fr o m  t w o
s m all  gr a p h s.   H R G  o ut p erf or m s   C h u n g- L u  a n d   Kr o n e c k er   m o d el s   w h e n
g e n er ati n g l ar g er  gr a p h s.  L o w er i s  b ett er.

1. “I n fi nit y   mi r r o r ”  g et s it s  n a m e f r o m t h e  n o v elt y it e m   wit h  a   p ai r
of   mi r r o r s,  s et   u p  t o  c r e at e  a  s e ri e s  of  s m all e r  a n d  s m all e r  r e fl e cti o n s
t h at a p p e a r t o t a p e r t o a n i n fi nit e   di st a n c e.
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Fi g. 1 5 s h o w s t h e   G C D s c o r e s f or t h e   H R G,   C h u n g- L u a n d
K r o n e c k e r   m o d el s at e a c h r e c ur r e n c e ( w e  h a v e al s o v ali d at e d
t h e I n fi nit y   Mi rr or t e st s   wit h  ot h er  v ari ati o n s t o t h e   C h u n g-
L u   m o d el i n cl u di n g t h e   Bl o c k   T w o- L e v el   E r d o s- R e n yi   M o d el
wit h  si mil ar  r e s ult s  [ 4 1]).  S ur pri si n gl y,   w e   fi n d  t h at   H R G
st a y s  st e a d y,  a n d  e v e n  i m p r o v e s  it s   p erf o r m a n c e   w hil e  t h e
K r o n e c k e r a n d   C h u n g- L u   m o d el s st e a dil y   d e c r e a s e t h eir   p er-
f or m a n c e  a s  e x p e ct e d.   W e   d o  n ot  y et  k n o w   w h y   H R G
i m p r o v e s  p erf o r m a n c e i n s o m e c a s e s.  B e c a u s e   G C D   m e a s u r e s
t h e  g r a p hl et  c or r el ati o n s  b et w e e n t w o  g r a p h s, t h e i m p r o v e-
m e nt i n   G C D   m a y b e b e c a u s e   H R G i s i m pli citl y h o mi n g i n o n
r ul e s t h at g e n er at e t h e n e c e s s a r y g r a p h  p att er n s.

5. 6. 1  I n fi nit y   Mirr or   M o d el   Si z e

T h e  n u m b e r  of   p r o d u cti o n r ul e s   d e ri v e d f r o m a  gi v e n  g r a p h
u si n g  Fi x e d- Si z e   G r a p h   G e n e r ati o n.  Fi g.  1 6 s h o w s t h e  n u m-
b e r  of  n o d e s i n  g r a p h s  aft e r  1,  5,  a n d  1 0 f e e d b a c k it e r ati o n s.
T h e t r e n d f o r e a c h i n p ut  g r a p h  v a ri e s sli g htl y,  b ut i n  g e n e r al
t h e   m o d el- si z e  (i. e.,  t h e  n u m b e r  of   p r o d u cti o n  r ul e s
d e ri v e d) st a y s   fl at.

5. 7   S a m pli n g  a n d   Gr a m m ar   C o m pl e xit y

W e  h a v e  s h o w n  t h at   H R G  c a n  g e n e r at e  g r a p h s  t h at   m at c h
t h e  o ri gi n al  g r a p h f r o m k ¼ 4 s a m pl e s  of s ¼ 5 0 0 - n o d e  s u b-
g r a p h s. If   w e a dj u st t h e si z e  of t h e s u b g r a p h, t h e n t h e si z e  of
t h e cli q u e t r e e   will c h a n g e c a u si n g t h e g r a m m a r t o c h a n g e i n
si z e a n d c o m pl e xit y.   A l a r g e cli q u e t r e e o u g ht t o c r e at e   m o r e
r ul e s  a n d  a   m o r e  c o m pl e x  g r a m m a r,  r e s ulti n g  i n  a  l a r g e r
m o d el si z e a n d  b ett e r   p e rf o r m a n c e;   w hil e a s m all cli q u e t r e e

o u g ht  t o  c r e at e  f e w e r  r ul e s  a n d  a  l e s s  c o m pl e x  g r a m m a r,
r e s ulti n g i n a s m all e r   m o d el si z e a n d a l o w e r  p e rf o r m a n c e.

T o t e st t hi s  h y p ot h e si s,   w e  g e n e r at e d  g r a p h s  b y  v a r yi n g
t h e  n u m b e r  of  s u b g r a p h  s a m pl e s k f r o m  1 t o  3 2,   w hil e  al s o
v a r yi n g t h e  si z e  of t h e  s a m pl e d  s u b g r a p h s f r o m  1 0 0 t o  6 0 0
n o d e s.   A g ai n,   w e  g e n e r at e d  2 0  g r a p h s  f o r  e a c h   p a r a m et e r
s etti n g.  Fi g.  1 7 s h o w s  h o w t h e   m o d el si z e  g r o w s  a s t h e s a m-
pli n g   p r o c e d u r e  c h a n g e s  o n  t h e  I nt e r n et   R o ut e r s  g r a p h.
Pl ot s f o r  ot h e r  g r a p h s s h o w  a si mil a r  g r o wt h r at e a n d s h a p e
b ut a r e  o mitt e d   d u e t o s p a c e c o n st r ai nt s.

T o t e st t h e  st ati sti c al  c o r r el ati o n   w e  c al c ul at e d   P e a r s o n’ s
c o r r el ati o n c o ef fi ci e nt  b et w e e n t h e   m o d el si z e  a n d s a m pli n g
p a r a m et e r s.   W e   fi n d t h at t h e k i s sli g htl y c o r r el at e d   wit h t h e
m o d el  si z e  o n   R o ut e r s ( r ¼ 0 :3 1 , p ¼ 0 :0 7 ),   E n r o n (r ¼ 0 :2 7 ;
p ¼ 0 :0 9 ),  a r Xi v  (r ¼ 0 :2 1 ; p ¼ 0 :1 1 ),  a n d   D B L P  (r ¼ 0 :2 9 ,
p ¼ 0 :0 9 ).  F u rt h e r m o r e, t h e c h oi c e  of s aff e ct s t h e si z e  of t h e
cli q u e t r e e f r o m   w hi c h t h e  g r a m m a r s  a r e i nf e r r e d.  S o it s  n ot
s u r p ri si n g t h at s i s  hi g hl y c o r r el at e d   wit h t h e   m o d el si z e  o n
R o ut e r s  ( r ¼ 0 :6 4 ),   E n r o n  (r ¼ 0 :7 1 ),  a r Xi v  (r ¼ 0 :6 8 ),  a n d
D B L P ( r ¼ 0 :5 4 ) all   wit h p 0 :0 0 1 .

B e c a u s e   w e   m e r g e i d e nti c al r ul e s   w h e n   p o s si bl e,   w e s u s-
p e ct t h at t h e o v e r all g r o wt h of t h e   H R G   m o d el f oll o w s   H e a p s
l a w [ 4 2], i. e., t h at t h e   m o d el si z e  of  a  g r a p h c a n  b e   p r e di ct e d
f r o m it s r ul e s;  alt h o u g h   w e  s a v e  a   m o r e t h o r o u g h  e x a mi n a-
ti o n of t h e g r a m m a r r ul e s a s a   m att e r f o r f ut u r e   w o r k.

5. 7. 1   M o d el   Si z e  a n d   P erf or m a n c e

O n e  of t h e   di s a d v a nt a g e s  of t h e   H R G   m o d el,  a s i n di c at e d i n
Fi g.  1 7, i s t h at t h e   m o d el si z e c a n  g r o w t o  b e  v e r y l a r g e.   B ut
t hi s  a g ai n  b e g s  t h e  q u e sti o n:   d o  l a r g e r  a n d   m o r e  c o m pl e x
H R G   m o d el s r e s ult i n i m p r o v e d   p e rf o r m a n c e ?

T o  a n s w e r t hi s  q u e sti o n,   w e c o m p ut e d t h e   G C D   di st a n c e
b et w e e n t h e o ri gi n al g r a p h a n d g r a p h s g e n e r at e d b y v a r yi n g
k a n d s .  Fi g.  1 8  ill u st r at e s  t h e  r el ati o n s hi p  b et w e e n   m o d el
si z e  a n d t h e   G C D.   W e   u s e t h e   R o ut e r  a n d   D B L P  g r a p h s t o

Fi g.  1 5.  I n fi nit y   Mirr or:   G C D  c o m p ari s o n  aft er  e a c h  r e c urr e n c e.   U nli k e
Kr o n e c k er  a n d   C h u n g- L u   m o d el s,   H R G  d o e s  n ot  d e g e n er at e  a s  it s
m o d el i s  a p pli e d r e p e at e dl y.

Fi g.  1 6.   N u m b er  of r ul e s ( m e a n  o v er  2 0 r u n s)  d eri v e d  a s t h e  n u m b er  of
r e c urr e n c e s i n cr e a s e s.

Fi g.  1 7.   H R G   m o d el  si z e  a s t h e  s u b gr a p h  si z e s a n d t h e  n u m b er  of  s u b-
gr a p h s a m pl e s k v ari e s.   T h e   m o d el si z e  gr o w s li n e arl y   wit h k a n d s .

Fi g.  1 8.   G C D  a s  a f u n cti o n of   m o d el si z e.   W e fi n d  a sli g htl y  n e g ati v e r el a-
ti o n s hi p  b et w e e n   m o d el si z e  a n d  p erf or m a n c e,  b ut   wit h  q ui c kl y  di mi ni s h-
i n g r et ur n s.   W e s h o w  b e st- fit li n e s  a n d t h eir  e q u ati o n s; t h e s h ort er fit li n e
i n t h e   R o ut er s  pl ot i g n or e s t h e s q u ar e  o utli er  p oi nt s.
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s h o w s t h e l a r g e st  a n d  s m all e r  of  o u r   d at a s et s;  ot h e r  g r a p h s
s h o w  si mil a r  r e s ult s,  b ut   w e  o mit  t h ei r   pl ot s   d u e  t o  s p a c e.
S u r p ri si n gl y,   w e   fi n d  t h at  t h e   p e rf o r m a n c e  of   m o d el s   wit h
o nl y  1 0 0  r ul e s  i s  si mil a r  t o  t h e   p e rf o r m a n c e  of  t h e  l a r g e st
m o d el s.  I n  t h e   R o ut e r  r e s ult s,  t w o  v e r y  s m all   m o d el s   wit h
p o o r   p e rf or m a n c e h a d o nl y 1 8 a n d 2 0 r ul e s e a c h.   B e st  fit li n e s
a r e   d r a w n t o ill u st r at e t h e  a x e s r el ati o n s hi p   w h e r e  n e g ati v e
sl o p e  i n di c at e s  t h at  l a r g e r   m o d el s   p e rf o r m  b ett e r.   O utli e r s
c a n   d r a m ati c all y  aff e ct  t h e  o ut c o m e  of  b e st- fit  li n e s,  s o  t h e
f ai nt li n e i n  t h e   R o ut e r s  g r a p h  s h o w s t h e  b e st   fit li n e if   w e
r e m o v e t h e t w o s q u a r e o utli e r  p oi nt s.   Wit h o ut r e m o vi n g o ut-
li e r s,   w e   fi n d o nl y a sli g htl y n e g ati v e sl o p e o n t h e b e st   fit li n e
i n di c ati n g  o nl y  a  sli g ht   p e rf o r m a n c e i m p r o v e m e nt  b et w e e n
H R G   m o d el s   wit h  1 0 0  r ul e s  a n d   H R G   m o d el s   wit h  1, 0 0 0
r ul e s.   P e a r s o n’ s  c o r r el ati o n  c o ef fi ci e nt  c o m p a ri n g   G C D  a n d
m o d el  si z e  si mil a rl y  s h o w  sli g htl y  n e g ati v e  c o r r el ati o n s  o n
R o ut e r s  ( r ¼ 0 :1 2 , p ¼ 0 :4 9 ),   E n r o n  (r ¼ 0 :0 9 ; p ¼ 0 :2 1 ),
A r Xi v ( r ¼ 0 :0 4 ; p ¼ 0 :5 4 ), a n d   D B L P (r ¼ 0 :0 8 , p ¼ 0 :6 2 )

5. 7. 2   R u nti m e   A n al y si s

T h e  o v e r all e x e c uti o n ti m e  of t h e   H R G   m o d el i s  b e st  vi e w e d
i n t w o   p a rt s: ( 1) r ul e e xt r a cti o n, a n d ( 2)  g r a p h  g e n e r ati o n.

U nf o rt u n at el y,   fi n di n g  a  cli q u e t r e e   wit h   mi ni m al   wi dt h
i. e.,  t h e  t r e e wi dt h t w,  i s   N P- C o m pl et e.   L et n a n d m b e  t h e
n u m b e r  of  v e rti c e s  a n d  e d g e s r e s p e cti v el y i n H .   T a rj a n  a n d
Y a n ni k a ki s’   M a xi m u m   C a r di n alit y  S e a r c h  al g o rit h m   fi n d s
u s a bl e  cli q u e  t r e e s  [ 2 7]  i n  li n e a r  ti m e O ðn þ m Þ,  b ut  i s  n ot
g u a r a nt e e d t o  b e   mi ni m al.

T h e  r u n ni n g  ti m e  of  t h e   H R G  r ul e  e xt r a cti o n   p r o c e s s  i s
d et e r mi n e d  e x cl u si v el y  b y t h e si z e  of t h e  cli q u e t r e e  a s   w ell
a s  t h e  n u m b e r  of  v e rti c e s  i n  e a c h  cli q u e  t r e e  n o d e.  F r o m
D e fi niti o n  2. 1   w e  h a v e t h at t h e  n u m b e r  of  n o d e s i n t h e  cli-
q u e t r e e i s m .   W h e n   mi ni m al, t h e  n u m b e r  of  v e rti c e s i n t h e
l a r g e st cli q u e t r e e  n o d e m a x ðjh i jÞ ( mi n u s  1) i s   d e fi n e d  a s t h e
t r e e wi dt h t w.   H o w e v e r, cli q u e t r e e s  g e n e r at e d  b y   M C S  h a v e
m a x ðjh i jÞ b o u n d e d  b y  t h e   m a xi m u m   d e g r e e  of H a n d  i s
d e n ot e d  a s D [ 4 3].   T h e r ef o r e,  gi v e n  a n  eli mi n ati o n  o r d e ri n g
f r o m   M C S,  t h e  c o m p ut ati o n al  c o m pl e xit y  of  t h e  e xt r a cti o n
p r o c e s s  i s  i n O ðm D Þ.  I n  o u r  e x p e ri m e nt s,   w e   p e rf o r m k
s a m pl e s  of si z e- s s u b g r a p h s.  S o,   w h e n s a m pli n g   wit h k a n d
s ,   w e  a m e n d  t h e  r u nti m e  c o m pl e xit y  t o  b e O ðk m D Þ
w h e r e m i s  b o u n d e d  b y  t h e  n u m b e r  of  h y p e r e d g e s  i n  t h e
si z e- s s u b g r a p h s a m pl e a n d D s .

G r a p h g e n er ati o n r e q uir e s a str ai g htf or w ar d a p pli c ati o n of
r ul e s t h at i s li n e a r i n t h e n u m b er of e d g e s i n t h e o ut p ut g r a p h.

W e   p e rf o r m e d  all  e x p e ri m e nt s  o n  a   m o d e r n  c o n s u m e r-
g r a d e l a pt o p i n  a n   u n o pti mi z e d,   u nt h r e a d e d   p yt h o n i m pl e-
m e nt ati o n.   W e r e c o r d e d t h e e xt r a cti o n ti m e   w hil e g e n e r ati n g

g r a p h s f o r t h e si z e-t o- G C D  c o m p a ri s o n i n t h e   p r e vi o u s s e c-
ti o n.   Alt h o u g h t h e  r u nti m e  a n al y si s  gi v e s t h e o r eti c al   u p p e r
b o u n d s t o t h e r ul e e xt r a cti o n   p r o c e s s,  Fi g.  1 9 s h o w s t h at t h e
e xt r a cti o n  r u nti m e  i s  hi g hl y  c o r r el at e d  t o  t h e  si z e  of  t h e
m o d el  i n   R o ut e r s  ( r ¼ 0 :6 8 ),  a r Xi v  (r ¼ 0 :9 1 ),   E n r o n
(r ¼ 0 :8 8 ),  a n d   D B L P  (r ¼ 0 :9 4 )  all   wit h p 0 :0 0 1 .  Si m pl y
p ut,   m o r e r ul e s r e q ui r e   m o r e ti m e, b ut t h e r e a r e   di mi ni s hi n g
r et u r n s.  S o it   m a y  n ot  b e  n e c e s s a r y t o l e a r n c o m pl e x   m o d el s
w h e n s m all e r   H R G   m o d el s t e n d t o  p e rf o r m r e a s o n a bl y   w ell.

B y  c o m p a ri s o n,  t h e   K r o n e c k e r  g r a p h  g e n e r at o r  l e a r n s  a
m o d el i n O ðm Þ a n d c a n c r e at e  a  g r a p h i n O ðm Þ.   T h e   C h u n g-
L u   m o d el   d o e s  n ot l e a r n  a   m o d el,  b ut r at h e r t a k e s,  a s i n p ut,
a   d e g r e e s e q u e n c e;  g r a p h  g e n e r ati o n i s i n O ðn þ m Þ.

5. 7. 3   Gr a p h   G u ar a nt e e s

I n e a rli e r   w o r k   w e s h o w e d t h at  a n  a p pli c ati o n  of   H R G r ul e s
c o r r e s p o n di n g t o  a t r a v e r s al  of t h e  cli q u e t r e e   will  g e n e r at e
a n i s o m o r p hi c c o p y  of t h e  o ri gi n al  g r a p h [ 2 4].

U nli k e  t h e   K r o n e c k e r  a n d   C h u n g- L u  g r a p h  g e n e r at o r s,
w hi c h  a r e  g u a r a nt e e d  t o  g e n e r at e  g r a p h   wit h   p o w e r-l a w
d e g r e e   di st ri b uti o n s,  t h e r e  a r e  n o  s u c h  g u a r a nt e e s t h at  c a n
b e   m a d e a b o ut t h e s h a p e  of  g r a p h s  g e n e r at e d  b y   H R G s.   T h e
r e a s o n i s  st r ai g htf o r w a r d:  t h e   H R G  g e n e r at o r i s  c a p a bl e  of
a p pl yi n g  r ul e s  i n  a n y  o r d e r,  t h e r ef o r e,  a   wi d e  v a ri et y  of
g r a p h s  a r e   p o s si bl e,  alt h o u g h  i m p r o b a bl e,  gi v e n  a n   H R G
g r a m m a r.

B ut t h e l a c k  of  a f o r m al  g u a r a nt e e s  gi v e t h e   H R G   m o d el
fl e xi bilit y  t o   m o d el  a l a r g e  v a ri et y  of  g r a p h s.  F o r  e x a m pl e,
gi v e n  a  li n e- g r a p h,  t h e   H R G   m o d el   will  g e n e r at e  a  n e w
g r a p h  t h at  l o o k s,   m o r e- o r-l e s s, li k e  a li n e- g r a p h.  If  gi v e n  a
r a n d o m  g r a p h, c h a r a ct e ri z e d  b y  a  bi n o mi al   d e g r e e   di st ri b u-
ti o n,  t h e n   H R G  i s  li k el y  t o  g e n e r at e  a  n e w  g r a p h   wit h  a
bi n o mi al   d e g r e e   di st ri b uti o n.
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T hi s   p a p e r   d e s c ri b e s  a  n e w  g e n e r ati v e  n et w o r k f r a m e w o r k
t h at l e a r n s  a  h y p e r e d g e  r e pl a c e m e nt  g r a m m a r  gi v e n  a  si m-
pl e,  g e n e r al  g r a p h  a n d  g r o w s  n e w  g r a p h s.   T h e i nf e r e n c e ( o r
m o d el l e a r ni n g)  st e p   u s e s  cli q u e t r e e s ( al s o  k n o w n  a s j u n c-
ti o n  t r e e s,  t r e e   d e c o m p o siti o n,  i nt e r s e cti o n  t r e e s)  t o  e xt r a ct
a n   H R G,   w hi c h  c h a r a ct e ri z e s  a  s et  of   p r o d u cti o n  r ul e s.   W e
s h o w  t h at   d e p e n di n g  o n  h o w   H R G  g r a m m a r  r ul e s  a r e
a p pli e d,   d u ri n g  t h e  g r a p h  g e n e r ati o n  st e p,  t h e  r e s ulti n g
g r a p h i s i s o m o r p hi c t o t h e  o ri gi n al  g r a p h if t h e cli q u e t r e e i s
t r a v e r s e d   d u ri n g  r e c o n st r u cti o n.   M o r e  si g ni fi c a ntl y,   w e
s h o w t h at a st o c h a sti c a p pli c ati o n of t h e   H R G g r a m m a r r ul e s
c r e at e s  n e w  g r a p h s t h at  h a v e  v e r y  si mil a r   p r o p e rti e s t o t h e
o ri gi n al  g r a p h.   T h e  r e s ult s  of  g r a p hl et  c o r r el ati o n   di st a n c e
e x p e ri m e nt s,  e xt r a p ol ati o n,  a n d t h e i n fi nit y   mi r r o r  a r e   p a r-
ti c ul a rl y  e x citi n g  b e c a u s e  o u r r e s ult s s h o w  a st a r k i m p r o v e-
m e nt i n  p e rf o r m a n c e o v e r s e v e r al e xi sti n g g r a p h g e n e r at o r s.

P e r h a p s t h e   m o st si g ni fi c a nt   fi n di n g t h at c o m e s f r o m t hi s
w o r k i s t h e  a bilit y t o i nt e r r o g at e t h e  g e n e r ati o n  of s u b st r u c-
t u r e s a n d s u b g r a p h s   wit hi n t h e  g r a m m a r r ul e s t h at c o m bi n e
t o  c r e at e  a  h oli sti c  g r a p h.  F o r w a r d  a p pli c ati o n s  of t h e t e c h-
n ol o g y   d e s c ri b e d  i n  t hi s   w o r k   m a y  all o w   u s  t o  i d e ntif y
n o v el   p att e r n s  a n al o g o u s  t o  t h e   p r e vi o u sl y   di s c o v e r e d  t ri-
a di c  cl o s u r e  a n d  b ri d g e   p att e r n s f o u n d i n  r e al- w o rl d  s o ci al
n et w o r k s.   T h u s,  a n  i n v e sti g ati o n  i nt o  t h e  n at u r e  of  t h e
e xt r a ct e d r ul e s a n d t h ei r   m e a ni n g (if a n y) i s a t o p   p ri o rit y.

Fi g.  1 9.   T ot al  e xtr a cti o n r u nti m e (i. e., cli q u e tr e e cr e ati o n  a n d r ul e  e xtr a c-
ti o n)  a s  a f u n cti o n  of   m o d el  si z e.   B e st  fit li n e s  o n t h e l o g-l o g  pl ot  s h o w
t h at t h e  e x e c uti o n ti m e  gr o w s li n e arl y   wit h t h e   m o d el si z e.
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I n t h e f ut u r e,   w e   pl a n t o i n v e sti g at e   diff e r e n c e s  b et w e e n
t h e  g r a m m a r s  e xt r a ct e d  f r o m   diff e r e nt t y p e s  of  g r a p h s;   w e
a r e  al s o  i nt e r e st e d  i n  e x pl o ri n g  t h e  i m pli c ati o n s  of   fi n di n g
t w o  g r a p h s   w hi c h  h a v e  a  l a r g e  o v e rl a p  i n  t h ei r  e xt r a ct e d
g r a m m a r s.   A m o n g t h e   m a n y  a r e a s f o r f ut u r e   w o r k t h at t hi s
st u d y  o p e n s,   w e  a r e   p a rti c ul a rl y  i nt e r e st e d  i n  l e a r ni n g  a
g r a m m a r f r o m t h e a ct u al  g r o wt h  of s o m e   d y n a mi c  o r e v ol v-
i n g  g r a p h.   Wit hi n  t h e  c o m p ut ati o n al  t h e o r y  c o m m u nit y,
t h e r e  h a s  b e e n  a  r e n e w e d i nt e r e st i n  q ui c kl y   fi n di n g  cli q u e
t r e e s  of  l a r g e  r e al- w o rl d  g r a p h s  t h at  a r e  cl o s e r  t o  o pti m al.
B e c a u s e  of  t h e  cl o s e  r el ati o n s hi p  of   H R G  a n d  cli q u e  t r e e s
a r e  s h o w n  i n  t hi s   p a p e r,  a n y  a d v a n c e m e nt  i n  cli q u e  t r e e
al g o rit h m s  c o ul d   di r e ctl y  i m p r o v e  t h e  s p e e d  a n d  a c c u r a c y
of  g r a p h  g e n e r ati o n.

W e  e n c o u r a g e  t h e  c o m m u nit y  t o  e x pl o r e  f u rt h e r   w o r k
b ri n gi n g   H R G s t o  att ri b ut e d  g r a p h s,  h et e r o g e n e o u s  g r a p h s
a n d   d e v el o pi n g   p r a cti c al  a p pli c ati o n s  of t h e  e xt r a ct e d r ul e s.
Gi v e n  t h e  c u r r e nt  li mit ati o n  r el at e d  t o  t h e  g r o wt h  i n  t h e
n u m b e r  of e xt r a ct e d r ul e s  a s   w ell  a s t h e e n c o u r a gi n g r e s ult s
f r o m  s m all   m o d el s,   w e  a r e  al s o  l o o ki n g  f o r  s p a r si fi c ati o n
t e c h ni q u e s  t h at   mi g ht  li mit  t h e   m o d el’ s  si z e   w hil e  still
m ai nt ai ni n g   p e rf o r m a n c e.
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S al v a d or   A g ui n a g a r e c ei v e d  t h e   M S  d e gr e e
fr o m t h e   U ni v er sit y  of   N otr e   D a m e, i n  2 0 1 6.   H e i s
w or ki n g t o w ar d t h e   P h D d e gr e e i n t h e   D e p art m e nt
of   C o m p ut er   S ci e n c e  a n d   E n gi n e eri n g  a n d  a
m e m b er of t h e I nt er di s ci pli n ar y   C e nt er f or   N et w or k
S ci e n c e  a n d   A p pli c ati o n s (i C e N S A)   wit h t h e   U ni-
v er sit y of   N otr e   D a m e.   Hi s r e s e ar c h i n i nf or m ati o n
n et w or k s  a n d  gr a p h  g e n er ati o n  al g orit h m s  h a s
b e e n  p u bli s h e d i n t h e I E E E   Bi g D at a,   CI K M,   K D D
W or k s h o p o n   Mi ni n g a n d L e ar ni n g i n   Gr a p h s.

D a vi d   C hi a n g r e c ei v e d t h e   P h D  d e gr e e fr o m t h e
U ni v er sit y  of   P e n n s yl v a ni a,  i n  2 0 0 4.   H e  i s  a n
a s s o ci at e  pr of e s s or  i n  t h e   D e p art m e nt  of   C o m-
p ut er   S ci e n c e  a n d   E n gi n e eri n g,   U ni v er sit y  of
N otr e   D a m e.   Hi s  r e s e ar c h  i s  o n  c o m p ut ati o n al
m o d el s  f or  l e ar ni n g  h u m a n  l a n g u a g e s,  p arti c u-
l arl y  h o w  t o  tr a n sl at e  fr o m  o n e  l a n g u a g e  t o
a n ot h er.   Hi s   w or k  o n  a p pl yi n g  f or m al  gr a m m ar s
a n d   m a c hi n e l e ar ni n g t o tr a n sl ati o n  h a s  b e e n r e c-
o g ni z e d   wit h t w o  b e st  p a p er  a w ar d s ( at   A C L  2 0 0 5
a n d   N A A C L   H L T  2 0 0 9).   H e  h a s  r e c ei v e d

r e s e ar c h  gr a nt s fr o m   D A R P A,   N S F,  a n d   G o o gl e,  h a s s er v e d  o n t h e  e x e c-
uti v e  b o ar d  of   N A A C L  a n d t h e  e dit ori al  b o ar d  of C o m p ut ati o n al  Li n g ui s-
ti c s a n d  t h e J o ur n al  of   Arti fi ci al  I nt elli g e n c e   R e s e ar c h ,  a n d i s  c urr e ntl y
o n t h e  e dit ori al  b o ar d  of t h e Tr a n s a cti o n s  of t h e   A C L .

Ti m   W e ni n g er r e c ei v e d t h e   P h D  d e gr e e fr o m t h e
U ni v er sit y  of  Illi n oi s   Ur b a n a- C h a m p ai g n, i n  2 0 1 3.
H e i s  a n  a s si st a nt  pr of e s s or i n t h e   D e p art m e nt  of
C o m p ut er   S ci e n c e  a n d   E n gi n e eri n g,   U ni v er sit y  of
N otr e   D a m e  a n d i s  a   m e m b er  of t h e I nt er di s ci pli n-
ar y   C e nt er  f or   N et w or k   S ci e n c e  a n d   A p pli c ati o n s
(i C e N S A).   Hi s  r e s e ar c h  i s  at  t h e  i nt er s e cti o n  of
m a c hi n e  l e ar ni n g,  d at a   mi ni n g,  a n d  n et w or k  s ci-
e n c e   w h er e  h e  st u di e s  h o w  h u m a n s  cr e at e  a n d
c o n s u m e n et w or k s of i nf or m ati o n.   H e h a s r e s e ar c h
gr a nt s fr o m   N S F,   A R L,   A F O S R,   D A R P A,  a n d t h e

J o h n   T e m pl et o n  F o u n d ati o n, a n d h a s s er v e d o n t h e pr o gr a m c o m mitt e e f or
n u m er o u s c o nf er e n c e s a n d j o ur n al s.

" F or   m or e  i nf or m ati o n   o n  t hi s   or  a n y   ot h er  c o m p uti n g  t o pi c,
pl e a s e  vi sit   o ur   Di git al   Li br ar y  at w w w. c o m p ut er. or g/ p u bli c ati o n s/ dli b.
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