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1. I n tr o d u c ti o n. I n t hi s p a p er,  w e s t u d y u n c er t ai nt y q u a nti fi c ati o n a n d e ffi ci e nt s ol u ti o n
of b o u n d ar y v al u e p r o bl e m s f or elli pti c p ar ti al di ff er e nti al e q u ati o n s ( P D E s) p os e d o n d o m ai n s
wit h s t o c h as ti c all y p er t u r b e d b o u n d ari es.  T h e p r o bl e m of st o c h asti c b o u n d ari es o c c u r s f or
a v ari et y of r e as o n s, s u c h as p h ysi c al str es s es,  m a n uf a ct u ri n g d e fi ci e n ci es, a n d u n c er t ai nt y i n
m e as u r e m e nts of a fi x e d g e o m etr y. S p e ci fi c a p pli c ati o n s ar e f o u n d i n tr a n s p or t i n t u b es  wit h
r o u g h b o u n d ari es [ 2 8 ], a er o d y n a mi c st u di es i n t h e d esi g n of  wi n d t u r bi n es [1 0 ], h e at di ff u si o n
a cr os s ir r e g ul ar a n d fr a ct al-li k e s u rf a c e s [ 6 , 7 ], str u ct u r al a n al y sis st u di es [2 6 ], a c o u sti c s c att er-
i n g o n r o u g h s u rf a c es [2 7 , 3 0 ], s eis m ol o g y a n d oil r es er v oir  m a n a g e m e nt [4 ], v ari o u s ci vil a n d
n u cl e ar e n gi n e eri n g st u di es [ 3 ], c h e mi c al tr a n s p or t i n r o u g h d o m ai n s [9 ], a n d el e ctr o m e c h a ni c al
s t u di es f or n a n ostr u ct u r es [ 1 ].
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T hi s p a p er f o c u s es o n t w o k e y i s s u es t h at ari s e i n s u c h p r o bl e m s:
• Si n c e t h e g e o m etri c p r o p er ti es of t h e d o m ai n h a v e a str o n g e ff e ct o n s ol u ti o n b e h a vi or
a n d s m o ot h n es s, si g ni fi c a nt v ari ati o n i n s ol u ti o n b e h a vi or f or di ff er e nt r e ali z ati o n s of
t h e d o m ai n i s t o b e e x p e ct e d.  C or r es p o n di n gl y, si g ni fi c a nt v ari ati o n i n t h e er r or ari si n g
f r o m di s cr eti z ati o n a n d s a m pli n g i s als o t o b e e x p e ct e d;

• E a c h r e ali z ati o n of a d o m ai n n o mi n all y r e q uir es c o n str u cti o n of a n e w di s cr eti z ati o n
m es h, at a si g ni fi c a nt c o m p u t ati o n al c ost.  H e n c e, s ol vi n g s u c h p r o bl e m s u si n g a  M o nt e
C arl o a p p r o a c h i s c o m p u t ati o n all y i nt e n si v e.

We d e al  wit h t h e s e i s s u e s u si n g t w o i d e a s.  Fir st,  m oti v at e d b y t h e t e c h ni q u e of i s o p ar a-
m etri c fi nit e el e m e nts [ 1 2 ],  w e d es cri b e a f a mil y of si m pl e, l o c all y d et er mi n e d,  w ell- b e h a v e d
tr a n sf or m ati o n s t h at  m a p a gi v e n elli p ti c p r o bl e m p os e d o n a f a mil y of st o c h asti c d o m ai n s
{ Ω ( θ )} θ ∈ Θ t o a n elli p ti c p r o bl e m  wit h st o c h asti c c o e ffi ci e nts p os e d o n a fi x e d r ef er e n c e d o-
m ai n  Ω.  We t h e n c o n str u ct fi nit e el e m e nt a p p r o xi m ati o n s f or t h e s ol u ti o n of s a m pl e elli p ti c
p r o bl e m s o n t h e r ef er e n c e d o m ai n a n d u s e t h es e t o f or m ul at e a  M o nt e  C arl o  m et h o d t o c o m-
p u t e t h e s a m pl e c u m ul ati v e di s tri b u ti o n f u n cti o n f or a s p e ci fi e d  Q u a ntit y of I nt er est ( Q oI ).
We c ar r y o u t a f ull a p ri ori a n al y si s of t h e fi nit e el e m e nt  m et h o d. S e c o n d,  w e c ar r y o u t a n
u n c er t ai nt y q u a nti fi c ati o n b y d eri vi n g a p ost eri ori er r or esti m at es b ot h f or a  Q oI c o m p u t e d
f r o m a n u m eri c al s ol u ti o n t h at t a k es i nt o a c c o u nt all s o u r c es of d et er mi ni sti c a n d s t o c h as ti c
er r or s a n d f or t h e a p p r o xi m at e c u m ul ati v e di stri b u ti o n f u n cti o n c o m p u t e d f r o m t h e  Q oI.  T h e
esti m at e is s u ffi ci e ntl y d et ail e d t h at  w e c a n e ffi ci e ntl y b al a n c e c o m p u t ati o n al  w or k, e. g.,  m es h
r es ol u ti o n v er s u s s a m pl e n u m b er s, t o a c hi e v e a d esir e d a c c u r a c y.  T hi s p r o vi d es a  w a y t o t a c kl e
c o m p u t ati o n al e ffi ci e n c y b y d es cri bi n g a n e ffi ci e nt a d a p ti v e str at e g y t h at l e a d s t o a  m es h t h at
p r o d u c es a c c e p t a bl e a c c u r a c y f or all r e ali z ati o n s of t h e p r o bl e m.
T h e a n al y si s of elli p ti c p r o bl e m s p o s e d o n st o c h asti c d o m ai n s h a s r e c ei v e d  m u c h l e s s att e n-

ti o n t h a n elli p ti c p r o bl e m s  wit h st o c h asti c c o e ffi ci e nts.  A n a p p r o a c h t h at h as r e c ei v e d s u b st a n-
ti al att e nti o n i s b as e d o n p ost ul ati n g gl o b al tr a n sf or m ati o n s b et w e e n a r ef er e n c e d o m ai n a n d
t h e r a n d o m d o m ai n s t h at s ati sf y c er t ai n r e g ul arit y c o n diti o n s a n d t h e u s e of  K ar h u n e n – L o e v e
e x p a n si o n s, st o c h asti c  G al er ki n  m et h o d s, st o c h asti c c oll o c ati o n, et c., t o c o m p u t e n u m eri c al
a p p r o xi m ati o n s. S o m e of t h e e arli er r ef er e n c es [ 2 8 , 3 0 , 3 1 , 1 , 2 7 ] c o n si d er elli p ti c p r o bl e m s
p os e d o n a d o m ai n  w h os e b o u n d ar y i s p ar a m et eri z e d b y a st o c h asti c p r o c es s. S o m e of t h e
k e y t e c h ni c al i s s u es  w er e a n al y z e d i n s u b s e q u e nt  w or k, e. g., [ 2 0 , 1 1 , 2 1 , 2 2 ].
T h e  m et h o d c o n si d er e d i n t hi s p a p er a n d t h e  m et h o d s st u di e d i n [ 2 8 , 3 0 , 3 1 , 1 , 2 7 , 2 0 , 1 1 ,

2 1 , 2 2 ] d e al  wit h si mil ar t e c h ni c al c h all e n g es si n c e all t h e  m et h o d s e m pl o y tr a n sf or m ati o n s
b et w e e n r a n d o m d o m ai n s a n d a r ef er e n c e d o m ai n.  H o w e v er, t h e  m et h o d a n al y z e d i n t hi s p a p er
h as s e v er al f u n d a m e nt al di ff er e n c es f r o m t h es e ot h er  m et h o d s.  T h e gr e at di ffi c ult y i n v ol v e d
i n c o n str u cti n g s m o ot h gl o b al tr a n sf or m ati o n s b et w e e n t w o d o m ai n s pl a c es c o n str ai nts o n
t h e f or m ul ati o n of t h e r a n d o m d o m ai n p r o bl e m.  T h e  m et h o d a n al y z e d i n t his p a p er a v oi d s
c o n str u cti o n of gl o b al tr a n sf or m ati o n s b et w e e n t h e r a n d o m d o m ai n r e ali z ati o n s a n d a fi x e d
r ef er e n c e d o m ai n, i n s t e a d e m pl o yi n g si m pl e, e asil y c o m p u t e d tr a n sf or m ati o n s c o n fi n e d t o a
n ei g h b or h o o d of t h e r a n d o m b o u n d ar y.  T hi s  m a k es t h e  m et h o d  w ell s uit e d f or t h e cl as s of
p r o bl e m s  w h er e d at a d es cri bi n g t h e b o u n d ar y of e a c h r e ali z ati o n of t h e r a n d o m d o m ai n i s
gi v e n, e. g., d et er mi n e d t h r o u g h p h y si c al  m e as u r e m e nt. S o m e of t h e a n al y si s i s f o c u s e d o n
d e ali n g  wit h t h e t e c h ni c al i ss u es t h at aris e f r o m t h e u s e of a l o c ali z e d tr a n sf or m ati o n.  Wit h
t h e g o al of a c c u r at el y c o m p u ti n g a s a m pl e c u m ul ati v e di stri b u ti o n f u n cti o n as o p p os e d t o a
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c o u pl e of st atisti cs,  w e e m pl o y  M o nt e  C arl o s a m p li n g, a n d  w e c o n si d er t h e is s u e of i n cr e asi n g
t h e e ffi ci e n c y of t hi s a p p r o a c h.  Fi n all y, i n a d diti o n t o a p ri ori c o n v er g e n c e a n al y si s,  w e p r es e nt
a n d i m pl e m e nt a p ost eri or er r or a n al y si s as  w ell as a n a d a p ti v e  m et h o d b as e d o n t h e esti m at es.
Of c o u r s e, tr a n sf or mi n g a d o m ai n of a gi v e n elli p ti c p r o bl e m t o a n ot h er d o m ai n i s a

cl as si c a n al yti c a p p r o a c h; e. g., S c h w ar z – C h ri st o ff el tr a n sf or m ati o n s [ 1 4 , 2 9 ] p r o vi d e a gl o b al
a n d s m o ot h  m a p.  H o w e v er, c o nf or m al  m a p s i n v ol v e si g ni fi c a nt c o m pli c ati o n s i n p r a cti c e;
e. g., t h e r es ulti n g  m a p s  m a y i ntr o d u c e c o m pli c ati o n s s u c h as si n g ul ariti es at b o u n d ari es of
a d o m ai n a n d t h e y ar e di ffi c ult a n d e x p e n si v e t o c o m p u t e.  T his  m oti v at es t h e v er y si m pl e
tr a n sf or m ati o n s st u di e d i n t his  m a n u s cri p t.
T h e r est of t h e p a p er i s or g a ni z e d as f oll o w s. I n s e cti o n 2 ,  w e p r es e nt t h e p r o bl e m f or-

m ul ati o n a n d  m o d eli n g as s u m p ti o n s.  We c o n str u ct a pi e c e wis e-s m o ot h tr a n sf or m ati o n t o a
d et er mi ni sti c d o m ai n  Ω, p r o vi d e d et ail s f or t h e fi nit e el e m e nt  m et h o d, a n d f or m ul at e t h e a d-
j oi nt p r o bl e m a n d a n er r or esti m at e i n s e cti o n 3 .  T h e esti m at e i s e xt e n d e d t o a n al y z e  Li o n s
d o m ai n d e c o m p o siti o n o n a tr a n sf or m e d d o m ai n i n s e cti o n 4 .  A p ost eri ori esti m at es of t h e
v ari o u s s o u r c es of er r or s f or e a c h r e ali z ati o n a n d f or t h e e m piri c al distri b u ti o n f u n cti o n ar e
o b t ai n e d i n s e cti o n 5 . S e cti o n 6 di s c u s s es t h e c o n s tr u cti o n of a fi nit e el e m e nt  m es h s uit a bl e
f or all r e ali z ati o n s of θ .  N u m eri c al e x p eri m e nts ar e p erf or m e d a n d p r es e nt e d t h r o u g h o u t t h e
p a p er.

2.  Pr o bl e m f or m ul a ti o n.

2. 1.  S t o c h a s ti c all y p er t ur b e d d o m ai n s. We d es cri b e t h e d o m ai n s  wit h s t o c h as ti c b o u n d-
ari es as r a n d o m p er t u r b ati o n s of a n o mi n al d et er mi nisti c r ef er e n c e d o m ai n  Ω.  T h e r ef er e n c e
d o m ai n  Ω i s a c o n v e x p ol y g o n al d o m ai n i n R 2 wit h si d es f or m e d b y str ai g ht e d g es j oi ni n g
a c oll e cti o n of n o d es { v̂ j }

J
j = 1 .  T o d e fi n e t h e st o c h asti c p er t u r b ati o n s,  w e l et { θ̂ j }

J
j = 1 d e n ot e

a c oll e cti o n of r a n d o m v e ct or s θ̂ j ∈ R
2 s u c h t h at θ̂ j ∼ ( Λ j , F j , Pj ),  w h er e ( Λ j , F j , Pj ) i s a

p r o b a bilit y s p a c e  wit h c o m p a ct d o m ai n  Λ j ⊂ R
2 , σ - al g e b r a F j , a n d p r o b a bilit y  m e as u r e P j .

We a b u s e n ot ati o n t o l et θ = { θ̂ j }
J
j = 1 a n d l et θ ∈ Θ d e n ot e t h e s et of a d mi s si bl e p er t u r b ati o n

v e ct or s.  T h e st o c h asti c p er t u r b ati o n  Ω ( θ ) i s t h e p ol y g o n al d o m ai n  wit h b o u n d ari es d e fi n e d
b y str ai g ht e d g es c o n n e cti n g n o d es { v̂ j + θ̂ j }

J
j = 1 ; s e e Fi g u r e 1 . We n ot e t h at Ω (θ ) → Ω as

v
j
^

θ j
^

ΩΛ j

Ω ∗

Ω ∗

Fi g ur e 1. L eft: St o c h a sti c p e rt u r b ati o n of a b o u n d a r y n o d e.  Mi d dl e:  A c oll e cti o n of p e rt u r b e d b o u n d a r y
n o d e s.  Ri g ht:  A c oll e cti o n of st o c h a sti c p e rt u r b ati o n s of t h e n o mi n al d o m ai n.

θ = m a x θ̂ j → 0,  w h er e i n t h e s e c o n d q u a ntit y d e n ot es t h e  E u cli d e a n n or m.
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T o e nf or c e t h e as s u m p ti o n t h at t h e d o m ai n s  Ω ( θ ) s h ar e t h e s a m e gr os s s h a p e,  w e l et
Ω ∗ a n d  Ω ∗ d e n ot e c o n v e x p ol y g o n al d o m ai n s  wit h J b o u n d ar y n o d es a n d n o n z er o v ol u m e
o b t ai n e d b y s c ali n g  Ω s o t h at  Ω ∗ ⊆ Ω ⊆ Ω

∗ .  We as s u m e t h at f or all θ ,

Ω ∗ ⊆ Ω ( θ ) ⊆ Ω
∗ ∀ θ ∈ Θ;

s e e  Fi g u r e 1 .  A s  w e d e m o n str at e, t h e s ol u ti o n t e c h ni q u e d es cri b e d b el o w c a n b e a p pli e d t o r el-
ati v el y l ar g e p er t u r b ati o n s a n d t o n o n c o n v e x d o m ai n s.  H o w e v er, t h er e ar e  w ell- k n o w n a n al yti c
di ffi c ulti es ass o ci at e d  wit h elli p ti c p r o bl e ms o n n o n c o n v e x p ol y g o n al d o m ai n s  wit h “s h ar p ”
i n s et a n gl e s.  B y r e d u ci n g t h e v ol u m e of  Ω∗ \ Ω ∗ ,  w e c a n li mit t h e d e gr e e of n o n c o n v e xit y i n
Ω ( θ ) t h at m a y o c c u r.
We e m p h asi z e t h at t h e n u m eri c al  m et h o d d o es n ot d e p e n d o n i d e ntif yi n g a “tr u e ” n o mi n al

d o m ai n  Ω.  U n d er t h es e as s u m p ti o n s, gi v e n a c oll e cti o n of s a m pl e d o m ai n s { Ω ( θ n )} c or r e-
s p o n di n g t o a c oll e cti o n of s a m pl es { θ n } ,  w e c a n si m pl y c h o os e o n e s a m pl e d o m ai n t o u s e as
a r ef er e n c e d o m ai n.  A s  w e dis c u s s, s o m e c h oi c es  m a y yi el d i m p r o v e d n u m eri c al a c c u r a c y.

2. 2.  T h e elli p ti c pr o bl e m. I n d e fi ni n g t h e elli p ti c p r o bl e m,  w e  wi s h t o a v oi d sit u ati o n s
i n  w hi c h t h er e is a r a di c al c h a n g e i n  m at eri al p r o p er ti es f r o m o n e d o m ai n t o t h e n e xt. S o,
w e a s s u m e t h at t h e c o e ffi ci e nts a n d ri g ht- h a n d si d e of t h e elli p ti c e q u ati o n ar e d e fi n e d i n t h e
l ar g est d o m ai n  Ω∗ .  T h e elli p ti c p r o bl e m o n  Ω (θ ) is as f oll o w s:  Fi n d w s ati sf yi n g

( 2. 1)
− ∇ · ( a (x )∇ w (x ; θ ))  = f (x ), x ∈ Ω ( θ ),

w (x ; θ ) = 0, x ∈ ∂ Ω ( θ ),

w h er e a i s a 2 × 2 s y m m etri c p ositi v e d e fi nit e  m atri x  wit h c o e ffi ci e nts t h at ar e c o nti n u o u s
f u n cti o n s o n  Ω∗ s u c h t h at t h er e i s a c o n st a nt a 0 > 0 wit h w a w ≥ a 0 w

2 f or all w ∈ R 2

a n d x ∈ Ω ∗ a n d f i s c o nti n u o u s o n  Ω∗ .  We as s u m e t h at b ot h a a n d f ar e i n d e p e n d e nt of θ ,
t h o u g h e xt e n si o n s t o t h e c as es  w h e n a a n d f ar e al s o st o c h asti c ar e s tr ai g htf or w ar d [ 1 6 , 1 7 ].
H a vi n g o b t ai n e d t h e s ol u ti o n,  w e e v al u at e t h e  Q oI,

( 2. 2) Q (w ; θ ) =
Ω ( θ )
w (x ; θ )ψ (x ) d x,

w h er e ψ ∈ L 2 ( Ω ∗ ).  B y s t a n d ar d r es ults w (x ; θ ) d e p e n d s c o nti n u o u sl y o n θ .  H e n c e, Q (w ; θ ) i s
a r a n d o m v ari a bl e a n d t h e st o c h asti c v er si o n of ( 2. 1 ) a n d (2. 2 ) i s t o c o m p u t e t h e p r o b a bilit y
di s tri b u ti o n of Q (w ; θ ),

P (t) = P r(Q (u ; θ ) ≤ t).

Si n c e  w e ar e d e ali n g  wit h a c oll e cti o n of d o m ai n s, t h er e ar e s o m e r estri cti o n s o n p os si bl e  Q oI s.
F or e x a m pl e, it i s i n a p p r o p ri at e t o c h o os e t h e v al u e at a p oi nt t h at i s n ot i n all t h e s a m pl e
d o m ai n s. S o m e c h oi c es of  Q oI v ar y as t h e d o m ai n v ari es, e. g., ψ = 1.

2. 3.  B a si c pr o p er ti e s of t h e elli p ti c pr o bl e m. T h e v ari ati o n al f or m ul ati o n of ( 2. 1 ) r e a d s
a s f oll o w s:  Fi n d w ∈ H 10 ( Ω (θ )) s u c h t h at

( 2. 3) B Ω ( θ ) ( w, v ) = F Ω ( θ ) ( v ) ∀ v ∈ H
1
0 ( Ω (θ )),
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w h er e t h e bili n e ar f or m

B Ω ( θ ) ( w, v ) =
Ω ( θ )
a (x )∇ w · ∇v d x

i s b o u n d e d a n d c o er ci v e f or all θ ∈ Θ, i. e.,

|B Ω ( θ ) ( w, v )| ≤ C 1 (θ ) w H 10 ( Ω ( θ ) )
v H 10 ( Ω ( θ ) ) ∀ w, v ∈ H 10 ( Ω (θ )),

B Ω ( θ ) ( w,  w ) ≥ C 2 (θ ) w
2
H 10 ( Ω ( θ ) )

∀ w ∈ H 10 ( Ω (θ )),

a n d t h e li n e ar f or m

F Ω ( θ ) ( v ) =
Ω ( θ )
f (x )v (x ) d x

i s b o u n d e d, i. e.,

|F Ω ( θ ) ( v )| ≤ C 3 (θ ) v H 10 ( Ω ( θ ) ) .

We as s u m e u nif or m b o u n d e d n es s a n d c o er ci vit y  wit h r es p e ct t o θ ; i. e., t h er e ar e c o n st a nts
C 1 , C2 , C3 wit h

C 1 (θ ) ≤ C 1 , m a x < ∞ , C2 (θ ) ≥ C 2 , mi n > 0 , C3 (θ ) ≤ C 3 , m a x < ∞ .( 2. 4)

T h e  L a x – Mil gr a m l e m m a [ 2 3 ] gr a nts a u ni q u e  w e a k s ol u ti o n w t o (2. 3 ) f or all θ ∈ Θ.
M or e o v er, b y ( 2. 4 ),

s u p
θ ∈ Θ

w H 10 ( Ω ( θ ) )
≤

1

C 2 , m a x
f L 2 ( Ω ∗ ) .

U n d er t h e c o n v e xit y as s u m p ti o n, t h e st a n d ar d r e g ul arit y r es ult h ol d s, i. e.,

w H 20 ( Ω ( θ ) )
≤ C (θ ) f L 2 ( Ω ( θ ) ) .

3.  Tr a n sf or m e d pr o bl e m. T h e p r o bl e m i s tr a n sf or m e d b y  m a p pi n g  Ω ( θ ) b a c k t o t h e
r ef er e n c e d o m ai n  Ω u si n g a pi e c e wis e a ffi n e  m a p.  A s  m e nti o n e d,  w e c a n c h o os e a n y s a m pl e
d o m ai n t o b e t h e r ef er e n c e d o m ai n.  T o cr e at e t h e  m a p,  w e p ar titi o n  Ω i nt o D tri a n g ul ar
s u b d o m ai n s { Ω d }

D
d = 1 s u c h t h at Ω =

D
d = 1 Ω d .  T h e s u b d o m ai n s i n t h e p ar titi o n ar e c h os e n

s o t h at t h e y ar e n o ni nt er s e cti n g a n d t h e v er ti c es of s u b d o m ai n s d o n ot i nt er s e ct i nt eri or s of
e d g es of ot h er s u b d o m ai n s or i nt eri or s of b o u n d ar y e d g es.  U n d er t h es e as s u m p ti o n s, t h er e i s
a c or r es p o n di n g p ar titi o n { Ω d (θ )}

D
d = 1 of e a c h  Ω ( θ ) t h at i s o b t ai n e d b y p er t u r bi n g o nl y t h e

n o d es of t h e p ar titi o n { Ω d }
D
d = 1 t h at li e o n t h e b o u n d ar y of  Ω b y θ .

T h er e ar e  m a n y c h oi c es of s u c h p ar titi o n s, b u t s o m e c h oi c es yi el d b ett er n u m eri c al r es ults
t h a n ot h er s. I n p ar ti c ul ar,  w e u s e t h e p ar titi o n t o  m a k e a d o m ai n d e c o m p ositi o n f or m ul ati o n
of t h e ori gi n al elli p ti c p r o bl e m, a n d t h e di ffi c ult y i n o b t ai ni n g a c c u r at e n u m eri c al s ol u ti o n s
i s a ff e ct e d b y t h e s h a p e of t h e s u b d o m ai n s.  C o n s e q u e ntl y, t h e a n gl es i n t h e s u b d o m ai n s
a n d n u m b er of s u b d o m ai n s i m p a ct t h e c o n v er g e n c e of t h e d o m ai n d e c o m p ositi o n it er ati o n
a n d t h e c o n diti o n n u m b er s of t h e r es ulti n g li n e ar s y st e m s.  Li k e wi s e, t h e p r o p er ti e s of t h e
tr a n sf or m ati o n s a ff e ct t h e a c c u r a c y of t h e fi nit e el e m e nt a p p r o xi m ati o n.  We ill u str at e s o m e
of t h e i s s u es  wit h a n e x a m pl e i n s e cti o n 3. 6 .
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3. 1.  R a n d o m s a m pl e s. We s el e ct N i n d e p e n d e nt r e ali z ati o n s { θ n } Nn = 1 ,  w hi c h c or r es p o n d s
t o a s et of s a m pl e d o m ai n s { Ω ( θ n )} .

3. 2.  Tr a n sf or m a ti o n t o a r ef er e n c e d o m ai n. R at h er t h a n di s cr eti zi n g t h e elli p ti c p r o bl e m
o n e a c h s a m pl e d o m ai n  Ω( θ n ) dir e ctl y,  w e fi r st a p pl y a pi e c e wis e a ffi n e  m a p ϕ : Ω (θ n ) → Ω.
T h e  m a p i s d et er mi n e d b y D i n v er ti bl e a ffi n e  m a p s ϕ d (θ

n ) = ϕ nd : Ωd (θ
n ) → Ω d , 1 ≤ d ≤ D .

L et y ∈ Ω d d e n ot e t h e i m a g e of x ∈ Ω d (θ
n ) u n d er t h e  m a p ϕ nd a n d l et J

n
d d e n ot e t h e J a c o bi a n

m atri x of ϕ nd .  We d e n ot e t h e t h r e e v er ti c es of  Ωd (θ
n ) b y r nd, 1 , r

n
d, 2 , a n d r

n
d, 3 a n d t h e t h r e e

c or r es p o n di n g v er ti c es of  Ω d b y s d, 1 , s d, 2 , a n d s d, 3 ; s e e Fi g u r e 2 .  T h e tr a n sf or m ati o n i s d e fi n e d
as

ϕ nd (x ) = J
n
d (x − r

n
d, 1 ) + s d, 1 ,( 3. 1)

w h er e

J nd = s d, 2 − s d, 1 − (s d, 3 − s d, 1 ) r
n
d, 2 − r

n
d, 1 − (r

n
d, 3 − r

n
d, 1 )

− 1
= S d (R

n
d )
− 1 .

B ot h S d a n d R
n
d a r e i n v er ti bl e si n c e  Ω d (θ

n ) a n d Ω d ar e n o n d e g e n er at e tri a n gl es.

rd, 1rr s d, 1

rd, 2rr

s d, 2

rd, 3rr
s d, 3 Ω  (  )θθ
Ω d

dΩ  Ω  

Ω

Ω

Ω

Ω
Ω

1

2

3

4

5

( θ)

( θ)

( θ)

( θ)
( θ)

( θ) Ω

Ω

Ω

Ω

Ω
Ω

1

2

3

4

5

Ω

Fi g ur e 2. L eft: Ω d a n d Ω d ( θ ) .  Ri g ht:  T h e t r a n sf o r m ati o n ϕ : Ω (θ ) → Ω .  W e h a v e d r o p p e d t h e s u p e r s c ri pt
i n di c ati n g s a m pl e.

We c o n s tr ai n t h e p ar titi o n s { Ω d (θ
n )} Dd = 1 s o t h at f or c o n st a nts M ∗ , M

∗ ,

0 < M ∗ ≤ mi n
n, d
| d et ( J nd )| ≤ m a x

n, d
| d et ( J nd )| ≤ M

∗ < ∞ ,( 3. 2)

u nif or ml y f or all s a m pl es { θ n } . We n ot e t h at (3. 2 ) i m pli es u nif or m b o u n d s o n J nd a n d
(J nd )

− 1 .

3. 3.  Tr a n sf or m a ti o n of t h e pr o bl e m. We n e xt r ef or m ul at e t h e elli p ti c p r o bl e m b y a p pl y-
i n g t h e tr a n sf or m ati o n ϕ .
L et n d d e n ot e t h e o u t w ar d p oi nti n g n or m al v e ct or t o t h e b o u n d ar y of  Ω d (θ

n ), a |Ω d ≡ a d
a n d f |Ω d ≡ f d .  T h e n, f or 1 ≤ d ≤ D , c o m p u t e w d o n  Ω d (θ

n ) s ol vi n g
( 3. 3)
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

− ∇ · ( a d (x )∇ w
n
d (x ; θ

n ))  = f d (x ), x ∈ Ω d (θ
n ),

w nd (x ; θ
n ) = 0, x ∈ ∂ Ω ( θ n ) ∩ ∂ Ω d (θ

n ),

w nd (x ; θ
n ) = w n

d
(x ; θ n ), x ∈ ∂ Ω d (θ

n ) ∩ ∂ Ω
d
(θ n ) ∀ d ∈ d ,

n d · (a d (x )∇ w
n
d (x ; θ

n ))  = − n
d
· (a d (x )∇ w

n
d
(x ; θ n )), x ∈ ∂ Ω d (θ

n ) ∩ ∂ Ω
d
(θ n ) ∀ d ∈ d ,
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w h er e d is t h e s et of { 1 , . . . , D} \ { d } s u c h t h at  Ω d (θ
n ) a n d Ω

d
(θ n ) s h ar e a b o u n d ar y.  T h e l as t

t w o li n es i n ( 3. 3 ) ar e i nt erf a c e c o n diti o n s g u ar a nt e ei n g c o nti n uit y of t h e s ol u ti o n a n d n or m al
fl u x a cr os s t h e b o u n d ari es.  T h e a n al y si s of t h e e xi s t e n c e, u ni q u e n es s, a n d r e g ul arit y of t h e
s ol u ti o n of ( 3. 3 ) i s di s c u s s e d i n [ 2 , 5 , 8 , 2 4 , 2 5 ].  We h a v e w |Ω d ≡ w d .
U si n g ( 3. 1 ) i n (3. 3 ),  w e o b t ai n t h e tr a n sf or m e d p r o bl e m o n  Ω,

( 3. 4)
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

− ∇ · ( A nd (y ; θ
n )∇ u nd (y ; θ

n ))  = F nd (y ; θ
n ), y ∈ Ω d ,

u nd (y ; θ
n ) = 0, y ∈ ∂ Ω ∩ ∂ Ω d ,

u nd (y ; θ
n ) = u n

d
(y ; θ n ), y ∈ ∂ Ω d ∩ ∂ Ω d ∀ d ∈ d ,

n d · (A d (y ; θ
n )∇ u nd (y ; θ

n ))  = − n
d
· (A

d
(y ; θ n )∇ u n

d
(y ; θ n )), y ∈ ∂ Ω d ∩ ∂ Ω d ∀ d ∈ d ,

w h er e u d (y ; θ
n ) = w d ((ϕ

n
d )
− 1 ( y ); θ n ),

A nd (y ; θ
n ) = |d et J nd |

− 1 J nd a d ((ϕ
n
d )
− 1 ( y )) (J nd ) , a n d F

n
d (y ; θ

n ) = |d et J nd |
− 1 f d ((ϕ

n
d )
− 1 ( y )).

E q ui v al e ntl y,  w e c a n  w rit e ( 3. 4 ) i n c o m p a ct f or m as

( 3. 5)
− ∇ · (A n (y ; θ n )∇ u n (y ; θ n ) )  = F n (y ; θ n ), y ∈ Ω ,

u n (y ; θ n ) = 0, y ∈ ∂ Ω ∩ ∂ Ω ,

w h er e u n (y ; θ n ) = u nd (y ; θ
n ), A n (y ; θ n ) = A nd (y ; θ

n ), a n d F n (y ; θ n ) = F nd (y ; θ
n ) f or y ∈ Ω d .

We n ot e t h at ( 3. 1 ) i m pli e s t h at A nd a n d F
n
d c a n b e c o m p u t e d  wit h o u t c o n str u cti n g  Ω ( θ

n )
e x pli citl y.
T h e  Q oI i n t er m s of t h e tr a n sf or m e d v ari a bl es b e c o m es

( 3. 6) Q (u n ; θ ) =
Ω
u n (y ; θ ) ψ̃ ( y ) d y,

w h er e ψ̃ ( y ) = ψ ((ϕ nd )
− 1 ( y )) |d et J nd |

− 1 f or y ∈ Ω d .

3. 3. 1.  W e a k f or m of t h e tr a n sf or m e d pr o bl e m. F or t h e v ari ati o n al f or m ul ati o n of ( 3. 5 ),
w e l et V = H 10 ( Ω ) a n d s e e k u ∈ V ; w e h a v e

( 3. 7)
Ω
A n (y ; θ n )∇ u n · ∇v d y =

Ω
F n (y ; θ n )v d y

f or all v ∈ V . T h e m atri x A n i s s y m m etri c p ositi v e d e fi nit e.
We n o w s h o w t h at t h e bili n e ar f or m Ω d

A n (y ; θ n )∇ u nd · ∇v d d y i s c o nti n u o u s a n d c o er ci v e.
L et κ d : = di a m( Ωd ), ρ d : = s u p{ di a m ( S )|S ⊂ Ω d , κ d (θ

n ) : = di a m ( Ω d (θ )), a n d ρ d (θ
n ) : =

s u p { di a m ( S )|S ⊂ Ω d (θ
n ).  We u tili z e t h e f oll o wi n g p r o p er ti es of t h e J a c o bi a n s J nd [1 2 ]:

( 3. 8) J nd ≤
κ d
ρ d (θ n )

, (J nd )
− 1 ≤

κ d (θ
n )

ρ d
.

F u r t h er,

( 3. 9) | d et J nd | =
m e as ( Ω )

m e as( Ω ( θ n ))
,
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a n d

( 3. 1 0) π ρ d (θ
n ) 2 ≤ m e as ( Ω d (θ

n )) ≤ π κ d (θ
n ) 2 , π ρ2d ≤ m e as ( Ω d ) ≤ π κ

2
d ,

w h er e  m e as d e n ot es t h e  L e b es g u e  m e as u r e o n R 2 .
We h a v e f r o m ( 3. 9 ) a n d (3. 1 0 )

( 3. 1 1)
ρ 2d
κ (θ n ) 2

| ≤ |d et J d | ≤
κ 2d

ρ d (θ n ) 2
.

L e m m a 3. 1. T h e bili n e a r f o r m

B Ω (u
n , v) =

Ω
A n (y ; θ n )∇ u n · ∇v d y

i s b o u n d e d a n d c o e r ci v e; i. e.,

B Ω (u
n , v) ≤ C 1 , n u

n
H 10 ( Ω )

v H 10 ( Ω ) ∀ u n , v ∈ H 10 ( Ω ),( 3. 1 2 a)

B Ω (u
n , un ) ≥ C 2 , n u

n 2
H 10 ( Ω )

∀ u ∈ H 10 ( Ω ),( 3. 1 2 b )

w h e r e t h e c o n st a nt s C 1 , n a n d C 2 , n d e p e n d o n t h e t r a n sf o r m ati o n s ϕ d (θ
n ).

P r o of. L et λ n, d, m a x a n d λ n, d, mi n d e n ot e t h e l ar g est a n d s m all est ei g e n v al u es of J
n
d , a n d l et

a m a x a n d a mi n b e t h e o n es f or t h e s y m m etri c p ositi v e d e fi nit e  m atri x a .  T h e n,

( 3. 1 3) B Ω (u
n , v) ≤ m a x

d
|d et J − 1d | λ

2
n, d, m a x a m a x u

n
H 10 ( Ω )

v H 10 ( Ω ) .

B y ( 3. 8 )

( 3. 1 4) λ 2n, d, m a x = J nd (J
n
d ) ≤ J nd

2 ≤
κ 2d

ρ d (θ n ) 2
.

C o m bi ni n g ( 3. 1 1 ), (3. 1 3 ), a n d ( 3. 1 4 ),  w e h a v e

B Ω (u
n , v) ≤ a m a x m a x

d

κ 2d
ρ 2d

κ d (θ )
2

ρ d (θ n ) 2
u n H 10 ( Ω ) v H 10 ( Ω ) ,

w hi c h p r o v es ( 3. 1 2 a ) wit h

( 3. 1 5) C 1 , n = a m a x m a x
d

κ d κ d (θ
n )

ρ d ρ d (θ n )

2

.

N o w  w e p r o v e c o er ci vit y of t h e bili n e ar f or m.  We h a v e

( 3. 1 6) B Ω (u
n , un ) ≥ γ mi n

d
|d et J − 1d | λ

2
n, d, mi n a mi n u

n 2
H 10 ( Ω )

,

w h er e γ is t h e c o n st a nt ari si n g f r o m  P oi n c aré’ s i n e q u alit y.  B y ( 3. 8 ),

λ 2n, d, mi n =
1

(J nd (J
n
d ) )

− 1
≥

1

( J nd )
− 1 2

≥
ρ 2d

κ d (θ n ) 2
.
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C o m bi ni n g t hi s  wit h ( 3. 1 1 ) a n d (3. 1 6 ),

B Ω (u
n , un ) ≥ a mi n γ mi n

d

ρ 2d
κ 2d

ρ d (θ )
2

κ d (θ n ) 2
u n 2H 10 ( Ω )

,

w hi c h p r o v es ( 3. 1 2 b ) wit h

( 3. 1 7) C 2 , n = γ a mi n mi n
d

ρ d ρ d (θ
n )

κ d κ d (θ n )

2

.

A si mil ar ar g u m e nt s h o w s t h at t h e li n e ar f or m Ω d
F n (y ; θ )v d (y ) d y i s b o u n d e d.

3. 4.  Fi ni t e el e m e n t di s cr e ti z a ti o n. We n e x t di s cr eti z e e a c h tr a n sf or m e d p r o bl e m ( 3. 5 )
u si n g a s t a n d ar d fi nit e el e m e nt  m et h o d c or r es p o n di n g t o a tri a n g ul ati o n of  Ω.  We l et T h d e n ot e
a tri a n g ul ati o n of  Ω t h at i s a r e fi n e m e nt of t h e p ar titi o n { Ω d } ; t h at i s, T h i s a c oll e cti o n of
n o n o v erl a p pi n g tri a n g ul ar el e m e nts { K m }

M
m = 1 t h at i s c o n str u ct e d b y st ar ti n g  wit h { Ω d } a n d

r e fi ni n g i nt o s m all er tri a n gl es s u c h t h at n o n o d e of o n e K m i nt er s e ct s a n i nt eri or e d g e of
a n ot h er K m a n d  Ω  = ∪ m K m . We l et h K d e n ot e t h e l e n gt h of t h e  m a xi m u m si d e of el e m e nt
K , d e fi n e t h e  m es h f u n cti o n h (x ) = h K f or x ∈ K a n d s et h = m a x h K f or all K i n T h .
We l et α K d e n ot e t h e  m a xi m u m of t h e i nt eri or a n gl es i n el e m e nt K a n d as s u m e t h er e i s a
c o n st a nt α < π s u c h t h at α K < α f or all K ∈ T h .  T h e  m a xi m u m a n gl e c o n diti o n e n s u r es
t h at t h e fi nit e el e m e nt s ol u ti o n c or r es p o n di n g t o t h e  m es h c o n v er g es at t h e e x p e ct e d r at e.
We l et V h ( Ω ) d e n ot e t h e s p a c e of c o nti n u o u s pi e c e wis e li n e ar f u n cti o n s o n T h . We n ot e t h at
t h e r estri cti o n of V h ( Ω ) i s a s u b s et of V .  T h e fi nit e el e m e nt dis cr eti z ati o n r e a d s as f oll o w s:
C o m p u t e U n ∈ V h ( Ω ) s u c h t h at f or all v ∈ V h ( Ω ),

( 3. 1 8)
Ω
A nd (y ; θ

n )∇ U n · ∇v d y =
Ω
F nd (y ; θ

n )v d y.

3. 5.  C o n v er g e n c e pr o p er ti e s. T h e r estri cti o n o n t h e p ar titi o n s  Ω d i n (3. 2 ), al o n g  wit h
t h e  m a xi m u m a n gl e c o n diti o n, i m pli es t h at t h e fi nit e el e m e nt a p p r o xi m ati o n c o n v er g es at a
fi r s t or d er r at e i n t h e e n er g y n or m a n d a s e c o n d or d er r at e i n t h e L 2 ( Ω ) n or m u nif or ml y  wit h
r es p e ct t o θ n .  H o w e v er, t h e c h oi c e of p ar titi o ni n g h as a si g ni fi c a nt e ff e ct o n t h e  m a g nit u d e
of t h e er r or, e v e n if t h e  m es h s atis fi es t h e  m a xi m u m a n gl e c o n diti o n  w hi c h c a n b e o b s er v e d
b y c o n si d er ati o n of t h e c o n st a nts i n t h e c o n v er g e n c e f or t h e H 1 ( Ω ) n or m.  A st a n d ar d r es ult
f r o m fi nit e el e m e nt a n al y si s i s t h at t h e H 1 ( Ω ) n or m i s b o u n d e d b y

( 3. 1 9) u n − U n H 10 ( Ω ) ≤
C 1 , n
C 2 , n

mi n
v ∈ V h ( Ω )

u n − v H 10 ( Ω ) ,

w h er e C 1 , n a n d C 2 , n a r e t h e c o nti n uit y a n d c o er ci vit y c o n st a nts f or t h e tr a n sf or m e d p r o bl e m;
s e e  L e m m a 3. 1 .  T h e f a ct or  mi nv ∈ V h ( Ω ) u

n − v H 10 ( Ω ) d e p e n d s o n t h e or d er of t h e p ol y n o mi als

u s e d i n c o n s tr u cti n g V h ( Ω ) as  w ell as t h e p r o p er ti es of t h e tri a n g ul ati o n T h . T hi s t er m i s
w ell u n d er s t o o d, a n d h er e  w e f o c u s o n t h e e ff e ct o n t h e er r or d u e t o t h e tr a n sf or m ati o n.
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S u b s tit u ti n g t h e v al u es of t h e c o n s t a nts C 1 , n a n d C 2 , n f r o m t h e p r o of of  L e m m a 3. 1 w e h a v e

( 3. 2 0)

u n − U n H 10 ( Ω ) ≤
a m a x
γ a mi n

m a x
d

κ d κ d (θ
n )

ρ d ρ d (θ n )
· mi n

d

ρ d ρ d (θ
n )

κ d κ d (θ n )

− 1

mi n
v ∈ V h ( Ω )

u n − v H 10 ( Ω )

=
a m a x
γ a mi n

m a x
d

κ d κ d (θ
n )

ρ d ρ d (θ n )

2

mi n
v ∈ V h ( Ω )

u n − v H 10 ( Ω ) .

If  w e as s u m e t h at  w e h a v e t h e s a m e d o m ai n  Ω  wit h p ar titi o n s  Ω d f or t h e tr a n sf or m e d
d o m ai n, t h e n t h e b o u n d ( 3. 2 0 ) i n di c at es t h at t h e er r or i s a d v er s el y a ff e ct e d b y t h e s h a p e of
t h e r a n d o m d o m ai n  Ω ( θ ). I n p ar ti c ul ar, sli v er-li k e p ar titi o n s, t h at is, p ar titi o n s  w hi c h h a v e
a l ar g e κ d (θ )/ ρ d (θ ) r ati o, r e fl e ct a b o u n d ar y g e o m etr y t h at c a n h a v e a l ar g e i m p a ct o n t h e
a c c u r a c y of t h e fi nit e el e m e nt a p p r o xi m ati o n.

3. 6.  C o n s tr u c ti o n of t h e tr a n sf or m a ti o n a n d a n u m eri c al e x a m pl e. A s i n di c at e d, t h er e
is a gr e at d e al of fl e xi bilit y i n t h e c o n str u cti o n of t h e tr a n sf or m ati o n s t o a r ef er e n c e d o m ai n.
We c h o os e tr a n sf or m ati o n s t h at ar e t h e i d e ntit y e x c e p t f or a n ei g h b or h o o d of t h e b o u n d ar y.
We c o n s tr u ct t h e s u b d o m ai n s  Ω d u si n g a u nif or m p ar titi o n of  Ω.  T h e a ffi n e  m a p s ϕ

n
d ar e

d e fi n e d t o b e t h e i d e ntit y f or t h e s u b d o m ai n s  w hi c h d o n ot i nt er s e ct  wit h t h e b o u n d ar y of
t h e d o m ai n; t h at is, t h e s u b d o m ai n s  Ω d (θ

n ) a n d Ω d c oi n ci d e i n t his c as e.  T hi s e ff e cti v el y
l o c ali z es t h e d o m ai n tr a n sf or m ati o n t o a n ei g h b or h o o d of t h e b o u n d ar y.  T h e  m a p s ϕ nd f or
t h e s u b d o m ai n s  w hi c h i nt er s e ct t h e b o u n d ar y ar e s p e ci fi e d b y t h e f or m ul a ( 3. 1 ).  T h u s as t h e
p oi nts o n t h e b o u n d ar y c h a n g e, t h e s u b d o m ai n s  Ω d (θ

n )  w hi c h i nt er s e ct  wit h t h e b o u n d ar y
a n d t h e  m a p s ϕ nd c h a n g e  w hil e t h e c or r es p o n di n g s u b d o m ai n s  Ω d r e m ai n fi x e d.  We ill u str at e
t his i n  Fi g u r e 3 .

( a )  Ω ( θ 1 ) ( b )  Ω ( θ 2 ) ( c )  Ω

Fi g ur e 3. T h e r a n d o m d o m ai n s Ω ( θ 1 ) a n d Ω ( θ 2 ) a n d t h e r ef e r e n c e d o m ai n Ω t o  w hi c h t h e y a r e  m a p p e d.
T h e t r a n sf o r m ati o n s a r e t h e i d e ntit y o n t h e c ell s i n t h e g r a y r e gi o n.

T h e r a n d o m d o m ai n  Ω ( θ 1 ) i s sli v er li k e a n d  m a x d (
κ d ( θ

1 )
ρ d ( θ 1 )

) = 3 2.3.  T h e r a n d o m d o m ai n
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Ω ( θ 2 ) i s  m or e r e g ul ar a n d  m a x d (
κ d ( θ

2 )
ρ d ( θ 2 )

) = 4.8.

R e fl e cti n g b o u n d ar y g e o m etr y, a tr a n sf or m ati o n  m a y h a v e a s tr o n g e ff e ct o n t h e di ffi c ult y
i n o b t ai ni n g a n a c c u r at e a p p r o xi m ati o n.  We ill u str at e b y s ol vi n g a n elli p ti c p r o bl e m  wit h
a = 1, f (x, y )  = 2 0 0x ( 1 − x )  + 2 0 0y ( 1 − y ) o n t h e t w o r a n d o m d o m ai n s  Ω ( θ 1 ) a n d Ω ( θ 2 )
s h o w n i n Fi g u r e 3 .  F or t h e  Q oI,  w e c h o os e ψ = χ 1 0 x y i n (2. 2 ),  w h er e χ is t h e c h ar a ct eristi c
f u n cti o n of [ 0.5 0 , 0 .7 5] × [ 0.5 0 , 0 .7 5].
We c o m p u t e n u m eri c al a p p r o xi m ati o n s f or b ot h θ 1 a n d θ 2 u si n g t h e tr a n sf or m e d p r o bl e m

f or m ul ati o n o n  Ω i n s e cti o n 3 .  T h e  m es h f or  Ω h as 6 8 1 v er ti c es a n d  w as g e n er at e d u si n g
G m s h [ 1 9 ].  T h e n u m eri c al s ol u ti o n s ar e c o m p u t e d u si n g t h e st a n d ar d s p a c e of pi e c e wis e
li n e ar c o nti n u o u s f u n cti o n s.

( a ) U 1 ( b ) U 2

Fi g ur e 4. S ol uti o n s of t h e t w o t r a n sf o r m e d p r o bl e m s o n Ω o bt ai n e d b y  m a p pi n g t h e r a n d o m d o m ai n s Ω ( θ 1 )
a n d Ω ( θ 2 ) s h o w n i n  Fi g u r e 3 .

T h e pl ot s of t h e tr a n sf or m e d n u m eri c al s ol u ti o n s, U 1 a n d U 2 , c or r es p o n di n g t o θ 1 a n d
θ 2 , r e s p e cti v el y, ar e s h o w n i n  Fi g u r e 4 .  T h e e ff e ct s of sli v er-li k e s u b d o m ai n s p r es e nt i n  Ω (θ 1 )
ar e a p p ar e nt i n t h e pl ot of U 1 ,  w hil e t h e pl ot of U 2 e x hi bit s a  m u c h s m o ot h er s ol u ti o n.  T h e
er r or i n t h e  Q oI f or U 1 i s 8.6 E − 3,  w h er e as t h e er r or i n t h e  Q oI f or U 2 i s 7.4 E − 3.  T h es e
er r or s ar e a p p r o xi m at e d b y u si n g  m or e a c c u r at e r ef er e n c e v al u es of t h e  Q oI c o m p u t e d u si n g
pi e c e wis e q u a d r ati c c o nti n u o u s el e m e nts o n a r e fi n e d  m es h of t h e u ntr a n sf or m e d d o m ai n.  T h e
er r or i n t h e  Q oI f or U 1 i s gr e at er t h a n t h e er r or i n t h e  Q oI f or U 2 .  T h e l ar g e er r or f or U 1 i s

e x p e ct e d si n c e t h e r ati o  m a x d (
κ d ( θ

1 )
ρ d ( θ 1 )

) i s q uit e l ar g e a n d h e n c e t h e er r or i s a d v er s el y a ff e ct e d

i n li g ht of (3. 2 0 ).

3. 7.  A p o s t eri ori a n al y si s o f t h e tr a n sf or m e d pr o bl e m. We d eri v e a n a c c u r at e, c o m-
p u t a bl e, a p ost eri ori er r or esti m at e f or t h e  Q oI c o m p u t e d f r o m a n u m eri c al s ol u ti o n.  T h e
esti m at e e m pl o y s c o m p u t a bl e r esi d u als a n d a g e n er ali z e d  Gr e e n’s f u n cti o n s atisf yi n g a n a d-
j oi nt e q u ati o n.  T h e  Gr e e n’s f u n cti o n q u a nti fi es t h e e ff e cts of st a bilit y i n t h e a c c u m ul ati o n,
c a n c ell ati o n, a n d p r o p a g ati o n of t h e er r or s i n t h e  Q oI.  T h e str o n g f or m of t h e a dj oi nt p r o bl e m
c or r es p o n di n g t o t h e tr a n sf or m e d p r o bl e m ( 3. 5 ) i s

( 3. 2 1)
− ∇ · ( A n (y ; θ n )∇ η n (y ; θ n ) )  = F n (y ; θ n ), y ∈ Ω ,

η n (y ; θ n ) = ψ̃ ( y ), y ∈ ∂ Ω ∩ ∂ Ω ,
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w h er e ψ̃ ( y ) i s gi v e n as i n ( 3. 6 ).

T h e or e m 3. 2 ( err or r e pr es e nt ati o n f or t h e tr a nsf or m e d pr o bl e m). L et e n = u n − U n . T h e n
w e h a v e t h e e r r o r r e p r e s e nt ati o n

( 3. 2 2) Q (e n ; θ n ) =
Ω
F n η n d y −

Ω
A n ∇ U n · ∇η n d y.

P r o of. T h e p r o of is st a n d ar d; e. g., s e e s e cti o n 8. 1 i n [ 1 5 ].

3. 7. 1.  N u m eri c al e x a m pl e f or err or e s ti m a t e of t h e tr a n sf or m e d pr o bl e m. I n t h e e arli er
n u m eri c al e x a m pl e i n s e cti o n 3. 6 , t h e er r or s i n t h e  Q oI c or r es p o n di n g t o t h e s ol u ti o n s U 1 a n d
U 2 w er e Q (e 1 ; θ 1 ) = 8.6 E − 3 a n d Q (e 2 ; θ 2 ) = 8.6 E − 3, r es p e cti v el y.  We n o w esti m at e t h e
er r or u si n g t h e er r or es ti m at e o b t ai n e d f r o m ( 3. 2 2 ).  T h e a dj oi nt s ol u ti o n i s c o m p u t e d u si n g
t h e st a n d ar d s p a c e of pi e c e wis e q u a d r ati c c o nti n u o u s f u n cti o n s.  T h e er r or esti m at e o b t ai n e d
f or Q (e 1 ; θ 1 ) i s 8.0 6 E − 3,  w hil e t h at f or Q (e 1 ; θ 1 ) i s 7.2 E − 3.  T h es e h a v e e ff e cti vit y r ati os
of 0 .9 3 a n d 0 .9 7 a n d h e n c e ar e q uit e a c c u r at e.

4. Li o n s n o n o v erl a p pi n g d o m ai n d e c o m p o si ti o n. E q u ati o n ( 3. 1 8 ) yi el d s a l ar g e c o u pl e d
s y s t e m of di s cr et e e q u ati o n s f or t h e fi nit e el e m e nt a p p r o xi m ati o n.  F oll o wi n g [ 1 6 , 1 7 ], it i s
n at u r al t o s ol v e t h e di s cr et e e q u ati o n s u si n g a n o n o v erl a p pi n g d o m ai n d e c o m p ositi o n it er ati o n.
I n t hi s c as e, t h e a p ost eri ori er r or a n al y si s  m u s t b e e x t e n d e d t o i n cl u d e t h e e ff e cts of t h e
it er ati v e s ol u ti o n of t h e a c c u r a c y of t h e a p p r o xi m ati o n.  F or n ot ati o n al si m pli cit y,  w e d r o p t h e
s u p er s cri pt n i n di c ati n g t h e s a m pl e n u m b er. I n p ar ti c ul ar, (3. 7 ) i s r e w ritt e n as

( 4. 1)
Ω
A (y ; θ )∇ u · ∇v d y =

Ω
F (y ; θ )v d d y.

T h e n o n o v erl a p pi n g d o m ai n d e c o m p o siti o n s ol u ti o n i s f or m e d b y e m pl o yi n g t h e  Li o n s
d o m ai n d e c o m p o siti o n al g orit h m [ 2 5 ].  T h e c o nti n u o u s  Li o n s p r o bl e m i s t o fi n d a n it er ati v e

s ol uti o n u
( i)
d ,  w h er e t h e s u p er s cri p t (i) r ef er s t o t h e a p p r o xi m ati o n at it er ati o n i. T h at i s, gi v e n

a s et of i niti al g u ess es { u
( 0 )
d , d = 1 , . . . , D} f or t h e D s u b d o m ai n s,  w e s ol v e f or i = 1 , 2 , . . . ,

( 4. 2)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− ∇ · A d ∇ u
( i)
d = F d , y ∈ Ω d ,

λ u
( i)
d + n d · A d ∇ u

( i)
d = λ u

i− 1

d̃
− n d̃ · A d̃ ( y )∇ u

i− 1

d̃
, y ∈ ∂ Ω d ∩ ∂ Ω d̃ ,

u d = 0 , y ∈ ∂ Ω d ∩ ∂ Ω ,

w h er e n d = − n d̃ i s t h e u nit n or m al a n d λ i s s o m e c o n s t a nt.  Li o n s p r o v e d t h at as i → ∞ ,

u
( i)
d ( y ) → u (y ) [2 5 ].
T h e di s cr et e a n al o g u e of t h e  Li o n s d o m ai n d e c o m p ositi o n i n v ol v es fi n di n g a n u m eri c al

s ol u ti o n f or a fi nit e n u m b er of it er ati o n s I .  We l et t h e r estri cti o n of T dh o n  Ω d b e T
d
h a n d

d e fi n e V h ( Ω d ) ⊂ H
1 ( Ω d ) as t h e s et of c o nti n u o u s pi e c e wis e li n e ar f u n cti o n s o n T

d
h . T h at i s,

gi v e n a s et of i niti al g u es s es { U
( 0 )
d , d = 1 , . . . , D} f or t h e D s u b d o m ai n s a n d fi x e d λ ≥ 0,  w e



D O M AI N S  WI T H  S T O C H A S TI C  B O U N D A RI E S 1 1 3 9

s ol v e f or U
( i)
d ∈ V h ( Ω d ), i = 1 , 2 , . . . , I,

( 4. 3)

(A d ∇ U
( i)
d , ∇ v ) d +

d̃ ∈ d

λ U
( i)
d , v d ∩ d̃

= ( F d , v) d +

d̃ ∈ d

λ U
( i− 1 )

d̃
, v d ∩ d̃ − n d̃ · A d̃ ∇ U

( i− 1 )

d̃
, v d ∩ d̃

f or all v ∈ V h ( Ω d ),  w h er e

(f, g ) d =
Ω d

f (y )g (y ) d y a n d f, g d ∩ d̃ =
∂ Ω d ∩ ∂ Ω d̃

f ( y )g (y ) d y.

4. 1.  A p o s t eri ori a n al y si s of t h e Li o n s d o m ai n d e c o m p o si ti o n. We d e n ot e t h e n u m eri c al

s ol u ti o n aft er i it er ati o n s as U ( i) s o t h at U ( i) |Ω d = U
( i)
d .  T h e n t h e c o m p u t e d v al u e of t h e  Q oI

at it er ati o n i s o b t ai n e d f r o m ( 3. 6 ) as

( 4. 4) Q (U ( i) ) =
Ω
U ( i) ψ̃ d y =

D

d = 1 Ω d

U
( i)
d ψ̃ d y =

D

d = 1

( U
( i)
d , ψ̃ ) d .

T h e or e m 4. 1. L et s ( i) = u − U ( i) .  T h e n t h e e r r o r i n t h e  Q oI at it e r ati o n i of t h e  Li o n s
d o m ai n d e c o m p o siti o n al g o rit h m i s r e p r e s e nt e d a s

( 4. 5) Q (u − U ( i) ) = D E ( i) + I E ( i) + C E ( i) ,

w h e r e D E ( i) , I E ( i) , a n d C E ( i) r e p r e s e nt t h e di s c r eti z ati o n, it e r ati o n, a n d t r a n sf o r m ati o n
c o nt ri b uti o n s t o t h e t ot al e r r o r a n d a r e gi v e n a s

D E ( i) =

D

d = 1

( F, η ) d + − (A d ∇ U
( i)
d , ∇ η ) d +

d̃ ∈ d

− λ U
( i)
d + λ U

( i− 1 )

d̃
− n d̃ · A d̃ ∇ U

( i− 1 )

d̃
, η d ∩ d̃ ,

I E ( i) =

D

d = 1 d̃ ∈ d

λ U
( i)
d − λ U

( i− 1 )
d , η d ∩ d̃ + n d · ∇U

( i− 1 )
d − n d · ∇U

( i)
d , η d ∩ d̃ ,

C E ( i) =
1

2

D

d = 1 d̃ ∈ d

n d · A d ∇ U
( i)
d − n d · A d̃ ∇ U

( i)

d̃
, η d ∩ d̃ + n d · A d ∇ η,  U

( i)
d − U

( i)

d̃ d ∩ d̃ .

P r o of. M ulti pl yi n g ( 3. 2 1 ) b y e
( i)
d a n d i nt e gr ati n g b y p ar ts o n  Ω d yi el d s

( 4. 6) ( e ( i) , ψ̃ ) d = ( A d ∇ e
( i)
d , ∇ η ) d −

d̃ ∈ d

n d · A d ∇ η, e
( i)
d d ∩ d̃ .

S u m mi n g ( 4. 6 ) o v er all d o m ai n s, a n d n oti n g t h at si n c e u i s t h e tr u e s ol u ti o n,  w e h a v e n d ·
A d ∇ η,  u d ∩ d̃ = − n d̃ · A d ∇ η,  u d ∩ d̃ ,

( 4. 7) Q (e ( i) ) =
D

d = 1

( F, η ) d − (A d ∇ U
( i)
d , ∇ η ) d +

d̃ ∈ d

n d · A d ∇ η,  U
( i)
d d ∩ d̃ ,
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w h er e w e al s o u s e d ( 3. 7 ).  N o w c o n si d er

( 4. 8)

D

d = 1 d̃ ∈ d

− λ U
( i)
d + λ U

( i− 1 )
d , η d ∩ d̃ =

D

d = 1 d̃ ∈ d

λ U
( i)
d − λ U

( i− 1 )
d , η d ∩ d̃ .

Al s o,

( 4. 9)

D

d = 1 d̃ ∈ d

n d · A d ∇ U
( i− 1 )
d , η d ∩ d − n d · A d ∇ U

( i)
d , η d ∩ d

=
D

d = 1 d̃ ∈ d

n d̃ · A d̃ ∇ U
( i− 1 )

d̃
, η d ∩ d − n d · A d ∇ U

( i)
d , η d ∩ d

=
D

d = 1 d̃ ∈ d

n d̃ · A d̃ ∇ U
( i− 1 )

d̃
, η d ∩ d −

1

2
n d · A d ∇ U

( i)
d + n d̃ · A d̃ ∇ U

( i)

d̃
, η d ∩ d

=

D

d = 1 d̃ ∈ d

n d̃ · A d̃ ∇ U
( i− 1 )

d̃
, η d ∩ d −

1

2
n d · A d ∇ U

( i)
d − n d · A d̃ ∇ U

( i)

d̃
, η d ∩ d ,

w h er e  w e u s e d n d = − n d̃ i n t h e l a st st e p. Si mil arl y,

( 4. 1 0)
D

d = 1 d̃ ∈ d

n d · A d ∇ η,  U
( i)
d d ∩ d̃ =

1

2

D

d = 1 d̃ ∈ d

n d · A d ∇ η,  U
( i)
d − U

( i)

d̃ d ∩ d̃ .

C o m bi ni n g ( 4. 8 ), (4. 9 ), a n d ( 4. 1 0 ) wit h (4. 7 ) a n d gr o u pi n g t er m s p r o v es t h e t h e or e m.

4. 1. 1.  N u m eri c al e x a m pl e of t h e Li o n s d o m ai n d e c o m p o si ti o n. T h e s et u p i s si mil ar t o
s e cti o n 3. 6 c or r es p o n di n g t o t h e p ar a m et er θ 1 .  T h e  Li o n s d o m ai n d e c o m p ositi o n i s c ar ri e d
o u t o n t h e tr a n sf or m e d p r o bl e m o n  Ω.  T h e p ar a m et er λ = 5 .0 i s u s e d.
T h e r es ults ar e s h o w n i n  T a bl e 1 .

5.  A p o s t eri ori err or a n al y si s f or c u m ul a ti v e di s tri b u ti o n f u n c ti o n ( C D F ) c o m p u t a-
ti o n s. I n t his s e cti o n,  w e c o n str u ct a p ost eri ori er r or esti m at es of t h e er r or i n t h e c o m p u t e d
di s tri b u ti o n of a gi v e n  Q oI.  T h e esti m at e t a k es i nt o a c c o u nt st o c h asti c s o u r c es of er r or ari si n g
fr o m fi nit e s a m pli n g a n d d et er mi ni sti c s o u r c e s ari si n g f r o m di s cr eti z ati o n of t h e di ff er e nti al
e q u ati o n.

5. 1.  A p pr o xi m a ti n g t h e  C D F. T h e s ol u ti o n u d e p e n d s i m pli citl y o n a r a n d o m v e ct or θ
a n d h e n c e t h e  Q oI, Q (u ), i s a r a n d o m v ari a bl e.  We a p p r o xi m at e t h e  C D F,

P (t) = P { θ : Q (u n (θ )) ≤ t} = P Q ≤ t ,

u si n g a fi nit e n u m b er of a p p r o xi m at e s a m pl e v al u es Q (U n )} Ni= 1 :

P N (t) =
1

N

N

n = 1

I Q (U n ) ≤ t ,
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T a bl e 1

i C o m p. e r r E ff. r a t. D E ( i ) I E ( i ) C E ( i )

1 0. 3 6 4 2 1. 0 0 2 0. 0 0 1 7 9 5 0. 8 9 7 1 - 0. 5 3 4 7
3 - 0. 0 6 7 8 0. 9 6 9 9 0. 0 0 3 9 9 4 0. 5 2 5 - 0. 5 9 6 8
5 - 0. 1 9 8 4 0. 9 9 1 3 0. 0 0 6 6 8 5 0. 0 8 3 8 - 0. 2 8 8 9
7 - 0. 0 8 8 8 8 0. 9 9 2 8 0. 0 0 7 4 6 5 - 0. 1 4 8 7 0. 0 5 2 3 3
9 0. 0 2 6 3 3 1. 0 0 8 0. 0 0 6 9 7 7 - 0. 1 3 8 0. 1 5 7 3
1 1 0. 0 7 0 6 5 0. 9 9 8 1 0. 0 0 6 3 8 - 0. 0 3 5 1 5 0. 0 9 9 4 3
1 3 0. 0 4 9 2 1 0. 9 9 8 3 0. 0 0 6 1 0. 0 2 8 1 0. 0 1 5
1 5 0. 0 2 4 5 9 1. 0 0 1 0. 0 0 6 1 3 6 0. 0 2 6 5 9 - 0. 0 0 8 1 3 9
1 7 0. 0 2 1 0 7 1. 0 0 5 0. 0 0 6 2 2 2 0. 0 0 1 3 8 1 0. 0 1 3 4 6
1 9 0. 0 2 8 3 1 1. 0 0 4 0. 0 0 6 2 3 8 - 0. 0 0 8 8 0 7 0. 0 3 0 8 8
2 1 0. 0 3 2 4 1. 0 0 3 0. 0 0 6 2 1 5 - 0. 0 0 3 8 8 0. 0 3 0 0 7
2 3 0. 0 3 0 9 7 1. 0 0 2 0. 0 0 6 2 0. 0 0 2 1 0 8 0. 0 2 2 6 7
2 5 0. 0 2 8 8 6 1. 0 0 3 0. 0 0 6 2 0 5 0. 0 0 2 4 1 3 0. 0 2 0 2 4
2 7 0. 0 2 8 5 8 1. 0 0 3 0. 0 0 6 2 1 1 6. 4 5 4 e- 0 5 0. 0 2 2 3
2 9 0. 0 2 9 3 5 1. 0 0 3 0. 0 0 6 2 1 2 - 0. 0 0 0 9 7 6 1 0. 0 2 4 1 1
3 1 0. 0 2 9 7 6 1. 0 0 3 0. 0 0 6 2 0 9 - 0. 0 0 0 4 1 5 8 0. 0 2 3 9 6
3 3 0. 0 2 9 6 1. 0 0 3 0. 0 0 6 2 0 7 0. 0 0 0 2 5 7 9 0. 0 2 3 1 3

w h er e I is t h e i n di c at or f u n cti o n.  T h e f or m al  M o nt e  C arl o s ol u ti o n al g orit h m is gi v e n i n
Al g orit h m 1 .

Al g o ri t h m 1 F or m al  M o nt e  C arl o al g orit h m.

Dr a w s a m pl es { θ n } Nn = 1 f r o m t h e di stri b u ti o n of θ
f o r n = 1 , . . . , N ( n u m b e r of s a m pl e s ) d o
C o m p u t e s ol u ti o n s { U n } t o p r o d u c e s a m pl es { Q (U n )}

e n d
A p p r o xi m at e t h e o u t p u t di s tri b u ti o n u si n g a st a n d ar d n o n p ar a-
m etri c t e c h ni q u e, e. g. vi a bi n ni n g

5. 2.  M o ti v a ti n g e x a m pl e s. I n g e n er al, t h er e i s a b al a n c e b et w e e n t h e er r or ari si n g f r o m
fi nit e s a m pli n g a n d di s cr eti z ati o n t h at s h o ul d b e s tr u c k f or e ffi ci e n c y.  T h e r es ults ar e of t e n
s u r p ri si n g i n t h e s e n s e t h at d es pit e t h e sl o w c o n v er g e n c e of t h e  M o nt e  C arl o  m et h o d, t h e
n u m eri c al di s cr eti z ati o n er r or i s of t e n t h e  m ost si g ni fi c a nt s o u r c e of er r or.  We r ef er t h e r e a d er
t o [1 6 , 1 7 ] f or f u r t h er di s c u s si o n.  F or t h e c as e of u nif or m r e fi n e m e nt,  w e d e fi n e t h e n or m ali z e d
m es h p ar a m et er h̃ a s t h e r ati o ( h of gi v e n  m es h / h of c o ar s est  m es h). I n t h e n u m eri c al
e x a m pl es h̃ = 1 .0 c or r es p o n d s t o a  m es h  wit h 2 4 9 v er ti c es  w hil e h̃ = 0 .5 c or r es p o n d s t o a
m es h of 9 4 5 v er ti c es.

5. 2. 1.  P oi s s o n e q u a ti o n. We ill u str at e  wit h t h e  P oi s s o n e q u ati o n f r o m s e cti o n 3. 6 wit h
a = 1 a n d f (x, y )  = 2 0 0x ( 1 − x )  + 2 0 0y ( 1 − y ).  F or t h e  Q oI,  w e c h o os e ψ = χ 1 0 x y i n
(2. 2 ),  w h er e χ is t h e c h ar a ct eristi c f u n cti o n of [ 0.5 0 , 0 .7 5] × [ 0.5 0 , 0 .7 5].  T h e n o mi n al r ef er e n c e
d o m ai n i s a u nit s q u ar e [ 0 , 1] × [ 0, 1].  T h e b o u n d ar y p oi nts ar e p er t u r b e d a c c or di n g t o a
u nif or m di s tri b u ti o n [ − 0 .0 8 , 0 .0 8] × [− 0 .0 8 , 0 .0 8] c e nt er e d ar o u n d e a c h b o u n d ar y p oi nt.  T h e
r a n d o m p er t u r b ati o n s ar e gr a p hi c all y ill u str at e d i n  Fi g u r e 5( a) ,  w h er e e a c h b o u n d ar y p oi nt
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i s s a m pl e d u nif or ml y i n t h e s q u ar e ar o u n d e a c h b o u n d ar y p oi nt.  E x a m pl es of t w o p er t u r b e d
d o m ai n s ar e s h o w n i n Fi g u r es 5( b ) a n d 5( c) .

( a ) ( b ) ( c )

Fi g ur e 5. ( a ) R a n d o m d o m ai n s a r e o bt ai n e d b y p e rt u r bi n g t h e b o u n d a r y p oi nt s u nif o r ml y 0 .0 8 i n e a c h
di r e cti o n a s i n di c at e d b y t h e s q u a r e s a r o u n d e a c h p oi nt. ( b ) – ( c ) T w o r a n d o ml y p e rt u r b e d d o m ai n s.

T w o  m es h c o n fi g u r ati o n s ar e u s e d — a c o ar s e  m es h  wit h n or m ali z e d  m es h p ar a m et er h̃ =
1 .0 a n d a fi n er  m es h  wit h h̃ = 0 .5.  T h e r a n g es of t h e 2- n or m c o n diti o n n u m b er s of t h e li n e ar
s y st e m s ari si n g f r o m t h e fi nit e el e m e nt dis cr eti z ati o n s ar e [ 7 0 .6 5 , 2 7 5 .9 7] a n d [ 3 1 8 .3 7 8 , 1 4 6 6 .1 7]
c or r es p o n di n g t o h̃ = 1 .0 a n d h̃ = 0 .5, r es p e cti v el y.  T o a p p r o xi m at e t h e tr u e er r or,  w e c o m-
p u t e a r ef e r e n c e di s tri b u ti o n u si n g a fi n e di s cr eti z ati o n  wit h h̃ = .2 5 a n d 1 0, 0 0 0 s a m pl es.  We
pl ot t h e di stri b u ti o n s o b t ai n e d u si n g f e w er s a m pl e s, N = 1 0 0 a n d N = 1 0 0 0, a n d c o ar s er
m es h es, h̃ = 1 a n d h̃ = 0 .5, i n  Fi g u r e 6 .
T h es e r es ults d e m o n s tr at e t h at t h e di s cr eti z ati o n a n d fi nit e s a m pli n g c a n r es ult i n si g nif-

i c a nt bi as a n d v ari a n c e i n t h e esti m at e d di stri b u ti o n s.  V ari a n c e c a n b e r e d u c e d e ff e cti v el y
b y i n cr e asi n g N ,  w hil e r e d u ci n g bi as i n v ol v es r e fi ni n g t h e  m es h f or t h e di ff er e nti al e q u ati o n
s ol v e.  T h e a p os t eri ori er r or es ti m at e p r o vi d es a  w a y t o q u a ntit y t h e c o ntri b u ti o n s of fi nit e
s a m pli n g a n d di s cr eti z ati o n t o t h e er r or i n t h e c o m p u t e d di s tri b u ti o n.

5. 2. 2.  C o n v e c ti o n- di ff u si o n e q u a ti o n. We c o n si d er t h e e q u ati o n

( 5. 1)
− ∇ · (a (x )∇ w (x ; θ ))  + b (x ) · ∇w = f (x ), x ∈ Ω ( θ ),

w (x ; θ ) = 0, x ∈ ∂ Ω ( θ ).

H er e b is a c o n v e cti v e v e ct or fi el d  w hil e r est of t h e v ari a bl es h a v e t h e s a m e  m e a ni n g as i n
(2. 1 ).  T h e tr a n sf or m e d p r o bl e m r e a d s

( 5. 2 )
− ∇ · ( A n (y ; θ n )∇ u n (y ; θ n ))  + b̂ n ( y ; θ n ) · ∇u n (y ; θ n ) = F n (y ; θ n ), y ∈ Ω ,

u n (y ; θ n ) = 0 , y ∈ ∂ Ω .

H er e b̂ n ( y ; θ n ) = b̂ nd ( y ; θ
n ) f or y ∈ Ω d d e fi n e d b y

b̂ nd ( y ; θ
n ) = |d et J nd |

− 1 J nd b (ϕ
n
d )
− 1 ( y )), y ∈ Ω d ,
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( a ) ( b )

( c ) ( d )

Fi g ur e 6. T h e r ef e r e n c e di st ri b uti o n ( d a s h e d li n e ) pl ott e d  wit h s e v e r al a p p r o xi m at e e m pi ri c al di st ri b uti o n s.
T h e n o r m ali z e d  m e s h p a r a m et e r s a r e h̃ = 1 (l eft ) a n d h̃ = 0 .5 ( ri g ht ).  T h e n u m b e r of s a m pl e s a r e N = 1 0 0
(t o p ) a n d N = 1 0 0 0 ( b ott o m ).

w hil e t h e r e st of t h e v ari a bl e s h a v e d e fi niti o n s si mil ar t o t h os e i n s e cti o n 3. 3 .
We c h o os e b = [ − 8 0 , 0] as t h e c o n v e cti o n v e ct or fi el d.  O t h er p ar a m et er s ar e s et as a = 1,

f (x, y )  = 2 0 0 si n ( 2 π x ) si n ( 2π y ).  F or t h e  Q oI,  w e c h o os e ψ = χ 1 0 x y i n (2. 2 ),  w h er e χ is t h e
c h ar a ct eri sti c f u n cti o n of [ 0 .5 0 , 0 .7 5] × [ 0.5 0 , 0 .7 5].  We pl ot t h e di s tri b u ti o n s o b t ai n e d u si n g
N = 1 0 0 a n d N = 1 0 0 0 s a m pl es a n d h̃ = 1 a n d h̃ = 0 .5 i n Fi g u r e 7 .  T h e r a n g es of t h e 2- n or m
c o n diti o n n u m b er s of t h e li n e ar s yst e m s arisi n g f r o m t h e fi nit e el e m e nt dis cr eti z ati o n s ar e
[ 1 2.8 6 2 8 , 4 6 .1 2 2 5] a n d [ 5 1 .6 5 4 , 2 2 4 .6 3 5] c or r es p o n di n g t o h̃ = 1 .0 a n d h̃ = 0 .5, r es p e cti v el y.
T h e r ef er e n c e di stri b u ti o n i s c o m p u t e d u si n g 4 0 0 0 s a m pl es a n d h̃ = 0 .1 2 5.
T h es e r es ults n u m eri c all y d e m o n str at e t h e cl ai m t h at n u m eri c al er r or i n  C D F c o m p u t a-

ti o n s i s d o mi n at e d b y di s cr eti z ati o n er r or s.  R e fi ni n g t h e s p ati al  m es h o n c e h as a h u g e i m p a ct
o n r e d u ci n g t h e er r or i n t h e c o m p u t e d  C D F,  w h er e as i n cr e asi n g t h e s a m pl es h as a r el ati v el y
mi n or e ff e ct o n c o m p u ti n g a  m or e a c c u r at e  C D F.
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( a ) ( b )

( c ) ( d )

Fi g ur e 7. T h e r ef e r e n c e di st ri b uti o n ( d a s h e d li n e ) pl ott e d  wit h s e v e r al a p p r o xi m at e e m pi ri c al di st ri b uti o n s.
Fr o m l eft t o ri g ht, di st ri b uti o n s a r e c o m p ut e d u si n g h̃ = 1 , h̃ = 0 .5 .  T h e n u m b e r of s a m pl e s a r e N = 1 0 0 (t o p )
a n d N = 1 0 0 0 ( b ott o m ).

5. 3.  A p o s t eri ori err or a n al y si s f or a c o m p u t e d di s tri b u ti o n f u n c ti o n. We a p p r o xi m at e
P (t) b y t h e a p p r o xi m at e s a m pl e di stri b u ti o n f u n cti o n,

P N (t) =
1

N

N

n = 1

1 ( − ∞ ,t]( Q (U
n ; θ n )),

w h er e { U n } ar e t h e s ol u ti o n s c or r es p o n di n g t o s a m pl es { θ n } Nn = 1 a n d 1 S d e n ot es t h e i n di c at or
f u n cti o n f or t h e s et S .  F or t h e p u r p os e of er r or a n al y si s,  w e i ntr o d u c e t h e “ n o mi n al ” s a m pl e
di s tri b u ti o n u si n g e x a ct  m o d el s ol v es b y

P N (t) =
1

N

N

n = 1

1 ( − ∞ ,t]( Q (u ; θ
n ))

a n d d e c o m p os e t h e er r or i nt o c o ntri b u ti o n s ari si n g f r o m fi nit e s a m pli n g a n d di s cr eti z ati o n of
t h e di ff er e nti al e q u ati o n

P (t) − P N (t) = (P (t) − P N (t))  + ( P N (t) − P N (t)).
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T hi s d e c o m p ositi o n i s u s e d t o d eri v e t h e f oll o wi n g er r or b o u n d.

T h e or e m 5. 1 ([ 1 6 , 1 7 ]). F o r 0 < ε < 1 ,

|P (t) − P N (t)| ≤
P N (t)( 1 − P N (t))

N ε

1 / 2

+
2

N

N

n = 1

1 [−| E n |,| E n |]( t − Q (U
n ; θ n )) +

1

2 N ε
,

( 5. 3)

wit h p r o b a bilit y g r e at e r t h a n o r e q u al t o 1 − ε , w h e r e E n i s a n e r r o r e sti m at e f o r t h e  Q oI
c o m p ut e d f r o m t h e s a m pl e n u m e ri c al s ol uti o n, i. e.,

E n ≈ Q (u n ; θ n ) − Q (U n ; θ n ).( 5. 4)

T h e fi r s t t er m o n t h e ri g ht of ( 5. 3 ) i s a s t a n d ar d b o u n d o n er r or ari si n g f r o m fi nit e
s a m pli n g.  T h er e i s a di s c u s si o n of s u c h b o u n d s i n [ 1 6 , 1 7 ] as  w ell as c o m p u t ati o n s ill u str ati n g
its a c c u r a c y.  T h e s e c o n d t er m q u a nti fi es bi as i n t h e c o m p u t e d di s tri b u ti o n ari si n g f r o m
n u m eri c al er r or as “s hifts ” i n t h e di s tri b u ti o n f u n cti o n.  E v al u ati n g t h e s e c o n d t er m r e q uir es
a c o m p u t ati o n al er r or esti m at e f or e a c h s a m pl e v al u e.

5. 4.  N u m eri c al e x p eri m e n t s.

5. 4. 1.  P oi s s o n e q u a ti o n. We p r es e nt a n u m eri c al e x p eri m e nt s h o wi n g t h e b e h a vi or of t h e
c o m pl et e er r or esti m at e as t h e n u m b er of s a m pl es i s i n cr e as e d a n d t h e fi nit e el e m e nt  m es h i s
r e fi n e d.  Fi g u r e 8( a) s h o w s t h e er r or b o u n d a n d t h e a ct u al er r or i n t h e  C D F f or t h e e x a m pl e
i n s e cti o n 5. 2. 1 wit h = 0 .0 5.  T h e er r or b o u n d is ar o u n d si x ti m es l ar g er t h a n t h e a ct u al
er r or.  Fi g u r e 8( b ) s h o w s t h e s t o c h as ti c a n d t h e di s cr eti z ati o n c o ntri b u ti o n s. I n cr e asi n g t h e
n u m b er of s a m pl es a n d r e fi ni n g t h e  m es h b ot h d e cr e as e t h e er r or i n t h e  C D F as o b s er v e d i n
Fi g u r e 9 .  T h e fi g u r e al s o i n di c at es t h at a d di n g  m or e s a m pl es d e cr e as es t h e v ari a n c e,  m a ki n g
t h e  C D F s m o ot h er,  w hil e r e fi ni n g t h e  m es h p ri m aril y t ar g ets t h e di s cr eti z ati o n c o ntri b u ti o n.

( a ) ( b )

Fi g ur e 8. ( a ) A ct u al e r r o r a n d b o u n d f o r di st ri b uti o n c o m p ut e d u si n g h̃ = 1 , N = 1 0 0 . ( b ) T h e s oli d, d a s h e d
a n d d ott e d li n e s i n di c at e t h e t ot al e r r o r b o u n d, t h e di s c r eti z ati o n c o nt ri b uti o n a n d t h e st o c h a sti c c o nt ri b uti o n s.
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( a ) ( b )

Fi g ur e 9. A ct u al e r r o r a n d b o u n d.  Fr o m l eft t o ri g ht, di st ri b uti o n s a r e c o m p ut e d u si n g h̃ = 1 , N = 1 0 0 0
a n d h̃ = 0 .5 , N = 1 0 0 .

5. 4. 2.  C o n v e c ti o n- di ff u si o n e q u a ti o n. A si mil ar e x p eri m e nt i s p erf or m e d f or t h e c o n v e cti o n-
di ff u si o n p r o bl e m i n s e cti o n 5. 2. 2 .  T h e  w e a k f or m of t h e a dj oi nt e q u ati o n t o (5. 2 ) i s

Ω
A n ∇ η n · ∇v + b̂ n · ∇v η n d y =

Ω
ψ, v d y ∀ v ∈ H 10 ( Ω ).

T h e c or r es p o n di n g er r or r e p r es e nt ati o n ( c o m p ar e t o ( 3. 2 2 ) ) i s

( 5. 5) Q (e n ; θ ) =
Ω
F n η n d y −

Ω
A n ∇ U n · ∇η n d y − b̂ n · ∇U n η n .

Fi g u r e 1 0( a) s h o w s t h e er r or b o u n d a n d t h e a ct u al er r or i n t h e  C D F.  T h e er r or b o u n d
i s ar o u n d si x ti m es l ar g er t h a n t h e a ct u al er r or.  Fi g u r e 1 0( b ) s h o w s t h e st o c h asti c a n d t h e
di s cr eti z ati o n c o ntri b u ti o n s.

6.  A d a p ti v e  m e s h r e fi n e m e n t. We n ot e t h at t h e u s e of a di ff er e nt tri a n g ul ati o n T nh
f or e a c h s a m pl e θ n i s i n di c at e d i n sit u ati o n s i n  w hi c h t h e s ol u ti o n b e h a vi or, a n d t h er ef or e
n u m eri c al a c c u r a c y, d e p e n d s o n t h e s h a p e of t h e d o m ai n  Ω ( θ n ).  O n t h e ot h er h a n d,  m es hi n g
i s oft e n a c o m p u t ati o n all y d e m a n di n g as p e ct of di s cr eti z ati o n, s o t h er e i s i n c e nti v e t o e m pl o y
o n e  m es h f or all s a m pl es.  A s a n alt er n ati v e t o t h e u s e of a c o m p u t ati o n all y i n e ffi ci e nt h e a vil y
r e fi n e d u nif or m  m es h,  w e n o w d es cri b e a n a d a p ti v e al g orit h m t h at att e m p ts t o o p ti mi z e a cr os s
s a m pl es.
A p ost eri ori er r or esti m at es ar e  w ell s uit e d t o g ui d e a d a p ti v e  m es h r e fi n e m e nt al g orit h m s

[1 8 ].  T h e g e n er al a p p r o a c h i s it er ati v e: S t ar t  wit h a c o ar s e  m es h, c o m p u t e t h e s ol u ti o n,
e v al u at e t h e esti m at e, u s e t h e esti m at e t o s el e ct el e m e nts f or r e fi n e m e nt, r e fi n e t h e  m es h, a n d
t h e n it er at e.
N o mi n all y, a str ai g htf or w ar d a d a p ti v e al g orit h m b as e d o n t h e a p o st eri ori er r or esti m at e

w o ul d r e q uir e c o m p u ti n g a s e q u e n c e of a d a p ti v e  m es h es f or e a c h s a m pl e c o m p u t ati o n.  T hi s
w o ul d a p p e ar t o b e i n e ffi ci e nt, h o w e v er.  We d es cri b e a “ gr e e d y ” a d a p ti v e al g orit h m t h at s e e ks
t o fi n d a n a d a p ti v e  m es h t h at  w or k s f or all r e ali z ati o n s at t h e c ost of s o m e l os s of e ffi ci e n c y.
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( a ) ( b )

Fi g ur e 1 0. ( a ) A ct u al e r r o r a n d b o u n d f o r di st ri b uti o n c o m p ut e d u si n g h̃ = 1 , N = 1 0 0 . ( b ) T h e s oli d,
d a s h e d, a n d d ott e d li n e s i n di c at e t h e t ot al e r r o r b o u n d, t h e di s c r eti z ati o n c o nt ri b uti o n, a n d t h e st o c h a sti c c o n-
t ri b uti o n s.

T h e i d e a i s t o c o n str u ct a n a d a p t e d  m es h f or t h e fi r st r e ali z ati o n.  We u s e t h e a d a p t e d  m es h as
t h e i niti al  m es h f or t h e c o m p u t ati o n of t h e s e c o n d r e ali z ati o n.  T h e i niti al  m es h i s r e fi n e d ( b u t
n ot c o ar s e n e d ) as n e c es s ar y t o c o ntr ol t h e er r or i n t h e s e c o n d s a m pl e.  T hi s r e p e ats,  w h er e
at e a c h s t e p t h e  m es h i s f u r t h er r e fi n e d, as d es cri b e d i n  Al g orit h m 2 . I n p r a cti c e,  w e fi n d
t h at  wit hi n 1 0 – 5 0 it er ati o n s, t h e al g orit h m c o n str u cts a  m es h t h at  w or k s f or all s u b s e q u e nt
r e ali z ati o n s.

Al g o ri t h m 2 C o n s tr u cti n g a u ni v er s al fi nit e el e m e nt  m es h.

S t ar t  wit h a n i niti al ( u nif or m )  m es h T 0h
f o r n = 1 , . . . , M (l o o p t h r o u g h t h e s et of M t e st p r o bl e m s ) d o

T nh = T
n − 1
h

C o m p u t e s ol u ti o n U n a n d er r or esti m at e E n

w hil e | En | > T O L d o
R e fi n e t h e  m es h, i. e., T nh = r e fi n e( T

n
h )

C o m p u t e s ol u ti o n U n a n d er r or esti m at e E n

e n d

e n d

Al g orit h m 2 i s d e m o n s tr at e d f or t h e p r o bl e m i n s e cti o n 5. 4. 2 .  T h e p er el e m e nt er r or
i n di c at or E K m e as u r es t h e er r or o n el e m e nt K a n d i s d e fi n e d as

( 6. 1) E K =
K
F n η n − A n ∇ U n · ∇η n d y − b̂ n · ∇U n η n .

T h e  D ö r fl er str at e g y i s u s e d f or  m ar ki n g el e m e nts  wit h l ar g e el e m e nt al er r or i n di c at or s [ 1 3 ]. If
t h e  Q oI er r or at a p ar a m et er v al u e is a b o v e a s p e ci fi e d t ol er a n c e,  w hi c h i s t a k e n t o b e 0. 0 0 0 4
f or t hi s e x a m pl e, t h e n t h e  m e s h i s a d a p t e d f or t h at p ar a m et er u ntil t h e er r or f all s b el o w t h e
t ol er a n c e,  T O L.  T h e  m es h is o nl y r e fi n e d f or f o u r p ar a m et er v al u es, a n d aft er it er ati o n 2 8,
t h er e i s n o f u r t h er r e fi n e m e nt f or t h e r e m ai ni n g 9 7 2 it er ati o n s as s h o w n i n  Fi g u r e 1 1 . T h e
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r e fi n e m e nt p att er n i n di c at es t h at t h e  m es h i s r e fi n e d ar o u n d t h e r e gi o n [ 0 .5 0 , 0 .7 5] × [ 0.5 0 , 0 .7 5]
w h er e t h e s u p p or t of t h e  Q oI f u n cti o n ψ li es a n d t o t h e ri g ht of t his r e gi o n.  T h e  m es h is n ot
r e fi n e d ar o u n d all t h e b o u n d ar y n o d es e v e n t h o u g h t h e y ar e all p er t u r b e d.  T hi s i s b e c a u s e
t h e er r or i n di c at or ( 6. 1 ) d es cri b es t h e s e n siti vit y of t h e  Q oI t o di ff er e nt p ar ts of t h e d o m ai n
a n d f or t hi s e x a m pl e t h e r e fi n e d r e gi o n c o ntri b u t es t h e  m ost t o t h e er r or.  T h e r es ults  m a y b e
e x pl ai n e d h e u ri s ti c all y b y n oti n g t h at t h e dir e cti o n of t h e v e ct or fi el d b is f r o m ri g ht t o l eft,
a n d h e n c e t h e  Q oI is a ff e ct e d t h e  m ost f r o m t h e r e gi o n t o its ri g ht.

( a ) ( b ) i t e r a ti o n 0 ( c ) i t e r a ti o n 4 1

Fi g ur e 1 1. I n p a n el ( a ) t h e n u m b e r of v e rti c e s i n t h e fi nit e el e m e nt  m e s h i s pl ott e d a g ai n st t h e p a r a m et e r
n u m b e r.  P a n el s ( b ) a n d ( c ) s h o w t h e i niti al  m e s h a n d t h e fi n al r e fi n e d  m e s h, r e s p e cti v el y.

T h e  C D F c o m p u t e d u si n g t h e a d a p ti v e al g orit h m  wit h 1 0 0 0 s a m pl es i s pl ott e d i n  Fi g-
u r e 1 2( a) .  T hi s  C D F c o m p ar es  w ell  wit h t h e  C D F c o m p u t e d u si n g a t wi c e u nif or ml y r e fi n e d
m es h c or r es p o n di n g t o h̃ = 0 .2 5  wit h 4 0 0 0 s a m pl es (l a b el e d “ A ct u al ” i n t h e pl ot).  T h e
a d a p ti v e al g orit h m is c ar ri e d o u t o n a  m es h of 9 9 2 v er ti c es ( aft er 4 1 it er ati o n s) c o m p ar e d t o
9 4 5 v er ti c es f or t h e  m es h c or r es p o n di n g t o h̃ = 0 .5.  Alt h o u g h t h e n u m b er of v er ti c es i n t h e
m e s h e s i s si mil ar, a n d h e n c e t h e c o m p u t ati o n a l e ff or t i s si mil ar, t h e  C D F c o m p u t e d u si n g t h e
a d a p ti v e  m et h o d is si g ni fi c a ntl y  m or e a c c u r at e.  T h e d r a m ati c i n cr e as e i n t h e a c c u r a c y of t h e
C D F i s e x pl ai n e d b y o b s er vi n g t h e er r or c o ntri b u ti o n s i n  Fi g u r e 1 2 .  N o w t h e dis cr eti z ati o n
c o ntri b u ti o n i s si g ni fi c a ntl y s m all er t h a n t h e  C D F c o m p u t e d  wit h n o r e fi n e m e nt; e. g., s e e
Fi g u r e 1 0( b ) .

7.  S u m m ar y. We st u d y elli pti c p ar ti al di ff er e nti al e q u ati o n b o u n d ar y v al u e p r o bl e m s f or
w hi c h t h e d o m ai n  w h er e t h e e q u ati o n s ar e p os e d i s u n c er t ai n. I n or d er t o  m o d el t hi s u n c er-
t ai nt y,  w e f or m ul at e a cl as s of p r o bl e m s t h at ar e p os e d o n st o c h asti c d o m ai n s.  Of p ar ti c ul ar
i nt er est i s t h e n o n p ar a m etri c d e n sit y esti m ati o n p r o bl e m f or a q u a ntit y of i nt er est.  We i n-
tr o d u c e a pi e c e wis e tr a n sf or m ati o n of t h e d o m ai n t o a d et er mi ni sti c r ef er e n c e d o m ai n a n d
e x pl oit f or e ffi ci e n c y t h e tr a n sf or m ati o n i n a  M o nt e  C arl o s a m pli n g p r o c e d u r e s o t h at  m a n y
s a m pl es c a n b e o b t ai n e d t o a p p r o xi m at e t h e di stri b u ti o n at a r e as o n a bl e c ost.  We p r es e nt a n
a p ost eri ori er r or a n al y si s f or e a c h s a m pl e a n d f or t h e e m piri c al di stri b u ti o n f u n cti o n o b t ai n e d
f r o m t h e s a m pl es,  w hi c h r e fl e ct t h e v ari o u s d et er mi nisti c a n d st atisti c al s o u r c es of er r or.  T h e
esti m at e is s u ffi ci e ntl y d et ail e d t h at  w e c a n e ffi ci e ntl y b al a n c e c o m p u t ati o n al  w or k, e. g.,  m es h
r es ol u ti o n v er s u s s a m pl e n u m b er s, t o a c hi e v e a d esir e d a c c u r a c y.  A n i nt er esti n g is s u e t h at
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( a ) ( b )

Fi g ur e 1 2. ( a ) C D F c o m p ut e d u si n g a d a pti v e r e fi n e m e nt  wit h 1 , 0 0 0 s a m pl e s ( s oli d li n e ) a g ai n st t h e  C D F
c o m p ut e d u si n g a h̃ = 1 , N = 1 0 0 0 , h̃ = 0 .5 , N = 1 0 0 0 , a n d “ A ct u al ”  C D F c o m p ut e d t h ri c e  wit h u nif o r ml y
r e fi n e d  m e s h ( h̃ = 0 .1 2 5 ) a n d 4 , 0 0 0 s a m pl e s. ( b ) E r r o r b o u n d a n d c o nt ri b uti o n s.

a ri s e s i n t h e c o nt e xt of n u m eri c al s ol u ti o n i s t h at e a c h r e ali z ati o n of a d o m ai n n o mi n all y
r e q uir es c o n str u cti o n of a n e w di s cr eti z ati o n  m es h, at a si g ni fi c a nt c o m p u t ati o n al c ost.  We
a d d r es s c o m p u t ati o n al e ffi ci e n c y b y d es cri bi n g a n a d a p ti v e str at e g y t h at l e a d s t o a  m es h t h at
p r o d u c es a c c e p t a bl e a c c u r a c y f or all r e ali z ati o n s of t h e p r o bl e m a n d d es cri bi n g a n it er ati v e
s ol u ti o n al g orit h m i n  w hi c h t h e n u m b er of  m atri x i n v er si o n s is i n d e p e n d e nt of t h e n u m b er of
s a m pl es.
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