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A b s t r a c t Olf a ct or y r e c e pt or u s a g e i s hi g hl y h et er o g e n e o u s, wit h s o m e r e c e pt or t y p e s b ei n g

or d er s of m a g nit u d e m or e a b u n d a nt t h a n ot h er s. W e pr o p o s e a n e x pl a n ati o n f or t hi s stri ki n g f a ct:

t h e r e c e pt or di stri b uti o n i s t u n e d t o m a xi m all y r e pr e s e nt i nf or m ati o n a b o ut t h e olf a ct or y

e n vir o n m e nt i n a r e gi m e of effi ci e nt c o di n g t h at i s s e n siti v e t o t h e gl o b al c o nt e xt of c orr el at e d

s e n s or r e s p o n s e s. T hi s m o d el pr e di ct s t h at i n m a m m al s, w h er e olf a ct or y s e n s or y n e ur o n s ar e

r e pl a c e d r e g ul arl y, r e c e pt or a b u n d a n c e s s h o ul d c o nti n u o u sl y a d a pt t o o d or st ati sti c s.

E x p eri m e nt all y, i n cr e a s e d e x p o s ur e t o o d or a nt s l e a d s v ari o u sl y, b ut r e pr o d u ci bl y, t o i n cr e a s e d,

d e cr e a s e d, or u n c h a n g e d a b u n d a n c e s of diff er e nt a cti v at e d r e c e pt or s. W e d e m o n str at e t h at t hi s

di v er sit y of eff e ct s i s r e q uir e d f or effi ci e nt c o di n g w h e n s e n s or s ar e br o a dl y c orr el at e d, a n d

pr o vi d e a n al g orit h m f or pr e di cti n g w hi c h olf a ct or y r e c e pt or s s h o ul d i n cr e a s e or d e cr e a s e i n

a b u n d a n c e f oll o wi n g s p e cifi c e n vir o n m e nt al c h a n g e s. Fi n all y, w e gi v e si m pl e d y n a mi c al r ul e s f or

n e ur al birt h a n d d e at h pr o c e s s e s t h at mi g ht u n d erli e t hi s a d a pt ati o n.
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I n t r o d u c ti o n
T h e s e n s or y p eri p h er y a ct s a s a g at e w a y b et w e e n t h e o ut si d e w orl d a n d t h e br ai n, s h a pi n g w h at a n

or g a ni s m c a n l e ar n a b o ut it s e n vir o n m e nt. T hi s g at e w a y h a s a li mit e d c a p a cit y ( B a rl o w, 1 9 6 1 ),

r e stri cti n g t h e a m o u nt of i nf or m ati o n t h at c a n b e e xtr a ct e d t o s u p p ort b e h a vi or. O n t h e ot h er h a n d,

si g n al s i n t h e n at ur al w orl d t y pi c all y c o nt ai n m a n y c orr el ati o n s t h at li mit t h e u ni q u e i nf or m ati o n t h at

i s a ct u all y pr e s e nt i n diff er e nt si g n al s. T h e effi ci e nt- c o di n g h y p ot h e si s, a k e y n or m ati v e t h e or y of

n e ur al cir c uit or g a ni z ati o n, p ut s t h e s e t w o f a ct s t o g et h er, s u g g e sti n g t h at t h e br ai n miti g at e s t h e

i s s u e of li mit e d s e n s or y c a p a cit y b y eli mi n ati n g r e d u n d a n ci e s i m pli cit i n t h e c orr el at e d str u ct ur e of

n at ur al sti m uli ( B a rl o w, 1 9 6 1 ; v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 a ). T hi s i d e a h a s l e d t o el e g a nt e x pl a n ati o n s of

f u n cti o n al a n d cir c uit str u ct ur e i n t h e e arl y vi s u al a n d a u dit or y s y st e m s ( s e e, e. g. L a u g hli n, 1 9 8 1 ;

A ti c k a n d R e dli c h, 1 9 9 0 ; V a n H a t e r e n, 1 9 9 3 ; Ol s h a u s e n a n d Fi el d, 1 9 9 6 ; Si m o n c elli a n d Ol s h a u-

s e n, 2 0 0 1 ; F ai r h all e t al., 2 0 0 1 ; L e wi c ki, 2 0 0 2 ; R a tliff e t al., 2 0 1 0 ; G a r ri g a n e t al., 2 0 1 0 ;

T k a ci k e t al., 2 0 1 0 ; H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ; P al m e r e t al., 2 0 1 5 ; S ali s b u r y a n d P al m e r, 2 0 1 6 ).

T h e s e cl a s si c st u di e s l a c k e d a w a y t o t e st c a u s alit y b y pr e di cti n g h o w c h a n g e s i n t h e e n vir o n m e nt

l e a d t o a d a pti v e c h a n g e s i n cir c uit c o m p o siti o n or ar c hit e ct ur e. W e pr o p o s e t h at t h e olf a ct or y s y s-

t e m pr o vi d e s a n a v e n u e f or s u c h a c a u s al t e st b e c a u s e r e c e pt or n e ur o n p o p ul ati o n s i n t h e m a m m a-

li a n n a s al e pit h eli u m ar e r e g ul arl y r e pl a c e d, l e a di n g t o t h e p o s si bilit y t h at t h eir a b u n d a n c e s mi g ht

a d a pt effi ci e ntl y t o t h e st ati sti c s of t h e e n vir o n m e nt.
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T h e olf a ct or y e pit h eli u m i n m a m m al s a n d t h e a nt e n n a e i n i n s e ct s ar e p o p ul at e d b y l ar g e n u m b er s

of olf a ct or y s e n s or y n e ur o n s ( O S N s), e a c h of w hi c h e x pr e s s e s a si n gl e ki n d of olf a ct or y r e c e pt or.

E a c h t y p e of r e c e pt or bi n d s t o m a n y diff er e nt o d or a nt s, a n d e a c h o d or a nt a cti v at e s m a n y diff er e nt

r e c e pt or s, l e a di n g t o a c o m pl e x e n c o di n g of olf a ct or y s c e n e s ( M al ni c e t al., 1 9 9 9 ). Olf a ct or y r e c e p-

t or s f or m t h e l ar g e st k n o w n g e n e f a mil y i n m a m m ali a n g e n o m e s, wit h h u n dr e d s t o t h o u s a n d s of

m e m b er s, o wi n g p er h a p s t o t h e i m p ort a n c e t h at olf a cti o n h a s f or a n a ni m al’ s fit n e s s ( B u c k a n d

A x el, 1 9 9 1 ; T a n e t al., 2 0 1 5 ; C h e s s e t al., 1 9 9 4 ). I n d e p e n d e ntl y e v ol v e d l ar g e olf a ct or y r e c e pt or

f a mili e s c a n al s o b e f o u n d i n i n s e ct s ( Mi s s b a c h e t al., 2 0 1 4 ). S ur pri si n gl y, alt h o u g h a ni m al s p o s s e s s

di v er s e r e p ert oir e s of olf a ct or y r e c e pt or s, t h eir e x pr e s si o n i s a ct u all y hi g hl y n o n- u nif or m, wit h s o m e

r e c e pt or s o c c urri n g m u c h m or e c o m m o nl y t h a n ot h er s ( R o s p a r s a n d C h a m bill e, 1 9 8 9 ; I b a r r a-

S o ri a e t al., 2 0 1 7 ). I n a d diti o n, i n m a m m al s, t h e olf a ct or y e pit h eli u m e x p eri e n c e s n e ur al d e g e n er a-

ti o n a n d n e ur o g e n e si s, r e s ulti n g i n r e pl a c e m e nt of t h e O S N s e v er y f e w w e e k s ( G r a zi a d ei a n d G r a-

zi a d ei, 1 9 7 9 ). T h e di stri b uti o n of r e c e pt or s r e s ulti n g fr o m t hi s r e pl a c e m e nt h a s b e e n f o u n d t o h a v e

a m y st eri o u s d e p e n d e n c e o n olf a ct or y e x p eri e n c e ( S c h w o b e t al., 1 9 9 2 ; S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ;

Z h a o e t al., 2 0 1 3 ; Di a s a n d R e s sl e r, 2 0 1 4 ; C a di o u e t al., 2 0 1 4 ; I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7):

i n cr e a s e d e x p o s ur e t o s p e cifi c li g a n d s l e a d s r e pr o d u ci bl y t o m or e r e c e pt or s of s o m e t y p e s, a n d n o

c h a n g e or f e w er r e c e pt or s of ot h er t y p e s.

H er e, w e s h o w t h at t h e s e p u z zli n g o b s er v ati o n s ar e pr e di ct e d if t h e r e c e pt or di stri b uti o n i n t h e

olf a ct or y e pit h eli u m i s or g a ni z e d t o pr e s e nt a m a xi m all y i nf or m ati v e pi ct ur e of t h e o d or e n vir o n-

m e nt. S p e cifi c all y, w e pr o p o s e a m o d el f or t h e q u a ntit ati v e di stri b uti o n of olf a ct or y s e n s or y n e ur o n s

b y r e c e pt or t y p e. T h e m o d el pr e di ct s t h at i n a n oi s y o d or e n vir o n m e nt: ( a) t h e di stri b uti o n of r e c e p-

t or t y p e s will b e hi g hl y n o n- u nif or m, b ut r e pr o d u ci bl e gi v e n fi x e d r e c e pt or affi niti e s a n d o d or st ati s-

ti c s; a n d ( b) a n a d a pti n g r e c e pt or n e ur o n r e p ert oir e s h o ul d r e pr o d u ci bl y r efl e ct c h a n g e s i n t h e

olf a ct or y e n vir o n m e nt; i n a s e n s e it s h o ul d b e c o m e w h at it s m ell s. Pr e ci s el y s u c h fi n di n g s ar e

r e p ort e d i n e x p eri m e nt s (S c h w o b e t al., 1 9 9 2 ; S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ; Z h a o e t al., 2 0 1 3 ;

Di a s a n d R e s sl e r, 2 0 1 4 ; C a di o u e t al., 2 0 1 4 ; I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7).

e Lif e di g e s t A m o u s e’ s n o s e c o nt ai n s o v er 1 0 milli o n r e c e pt or n e ur o n s di vi d e d i nt o a b o ut 1, 0 0 0

diff er e nt t y p e s, w hi c h d et e ct air b or n e c h e mi c al s – c all e d o d or a nt s – t h at m a k e u p s m ell s. E a c h

o d or a nt a cti v at e s m a n y diff er e nt r e c e pt or t y p e s. A n d e a c h r e c e pt or t y p e r e s p o n d s t o m a n y diff er e nt

o d or a nt s. T o i d e ntif y a s m ell, t h e br ai n m u st t h er ef or e c o n si d er t h e o v er all p att er n of a cti v ati o n

a cr o s s all r e c e pt or t y p e s. I n di vi d u al r e c e pt or n e ur o n s i n t h e m a m m ali a n n o s e li v e f or a b o ut 3 0 d a y s,

b ef or e n e w c ell s r e pl a c e t h e m. T h e e ntir e p o p ul ati o n of o d or a nt r e c e pt or n e ur o n s t ur n s o v er e v er y

f e w w e e k s, e v e n i n a d ult s.

St u di e s h a v e s h o w n t h at s o m e t y p e s of t h e s e r e c e pt or n e ur o n s ar e u s e d m or e oft e n t h a n ot h er s,

d e p e n di n g o n t h e s p e ci e s, a n d ar e t h er ef or e m u c h m or e a b u n d a nt. M or e o v er, t h e u s a g e p att er n s of

diff er e nt r e c e pt or t y p e s c a n al s o c h a n g e w h e n i n di vi d u al a ni m al s ar e e x p o s e d t o diff er e nt s m ell s.

T e şil e a n u et al. s et o ut t o d e v el o p a c o m p ut er m o d el t h at c a n e x pl ai n t h e s e o b s er v ati o n s.

T h e r e s ult s r e v e al e d t h at t h e n o s e a dj u st s it s o d or a nt r e c e pt or n e ur o n s t o pr o vi d e t h e br ai n wit h

a s m u c h i nf or m ati o n a s p o s si bl e a b o ut t y pi c al s m ell s i n t h e e n vir o n m e nt. B e c a u s e e a c h s m ell

c o n si st s of m ulti pl e o d or a nt s, e a c h o d or a nt i s m or e li k el y t o o c c ur al o n g si d e c ert ai n ot h er s. F or

e x a m pl e, t h e o d or a nt s t h at m a k e u p t h e s c e nt of a fl o w er ar e m or e li k el y t o o c c ur t o g et h er t h a n

al o n g si d e t h e o d or a nt s i n di e s el. T h e n o s e t a k e s a d v a nt a g e of t h e s e r el ati o n s hi p s b y a dj u sti n g t h e

a b u n d a n c e of t h e r e c e pt or t y p e s i n li n e wit h t h e m. T e şil e a n u et al. s h o w t h at e x p o s ur e t o o d or a nt s

l e a d s t o r e pr o d u ci bl e i n cr e a s e s or d e cr e a s e s i n diff er e nt r e c e pt or t y p e s, d e p e n di n g o n w h at w o ul d

pr o vi d e t h e br ai n wit h m o st i nf or m ati o n.

T h e n u m b er of o d or a nt r e c e pt or n e ur o n s i n t h e h u m a n n o s e d e cr e a s e s wit h ti m e. T h e c urr e nt

fi n di n g s c o ul d h el p s ci e nti st s u n d er st a n d h o w t h e s e c h a n g e s aff e ct o ur s e n s e of s m ell a s w e a g e.

T hi s will r e q uir e c oll a b or ati o n b et w e e n e x p eri m e nt al a n d t h e or eti c al s ci e nti st s t o m e a s ur e t h e o d or s

t y pi c al of o ur e n vir o n m e nt s, a n d w or k o ut h o w o ur o d or a nt r e c e pt or n e ur o n s d et e ct t h e m.
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I n c o ntr a st t o pr e vi o u s w or k a p pl yi n g effi ci e nt- c o di n g i d e a s t o t h e olf a ct or y s y st e m (K ell e r a n d

V o s s h all, 2 0 0 7 ; M c B ri d e e t al., 2 0 1 4 ; Z wi c k e r e t al., 2 0 1 6 ; K ri s h n a m u r t h y e t al., 2 0 1 7 ), h er e w e

t a k e t h e r e c e pt or – o d or a nt affi niti e s t o b e fi x e d q u a ntiti e s a n d d o n ot att e m pt t o e x pl ai n t h eir di stri-

b uti o n or t h eir e v ol uti o n a n d di v er sit y a cr o s s s p e ci e s. I n st e a d, w e f o c u s o n t h e c o m pl e m e nt ar y q u e s-

ti o n of t h e o pti m al w a y i n w hi c h t h e olf a ct or y s y st e m c a n u s e t h e a v ail a bl e r e c e pt or g e n e s. T hi s

all o w s u s t o f o c u s o n p h e n o m e n a t h at o c c ur o n f a st er ti m e s c al e s, s u c h a s t h e r e or g a ni z ati o n of t h e

r e c e pt or r e p ert oir e a s a r e s ult of n e ur o g e n e si s i n t h e m a m m ali a n e pit h eli u m.

B e c a u s e of t h e c o m bi n at ori al n at ur e of t h e olf a ct or y c o d e ( M al ni c e t al., 1 9 9 9 ; S t o pf e r e t al.,

2 0 0 3 ; S t e v e n s, 2 0 1 5 ; Z h a n g a n d S h a r p e e, 2 0 1 6 ; Z wi c k e r e t al., 2 0 1 6 ; K ri s h n a m u r t h y e t al.,

2 0 1 7 ) r e c e pt or n e ur o n r e s p o n s e s ar e hi g hl y c orr el at e d. I n t h e a b s e n c e of s u c h c orr el ati o n s, effi ci e nt

c o di n g pr e di ct s t h at o ut p ut p o w er will b e e q u ali z e d a cr o s s all c h a n n el s if tr a n s mi s si o n li mit ati o n s

d o mi n at e ( S ri ni v a s a n e t al., 1 9 8 2 ; Ol s h a u s e n a n d Fi el d, 1 9 9 6 ; H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ), or t h at

m o st r e s o ur c e s will b e d e v ot e d t o r e c e pt or s w h o s e r e s p o n s e s ar e m o st v ari a bl e if i n p ut n oi s e d o mi-

n at e s ( v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 a ; H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ). H er e, w e s h o w t h at t h e o pti m al s ol uti o n i s

v er y diff er e nt w h e n t h e s y st e m of s e n s or s i s hi g hl y c orr el at e d: t h e a d a pti v e c h a n g e i n t h e a b u n d a n c e

of a p arti c ul ar r e c e pt or t y p e d e p e n d s criti c all y o n t h e gl o b al c o nt e xt of t h e c orr el at e d r e s p o n s e s of

all t h e r e c e pt or t y p e s i n t h e p o p ul ati o n — w e r ef er t o t hi s a s c o nt e xt- d e p e n d e nt a d a pt ati o n .

C orr el ati o n s b et w e e n t h e r e s p o n s e s of olf a ct or y r e c e pt or n e ur o n s ar e i n e vit a bl e n ot o nl y b e c a u s e

t h e s a m e o d or a nt bi n d s t o m a n y diff er e nt r e c e pt or s, b ut al s o b e c a u s e o d or s i n t h e e n vir o n m e nt ar e

t y pi c all y c o m p o s e d of m a n y diff er e nt m ol e c ul e s, l e a di n g t o c orr el ati o n s b et w e e n t h e c o n c e ntr ati o n s

wit h w hi c h t h e s e o d or a nt s ar e e n c o u nt er e d. F urt h er m or e, t h er e i s n o w a y f or n e ur al cir c uitr y t o

r e m o v e t h e s e c orr el ati o n s i n t h e s e n s or y e pit h eli u m b e c a u s e t h e c a n di d at e l at er al i n hi biti o n o c c ur s

d o w n str e a m, i n t h e olf a ct or y b ul b. A s a r e s ult of t h e s e c o n str ai nt s, f or a n a d a pti n g r e c e pt or n e ur o n

p o p ul ati o n, o ur m o d el pr e di ct s t h at i n cr e a s e d a cti v ati o n of a gi v e n r e c e pt or t y p e m a y l e a d t o m or e,

f e w er or u n c h a n g e d n u m b er s of t h e r e c e pt or, b ut t h at t hi s a p p ar e ntl y s p or a di c eff e ct will a ct u all y b e

r e pr o d u ci bl e b et w e e n r e pli c at e s. T hi s c o u nt er-i nt uiti v e pr e di cti o n m at c h e s e x p eri m e nt al o b s er v a-

ti o n s (S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ; Z h a o e t al., 2 0 1 3 ; C a di o u e t al., 2 0 1 4 ; I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7).

Olf a c t o r y r e s p o n s e m o d el
I n v ert e br at e s, a x o n s fr o m olf a ct or y n e ur o n s c o n v er g e i n t h e olf a ct or y b ul b o n c o m p a ct str u ct ur e s

c all e d gl o m er uli, w h er e t h e y f or m s y n a p s e s wit h d e n drit e s of d o w n str e a m n e ur o n s ( Hil d e b r a n d a n d

S h e p h e r d, 1 9 9 7 ); s e e Fi g u r e 1 a . T o g o o d a p pr o xi m ati o n, e a c h gl o m er ul u s r e c ei v e s a x o n s fr o m o nl y

o n e t y p e of O S N, a n d all O S N s e x pr e s si n g t h e s a m e r e c e pt or t y p e c o n v er g e o nt o a s m all n u m b er of

gl o m er uli, o n a v er a g e a b o ut t w o i n mi c e t o a b o ut 1 6 i n h u m a n s ( M a r e s h e t al., 2 0 0 8 ). Si mil ar ar c hi-

t e ct ur e s c a n b e f o u n d i n i n s e ct s ( V o s s h all e t al., 2 0 0 0 ).

T h e a n at o m y s h o w s t h at i n i n s e ct s a n d v ert e br at e s, olf a ct or y i nf or m ati o n p a s s e d t o t h e br ai n c a n

b e s u m m ari z e d b y a cti vit y i n t h e gl o m er uli. W e tr e at t hi s a cti vit y i n a firi n g-r at e a p pr o xi m ati o n, w hi c h

all o w s u s t o u s e a v ail a bl e r e c e pt or affi nit y d at a ( H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ; S ai t o e t al., 2 0 0 9 ). T hi s

a p pr o xi m ati o n n e gl e ct s i n di vi d u al s pi k e ti m e s, w hi c h c a n c o nt ai n i m p ort a nt i nf or m ati o n f or o d or di s-

cri mi n ati o n i n m a m m al s a n d i n s e ct s ( R e s ul aj a n d Ri n b e r g, 2 0 1 5 ; D a s G u p t a a n d W a d d ell, 2 0 0 8 ;

W e h r a n d L a u r e n t, 1 9 9 6 ; H u s t o n e t al., 2 0 1 5 ). Gi v e n d at a r el ati n g s pi k e ti mi n g a n d o d or e x p o s ur e

f or diff er e nt o d or a nt s a n d r e c e pt or s, w e c o ul d u s e t h e ti m e fr o m r e s pir at or y o n s et t o t h e fir st eli-

cit e d s pi k e i n e a c h r e c e pt or a s a n i n di c at or of a cti vit y i n o ur m o d el. Alt er n ati v el y, w e c o ul d u s e b ot h

t h e ti mi n g a n d t h e firi n g r at e i nf or m ati o n t o g et h er. S u c h d at a i s n ot y et a v ail a bl e f or l ar g e p a n el s of

o d or s a n d r e c e pt or s, a n d s o w e l e a v e t h e i n cl u si o n of ti mi n g eff e ct s f or f ut ur e w or k.

A c h all e n g e s p e cifi c t o t h e st u d y of t h e olf a ct or y s y st e m a s c o m p ar e d t o ot h er s e n s e s i s t h e li m-

it e d k n o wl e d g e w e h a v e of t h e s p a c e of o d or s. It i s diffi c ult t o i d e ntif y c o m m o n f e at ur e s s h ar e d b y

o d or a nt s t h at a cti v at e a gi v e n r e c e pt or t y p e ( R o s si t e r, 1 9 9 6 ; M al ni c e t al., 1 9 9 9 ), w hil e att e m pt s at

d efi ni n g a n oti o n of di st a n c e i n olf a ct or y s p a c e h a v e h a d o nl y p arti al s u c c e s s ( S ni t z e t al., 2 0 1 3 ), a s

h a v e att e m pt s t o fi n d r e d u c e d- di m e n si o n alit y r e pr e s e nt ati o n s of o d or s p a c e ( Z a r z o a n d S t a n t o n,

2 0 0 6 ; K o ul a k o v e t al., 2 0 1 1 ). I n t hi s w or k, w e si m pl y m o d el t h e olf a ct or y e n vir o n m e nt a s a v e ct or

c ¼ f c 1 ; . . . ; c N g of c o n c e ntr ati o n s, w h er e c i i s t h e c o n c e ntr ati o n of o d or a nt i i n t h e e n vir o n m e nt

(Fi g u r e 1 a ). W e n ot e, h o w e v er, t h at t h e f or m ali s m w e d e s cri b e h er e i s e q u all y a p pli c a bl e f or ot h er

p ar a m et eri z ati o n s of o d or s p a c e: t h e c o m p o n e nt s c i of t h e e n vir o n m e nt v e ct or c c o ul d, f or i n st a n c e,

i n di c at e c o n c e ntr ati o n s of e ntir e cl a s s e s of m ol e c ul e s cl u st er e d b a s e d o n c o m m o n c h e mi c al tr ait s, or

t h e y mi g ht b e a b str a ct c o or di n at e s i n a l o w- di m e n si o n al r e pr e s e nt ati o n of olf a ct or y s p a c e.
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O n c e a p ar a m et eri z ati o n f or t h e o d or e n vir o n m e nt i s c h o s e n, w e m o d el t h e st ati sti c s of n at ur al

s c e n e s b y t h e j oi nt pr o b a bilit y di stri b uti o n P ðc 1 ; . . . ; c N Þ. W e ar e n e gl e cti n g t e m p or al c orr el ati o n s i n

olf a ct or y c u e s b e c a u s e w e ar e f o c u si n g o n o d or i d e ntit y r at h er t h a n olf a ct or y s e ar c h w h er e ti mi n g of

c u e s will b e e s p e ci all y i m p ort a nt. T hi s si m plifi e s o ur m o d el, a n d al s o r e d u c e s t h e n u m b er of olf a ct or y

s c e n e p ar a m et er s n e e d e d a s i n p ut s. Si mil ar st ati c a p pr o xi m ati o n s of n at ur al i m a g e s h a v e b e e n

e m pl o y e d p o w erf ull y al o n g wit h t h e effi ci e nt c o di n g h y p ot h e si s t o e x pl ai n di v er s e a s p e ct s of e arl y

vi si o n ( e. g., i n L a u g hli n, 1 9 8 1 ; A ti c k a n d R e dli c h, 1 9 9 0 ; Ol s h a u s e n a n d Fi el d, 1 9 9 6 ; v a n H a t e r e n

a n d v a n d e r S c h a af, 1 9 9 8 ; R a tliff e t al., 2 0 1 0 ; H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ).

T o c o n str u ct a tr a ct a bl e m o d el of t h e r el ati o n b et w e e n n at ur al o d or st ati sti c s a n d olf a ct or y r e c e p-

t or di stri b uti o n s, w e d e s cri b e t h e olf a ct or y e n vir o n m e nt a s a m ulti v ari at e G a u s si a n wit h m e a n c 0 a n d

c o v ari a n c e m atri x G ,

e n vir o n m e nt P ðc Þ ~ N ð c 0 ;G Þ : ( 1)

T hi s c a n b e t h o u g ht of a s a m a xi m u m- e ntr o p y a p pr o xi m ati o n of t h e tr u e di stri b uti o n of o d or a nt c o n-

c e ntr ati o n s, c o n str ai n e d b y t h e e n vir o n m e nt al m e a n s a n d c o v ari a n c e s. T hi s si m pl e e n vir o n m e nt al

m o d el mi s s e s s o m e s p ar s e str u ct ur e t h at i s t y pi c al i n olf a ct or y s c e n e s ( Y u e t al., 2 0 1 5 ;

e pit h eli u m b ul b
O S N s gl o m er uli

r e s p o n s e v e ct or
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Fi g u r e 1. S k et c h of t h e olf a ct or y p eri p h er y a s d e s cri b e d i n o ur m o d el. ( a ) S k et c h of olf a ct or y a n at o m y i n

v ert e br at e s. T h e ar c hit e ct ur e i s si mil ar i n i n s e ct s, wit h t h e O S N s a n d t h e gl o m er uli l o c at e d i n t h e a nt e n n a e a n d

a nt e n n al l o b e s, r e s p e cti v el y. Diff er e nt r e c e pt or t y p e s ar e r e pr e s e nt e d b y diff er e nt c ol or s i n t h e di a gr a m.

Gl o m er ul ar r e s p o n s e s ( b ar pl ot o n t o p ri g ht) r e s ult fr o m mi xt ur e s of o d or a nt s i n t h e e n vir o n m e nt ( b ar pl ot o n

b ott o m l eft). T h e r e s p o n s e n oi s e, s h o w n b y bl a c k err or b ar s, d e p e n d s o n t h e n u m b er of r e c e pt or n e ur o n s of e a c h

t y p e, ill u str at e d i n t h e fi g ur e b y t h e si z e of t h e c orr e s p o n di n g gl o m er ul u s. Gl o m er uli r e c ei vi n g i n p ut fr o m a s m all

n u m b er of O S N s h a v e hi g h er v ari a bilit y d u e t o r e c e pt or n oi s e ( e. g., O S N, gl o m er ul u s, a n d a cti vit y b ar i n gr e e n),

w hil e t h o s e r e c ei vi n g i n p ut fr o m m a n y O S N s h a v e s m all er v ari a bilit y. R e s p o n s e m a g nit u d e s d e p e n d al s o o n t h e

o d or a nt s pr e s e nt i n t h e m e di u m a n d t h e affi nit y pr ofil e of t h e r e c e pt or s. ( b ) W e a p pr o xi m at e gl o m er ul ar

r e s p o n s e s u si n g a li n e ar m o d el b a s e d o n a ‘ s e n si n g m atri x’ S , p ert ur b e d b y G a u s si a n n oi s e h a . K a ar e t h e n u m b er s

of O S N s of e a c h t y p e.

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 0 3
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K ri s h n a m u r t h y e t al., 2 0 1 7 ). N e v ert h el e s s, a p pr o xi m ati n g n at ur al di stri b uti o n s wit h G a u s si a n s i s

c o m m o n i n t h e effi ci e nt- c o di n g lit er at ur e, a n d oft e n c a pt ur e s e n o u g h d et ail t o b e pr e di cti v e

(v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 a ; v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 b ; V a n H a t e r e n, 1 9 9 3 ; H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ). T hi s

m a y b e b e c a u s e e arl y s e n s or y s y st e m s i n a ni m al s ar e a bl e t o a d a pt m or e eff e cti v el y t o l o w- or d er st a-

ti sti c s w hi c h ar e e a sil y r e pr e s e nt e d b y n e ur o n s i n t h eir m e a n a cti vit y a n d p air wi s e c orr el ati o n s.

T h e n u m b er N of o d or a nt s t h at w e u s e t o r e pr e s e nt a n e n vir o n m e nt n e e d n ot b e a s l ar g e a s t h e

t ot al n u m b er of p o s si bl e v ol atil e m ol e c ul e s. W e c a n i n st e a d f o c u s o n o nl y t h o s e o d or a nt s t h at ar e

li k el y t o b e e n c o u nt er e d at m e a ni n gf ul c o n c e ntr ati o n s b y t h e or g a ni s m t h at w e st u d y, l e a di n g t o a

m u c h s m all er v al u e f or N . I n pr a cti c e, h o w e v er, w e ar e li mit e d b y t h e a v ail a bl e r e c e pt or affi nit y d at a.

O ur q u a ntit ati v e a n al y s e s ar e g e n er all y b a s e d o n d at a m e a s ur e d u si n g p a n el s of 1 1 0 o d or a nt s i n fl y

(H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ) a n d 6 3 i n m a m m al s (S ai t o e t al., 2 0 0 9 ).

W e n e xt b uil d a m o d el f or h o w t h e a cti vit y at t h e gl o m er uli d e p e n d s o n t h e olf a ct or y e n vir o n-

m e nt. W e w or k i n a n a p pr o xi m ati o n i n w hi c h t h e r e s p o n s e s d e p e n d li n e arl y o n t h e c o n c e ntr ati o n

v al u e s:

r a ¼ K a

X

i

S ai c i þ h a

ffiffiffiffiffiffiffi
K a ;

p
( 2)

w h er e r a i s t h e r e s p o n s e of t h e gl o m er ul u s i n d e x e d b y a , S ai i s t h e e x p e ct e d r e s p o n s e of a si n gl e

s e n s or y n e ur o n e x pr e s si n g r e c e pt or t y p e a t o a u nit c o n c e ntr ati o n of o d or a nt i, a n d K a i s t h e n u m b er

of n e ur o n s of t y p e a . T h e s e c o n d t er m d e s cri b e s n oi s e, wit h h a , t h e n oi s e f or a si n gl e O S N, m o d el e d

a s a G a u s si a n wit h m e a n 0 a n d st a n d ar d d e vi ati o n s a , h a ~ N ð 0 ; s 2
a Þ.

T h e a p pr o xi m ati o n w e ar e u si n g c a n b e s e e n a s li n e ari zi n g t h e r e s p o n s e s of olf a ct or y s e n s or y n e u-

r o n s ar o u n d a n o p er ati n g p oi nt. T hi s h a s b e e n s h o w n t o a c c ur at el y c a pt ur e t h e r e s p o n s e of olf a ct or y

r e c e pt or s t o o d or mi xt ur e s i n c ert ai n c o n c e ntr ati o n r a n g e s ( Si n g h e t al., 2 0 1 8 ). W hil e o d or c o n c e n-

tr ati o n s i n n at ur al s c e n e s s p a n m a n y or d er s of m a g nit u d e a n d ar e u nli k el y t o al w a y s st a y wit hi n t h e

li n e ar r e gi m e, t h e eff e ct of t h e n o nli n e ariti e s o n t h e i nf or m ati o n m a xi mi z ati o n pr o c e d ur e t h at w e

i m pl e m e nt b el o w i s l e s s str o n g ( s e e A p p e n di x 3 f or a c o m p ari s o n b et w e e n o ur li n e ar a p pr o xi m ati o n

a n d a n o nli n e ar, c o m p etiti v e bi n di n g m o d el i n a t o y e x a m pl e). O n e a d v a nt a g e of e m pl o yi n g t h e li n-

e ar a p pr o xi m ati o n i s t h at it r e q uir e s a mi ni m al s et of p ar a m et er s (t h e s e n si n g m atri x c o effi ci e nt s S ai ),

w hil e n o nli n e ar m o d el s i n g e n er al r e q uir e a d diti o n al i nf or m ati o n ( s u c h a s a Hill c o effi ci e nt a n d a m a x-

i m u m a cti v ati o n f or e a c h r e c e pt or- o d or a nt p air f or a c o m p etiti v e bi n di n g m o d el; s e e A p p e n di x 3).

I nf or m ati o n m a xi mi z ati o n
W e q u a ntif y t h e i nf or m ati o n t h at r e s p o n s e s, r ¼ ð r 1 ; . . . ; r M Þ, c o nt ai n a b o ut t h e e n vir o n m e nt v e ct or,

c ¼ ð c 1 ; . . . ; c N Þ, u si n g t h e m ut u al i nf or m ati o n Iðr ; c Þ:

Iðr ;c Þ ¼

Z

d M r d N c P ðr ;c Þ l o g
P ðr jc Þ

P ðr Þ
; ( 3)

w h er e P ðr ; c Þ i s t h e j oi nt pr o b a bilit y di stri b uti o n o v er r e s p o n s e a n d c o n c e ntr ati o n v e ct or s, P ðr jc Þ

i s t h e di stri b uti o n of r e s p o n s e s c o n diti o n e d o n t h e e n vir o n m e nt, a n d P ðr Þ i s t h e m ar gi n al di stri b uti o n

of t h e r e s p o n s e s al o n e. Gi v e n o ur a s s u m pti o n s, all t h e s e di stri b uti o n s ar e G a u s si a n, a n d t h e i nt e gr al

c a n b e e v al u at e d a n al yti c all y ( s e e A p p e n di x 2). T h e r e s ult i s

Iðr ; c Þ ¼
1

2
Tr l o gðI þ K S 1 Q Þ ; ( 4)

w h er e t h e o v erl a p m atri x Q i s r el at e d t o t h e c o v ari a n c e m atri x G of o d or a nt c o n c e ntr ati o n s (fr o m

E q u a ti o n ( 1) ),

Q ¼ S G S T ; ( 5)

a n d K a n d S ar e di a g o n al m atri c e s of O S N a b u n d a n c e s K a a n d n oi s e v ari a n c e s s 2
a , r e s p e cti v el y:

K ¼ di a g K 1 ; ...; K Mð Þ ; S ¼ di a g s 2
1 ; ... ;s

2
M : ( 6)

T h e o v erl a p m atri x Q i s e q u al t o t h e c o v ari a n c e m atri x of O S N r e s p o n s e s i n t h e a b s e n c e of n oi s e

(s a ¼ 0 ; s e e A p p e n di x 2). T h u s, it i s a m e a s ur e of t h e str e n gt h of t h e u s a bl e olf a ct or y si g n al. I n
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c o ntr a st, t h e q u a ntit y S K 1 i s a m e a s ur e of t h e a m o u nt of n oi s e i n t h e r e s p o n s e s, w h er e t h e t er m

K 1 c orr e s p o n d s t o t h e eff e ct of a v er a gi n g o v er O S N s of t h e s a m e t y p e. T hi s i m pli e s t h at t h e q u a n-

tit y K S 1 Q i s a m e a s ur e of t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R) i n t h e s y st e m ( m or e pr e ci s el y, it s s q u ar e),

s o t h at E q u a ti o n ( 4) r e pr e s e nt s a g e n er ali z ati o n t o m ulti pl e, c orr el at e d c h a n n el s of t h e cl a s si c al

r e s ult f or a si n gl e G a u s si a n c h a n n el, I ¼ 1
2 l o g 1 þ S N R 2 (S h a n n o n, 1 9 4 8 ; v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 a ;

v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 b ). I n t h e li n e ar a p pr o xi m ati o n t h at w e ar e u si n g, t h e i nf or m ati o n tr a n s mitt e d

t hr o u g h t h e s y st e m i s t h e s a m e w h et h er all O S N s wit h t h e s a m e r e c e pt or t y p e c o n v er g e t o o n e or

m ulti pl e gl o m er uli ( s e e A p p e n di x 2). B e c a u s e of t hi s, f or c o n v e ni e n c e w e t a k e all n e ur o n s of a gi v e n

t y p e t o c o n v er g e o nt o a si n gl e gl o m er ul u s (Fi g u r e 1 a ).

T h e O S N n u m b er s K a c a n n ot gr o w wit h o ut b o u n d; t h e y ar e c o n str ai n e d b y t h e t ot al n u m b er of

n e ur o n s i n t h e olf a ct or y e pit h eli u m. T h u s, t o fi n d t h e o pti m al di stri b uti o n of r e c e pt or t y p e s, w e m a xi-

mi z e Iðr ; c Þ wit h r e s p e ct t o f K a g , s u bj e ct t o t h e c o n str ai nt s t h at: ( 1) t h e t ot al n u m b er of r e c e pt or

n e ur o n s i s fi x e d (
P

a K a ¼ K t ot ); a n d ( 2) all n e ur o n n u m b er s ar e n o n- n e g ati v e:

f K a g ¼ K a 0 ;
P

a K a ¼ K t ot

ar g m a x
Iðr ;c Þ : ( 7)

T hr o u g h o ut t h e p a p er, w e tr e at t h e O S N a b u n d a n c e s K a a s r e al n u m b er s i n st e a d of i nt e g er s,

w hi c h i s a g o o d a p pr o xi m ati o n a s l o n g a s t h e y ar e n ot v er y s m all. T h e o pti mi z ati o n c a n b e p er-

f or m e d a n al yti c all y u si n g t h e K ar u s h- K u h n- T u c k er ( K K T) c o n diti o n s (B o y d a n d V a n d e n b e r g h e, 2 0 0 4 )

( s e e A p p e n di x 2), b ut i n pr a cti c e it i s m or e c o n v e ni e nt t o u s e n u m eri c al o pti mi z ati o n.

N ot e t h at i n c o ntr a st t o ot h er w or k t h at h a s u s e d i nf or m ati o n m a xi mi z ati o n t o st u d y t h e olf a ct or y

s y st e m ( e. g. Z wi c k e r e t al., 2 0 1 6 ), h er e w e o pti mi z e o v er t h e O S N n u m b er s K a , w hil e k e e pi n g t h e

affi nit y pr ofil e s of t h e r e c e pt or s ( gi v e n b y t h e s e n si n g m atri x el e m e nt s S i a) c o n st a nt. B el o w w e a n a-

l y z e h o w t h e o pti m al di stri b uti o n of r e c e pt or t y p e s d e p e n d s o n r e c e pt or affi niti e s, o d or st ati sti c s,

a n d t h e si z e of t h e olf a ct or y e pit h eli u m.

R e c e p t o r di v e r si t y g r o w s wi t h O S N p o p ul a ti o n si z e
L ar g e O S N p o p ul ati o n s
I n o ur m o d el, r e c e pt or n oi s e i s r e d u c e d b y a v er a gi n g o v er t h e r e s p o n s e s fr o m m a n y s e n s or y n e u-

r o n s. A s t h e n u m b er of n e ur o n s i n cr e a s e s, K t ot ! ¥ , t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R) b e c o m e s v er y

l ar g e ( s e e E q u a ti o n ( 2) ). W h e n t hi s h a p p e n s, t h e o pti mi z ati o n wit h r e s p e ct t o O S N n u m b er s K a c a n

b e s ol v e d a n al yti c all y ( s e e A p p e n di x 2), a n d w e fi n d t h at t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n i s gi v e n

b y

K a » K a p pr o x
a ¼

K t ot

M
ðs 2

a A a a s 2 A Þ ; ( 8)

w h er e A i s t h e i n v er s e of t h e o v erl a p m atri x Q fr o m E q u a ti o n ( 5) , A ¼ Q 1 , s 2
a ar e t h e r e c e pt or

n oi s e v ari a n c e s ( E q u a ti o n ( 6) ), a n d s 2 A ¼
P

s 2
a A a a = M i s a c o n st a nt e nf or ci n g t h e c o n str ai nt

P
K a ¼ K t ot . W h e n K t ot i s s uffi ci e ntl y l ar g e, t h e c o n st a nt fir st t er m d o mi n at e s, m e a ni n g t h at t h e

r e c e pt or di stri b uti o n i s e s s e nti all y u nif or m, wit h e a c h r e c e pt or t y p e b ei n g e x pr e s s e d i n a r o u g hl y

e q u al fr a cti o n of t h e t ot al p o p ul ati o n of s e n s or y n e ur o n s. I n t hi s li mit, t h e r e c e pt or di stri b uti o n i s a s

e v e n a n d a s di v er s e a s p o s si bl e gi v e n t h e g e n eti c all y e n c o d e d r e c e pt or t y p e s. T h e s m all diff er e n c e s

i n a b u n d a n c e ar e r el at e d t o t h e di a g o n al el e m e nt s of t h e i n v er s e o v erl a p m atri x A , m o d ul at e d b y

t h e n oi s e v ari a n c e s s 2
a (Fi g u r e 2 a ). T h e i nf or m ati o n m a xi m u m i n t hi s r e gi m e i s s h all o w b e c a u s e o nl y

a c h a n g e i n O S N n u m b er s of or d er K t ot = M c a n h a v e a si g nifi c a nt eff e ct o n t h e n oi s e l e v el f or t h e

a cti vit y of e a c h gl o m er ul u s. P ut a n ot h er w a y, w h e n t h e O S N n u m b er s K a ar e v er y l ar g e, t h e gl o m er u-

l ar r e s p o n s e s ar e eff e cti v el y n oi s el e s s, a n d t h e n u m b er of r e c e pt or s of e a c h t y p e h a s littl e eff e ct o n

t h e r eli a bilit y of t h e r e s p o n s e s. T hi s s c e n ari o a p pli e s a s l o n g a s t h e O S N a b u n d a n c e s K a ar e m u c h

l ar g er t h a n t h e el e m e nt s of t h e i n v er s e o v erl a p m atri x A .

S m all a n d i nt er m e di at e- si z e d O S N p o p ul ati o n s
W h e n t h e n u m b er of n e ur o n s i s v er y s m all, r e c e pt or n oi s e c a n o v er w h el m t h e r e s p o n s e t o t h e e n vi-

r o n m e nt. I n t hi s c a s e, t h e b e st str at e g y i s t o f o c u s all t h e a v ail a bl e n e ur o n s o n a si n gl e r e c e pt or
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t y p e, t h u s r e d u ci n g n oi s e b y s u m m ati o n a s m u c h a s p o s si bl e ( Fi g u r e 2 b ). T h e r e c e pt or t y p e t h at

yi el d s t h e m o st i nf or m ati o n will b e t h e o n e w h o s e r e s p o n s e i s m o st v ari a bl e i n n at ur al s c e n e s a s

c o m p ar e d t o t h e a m o u nt of r e c e pt or n oi s e; t h at i s, t h e o n e t h at c orr e s p o n d s t o t h e l ar g e st v al u e of

Q a a = s 2
a — s e e A p p e n di x 2 f or a d eri v ati o n. T hi s i s r e mi ni s c e nt of a r e s ult i n vi si o n w h er e t h e v ari a n c e

of a sti m ul u s pr e di ct e d it s p er c e pt u al s ali e n c e ( H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ).

A s t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s i n cr e a s e s, t h e a d d e d b e n efit of s u m mi n g t o l o w er n oi s e f or a si n-

gl e r e c e pt or t y p e di mi ni s h e s, a n d at s o m e criti c al v al u e it i s m or e u s ef ul t o p o p ul at e a s e c o n d r e c e p-

t or t y p e t h at pr o vi d e s u ni q u e i nf or m ati o n n ot a v ail a bl e i n r e s p o n s e s of t h e fir st t y p e ( Fi g u r e 2 b ).

T hi s pr o c e s s c o nti n u e s a s t h e n u m b er of n e ur o n s i n cr e a s e s, s o t h at i n a n i nt er m e di at e S N R r a n g e,

w h er e n oi s e i s si g nifi c a nt b ut d o e s n ot o v er w h el m t h e olf a ct or y si g n al, o ur m o d el l e a d s t o a hi g hl y

n o n- u nif or m di stri b uti o n of r e c e pt or t y p e s ( s e e t h e tr e n d i n Fi g u r e 2 b a s t h e n u m b er of O S N s

i n cr e a s e s). I n d e e d, a n i n h o m o g e n e o u s di stri b uti o n of t hi s ki n d i s s e e n i n m a m m al s (I b a r r a-

S o ri a e t al., 2 0 1 7 ). Br o a dl y, t hi s i s c o n si st e nt wit h t h e i d e a t h at li vi n g s y st e m s c o n s er v e r e s o ur c e s t o

1 1 0 1 0 0

ar e a
e pit h eli u m

 / m a s s 0. 2

4 0 0

6 0 0

8 0 0

1 0 0 0

1 2 0 0

# i
nt

ac
t 

O
R 

g
e
n
es

s h e e p
g ui n e a pi g c at

G er m a n
s h e p h er d

h u m a n

r at
m o u s e

m ar m o s et

0. 0 1 ( n arr o w) 0. 2 ( wi d e)

r e c e pt or t u ni n g wi dt h

0

0. 5

1

c
or

r(
l
o
g 

Q
a
a
/

a2
, 

K a
)

0. 0 1 ( n arr o w) 0. 2 ( wi d e)

r e c e pt or t u ni n g wi dt h

0

0. 5

1

c
or

r(
-

a2
 

Q-
1

a
a
, 

K a
)

0 5 0 1 0 0

N u m b er of O S N s

0

5 0

1 0 0

O
S

Ns
 
by

 r
ec

e
pt

or
 t

y
p
e

Or 2 2 a

Or 4 7 a

Or 4 3 b

Or 5 9 b

Or 9 8 a

0 4  1 0 5

N u m b er of O S N s

0

2

4

6

O
S

Ns
 
by

 r
ec

e
pt

or
 t

y
p
e

1 0 5

1 0 1 1 0 2 1 0 3 1 0 4 1 0 5

N u m b er of O S N s

0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

Ac
ti

v
e 

r
ec

e
pt

or
 t

y
p
es

d fe

a cb

Fi g u r e 2. Str u ct ur e of a w ell- a d a pt e d r e c e pt or di stri b uti o n. I n p a n el s ( a – c ) t h e r e c e pt or s e n si n g m atri x i s b a s e d o n Dr o s o p hil a (H all e m a n d C a rl s o n,

2 0 0 6 ) a n d i n cl u d e s 2 4 r e c e pt or s r e s p o n di n g t o 1 1 0 o d or a nt s. I n p a n el s (d – e ), t h e t ot al n u m b er of O S N s K t ot i s fi x e d at 4 0 0 0. I n all p a n el s,

e n vir o n m e nt al o d or st ati sti c s f oll o w a r a n d o m c orr el ati o n m atri x ( s e e A p p e n di x 4). Q u alit ati v e a s p e ct s ar e r o b u st t o v ari ati o n s i n t h e s e c h oi c e s ( s e e

A p p e n di x 1). ( a ) L ar g e O S N p o p ul ati o n s s h o ul d h a v e hi g h r e c e pt or di v er sit y (t y p e s r e pr e s e nt e d b y stri p s of diff er e nt c ol or s), a n d s h o ul d u s e r e c e pt or

t y p e s u nif or ml y. (b ) S m all O S N p o p ul ati o n s s h o ul d e x pr e s s f e w er r e c e pt or t y p e s, a n d s h o ul d u s e r e c e pt or s n o n- u nif or ml y. (c ) N e w r e c e pt or t y p e s ar e

e x pr e s s e d i n a s eri e s of st e p tr a n siti o n s a s t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s i n cr e a s e s. H er e, t h e o d or e n vir o n m e nt s a n d t h e r e c e pt or affi niti e s ar e h el d fi x e d

a s t h e O S N p o p ul ati o n si z e i s i n cr e a s e d. ( d ) C orr el ati o n b et w e e n t h e a b u n d a n c e of a gi v e n r e c e pt or t y p e, K a , a n d t h e l o g arit h m of it s si g n al-t o- n oi s e

r ati o i n olf a ct or y s c e n e s, l o g Q a a = s 2
a , s h o w n h er e a s a f u n cti o n of t h e t u ni n g of t h e r e c e pt or s. F or e v er y p o siti o n al o n g t h e x - a xi s, s e n si n g m atri c e s wit h a

fi x e d r e c e pt or t u ni n g wi dt h w er e g e n er at e d fr o m a r a n d o m e n s e m bl e, w h er e t h e t u ni n g wi dt h i n di c at e s w h at fr a cti o n of all o d or a nt s eli cit a str o n g

r e s p o n s e f or t h e r e c e pt or s ( s e e A p p e n di x 1). W h e n e a c h r e c e pt or r e s p o n d s str o n gl y t o o nl y a s m all n u m b er of o d or a nt s, r e s p o n s e v ari a n c e i s a g o o d

pr e di ct or of a b u n d a n c e, w hil e t hi s i s n o l o n g er tr u e f or wi d e t u ni n g. ( e ) R e c e pt or a b u n d a n c e s c orr el at e w ell wit h t h e di a g o n al el e m e nt s of t h e i n v er s e

o v erl a p m atri x n or m ali z e d b y t h e n oi s e v ari a n c e s, s 2
a ðQ

1 Þ a a , f or all t u ni n g wi dt h s. I n p a n el s (d – e ), t h e r e d li n e i s t h e m e a n o bt ai n e d fr o m 2 4 si m ul ati o n s,

e a c h p erf or m e d u si n g a diff er e nt s e n si n g m atri x, a n d t h e li g ht gr a y ar e a s h o w s t h e i nt er v al b et w e e n t h e 2 0t h a n d 8 0t h p er c e ntil e s of r e s ult s. ( f) N u m b er

of i nt a ct olf a ct or y r e c e pt or ( O R) g e n e s f o u n d i n diff er e nt s p e ci e s of m a m m al s a s a f u n cti o n of t h e ar e a of t h e olf a ct or y e pit h eli u m n or m ali z e d t o

a c c o u nt f or all o m etri c s c ali n g of n e ur o n d e n sit y (( H e r c ul a n o- H o u z el e t al., 2 0 1 5 ); s e e m ai n t e xt). W e u s e t hi s a s a pr o x y f or t h e n u m b er of n e ur o n s i n

t h e olf a ct or y e pit h eli u m. D a s h e d li n e i s a l e a st- s q u ar e s fit. N u m b er of i nt a ct O R g e n e s fr o m ( Nii m u r a e t al., 2 0 1 4 ), olf a ct or y s urf a c e ar e a d at a fr o m

(M o ul t o n, 1 9 6 7 ; Pi hl s t r o¨m e t al., 2 0 0 5 ; G r o s s e t al., 1 9 8 2 ; S mi t h e t al., 2 0 1 4 ), a n d w ei g ht d at a fr o m (R o u s s e e u w a n d L e r o y, 1 9 8 7 ; F CI, 2 0 1 8 ;

G r o s s e t al., 1 9 8 2 ; S mi t h e t al., 2 0 1 4 ).
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t h e e xt e nt p o s si bl e, a n d t h u s t h e n u m b er of O S N s ( a n d t h er ef or e t h e S N R) will b e s el e ct e d t o b e i n

a n i nt er m e di at e r a n g e i n w hi c h t h er e ar e j u st e n o u g h t o m a k e all t h e a v ail a bl e r e c e pt or s u s ef ul.

I n cr e a si n g O S N p o p ul ati o n si z e
O ur m o d el pr e di ct s t h at, all el s e b ei n g e q u al, t h e n u m b er of r e c e pt or t y p e s t h at ar e e x pr e s s e d

s h o ul d i n cr e a s e m o n ot o ni c all y wit h t h e t ot al n u m b er of s e n s or y n e ur o n s, i n a s eri e s of st e p tr a n si-

ti o n s ( s e e Fi g u r e 2 c ). Stri ctl y s p e a ki n g, t hi s i s a pr e di cti o n t h at a p pli e s i n a c o n st a nt olf a ct or y e n vi-

r o n m e nt a n d wit h a fi x e d r e c e pt or r e p ert oir e; i n t er m s of t h e p ar a m et er s i n o ur m o d el, t h e t ot al

n u m b er of n e ur o n s K t ot i s v ari e d w hil e t h e s e n si n g m atri x S a n d e n vir o n m e nt al st ati sti c s G st a y t h e

s a m e. K e e pi n g i n mi n d t h at t h e s e c o n diti o n s ar e n ot u s u all y m et b y di sti n ct s p e ci e s, w e c a n n e v er-

t h el e s s a s k w h et h er, br o a dl y s p e a ki n g, t h er e i s a r el ati o n b et w e e n t h e n u m b er of f u n cti o n al r e c e pt or

g e n e s a n d t h e si z e of t h e olf a ct or y e pit h eli u m i n v ari o u s s p e ci e s.

T o t hi s e n d, w e l o o k e d at s e v er al m a m m al s f or w hi c h t h e n u m b er of O R g e n e s a n d t h e si z e of t h e

olf a ct or y e pit h eli u m w er e m e a s ur e d ( Fi g u r e 2f ). W e f o c u s e d o n t h e i nt a ct O R g e n e s (Nii m u r a e t al.,

2 0 1 4 ), b a s e d o n t h e e x p e ct ati o n t h at r e c e pt or g e n e s t h at t e n d t o n ot b e u s e d ar e m or e li k el y t o

u n d er g o d el et eri o u s m ut ati o n s. W e h a v e n ot f o u n d m a n y dir e ct m e a s ur e m e nt s of t h e n u m b er of

n e ur o n s i n t h e e pit h eli u m f or diff er e nt s p e ci e s, s o w e e sti m at e d t hi s b a s e d o n t h e ar e a of t h e olf a c-

t or y e pit h eli u m (M o ul t o n, 1 9 6 7 ; Pi hl s t r o¨m e t al., 2 0 0 5 ; G r o s s e t al., 1 9 8 2 ; S mi t h e t al., 2 0 1 4 ).

T h er e i s a k n o w n all o m etri c s c ali n g r el ati o n st ati n g t h at t h e n u m b er of n e ur o n s p er u nit m a s s f or a

s p e ci e s d e cr e a s e s a s t h e 0. 3 p o w er of t h e t y pi c al b o d y m a s s ( H e r c ul a n o- H o u z el e t al., 2 0 1 5 ).

A s s u mi n g a fi x e d n u m b er of l a y er s i n t h e olf a ct or y e pit h eli al s h e et, t hi s i m pli e s t h at t h e n u m b er of

n e ur o n s i n t h e e pit h eli u m s h o ul d s c al e a s N O S N / ð e pit h eli al ar e a Þ= ðb o d y m ass Þ
2
3 0 :3 . W e a p pli e d t hi s

r el ati o n t o e pit h eli al ar e a s u si n g t h e t y pi c al m a s s of s e v er al s p e ci e s ( R o u s s e e u w a n d L e r o y, 1 9 8 7 ;

F CI, 2 0 1 8 ; G r o s s e t al., 1 9 8 2 ; S mi t h e t al., 2 0 1 4 ). T h e tr e n d i s c o n si st e nt wit h e x p e ct ati o n s fr o m

o ur m o d el ( Fi g u r e 2f ), k e e pi n g i n mi n d u n c ert ai nti e s d u e t o s p e ci e s diff er e n c e s i n olf a ct or y e n vir o n-

m e nt s, r e c e pt or affi niti e s, a n d b e h a vi or ( e. g. c o n si d er m ar m o s et v s. r at). A dir e ct c o m p ari s o n i s

m or e c o m pli c at e d i n i n s e ct s, w h er e e v e n cl o s el y r el at e d s p e ci e s c a n v ar y wi d el y i n d e gr e e of s p e ci al-

i z ati o n a n d t h u s c a n e x p eri e n c e v er y diff er e nt olf a ct or y e n vir o n m e nt s (D e k k e r e t al., 2 0 0 6 ). A s w e

di s c u s s b el o w, o ur m o d el’ s d et ail e d pr e di cti o n s c a n b e m or e s p e cifi c all y t e st e d i n c o ntr oll e d e x p eri-

m e nt s t h at m e a s ur e t h e eff e ct of a k n o w n c h a n g e i n o d or e n vir o n m e nt o n t h e olf a ct or y r e c e pt or di s-

tri b uti o n s of i n di vi d u al m a m m al s, a s i n I b a r r a- S o ri a e t al. ( 2 0 1 7).

O p ti m al O S N a b u n d a n c e s a r e c o n t e x t- d e p e n d e n t
W e c a n pr e di ct t h e o pti m al di stri b uti o n of r e c e pt or t y p e s gi v e n t h e s e n si n g m atri x S a n d t h e st ati s-

ti c s of o d or s b y m a xi mi zi n g t h e m ut u al i nf or m ati o n i n E q u a ti o n ( 4) w hil e k e e pi n g t h e t ot al n u m b er

of n e ur o n s K t ot ¼
P

a K a c o n st a nt. W e t e st e d t h e eff e ct of c h a n gi n g t h e v ari a n c e of a si n gl e o d or a nt,

a n d f o u n d t h at t h e eff e ct o n t h e o pti m al r e c e pt or a b u n d a n c e s d e p e n d s o n t h e c o nt e xt of t h e b a c k-

gr o u n d olf a ct or y e n vir o n m e nt. I n cr e a s e d e x p o s ur e t o a p arti c ul ar li g a n d c a n l e a d t o i n cr e a s e d a b u n-

d a n c e of a gi v e n r e c e pt or t y p e i n o n e c o nt e xt, b ut t o d e cr e a s e d a b u n d a n c e i n a n ot h er ( Fi g u r e 3 ). I n

f a ct, p att er n s of t hi s ki n d h a v e b e e n r e p ort e d i n r e c e nt e x p eri m e nt s ( S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ;

Z h a o e t al., 2 0 1 3 ; C a di o u e t al., 2 0 1 4 ; I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7). T o u n d er st a n d t hi s c o nt e xt-

d e p e n d e n c e b ett er, w e a n al y z e d t h e pr e di cti o n s of o ur m o d el i n v ari o u s si g n al a n d n oi s e s c e n ari o s.

O n e f a ct or t h at d o e s n ot aff e ct t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n i n o ur m o d el i s t h e a v er a g e c o n-

c e ntr ati o n v e ct or c 0 . T hi s i s b e c a u s e it c orr e s p o n d s t o o d or s t h at ar e al w a y s pr e s e nt a n d t h er ef or e

off er n o n e w i nf or m ati o n a b o ut t h e e n vir o n m e nt. T hi s i s c o n si st e nt wit h e x p eri m e nt ( I b a r r a-

S o ri a e t al., 2 0 1 7 ), w h er e it w a s o b s er v e d t h at c hr o ni c o d or e x p o s ur e d o e s n ot aff e ct r e c e pt or

a b u n d a n c e s i n t h e e pit h eli u m. I n t h e r e st of t h e p a p er, w e t h u s r e stri ct o ur att e nti o n t o t h e c o v ari-

a n c e m atri x of o d or a nt c o n c e ntr ati o n s, G .

T h e pr o bl e m of m a xi mi zi n g t h e a m o u nt of i nf or m ati o n t h at O S N r e s p o n s e s c o n v e y a b o ut t h e

o d or e n vir o n m e nt si m plifi e s c o n si d er a bl y if t h e s e r e s p o n s e s ar e w e a kl y c orr el at e d. I n t hi s c a s e, st a n-

d ar d effi ci e nt c o di n g t h e or y s a y s t h at r e c e pt or s w h o s e a cti viti e s fl u ct u at e m or e e xt e n si v el y i n

r e s p o n s e t o t h e olf a ct or y e n vir o n m e nt pr o vi d e m or e i nf or m ati o n t o br ai n, w hil e r e c e pt or s t h at ar e

a cti v e at a c o n st a nt r at e or ar e v er y n oi s y pr o vi d e l e s s i nf or m ati o n. I n t hi s cir c u m st a n c e, n e ur o n s

e x pr e s si n g r e c e pt or s wit h l ar g e si g n al-t o- n oi s e r ati o ( S N R, i. e. si g n al v ari a n c e a s c o m p ar e d t o n oi s e

v ari a n c e) s h o ul d i n cr e a s e i n pr o p orti o n r el ati v e t o n e ur o n s wit h l o w si g n al-t o- n oi s e r ati o ( s e e
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A p p e n di x 2 f or a d eri v ati o n). I n t er m s of o ur m o d el, t h e si g n al v ari a n c e of gl o m er ul ar r e s p o n s e s i s

gi v e n b y di a g o n al el e m e nt s of t h e o v erl a p m atri x Q (E q u a ti o n 5 ), w hil e t h e n oi s e v ari a n c e i s s 2
a ; s o

w e e x p e ct K a , t h e n u m b er of O S N s of t y p e a , t o i n cr e a s e wit h Q a a = s 2
a . R e s p o n s e s ar e l e s s c orr el at e d

if r e c e pt or s ar e n arr o wl y t u n e d, a n d w e fi n d i n d e e d t h at if e a c h r e c e pt or t y p e r e s p o n d s t o o nl y a

s m all n u m b er of o d or a nt s, t h e a b u n d a n c e s of O S N s of e a c h t y p e c orr el at e w ell wit h t h eir v ari a bilit y

i n t h e e n vir o n m e nt ( n arr o w-t u ni n g si d e of Fi g u r e 2 d ). T hi s i s al s o c o n si st e nt wit h t h e r e s ult s at hi g h

S N R: w e s a w a b o v e t h at i n t h at c a s e K a » C s 2
a ðQ

1 Þ a a , a n d w h e n r e s p o n s e c orr el ati o n s ar e w e a k, Q

i s a p pr o xi m at el y di a g o n al, a n d t h u s ðQ 1 Þ a a » 1 = Q a a .

T h e bi ol o gi c al s etti n g i s b ett er d e s cri b e d i n t er m s of wi d el y t u n e d s e n si n g m atri c e s ( H all e m a n d

C a rl s o n, 2 0 0 6 ), a n d a n i nt er m e di at e S N R l e v el i n w hi c h n oi s e i s i m p ort a nt, b ut d o e s n ot d o mi n at e

t h e r e s p o n s e s of m o st r e c e pt or s. W e t h er ef or e g e n er at e d s e n si n g m atri c e s wit h v ar yi n g t u ni n g wi dt h

b y c h a n gi n g t h e n u m b er of o d or a nt s t h at eli cit str o n g a cti vit y i n e a c h r e c e pt or ( a s d et ail e d i n A p p e n-

di x 1). W e f o u n d t h at a s r e c e pt or s b e gi n r e s p o n di n g t o a gr e at er di v er sit y of o d or a nt s, t h e c orr el a-

ti o n str u ct ur e of t h eir a cti vit y b e c o m e s i m p ort a nt i n d et er mi ni n g t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n; it

i s n o l o n g er s uffi ci e nt t o j u st e x a mi n e t h e si g n al t o n oi s e r ati o s of e a c h r e c e pt or t y p e s e p ar at el y a s a

c o n v e nti o n al t h e or y s u g g e st s ( wi d e-t u ni n g si d e of Fi g u r e 2 d ). I n ot h er w or d s, t h e o pti m al a b u n-

d a n c e of a r e c e pt or t y p e d e p e n d s n ot j u st o n it s a cti vit y l e v el, b ut al s o o n t h e c o nt e xt of t h e c orr e-

l at e d a cti vit y l e v el s of all t h e ot h er r e c e pt or t y p e s. T h e s e c orr el ati o n s ar e d et er mi n e d b y t h e

c o v ari a n c e str u ct ur e s of t h e e n vir o n m e nt a n d of t h e s e n si n g m atri x.

I n f a ct, a cr o s s t h e r a n g e of t u ni n g wi dt h s t h e o pti m al r e c e pt or a b u n d a n c e s K a ar e c orr el at e d wit h

t h e i n v er s e of t h e o v erl a p m atri x, A ¼ Q 1 (Fi g u r e 2 e ). F or n arr o w t u ni n g wi dt h s, t h e o v erl a p m atri x

Q i s a p pr o xi m at el y di a g o n al ( b e c a u s e c orr el ati o n s b et w e e n r e c e pt or s ar e w e a k) a n d s o Q 1 i s si m pl y

t h e m atri x of t h e i n v er s e di a g o n al el e m e nt s of Q . T h u s, i n t hi s li mit, t h e c orr el ati o n wit h Q 1 si m pl y

f oll o w s fr o m t h e c orr el ati o n wit h Q t h at w e di s c u s s e d a b o v e. A s t h e t u ni n g wi dt h i n cr e a s e s k e e pi n g

t h e t ot al n u m b er of O S N s K t ot c o n st a nt, t h e r e s p o n s e s fr o m e a c h r e c e pt or gr o w str o n g er, i n cr e a si n g

t h e S N R, e v e n a s t h e off- di a g o n al el e m e nt s of t h e o v erl a p m atri x Q b e c o m e si g nifi c a nt. I n t h e li mit

of hi g h S N R, t h e a n al yti c al f or m ul a K a » C s 2
a Q

1
a a (E q u a ti o n 8 ) e n s ur e s t h at t h e O S N n u m b er s K a

0 1 0 2 0 3 0

K
1

0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

K
2

- 2 - 1 0 1 2

K
1

- 2

- 1

0

1

2

K
2

a b

Fi g u r e 3. C o m p ari s o n of c h a n g e s i n r e c e pt or a b u n d a n c e s w h e n t h e s a m e p ert ur b ati o n i s a p pli e d t o t w o diff er e nt

e n vir o n m e nt s. O n e h u n dr e d diff er e nt p air s of e n vir o n m e nt s w er e g e n er at e d, wit h e a c h e n vir o n m e nt d efi n e d b y a

r a n d o m o d or c o v ari a n c e m atri x ( pr o c e d ur e i n A p p e n di x 4, p ar a m et er b ¼ 8 ). I n e a c h p air of e n vir o n m e nt s

(i ¼ 1 ; 2 ), t h e v ari a n c e of a r a n d o ml y c h o s e n o d or a nt w a s i n cr e a s e d ( d et ail s i n A p p e n di x 4) t o pr o d u c e p ert ur b e d

e n vir o n m e nt s. F or e a c h r e c e pt or, w e c o m p ut e d t h e o pti m al a b u n d a n c e b ef or e a n d aft er t h e p ert ur b ati o n ( K i a n d

K 0
i ) a n d c o m p ut e d t h e diff er e n c e s D K i ¼ K 0

i K i. T h e b a c k gr o u n d e n vir o n m e nt s i ¼ 1 ; 2 i n e a c h p air s et t h e

c o nt e xt f or t h e a d a pti v e c h a n g e aft er t h e p ert ur b ati o n. W e u s e d a s e n si n g m atri x b a s e d o n fl y affi nit y d at a

(H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ) ( 2 4 r e c e pt or s, 1 1 0 o d or s) a n d s et t h e t ot al O S N n u m b er t o K t ot ¼ 2 0 0 0 . P a n el ( b )

z o o m s i n o n t h e c e ntr al p art of p a n el ( a ). I n li g ht bl u e r e gi o n s, t h e si g n of t h e a b u n d a n c e c h a n g e i s t h e s a m e i n

t h e t w o c o nt e xt s; li g ht pi n k r e gi o n s i n di c at e o p p o sit e si g n c h a n g e s i n t h e t w o c o nt e xt s. I n b ot h fi g ur e s, d ar k r e d

i n di c at e s hi g h- d e n sit y r e gi o n s w h er e t h er e ar e m a n y o v erl a p pi n g d at a p oi nt s.
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ar e still c orr el at e d wit h t h e di a g o n al el e m e nt s of Q 1 , d e s pit e t h e pr e s e n c e of l ar g e off- di a g o n al

c o m p o n e nt s. B e c a u s e of t h e m atri x i n v er si o n i n Q 1 , t h e o pti m al a b u n d a n c e f or e a c h r e c e pt or t y p e

i s aff e ct e d i n t hi s c a s e b y t h e f ull c o v ari a n c e str u ct ur e of all t h e r e s p o n s e s a n d n ot j u st b y t h e v ari-

a n c e Q a a of t h e r e c e pt or it s elf. M at h e m ati c all y, t hi s i s b e c a u s e t h e di a g o n al el e m e nt s of Q 1 ar e

f u n cti o n s of all t h e v ari a n c e s a n d c o v ari a n c e s i n t h e o v erl a p m atri x Q . T hi s d e p e n d e n c e of e a c h

a b u n d a n c e o n t h e f ull c o v ari a n c e tr a n sl at e s t o a c o m pl e x c o nt e xt- d e p e n d e n c e w h er e b y c h a n gi n g

t h e s a m e li g a n d i n diff er e nt b a c k gr o u n d e n vir o n m e nt s c a n l e a d t o v er y diff er e nt a d a pt e d di stri b u-

ti o n s of r e c e pt or s. I n A p p e n di x 6 w e s h o w t h at t h e c orr el ati o n wit h t h e i n v er s e o v erl a p m atri x h a s a n

i nt uiti v e i nt er pr et ati o n: r e c e pt or s w hi c h eit h er d o n ot fl u ct u at e m u c h or w h o s e v al u e s c a n b e

g u e s s e d b a s e d o n t h e r e s p o n s e s of ot h er r e c e pt or s s h o ul d h a v e l o w a b u n d a n c e s.

E n vi r o n m e n t al c h a n g e s l e a d t o c o m pl e x p a t t e r n s of O S N a b u n d a n c e
c h a n g e s
T o i n v e sti g at e h o w t h e str u ct ur e of t h e o pti m al r e c e pt or r e p ert oir e v ari e s wit h t h e olf a ct or y e n vir o n-

m e nt, w e fir st c o n str u ct e d a b a c k gr o u n d i n w hi c h t h e c o n c e ntr ati o n s of 1 1 0 o d or a nt s w er e di stri b-

ut e d a c c or di n g t o a G a u s si a n wit h a r a n d o ml y c h o s e n c o v ari a n c e m atri x ( e. g., Fi g u r e 4 a ; s e e

A p p e n di x 4 f or d et ail s). Fr o m t hi s b a s e, w e g e n er at e d t w o diff er e nt e n vir o n m e nt s b y a d di n g a l ar g e

v ari a n c e t o 1 0 o d or a nt s i n e n vir o n m e nt 1, a n d t o 1 0 diff er e nt o d or a nt s i n e n vir o n m e nt 2
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Fi g u r e 4. Eff e ct of c h a n gi n g e n vir o n m e nt o n t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n. ( a ) A n e x a m pl e of a n e n vir o n m e nt wit h a r a n d o m o d or c o v ari a n c e m atri x

wit h a t u n a bl e a m o u nt of cr o s s- c orr el ati o n ( d et ail s i n A p p e n di x 4). T h e v ari a n c e s ar e dr a w n fr o m a l o g n or m al di stri b uti o n. ( b ) Cl o s e- u p s s h o wi n g s o m e

diff er e n c e s b et w e e n t h e t w o e n vir o n m e nt s u s e d t o g e n er at e r e s ult s i n ( c a n d d ). T h e t w o c o v ari a n c e m atri c e s ar e o bt ai n e d b y a d di n g a l ar g e v ari a n c e

t o t w o diff er e nt s et s of 1 0 o d or a nt s ( o ut of 1 1 0) i n t h e m atri x fr o m (a ). T h e alt er e d o d or a nt s ar e i d e ntifi e d b y y ell o w cr o s s e s; t h eir v ari a n c e s g o a b o v e

t h e c ol or s c al e o n t h e pl ot s b y a f a ct or of m or e t h a n 6 0. (c ) C h a n g e i n r e c e pt or di stri b uti o n w h e n g oi n g fr o m e n vir o n m e nt 1 t o e n vir o n m e nt 2, i n

c o n diti o n s w h er e t h e t ot al n u m b er of r e c e pt or n e ur o n s K t ot i s l ar g e (i n t hi s c a s e, K t ot ¼ 4 0 0 0 0 ), a n d t h u s t h e S N R i s hi g h. T h e bl u e di a m o n d s o n t h e l eft

c orr e s p o n d t o t h e o pti m al O S N fr a cti o n s p er r e c e pt or t y p e i n t h e fir st e n vir o n m e nt, w hil e t h e or a n g e di a m o n d s o n t h e ri g ht c orr e s p o n d t o t h e s e c o n d

e n vir o n m e nt. I n t hi s hi g h- S N R r e gi m e, t h e eff e ct of t h e e n vir o n m e nt i s s m all, b e c a u s e i n b ot h e n vir o n m e nt s t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n i s cl o s e t o

u nif or m. ( d ) W h e n t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s K t ot i s s m all (K t ot ¼ 1 0 0 h er e) a n d t h e S N R i s l o w, c h a n gi n g t h e e n vir o n m e nt c a n h a v e a dr a m ati c eff e ct

o n o pti m al r e c e pt or a b u n d a n c e s, wit h s o m e r e c e pt or s t h at ar e al m o st v a ni s hi n g i n o n e s etti n g b e c o mi n g hi g hl y a b u n d a nt i n t h e ot h er, a n d vi c e v er s a.
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(Fi g u r e 4 b ). W e t h e n c o n si d er e d t h e o pti m al di stri b uti o n i n t h e s e e n vir o n m e nt s f or a r e p ert oir e of

2 4 r e c e pt or t y p e s wit h o d or affi niti e s i nf err e d fr o m ( H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ). W e f o u n d t h at

w h e n t h e n u m b er of olf a ct or y s e n s or y n e ur o n s K t ot i s l ar g e, a n d t h u s t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o i s hi g h,

t h e c h a n g e i n o d or st ati sti c s h a s littl e eff e ct o n t h e di stri b uti o n of r e c e pt or s ( Fi g u r e 4 c ). T hi s i s

b e c a u s e at hi g h S N R, all t h e r e c e pt or s ar e e x pr e s s e d n e arl y u nif or ml y a s di s c u s s e d a b o v e, a n d t hi s i s

tr u e i n a n y e n vir o n m e nt. W h e n t h e n u m b er of n e ur o n s i s s m all er ( or, e q ui v al e ntl y, t h e si g n al-t o- n oi s e

r ati o i s i n a l o w or i nt er m e di at e r e gi m e), t h e c h a n g e i n e n vir o n m e nt h a s a si g nifi c a nt eff e ct o n t h e

r e c e pt or di stri b uti o n, wit h s o m e r e c e pt or t y p e s b e c o mi n g m or e a b u n d a nt, ot h er s b e c o mi n g l e s s

a b u n d a nt, a n d y et ot h er s n ot c h a n gi n g m u c h b et w e e n t h e e n vir o n m e nt s ( s e e Fi g u r e 4 d ). T hi s

mi mi c s t h e ki n d s of c o m pl e x eff e ct s s e e n i n e x p eri m e nt s i n m a m m al s ( S c h w o b e t al., 1 9 9 2 ;

S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ; Z h a o e t al., 2 0 1 3 ; Di a s a n d R e s sl e r, 2 0 1 4 ; C a di o u e t al., 2 0 1 4 ; I b a r r a-

S o ri a e t al., 2 0 1 7 ).

C h a n gi n g o d o r i d e n ti ti e s h a s m o r e e x t r e m e eff e c t s o n r e c e p t o r
di s t ri b u ti o n s t h a n c h a n gi n g c o n c e n t r a ti o n s
I n t h e c o m p ari s o n a b o v e, t h e t w o e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri c e s diff er e d b y a l ar g e a m o u nt f or a

s m all n u m b er of o d or s. W e n e xt c o m p ar e d e n vir o n m e nt s wit h t w o diff er e nt r a n d o ml y g e n er at e d

c o v ari a n c e m atri c e s, e a c h g e n er at e d i n t h e s a m e w a y a s t h e b a c k gr o u n d e n vir o n m e nt i n Fi g u r e 4 a .

T h e r e s ulti n g c o v ari a n c e m atri c e s (Fi g u r e 5 a , t o p) ar e v er y diff er e nt i n d et ail (t h e c orr el ati o n c o effi-

ci e nt b et w e e n t h eir e ntri e s i s cl o s e t o z er o; di stri b uti o n of c h a n g e s i n Fi g u r e 5 b , r e d li n e), alt h o u g h

t h e y l o o k si mil ar b y e y e. D e s pit e t h e l ar g e c h a n g e i n t h e d et ail e d str u ct ur e of t h e olf a ct or y e n vir o n-

m e nt, t h e c orr e s p o n di n g c h a n g e i n o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n i s t y pi c all y s m all, wit h a s m all fr a c-

ti o n of r e c e pt or t y p e s e x p eri e n ci n g l ar g e c h a n g e s i n a b u n d a n c e (r e d c ur v e i n Fi g u r e 5 c ). T h e

a v er a g e a b u n d a n c e of e a c h r e c e pt or i n t h e s e si m ul ati o n s w a s a b o ut 1 0 0 0, a n d a b o ut 9 0 % of all t h e

a b u n d a n c e c h a n g e v al u e s D K ij j w er e b el o w 2 0 % of t hi s, w hi c h i s t h e r a n g e s h o w n o n t h e pl ot i n

Fi g u r e 5 c . L ar g er c h a n g e s al s o o c c urr e d, b ut v er y r ar el y: a b o ut 0. 1 % of t h e a b u n d a n c e c h a n g e s

w er e o v er 8 0 0.

If w e i n st e a d e n gi n e er t w o e n vir o n m e nt s t h at ar e al m o st n o n- o v erl a p pi n g s o t h at e a c h o d or a nt i s

eit h er c o m m o n i n e n vir o n m e nt 1, or i n e n vir o n m e nt 2, b ut n ot i n b ot h ( Fi g u r e 5 a , b ott o m; s e e

A p p e n di x 4 f or h o w t hi s w a s d o n e), t h e c h a n g e s i n o pti m al r e c e pt or a b u n d a n c e s b et w e e n e n vir o n-

m e nt s s hift a w a y fr o m mi d-r a n g e v al u e s t o w ar d s hi g h er v al u e s ( bl u e c ur v e i n Fi g u r e 5 c ). F or

i n st a n c e, 4 0 % of a b u n d a n c e c h a n g e s li e i n t h e r a n g e D Kj j > 5 0 i n t h e n o n- o v erl a p pi n g c a s e, w hil e t h e

pr o p orti o n i s 2 8 % i n t h e g e n eri c c a s e.

It s e e m s i nt uiti v e t h at a ni m al s t h at e x p eri e n c e v er y diff er e nt ki n d s of o d or s s h o ul d h a v e m or e

stri ki n g diff er e n c e s i n t h eir r e c e pt or r e p ert oir e s t h a n t h o s e t h at m er el y e x p eri e n c e t h e s a m e o d or s

wit h diff er e nt fr e q u e n ci e s. I ntri g ui n gl y, h o w e v er, o ur si m ul ati o n s s u g g e st t h at t h e sit u ati o n m a y b e

r e v er s e d at t h e v er y l o w e n d: t h e fr a cti o n of r e c e pt or s f or w hi c h t h e pr e di ct e d a b u n d a n c e c h a n g e i s

b el o w 0. 1, D Kj j < 0 :1 , i s a b o ut 2 % i n t h e g e n eri c c a s e b ut o v er 9 % f or n o n- o v erl a p pi n g e n vir o n m e nt

p air s. T h u s, c h a n gi n g b et w e e n n o n- o v erl a p pi n g e n vir o n m e nt s e m p h a si z e s t h e m or e e xtr e m e

c h a n g e s i n r e c e pt or a b u n d a n c e s, eit h er t h e o n e s t h at ar e cl o s e t o z er o or t h e o n e s t h at ar e l ar g e. I n

c o ntr a st, a g e n eri c c h a n g e i n t h e e n vir o n m e nt l e a d s t o a m or e u nif or m di stri b uti o n of a b u n d a n c e

c h a n g e s. P ut diff er e ntl y, t h e p arti c ul ar w a y i n w hi c h t h e e n vir o n m e nt c h a n g e s, a n d n ot o nl y t h e m a g-

nit u d e of t h e c h a n g e, c a n aff e ct t h e r e c e pt or di stri b uti o n i n u n e x p e ct e d w a y s.

T h e m a g nit u d e of t h e eff e ct of e n vir o n m e nt al c h a n g e s o n t h e o pti m al olf a ct or y r e c e pt or di stri b u-

ti o n i s p artl y c o ntr oll e d b y t h e t u ni n g of t h e olf a ct or y r e c e pt or s ( Fi g u r e 5 d ). If r e c e pt or s ar e

n arr o wl y t u n e d, wit h e a c h t y p e r e s p o n di n g t o a s m all n u m b er of o d or a nt s, c h a n g e s i n t h e e n vir o n-

m e nt t e n d t o h a v e m or e dr a sti c eff e ct s o n t h e r e c e pt or di stri b uti o n t h a n w h e n t h e r e c e pt or s ar e

br o a dl y t u n e d ( Fi g u r e 5 d ), a n eff e ct t h at c o ul d b e e x p eri m e nt all y t e st e d.

M o d el p r e di c ti o n s q u ali t a ti v el y m a t c h e x p e ri m e n t s
O ur st u d y o p e n s t h e e x citi n g p o s si bilit y of a c a u s al t e st of t h e h y p ot h e si s of effi ci e nt c o di n g i n s e n-

s or y s y st e m s, w h er e a p ert ur b ati o n i n t h e o d or e n vir o n m e nt c o ul d l e a d t o pr e di ct a bl e a d a pt ati o n s

of t h e olf a ct or y r e c e pt or di stri b uti o n d uri n g t h e lif eti m e of a n i n di vi d u al. T hi s d o e s n ot h a p p e n i n

i n s e ct s, b ut it c a n h a p p e n i n m a m m al s, si n c e t h eir r e c e pt or n e ur o n s r e g ul arl y u n d er g o a p o pt o si s

a n d ar e r e pl a c e d.
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A r e c e nt st u d y d e m o n str at e d r e pr o d u ci bl e c h a n g e s i n olf a ct or y r e c e pt or di stri b uti o n s of t h e s ort

t h at w e pr e di ct i n mi c e ( I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7). T h e s e a ut h or s r ai s e d t w o gr o u p s of mi c e i n si mil ar

c o n diti o n s, e x p o si n g o n e gr o u p t o a mi xt ur e of f o ur o d or a nt s ( a c et o p h e n o n e, e u g e n ol, h e pt a n al,

a n d R- c ar v o n e) eit h er c o nti n u o u sl y or i nt er mitt e ntl y ( b y a d di n g t h e mi xt ur e t o t h eir w at er s u p pl y).

C o nti n u o u s e x p o s ur e t o t h e o d or a nt s h a d n o eff e ct o n t h e r e c e pt or di stri b uti o n, i n a gr e e m e nt wit h

t h e pr e di cti o n s of o ur m o d el. I n c o ntr a st, i nt er mitt e nt e x p o s ur e di d l e a d t o s y st e m ati c c h a n g e s

(Fi g u r e 6 a ).

W e u s e d o ur m o d el t o r u n a n e x p eri m e nt si mil ar t o t h at of I b a r r a- S o ri a e t al. ( 2 0 1 7) i n sili c o

(Fi g u r e 6 b ). U si n g a s e n si n g m atri x b a s e d o n o d or r e s p o n s e c ur v e s f or m o u s e a n d h u m a n r e c e pt or s

( d at a f or 5 9 r e c e pt or s fr o m S ai t o e t al. ( 2 0 0 9) ), w e c al c ul at e d t h e pr e di ct e d c h a n g e i n O S N
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Fi g u r e 5. T h e eff e ct of a c h a n g e i n e n vir o n m e nt al st ati sti c s o n t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n a s a f u n cti o n of o v erl a p i n t h e o d or c o nt e nt of t h e t w o

e n vir o n m e nt s, a n d t h e t u ni n g pr o p erti e s of t h e olf a ct or y r e c e pt or s. ( a ) R a n d o m e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri c e s u s e d i n o ur si m ul ati o n s (r e d e ntri e s

r efl e ct p o siti v e [ c o-] v ari a n c e; bl u e e ntri e s r efl e ct n e g ati v e v al u e s). T h e e n vir o n m e nt s o n t h e t o p s p a n a si mil ar s et of o d or s, w hil e t h o s e o n t h e b ott o m

c o nt ai n l ar g el y n o n- o v erl a p pi n g s et s of o d or s. ( b ) T h e di stri b uti o n of c h a n g e s i n t h e el e m e nt s of t h e e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri c e s b et w e e n t h e t w o

e n vir o n m e nt s i s wi d er (i. e. t h e c h a n g e s t e n d t o b e l ar g er) i n t h e g e n eri c c a s e t h a n i n t h e n o n- o v erl a p pi n g c a s e s h o w n i n p a n el ( a ). T h e hi st o gr a m s i n

s oli d r e d a n d bl u e ar e o bt ai n e d b y p o oli n g t h e 5 0 0 s a m pl e s of p air s of e n vir o n m e nt m atri c e s fr o m e a c h gr o u p. T h e pl ot al s o s h o w s, i n li g ht er c ol or s,

t h e hi st o gr a m s f or e a c h i n di vi d u al p air. (c ) Pr o b a bilit y di stri b uti o n f u n cti o n s of c h a n g e s i n o pti m al O S N a b u n d a n c e s i n t h e 5 0 0 s a m pl e s of eit h er g e n eri c

or n o n- o v erl a p pi n g e n vir o n m e nt p air s. T h e s e ar e o bt ai n e d u si n g r e c e pt or affi nit y d at a fr o m t h e fl y ( H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ) wit h a t ot al n u m b er of

n e ur o n s K t ot ¼ 2 5 0 0 0 . T h e n o n- o v erl a p pi n g s c e n ari o h a s a n i n cr e a s e d o c c urr e n c e of b ot h l ar g e c h a n g e s i n t h e O S N a b u n d a n c e s, a n d s m all c h a n g e s

(t h e s pi k e n e ar t h e y - a xi s). T h e x - a xi s i s cr o p p e d f or cl arit y; t h e m a xi m al v al u e s f or t h e a b u n d a n c e c h a n g e s D K ij j ar e ar o u n d 1 0 0 0 i n b ot h c a s e s. ( d )

Eff e ct of t u ni n g wi dt h o n t h e c h a n g e i n O S N a b u n d a n c e s. H er e t w o r a n d o m e n vir o n m e nt m atri c e s o bt ai n e d a s i n t h e ‘ g e n eri c’ c a s e fr o m p a n el s ( a – c )

w er e k e pt fi x e d, w hil e 5 0 r a n d o m s e n si n g m atri c e s wit h 2 4 r e c e pt or s a n d 1 1 0 o d or a nt s w er e g e n er at e d. T h e t u ni n g wi dt h f or e a c h r e c e pt or, m e a s uri n g

t h e fr a cti o n of o d or a nt s t h at pr o d u c e a si g nifi c a nt a cti v ati o n of t h at r e c e pt or ( s e e A p p e n di x 1), w a s c h o s e n u nif or ml y b et w e e n 0. 2 a n d 0. 8. T h e

r e c e pt or s fr o m all t h e 5 0 tri al s w er e p o ol e d t o g et h er, s ort e d b y t h eir t u ni n g wi dt h, a n d s plit i nt o t hr e e t u ni n g bi n s. E a c h d ot r e pr e s e nt s a p arti c ul ar

r e c e pt or i n t h e si m ul ati o n s, wit h t h e v erti c al p o siti o n i n di c ati n g t h e a m o u nt of c h a n g e i n a b u n d a n c e D K . T h e h ori z o nt al l o c ati o n s of t h e d ot s w er e

r a n d o ml y c h o s e n t o a v oi d t o o m a n y o v erl a p s; t h e h ori z o nt al jitt er a d d e d t o e a c h p oi nt w a s c h o s e n t o b e pr o p orti o n al t o t h e pr o b a bilit y of t h e

o b s er v e d c h a n g e D K wit hi n it s bi n. T hi s pr o b a bilit y w a s d et er mi n e d b y a k er n el d e n sit y e sti m at e. T h e b o x e s s h o w t h e m e di a n a n d i nt er q u artil e r a n g e

f or e a c h bi n. T h e a b u n d a n c e s t h at d o n ot c h a n g e at all (D K ¼ 0 ) ar e t y pi c all y o n e s t h at ar e pr e di ct e d t o h a v e z er o a b u n d a n c e i n b ot h e n vir o n m e nt s,

K i ¼ K 0
i ¼ 0 .
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a b u n d a n c e s b et w e e n t w o diff er e nt e n vir o n m e nt s wit h r a n d o m c o v ari a n c e m atri c e s c o n str u ct e d a s

d e s cri b e d a b o v e. W e r a n t h e si m ul ati o n s 2 4 ti m e s, m o dif yi n g t h e o d or e n vir o n m e nt s e a c h ti m e b y

a d di n g a s m all a m o u nt of G a u s si a n r a n d o m n oi s e t o t h e s q u ar e r o ot s of t h e s e c o v ari a n c e m atri c e s

t o m o d el s m all p ert ur b ati o n s ( d et ail s i n A p p e n di x 4; r a n g e b ar s i n Fi g u r e 6 b ). T h e r e s ult s s h o w t h at

t h e a b u n d a n c e s of alr e a d y n u m er o u s r e c e pt or s d o n ot c h a n g e m u c h, w hil e t h er e i s m or e c h a n g e f or

l e s s n u m er o u s r e c e pt or s. T h e fr e q u e n ci e s of r ar e r e c e pt or s c a n c h a n g e dr a m ati c all y, b ut ar e al s o

m or e s e n siti v e t o p ert ur b ati o n s of t h e e n vir o n m e nt (l ar g e r a n g e b ar s i n Fi g u r e 6 b ).

T h e s e r e s ult s q u alit ati v el y m at c h e x p eri m e nt (Fi g u r e 6 a ), w h er e w e s e e t h e s a m e p att er n of t h e

l ar g e st r e pr o d u ci bl e c h a n g e s o c c urri n g f or r e c e pt or s wit h i nt er m e di at e a b u n d a n c e s. T h e e x p eri m e n-

t al d at a i s b a s e d o n r e c e pt or a b u n d a n c e m e a s ur e d b y R N A s e q w hi c h i s a pr o x y f or c o u nti n g O S N

n u m b er s ( I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7). I n o ur m o d el, t h e di sti n cti o n b et w e e n r e c e pt or n u m b er s a n d

O S N n u m b er s i s i m m at eri al b e c a u s e a c h a n g e i n t h e n u m b er of r e c e pt or s e x pr e s s e d p er n e ur o n h a s

t h e s a m e eff e ct a s a c h a n g e i n n e ur o n n u m b er s. I n g e n er al, a d diti o n al e x p eri m e nt s ar e n e e d e d t o

m e a s ur e b ot h t h e n u m b er of r e c e pt or s p er n e ur o n a n d t h e n u m b er of n e ur o n s f or e a c h r e c e pt or

t y p e.

A fr a m e w or k f or a q u a ntit ati v e t e st
Gi v e n d et ail e d i nf or m ati o n r e g ar di n g t h e affi niti e s of olf a ct or y r e c e pt or s, t h e st ati sti c s of t h e o d or

e n vir o n m e nt, a n d t h e si z e of t h e olf a ct or y e pit h eli u m (t hr o u g h t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s K t ot ), o ur

m o d el m a k e s f ull y q u a ntit ati v e pr e di cti o n s f or t h e a b u n d a n c e s of e a c h O S N t y p e. E xi sti n g e x p eri-

m e nt s ( e. g. I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7) d o n ot r e c or d n e c e s s ar y d et ail s r e g ar di n g t h e o d or e n vir o n-

m e nt of t h e c o ntr ol gr o u p a n d t h e m a g nit u d e of t h e p ert ur b ati o n e x p eri e n c e d b y t h e e x p o s e d

gr o u p. H o w e v er, s u c h d at a c a n b e c oll e ct e d u si n g a v ail a bl e e x p eri m e nt al t e c h ni q u e s. A nti ci p ati n g

f ut ur e e x p eri m e nt s, w e pr o vi d e a M atl a b ( R RI D:S C R _ 0 0 1 6 2 2 ) s cri pt o n Git H u b ( R RI D:S C R _ 0 0 2 6 3 0 )

t o c al c ul at e pr e di ct e d O S N n u m b er s fr o m o ur m o d el gi v e n e x p eri m e nt all y- m e a s ur e d s e n si n g p ar a m-

et er s a n d e n vir o n m e nt c o v ari a n c e  m atri x el e m e nt s ( htt p s:// git h u b. c o m/tt e sil e a n u/

Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n ).

Gi v e n t h e h u g e n u m b er of p o s si bl e o d or a nt s (Y u e t al., 2 0 1 5 ), t h e s e n si n g m atri x of affi niti e s

b et w e e n all r e c e pt or t y p e s i n a s p e ci e s a n d all e n vir o n m e nt all y r el e v a nt o d or a nt s i s diffi c ult t o
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Fi g u r e 6. Q u alit ati v e c o m p ari s o n b et w e e n e x p eri m e nt a n d t h e or y. ( a ) P a n el r e pr o d u c e d fr o m r a w d at a i n I b a r r a- S o ri a e t al. ( 2 0 1 7), s h o wi n g t h e l o g-

r ati o b et w e e n r e c e pt or a b u n d a n c e s i n t h e m o u s e e pit h eli u m i n t h e t e st e n vir o n m e nt ( w h er e f o ur o d or a nt s w er e a d d e d t o t h e w at er s u p pl y) a n d t h o s e

i n t h e c o ntr ol e n vir o n m e nt, pl ott e d a g ai n st v al u e s i n c o ntr ol c o n diti o n s ( o n a l o g s c al e). T h e err or b ar s s h o w st a n d ar d d e vi ati o n a cr o s s si x i n di vi d u al s.

C o m p ar e d t o Fi g ur e 5 B i n I b a r r a- S o ri a e t al. ( 2 0 1 7), t hi s pl ot d o e s n ot u s e a B a y e si a n e sti m ati o n t e c h ni q u e t h at s hri n k s r ati o s of a b u n d a n c e s of r ar e

r e c e pt ors t o w ar d 1 ( p er s o n al c o m m u ni c ati o n wit h Pr of e s s or D arr e n L o g a n, J u n e 2 0 1 7). ( b ) A si mil ar pl ot pr o d u c e d i n o ur m o d el u si n g m o u s e a n d

h u m a n r e c e pt or r e s p o n s e c ur v e s ( S ai t o e t al., 2 0 0 9 ). T h e err or b ar s s h o w t h e r a n g e of v ari ati o n f o u n d i n t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n w h e n sli g htl y

p ert ur bi n g t h e t w o e n vir o n m e nt s ( s e e t h e t e xt). T h e si m ul ati o n i n cl u d e s 5 9 r e c e pt or t y p e s f or w hi c h r e s p o n s e c ur v e s w er e m e a s ur e d ( S ai t o e t al.,

2 0 0 9 ), c o m p ar e d t o 1 1 1 5 r e c e pt or t y p e s a s s a y e d i n I b a r r a- S o ri a e t al. ( 2 0 1 7). O ur si m ul ati o n s u s e d K t ot ¼ 2 0 0 0 t ot al O S N s.
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m e a s ur e. O n e mi g ht w orr y t h at t hi s p o s e s a c h all e n g e f or o ur m o d eli n g fr a m e w or k. O n e a p pr o a c h

mi g ht b e t o u s e l o w- di m e n si o n al r e pr e s e nt ati o n s of olf a ct or y s p a c e ( e. g. K o ul a k o v e t al., 2 0 1 1 ;

S ni t z e t al., 2 0 1 3 ), b ut t h er e i s n ot y et a c o n s e n s u s o n t h e s uffi ci e n c y of s u c h r e pr e s e nt ati o n s. F or

n o w, w e c a n a s k h o w t h e pr e di cti o n s of o ur m o d el c h a n g e u p o n s u b s a m pli n g: if w e o nl y k n o w t h e

r e s p o n s e s of a s u b s et of r e c e pt or s t o a s u b s et of o d or a nt s, c a n w e still a c c ur at el y pr e di ct t h e O S N

n u m b er s f or t h e r e c e pt or t y p e s t h at w e d o h a v e d at a f or ? Fi g u r e 7 a a n d b s h o w t h at s u c h p arti al

d at a d o l e a d t o r o b u st st ati sti c al pr e di cti o n s of o v er all r e c e pt or a b u n d a n c e s.

Fi r s t s t e p s t o w a r d a d y n a mi c al m o d el i n m a m m al s
W e h a v e e x pl or e d t h e str u ct ur e of olf a ct or y r e c e pt or di stri b uti o n s t h at c o d e o d or s effi ci e ntl y, t h at i s

ar e a d a pt e d t o m a xi mi z e t h e a m o u nt of i nf or m ati o n t h at t h e br ai n g et s a b o ut o d or s. T h e f ull s ol u-

ti o n t o t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m, E q u a ti o n ( 7) , d e p e n d s i n a c o m pli c at e d n o nli n e ar w a y o n t h e

r e c e pt or affi niti e s S a n d c o v ari a n c e of o d or a nt c o n c e ntr ati o n s G . T h e di stri b uti o n of olf a ct or y r e c e p-

t or s i n t h e m a m m ali a n e pit h eli u m, h o w e v er, m u st ari s e d y n a mi c all y fr o m t h e p att er n of a p o pt o si s

a n d n e ur o g e n e si s ( C al of e t al., 1 9 9 6 ). At a q u alit ati v e l e v el, i n t h e effi ci e nt c o di n g p ar a di g m t h at w e

pr o p o s e, t h e r e c e pt or di stri b uti o n i s r el at e d t o t h e st ati sti c s of n at ur al o d or s, s o t h at t h e lif e c y cl e of

n e ur o n s w o ul d h a v e t o d e p e n d d y n a mi c all y o n olf a ct or y e x p eri e n c e. S u c h m o d ul ati o n of O S N lif e-

ti m e b y e x p o s ur e t o o d or s h a s b e e n o b s er v e d e x p eri m e nt all y ( S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ;

Z h a o e t al., 2 0 1 3 ) a n d c o ul d, f or e x a m pl e, b e m e di at e d b y f e e d b a c k fr o m t h e b ul b (S c h w o b e t al.,

1 9 9 2 ).

T o o bt ai n a d y n a mi c al m o d el, w e st art e d wit h a gr a di e nt a s c e nt al g orit h m f or c h a n gi n g r e c e pt or

n u m b er s, a n d m o difi e d it sli g htl y t o i m p o s e t h e c o n str ai nt s t h at O S N n u m b er s ar e n o n- n e g ati v e,

K a 0 , a n d t h eir s u m K t ot ¼
P

a K a i s b o u n d e d ( d et ail s i n A p p e n di x 5). T hi s gi v e s

d K a

dt
¼ a K a l K 2

a s 2
a ðR

1 Þ a a K
2
a ; ( 9)

w h er e a i s a l e ar ni n g r at e, s 2
a i s t h e n oi s e v ari a n c e f or r e c e pt or t y p e a , a n d R i s t h e c o v ari a n c e

m atri x of gl o m er ul ar r e s p o n s e s,

R a b ¼ h r a r b i hr a ihr b i ; ( 1 0)

wit h t h e a n gl e br a c k et s d e n oti n g e n s e m bl e a v er a gi n g o v er b ot h o d or s a n d r e c e pt or n oi s e. I n t h e
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Fi g u r e 7. R o b u st n e s s of o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n t o s u b s a m pli n g of o d or a nt s a n d r e c e pt or t y p e s. R o b u st n e s s i n t h e pr e di cti o n i s m e a s ur e d a s t h e

P e ar s o n c orr el ati o n b et w e e n t h e pr e di ct e d O S N n u m b er s wit h c o m pl et e i nf or m ati o n, a n d aft er s u b s a m pli n g. ( a ) R o b u st n e s s of O S N a b u n d a n c e s a s a

f u n cti o n of t h e fr a cti o n of r e c e pt or s r e m o v e d fr o m t h e s e n si n g m atri x. Gi v e n a f ull s e n si n g m atri x (i n t hi s c a s e a 2 4 1 1 0 m atri x b a s e d o n Dr o s o p hil a

d at a ( H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 )), t h e a b u n d a n c e s of a s u b s et of O S N t y p e s w er e c al c ul at e d i n t w o w a y s. Fir st, t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m fr o m

E q u a ti o n ( 7) w a s s ol v e d i n cl u di n g all t h e O S N t y p e s a n d a n e n vir o n m e nt wit h a r a n d o m c o v ari a n c e m atri x ( s e e Fi g u r e 5 ). T h e n a s e c o n d o pti mi z ati o n

pr o bl e m w a s r u n i n w hi c h a fr a cti o n of t h e O S N t y p e s w er e r e m o v e d. T h e o pti m al n e ur o n c o u nt s K 0
i o bt ai n e d u si n g t h e s e c o n d m et h o d w er e t h e n

c o m p ar e d ( u si n g t h e P e ar s o n c orr el ati o n c o effi ci e nt) a g ai n st t h e c orr e s p o n di n g n u m b er s K i fr o m t h e f ull o pti mi z ati o n. T h e s h a d e d ar e a i n t h e pl ot

s h o w s t h e r a n g e b et w e e n t h e 2 0t h a n d 8 0t h p er c e ntil e s f or t h e c orr el ati o n v al u e s o bt ai n e d i n 1 0 tri al s, w hil e t h e r e d c ur v e i s t h e m e a n. A n e w s u b s et of

r e c e pt or s t o b e r e m o v e d a n d a n e w e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri x w er e g e n er at e d f or e a c h s a m pl e. ( b ) R o b u st n e s s of O S N a b u n d a n c e s a s a f u n cti o n

of t h e fr a cti o n of o d or a nt s r e m o v e d fr o m t h e e n vir o n m e nt, c al c ul at e d si mil arl y t o p a n el a e x c e pt n o w a c ert ai n fr a cti o n of o d or a nt s w a s r e m o v e d fr o m

t h e e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri x, a n d fr o m t h e c orr e s p o n di n g c ol u m n s of t h e s e n si n g m atri x.
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a b s e n c e of t h e e x p eri e n c e-r el at e d t er m ðR 1 Þ a a , t h e d y n a mi c s fr o m E q u a ti o n ( 9) w o ul d b e si m pl y

l o gi sti c gr o wt h: t h e p o p ul ati o n of O S N s of t y p e a w o ul d i niti all y gr o w at a r at e a , b ut w o ul d s at ur at e

w h e n K a ¼ 1 = l b e c a u s e of t h e p o p ul ati o n- d e p e n d e nt d e at h r at e l K a . I n ot h er w or d s, t h e q u a ntit y

M = l s et s t h e a s y m pt oti c v al u e f or t h e t ot al p o p ul ati o n of s e n s or y n e ur o n s, K t ot ! M = l , wit h M b ei n g

t h e n u m b er of r e c e pt or t y p e s.

B e c a u s e of t h e l a st t er m i n E q u a ti o n ( 9) , t h e d e at h r at e i n o ur m o d el i s i nfl u e n c e d b y olf a ct or y

e x p eri e n c e i n a r e c e pt or- d e p e n d e nt w a y. I n c o ntr a st, t h e birt h r at e i s n ot e x p eri e n c e- d e p e n d e nt

a n d i s t h e s a m e f or all O S N t y p e s. I n d e e d, i n e x p eri m e nt s, t h e o d or e n vir o n m e nt i s s e e n t o h a v e lit-

tl e eff e ct o n r e c e pt or c h oi c e, b ut d o e s m o d ul at e t h e r at e of a p o pt o si s i n t h e olf a ct or y e pit h eli u m

(S a n t o r o a n d D ul a c, 2 0 1 2 ). O ur r e s ult s s u g g e st t h at, if olf a ct or y s e n s or y n e ur o n lif eti m e s ar e a p pr o-

pri at el y a nti- c orr el at e d wit h t h e i n v er s e r e s p o n s e c o v ari a n c e m atri x, t h e n t h e r e c e pt or di stri b uti o n i n

t h e e pit h eli u m c a n c o n v er g e t o a c hi e v e o pti m al i nf or m ati o n tr a n sf er t o t h e br ai n.

T h e el e m e nt s of t h e r e s p o n s e c o v ari a n c e m atri x R a b c o ul d b e e sti m at e d b y t e m p or al a v er a gi n g of

c o- o c c urri n g gl o m er ul ar a cti v ati o n s vi a l at er al c o n n e cti o n s b et w e e n gl o m er uli ( M o ri e t al., 1 9 9 9 ).

P erf or mi n g t h e i n v er s e n e c e s s ar y f or o ur m o d el i s m or e i ntri c at e. T h e c o m p ut ati o n s c o ul d p er h a p s

b e d o n e b y cir c uit s i n t h e b ul b a n d t h e n f e d b a c k t o t h e e pit h eli u m t hr o u g h k n o w n m e c h a ni s m s

(S c h w o b e t al., 1 9 9 2 ),

Wit hi n o ur m o d el, Fi g u r e 8 a s h o w s a n e x a m pl e of r e c e pt or n u m b er s c o n v er gi n g t o t h e o pti m u m

fr o m r a n d o m i niti al v al u e s. T h e s e n si n g m atri x u s e d h er e i s b a s e d o n m a m m ali a n d at a ( S ai t o e t al.,

2 0 0 9 ) a n d w e s et t h e t ot al O S N n u m b er t o K t ot ¼ 2 0 0 0 . T h e e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri x i s g e n er-

at e d u si n g t h e r a n d o m pr o c e d ur e d e s cri b e d e arli er ( d et ail s i n A p p e n di x 4). W e s e e t h at s o m e r e c e p-

t or t y p e s t a k e l o n g er t h a n ot h er s t o c o n v er g e (t h e ti m e a xi s i s l o g arit h mi c, w hi c h h el p s vi s u ali z e t h e

w h ol e r a n g e of c o n v er g e n c e b e h a vi or s). R o u g hl y s p e a ki n g, c o n v er g e n c e i s sl o w er w h e n t h e fi n al

O S N a b u n d a n c e i s s m all, w hi c h i s r el at e d t o t h e f a ct t h at t h e r at e of c h a n g e d K a = dt i n E q u a ti o n ( 9)

v a ni s h e s i n t h e li mit K a ! 0 . F or t h e s a m e r e a s o n, O S N p o p ul ati o n s t h at st art at a v er y l o w l e v el al s o

t a k e a l o n g ti m e t o c o n v er g e.

I n Fi g u r e 8 b , w e s h o w c o n v er g e n c e t o t h e s a m e fi n al st at e, b ut t hi s ti m e st arti n g fr o m a di stri b u-

ti o n t h at i s n ot r a n d o m b ut w a s o pti mi z e d f or a diff er e nt e n vir o n m e nt. T h e i niti al a n d fi n al e n vir o n-

m e nt s ar e t h e s a m e a s t h e t w o e n vir o n m e nt s u s e d i n t h e pr e vi o u s s e cti o n t o c o m p ar e t h e

si m ul ati o n s t o e x p eri m e nt al fi n di n g s ( Fi g u r e 6 b ). I nt er e sti n gl y, m a n y r e c e pt or t y p e s a ct u all y t a k e

l o n g er t o c o n v er g e i n t hi s c a s e c o m p ar e d t o t h e r a n d o m st arti n g p oi nt, p er h a p s b e c a u s e t h er e ar e

l o c al o pti m a i n t h e l a n d s c a p e of r e c e pt or di stri b uti o n s. Gi v e n s u c h l o c al mi ni m a, st o c h a sti c fl u ct u a-

ti o n s will all o w t h e d y n a mi c s t o r e a c h t h e gl o b al o pti m u m m or e e a sil y. I n r e ali sti c sit u ati o n s, t h er e

ar e m a n y s o ur c e s of s u c h v ari a bilit y, f or e x a m pl e, s a m pli n g n oi s e d u e t o t h e f a ct t h at t h e r e s p o n s e

c o v ari a n c e m atri x R m u st b e e sti m at e d t hr o u g h st o c h a sti c o d or e n c o u nt er s a n d n oi s y r e c e pt or

1 0 0 1 0 2

Ti m e ( a. u.)

0

2 0

4 0

6 0

K
a

1 0 0 1 0 2

Ti m e ( a. u.)

0

2 0

4 0

6 0

K
a

a b

Fi g u r e 8. C o n v er g e n c e i n o ur d y n a mi c al m o d el. (a ) E x a m pl e c o n v er g e n c e c ur v e s i n o ur d y n a mi c al m o d el s h o wi n g h o w t h e o pti m al r e c e pt or

di stri b uti o n ( or a n g e di a m o n d s) i s r e a c h e d fr o m a r a n d o m i niti al di stri b uti o n of r e c e pt or s. N ot e t h at t h e ti m e a xi s i s l o g arit h mi c. ( b ) C o n v er g e n c e c ur v e s

w h e n st arti n g cl o s e t o t h e o pti m al di stri b uti o n fr o m o n e e n vir o n m e nt ( bl u e di a m o n d s) b ut o pti mi zi n g f or a n ot h er. A s m all, r a n d o m d e vi ati o n fr o m t h e

o pti m al r e c e pt or a b u n d a n c e i n t h e i niti al e n vir o n m e nt w a s a d d e d ( s e e t e xt).
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r e a di n g s. I n f a ct, i n Fi g u r e 8 b , w e a d d e d a s m all a m o u nt of n oi s e ( c orr e s p o n di n g t o 0 :0 5 K t ot = M ) t o

t h e i niti al di stri b uti o n of r e c e pt or s t o i m pr o v e c o n v er g e n c e r at e s.

Di s c u s si o n
W e b uilt a m o d el f or t h e di stri b uti o n of r e c e pt or t y p e s i n t h e olf a ct or y e pit h eli u m t h at i s b a s e d o n

effi ci e nt c o di n g, a n d a s s u m e s t h at t h e a b u n d a n c e s of diff er e nt r e c e pt or t y p e s ar e a d a pt e d t o t h e

st ati sti c s of n at ur al o d or s i n a w a y t h at m a xi mi z e s t h e a m o u nt of i nf or m ati o n c o n v e y e d t o t h e br ai n

b y gl o m er ul ar r e s p o n s e s. T hi s m o d el pr e di ct s a n o n- u nif or m di stri b uti o n of r e c e pt or t y p e s i n t h e

olf a ct or y e pit h eli u m, a s w ell a s r e pr o d u ci bl e c h a n g e s i n t h e r e c e pt or di stri b uti o n aft er p ert ur b ati o n s

t o t h e o d or e n vir o n m e nt. I n c o ntr a st t o ot h er a p pli c ati o n s of effi ci e nt c o di n g, o ur m o d el o p er at e s i n

a r e gi m e i n w hi c h t h er e ar e si g nifi c a nt c orr el ati o n s b et w e e n s e n s or s b e c a u s e t h e a d a pt ati o n of O S N

a b u n d a n c e s o c c ur s u p str e a m of t h e br ai n cir c uitr y t h at c a n d e c orr el at e olf a ct or y r e s p o n s e s. I n t hi s

r e gi m e, O S N a b u n d a n c e s d e p e n d o n t h e f ull c orr el ati o n str u ct ur e of t h e i n p ut s, l e a di n g t o pr e di c-

ti o n s t h at ar e c o nt e xt- d e p e n d e nt i n t h e s e n s e t h at w h et h er t h e a b u n d a n c e of a s p e cifi c r e c e pt or

t y p e g o e s u p or d o w n d u e t o a s hift i n t h e e n vir o n m e nt d e p e n d s o n t h e gl o b al c o nt e xt of t h e

r e s p o n s e s of all t h e ot h er r e c e pt or s. All t h e s e stri ki n g p h e n o m e n a h a v e b e e n o b s er v e d i n r e c e nt

e x p eri m e nt s a n d h a d n ot b e e n e x pl ai n e d pri or t o t hi s st u d y.

I n o ur fr a m e w or k, t h e s e n siti vit y of t h e r e c e pt or di stri b uti o n t o c h a n g e s i n o d or st ati sti c s i s

aff e ct e d b y t h e t u ni n g of t h e olf a ct or y r e c e pt or s, wit h n arr o wl y t u n e d r e c e pt or s b ei n g m or e r e a dil y

aff e ct e d b y s u c h c h a n g e s t h a n br o a dl y t u n e d o n e s. T h e m o d el al s o pr e di ct s t h at e n vir o n m e nt s t h at

diff er i n t h e i d e ntit y of t h e o d or s t h at ar e pr e s e nt will l e a d t o gr e at er d e vi ati o n s i n t h e o pti m al

r e c e pt or di stri b uti o n t h a n e n vir o n m e nt s t h at diff er o nl y i n t h e st ati sti c s wit h w hi c h t h e s e o d or s ar e

e n c o u nt er e d. Li k e wi s e, t h e m o d el br o a dl y pr e di ct s a m o n ot o ni c r el ati o n s hi p b et w e e n t h e n u m b er of

r e c e pt or t y p e s f o u n d i n t h e e pit h eli u m a n d t h e t ot al n u m b er of olf a ct or y s e n s or y n e ur o n s, all el s e

b ei n g e q u al.

A d et ail e d t e st of o ur m o d el r e q uir e s m or e c o m pr e h e n si v e m e a s ur e m e nt s of olf a ct or y e n vir o n-

m e nt s t h a n ar e c urr e ntl y a v ail a bl e. O ur h o p e i s t h at st u di e s s u c h a s o ur s will s p ur i nt er e st i n m e a s ur-

i n g t h e n at ur al st ati sti c s of o d or s, o p e ni n g t h e d o or f or a v ari et y of t h e or eti c al a d v a n c e s i n olf a cti o n,

si mil ar t o w h at w a s d o n e f or vi si o n a n d a u diti o n. S u c h m e a s ur e m e nt s c o ul d f or i n st a n c e b e p er-

f or m e d b y u si n g m a s s s p e ctr o m etr y t o m e a s ur e t h e c h e mi c al c o m p o siti o n of t y pi c al o d or s c e n e s.

Gi v e n s u c h d at a, a n d a li br ar y of r e c e pt or affi niti e s, o ur Git H u b ( R RI D: S C R _ 0 0 2 6 3 0 ) o nli n e r e p o sit or y

pr o vi d e s a n e a s y-t o- u s e s cri pt t h at u s e s o ur m o d el t o pr e di ct O S N a b u n d a n c e s. F or m a m m al s, c o n-

tr oll e d c h a n g e s i n e n vir o n m e nt s si mil ar t o t h o s e i n I b a r r a- S o ri a e t al. ( 2 0 1 7) c o ul d pr o vi d e a n e v e n

m or e stri n g e nt t e st f or o ur fr a m e w or k.

T o o ur k n o wl e d g e, t hi s i s t h e fir st ti m e t h at effi ci e nt c o di n g i d e a s h a v e b e e n u s e d t o e x pl ai n t h e

p att er n of u s a g e of r e c e pt or s i n t h e olf a ct or y e pit h eli u m. O ur w or k c a n b e e xt e n d e d i n s e v er al w a y s.

O S N r e s p o n s e s c a n m a nif e st c o m pl e x, n o nli n e ar r e s p o n s e s t o o d or mi xt ur e s. A c c ur at e m o d el s f or

h o w n e ur o n s i n t h e olf a ct or y e pit h eli u m r e s p o n d t o c o m pl e x mi xt ur e s of o d or a nt s ar e j u st st arti n g

t o b e d e v el o p e d ( e. g. Si n g h e t al., 2 0 1 8 ), a n d t h e s e c a n i n pri n ci pl e b e i n c or p or at e d i n a n i nf or m a-

ti o n- m a xi mi z ati o n pr o c e d ur e si mil ar t o o ur s. M or e r e ali sti c d e s cri pti o n s of n at ur al o d or e n vir o n m e nt s

c a n al s o b e a d d e d, a s t h e y a m o u nt t o c h a n gi n g t h e e n vir o n m e nt al di stri b uti o n P ðc Þ. F or e x a m pl e,

t h e di stri b uti o n of o d or a nt s c o ul d b e m o d el e d u si n g a G a u s si a n mi xt ur e, r at h er t h a n t h e n or m al di s-

tri b uti o n u s e d i n t hi s p a p er t o e n a bl e a n al yti c c al c ul ati o n s. E a c h G a u s si a n i n t h e mi xt ur e w o ul d

m o d el a diff er e nt o d or o bj e ct i n t h e e n vir o n m e nt, m or e cl o s el y a p pr o xi m ati n g t h e s p ar s e n at ur e of

olf a ct or y s c e n e s di s c u s s e d i n, f or e x a m pl e, K ri s h n a m u r t h y e t al. ( 2 0 1 7) .

Of c o ur s e, t h e g o al of t h e olf a ct or y s y st e m i s n ot si m pl y t o e n c o d e o d or s i n a w a y t h at i s o pti m al

f or d e c o di n g t h e c o n c e ntr ati o n s of v ol atil e m ol e c ul e s i n t h e e n vir o n m e nt, b ut r at h er t o pr o vi d e a n

e n c o di n g t h at i s m o st u s ef ul f or g ui di n g f ut ur e b e h a vi or. T hi s m e a n s t h at t h e v al u e of diff er e nt o d or s

mi g ht b e a n i m p ort a nt c o m p o n e nt s h a pi n g t h e n e ur al cir c uit s of t h e olf a ct or y s y st e m. I n a p pli c ati o n s

of effi ci e nt c o di n g t o vi si o n a n d a u diti o n, m a xi mi zi n g m ut u al i nf or m ati o n, a s w e di d, h a s pr o v e d

eff e cti v e e v e n i n t h e a b s e n c e of a tr e at m e nt of v al u e ( L a u g hli n, 1 9 8 1 ; A ti c k a n d R e dli c h, 1 9 9 0 ;

v a n H a t e r e n, 1 9 9 2 a ; Ol s h a u s e n a n d Fi el d, 1 9 9 6 ; Si m o n c elli a n d Ol s h a u s e n, 2 0 0 1 ; F ai r h all e t al.,

2 0 0 1 ; L e wi c ki, 2 0 0 2 ; R a tliff e t al., 2 0 1 0 ; G a r ri g a n e t al., 2 0 1 0 ; T k a ci k e t al., 2 0 1 0 ;

H e r m u n d s t a d e t al., 2 0 1 4 ; P al m e r e t al., 2 0 1 5 ; S ali s b u r y a n d P al m e r, 2 0 1 6 ). H o w e v er, i n g e n er al,

u n d er st a n di n g t h e r ol e of v al u e i n s h a pi n g n e ur al cir c uit s i s a n i m p ort a nt e x p eri m e nt al a n d

T e şil e a n u et al . e Lif e 2 0 1 9; 8: e 3 9 2 7 9. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9 1 6 of 3 9

R e s e ar c h arti cl e P h y si c s of Li vi n g S y st e m s

https://scicrunch.org/resolver/SCR_002630
https://doi.org/10.7554/eLife.39279


t h e or eti c al pr o bl e m. T o e xt e n d o ur m o d el i n t hi s dir e cti o n, w e w o ul d r e pl a c e t h e m ut u al i nf or m ati o n

b et w e e n o d or a nt c o n c e ntr ati o n s a n d gl o m er ul ar r e s p o n s e s b y a diff er e nt f u n cti o n t h at t a k e s i nt o

a c c o u nt v al u e a s si g n m e nt s ( s e e, e. g. Ri v oi r e a n d L ei bl e r, 2 0 1 1 ). It c o ul d b e ar g u e d, t h o u g h, t h at

s u c h s p e ci ali z ati o n t o t h e m o st b e h a vi or all y r el e v a nt sti m uli mi g ht b e u n n e c e s s ar y or e v e n c o u nt er-

pr o d u cti v e cl o s e t o t h e s e n s or y p eri p h er y. I n d e e d, a hi g hl y s p e ci ali z e d olf a ct or y s y st e m mi g ht b e

b ett er at r e a cti n g t o k n o w n sti m uli, b ut w o ul d b e v ul n er a bl e t o a d v er s ari al att a c k s i n w hi c h ot h er

or g a ni s m s t a k e a d v a nt a g e of bli n d s p ot s i n c o v er a g e. B e c a u s e of t hi s, a n d b e c a u s e pr e ci s e i nf or m a-

ti o n r e g ar di n g h o w diff er e nt a ni m al s a s si g n v al u e t o diff er e nt o d or s i s s c ar c e, w e l e a v e t h e s e c o n si d-

er ati o n s f or f ut ur e w or k.

O n e e x citi n g p o s si bilit y s u g g e st e d b y o ur m o d el i s a w a y t o p erf or m a fir st c a u s al t e st of t h e effi-

ci e nt c o di n g h y p ot h e si s f or s e n s or y c o di n g. Gi v e n s uffi ci e ntl y d et ail e d i nf or m ati o n r e g ar di n g r e c e p-

t or affi niti e s a n d n at ur al o d or st ati sti c s, e x p eri m e nt s c o ul d b e d e si g n e d t h at p ert ur b t h e

e n vir o n m e nt i n s p e cifi e d w a y s, a n d t h e n m e a s ur e t h e c h a n g e i n olf a ct or y r e c e pt or di stri b uti o n s.

C o m p ari n g t h e r e s ult s t o t h e c h a n g e s pr e di ct e d b y o ur t h e or y w o ul d pr o vi d e a str o n g t e st of effi-

ci e nt c o di n g b y e arl y s e n s or y s y st e m s i n t h e br ai n.

M a t e ri al s a n d m e t h o d s

S of t w a r e a n d d a t a
T h e c o d e ( writt e n i n M atl a b, R RI D: S C R _ 0 0 1 6 2 2 ) a n d d at a t h at w e u s e d t o g e n er at e all t h e r e s ult s

a n d fi g ur e s i n t h e p a p er i s a v ail a bl e o n Git H u b ( R RI D:S C R _ 0 0 2 6 3 0 ), at htt p s:// git h u b. c o m/tt e sil e a n u/

Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n (T e şil e a n u, 2 0 1 9 ; c o p y ar c hi v e d at htt p s:// git h u b. c o m/ elif e s ci e n c e s-

p u bli c ati o n s/ Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n ).

A c k n o wl e d g e m e n t s
W e t h a n k J o el M ai nl a n d a n d D a vi d Z wi c k er f or h el pf ul di s c u s si o n s, a n d Eli s s a H all e m, J o el M ai nl a n d,

a n d D arr e n L o g a n f or olf a ct or y r e c e pt or affi nit y d at a. T hi s w or k w a s s u p p ort e d b y a gr a nt fr o m t h e

Si m o n s F o u n d ati o n/ S F A RI M at h e m ati c al M o d eli n g i n Li vi n g S y st e m s pr o gr a m ( 4 0 0 4 2 5, V B). V B w a s

al s o s u p p ort e d b y A s p e n C e nt er f or P h y si c s N S F gr a nt P H Y- 1 6 0 7 6 1 a n d U S –I sr a el Bi n ati o n al S ci e n c e

F o u n d ati o n gr a nt 2 0 1 1 0 5 8. T T w a s s u p p ort e d b y t h e S w art z F o u n d ati o n. T hi s w or k w a s al s o s u p-

p ort e d b y N S F gr a nt P H Y- 1 7 3 4 0 3 0 ( C e nt er f or t h e P h y si c s of Bi ol o gi c al F u n cti o n).

A d di ti o n al i nf o r m a ti o n

F u n di n g

F u n d e r G r a n t r ef e r e n c e n u m b e r  A u t h o r

Si m o n s F o u n d ati o n 4 0 0 4 2 5 Vij a y B al a s u br a m a ni a n

A s p e n C e nt er f or P h y si c s P H Y- 1 6 0 7 6 1 Vij a y B al a s u br a m a ni a n

S w art z F o u n d ati o n Ti b eri u T e şil e a n u

N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n P H Y- 1 7 3 4 0 3 0 Ti b eri u T e şil e a n u
Vij a y B al a s u br a m a ni a n

U nit e d St at e s - I sr a el Bi n ati o n al
S ci e n c e F o u n d ati o n

2 0 1 1 0 5 8 Vij a y B al a s u br a m a ni a n

T h e f u n d er s h a d n o r ol e i n st u d y d e si g n, d at a c oll e cti o n a n d i nt er pr et ati o n, or t h e

d e ci si o n t o s u b mit t h e w or k f or p u bli c ati o n.

A ut h or c o ntri b uti o n s

Ti b eri u T e şil e a n u, C o n c e pt u ali z ati o n, S oft w ar e, F or m al a n al y si s, V ali d ati o n, Vi s u ali z ati o n, M et h o d ol-

o g y, Writi n g — ori gi n al dr aft, Writi n g —r e vi e w a n d e diti n g; Si m o n a C o c c o, Vij a y B al a s u br a m a ni a n,

C o n c e pt u ali z ati o n, F or m al a n al y si s, S u p er vi si o n, M et h o d ol o g y, Writi n g —r e vi e w a n d e diti n g; R é mi
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M o n a s s o n, C o n c e pt u ali z ati o n, S oft w ar e, F or m al a n al y si s, S u p er vi si o n, M et h o d ol o g y, Writi n g —r e vi e w

a n d e diti n g

A ut h or O R CI D s

Ti b eri u T e şil e a n u htt p:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 3- 3 1 0 7- 3 0 8 8

R é mi M o n a s s o n htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 2- 4 4 5 9- 0 2 0 4

Vij a y B al a s u br a m a ni a n htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 2- 6 4 9 7- 3 8 1 9

D e ci si o n l ett er a n d A ut h or r e s p o n s e

D e ci si o n l ett er htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 2 4

A ut h or r e s p o n s e htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 2 5

A d di ti o n al fil e s
S u p pl e m e nt ar y fil e s
. Tr a n s p ar e nt r e p orti n g f or m

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 1 1

D at a a v ail a bilit y

All t h e c o d e n e c e s s ar y t o r e pr o d u c e o ur r e s ult s a n d t h e fi g ur e s fr o m t h e p a p er i s a v ail a bl e o n

Git H u b, at htt p s:// git h u b. c o m/tt e sil e a n u/ Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n ( c o p y ar c hi v e d at htt p s://

git h u b. c o m/ elif e s ci e n c e s- p u bli c ati o n s/ Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n ). T h e olf a ct or y r e c e pt or affi nit y

d at a w er e ori gi n all y p u bli s h e d i n H all e m et al. ( 2 0 0 6) a n d S ait o et al. ( 2 0 0 9), a n d t h e olf a ct or y r e c e p-

t or e x pr e s si o n l e v el s i n m o u s e w er e ori gi n all y p u bli s h e d i n I b arr a- S ori a et al. ( 2 0 1 7).

T h e f oll o wi n g d at a s et s w er e g e n er at e d:

R ef e r e n c e s
A ti c k J J , R e dli c h A N. 1 9 9 0. T o w ar d s a t h e or y of e arl y vi s u al pr o c e s si n g. N e ur al C o m p ut ati o n 2 : 3 0 8 – 3 2 0.

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 6 2/ n e c o. 1 9 9 0. 2. 3. 3 0 8

B a rl o w H B . 1 9 6 1. P o s si bl e pri n ci pl e s u n d erl yi n g t h e tr a n sf or m ati o n s of s e n s or y m e s s a g e s. I n: S e n s or y

C o m m u ni c ati o n . MI T Pr e s s. p. 2 1 7 – 2 3 4.
B o y d S , V a n d e n b er g h e L. 2 0 0 4. C o n v e x O pti mi z ati o n . C a m bri d g e U ni v er sit y Pr e s s.

B u c k L , A x el R. 1 9 9 1. A n o v el m ulti g e n e f a mil y m a y e n c o d e o d or a nt r e c e pt or s: a m ol e c ul ar b a si s f or o d or

r e c o g niti o n. C ell 6 5 : 1 7 5 – 1 8 7. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ 0 0 9 2- 8 6 7 4( 9 1) 9 0 4 1 8- X , P MI D: 1 8 4 0 5 0 4
C a di o u H , A o u d é I, T a zir B, M oli n a s A, F e n e c h C, M e u ni er N, Gr o s m aitr e X. 2 0 1 4. P o st n at al o d or a nt e x p o s ur e

i n d u c e s p eri p h er al olf a ct or y pl a sti cit y at t h e c ell ul ar l e v el. J o ur n al of N e ur o s ci e n c e 3 4 : 4 8 5 7 – 4 8 7 0. D OI: htt p s://

d oi. or g/ 1 0. 1 5 2 3/ J N E U R O S CI. 0 6 8 8- 1 3. 2 0 1 4 , P MI D: 2 4 6 9 5 7 0 5

C al of A L , H a gi w ar a N, H ol c o m b J D, M u m m J S, S h o u J. 1 9 9 6. N e ur o g e n e si s a n d c ell d e at h i n olf a ct or y
e pit h eli u m. J o ur n al of N e ur o bi ol o g y 3 0 : 6 7 – 8 1. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 2/( SI CI) 1 0 9 7- 4 6 9 5( 1 9 9 6 0 5) 3 0: 1 < 6 7::

AI D- N E U 7 > 3. 0. C O; 2- E , P MI D: 8 7 2 7 9 8 4

C h e s s A , Si m o n I, C e d ar H, A x el R. 1 9 9 4. All eli c i n a cti v ati o n r e g ul at e s olf a ct or y r e c e pt or g e n e e x pr e s si o n. C ell

7 8 : 8 2 3 – 8 3 4. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ S 0 0 9 2- 8 6 7 4( 9 4) 9 0 5 6 2- 2 , P MI D: 8 0 8 7 8 4 9
D a s G u p t a S , W a d d ell S. 2 0 0 8. L e ar n e d o d or di s cri mi n ati o n i n Dr o s o p hil a wit h o ut c o m bi n at ori al o d or m a p s i n t h e

a nt e n n al l o b e. C urr e nt Bi ol o g y 1 8 : 1 6 6 8 – 1 6 7 4. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/j. c u b. 2 0 0 8. 0 8. 0 7 1 , P MI D: 1

8 9 5 1 0 2 2

D e k k e r T , I b b a I, Sij u K P, St e n s m yr M C, H a n s s o n B S. 2 0 0 6. Olf a ct or y s hift s p ar all el s u p er s p e ci ali s m f or t o xi c fr uit
i n Dr o s o p hil a m el a n o g a st er si bli n g, D. s e c h elli a. C urr e nt Bi ol o g y 1 6 : 1 0 1 – 1 0 9. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/j.

c u b. 2 0 0 5 . 1 1. 0 7 5, P MI D: 1 6 4 0 1 4 2 9

Di a s B G , R e s sl er K J. 2 0 1 4. P ar e nt al olf a ct or y e x p eri e n c e i nfl u e n c e s b e h a vi or a n d n e ur al str u ct ur e i n s u b s e q u e nt
g e n er at i o n s. N at ur e N e ur o s ci e n c e 1 7 : 8 9 – 9 6. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 3 8/ n n. 3 5 9 4 , P MI D: 2 4 2 9 2 2 3 2

F ai r h all A L , L e w e n G D, Bi al e k W, d e R u yt er V a n St e v e ni n c k R R. 2 0 0 1. Effi ci e n c y a n d a m bi g uit y i n a n a d a pti v e

n e ur al c o d e. N at ur e 4 1 2 : 7 8 7 – 7 9 2. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 3 8/ 3 5 0 9 0 5 0 0 , P MI D: 1 1 5 1 8 9 5 7

F CI . 2 0 1 8. F e d er ati o n C y n ol o gi q u e I nt er n ati o n al e : ( AI S B L).
G a r ri g a n P , R atliff C P, Kl ei n J M, St erli n g P, Br ai n ar d D H, B al a s u br a m a ni a n V. 2 0 1 0. D e si g n of a tri c hr o m ati c c o n e

arr a y. P L o S C o m p ut ati o n al Bi ol o g y 6 : e 1 0 0 0 6 7 7. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 3 7 1/j o ur n al. p c bi. 1 0 0 0 6 7 7 ,

P MI D: 2 0 1 6 8 9 9 6

G r a zi a d ei G A , Gr a zi a d ei P P. 1 9 7 9. N e ur o g e n e si s a n d n e ur o n r e g e n er ati o n i n t h e olf a ct or y s y st e m of m a m m al s.
II. D e g e n er ati o n a n d r e c o n stit uti o n of t h e olf a ct or y s e n s or y n e ur o n s aft er a x ot o m y. J o ur n al of N e ur o c yt ol o g y 8 :

1 9 7 – 2 1 3. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/ B F 0 1 1 7 5 5 6 1 , P MI D: 4 6 9 5 7 3

G r o s s E A , S w e n b er g J A, Fi el d s S, P o p p J A. 1 9 8 2. C o m p ar ati v e m or p h o m etr y of t h e n a s al c a vit y i n r at s a n d mi c e.
J o ur n al of A n at o m y 1 3 5 : 8 3 – 8 8. P MI D: 7 1 3 0 0 5 8
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A p p e n di x 1

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 1 2

C h oi c e of s e n si n g m a t ri c e s a n d r e c e p t o r n oi s e v a ri a n c e s
W e u s e d t hr e e t y p e s of s e n si n g m atri c e s i n t hi s st u d y. T w o w er e b a s e d o n e x p eri m e nt al d at a,

o n e u si n g fl y r e c e pt or s ( H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ), a n d o n e u si n g m o u s e a n d h u m a n

r e c e pt or s (S ai t o e t al., 2 0 0 9 ); a n d a n ot h er t y p e of s e n si n g m atri x w a s b a s e d o n r a n d o ml y-

g e n er at e d r e c e pt or affi nit y pr ofil e s. T h e s e c a n all b e eit h er dir e ctl y d o w nl o a d e d fr o m o ur

r e p o sit or y o n Git H u b ( R RI D:S C R _ 0 0 2 6 3 0 ), htt p s:// git h u b. c o m/tt e sil e a n u/

Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n , or g e n er at e d u si n g t h e c o d e a v ail a bl e t h er e.

Fl y s e n si n g m a t ri x
S o m e of o ur si m ul ati o n s u s e d a s e n si n g m atri x b a s e d o n Dr o s o p hil a r e c e pt or affi niti e s, a s

m e a s ur e d b y H all e m a n d C arl s o n ( H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ). T hi s i n cl u d e s t h e r e s p o n s e s of

2 4 of t h e 6 0 r e c e pt or t y p e s i n t h e fl y a g ai n st a p a n el of 1 1 0 o d or a nt s, m e a s ur e d u si n g si n gl e-

u nit el e ctr o p h y si ol o g y i n a m ut a nt a nt e n n al n e ur o n. W e u s e d t h e v al u e s fr o m T a bl e S 1 i n

(H all e m a n d C a rl s o n, 2 0 0 6 ) f or t h e s e n si n g m atri x el e m e nt s. T o e sti m at e r e c e pt or n oi s e, w e

u s e d t h e st a n d ar d d e vi ati o n m e a s ur e d f or t h e b a c k gr o u n d firi n g r at e s f or e a c h r e c e pt or ( d at a

o bt ai n e d fr o m t h e a ut h or s). T h e fl y d at a h a s t h e a d v a nt a g e of b ei n g m or e c o m pl et e t h a n

e q ui v al e nt d at a s et s i n m a m m al s.

M a m m ali a n s e n si n g m a t ri x
W h e n c o m p ari n g o ur m o d el t o e x p eri m e nt al fi n di n g s fr o m ( I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7), w e u s e d

a s e n si n g m atri x b a s e d o n m o u s e a n d h u m a n r e c e pt or affi nit y d at a fr o m ( S ai t o e t al., 2 0 0 9 ).

T hi s w a s m e a s ur e d u si n g h et er ol o g o u s e x pr e s si o n of olf a ct or y g e n e s, a n d t e st e d i n t ot al 2 1 9

m o u s e a n d 2 4 5 h u m a n r e c e pt or t y p e s a g ai n st 9 3 diff er e nt o d or a nt s. H o w e v er, o nl y 4 9 m o u s e

r e c e pt or s a n d 1 0 h u m a n r e c e pt or s e x hi bit e d d et e ct a bl e r e s p o n s e s a g ai n st a n y of t h e

o d or a nt s, w hil e o nl y 6 3 o d or a nt s a cti v at e d a n y r e c e pt or s. Fr o m t h e r e m ai ni n g 5 9 6 3 = 3 7 1 7

r e c e pt or – o d or a nt p air s, o nl y 3 3 5 ( a b o ut 9 %) s h o w e d a r e s p o n s e, a n d w er e a s s a y e d at 1 1

diff er e nt c o n c e ntr ati o n p oi nt s. I n t hi s p a p er, w e u s e d t h e v al u e s o bt ai n e d f or t h e hi g h e st

c o n c e ntr ati o n ( 3 m M).

R a n d o m s e n si n g m a t ri c e s
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y s cr a m bl e d

t u ni n g

g a u s si a n

bi n ar y

si g n e d

m a m m al m a m m al s cr a m bl e d

A p p e n di x 1 —fi g u r e 1. H e at m a p s of t h e t y p e s of s e n si n g m atri c e s u s e d i n o ur st u d y. T h e c ol or

s c ali n g i s ar bitr ar y, wit h r e d r e pr e s e nti n g p o siti v e v al u e s a n d bl u e n e g ati v e v al u e s. ‘ Fl y’ a n d

‘ m a m m al’ ar e t h e s e n si n g m atri c e s b a s e d o n Dr o s o p hil a r e c e pt or affi niti e s ( H all e m a n d

C a rl s o n, 2 0 0 6 ), a n d m o u s e a n d h u m a n affi niti e s (S ai t o e t al., 2 0 0 9 ), r e s p e cti v el y. ‘ Fl y

s cr a m bl e d’ a n d ‘ m a m m al s cr a m bl e d’ ar e p er m ut ati o n s of t h e ‘fl y’ a n d ‘ m a m m al’ m atri c e s i n

w hi c h el e m e nt s ar e ar bitr aril y s cr a m bl e d. ‘ T u ni n g’, ‘ g a u s si a n’, ‘ bi n ar y’, a n d ‘ si g n e d’ ar e

r a n d o m s e n si n g m atri x g e n er at e d a s d e s cri b e d i n t h e R a n d o m s e n si n g m atri c e s s e cti o n.

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 1 3

T h e r a n d o m s e n si n g m atri c e s m atri c e s u s e d i n t h e m ai n t e xt ( a n d r ef err e d t o a s ‘t u ni n g’ i n

s o m e of t h e fi g ur e s i n t hi s A p p e n di x) w er e g e n er at e d a s f oll o w s. W e st art e d b y tr e ati n g t h e

c ol u m n (i. e. o d or a nt) i n d e x a s a o n e- di m e n si o n al o d or c o or di n at e wit h p eri o di c b o u n d ar y

c o n diti o n s. W e n or m ali z e d t h e i n d e x t o a c o or di n at e x r u n ni n g fr o m 0 t o 1. F or e a c h r e c e pt or,

w e t h e n c h o s e a c e nt er x 0 al o n g t hi s li n e, c orr e s p o n di n g t o t h e o d or a nt t o w hi c h t h e r e c e pt or

h a s m a xi m u m affi nit y, a n d a st a n d ar d d e vi ati o n s , c orr e s p o n di n g t o t h e t u ni n g wi dt h of t h e

r e c e pt or. N ot e t h at b ot h x 0 a n d s ar e all o w e d t o b e r e al n u m b er s, s o t h at t h e m a xi m u m

affi nit y c a n o c c ur at a p o siti o n t h at d o e s n ot c orr e s p o n d t o a n y p arti c ul ar o d or a nt fr o m t h e

s e n si n g m atri x.

T o o bt ai n a b ell-li k e r e s p o n s e pr ofil e f or t h e r e c e pt or s w hil e pr e s er vi n g t h e p eri o di cit y of

t h e o d or c o or di n at e w e c h o s e, w e d efi n e d t h e r e s p o n s e affi nit y t o o d or a nt x b y

f ðx Þ ¼ e x p
1

2

2 si n p ðx x 0 Þ

s

2
" #

: ( 1 1)

T hi s e x pr e s si o n c a n b e o bt ai n e d b y i m a gi ni n g o d or a nt s p a c e a s a cir cl e e m b e d d e d i n a t w o-

di m e n si o n al pl a n e, wit h o d or a nt x m a p p e d t o a n a n gl e ¼ 2 p x o n t hi s cir cl e, a n d c o n si d eri n g

a G a u s si a n r e s p o n s e pr ofil e i n t hi s t w o- di m e n si o n al e m b e d di n g s p a c e. T hi s i s si m pl y a

c o n v e ni e nt c h oi c e f or tr e ati n g o d or s p a c e i n a w a y t h at eli mi n at e s artif a ct s at t h e e d g e s of t h e

s e n si n g m atri x, a n d w e d o n ot a s si g n a n y si g nifi c a n c e t o t h e p arti c ul ar c o or di n at e s y st e m t h at

w e u s e d.

T h e c e nt er s x 0 f or t h e G a u s si a n pr ofil e s f or e a c h of t h e r e c e pt or s w er e c h o s e n u nif or ml y at

r a n d o m, a n d t h e t u ni n g wi dt h s w a s eit h er a fi x e d p ar a m et er f or t h e e ntir e s e n si n g m atri x, or

w a s u nif or ml y s a m pl e d fr o m a n i nt er v al. B ef or e u si n g t h e m atri c e s w e r a n d o ml y s h uffl e d t h e

c ol u m n s t o r e m o v e t h e d e p e n d e n ci e s b et w e e n n ei g h b ori n g o d or a nt s, a n d fi n all y a d d e d s o m e

a m o u nt of r a n d o m G a u s si a n n oi s e ( m e a n c e nt er e d a n d wit h st a n d ar d d e vi ati o n 1/ 2 0 0). T h e

o v er all s c al e of t h e s e n si n g m atri c e s w a s s et b y m ulti pl yi n g all t h e affi niti e s b y 1 0 0, w hi c h

yi el d e d v al u e s c o m p ar a bl e t o t h e m e a s ur e d firi n g r at e s i n fl y olf a ct or y n e ur o n s ( H all e m a n d

C a rl s o n, 2 0 0 6 ).
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F or t h e r o b u st n e s s r e s ult s b el o w w e al s o g e n er at e d r a n d o m m atri c e s i n a d diti o n al w a y s: ( 1)

‘ g a u s si a n’: dr a wi n g t h e affi niti e s fr o m a G a u s si a n di stri b uti o n ( wit h z er o m e a n a n d st a n d ar d

d e vi ati o n 2), ( 2) ‘ b er n o ulli’: dr a wi n g fr o m a B er n o ulli di stri b uti o n ( wit h el e m e nt s e q u al t o 5

wit h pr o b a bilit y 3 0 %, a n d 0 wit h pr o b a bilit y 7 0 %), ( 3) ‘ si g n e d’: dr a wi n g fr o m a B er n o ulli

di stri b uti o n f oll o w e d b y c h o o si n g t h e si g n ( s o t h at el e m e nt s ar e 5 wit h pr o b a bilit y 1 5 %, – 5

wit h pr o b a bilit y 1 5 %, a n d 0 wit h pr o b a bilit y 7 0 %); a n d ( 4, 5) ‘fl y s cr a m bl e d’ a n d ‘ m a m m al

s cr a m bl e d’: s cr a m bli n g t h e el e m e nt s i n t h e fl y a n d m a m m ali a n d at a s et s ( a cr o s s b ot h o d or a nt s

a n d r e c e pt or s).

R o b u s t n e s s of r e s ul t s t o c h a n gi n g t h e s e n si n g m a t ri x
O ur q u alit ati v e r e s ult s ar e r o b u st a cr o s s a v ari et y of diff er e nt c h oi c e s f or t h e s e n si n g m atri x

(A p p e n di x 1 —fi g u r e 1 ). F or i n st a n c e, t h e o pti m al n u m b er of r e c e pt or t y p e s e x pr e s s e d i n a

fr a cti o n of t h e O S N p o p ul ati o n l ar g er t h a n 1 % gr o w s m o n ot o ni c all y wit h t h e t ot al n u m b er of

n e ur o n s ( A p p e n di x 1 —fi g u r e 2 ). Si mil arl y, t h e g e n er al eff e ct t h at e n vir o n m e nt c h a n g e h a s o n

o pti m al O S N n u m b er s, wit h l e s s a b u n d a nt r e c e pt or t y p e s c h a n gi n g m or e t h a n m or e a b u n d a nt

o n e s, i s g e n eri c a cr o s s diff er e nt c h oi c e s of s e n si n g m atri c e s ( A p p e n di x 1 —fi g u r e 3 ).
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A p p e n di x 1 —fi g u r e 2. Eff e ct of s e n si n g m atri x o n t h e d e p e n d e n c e b et w e e n t h e n u m b er of

r e c e pt or t y p e s e x pr e s s e d i n t h e o pti m al di stri b uti o n a n d t h e t ot al n u m b er of O S N s. T h e l a b el s

r ef er t o t h e s e n si n g m atri c e s fr o m A p p e n di x 1 —fi g u r e 1 .
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m a m m al  m a m m al s cr a m bl e d

A p p e n di x 1 —fi g u r e 3. Diff er e nt c h oi c e s of s e n si n g m atri x l e a d t o si mil ar b e h a vi or of o pti m al

r e c e pt or di stri b uti o n u n d er e n vir o n m e nt c h a n g e. T h e l a b el s r ef er t o t h e s e n si n g m atri c e s fr o m

A p p e n di x 1 —fi g u r e 1 , w h o s e s c al e s w er e a dj u st e d t o e n s ur e t h at t h e si m ul ati o n s ar e i n a l o w
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S N R r e gi m e. T h e bl u e ( or a n g e) di a m o n d s o n t h e l eft (ri g ht) si d e of e a c h pl ot r e pr e s e nt t h e

o pti m al O S N a b u n d a n c e s i n e n vir o n m e nt 1 ( e n vir o n m e nt 2). T h e t w o e n vir o n m e nt c o v ari a n c e

m atri c e s ar e o bt ai n e d b y st arti n g wit h a b a c k gr o u n d r a n d o ml y- g e n er at e d c o v ari a n c e m atri x

( a s d e s cri b e d b el o w) a n d a d di n g a l ar g e a m o u nt of v ari a n c e t o t w o diff er e nt s et s of 1 0

o d or a nt s ( o ut of 1 1 0 f or m o st s e n si n g m atri c e s, a n d 6 3 f or t h e ‘ m o u s e’ a n d ‘ m o u s e s cr a m bl e d’

o n e s).
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A p p e n di x 2

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 1 2

M a t h e m a ti c al d e ri v a ti o n s

D e ri vi n g t h e e x p r e s si o n f o r t h e m u t u al i nf o r m a ti o n

I n t h e m ai n t e xt w e a s s u m e a G a u s si a n di stri b uti o n f or o d or a nt c o n c e ntr ati o n s a n d

a p pr o xi m at e r e c e pt or r e s p o n s e s a s li n e ar wit h a d diti v e G a u s si a n n oi s e, E q u a ti o n ( 2) . T h u s it

f oll o w s t h at t h e m ar gi n al di stri b uti o n of r e c e pt or r e s p o n s e s i s al s o G a u s si a n. T a ki n g a v er a g e s

of t h e r e s p o n s e s, hr a i, a n d of pr o d u ct s of r e s p o n s e s, hr a r b i, o v er b ot h t h e n oi s e di stri b uti o n

a n d t h e o d or a nt di stri b uti o n, a n d u si n g E q u a ti o n ( 2) fr o m t h e m ai n t e xt, w e g et a n or m al

di stri b uti o n of r e s p o n s e s:

r ~ N ðr 0 ; R Þ ; ( 1 2)

w h er e t h e m e a n r e s p o n s e v e ct or r 0 a n d t h e r e s p o n s e c o v ari a n c e m atri x R ar e gi v e n b y

r 0 ¼ K S c 0 ;

R ¼ ½S þ K Q K ;
( 1 3)

w h er e S i s t h e s e n si n g m atri x, K i s a di a g o n al m atri x of O S N a b u n d a n c e s, a n d S i s t h e

c o v ari a n c e m atri x of r e c e pt or n oi s e s, S ¼ di a g ðs 2
1 ; . . . ; s

2
M Þ ( al s o s e e t h e m ai n t e xt). H er e, a s i n

E q u a ti o n ( 1) i n t h e m ai n t e xt, c 0 i s t h e m e a n c o n c e ntr ati o n v e ct or, G i s t h e c o v ari a n c e m atri x

of o d or a nt c o n c e ntr ati o n s, a n d w e u s e t h e o v erl a p m atri x fr o m E q u a ti o n ( 5) i n t h e m ai n t e xt,

Q ¼ S G S T . N ot e t h at i n t h e a b s e n c e of n oi s e ( S ¼ 0 ), t h e r e s p o n s e m atri x i s si m pl y t h e o v erl a p

m atri x Q m o d ul at e d b y t h e n u m b er of O S N s of e a c h t y p e, R n ois el ess ¼ K Q K .

T h e j oi nt pr o b a bilit y di stri b uti o n o v er r e s p o n s e s a n d c o n c e ntr ati o n s, P ðr ; c Þ, i s it s elf

G a u s si a n. T o c al c ul at e t h e c orr e s p o n di n g c o v ari a n c e m atri x, w e n e e d t h e c o v ari a n c e s b et w e e n

r e s p o n s e s, hr a r b i hr a ihr b i, w hi c h ar e j u st t h e el e m e nt s of t h e r e s p o n s e m atri x R fr o m

E q u a ti o n ( 1 3) a b o v e; a n d b et w e e n c o n c e ntr ati o n s, hc ic ji hc iihc ji, w hi c h ar e t h e el e m e nt s of

t h e e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri x G , E q u a ti o n ( 1) i n t h e m ai n t e xt. I n a d diti o n, w e n e e d t h e

c o v ari a n c e s b et w e e n r e s p o n s e s a n d c o n c e ntr ati o n s, hr a c ii hr a ihc ii, w hi c h c a n b e c al c ul at e d

u si n g E q u a ti o n ( 2) fr o m t h e m ai n t e xt. W e g et:

ðr ;c Þ ~ N ððr 0 ;c 0 Þ;L Þ ; ( 1 4)

wit h

L ¼
R K S G

G S T K G
: ( 1 5)

T h e m ut u al i nf or m ati o n b et w e e n r e s p o n s e s a n d o d or s i s t h e n gi v e n b y ( s e e b el o w f or a

d eri v ati o n):

Iðr ;c Þ ¼
1

2
l o g

d et G d et R

d et L
: ( 1 6)

Fr o m E q u a ti o n ( 1 3) w e h a v e

d et R ¼ d et ðS þ K Q Þ d et K ; ( 1 7)

a n d fr o m E q u a ti o n ( 1 5) ,
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d et L ¼ d et
R K S G

G S T K G
¼ d et G d et ðR K S G G 1 G S T K Þ

¼ d et G d et ðS K þ K Q K K S G S T K Þ

¼ d et G d et S K ;

( 1 8)

w h er e w e u s e d E q u a ti o n ( 1 3) a g ai n, a n d e m pl o y e d S c h ur’ s d et er mi n a nt i d e ntit y ( d eri v e d

b el o w). T h u s,

Iðr ; c Þ ¼
1

2
l o g

d et G d et ðS þ K Q Þ d et K

d et G d et S d et K
¼

1

2
l o gd et ðI þ S 1 K Q Þ ( 1 9)

T hi s r e c o v er s t h e r e s ult q u ot e d i n t h e m ai n t e xt, E q u a ti o n ( 4) .

B y u si n g t h e f a ct t h at t h e di a g o n al m atri c e s K a n d S 1 c o m m ut e, w e c a n al s o writ e:

Iðr ;c Þ ¼
1

2
l o g d et ðS 1 = 2 S 1 = 2 þ S 1 K Q Þ ¼

1

2
l o gd et S 1 = 2 ðS 1 = 2 þ S 1 = 2 K Q Þ

¼
1

2
l o g d et ðS 1 = 2 þ S 1 = 2 K Q ÞS 1 = 2 ¼

1

2
l o g d et ðI þ K S 1 = 2 Q S 1 = 2 Þ

¼
1

2
l o g d et ðI þ K ~Q Þ :

( 2 0)

T hi s s h o w s t h at t h e m ut u al i nf or m ati o n c a n b e writt e n i n t er m s of a s y m m etri c ‘ S N R m atri x’

~Q ¼ S 1 = 2 Q S 1 = 2 . T hi s i s si m pl y t h e c o v ari a n c e m atri x of r e s p o n s e s i n w hi c h e a c h r e s p o n s e w a s

n or m ali z e d b y t h e n oi s e v ari a n c e of t h e c orr e s p o n di n g r e c e pt or.

S c h ur’ s d et er mi n a nt i d e ntit y
T h e i d e ntit y f or t h e d et er mi n a nt of a 2 2 bl o c k m atri x t h at w e u s e d i n E q u a ti o n ( 1 8) a b o v e

c a n b e d eri v e d i n t h e f oll o wi n g w a y. Fir st, n ot e t h at

A B

C D
¼

I B

0 D

A B D 1 C 0

D 1 C I
: ( 2 1)

N o w, fr o m t h e d efi niti o n of t h e d et er mi n a nt it c a n b e s e e n t h at

d et
A B

0 I
¼ d et

A 0

C I
¼ d et A ; ( 2 2)

si n c e all t h e pr o d u ct s i n v ol vi n g el e m e nt s fr o m t h e off- di a g o n al bl o c k s m u st n e c e s s aril y al s o

i n v ol v e el e m e nt s fr o m t h e 0 m atri x. T h u s, t a ki n g t h e d et er mi n a nt of E q u a ti o n ( 2 1) , w e g et t h e

d e sir e d i d e ntit y

d et
A B

C D
¼ d et D d et ðA B D 1 C Þ : ( 2 3)

M ut u al i nf or m ati o n f or G a u s si a n di stri b uti o n s
T h e e x pr e s si o n fr o m E q u a ti o n ( 1 6) f or t h e m ut u al i nf or m ati o n Iðr ; c Þ c a n b e d eri v e d b y

st arti n g wit h t h e f a ct t h at I i s e q u al t o t h e K ull b a c k- L ei bl er ( K L) di v er g e n c e fr o m t h e j oi nt

di stri b uti o n P ðr ; c Þ t o t h e pr o d u ct di stri b uti o n P ðr ÞP ðc Þ. A s a fir st st e p, l et u s c al c ul at e t h e K L

di v er g e n c e b et w e e n t w o m ulti v ari at e n or m al s i n n di m e n si o n s:

D ¼ D K L ðp jjq Þ ¼

Z

p ðx Þ l o g
p ðx Þ

q ðx Þ
d x ; ( 2 4)

w h er e
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p ðx Þ ¼
1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2 p Þ n d et A

p e x p
1

2
ðx A Þ T A 1 ðx A Þ ;

q ðx Þ ¼
1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2 p Þ n d et B

p e x p
1

2
ðx B Þ T B 1 ðx B Þ :

( 2 5)

Pl u g gi n g t h e di stri b uti o n f u n cti o n s i nt o t h e l o g arit h m, w e h a v e

D ¼
1

2
l o g

d et B

d et A
þ

1

2

Z

p ðx Þ ðx B Þ T B 1 ðx B Þ ðx A Þ T A 1 ðx A Þ d x ; ( 2 6)

w h er e t h e n or m ali z ati o n pr o p ert y of p ðx Þ w a s u s e d. U si n g al s o t h e d efi niti o n of t h e m e a n

a n d of t h e c o v ari a n c e m atri x, w e h a v e

Z

p ðx Þx i d x ¼ A ;i ;( 2 7 a)

Z

p ðx Þx ix j d x ¼ A ij ;( 2 7 b)

w hi c h i m pli e s

Z

p ðx Þ ðx Þ T C 1 ðx Þ d x ¼ Tr ðA C 1 Þ þ ð A Þ T C 1 ð A Þ ( 2 8)

f or a n y v e ct or a n d m atri x C . Pl u g gi n g t hi s i nt o E q u a ti o n ( 2 6) , w e g et

D ¼
1

2
l o g

d et B

d et A
þ

1

2
Tr ðA B 1 Þ n þ

1

2
ð A B Þ T B 1 ð A B Þ : ( 2 9)

W e c a n n o w r et ur n t o c al c ul ati n g t h e K L di v er g e n c e fr o m P ðr ; c Þ t o P ðr ÞP ðc Þ. N ot e t h at,

si n c e P ðr Þ a n d P ðc Þ ar e j u st t h e m ar gi n al s of t h e j oi nt di stri b uti o n, t h e m e a n s of t h e v ari a bl e s

ar e t h e s a m e i n t h e j oi nt a n d i n t h e pr o d u ct, s o t h at t h e l a st t er m i n t h e K L di v er g e n c e

v a ni s h e s. T h e c o v ari a n c e m atri x f or t h e pr o d u ct di stri b uti o n i s

L pr o d ¼
R 0

0 G
; ( 3 0)

s o t h e pr o d u ct i n si d e t h e tr a c e b e c o m e s

L L 1
pr o d ¼

R . ..

.. . G

R 1 0

0 G 1
¼

I ...

... I
; ( 3 1)

w h er e t h e e ntri e s r e pl a c e d b y ’ . . .’ n e e d n ot b e c al c ul at e d b e c a u s e t h e y dr o p o ut w h e n t h e

tr a c e i s t a k e n. T h e s u m of t h e di m e n si o n s of R a n d G i s e q u al t o t h e di m e n si o n, n , of L , s o t h at

t h e t er m i n v ol vi n g t h e tr a c e fr o m E q u a ti o n ( 2 9) al s o dr o p s o ut, l e a vi n g u s wit h t h e fi n al r e s ult:

I ¼ D K L ðp ðr ;c Þp ðr Þp ðc ÞÞ ¼
1

2
l o g

d et R d et G

d et L
; ( 3 2)

w hi c h i s t h e s a m e a s E q u a ti o n ( 1 6) t h at w a s u s e d i n t h e pr e vi o u s s e cti o n.

D e ri vi n g t h e K K T c o n di ti o n s f o r t h e i nf o r m a ti o n o p ti m u m
I n or d er t o fi n d t h e o pti m al di stri b uti o n of olf a ct or y r e c e pt or s, w e m u st m a xi mi z e t h e m ut u al

i nf or m ati o n fr o m E q u a ti o n ( 4) i n t h e m ai n t e xt, s u bj e ct t o c o n str ai nt s. L et u s fir st c al c ul at e t h e

gr a di e nt of t h e m ut u al i nf or m ati o n wit h r e s p e ct t o t h e r e c e pt or n u m b er s:

q I

q K a
¼

1

2

q

q K a
l o gd et ðI þ K ~Q Þ ¼

1

2

q

q K a
Tr l o gðI þ K ~Q Þ : ( 3 3)

T h e c y cli c pr o p ert y of t h e tr a c e all o w s u s t o u s e t h e u s u al r ul e s t o diff er e nti at e u n d er t h e

tr a c e o p er at or, s o w e g et
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q I

q K a
¼

1

2
Tr

q K

q K a

~Q 1 þ K
1

¼
1

2

X

b ;c

q K b d b cð Þ

q K a

~Q 1 þ K
1

c a

¼
1

2
~Q 1 þ K

1

a a
:

( 3 4)

W e n o w h a v e t o a d dr e s s t h e c o n str ai nt s. W e h a v e t w o ki n d s of c o n str ai nt s: a n e q u alit y

c o n str ai nt t h at s et s t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s,
P

K a ¼ K t ot ; a n d i n e q u alit y c o n str ai nt s t h at

e n s ur e t h at all r e c e pt or a b u n d a n c e s ar e n o n- n e g ati v e, K a 0 . T hi s c a n b e d o n e u si n g t h e

K ar u s h- K u h n- T u c k er ( K K T) c o n diti o n s, w hi c h r e q uir e t h e i ntr o d u cti o n of L a gr a n g e m ulti pli er s: l

f or t h e e q u alit y c o n str ai nt, a n d a f or t h e i n e q u alit y c o n str ai nt s. At t h e o pti m u m, w e m u st

h a v e:

q I

q K a
¼

1

2
l

q

q K a

X

b

K b K t ot

 !
X

b

b
q

q K a
K b

¼ l a ;

( 3 5)

w h er e t h e L a gr a n g e m ulti pli er s f or t h e i n e q u alit y c o n str ai nt s, a , m u st b e n o n- n e g ati v e, a n d

m u st v a ni s h u nl e s s t h e i n e q u alit y i s s at ur at e d:

a 0 ;

a K a ¼ 0 :
( 3 6)

P ut diff er e ntl y, if K a > 0 , t h e n a ¼ 0 a n d q I= q K a ¼ l = 2 ; w hil e if K a ¼ 0 , t h e n

q I= q K a ¼ l = 2 a l = 2 . C o m bi n e d wit h E q u a ti o n ( 3 4) , t hi s yi el d s

ð ~Q 1 þ K Þ 1
a a ¼ l ; if K a > 0 , or

ð ~Q 1 þ K Þ 1
a a < l ; if K a ¼ 0 .

(

( 3 7)

T h e m a g nit u d e of l i s s et b y i m p o si n g t h e n or m ali z ati o n c o n diti o n
P

K a ¼ K t ot .

T h e m a n y- n e u r o n a p p r o xi m a ti o n
S u p p o s e w e ar e i n t h e r e gi m e i n w hi c h t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s i s l ar g e, a n d i n p arti c ul ar,

e a c h of t h e a b u n d a n c e s K a i s l ar g e. T h e n w e c a n p erf or m a n e x p a n si o n of t h e e x pr e s si o n

a p p e ari n g i n t h e K K T e q u ati o n s fr o m E q u a ti o n ( 3 7) :

ð ~Q 1 þ K Þ 1 ¼ K 1 ðI þ ~Q 1 K 1 Þ 1 » K 1 ðI ~Q 1 K 1 Þ ; ( 3 8)

w h o s e a a c o m p o n e nt i s

ð ~Q 1 þ K Þ 1
a a »

1

K a
1

~Q 1
a a

K a
¼

1

K a
1

s 2
a Q

1
a a

K a
; ( 3 9)

w h er e w e u s e d ~Q ¼ S 1 = 2 Q S 1 = 2 . Wit h t h e n ot ati o n

A ¼ Q 1 ; ( 4 0)

w e c a n pl u g i nt o E q u a ti o n ( 3 7) a n d g et

l »
1

K a

s 2
a A a a

K 2
a

: ( 4 1)

T hi s q u a dr ati c e q u ati o n h a s o nl y o n e l ar g e s ol uti o n, a n d it i s gi v e n a p pr o xi m at el y b y

K a »
1

l
s 2

a A a a : ( 4 2)

C o m bi n e d wit h t h e n or m ali z ati o n c o n str ai nt,
P

a K a ¼ K t ot , t hi s r e c o v er s E q u a ti o n ( 8) fr o m t h e

m ai n t e xt.
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O p ti m al di s t ri b u ti o n f o r u n c o r r el a t e d r e s p o n s e s
W h e n t h e o v erl a p m atri x Q ¼ S G S T i s di a g o n al, t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m si m plifi e s

c o n si d er a bl y. B y pl u g gi n g Q ¼ di a g ðQ a a Þ i nt o E q u a ti o n ( 4) i n t h e m ai n t e xt, w e fi n d

Iðr ;c Þ ¼
1

2
l o gd et ðI þ S 1 K Q Þ ¼

1

2
l o g d et di a g ð1 þ K a Q a a = s 2

a Þ

¼
1

2

X

a

l o g 1 þ K a
Q a a

s 2
a

:
( 4 3)

W e c a n a g ai n u s e t h e K K T a p pr o a c h a n d a d d L a gr a n g e m ulti pli er s l a n d a f or e nf or ci n g t h e

e q u alit y a n d i n e q u alit y c o n str ai nt s, r e s p e cti v el y,

I ¼
1

2

X

a

l o g 1 þ K a
Q a a

s 2
a

l
X

a

K a a K a ; ( 4 4)

a n d t a k e d eri v ati v e s wit h r e s p e ct t o K a t o fi n d t h e o pti m u m,

0 ¼
q I

q K a
¼

1

2

1

K a þ s 2
a = Q a a

l a ; ( 4 5)

wit h t h e c o n diti o n t h at a 0 a n d eit h er a or K a m u st v a ni s h, a K a ¼ 0 . T hi s l e a d s t o

K a ¼ m a x 0 ;
1

2 l

s 2
a

Q a a
; ( 4 6)

s h o wi n g t h at r e c e pt or a b u n d a n c e s gr o w m o n ot o ni c all y wit h Q a a = s 2
a . T hi s e x pl ai n s t h e

c orr el ati o n b et w e e n O S N a b u n d a n c e s K a a n d r e c e pt or S N R s Q a a = s 2
a w h e n t h e r e s p o n s e s ar e

u n c orr el at e d or w e a kl y c orr el at e d.

Fi r s t r e c e p t o r t y p e t o b e a c ti v a t e d
W h e n t h er e i s o nl y o n e a cti v e r e c e pt or, K x ¼ K t ot , K a 6 ¼x ¼ 0 , t h e K K T c o n diti o n s fr o m

E q u a ti o n ( 3 7) ar e a ut o m ati c all y s ati sfi e d. T h e r e c e pt or t h at i s a cti v at e d fir st c a n b e f o u n d i n

t hi s c a s e b y c al c ul ati n g t h e i nf or m ati o n Iðr ; c Þ u si n g E q u a ti o n ( 4) fr o m t h e m ai n t e xt w hil e

a s s u mi n g a n ar bitr ar y i n d e x x f or t h e a cti v e r e c e pt or, a n d t h e n fi n di n g x ¼ x t h at yi el d s t h e

m a xi m u m v al u e. Wit h o ut l o s s of g e n er alit y, w e c a n p er m ut e t h e r e c e pt or i n di c e s s u c h t h at

x ¼ 1 . U si n g E q u a ti o n ( 1 9) a n d s etti n g K 1 ¼ K t ot , w e h a v e:

I1 ðr ; c Þ ¼
1

2
Tr l o gðI þ K S 1 Q Þ ¼

1

2
l o gd et ðI þ K S 1 Q Þ

¼
1

2
l o g

1 þ K t ot Q 1 1 = s 2
1 K t ot Q 1 2 = s 2

1 K t ot Q 1 M = s 2
1

0 1 0

..

. . .
.

0 0 1

¼
1

2
l o gð1 þ

K t ot Q 1 1

s 2
1

Þ :

( 4 7)

T h u s, i n g e n er al, t h e i nf or m ati o n w h e n o nl y r e c e pt or t y p e x i s a cti v at e d i s gi v e n b y

Ix ðr ; c Þ ¼
1

2
l o gð1 þ

K t ot Q x x

s 2
x

Þ ; ( 4 8)

w hi c h i m pli e s t h at i nf or m ati o n i s m a xi mi z e d w h e n x m at c h e s t h e r e c e pt or c orr e s p o n di n g t o

t h e hi g h e st r ati o b et w e e n t h e di a g o n al v al u e of t h e o v erl a p m atri x Q a n d t h e r e c e pt or

v ari a n c e i n t h at c h a n n el s 2
x ; t h at i s t h e r e c e pt or t h at m a xi mi z e s t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o:
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x ¼ ar g m a x
Q x x

s 2
x

¼ ar g m a x ~Q x x ar g m a x S N R x : ( 4 9)

A n ot h er w a y t o t hi n k of t hi s r e s ult i s b y e m pl o yi n g t h e u s u al e x pr e s si o n f or t h e c a p a cit y of a

si n gl e G a u s si a n c h a n n el, a n d t h e n fi n di n g t h e c h a n n el t h at m a xi mi z e s t hi s c a p a cit y.

I n v a ri a n c e of m u t u al i nf o r m a ti o n u n d e r i n v e r ti bl e a n d diff e r e n ti a bl e
t r a n sf o r m a ti o n s
C o n si d er t h e m ut u al i nf or m ati o n b et w e e n t w o v ari a bl e s r 2 R M a n d c 2 R N :

Iðr ;c Þ ¼

Z

d M r d N c P ðr ;c Þ l o g
P ðr jc Þ

P ðr Þ
: ( 5 0)

L et u s n o w d efi n e t w o diff er e nt v ari a bl e s t h at d e p e n d o n r a n d c i n a n i n v erti bl e a n d

c o nti n u o u sl y- diff er e nti a bl e ( b ut i n g e n er al n o nli n e ar) w a y,

y ¼ y ðr Þ ; x ¼ x ðc Þ : ( 5 1)

T h e j oi nt pr o b a bilit y di stri b uti o n f or t h e n e w v ari a bl e s i s r el at e d t o t h e j oi nt di stri b uti o n of t h e

ori gi n al v ari a bl e s t hr o u g h t h e J a c o bi a n d et er mi n a nt s,

P ðy ;x Þ ¼ P ðr ; c Þ d et J r d et J c ; ( 5 2)

w h er e

J r ¼

q r 1

q y 1
... q r 1

q y M

..

. . .
. ..

.

q r M

q y 1
... q r M

q y M

0

B
B
B
@

1

C
C
C
A

; J c ¼

q c 1

q x 1
... q c 1

q x N

..

. . .
. ..

.

q c N

q x 1
... q c N

q x N

0

B
B
B
@

1

C
C
C
A

: ( 5 3)

F or t h e m ar gi n al s, w e h a v e

P ðy Þ ¼

Z

d N x P ðy ;x Þ ¼

Z

d N c
1

d et J c
P ðr ;c Þ d et J r d et J c ¼ P ðr Þ d et J r ;

P ðx Þ ¼

Z

d M y P ðy ;x Þ ¼

Z

d M r
1

d et J r
P ðr ; c Þ d et J r d et J c ¼ P ðc Þ d et J c ;

( 5 4)

w h er e w e u s e d t h e st a n d ar d s u b stit uti o n f or m ul a f or m ulti pl e i nt e gr al s. W e c a n n o w

c al c ul at e t h e m ut u al i nf or m ati o n b et w e e n t h e n e w v ari a bl e s:

Iðy ;x Þ ¼

Z

d M y d N x P ðy ;x Þ l o g
P ðy jx Þ

P ðy Þ
¼

Z

d M y d N x P ðy ;x Þ l o g
P ðy ;x Þ

P ðy ÞP ðx Þ

¼

Z

d M r d N c
1

d et J r

1

d et J c
P ðr ; c Þ d et J r d et J c l o g

P ðr ;c Þ d et J r d et J c

P ðr Þ d et J r P ðc Þ d et J c

¼

Z

d M r d N c P ðr ;c Þ l o g
P ðr ;c Þ

P ðr ÞP ðc Þ

Iðr ;c Þ :

( 5 5)

T h u s, i n v erti bl e a n d c o nti n u o u sl y- diff er e nti a bl e tr a n sf or m ati o n s of eit h er t h e r e s p o n s e

v ari a bl e s r or t h e c o n c e ntr ati o n v ari a bl e s c i n o ur m o d el l e a v e t h e m ut u al i nf or m ati o n

u n c h a n g e d.

M ul ti pl e gl o m e r uli wi t h t h e s a m e affi ni t y p r ofil e
I n m a m m al s, t h e a x o n s fr o m n e ur o n s e x pr e s si n g a gi v e n r e c e pt or t y p e c a n pr oj e ct t o

a n y w h er e fr o m 2 t o 1 6 diff er e nt gl o m er uli. H er e w e s h o w t h at i n o ur s et u p, i nf or m ati o n

tr a n sf er o nl y d e p e n d s o n t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s of a gi v e n t y p e, a n d n ot o n t h e n u m b er

of gl o m er uli t o w hi c h t h e y pr oj e ct.
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T h e k e y o b s er v ati o n i s t h at m ut u al i nf or m ati o n, E q u a ti o n ( 3) i n t h e m ai n t e xt, i s u n c h a n g e d

w h e n t h e r e s p o n s e s a n d/ or c o n c e ntr ati o n s ar e m o difi e d b y i n v erti bl e tr a n sf or m ati o n s ( s e e

pr e vi o u s s e cti o n). I n p arti c ul ar, li n e ar tr a n sf or m ati o n s of t h e r e s p o n s e s d o n ot aff e ct t h e

i nf or m ati o n v al u e s. S u p p o s e t h at w e h a v e a c a s e i n w hi c h t w o r e c e pt or s p a n d q h a v e i d e nti c al

affi niti e s, s o t h at S pi ¼ S qi f or all o d or a nt s i. W e c a n t h e n f or m li n e ar c o m bi n ati o n s of t h e

c orr e s p o n di n g gl o m er ul ar r e s p o n s e s,

r þ ¼ r p þ r q ¼ ðK p þ K q Þ
X

i

S pi c i þ h p

ffiffiffiffi
K

p
p þ h q

ffiffiffiffi
K

p
q ;

r ¼ K q r p K p r q ¼ h p K q

ffiffiffiffi
K

p
p h q K p

ffiffiffiffi
K

p
q ;

( 5 6)

a n d c o n si d er a tr a n sf or m ati o n t h at r e pl a c e s ðr p ; r q Þ wit h ðr þ ; r Þ. Si n c e r i s p ur e n oi s e, t h at

i s it d o e s n ot d e p e n d o n t h e c o n c e ntr ati o n v e ct or c i n a n y w a y, it h a s n o eff e ct o n t h e m ut u al

i nf or m ati o n.

W e h a v e t h u s s h o w n t h at t h e a m o u nt of i nf or m ati o n t h at M r e c e pt or t y p e s c o nt ai n a b o ut

t h e e n vir o n m e nt w h e n t w o of t h e r e c e pt or s h a v e i d e nti c al affi nit y pr ofil e s i s t h e s a m e a s if

t h er e w er e o nl y M 1 r e c e pt or t y p e s. T h e t w o r e d u n d a nt r e c e pt or s c a n b e r e pl a c e d b y a

si n gl e o n e wit h a n a b u n d a n c e e q u al t o t h e s u m of t h e a b u n d a n c e s of t h e t w o ori gi n al

r e c e pt or s. T h e s u m of t w o G a u s si a n v ari a bl e s wit h t h e s a m e m e a n i s G a u s si a n it s elf a n d h a s a

v ari a n c e e q u al t o t h e s u m of t h e v ari a n c e s of t h e t w o v ari a bl e s, m e a ni n g t h at t h e n oi s e t er m

h þ i n t h e r þ r e s p o n s e h a s v ari a n c e
K p s 2

p þ K q s 2
q

K p þ K q
.
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A p p e n di x 3

D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9. 0 1 2

A n o nli n e a r r e s p o n s e e x a m pl e

E s ti m a ti n g t h e m u t u al i nf o r m a ti o n n u m e ri c all y

C o n si d er a n e xt e n si o n of o ur m o d el i n w hi c h t h e r e s p o n s e s d e p e n d i n a n o nli n e ar w a y o n

c o n c e ntr ati o n s, b ut ar e still s u bj e ct t o p ur e G a u s si a n n oi s e:

r a ¼ fa ðc Þ þ
1
ffiffiffiffiffiffi
K a

p h a ; h a ~ N ð 0 ;s 2
a Þ : ( 5 7)

N ot e t h at h er e w e ar e c al c ul ati n g t h e a v er a g e O S N r e s p o n s e r a ¼ r a = K a , w hil e i n t h e m ai n t e xt

w e u s e d t h e t ot al r e s p o n s e r a . A s f ar a s m ut u al i nf or m ati o n c al c ul ati o n s ar e c o n c er n e d, t h e

diff er e n c e b et w e e n r a a n d r a d o e s n ot m att er, a s t h e y ar e r el at e d b y a n i n v erti bl e

tr a n sf or m ati o n.

U nl e s s t h e f u n cti o n s fa ar e li n e ar, a cl o s e d-f or m s ol uti o n f or t h e m ut u al i nf or m ati o n

b et w e e n c o n c e ntr ati o n s a n d r e s p o n s e s c a n n ot b e f o u n d. It i s t h u s n e c e s s ar y t o c al c ul at e t h e

m ut u al i nf or m ati o n i nt e gr al n u m eri c all y. W e c a n still d o p art of t h e c al c ul ati o n a n al yti c all y,

t h o u g h:

Iðr ;c Þ ¼

Z

d M r d N c P ðr ;c Þ l o g
P ðr jc Þ

P ðr Þ

¼

Z

d M r Pðr Þ l o g P ðr Þ þ

Z

d N c P ðc Þ d M r Pðr c Þ l o g P ðr jc Þ :

( 5 8)

I n o ur c a s e, P ðr jc Þ i s a m ulti v ari at e G a u s si a n di stri b uti o n w h o s e c o v ari a n c e m atri x i s S K 1 a n d

d o e s n ot d e p e n d o n t h e c o n c e ntr ati o n s. T hi s m e a n s t h at t h e c i nt e gr al i n t h e s e c o n d t er m c a n

b e p erf or m e d i n d e p e n d e ntl y of t h e r i nt e gr al, i n w hi c h c a s e it dr o p s o ut of t h e c al c ul ati o n, a s

it i s e q u al t o 1. T h e r i nt e gr al i s si m pl y t h e n e g ati v e e ntr o p y of a m ulti v ari at e G a u s si a n

di stri b uti o n, a n d i s t h u s e q u al t o

Z

d M r P ðr jc Þ l o g P ðr jc Þ ¼
1

2
l o gd et S K 1 M

2
l o g2 p e

¼
1

2

X

a

l o gð2 p e
s 2

a

K a
Þ :

( 5 9)

T h e fir st t er m i n E q u a ti o n ( 5 8) i s t h e e ntr o p y of t h e r e s p o n s e s, w hi c h n e e d s t o b e c al c ul at e d

n u m eri c all y. W e u s e a hi st o gr a m m et h o d, i n w hi c h w e s plit t h e s p a c e of p o s si bl e r e s p o n s e s

al o n g e a c h di m e n si o n i nt o bi n s of e q u al si z e D . W e t h e n e sti m at e t h e pr o b a bilit y i n e a c h bi n. If

i1 . . . iM i n d e x e s t h e bi n s, w e c a n t h e n t hi n k of t h e r e s p o n s e di stri b uti o n a s a di s cr et e P D F

P i1 ...iM , a n d w e c a n e sti m at e t h e e ntr o p y u si n g

H ðr Þ ¼

Z

d M r Pðr Þ l o gP ðr Þ »
X

i1 ...iM

P i1 ...iM l o g
P i1 ...iM

D M : ( 6 0)

I n t hi s a p pr o a c h, t h e c h all e n g e r e m ai n s t o e sti m at e t h e P D F of t h e r e s p o n s e s,

P ðr Þ ¼

Z

d N c P ðc ÞP ðr jc Þ ¼
1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2 p Þ M d et S K 1

q

Z

d N c P ðc Þ e x p
1

2
r f ðc Þð Þ T K S 1 r f ðc Þð Þ ( 6 1)

w h er e f i s t h e v e ct or of r e s p o n s e f u n cti o n s f ¼ ð f1 ; . . . ; fM Þ. W e d o t hi s u si n g a s a m pli n g

t e c h ni q u e b a s e d o n t h e l a w of l ar g e n u m b er s. Gi v e n n s a m pl e c o n c e ntr ati o n v e ct or s c i dr a w n

fr o m t h e pr o b a bilit y di stri b uti o n P ðc Þ, w e h a v e
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P ðr Þ ¼ E P ðc Þ f
1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2 p Þ M d et S K 1

q e x p ½
1

2
ðr f ðc ÞÞ T K S 1 ðr f ðc ÞÞ g

»
1

n

X

i

1
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð2 p Þ M d et S K 1

q e x p ½
1

2
ðr f ðc iÞÞ

T K S 1 ðr f ðc iÞÞ ;

( 6 2)

w h er e E P ðc Þ f g d e n ot e s t h e e x p e ct e d v al u e u n d er t h e di stri b uti o n of c o n c e ntr ati o n s. W e

u s e t hi s f or m ul a t o e sti m at e t h e hi st o gr a m el e m e nt s P i1 ...iM a n d t h e n u s e E q u a ti o n ( 6 0) t o

e sti m at e t h e r e s p o n s e e ntr o p y H ðr Þ. W e t h e n pl u g H ðr Þ a n d E q u a ti o n ( 5 9) i nt o E q u a ti o n ( 5 8)

t o fi n d t h e m ut u al i nf or m ati o n. N ot e t h at w e h a v e n ot a s s u m e d a n yt hi n g a b o ut t h e n at ur al

di stri b uti o n of o d or c o n c e ntr ati o n s, P ðc Þ, s o t h at w e ar e n ot r e stri ct e d t o G a u s si a n

e n vir o n m e nt s wit h t hi s m et h o d.

C o m p e ti ti v e bi n di n g m o d el
T h e w a y i n w hi c h olf a ct or y n e ur o n s r e s p o n d t o ar bitr ar y mi xt ur e s of o d or a nt s i s n ot c o m pl et el y

u n d er st o o d. H o w e v er, si m pl e ki n eti c m o d el s i n w hi c h diff er e nt o d or a nt m ol e c ul e s c o m p et e f or

t h e s a m e r e c e pt or bi n di n g sit e h a v e b e e n s h o w n t o c a pt ur e m u c h of t h e o b s er v e d b e h a vi or

(Si n g h e t al., 2 0 1 8 ). I n s u c h m o d el s, t h e a cti v ati o n of a n O S N of t y p e a i n r e s p o n s e t o a s et of

o d or a nt s wit h c o n c e ntr ati o n s c i i s gi v e n b y

r a ¼

P
i e ai c i= E C 5 0 ai

1 þ
P

i c i= E C 5 0 ai
; ( 6 3)

w h er e E C 5 0 ai i s t h e c o n c e ntr ati o n of o d or a nt i f or w hi c h t h e r e s p o n s e f or t h e O S N of t y p e a

r e a c h e s h alf it s m a xi m u m, a n d e ai i s t h e m a xi m u m r e s p o n s e eli cit e d b y o d or a nt i i n a n O S N of

t y p e a .

R e s ul t s f r o m a t o y p r o bl e m
T h e c o m p ut ati o n ti m e fr o m t h e m et h o d o utli n e d a b o v e f or c al c ul ati n g m ut u al i nf or m ati o n

gr o w s e x p o n e nti all y wit h t h e di m e n si o n alit y M of t h e r e s p o n s e s p a c e. A d diti o n all y, it gr o w s

li n e arl y wit h t h e n u m b er n of s a m pl e s dr a w n fr o m t h e o d or di stri b uti o n, w hi c h i n t ur n n e e d s t o

gr o w e x p o n e nti all y wit h t h e n u m b er N of o d or a nt s w e ar e c o n si d eri n g i n or d er t o s a m pl e

c o n c e ntr ati o n s p a c e s uffi ci e ntl y w ell. F or t hi s r e a s o n, l ar g e- s c al e si m ul ati o n s i n v ol vi n g t hi s

m et h o d ar e i nf e a si bl e.

T h u s w e f o c u s e d o n a si m pl e e x a m pl e wit h M ¼ 3 r e c e pt or s a n d N ¼ 1 5 o d or a nt s. W e u s e d

a n ar bitr ar y s u b s et of el e m e nt s fr o m t h e fl y s e n si n g m atri x a n d a p air of r a n d o ml y- g e n er at e d

n o n- o v erl a p pi n g e n vir o n m e nt s ( A p p e n di x 3 —fi g u r e 1 ) t o fir st c al c ul at e t h e o pti m al r e c e pt or

di stri b uti o n u si n g t h e li n e ar m et h o d d e s cri b e d i n t h e m ai n t e xt ( A p p e n di x 3 —fi g u r e 2 , t o p).

W e c h o s e t h e s c al e of t h e e n vir o n m e nt c o v ari a n c e m atri c e s t o g et a v ari a bilit y i n t h e

r e s p o n s e s of ar o u n d 1, l ar g e e n o u g h t o e nt er t h e n o nli n e ar r e gi m e w h e n u si n g t h e n o nli n e ar

r e s p o n s e f u n cti o n ( d e s cri b e d b el o w). W e t h e n s et t h e t ot al n e ur o n p o p ul ati o n t o K t ot ¼ 2 0 0 ,

w hi c h p ut u s i n a n i nt er m e di at e S N R r e gi m e i n w hi c h all t h e r e c e pt or t y p e s w er e u s e d i n t h e

o pti m al di stri b uti o n, b ut t h eir a b u n d a n c e s w er e diff er e nt ( A p p e n di x 3 —fi g u r e 2 , t o p).

2 4 6 8 1 0 1 2 1 4
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1 0
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1 0
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0. 5

a b

e n vir o n m e nt 1 e n vir o n m e nt 2
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A p p e n di x 3 —fi g u r e 2. C o m p ari n g r e s ult s fr o m t h e li n e ar m o d el i n t h e m ai n t e xt t o r e s ult s

b a s e d o n a n o nli n e ar r e s p o n s e f u n cti o n. T h e t o p r o w s h o w s t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n

o bt ai n e d u si n g t h e li n e ar m o d el f or a s y st e m wit h t hr e e r e c e pt or t y p e s a n d 1 5 o d or a nt s. T h e

mi d dl e r o w s h o w s h o w t h e e sti m at e d m ut u al i nf or m ati o n v ari e s wit h O S N a b u n d a n c e s i n a

n o nli n e ar m o d el b a s e d o n a c o m p etiti v e bi n di n g r e s p o n s e f u n cti o n. T h e b ott o m r o w s s h o w s

t h e o pti m al r e c e pt or di stri b uti o n fr o m t h e n o nli n e ar m o d el, o bt ai n e d b y fi n di n g t h e c ell s i n

t h e mi d dl e r o w i n w hi c h t h e i nf or m ati o n i s m a xi mi z e d.
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I n t h e li n e ar a p pr o xi m ati o n, w e f o u n d t h at r e c e pt or 1 i s u n d er-r e pr e s e nt e d i n e n vir o n m e nt

1, w hil e i n e n vir o n m e nt 2 r e c e pt or 3 h a s v er y l o w a b u n d a n c e. W e w a nt e d t o s e e h o w m u c h

t hi s r e s ult i s aff e ct e d b y a n o nli n e ar r e s p o n s e f u n cti o n. W e u s e d a c o m p etiti v e bi n di n g m o d el

a s d e s cri b e d a b o v e i n w hi c h t h e m atri x of E C 5 0 v al u e s w a s t a k e n e q u al t o t h e s e n si n g m atri x

u s e d i n t h e li n e ar c a s e, a n d t h e effi c a ci e s e ai w er e all s et t o 1:

r a ¼

P
i S ai c i

1 þ
P

i S ai c i
þ

1
ffiffiffiffiffiffi
K a

p h a : ( 6 4)

T o c al c ul at e t h e m ut u al i nf or m ati o n b et w e e n r e s p o n s e s a n d c o n c e ntr ati o n s f or a fi x e d

c h oi c e of n e ur o n a b u n d a n c e s K a , w e u s e d t h e pr o c e d ur e o utli n e d a b o v e wit h 2 0 bi n s b et w e e n

– 0. 7 5 a n d 1. 5 f or e a c h of t h e r e s p o n s e di m e n si o n s. W e s a m pl e d n ¼ 1 0 4 c o n c e ntr ati o n v e ct or s

t o b uil d t h e r e s p o n s e hi st o gr a m. W e c al c ul at e d t h e i nf or m ati o n v al u e s i n b ot h e n vir o n m e nt s at

a 1 0 1 0 gri d of O S N a b u n d a n c e s ( A p p e n di x 3 —fi g u r e 2 , mi d dl e r o w), a n d f o u n d t h e c ell

w hi c h m a xi mi z e d t h e i nf or m ati o n. T h e O S N a b u n d a n c e s at t hi s m a xi m u m ( A p p e n di x 3 —

fi g u r e 2 , b ott o m) s h o w t h e s a m e p att er n of c h a n g e a s w e f o u n d i n t h e li n e ar a p pr o xi m ati o n,

wit h r e c e pt or s 1 a n d 3 e x c h a n gi n g pl a c e s a s l e a st a b u n d a nt i n t h e O S N p o p ul ati o n.
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R a n d o m e n vi r o n m e n t m a t ri c e s

G e n e r a ti n g r a n d o m c o v a ri a n c e m a t ri c e s

G e n er ati n g pl a u si bl e olf a ct or y e n vir o n m e nt s i s diffi c ult b e c a u s e s o littl e i s k n o w n a b o ut n at ur al

o d or s c e n e s. H o w e v er, it i s r e a s o n a bl e t o e x p e ct t h at t h er e will b e s o m e str o n g c orr el ati o n s.

T hi s c o ul d, f or i n st a n c e, b e d u e t o t h e f a ct t h at a n a ni m al’ s o d or i s c o m p o s e d of s e v er al

diff er e nt o d or a nt s i n fi x e d pr o p orti o n s, a n d t h u s t h e c o n c e ntr ati o n s wit h w hi c h t h e s e o d or a nt s

ar e e n c o u nt er e d will b e c orr el at e d.

T h e m o st str ai g htf or w ar d w a y t o g e n er at e a r a n d o m c o v ari a n c e m atri x w o ul d b e t o t a k e

t h e pr o d u ct of a r a n d o m m atri x wit h it s tr a n s p o s e, G ¼ M M T . T hi s a ut o m ati c all y e n s ur e s t h at

t h e r e s ult i s p o siti v e ( s e mi) d efi nit e. T h e d o w n si d e of t hi s m et h o d i s t h at t h e r e s ulti n g

c orr el ati o n m atri c e s t e n d t o cl u st er cl o s e t o t h e i d e ntit y ( a s s u mi n g t h at t h e e ntri e s of M ar e

c h o s e n i.i. d.). O n e w a y t o a v oi d t hi s w o ul d b e t o u s e m atri c e s M t h at h a v e f e w er c ol u m n s t h a n

r o w s, w hi c h i n d e e d l e a d s t o n o n-tri vi al c orr el ati o n s i n G . H o w e v er, t hi s o nl y g e n er at e s r a n k-

d efi ci e nt c o v ari a n c e m atri c e s w hi c h m e a n s t h at o d or a nt c o n c e ntr ati o n s ar e c o n str ai n e d t o li v e

o n a l o w er- di m e n si o n al h y p er pl a n e. T hi s i s t o o str o n g a c o n str ai nt fr o m a bi ol o gi c al

st a n d p oi nt.

T o a v oi d t h e s e s h ort c o mi n g s, w e u s e d a diff er e nt a p pr o a c h f or g e n er ati n g r a n d o m

c o v ari a n c e m atri c e s. W e s plit t h e pr o c e s s i nt o t w o p art s: w e fir st g e n er at e d a r a n d o m

c orr el ati o n m atri x b y t h e m et h o d d e s cri b e d b el o w, i n w hi c h all t h e v ari a n c e s (i. e. t h e di a g o n al

el e m e nt s) w er e e q u al t o 1; n e xt w e m ulti pli e d e a c h r o w a n d c orr e s p o n di n g c ol u m n b y a

st a n d ar d d e vi ati o n dr a w n fr o m a l o g n or m al di stri b uti o n.

I n or d er t o g e n er at e r a n d o m c orr el ati o n m atri c e s, w e u s e d a m o difi e d f or m of a n al g orit h m

b a s e d o n p arti al c orr el ati o n s ( L e w a n d o w s ki e t al., 2 0 0 9 ). T h e p arti al c orr el ati o n b et w e e n t w o

v ari a bl e s X i a n d X j c o n diti o n e d o n a s et of v ari a bl e s L i s t h e c orr el ati o n c o effi ci e nt b et w e e n

t h e r e si d u al s R i a n d R j o bt ai n e d b y s u btr a cti n g t h e b e st li n e ar fit f or X i a n d X j u si n g all t h e

v ari a bl e s i n L . I n ot h er w or d s, t h e p arti al c orr el ati o n b et w e e n X i a n d X j i s e q u al t o t h at p art of

t h e c orr el ati o n c o effi ci e nt t h at i s n ot e x pl ai n e d b y t h e t w o v ari a bl e s d e p e n di n g o n a c o m m o n

s et of e x pl a n at or y v ari a bl e s, L . I n o ur c a s e t h e X i ar e t h e c o n c e ntr ati o n s of diff er e nt o d or a nt s

i n t h e e n vir o n m e nt a n d t h e p arti al c orr el ati o n s i n q u e sti o n ar e, f or e x a m pl e, t h e c orr el ati o n

b et w e e n a n y p air of t h e o d or a nt s c o n diti o n e d o n t h e r e m ai ni n g o n e s. W e w a nt t o c o n str u ct

t h e u n c o n diti o n e d c orr el ati o n m atri x b et w e e n t h e o d or c o n c e ntr ati o n s v e ct or s of t h e

e n vir o n m e nt. T h er e i s a n al g orit h m t o c o n str u ct t hi s m atri x t h at st art s b y r a n d o ml y dr a wi n g

t h e p arti al c orr el ati o n b et w e e n t h e fir st t w o o d or a nt s X 1 a n d X 2 c o n diti o n e d o n t h e r e st, a n d

t h e n r e c ur si v el y r e d u ci n g t h e si z e of t h e c o n diti o ni n g s et w hil e g e n er ati n g m or e r a n d o m

p arti al c orr el ati o n s u ntil t h e u n- c o n diti o n e d c orr el ati o n v al u e s ar e o bt ai n e d. F or d et ail s, s e e

L e w a n d o w s ki e t al. ( 2 0 0 9) .

T h e s p e cifi c pr o c e d ur e u s e d i n L e w a n d o w s ki e t al. ( 2 0 0 9) dr a w s t h e p arti al c orr el ati o n

v al u e s fr o m b et a di stri b uti o n s wit h p ar a m et er s d e p e n di n g o n t h e n u m b er of el e m e nt s i n t h e

c o n diti o ni n g s et L . T hi s i s d o n e i n or d er t o e n s ur e a u nif or m s a m pli n g of c orr el ati o n m atri c e s.

T hi s, h o w e v er, i s n ot i d e al f or o ur p ur p o s e s b e c a u s e t h e s e s a m pl e s a g ai n t e n d t o cl u st er cl o s e

t o t h e i d e ntit y m atri x. A si m pl e m o difi c ati o n of t h e al g orit h m t h at pr o vi d e s a t u n a bl e a m o u nt

of c orr el ati o n s i s t o k e e p t h e or d er of t h e b et a di stri b uti o n fi x e d a ¼ b ¼ c o nst ( s e e St a c k

E x c h a n g e, at htt p s:// st at s. st a c k e x c h a n g e. c o m/ q/ 1 2 5 0 2 0 ). W h e n t h e p ar a m et er b i s l ar g e w e

o bt ai n e n vir o n m e nt s wit h littl e c orr el ati o n str u ct ur e, w hil e s m all b v al u e s l e a d t o str o n g er

c orr el ati o n s b et w e e n o d or a nt c o n c e ntr ati o n s. T h e f u n cti o n s i m pl e m e nti n g t h e g e n er ati o n of

r a n d o m e n vir o n m e nt s ar e a v ail a bl e o n o ur Git H u b ( R RI D: S C R _ 0 0 2 6 3 0 ) r e p o sit or y at htt p s://

git h u b. c o m/tt e sil e a n u/ Olf a ct or y R e c e pt or Di stri b uti o n ( s e e e n vir o n m e nt/ g e n er at e _r a n d o m _

e n vir o n m e nt. m a n d util s/r a n d c orr. m ).
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P e r t u r bi n g c o v a ri a n c e m a t ri c e s
W h e n c o m p ari n g t h e q u alit ati v e r e s ult s fr o m o ur m o d el a g ai n st e x p eri m e nt s i n w hi c h t h e o d or

e n vir o n m e nt c h a n g e s ( I b a r r a- S o ri a e t al., 2 0 1 7), w e u s e d s m all p ert ur b ati o n s of t h e i niti al a n d

fi n al e n vir o n m e nt s t o e sti m at e err or b ar s o n r e c e pt or a b u n d a n c e s. T o g e n er at e a p ert ur b e d

c o v ari a n c e m atri x, ~G , fr o m a st arti n g m atri x G , w e fir st t o o k t h e m atri x s q u ar e r o ot: a

s y m m etri c m atri x M , w hi c h o b e y s

G ¼ M M T M 2 : ( 6 5)

W e t h e n p ert ur b e d M b y a d di n g n or m all y- di stri b ut e d i.i. d. v al u e s t o it s el e m e nt s,

~M ij ¼ M ij þ s h ij ; ( 6 6)

a n d r e cr e at e d a c o v ari a n c e m atri x b y m ulti pl yi n g t h e p ert ur b e d s q u ar e r o ot wit h it s

tr a n s p o s e,

~G ¼ ~M ~M T : ( 6 7)

T hi s a p pr o a c h e n s ur e s t h at t h e p ert ur b e d m atri x ~G r e m ai n s a v ali d c o v ari a n c e m atri x —

s y m m etri c a n d p o siti v e- d efi nit e — w hi c h w o ul d n ot b e g u ar a nt e e d if t h e r a n d o m p ert ur b ati o n

w a s a d d e d dir e ctl y t o G . W e c h o s e t h e m a g nit u d e s of t h e p ert ur b ati o n s o t h at t h e err or b ar s

i n o ur si m ul ati o n s ar e of c o m p ar a bl e m a g nit u d e t o t h o s e i n t h e e x p eri m e nt s.

W e u s e d a si mil ar m et h o d f or g e n er ati n g t h e r e s ult s fr o m Fi g u r e 3 , w h er e w e n e e d e d t o

a p pl y t h e s a m e p ert ur b ati o n t o t w o diff er e nt e n vir o n m e nt s. Gi v e n t h e e n vir o n m e nt c o v ari a n c e

m atri c e s G k , wit h k 2 f 1 ; 2 g , w e t o o k t h e m atri x s q u ar e r o ot of e a c h e n vir o n m e nt m atri x,

M k ¼ G
1 = 2
k . W e t h e n a d d e d t h e s a m e p ert ur b ati o n t o b ot h, ~M k ¼ M k þ P , t h e n r e c o v er e d

c o v ari a n c e m atri c e s f or t h e p ert ur b e d e n vir o n m e nt s b y s q u ari n g ~M k , ~G k ¼ ~M k
~M T

k . I n t h e

e x a m pl e s u s e d i n t h e m ai n t e xt, t h e p ert ur b ati o n P w a s a m atri x i n w hi c h o nl y o n e c ol u m n w a s

n o n- z er o. T h e el e m e nt s i n t hi s c ol u m n w er e c h o s e n fr o m a G a u s si a n di stri b uti o n wit h z er o

m e a n a n d a st a n d ar d d e vi ati o n fi v e ti m e s l ar g er t h a n t h e s q u ar e r o ot of t h e m e di a n el e m e nt

of G 1 . T hi s c h oi c e w a s ar bitr ar y a n d w a s m a d e t o o bt ai n a vi si bl e c h a n g e i n t h e o pti m al

r e c e pt or a b u n d a n c e s b et w e e n t h e ‘ c o ntr ol’ a n d ‘ e x p o s e d’ e n vir o n m e nt s.

Fi n all y, w e e m pl o y e d t hi s a p pr o a c h al s o f or g e n er ati n g n o n- o v erl a p pi n g e n vir o n m e nt s.

Gi v e n t w o e n vir o n m e nt s G 1 a n d G 2 a n d t h eir m atri x s q u ar e r o ot s M 1 a n d M 2 , w e r e d u c e d t h e

a m o u nt of v ari a n c e i n t h e fir st h alf of M 1 ’ s c ol u m n s a n d i n t h e s e c o n d h alf of M 2 ’ s. W e di d t hi s

b y di vi di n g t h o s e c ol u m n s b y a c o n st a nt f a ct or f , w hi c h i n t hi s c a s e w e c h o s e t o b e f ¼ 4 . W e

t h e n u s e d t h e r e s ulti n g m atri c e s ~M k t o g e n er at e c o v ari a n c e m atri c e s ~G k ¼ ~M k
~M T

k wit h l ar g el y

n o n- o v erl a p pi n g o d or s.
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D e ri vi n g t h e d y n a mi c al m o d el
T o t ur n t h e m a xi mi z ati o n r e q uir e m e nt i nt o a d y n a mi c al m o d el, w e e m pl o y a gr a di e nt a s c e nt

ar g u m e nt. Gi v e n t h e c urr e nt a b u n d a n c e s K a , w e d e m a n d t h at t h e y c h a n g e i n pr o p orti o n t o

t h e c orr e s p o n di n g c o m p o n e nt s of t h e i nf or m ati o n gr a di e nt, pl u s a L a gr a n g e m ulti pli er t o

i m p o s e t h e c o n str ai nt o n t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s:

_K a ¼ 2 a
q I

q K a
l ¼ a ð ~Q 1 þ K Þ 1

a a l
h i

: ( 6 8)

T h e br ai n d o e s n ot h a v e dir e ct a c c e s s t o t h e o v erl a p m atri x Q , b ut it c o ul d m e a s ur e t h e

r e s p o n s e c o v ari a n c e m atri x R fr o m E q u a ti o n ( 1 3) . T h u s, w e c a n writ e t h e d y n a mi c s a s

_K a ¼ a f½ ~Q ðI þ K ~Q Þ 1
a a l g

¼ a f½ K 1 ðS 1 = 2 R K 1 S 1 = 2 IÞS 1 = 2 K R 1 S 1 = 2
a a l g

¼ a f K 1
a l ðS 1 = 2 R 1 S 1 = 2 Þ a a g

¼ a f K 1
a l s 2

a R
1

a a g ;

( 6 9)

w h er e w e u s e d t h e f a ct t h at S 1 = 2 a n d K ar e di a g o n al a n d t h u s c o m m ut e. T h e s e e q u ati o n s

d o n ot y et o b e y t h e n o n- n e g ati vit y c o n str ai nt o n t h e r e c e pt or a b u n d a n c e s. T h e di v er g e n c e i n

t h e K 1
a t er m w o ul d s u p erfi ci all y a p p e ar t o e n s ur e t h at p o siti v e a b u n d a n c e s st a y p o siti v e, b ut

t h er e i s a hi d d e n q u a dr ati c di v er g e n c e i n t h e r e s p o n s e c o v ari a n c e t er m, R 1
a a ; s e e

E q u a ti o n ( 1 3) . T o e n s ur e t h at all c o n str ai nt s ar e s ati sfi e d w hil e a v oi di n g di v er g e n c e s, w e

m ulti pl y t h e ri g ht- h a n d- si d e of E q u a ti o n ( 6 9) b y K 2
a , yi el di n g

_K a ¼ a ½K a K 2
a ðl þ s 2

a R
1

a a Þ ; ( 7 0)

w hi c h i s t h e s a m e a s E q u a ti o n ( 9) fr o m t h e m ai n t e xt.

If w e k e e p t h e L a gr a n g e m ulti pli er l c o n st a nt, t h e a s y m pt oti c v al u e f or t h e t ot al n u m b er of

n e ur o n s K t ot will d e p e n d o n t h e st ati sti c al str u ct ur e of olf a ct or y s c e n e s. If i n st e a d w e w a nt t o

e nf or c e t h e c o n str ai nt
P

K a ¼ K t ot f or a pr e d et er mi n e d K t ot , w e c a n pr o m ot e l it s elf t o a

d y n a mi c al v ari a bl e,

d l

dt
¼ b ½

X

a

K a K t ot ; ( 7 1)

w h er e b i s a n ot h er l e ar ni n g r at e. Pr o vi d e d t h at t h e d y n a mi c s of l i s s uffi ci e ntl y sl o w

c o m p ar e d t o t h at of t h e n e ur o n al p o p ul ati o n s K a , t hi s will t u n e t h e e x p eri e n c e-i n d e p e n d e nt

c o m p o n e nt of t h e n e ur o n al d e at h r at e u ntil t h e t ot al p o p ul ati o n st a bili z e s at K t ot .
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I n t e r p r e t a ti o n of di a g o n al el e m e n t s of t h e i n v e r s e
o v e rl a p m a t ri x
I n t h e m ai n t e xt w e s a w t h at t h e di a g o n al el e m e nt s of t h e i n v er s e o v erl a p m atri x Q 1

a a w er e

r el at e d t o t h e a b u n d a n c e s of O S N s K a . S p e cifi c all y,

K a »
1

l
s 2

a Q
1

a a ; ( 7 2)

w h er e l i s a L a gr a n g e m ulti pli er i m p o si n g t h e c o n str ai nt o n t h e t ot al n u m b er of n e ur o n s.

A s n ot e d ar o u n d E q u a ti o n ( 1 3) a b o v e, t h e o v erl a p m atri x Q i s r el at e d t o t h e r e s p o n s e

c o v ari a n c e m atri x R : i n p arti c ul ar, Q i s e q u al t o R w h e n t h er e i s a si n gl e r e c e pt or of e a c h t y p e

(K a ¼ 1 ) a n d t h er e i s n o n oi s e ( s a ¼ 0 ). T h at i s, t h e o v erl a p m atri x m e a s ur e s t h e c o v ari a n c e s

b et w e e n r e s p o n s e s i n t h e a b s e n c e of n oi s e. T hi s m e a n s t h at it s i n v er s e A ¼ Q 1 i s eff e cti v el y a

s o- c all e d ‘ pr e ci si o n m atri x’. Di a g o n al el e m e nt s of a pr e ci si o n m atri x ar e i n v er s el y r el at e d t o

c orr e s p o n di n g di a g o n al el e m e nt s of t h e c o v ari a n c e m atri x (i. e. t h e v ari a n c e s), b ut, a s w e will

s e e b el o w, t h e y ar e al s o m o n ot o ni c all y r el at e d t o p ar a m et er s t h at m e a s ur e h o w w ell e a c h

r e c e pt or r e s p o n s e c a n b e li n e arl y pr e di ct e d fr o m all t h e ot h er s. Si n c e r e c e pt or r e s p o n s e s t h at

eit h er d o n ot fl u ct u at e m u c h or w h o s e v al u e s c a n b e g u e s s e d b a s e d o n t h e r e s p o n s e s of ot h er

r e c e pt or s ar e n ot v er y i nf or m ati v e, w e w o ul d e x p e ct t h at a b u n d a n c e s K a ar e l o w w h e n t h e

c orr e s p o n di n g di a g o n al el e m e nt s of t h e i n v er s e o v erl a p m atri x A a a ar e hi g h, w hi c h i s w h at w e

s e e. I n t h e f oll o wi n g w e gi v e a s h ort d eri v ati o n of t h e c o n n e cti o n b et w e e n t h e di a g o n al

el e m e nt s of pr e ci si o n m atri c e s a n d li n e ar pr e di cti o n of r e c e pt or r e s p o n s e s.

L et u s w or k i n t h e p arti c ul ar c a s e i n w hi c h t h er e i s o n e c o p y of e a c h r e c e pt or a n d w h er e

t h er e i s n o n oi s e, s o t h at Q ¼ R , t h at i s Q ij ¼ h r ir ji hr iihr ji. Wit h o ut l o s s of g e n er alit y, w e

f o c u s o n c al c ul ati n g t h e fir st di a g o n al el e m e nt of t h e i n v er s e o v erl a p m atri x, A 1 1 , w h er e

A ¼ Q 1 . F or n ot ati o n al c o n v e ni e n c e, w e will al s o d e n ot e t h e m e a n- c e nt er e d fir st r e s p o n s e

v ari a bl e b y y r 1 hr 1 i, a n d t h e s u b s e q u e nt o n e s b y x a r a þ 1 hr a þ 1 i. T h e n t h e c o v ari a n c e

m atri x Q c a n b e writt e n i n bl o c k f or m

Q ¼
hy 2 i hy x T i

hy x i M
; ( 7 3)

w h er e M i s

M ¼ hx x T i ; ( 7 4)

a n d x i s a c ol u m n v e ct or c o nt ai ni n g t h e x a v ari a bl e s. U si n g t h e d efi niti o n of t h e i n v er s e

t o g et h er wit h L a pl a c e’ s f or m ul a f or d et er mi n a nt s, w e g et

A 1 1 ¼
d et M

d et Q
: ( 7 5)

U si n g t h e S c h ur d et er mi n a nt i d e ntit y ( d eri v e d a b o v e) o n t h e bl o c k f or m ( E q u a ti o n ( 7 3) ) of t h e

m atri x Q ,

A 1 1 ¼
d et M

d et M d et ½hy 2 i hy x T iM 1 hy x i

¼
1

hy 2 i hy x T iM 1 hy x i
;

( 7 6)

w h er e w e u s e d t h e f a ct t h at t h e ar g u m e nt of t h e s e c o n d d et er mi n a nt i s a s c al ar.

N o w, c o n si d er a p pr o xi m ati n g t h e fir st r e s p o n s e v ari a bl e y b y a li n e ar f u n cti o n of all t h e

ot h er s:
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y ¼ a T x þ q ; ( 7 7)

w h er e q i s t h e r e si d u al. N ot e t h at w e d o n ot n e e d a n i nt er c e pt t er m b e c a u s e w e m e a n-

c e nt er e d o ur v ari a bl e s, hy i ¼ h x i ¼ 0 . Fi n di n g t h e c o effi ci e nt s a t h at l e a d t o a b e st fit (i n t h e

l e a st- s q u ar e s s e n s e) r e q uir e s mi ni mi zi n g t h e v ari a n c e of t h e r e si d u al, a n d a s h ort c al c ul ati o n

yi el d s

a ¼ ar g mi n a hq i 2 ¼ ar g mi n a ðy a T x Þ 2 ¼ M 1 hy x i ; ( 7 8)

w h er e M i s t h e s a m e a s t h e m atri x d efi n e d i n E q u a ti o n ( 7 4) .

T h e c o effi ci e nt of d et er mi n ati o n 2 i s d efi n e d a s t h e r ati o of e x pl ai n e d v ari a n c e t o t ot al

v ari a n c e of t h e v ari a bl e y ,

2 ¼
hða T x Þ 2 i

hy 2 i
¼

a T hx x T ia

hy 2 i
¼

hy x T iM 1 M M 1 hy x i

hy 2 i

¼
hy x T iM 1 hy x i

hy 2 i
:

( 7 9)

C o m p ari n g t hi s t o E q u a ti o n ( 7 6) , w e s e e t h at

A 1 1 ¼
1

hy 2 i

1

1 2
; ( 8 0)

s h o wi n g t h at t h e di a g o n al el e m e nt s of t h e pr e ci si o n m atri x ar e m o n ot o ni c all y r el at e d t o t h e

g o o d n e s s- of-fit p ar a m et er 2 t h at i n di c at e s h o w w ell t h e c orr e s p o n di n g v ari a bl e c a n b e

li n e arl y pr e di ct e d b y all t h e ot h er v ari a bl e s. I n a d diti o n, t h e i n v er s e d e p e n d e n c e o n t h e

v ari a n c e of t h e r e s p o n s e hy i 2 s h o w s t h at v ari a bl e s t h at d o n ot fl u ct u at e m u c h (l o w hy i 2 ) l e a d t o

hi g h di a g o n al v al u e s of t h e pr e ci si o n m atri x . Fr o m E q u a ti o n ( 7 2) , w e s e e t h at t h e s e v ari a n c e s

s h o ul d b e c o n si d er e d ‘l ar g e’ or ” s m all’ i n c o m p ari s o n wit h t h e n oi s e l e v el i n e a c h r e c e pt or

(s a ). Si n c e r e c e pt or r e s p o n s e s t h at eit h er d o n ot fl u ct u at e m u c h or w h o s e v al u e s c a n b e

g u e s s e d b a s e d o n t h e r e s p o n s e s of ot h er r e c e pt or s ar e n ot v er y i nf or m ati v e, w e s h o ul d fi n d

t h at r e c e pt or a b u n d a n c e s K a ar e l o w w h e n t h e c orr e s p o n di n g di a g o n al el e m e nt s of t h e

i n v er s e o v erl a p m atri x A a a ¼ Q 1
a a ar e hi g h.

T e şil e a n u et al . e Lif e 2 0 1 9; 8: e 3 9 2 7 9. D OI: htt p s:// d oi. or g/ 1 0. 7 5 5 4/ e Lif e. 3 9 2 7 9 3 9 of 3 9

R e s e ar c h arti cl e P h y si c s of Li vi n g S y st e m s

https://doi.org/10.7554/eLife.39279

