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A b s t r a c t. I n t hi s p a p e r, w e p r e s e nt a n a d a p ti v e r e s c ali n g m e t h o d f o r c o m p u ti n g a s h ri n ki n g
i nt e rf a c e i n a H el e- S h a w c ell wi t h a ti m e i n c r e a si n g g a p wi d t h b ( t). We f o c u s o u r s t u d y o n a o n e-
p h a s e i nt e ri o r H el e- S h a w p r o bl e m w h e r e a bl o b of fl ui d, s u r r o u n d e d b y ai r, d y n a mi c all y r e s p o n d s
t o t h e c h a n gi n g g a p wi d t h. Li n e a r a n al y si s s u g g e s t s t h a t t h e r e e xi s t t r a n si e nt fi n g e ri n g i n s t a bili ti e s
a n d n o n ci r c ul a r s elf- si mil a r e v ol u ti o n s d e p e n di n g o n t h e d y n a mi c s of t h e g a p b ( t).  U si n g li n e a r
t h e o r y, w e i d e ntif y a c ri ti c al d y n a mi c g a p t hi c k n e s s b c k ( t) t h a t s e p a r a t e s s t a bl e s h ri n ki n g b e h a vi o r
( s h ri n k a g e li k e a ci r cl e ) f r o m u n s t a bl e s h ri n k a g e ( s h ri n k a g e li k e a fi n g e ri n g p a t t e r n ), w h e r e k i s t h e
w a v e n u m b e r of t h e p e r t u r b a ti o n. T h e g a p b c k t e n d s t o i n fi ni t y a t a fi ni t e ti m e. T o e x pl o r e t h e f ull
n o nli n e a r i nt e rf a c e d y n a mi c s, w e d e v el o p a s p e c t r all y a c c u r a t e b o u n d a r y i nt e g r al m e t h o d i n w hi c h
a n e w ti m e a n d s p a c e r e s c ali n g i s i m pl e m e nt e d. I n t h e r e s c al e d f r a m e, t h e m o ti o n of t h e i nt e rf a c e
i s sl o w e d d o w n, w hil e t h e a r e a / v ol u m e e n cl o s e d b y t h e i nt e rf a c e r e m ai n s u n c h a n g e d. T hi s m e t h o d,
f o r t h e fi r s t ti m e, e n a bl e s u s t o a d a p ti v el y r e m o v e t h e s e v e r e n u m e ri c al s ti ff n e s s i m p o s e d b y t h e
r a pi dl y s h ri n ki n g i nt e rf a c e ( e s p e ci all y a t l a t e ti m e s ) a n d a c c u r a t el y c o m p u t e t h e d y n a mi c s t o f a r
l o n g e r ti m e s t h a n c o ul d p r e vi o u sl y b e a c c o m pli s h e d. N u m e ri c al t e s t s d e m o n s t r a t e t h a t t h e m e t h o d
i s s t a bl e, e ffi ci e nt, a n d a c c u r a t e. We p e rf o r m n o nli n e a r si m ul a ti o n s f o r di ff e r e nt d y n a mi c s of g a p
wi d t h s a n d, w hil e t h e t r a n si e nt i nt e rf a c e d y n a mi c s c a n b e v e r y c o m pl e x, w e fi n d b e h a vi o r g e n e r all y
c o n si s t e nt wi t h t h e p r e di c ti o n s of li n e a r t h e o r y r e g a r di n g t h e c ri ti c al g a p wi d t h. I n p a r ti c ul a r, w e
fi n d t h a t w h e n t h e b ( t) i n c r e a s e s e x p o n e nti all y i n ti m e, t h e n o nli n e a r i nt e rf a c e u n d e r g o e s t r a n si e nt
a n d s o m e ti m e s d r a m a ti c m o r p h ol o gi c al i n s t a bili ti e s b u t e v e nt u all y s h ri n k s a s a ci r cl e. W h e n b = b c k ,
o r l a r g e r g a p wi d t h s a r e u s e d, o u r si m ul a ti o n s r e v e al t h a t a t l o n g ti m e s, t h e i nt e rf a c e e x hi bi t s n o v el,
s t ri ki n gl y t hi n k -f ol d m o r p h ol o gi e s t h a t d o n o t v a ni s h a s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s, s u g g e s ti n g t h e r e e xi s t s
m o d e s el e c ti o n i n t h e n o nli n e a r r e gi m e t h o u g h t h e e v ol u ti o n i s n o t s elf- si mil a r.

K e y w o r d s. s h ri n ki n g i nt e rf a c e, r e s c ali n g s c h e m e, b o u n d a r y i nt e g r al m e t h o d, fi n g e ri n g i n s t a-
bili t y, H el e- S h a w

A M S s u b j e c t cl a s si fi c a ti o n s. 4 5 B 0 5, 7 6 S 0 5, 7 6 D 2 7, 3 5 R 3 7

D O I. 1 0. 1 1 3 7 / 1 8 M 1 1 7 2 5 3 3

1. I n t r o d u c ti o n. I n t h e cl a s si c al r a di al H el e- S h a w p r o bl e m, a l e s s vi s c o u s fl ui d
i s i nj e ct e d i nt o a m o r e vi s c o u s fl ui d c o n fi n e d i n a fi x e d n a r r o w g a p b et w e e n t w o
p a r all el pl at e s. D u ri n g i nj e cti o n, t h e i n n e r l e s s vi s c o u s fl ui d di s pl a c e s t h e o ut e r vi s c o u s
fl ui d a n d t h e i nt e rf a c e s e p a r ati n g t h e t w o fl ui d s e x hi bit s fi n g e ri n g p att e r n s d u e t o t h e
S a ff m a n – T a yl o r i n st a bilit y [ 4 2]. I n p a rti c ul a r, t h e ti p of a fi n g e r m a y s plit a n d d e v el o p

∗ S u b mi t t e d t o t h e j o u r n al' s C o m p u t a ti o n al M e t h o d s i n S ci e n c e a n d E n gi n e e ri n g s e c ti o n Fe b r u a r y
2 6, 2 0 1 8; a c c e p t e d f o r p u bli c a ti o n (i n r e vi s e d f o r m ) J u n e 1 5, 2 0 1 8; p u bli s h e d el e c t r o ni c all y A u g u s t
3 0, 2 0 1 8.

ht t p: / / w w w. si a m. o r g /j o u r n al s / si s c / 4 0- 4 / M 1 1 7 2 5 3. ht ml
F u n di n g: T h e t hi r d a u t h o r' s w o r k w a s s u p p o r t e d b y t h e N a ti o n al S ci e n c e F o u n d a ti o n of C hi n a,

Di vi si o n of M a t h e m a ti c al S ci e n c e s ( N S F- D M S ), g r a nt D M S- 1 1 7 7 1 2 9 0. T h e fif t h a u t h o r' s w o r k w a s
s u p p o r t e d b y N S F- D M S g r a nt s D M S- 1 7 1 9 9 6 0 a n d D M S- 1 7 2 0 4 2 0 a n d b y NI H g r a nt P 5 0 G M 7 6 5 1 6 f o r
a C e nt e r of E x c ell e n c e i n S y s t e m s Bi ol o g y a t t h e U ni v e r si t y of C alif o r ni a, I r vi n e. T h e si x t h a u t h o r' s
w o r k w a s s u p p o r t e d b y N S F- D M S g r a nt s D M S- 1 7 2 0 4 2 0 a n d E C C S- 1 3 0 7 6 2 5.

† D e p a r t m e nt of A p pli e d M a t h e m a ti c s, Illi n oi s I n s ti t u t e of Te c h n ol o g y, C hi c a g o, I L 6 0 6 1 6
( m z h a o 8 @ h a w k.ii t. e d u (f o r m e r ), li x @ii t. e d u, sli @ m a t h.ii t. e d u ).

‡ S c h o ol of M a t h e m a ti c al S ci e n c e s, S h a n g h ai Ji a o t o n g U ni v e r si t y, S h a n g h ai 2 0 0 2 4 0, C hi n a
( w yi n g @ sj t u. e d u. c n ).

§ W. G. P ri t c h a r d L a b o r a t o ri e s, D e p a r t m e nt of M a t h e m a ti c s, P e n n s yl v a ni a S t a t e U ni v e r si t y,
U ni v e r si t y P a r k, P A 1 6 8 0 2 ( a n d r e w. b el m o nt e @ g m ail. c o m ).

¶

Do
wn

lo
ad

ed
 0

9/
19

/1
9 
to

 1
28

.2
00

.1
74

.7
8. 

Re
di

st
ri

bu
ti

on
 s

ub
je

ct
 t

o 
SI

A
M 
li

ce
ns

e 
or
 c

op
yr

ig
ht
; 

se
e 

ht
tp

:/
/

w
w

w.
si

a
m.

or
g/
jo

ur
na

ls
/o

js
a.

ph
p
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i nt o n e w fi n g e r s. T h e r e p etiti o n of t hi s p r o c e s s l e a d s t o d e n s e b r a n c hi n g m o r p h ol o gi e s
[ 4 2, 3 9, 3 3, 6, 2 9, 8, 3 6, 3].

B e si d e s t h e cl a s si c al H el e- S h a w s et u p, t h e r e a r e s e v e r al v a ri a nt s r el at e d t o t h e
vi s c o u s fi n g e ri n g p r o bl e m [ 3 7, 2 1, 2 0, 4, 1 2, 1 4, 1 3, 4 0]. F o r e x a m pl e, H el e- S h a w c ell s
w h e r e t h e t o p pl at e i s lift e d u nif o r ml y at a p r e s c ri b e d s p e e d a n d t h e b ott o m pl at e
i s fi x e d (lifti n g pl at e p r o bl e m) [ 5, 1 2, 3 5, 4 3, 4 7, 4 5, 4 6] h a v e b e e n u s e d t o st u d y
a d h e si o n r el at e d p r o bl e m s s u c h a s d e b o n di n g [ 1 6, 2, 3 8, 1 1] a n d t h e a s s o ci at e d p r o b e
t a c k t e st [ 5 1, 2 5]. I n t h e lifti n g pl at e p r o bl e m, t h e g a p b (t) b et w e e n t h e t w o pl at e s i s
i n c r e a si n g i n ti m e b ut u nif o r m i n s p a c e. A s t h e pl at e i s p ull e d, a n i n n e r vi s c o u s fl ui d
s h ri n k s i n t h e c e nt e r pl a n e b et w e e n t h e t w o pl at e s a n d i n c r e a s e s i n t h e z - di r e cti o n t o
p r e s e r v e v ol u m e. A n o ut e r l e s s vi s c o u s fl ui d i n v a d e s t h e c ell a n d g e n e r at e s fi n g e ri n g
p att e r n s. T h e p att e r n s a r e vi s u all y si mil a r t o t h o s e i n t h e cl a s si c al r a di al H el e- S h a w
p r o bl e m, b ut t h e d ri vi n g p h y si c s i s di ff e r e nt i n t h e s e n s e t h at t h e fl o w i n t hi s p r o bl e m
i s e xt e n si o n al ( e. g., f r e e- s u rf a c e i n st a biliti e s s e e n i n [ 3 2]). U si n g li n e a r st a bilit y t h e o r y
a n d w e a kl y n o nli n e a r a n al y si s, [ 1 2] r el at e d t h e r at e of c h a n g e of t h e g a p wi dt h wit h
t h e n u m b e r of d e v el o pi n g fi n g e r s a n d d e ri v e d a c riti c al r at e t h at s el e ct s t h e n u m b e r of
fi n g e r s o b s e r v e d a n d o bt ai n e d g o o d a g r e e m e nt wit h e x p e ri m e nt s [ 1 3]. Si mil a r r e s ult s
a r e o b s e r v e d u si n g a H el e- S h a w c ell wit h o n e e d g e of t h e pl at e lift e d, w hi c h m a k e s
t h e g a p wi dt h a f u n cti o n of ti m e a n d s p a c e [ 4 8, 1 4].

T h e r e a r e t w o n u m e ri c al i s s u e s w h e n c o m p uti n g t h e n o nli n e a r d y n a mi c s of a
s h ri n ki n g i nt e rf a c e. T h e fi r st c h all e n g e i s t h at o n e h a s t o s ol v e a sti ff d y n a mi c al s y st e m.
T h e sti ff n e s s c o m e s f r o m t h e f a st d y n a mi c s of t h e i nt e rf a c e w h e n t h e t o p pl at e i s lift e d
r a pi dl y ( e. g., a n e x p o n e nti all y i n c r e a si n g g a p b (t) = e x p( t) f o r l a r g e t), w hi c h r e q ui r e s
a si g ni fi c a nt r e d u cti o n i n ti m e st e p s t o m ai nt ai n t h e a c c u r a c y a n d st a bilit y of l o n g-
ti m e c o m p ut ati o n s. T h e s e c o n d di ffi c ult y i s, a s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s a n d d e v el o p s
c o m pl e x fi n g e ri n g p att e r n s, o n e m a y h a v e t o i n c r e a s e t h e s p ati al r e s ol uti o n ( e. g.,
b y a d di n g m o r e m e s h p oi nt s) t o r e s ol v e t h e i nt e rf a c e, w hi c h a g ai n c o m p o u n d s t h e
t e m p o r al r e s ol uti o n a n d d e m a n d s e v e n s m all e r ti m e st e p s. E x pli cit ti m e st e p pi n g
m et h o d s s u ff e r f r o m a t hi r d o r d e r ti m e st e p c o n st r ai nt ∆ t ∼ ∆ s 3 , w h e r e ∆s i s t h e
a r cl e n gt h s p a ci n g b et w e e n c o m p ut ati o n al n o d e s al o n g i nt e rf a c e. T h e s e s e v e r e ti m e
st e p c o n st r ai nt s s u b st a nti all y i n c r e a s e t h e c o m p ut ati o n al c o st a n d m a k e l o n g-ti m e
c o m p ut ati o n s p r o hi biti v e i n p r a cti c e.

T o o v e r c o m e t h e s e di ffi c ulti e s, w e d e v el o p a s p e ct r all y a c c u r at e b o u n d a r y i nt e g r al
m et h o d i n w hi c h a n e w ti m e a n d s p a c e r e s c ali n g i s i m pl e m e nt e d. T h e r e s c ali n g i d e a
[ 2 9, 4 9, 5 0] i s t o m a p t h e o ri gi n al ti m e a n d s p a c e (x , t) i nt o n e w c o o r di n at e s ( x̄ , t̄)
s u c h t h at t h e i nt e rf a c e c a n e v ol v e at a n a r bit r a r y s p e e d i n t h e n e w r e s c al e d f r a m e.
I n p a rti c ul a r, f o r t h e s h ri n ki n g i nt e rf a c e p r o bl e m, w e c h o o s e ( 1) t h e s p a c e s c ali n g
f u n cti o n R ( t̄) s o t h at t h e s h ri n ki n g i nt e rf a c e i s al w a y s m a p p e d b a c k t o it s i niti al
si z e, i. e., t h e i nt e rf a c e d o e s n ot s h ri n k i n t h e r e s c al e d f r a m e; ( 2) t h e ti m e s c ali n g
f u n cti o n ρ ( t̄) t o sl o w d o w n t h e m oti o n of t h e i nt e rf a c e, e s p e ci all y at l at e r ti m e s w h e n
t h e i nt e rf a c e b e c o m e s v e r y s m all a n d s h ri n k s e xt r e m el y r a pi dl y. We n ot e t h at a n
alt e r n ati v e ti m e a n d s p a c e r e s c ali n g s c h e m e w a s i m pl e m e nt e d i n [ 9, 1 0] t o a c c u r at el y
si m ul at e v a ni s hi n g b u b bl e s i n a H el e- S h a w c ell. H e r e, w e u s e a s e mi-i m pli cit, n o n sti ff
ti m e st e p pi n g m et h o d d e v el o p e d o ri gi n all y i n [ 2 3] t o r e m o v e t h e t hi r d o r d e r ti m e
st e p c o n st r ai nt. T h e sl o w i nt e rf a c e d y n a mi c s i n t h e r e s c al e d f r a m e, t o g et h e r wit h t h e
n o n sti ff ti m e st e p pi n g m et h o d, all o w s o n e t o u s e l a r g e ti m e st e p s i n c al c ul ati o n s, w hi c h
s ol v e s t h e t e m p o r al sti ff n e s s i s s u e. F o r e x a m pl e, t h e o ri gi n al e x p o n e nti all y i n c r e a si n g
g a p b (t) = e x p( t) m a y b e sl o w e d d o w n t o b ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄Do
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i n t h e n e w f r a m e.
T o p r o vi d e i n si g ht t o t h e p r o bl e m, w e r e vi sit t h e li n e a r st a bilit y a n al y si s of a

sli g htl y p e rt u r b e d ci r c ul a r i nt e rf a c e. We i d e ntif y a d y n a mi c, c riti c al g a p t hi c k n e s s



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C o p yri g ht ©  b y SI A M. U n a ut h ori z e d r e pr o d u cti o n of t his arti cl e is pr o hi bit e d. 

B 1 2 0 8 Z H A O, LI, YI N G, B E L M O N T E, L O W E N G R U B, A N D LI

b c k
(t) = ( 1 − 7

2 c k t) − 2 / 7 t h at s e p a r at e s u n st a bl e a n d st a bl e s h ri n k a g e of p e rt u r b a-
ti o n s wit h w a v e n u m b e r k a n d c k ∼ k 2 . T h at i s, li n e a r t h e o r y p r e di ct s t h at w h e n
d
d t ( 1

b
7 / 2
c k

− 1
b 7 / 2 ) < 0 m o d e k s h a p e p e rt u r b ati o n s will e v e nt u all y d e c r e a s e i n ti m e w hil e

f o r d
d t ( 1

b
7 / 2
c k

− 1
b 7 / 2 ) > 0 m o d e k p e rt u r b ati o n s will i n c r e a s e a s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s.

W h e n b = b c k
, t h e p e rt u r b ati o n e v ol v e s s elf- si mil a rl y. N ot e t h at b c k

(t) b e c o m e s u n-
b o u n d e d at a fi nit e ti m e.

F o r m o r e sl o wl y i n c r e a si n g g a p s, s u c h a s t h o s e t h at li n e a rl y o r e v e n e x p o n e nti all y
i n c r e a s e i n ti m e, w e i d e ntif y a c riti c al ti m e t∗ s u c h t h at aft e r t∗ t h e p e rt u r b ati o n
st a rt s t o d e c a y. B ef o r e t h e c riti c al ti m e t∗ , n o nli n e a r si m ul ati o n s r e v e al t h at t h e i nt e r-
f a c e s m a y s h o w d r a m ati c, t r a n si e nt fi n g e ri n g i n st a biliti e s. F o r i n st a n c e, u n d e r s u c h
c o n diti o n s t h e i nt e rf a c e s d e v el o p m ulti pl e fi n g e r s a n d n e w m o d e s a ri s e a s t h e i nt e rf a c e
s h ri n k s i niti all y. H o w e v e r, u nli k e fi n g e ri n g p att e r n s o b s e r v e d i n t h e cl a s si c al H el e- S h a w
p r o bl e m, h e r e t h e n u m b e r of fi n g e r s d e c r e a s e s o v e r ti m e a n d t h e fi n g e r s d o n ot s plit
d u ri n g e v ol uti o n. Aft e r t h e c riti c al ti m e, t h e fi n g e r s d e c a y a n d t h e i nt e rf a c e t e n d s t o
a ci r cl e a s it v a ni s h e s, c o n si st e nt wit h p r e di cti o n s f r o m li n e a r t h e o r y.

Fr o m li n e a r t h e o r y, w e al s o d e ri v e a m o d e s el e cti o n c rit e ri o n b a s e d o n t h e m o d e
wit h t h e m a xi m u m g r o wt h r at e k m a x a n d t h e m o d e wit h t h e m a xi m u m p e rt u r b ati o n

a m plit u d e k ∗ . D e fi ni n g a m o r e g e n e r al g a p d y n a mi c s b c (t) =
\bigcirc 
1 − 7

2 c · t
\bigr) − 2 / 7

w e m a y
s el e ct k m a x o r k ∗ b y t a ki n g di ff e r e nt v al u e s of c . U si n g t h e s e r a pi dl y i n c r e a si n g g a p s,
n o nli n e a r r e s ult s r e v e al t h at at l o n g ti m e s t h e i nt e rf a c e s e x hi bit n o nt ri vi al k - m o d e
d o mi n a nt m o r p h ol o gi e s, s u g g e sti n g t h e r e al s o e xi st s a m o d e s el e cti o n m e c h a ni s m i n
t h e n o nli n e a r r e gi m e. I n t h e s e c a s e s, t h e i nt e rf a c e d o e s n ot s e e m t o t e n d t o a ci r cl e
a s it v a ni s h e s.

I n [ 4 3], t h e a ut h o r s c o n st r u ct e d a s o- c all e d fi s si o n i nt e rf a c e (t w o c o n n e ct e d ci r cl e s)
t h at w o ul d s plit i nt o t w o s e p a r at e ci r cl e s i n t h e a b s e n c e of s u rf a c e t e n si o n. F o r a
fi nit e s u rf a c e t e n si o n, s h o rt-ti m e si m ul ati o n s u si n g b (t) = e x p( t) s h o w t h at t h e fi s si o n
i nt e rf a c e mi g ht s plit at t h e c e nt e r of t h e c h a n n el r e gi o n [ 4 3], w hi c h w o ul d b e i n
a g r e e m e nt wit h t h e l u b ri c ati o n a p p r o xi m ati o n f o r fl o w s i n a t hi n c h a n n el [ 1]. N ot e
t h at i n t h e l u b ri c ati o n a p p r o xi m ati o n, t h e i nt e rf a c e i s a s s u m e d t o b e s m o ot h a n d n o
fi n g e r s d e v el o p. H e r e, o u r n o nli n e a r si m ul ati o n s d e m o n st r at e t h at t h e n e c k r e gi o n
of t h e fi s si o n i nt e rf a c e d e v el o p s m ulti pl e fi n g e r s a n d t h at t h e i nt e rf a c e ulti m at el y
s h ri n k s li k e a ci r cl e e v e n f o r a s m all s urf a c e t e n si o n. We fi n d t h at t h e fi s si o n i nt e rf a c e
e x p e ri e n c e s f o u r d y n a mi c al st a g e s a s it s h ri n k s: D u m b b ell St a g e I, Fi n g e ri n g St a g e,
D u m b b ell St a g e II, a n d Ci r c ul a r St a g e.

T hi s p a p e r i s o r g a ni z e d a s f oll o w s: i n s e cti o n 2, w e p r e s e nt t h e g o v e r ni n g e q u ati o n s
a n d li n e a r st a bilit y a n al y si s; i n s e cti o n 3, w e d e v el o p a r e s c al e d b o u n d a r y i nt e g r al
m et h o d; i n s e cti o n 4, w e di s c u s s t h e n u m e ri c al r e s ult s; a n d i n s e cti o n 5, w e gi v e
c o n cl u si o n s a n d di s c u s s f ut u r e w o r k.

2. G o v e r ni n g e q u a ti o n s a n d li n e a r a n al y si s. We c o n si d e r a r a di al H el e-
S h a w c ell wit h a ti m e d e p e n d e nt g a p b (t); s e e Fi g u r e 1 f o r a s c h e m ati c pl ot. T h e
u p p e r pl at e i s lift e d p e r p e n di c ul a rl y t o t h e c ell, w hil e t h e l o w e r pl at e st a y s fi x e d.
T h e i nt e ri o r fl ui d ( e. g., oil) m e et s wit h t h e e xt e ri o r l e s s vi s c o u s fl ui d ( e. g., ai r) at t h e
i nt e rf a c e ∂ Ω. A s s u mi n g t h at t h e t w o fl ui d s a r e i m mi s ci bl e a n d i n c o m p r e s si bl e, w e
h a v e t h e f oll o wi n g g o v e r ni n g e q u ati o n s [ 4 3]:

u = −
b 2 (t)

1 2 µ
∇ P i n Ω ⊂ R 2 ,( 2. 1)

∇ · u = −
ḃ ( t)

b (t)
i n Ω ⊂ R 2 ,
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Fi g. 1 . S c h e m ati c f o r t h e lifti n g pl at e H el e- S h a w p r o bl e m. T h e i nt e ri o r r e gi o n Ω i s oil wit h
vi s c o sit y µ . T h e e xt e ri o r r e gi o n i s ai r. b ( t) i s t h e ti m e d e p e n d e nt g a p. T h e n o r m al n t o t h e i nt e rf a c e
∂ Ω p oi nt s i n w a r d.

[P ]t = τ κ o n ∂ Ω ⊂ R 2 ,( 2. 3)

V = −
b 2 (t)

1 2 µ

∂ P

∂ n
o n ∂ Ω ⊂ R 2 .( 2. 4)

E q u ati o n ( 2. 1) f oll o w s f r o m D a r c y' s l a w, w h e r e u i s t h e v el o cit y, P i s t h e p r e s s u r e,
a n d µ i s t h e vi s c o sit y of t h e fl ui d. E q u ati o n ( 2. 2) i s t h e g a p- a v e r a g e d i n c o m p r e s si bilit y

c o n diti o n t h at r e fl e ct s t h e c o n s e r v ati o n of fl ui d v ol u m e, w h e r e ḃ ( t) = d b ( t )
d t i s t h e lifti n g

s p e e d. E q u ati o n ( 2. 3) i s t h e b o u n d a r y c o n diti o n, w h e r e t h e p r e s s u r e j u m p [ P ]t a c r o s s
t h e i nt e rf a c e i s gi v e n b y t h e p r o d u ct of s urf a c e t e n si o n τ a n d t h e c u r v at u r e of t h e
i nt e rf a c e κ , k n o w n a s t h e L a pl a c e – Y o u n g c o n diti o n. E q u ati o n ( 2. 4) d e s c ri b e s t h e
n o r m al v el o cit y of t h e i nt e rf a c e V a n d n i s t h e u nit n o r m al v e ct o r p oi nti n g i n w a r d.
S e e [ 2 6, 1 7] f o r a d e ri v ati o n of t hi s s y st e m.

U si n g t h e e q ui v al e nt r a di u s of t h e i niti al i nt e rf a c e L 0 a s t h e l e n gt h s c al e ( r a di u s
of a ci r cl e wit h t h e s a m e e n cl o s e d a r e a), t h e c h a r a ct e ri sti c ti m e T = b 0

ḃ 0
a s t h e ti m e

s c al e, t h e p r e s s u r e P 0 =
1 2 µ L 2

0

T b 2
0

a s t h e p r e s s u r e s c al e, w h e r e b 0 a n d ḃ 0 a r e t h e i niti al

v al u e s of b a n d ḃ . D e fi ni n g t h e n o n di m e n si o n al s u rf a c e t e n si o n a s τ 0 =
τ b 3

0

1 2 µ ḃ 0 L 3
0

, t h e

n o n di m e n si o n al v e r si o n of ( 2. 1), ( 2. 2), ( 2. 3), a n d ( 2. 4) i s

u = − b 2 (t)∇ P i n Ω,( 2. 5)

∇ · u = −
ḃ ( t)

b (t)
i n Ω,( 2. 6)

∇ 2 P =
ḃ ( t)

b 3 (t)
i n Ω,( 2. 7)

[P ]t = τ κ o n ∂ Ω ,( 2. 8)

V = − b 2 (t)
∂ P

∂ n
o n ∂ Ω ,( 2. 9)

w h e r e w e h a v e r et ai n e d t h e s a m e n ot ati o n a s b ef o r e b ut n o w b ( 0) = 1 a n d τ = τ 0 .

F oll o wi n g [ 4 3], w e d e fi n e a h a r m o ni c f u n cti o n P̃ = P − ḃ ( t )
4 b 3 ( t ) |x |2
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∇ 2 P̃ = 0 i n Ω ,( 2. 1 0)

[P̃ ]t = τ κ −
ḃ ( t)

4 b 3 (t)
|x |2 o n ∂ Ω ,( 2. 1 1)

Ṽ = − b 2 (t)
∂ P̃

∂ n
o n ∂ Ω .( 2. 1 2)

T h at i s, t h e n e w n o r m al v el o cit y i s gi v e n b y

( 2. 1 3) Ṽ = V +
ḃ ( t)

2 b (t)
x · n .

Li n e a r s t a bili t y a n al y si s . We c o n si d e r t h e i nt e rf a c e t o b e a sli g htl y p e rt u r b e d
ci r cl e, r (α, t ) = R (t) + \bigcirc δ (t) c o s( k α ), w h e r e \bigr) \ll 1, t h e p e rt u r b ati o n m o d e k ≥ 2 i s a n
i nt e g e r, α ∈ [ 0, 2 π ] i s t h e p ol a r a n gl e, a n d δ (t) i s t h e a m plit u d e of t h e p e rt u r b ati o n.

F oll o wi n g st a n d a r d p e rt u r b ati o n a n al y si s a n d u si n g t h e v ol u m e c o n s e r v ati o n of

t h e vi s c o u s fl ui d (t h e n o n di m e n si o n al v ol u m e i s π ) [ 1 3, 4 3], w e h a v e
˙R

R = − ḃ
2 b a n d

δ̇
δ = ḃ ( k − 1 )

2 b − τ b 2 ( k 3 − k )
R 3 . We d e fi n e t h e s h a p e f a ct o r δ

R t o c h a r a ct e ri z e t h e e v ol uti o n of
t h e p e rt u r b ati o n [ 3 4],

( 2. 1 4)

\biggl( 
δ

R

\biggr) − 1
d

dt

\biggl( 
δ

R

\biggr) 

=
ḃ k

2 b
− τ

b 2 (k 3 − k )

R 3
.

E q u ati o n ( 2. 1 4) i s t h e li n e a r g r o wt h r at e of t h e k t h m o d e p e rt u r b ati o n. U si n g t h e
r el ati o n s hi p R = 1 /

√
b f r o m v ol u m e c o n s e r v ati o n a n d n o n di m e n si o n ali z ati o n, w e c a n

r e w rit e ( 2. 1 4) a s

( 2. 1 5)

\biggl( 
δ

R

\biggr) − 1
d

dt

\biggl( 
δ

R

\biggr) 

=
1

7
k · b 7 / 2 d

dt

\Biggl( 
1

b
7 / 2
c k

−
1

b 7 / 2

\Biggr) 

,

w h e r e b c k
i s t h e c riti c al g a p t h at s ati s fi e s

( 2. 1 6)
ḃ c k

b
9 / 2
c k

= 2 τ
\bigl( 
k 2 − 1

\bigr) 
,

o r e q ui v al e ntl y,

( 2. 1 7) b c k
(t) =

\biggl( 

1 −
7

2
c k t

\biggr) − 2 / 7

wit h c k = 2 τ
\bigl( 
k 2 − 1

\bigr) 
.

T hi s c riti c al g a p b c k
(t) w a s al s o d e ri v e d i n [ 1 2]. O b s e r v e t h at p e rt u r b ati o n s g r o w ( o r

d e c a y) w h e n

d

dt

\Biggl( 
1

b
7 / 2
c k

−
1

b 7 / 2

\Biggr) 

i s p o siti v e ( o r n e g ati v e). W h e n b = b c k
, t h e s h a p e p e rt u r b ati o n i s u n c h a n g e d i n ti m e,

t h at i s, t h e c o n fi g u r ati o n i s a d y n a mi c al e q uili b ri u m st at e (li n e a r s elf- si mil a r s ol uti o n)
[ 2 9, 3 0, 2 8]. N ot e t h at t h e ti m e d e p e n d e nt g a p i n ( 2. 1 7) o nl y e xi st s f o r a fi nit e ti m e
T k = 2

7 c k
. T h e g a p i n c r e a s e s sl o wl y at e a rl y ti m e s, b ut a s t a p p r o a c h e s T k
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S ol vi n g ( 2. 1 4), o r e q ui v al e ntl y ( 2. 1 5), w e o bt ai n

( 2. 1 8)
δ

R
(t) =

\bigcirc 
δ

R

\bigr) 

0

b
k
2 (t)e σ ( k )

\ll t
0

b 7 / 2 ( s ) d s ,

w h e r e
\biggl( 

δ
R

\biggr) 
0

i s t h e i niti al p e rt u r b ati o n, a n d σ (k ) = τ (k − k 3 ). We h a v e t h e f oll o wi n g
r e s ult s.

S t a t e m e n t 2. 1. F o r a n y m o d e k , if d
d t ( 1

b
7 / 2
c k

− 1
b 7 / 2 ) c h a n g e s si g n f r o m p o siti v e at

e a rl y ti m e s t o n e g ati v e at l at e ti m e s, t h e n t h e r e i s a c riti c al ti m e t∗ aft e r w hi c h δ
R (t)

st a rt s t o d e c a y. T h e c riti c al ti m e t∗ i s c h a r a ct e ri z e d b y

( 2. 1 9) ḃ ( t∗ ) = β (k )b 9 / 2 (t∗ ),

w h e r e β (k ) = − 2 σ ( k )
k . F u rt h e r, if b (t) → + ∞ a s t → + ∞ , t h e n f o r all s > 0 ,

δ
R (t) ∼ o (b − s (t)) a s t → + ∞ .

T o fi n d t h e c riti c al ti m e t∗ , w e s et t h e ri g ht- h a n d si d e of ( 2. 1 5) t o b e z e r o. T h e
r e s ult ḃ ( t∗ ) = β (k )b 9 / 2 (t∗ ), w h e r e β (k ) = 2 τ (k 2 − 1), i m m e di at el y f oll o w s. Si n c e
b (t) → + ∞ a s t → + ∞ , w e c o n cl u d e ḃ ( t) ∼ o (b 1 + \biggl( 1 (t)) a s t → + ∞ f o r a n y \biggr) 1 > 0. If
ḃ ( t) ∼ O (b 1 + \biggl( 1 (t)), t h e n b (t) ∼ O (( 1 − \biggr) 1 ct ) − 1 / \biggl( 1 ). It i n di c at e s b (t) g o e s u n b o u n d e d
at a fi nit e ti m e, w hi c h i s i n c o nt r a di cti o n wit h b (t) → + ∞ a s t → + ∞ . T h e n w e h a v e
ḃ ( t) ∼ o (b 1 + \biggr) 1 (t)) a s t → + ∞ f o r a n y \Biggl( 1 > 0. U si n g ( 2. 1 8), w e h a v e

li m
t → ∞

δ
R (t)

b − s (t)
=

\Biggr) 
δ

R

\bigl( 

0

li m
t → ∞

b
k
2 + s (t)

e − σ ( k )
\bigr) t

0
b 7 / 2 ( s ) d s

=

\biggl( 
δ

R

\biggr) 

0

li m
t → ∞

b
k
2 + s ḃ

b 9 / 2

− σ (k )e − σ ( k )
\bigl( t

0
b 7 / 2 ( s ) d s

=

\bigr) 
δ

R

\Biggl( 

0

li m
t → ∞

b
k
2 + s o (b \Biggr) 1 − 7 / 2 )

− σ (k )e − σ ( k )
\int t

0
b 7 / 2 ( s ) d s

= 0 .

T h e s e c o n d e q u alit y c o m e s f r o m l' H ô pi t al' s r ul e. T h e l a st e q u alit y i s d u e t o
b

k
2 + s o (b n ( \epsilon 1 − 7 / 2 ) ) a p p r o a c hi n g z e r o aft e r r e p e ati n g l' H ô pi t al' s r ul e fi nit e n u m b e r n

ti m e s.
F o r li n e a rl y a n d e x p o n e nti all y i n c r e a si n g ti m e d e p e n d e nt g a p s, t h e p e rt u r b ati o n

g r o w s at e a rl y ti m e s. Aft e r t h e c riti c al ti m e t∗ , t h e p e rt u r b ati o n st a rt s t o d e c a y, a n d
t h e i nt e rf a c e e v e nt u all y t e n d s t o a ci r cl e a s it v a ni s h e s. T hi s h a s b e e n o b s e r v e d i n
e x p e ri m e nt s [ 3 1, 2, 1 1].

S t a t e m e n t 2. 2. T h e m a xi m u m g r o wt h r at e m o d e k m a x i s

( 2. 2 0) k m a x =

\sqrt{} 

ḃ

6 τ b 9 / 2
+

1

3
,

a n d a s s o ci at e d g a p b (t) =
\bigl( 
1 − 7

2 ct
\bigr) − 2 / 7

wit h c = 2 τ
\bigl( 
3 k 2 − 1

\bigr) 
. T h e m o d e k ∗ wit h

t h e m a xi m u m p e rt u r b ati o n a m plit u d e i s gi v e n b y

( 2. 2 1) k ∗ =

\sqrt{} 
l n b (t)

6 τ
\int t

0
b 7 / 2 (s )d s

+
1

3
.

If b (t) i s a li n e a r o r e x p o n e nti al f u n cti o n of ti m e, t h e n b ot h k m a x a n d k ∗ t e n d t o
\sqrt{} 

1 / 3
a s t → + ∞
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We fi n d t h e m a xi m u m g r o wt h r at e m o d e b y s etti n g

d

d k

\bigcirc \bigr) 
δ

R

\ll − 1
d

dt

\biggl( 
δ

R

\biggr) \biggl( 

= 0

a n d s ol vi n g f o r k m a x . We g et t h e m a xi m u m p e rt u r b ati o n a m plit u d e m o d e b y t a ki n g

t h e d e ri v ati v e of ( 2. 1 8) wit h r e s p e ct t o k , t h e n u si n g
d ( δ

R )

d k = 0 t o s ol v e f o r k ∗ . It i s
st r ai g htf o r w a r d t o v e rif y t h at f o r li n e a rl y o r e x p o n e nti all y i n c r e a si n g g a p s b (t), k m a x

a n d k ∗ t e n d t o
\biggr) 

1 / 3 a s t → + ∞ .
R e c alli n g t h at k m a x a n d k ∗ a r e i nt e g e r s ( p e rt u r b ati o n m o d e s), t h e li mit v al u e\biggl( 

1 / 3 m e r el y i m pli e s t h e i nt e rf a c e e v e nt u all y r e d u c e s t o a ci r cl e. U s u all y, k m a x a n d k ∗

a r e di ff e r e nt a n d t h e r e a r e t w o di ff e r e nt c rit e ri a f o r m o d e s el e cti o n i n a n o n e q uili b ri u m
st at e. O n e i s t h e c o m m o nl y u s e d k m a x c rit e ri o n, w hi c h h a s b e e n s h o w n t o p r o vi d e a
g o o d e sti m at e of t h e n u m b e r of g r o wi n g fi n g e r s [ 3 5]. T h e ot h e r i s t h e k ∗ c rit e ri o n,
w hi c h s h o w s a g r e e m e nt wit h e x p e ri m e nt al d at a o n t h e t ot al n u m b e r of fi n g e r s [ 1 3].

3. N u m e ri c al m e t h o d a n d r e s c ali n g.

3. 1. B o u n d a r y i n t e g r al f o r m ul a ti o n. T h e r e d u c e d p r e s s u r e P̃ i s h a r m o ni c.
Fr o m p ot e nti al t h e o r y, w e c a n w rit e P̃ a s a d o u bl e l a y e r i nt e g r al,

P̃ ( x ) =

\biggr) 

∂ Ω

γ̃ ( x \biggl( )

\biggr) 
∂ l n |x − x \Biggl( |

∂ n (x \Biggr) )
+ 1

\bigl( 

d s (x \bigr) ),

w h e r e γ̃ ( x ) i s t h e di p ol e d e n sit y o n ∂ Ω. A s s u mi n g t h e e xt e ri o r fl ui d i s ai r, w e o nl y
n e e d t o s ol v e t h e i nt e ri o r fl ui d p r o bl e m. U si n g t h e b o u n d a r y c o n diti o n, γ̃ s a ti s fi e s a
Fr e d h ol m i nt e g r al e q u ati o n of t h e s e c o n d ki n d,

( 3. 1) γ̃ ( x ) +
1

π

\biggl( 

∂ Ω

γ̃ ( x \biggr) )

\bigl( 
∂ l n |x − x \bigr) |

∂ n (x \Biggl( )
+ 1

\Biggr) 

d s (x \int ) = 2 τ κ −
ḃ ( t)

2 b 3 (t)
|x |2 ,

wit h

( 3. 2)

\epsilon 

∂ Ω

γ̃ ( x ) d s (x ) = 0 .

T hi s i s a w ell- c o n diti o n e d p r o bl e m t h at c a n b e s ol v e d e ffi ci e ntl y u si n g a n it e r ati v e
m et h o d s u c h a s G M R E S [ 4 1]. O n c e w e o bt ai n ˜γ , t h e n o r m al v el o cit y Ṽ c a n b e
c o m p ut e d vi a t h e Di ri c hl et – N e u m a n n m a p [ 1 8]:

( 3. 3) Ṽ ( t) = −
b 2 (t)

2 π

\sqrt{} 

∂ Ω

γ̃ s \bigl( 

(x \bigr) − x ) ⊥ · n

|x \bigl( − x |2
d s \bigr) ,

w h e r e x ⊥ = ( x 2 , − x 1 ). U si n g ( 2. 1 3) w e h a v e t h e n o r m al v el o cit y of t h e i nt e rf a c e,

( 3. 4) V (t) = −
b 2 (t)

2 π

\sqrt{} 

∂ Ω

γ̃ s \int 

(x \sqrt{} − x ) ⊥ · n

|x \prime − x |2
d s \prime −

ḃ

2 b
x · n .

N oti c e t h at V (t) ∼ b 2 (t). I n p a rti c ul a r, f o r t h e c a s e b (t) =
\bigl( 
1 − 7

2 ct
\bigr) − 2

7 , w e h a v e
b (t) → + ∞ a s ti m e a p p r o a c h e s t o T k . T h u s t h e n o r m al v el o cit y b e c o m e s u n b o u n d e d at
l at e r ti m e s, w hi c h p r o hi bit s o n e f r o m c o m p uti n g t h e d y n a mi c s of a s h ri n ki n g i nt e rf a c e
a s ti m e a p p r o a c h e s T k
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d o w n t hi s a c c el e r at e d d y n a mi c s.
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3. 2. R e s c ali n g i d e a. I nt r o d u c e a n e w f r a m e ( x̄ , t̄) s u c h t h at

( 3. 5) x = R̄ ( t̄) x̄ ( t̄, α) ,

( 3. 6) t̄ =

\bigcirc t

0

1

ρ (t\bigr) )
dt \ll ,

w h e r e t h e s p a c e s c ali n g R̄ ( t̄) a c c o u nt s f o r t h e c h a n g e i n si z e of t h e i nt e rf a c e d u e t o
t h e g a p d y n a mi c s a n d i s d et e r mi n e d b y r e q ui ri n g t h e a r e a i n t h e s c al e d f r a m e t o b e
i n d e p e n d e nt of ti m e ( s e e b el o w). x̄ i s t h e p o siti o n v e ct o r of t h e s c al e d i nt e rf a c e, a n d
α p a r a m et e ri z e s t h e i nt e rf a c e. T h e ti m e s c ali n g f u n cti o n ρ (t) = ρ̄ ( t̄) m a p s t h e o ri gi n al
ti m e t t o t h e n e w ti m e t̄ a n d ρ (t) h a s t o b e p o siti v e a n d c o nti n u o u s. T h e e v ol uti o n of
t h e i nt e rf a c e i n t h e s c al e d f r a m e c a n b e a c c el e r at e d [ 5 0, 4 9] o r d e c el e r at e d b y c h o o si n g
a di ff e r e nt ρ (t). A st r ai g htf o r w a r d c al c ul ati o n s h o w s t h e n o r m al v el o cit y i n t h e n e w
f r a m e

( 3. 7) V̄ ( t̄) =
ρ̄

R̄
V ( t( t̄) ) −

x̄ · n

R̄

d R̄

d t̄
,

w h e r e V i s t h e n o r m al v el o cit y i n o ri gi n al f r a m e. I n t h e s c al e d f r a m e, w e r e q ui r e
t h e a r e a e n cl o s e d b y t h e i nt e rf a c e i s a c o n st a nt, i. e., ¯A ( t̄) = ¯A ( 0). I n p a rti c ul a r, t hi s
m e a n s t h at t h e i nt e g r ati o n of t h e n o r m al v el o cit y V̄ al o n g t h e i nt e rf a c e i n t h e s c al e d
f r a m e i s z e r o,

\biggl( 
∂ Ω̄

V̄ d s̄ = 0. U si n g t h e v ol u m e c o n s e r v ati o n c o n diti o n of t h e vi s c o u s
fl ui d, w e h a v e

( 3. 8) R̄ − 1 d R̄

d t̄
= −

ρ̄ ḃ ( t( t̄) )

2 b (t( t̄) )
,

w h e r e t h e d ot m e a n s t h e ti m e d e ri v ati v e i n t h e o ri gi n al f r a m e. Pl u g gi n g ( 3. 8) i nt o
( 3. 7) a n d u si n g ( 2. 1 3), w e h a v e V̄ = ρ̄

R̄
Ṽ ( t).

I n t hi s p a p e r, w e c o n si d e r t h e ti m e d e p e n d e nt g a p b (t) i n t h e f o r m of

( 3. 9)
ḃ

b
= α 1 b l ,

w h e r e α 1 > 0 a n d l c a n b e a p o siti v e o r n e g ati v e r e al n u m b e r. I n t h e n e w f r a m e, w e
l et t h e s c ali n g f a ct o r s ati sf y

( 3. 1 0) R̄ − 1 d R̄

d t̄
= − α 2 R̄ m ,

w h e r e α 2 > 0 a n d m c a n b e a p o siti v e o r n e g ati v e r e al n u m b e r. T h e n e g ati v e si g n
i n di c at e s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s (R̄ d e c r e a s e s). Pl u g gi n g ( 3. 9) a n d ( 3. 1 0) i nt o ( 3. 8), w e
o bt ai n

( 3. 1 1) ρ̄ =
2 α 2

α 1
R̄ m + 2 l .

A s a r e s ult, w e h a v e

t =

\biggr) 1
α 1 l ( 1 − R̄ 2 l ( t̄) ) , l \biggl( = 0 ,

− 2
α 1

l n R̄ ( t̄) , l = 0 .

N ot e t h at di ff e r e nt c h oi c e s of m a n d α 2 l e a d t o di ff e r e nt e v ol uti o n s p e e d s of t h e
i nt e rf a c e i n t h e n e w f r a m e. F o r m < − 2 l a n d α 1 < 2 α 2 , ¯ρ > 1 i n di c at e s t h e e v ol uti o n
of t h e i nt e rf a c e i s a c c el e r at e d i n t h e n e w f r a m e. F o r m > − 2 l a n d α 1 > 2 α 2 , ¯ρ <

Do
wn

lo
ad

ed
 0

9/
19

/1
9 
to

 1
28

.2
00

.1
74

.7
8. 

Re
di

st
ri

bu
ti

on
 s

ub
je

ct
 t

o 
SI

A
M 
li

ce
ns

e 
or
 c

op
yr

ig
ht
; 

se
e 

ht
tp

:/
/

w
w

w.
si

a
m.

or
g/
jo

ur
na

ls
/o

js
a.

ph
p

1
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T a ki n g γ̃ = γ̄ R̄ − 1 , ( 3. 1) c a n b e r e w ritt e n a s

( 3. 1 2) γ̄ ( x̄ ) +
1

π

\bigcirc 

∂ Ω̄ ( t̄ )

γ̄ ( x̄ \bigr) )

\ll 
∂ l n |x̄ − x̄ \biggl( |

∂ n ( x̄ \biggr) )
+ R̄ ( t̄)

\biggl( 

d s̄ ( x̄ \biggr) ) = 2 τ κ̄ −
ḃ ( t( t̄) )

2 b 3 (t( t̄) )
R̄ 3 |x̄ |2 .

U si n g ( 3. 7), V̄ c a n b e c o m p ut e d a s

( 3. 1 3) V̄ ( x̄ ) = −
b 2 (t( t̄) ) ρ̄

2 π R̄ 3

\biggl( 

∂ Ω̄

γ̄ s̄
( x̄ \biggr) − x̄ ) ⊥ · n ( s̄ )

|x̄ \biggl( − x̄ |2
d s̄ \biggr) ,

w h e r e x̄ ⊥ = ( x̄ 2 , − x̄ 1 ). N o w w e e v ol v e t h e i nt e rf a c e i n t h e s c al e d f r a m e t h r o u g h

( 3. 1 4)
d x̄ ( t̄, α)

d t̄
· n = V̄ ( t̄, α) .

H e r e, w e f o c u s o n a s c h e m e t h at sl o w s d o w n t h e e v ol uti o n of t h e i nt e rf a c e i n t h e

r e s c al e d f r a m e. F o r e x a m pl e, l et u s c o n si d e r t h e s p e ci fi c g a p b (t) =
\Biggl( 
1 − 7

2 ct
\Biggr) − 2

7 ,
u n d e r w hi c h li n e a r t h e o r y p r e di ct s a s elf- si mil a r s h ri n ki n g i nt e rf a c e ( s e e ( 2. 1 7)). We
o bt ai n α 1 = c a n d l = 7 / 2 f oll o wi n g ( 3. 9). T h e n w e t a k e α 2 = 1 / 4, a n d m = 2 t o g et
a li n e a r g a p b̄ ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄ vi a a ti m e s c ali n g ρ̄ = R̄ 9 / 2 c . A s a c o n s e q u e n c e, i n t h e

r e s c al e d f r a m e, t h e n o r m al v el o cit y i s d e c el e r at e d V̄ ( x̄ ) = R̄ 2

2 c
1

2 π

\bigl( 
∂ Ω̄

γ̄ s̄
( x̄ \bigr) − x̄ ) ⊥ ·n ( s̄ )

|x̄ \biggl( − x̄ |2 d s̄ \biggr) .

I n s u m m a r y, w e di s c r eti z e ( 3. 1 2) i n s p a c e u si n g a s p e ct r all y a c c u r at el y di s c r eti z a-
ti o n f oll o wi n g [ 2 2, 2 4], e v al u at e t h e i nt e g r al u si n g t h e f a st m ulti p ol e m et h o d [ 1 9],
a n d s ol v e f o r r e s c al e d di p ol e d e n sit y γ̄ u si n g G M R E S [ 4 1]. B e c a u s e ( 3. 1 2) i s w ell-
c o n diti o n e d, n o p r e c o n diti o n e r i s n e e d e d. O n c e t h e s ol uti o n γ̄ i s o bt ai n e d, w e c o m-
p ut e ( 3. 1 3) f o r t h e r e s c al e d n o r m al v el o cit y V̄ vi a t h e Di ri c hl et – N e u m a n n m a p [ 1 8]
u si n g a s p e ct r all y a c c u r at e di s c r eti z ati o n [ 2 2, 2 4, 2 7] . Fi n all y w e e v ol v e t h e i nt e rf a c e
i n t h e s c al e d fr a m e ( 3. 1 4) u si n g a s e c o n d o r d e r a c c u r at e n o n sti ff u p d ati n g s c h e m e i n
ti m e a n d a n e q u al a r cl e n gt h p a r a m et e ri z ati o n of t h e i nt e rf a c e [ 2 2, 2 4, 2 7].

4. N u m e ri c al r e s ul t s.

4. 1. C o m p a ri s o n wi t h li n e a r t h e o r y. I n t hi s s e cti o n, w e p r e s e nt a c o m p a r-
i s o n of o u r n o nli n e a r r e s ult s wit h t h e p r e di cti o n f r o m li n e a r a n al y si s. C o n si d e r a
s h ri n ki n g ai r- oil i nt e rf a c e w h o s e i niti al s h a p e i s a sli g htl y p e rt u r b e d ci r cl e, r (α, 0) =
1 + 0 .0 1 c o s( 4 α ), w h e r e α p a r a m et ri z e s t h e i nt e rf a c e. T h e u p p e r pl at e of t h e H el e- S h a w
c ell i s lift e d e x p o n e nti all y r a pi dl y b (t) = e x p( t) i n t h e o ri gi n al f r a m e a n d i s sl o w e d
d o w n t o b ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄ i n t h e r e s c al e d f r a m e. We s et N = 4 0 9 6 m e s h p oi nt s al o n g
t h e i nt e rf a c e, t h e ti m e st e p ∆ t̄ = 1 × 1 0 − 4 , a n d t h e s u rf a c e t e n si o n τ = 4 × 1 0 − 5 .
T o c h a r a ct e ri z e t h e i nt e rf a c e m o r p h ol o g y, w e c o m p ut e t h e s h a p e f a ct o r n u m e ri c all y
u si n g

\bigl( 
δ
R (t)

\bigr) 
N L

= m a x α

\Biggl( 
\Biggr) |x̄ ( α, t )|/ R̄ e f f − 1

\int 
\epsilon , w h e r e x̄ i s t h e p o siti o n v e ct o r m e a s u r e d

f r o m t h e c e nt r oi d of t h e s h a p e t o t h e i nt e rf a c e, R̄ e f f =
\sqrt{} 

¯A / π i s t h e e ff e cti v e r a di u s
of t h e vi s c o u s fl ui d i n t h e r e s c al e d f r a m e, a n d ¯A i s t h e c o n st a nt a r e a e n cl o s e d b y t h e
i nt e rf a c e.

I n Fi g u r e 2, w e pl ot t h e s h a p e f a ct o r δ
R (t) a s a f u n cti o n of R a n d s h o w s a m-

pl e i nt e rf a c e m o r p h ol o gi e s a s i n s et s. B e c a u s e of t h e si m pl e i niti al c o n fi g u r ati o n a n d
l e s s p r o n o u n c e d fi n g e ri n g p att e r n, w e a r e al s o a bl e t o p e rf o r m a si m ul ati o n u si n g t h e
o ri gi n al ( u n s c al e d) m et h o d a n d o bt ai n t h e s a m e n u m e ri c al r e s ult s a s t h e n e w s c al e d
m et h o d, a s e x p e ct e d. Fr o m li n e a r t h e o r y, w e k n o w t h e i nt e rf a c e will fi r st d e v el o p a
f o u rf ol d fi n g e ri n g p att e r n b ef o r e ulti m at el y s h ri n ki n g t o a ci r cl e a s it v a ni s h e s. T h e li n-
e a r s h a p e p e rt u r b ati o n e v ol v e s f oll o wi n g δ

R (t) =
\bigl( 

δ
R

\bigr) 
0

R − 4 (t) e x p
\bigl( 

1 2 0 τ
7 ( 1 − R − 7 (t))

\bigr) 
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Fi g. 2 . C o m p a ri s o n b et w e e n li n e a r t h e o r y a n d n o nli n e a r si m ul ati o n s u si n g b ot h t h e r e s c al e d a n d
o ri gi n al f r a m e s. T h e s h a p e f a ct o r δ

R
f r o m li n e a r t h e o r y a n d n o nli n e a r si m ul ati o n s u si n g b ( t) = e x p ( t)

i s s h o w n a s a f u n cti o n of R . T h e r e a r e g o o d a g r e e m e nt s b et w e e n all t h r e e. I n s et s s h o w si m ul at e d
i nt e rf a c e m o r p h ol o gi e s at t h e i n di c at e d R .

I n p a rti c ul a r, li n e a r t h e o r y p r e di ct s δ
R (t) o bt ai n s it s m a xi m u m v al u e 0 .2 6 at R = 0 .3 8

a n d t = 1 .9 4, w hi c h i s i n g o o d a g r e e m e nt wit h o u r n o nli n e a r r e s ult s,
\bigcirc 

δ
R

\bigr) 
N L

= 0 .2 7
at R = 0 .3 7 a n d t = 1 .9.

4. 2. P e rf o r m a n c e of t h e r e s c al e d n u m e ri c al m e t h o d. I n t hi s s e cti o n, w e
t e st t h e p e rf o r m a n c e of o u r s c h e m e b y c o m p uti n g t h e l o n g-ti m e n o nli n e a r d y n a mi c s of
a s h ri n ki n g i nt e rf a c e w h e r e t h e fi n g e ri n g p att e r n i s c o m pl e x a n d d y n a mi c. We t a k e t h e
i niti al i nt e rf a c e a s a m o d e mi xt u r e, r (α, 0) = 1 + 0 .0 2( c o s( 3 α ) + si n( 7 α ) + c o s( 1 5 α ) +
si n( 2 5 α )). T h e g a p i n c r e a s e s e x p o n e nti all y r a pi dl y, b (t) = e x p( t). H e r e w e i m pl e m e nt
a ti m e s c ali n g f a ct o r ρ = R 2 / 2 t o sl o w d o w n t hi s a c c el e r at e d e v ol uti o n s u c h t h at i n t h e
r e s c al e d f r a m e, b ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄ a n d R̄ = ( 1 + 0 .5 t̄) − 1 / 2 . Fr o m li n e a r t h e o r y, w e k n o w
t h at t h e i nt e rf a c e will d e v el o p d y n a mi c fi n g e ri n g p att e r n s a s it s h ri n k s. T h e a c c u r a c y
of o u r r e s c al e d m et h o d i s c h e c k e d i n a n u m b e r of w a y s. H e r e w e s h o w c o n v e r g e n c e
e sti m at e s, e. g., O ( ∆ t̄2 ) i n ti m e a n d s p e ct r al a c c u r a c y i n s p a c e. All si m ul ati o n s a r e
p e rf o r m e d o n a si n gl e n o d e i n a cl u st e r wit h 1. 6 G H Z C P U s r u n ni n g Li n u x.

C o n v e r g e n c e t e s t. Fi r st w e p e rf o r m a t e m p o r al r e s ol uti o n st u d y u si n g N =
8 1 9 2 m e s h p oi nt s al o n g t h e i nt e rf a c e. We u s e ti m e st e p s ∆ t̄ = 4 .0 × 1 0 − 4 , 2 .0 ×
1 0 − 4 , 1 .0 × 1 0 − 4 , a n d 0.5 × 1 0 − 4 . T h e s u rf a c e t e n si o n τ = 1 × 1 0 − 5 . T h e n u m e ri c al e r r o r
i s m e a s u r e d i n t e r m of t h e a r e a di ff e r e n c e i n t h e r e s c al e d f r a m e, E r r o r = | ¯A ( t̄) − ¯A ( 0) |,
w h e r e ¯A ( 0) i s t h e a r e a e n cl o s e d b y t h e i niti al i nt e rf a c e, a n d ¯A ( t̄) i s t h e a r e a c o m p ut e d
at ti m e t̄. I n t h e o r y, t h e a r e a di ff e r e n c e s h o ul d b e z e r o f oll o wi n g ( 3. 7). I n Fi g ur e 3( a),
w e pl ot t h e b a s e 1 0 l o g a rit h m of t h e t e m p o r al e r r o r a s a f u n cti o n of t h e s c ali n g f a ct o r
R (t) = R̄ ( t̄( t)), w hi c h d e c r e a s e s f r o m 1 t o 0 .3 5 i n t h e s e c al c ul ati o n s. T h e m o r p h ol o gi e s
of t h e i nt e rf a c e a r e s h o w n a s i n s et s, w hi c h a r e al m o st i d e nti c al at t h e s a m e r a di u s f o r
t h e s e c al c ul ati o n s. W h e n t h e ti m e st e p i s r e d u c e d b y h alf, t h e di st a n c e b et w e e n t w o
n ei g h b o ri n g c u r v e s d e c r e a s e s u nif o r ml y b y a f a ct o r of 0 .
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[ a]

[ b]

Fi g. 3 . I n ( a ) , t h e c o n v e r g e n c e i n ti m e i s d e m o n st r at e d u si n g s p ati al r e s ol uti o n N = 8 1 9 2 .
I n ( b ) , t h e c o n v e r g e n c e st u d y i n s p a c e i s p r e s e nt e d. S a m pl e m o r p h ol o gi e s of t h e i nt e rf a c e at t h e
i n di c at e d r a dii u si n g N = 8 1 9 2 a r e s h o w n a s i n s et s. T h e i niti al s h a p e i s r ( α, 0 ) = 1 + 0 .0 2 ( c o s ( 3 α ) +
si n ( 7 α ) + c o s ( 1 5 α ) + si n ( 2 5 α ) ) , τ = 1 .0 × 1 0 − 5 , a n d b ( t) = e x p ( t)
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We n e xt t e st t h e r e s ol uti o n i n s p a c e u si n g N = 2 0 4 8 , 4 0 9 6 , 8 1 9 2, a n d 1 6 3 8 4 p oi nt s
al o n g t h e i nt e rf a c e. T h e ti m e st e p i s fi x e d a s ∆ t̄ = 4 .0 × 1 0 − 4 f o r all c al c ul ati o n s.
T h e e r r o r i s a g ai n m e a s u r e d b y t h e a r e a di ff e r e n c e, E r r o r = | ¯A ( t̄) − ¯A ( 0) |. Fi g u r e
3( b) s h o w s t h e b a s e 1 0 l o g a rit h m of t h e s p a c e e rr o r pl ott e d v e r s u s s c ali n g f a ct o r. At
R = 0 .6 9 t h e r u n wit h N = 2 0 4 8 p oi nt s st a rt s di ff e ri n g f r o m t h e r u n s wit h hi g h e r
r e s ol uti o n s a n d t h e n q ui c kl y f ail s. T hi s i n di c at e s t h at m o r e p oi nt s a r e n e e d e d t o
r e s ol v e t h e i nt e rf a c e. T hi s b e h a vi o r al s o o c c u r s at R = 0 .5 f o r N = 4 0 9 6. W h e n
u si n g N = 8 1 9 2, t h e r e s ult s a r e t h e s a m e a s f o r N = 1 6 3 8 4. We n oti c e t h at w hil e
t h e si m ul ati o n s r e m ai n r e s ol v e d, all t h e s e c al c ul ati o n s p r o d u c e al m o st i d e nti c al n u-
m e ri c al r e s ult s at t h e s a m e ti m e, i n di c ati n g s p e ct r al a c c u r a c y i n s p a c e. F o u r s a m pl e
m o r p h ol o gi e s of t h e i nt e rf a c e a r e s h o w n a s i n s et s. T h e i nt e rf a c e e v ol v e s t o a v a ni s h-
i n g ci r cl e a s it s h ri n k s, a n d t h e m o r p h ol o gi e s wit h di ff e r e nt s p ati al r e s ol uti o n n e a rl y
o v e rl a p a n d a r e g e o m et ri c all y i n di sti n g ui s h a bl e.

C o m p a ri s o n wi t h t h e o ri gi n al n o n r e s c al e d s c h e m e. T o ill u st r at e t h e e ffi-
ci e n c y a n d n e c e s sit y of o u r r e s c ali n g s c h e m e ( e s p e ci all y f o r s m all s u rf a c e t e n si o n s t h at
c a n l e a d t o st ri ki n g fi n g e ri n g p att e r n s), w e s et t h e s u rf a c e t e n si o n t o τ = 1 × 1 0 − 5

a n d t h e g a p t o b e e x p o n e nti all y i n c r e a si n g b (t) = e x p( t) a n d c o m p ut e t h e d y n a mi c s
u si n g t h e o ri gi n al m et h o d a n d t h e n m a k e a c o nt r a st wit h t h e r e s c al e d s c h e m e w h e r e
t h e s p e e d of t h e g a p i s r e d u c e d t o b ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄. We s u m m a ri z e o u r si m ul ati o n
r e s ult s i n Fi g u r e 4( a). U si n g N = 4 0 9 6 m e s h p oi nt s al o n g t h e i nt e rf a c e a n d t h e
ti m e st e p ∆ t = 4 × 1 0 − 4 , t h e si m ul ati o n u si n g t h e o ri gi n al n o n s c al e d m et h o d f ail s at
Q A ( 0.4 8 , 1 .0 4), w h e r e t h e fir st c o o r di n at e c o r r e s p o n d s t o t h e r a di u s a n d t h e s e c o n d
t o t h e s h a p e f a ct o r. T hi s o c c ur s b e c a u s e N = 4 0 9 6 d o e s n ot p r o vi d e e n o u g h g ri d
p oi nt s t o r e s ol v e t h e c o m pl e x fi n g e ri n g m o r p h ol o g y; s e e t h e fi r st i m a g e i n Fi g u r e 4( b).
D o u bli n g t h e m e s h p oi nt o nl y p r ol o n g s t h e si m ul ati o n t o Q B ( 0.3 , 1 .6 2). R e d o u bli n g
t h e s p ati al r e s ol uti o n d o e s n ot h el p t h e si m ul ati o n t o r u n f u rt h e r. We t h e n r e d u c e
t h e ti m e st e p t o ∆ t = 1 × 1 0 − 4 a n d fi n d t h e si m ul ati o n o nl y e xt e n d s sli g htl y t o
Q C ( 0.2 8 , 1 .7 1), i n di c ati n g a s e v e r e n u m e ri c al sti ff n e s s. A n a n al y si s of t h e m o r p h ol o-
gi e s at p oi nt s Q A , QB , QC ( s h o w n i n Fi g u r e 4( b)) r e v e al s t h at t h e i nt e rf a c e d e v el o p s
s m all “ b u d s ” c o n n e ct e d wit h t h e b ul k fl ui d vi a t hi n n e c k s. T o a c c u r at el y r e s ol v e t h e
fl ui d m oti o n i n t h e s e n a rr o w r e gi o n s, t h e o ri gi n al s c h e m e d e m a n d s s m all ti m e st e p s, a s
l a r g e ti m e st e p s m a y r e s ult i n a c r o s si n g of t h e i nt e rf a c e a n d bl o w- u p of t h e n u m e ri c al
s ol uti o n.

T o f u rt h e r a s s e s s t h e r e s ult s, i n Fi g u r e 4( c) w e pl ot t h e m a xi m u m n o r m al v el o c-
it y i n t h e o ri gi n al f r a m e |V |m a x a n d s h o w t h e n o r m al v el o cit y i n t h e r e s c al e d f r a m e
|V̄ |m a x a s a n i n s et. N ot e t h at i n t h e r e s c al e d f r a m e, t h e m a xi m u m v el o citi e s |V̄ |m a x

a r e s m all e r t h a n |V |m a x ( c o m p ut e d at t h e s a m e R i n t h e o ri gi n al s c h e m e). W h e n t h e
n o r m al v el o cit y |V̄ |m a x i s m a p p e d b a c k t o t h e o ri gi n al f r a m e, it c oi n ci d e s wit h t h e n o r-
m al v el o citi e s f r o m t h e o ri gi n al s c h e m e b ef o r e Q A , QB , QC w h e r e t h e o ri gi n al s c h e m e
f ail s. Aft e r t h e s e f ail u r e p oi nt s, t h e c al c ul ati o n s of v el o cit y |V |m a x l o s e a c c u r a c y a n d
i n c r e a s e r a pi dl y, l e a di n g t o f ail e d si m ul ati o n s.

H o w e v e r, a s s h o w n i n Fi g u r e 4( a), o u r r e s c ali n g e n a bl e s o n e t o c o m p ut e t h e w h ol e
e v ol uti o n u si n g ∆ t̄ = 4 × 1 0 − 4 a n d N = 8 1 9 2. T h e r e a s o n f o r s u c h hi g h e ffi ci e n c y i s
d e m o n st r at e d i n Fi g u r e 4( d), w h e r e w e m a p t h e fi x e d ti m e st e p ∆ t̄ = 4 × 1 0 − 4 b a c k

t o t h e o ri gi n al ti m e f r a m e f oll o wi n g ∆ t = l n( 1 + ∆ t̄ R̄ 2

2 ). At e a rl y g r o wt h st a g e s, t h e
e q ui v al e nt ti m e st e p i n t h e o ri gi n al ( n o n di m e n si o n al) ti m e fr a m e d e c r e a s e s a d a pti v el y
a s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s a n d d e v el o p s c o m pl e x fi n g e ri n g p att e r n s. F o r e x a m pl e, a s
i n di c at e d b y t h e d a s h e d li n e s i n Fi g u r e 4( d), at Q B (R = 0 .3), t h e r e s c al e d ti m e st e p
∆ t̄ = 4 × 1 0 − 4 e q u al s t o ∆ t = 1 .8 × 1 0 − 5 i n t h e o ri gi n al f r a m e, w hil e at Q C (R = 0 .
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0
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r es c al e d, ∆ t̄ = 4 × 1 0 − 4 , N = 8 1 9 2

o ri gi n al, ∆ t = 1 × 1 0 − 4 , N = 8 1 9 2

o ri gi n al, ∆ t = 4 × 1 0 − 4 , N = 8 1 9 2

o ri gi n al, ∆ t = 4 × 1 0 − 4 , N = 4 0 9 6
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( 0. 2 3, 1. 8 2)
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Q
A
( 0. 4 8, 1. 0 4)

Q
B
( 0. 3 0, 1. 6 2)

Z H A O, LI, YI N G, B E L M O N T E, L O W E N G R U B, A N D LI

− 2 0 2

− 2

0

2

Q
A
, R = 0. 4 8, d

n e c k
= 7. 2 × 1 0 − 3

V̄ = 0 .0 2 6
V = 0. 0 6 5

[ a]

− 2 0 2

− 2

0

2

Q
B
 R = 0. 3 0, d

n e c k
= 5. 5 × 1 0 − 3

V̄ = 0 .1 6 0
V = 0. 3 4 8

− 2 0 2

− 2

0

2

Q
C
 R = 0. 2 8, d

n e c k
= 4. 4 × 1 0 − 3

V̄ = 0 .1 5 6
V = 0. 6 9 7

− 2 0 2

− 2

0

2

Q
D
 R = 0. 2 3, d

n e c k
= 4. 2 × 1 0 − 3

V̄ = 2 .2 8
V = 9. 9 1

[ b]

Fi g. 4 . I nt e rf a ci al d y n a mi c s wit h a n e x p o n e nti all y i n c r e a si n g g a p. ( a ) T h e n o nli n e a r s h a p e
f a ct o r ( δ

R
) N L ( s e e t e xt ) u si n g t h e r e s c ali n g s c h e m e ( r e d ) a n d t h e o ri gi n al s c h e m e u si n g di ff e r e nt

ti m e a n d s p ati al di s c r eti z ati o n si z e s a s l a b el e d. O nl y t h e r e s c al e d s c h e m e i s a bl e t o si m ul at e t h e
f ull e v ol uti o n, w hi c h ulti m at el y t e n d s t o a ci r cl e a s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s. ( b ) M o r p h ol o gi e s of t h e
i nt e rf a c e at Q A , Q B , Q C , a n d Q D u si n g t h e r e s c al e d s c h e m e. T h e n e c k v el o cit y at t h e r e d m a r k e r
p oi nt i s s p e ci fi e d: V i n t h e o ri gi n al f r a m e a n d V̄ i n t h e r e s c al e f r a m e. T h e i niti al s h a p e i s r ( α, 0 ) =
1 + 0 .0 2 ( c o s ( 3 α ) + si n ( 7 α ) + c o s ( 1 5 α ) + si n ( 2 5 α ) ) , τ = 1 .0 × 1 0 − 5 , a n d b ( t) = e x p ( t)
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B 1 2 1 9
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1 0

− 6

1 0
− 5
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− 3

R

∆
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ori gi n al

r e s c al e d, ρ = R 2 / 2

R = 0. 2 8

R = 0. 3 0

[ c]

[ d]

Fi g. 4 . ( c o nt. ). I nt e rf a ci al d y n a mi c s wit h a n e x p o n e nti all y i n c r e a si n g g a p. ( c ) T h e m a xi m u m
n o r m al v el o cit y i n o ri gi n al f r a m e u si n g r e s c al e d a n d o ri gi n al s c h e m e s ( a s l a b el e d i n ( a ) ). T h e m a x-
i m u m n o r m al v el o cit y i n r e s c al e d f r a m e i s s h o w n a s a n i n s et. ( d ) T h e c o r r e s p o n di n g ti m e st e p i n
o ri gi n al f r a m e f o r t h e r e s c al e d s c h e m e ( r e d ) a n d o ri gi n al s c h e m e ( bl a c k ). T h e v e rti c al d a s h e d li n e s
i n di c at e p oi nt s at w hi c h t h e ti m e st e p s f o r t h e t w o s c h e m e s a r e c o m p a r e d.  T h e i niti al s h a p e i s
r ( α, 0 ) = 1 + 0 .0 2 ( c o s ( 3 α ) + si n ( 7 α ) + c o s ( 1 5 α ) + si n ( 2 5 α ) ) , τ = 1 .0 × 1 0 − 5 , a n d b ( t) = e x p ( t)
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t h e r e s c al e d ti m e st e p ∆ t̄ = 4 × 1 0 − 4 i s e q ui v al e nt t o ∆t = 1 .5 7 × 1 0 − 5 i n t h e o ri gi n al
f r a m e. Aft e r t h e p e a k p oi nt Q D , alt h o u g h t h e ti m e st e p ∆t̄ c o nti n u e s t o d e c r e a s e, t h e
s h a p e f a ct o r d e c a y s m o n ot o ni c all y t o a ci r c ul a r s h a p e a s t h e fi n g e r s a r e s m o ot h e d o ut
( Fi g u r e 4( a)). We n ot e t h at o n e m a y u s e a n ot h e r ti m e s c al e f u n cti o n t o s p e e d u p t h e
c al c ul ati o n i n t hi s ti m e p e ri o d t o g ai n m o r e e ffi ci e n c y, e. g., f oll o wi n g t h e i d e a i n [ 5 0].

4. 3. N o n ci r c ul a r s h ri n ki n g s h a p e s. Fr o m li n e a r a n al y si s, w e k n o w t h e s h a p e

f a ct o r of m o d e k g r o w s f a st e st w h e n u si n g a g a p, b (t) =
\bigcirc 
1 − 7

2 ct
\bigr) − 2

7 , w h e r e c =
2( 3 k 2 − 1) τ . T h e g a p r e m ai n s fi nit e f o r t < Tk , w h e r e t h e c riti c al ti m e T k = 1

7 τ ( 3 k 2 − 1 ) .

A s t → T k , b (t) a n d ḃ ( t) bl o w u p r a pi dl y. A s a m att e r of f a ct, w e k n o w f r o m ( 3. 4) t h at
t h e m a g nit u d e of t h e n o r m al v el o cit y |V | will b e c o m e i n fi nit el y l a r g e a s R s h ri n k s t o
z e r o. N u m e ri c all y, it i s i m p o s si bl e t o u s e t h e o ri gi n al s c h e m e t o si m ul at e t h e w h ol e
s h ri n ki n g d y n a mi c s. We a r e i nt e r e st e d i n t e sti n g t h e p e rf o r m a n c e of o u r al g o rit h m a n d
e x pl o ri n g t hi s s u p e rf a st d y n a mi c s u n d e r s u c h a g a p. C o n s e q u e ntl y, w e i m pl e m e nt a
ti m e s c ali n g f a ct o r ρ = R 9 / 2 c t o sl o w d o w n t hi s f a st e v ol uti o n s u c h t h at i n t h e r e s c al e d
f r a m e, t h e g a p e v ol v e s li n e a rl y i n ti m e, b ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄. We s et N = 8 1 9 2 a n d t h e ti m e
st e p ∆ t̄ = 1 × 1 0 − 4 . We c h o o s e c = 5 2 τ , wit h τ = 1 × 1 0 − 4 , s u c h t h at m o d e 3 g r o w s
t h e f a st e st, o r e q ui v al e ntl y m o d e 5 e v ol v e s s elf- si mil a rl y, b a s e d o n li n e a r t h e o r y.

We c o n si d e r t h r e e di ff e r e nt i niti al s h a p e s, r (α, 0) = 1 + 0 .0 2( c o s( 3 α ) + si n( 7 α ) +
c o s( 1 5 α ) + si n( 2 5 α )), r (α, 0) = 1 + 0 .0 2( si n( 6 α ) + c o s( 1 5 α ) + si n( 2 5 α )), a n d r (α, 0) =
1 + 0 .0 2( c o s( 3 α ) + c o s( 5 α ) + c o s( 6 α )) (l a b el e d r e s p e cti v el y fi r st, s e c o n d, a n d t hi r d). I n
Fi g u r e 5( a), w e pl ot t h e s h a p e f a ct o r a g ai n st t h e i nt e rf a c e si z e R f o r e a c h si m ul ati o n
a n d t w o s e q u e n c e s of t h e m o r p h ol o gi e s a r e s h o w n a s i n s et s, wit h t h e u p p e r a n d l o w e r
pl ot s c o r r e s p o n di n g t o t h e fi r st a n d s e c o n d i niti al c o n diti o n s, r e s p e cti v el y. We n oti c e
t h at t h e i nt e rf a c e m o r p h ol o gi e s a r e e v e nt u all y d o mi n at e d b y m o d e 3 f o r all si m ul ati o n s
a s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s. T h e s e q u e n c e of m o r p h ol o gi e s u si n g t h e t hi r d i niti al s h a p e
i s s h o w n i n Fi g u r e 5( b). A s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s, t h e s h a p e s e x hi bit t h e t h r e e l o n g
t hi n c h a n n el s wit h t hr e e ti n y “ b u d s ” at t h e ti p of e a c h c h a n n el. I n Fi g u r e 5( c), w e
s h o w t h e n o r m al v el o citi e s at t h e ti p of t h e “ b u d ” ( m a r k e d b y O A i n Fi g u r e 5( b))
a n d t h e i n n e r e n d of a c h a n n el ( m a r k e d b y O B i n Fi g u r e 5( b)) a s a f u n cti o n of R .
A s R d e c r e a s e s t o z e r o, t h e n o r m al v el o cit y i n t h e o ri gi n al f r a m e g o e s u n b o u n d e d.
H o w e v e r, i n t h e r e s c al e d f r a m e ( s h o w n a s a n i n s et) t h e n o r m al v el o cit y d e c r e a s e s a n d
t e n d s t o z e r o ( al b eit wit h a n i n fi nit e sl o p e). I n p r a cti c e, w e fi n d o u r si m ul ati o n s st o p
a p p r o xi m at el y at T 3 − t ≈ 2 × 1 0 − 1 1 . N ot e t h at w hil e t h e i nt e rf a c e s h ri n k s, t h e si z e
of t h e “ b u d ” k e e p s d e c r e a si n g, a s e vi d e n c e d b y t h e f a ct t h at t h e c u r v at ur e b e c o m e s
u n b o u n d e d a s s h o w n i n Fi g u r e 5( d). I n a d diti o n, w e fi n d t h e n e c k wi dt h al s o d e c r e a s e s
a n d t h e t hi n c h a n n el k e e p s b ei n g st r et c h e d e v e n t hi n n e r.

F o r t h e si m ul ati o n u si n g t h e i niti al s h a p e r (α, 0) = 1 + 0 .0 2( si n( 6 α ) + c o s( 1 5 α ) +
si n( 2 5 α )), i n w hi c h m o d e 3 i s n ot i n cl u d e d i niti all y, t h e n o nli n e a r i nt e r a cti o n s a m o n g
t h e e xi sti n g m o d e s e v e nt u all y c r e at e m o d e 3. Fr o m Fi g u r e 5( a), w e o b s e r v e t h e s h a p e
f a ct o r a ct u all y d e c r e a s e s u ntil m o d e 3 i s c r e at e d at R ≈ 0 .
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1 6. T h e r ef o r e, t hi s s p e ci fi c
g a p d y n a mi c s s el e ct s m o d e 3 a s t h e f a st e st g r o wt h m o d e a n d d ri v e s t h e i nt e rf a c e t o a
s y m m et ri c t hr e ef ol d p att e r n. U nli k e a n e x p a n di n g i nt e rf a c e, f o r w hi c h t h e i nt e r a cti o n
a m o n g m o d e s i nt r o d u c e s n o nli n e a r st a bili z ati o n a n d l e a d s t h e i nt e rf a c e t o n o nli n e a r
d y n a mi c al e q uili b ri u m st at e s ( n o nli n e a r s elf- si mil a r e v ol uti o n [ 2 9, 3 0, 2 8])), h e r e w e
d o n ot o b s e r v e a n y n o nli n e a r s elf- si mil a r e v ol uti o n. T hi s m a y b e b e c a u s e u nli k e t h e
e x p a n di n g c a s e, t h e r e i s i n s u ffi ci e nt ti m e f o r t h e s y st e m t o l o c k o n t o a st a bl e n o nli n e a r
s elf- si mil a r s h a p e b ef o r e t h e r a di u s of t h e d r o p v a ni s h e s at a fi nit e ti m e. H o w e v e r,
w h at i s a p p a r e nt f r o m o u r si m ul ati o n s i s t h at t h e r e i s m o d e s el e cti o n d u ri n g t h e
n o nli n e a r d y n a mi c s. We c a n n ot r ul e o ut t h at t h e r e m a y b e s p e ci al n o nli n e a r, st a bl e
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Fi g. 5 . I nt e rf a ci al d y n a mi c s u n d e r t h e s p e ci al g a p b ( t) = ( 1 − 7
2

ct ) − 2 / 7 w h e r e c i s c h o s e n
s u c h t h at k = 3 i s t h e f a st e st g r o wi n g li n e a r m o d e ( s e e t e xt ). ( a ) T h e e v ol uti o n of t h e n o nli n e a r
s h a p e f a ct o r f o r t h r e e di ff e r e nt i niti al c o n diti o n s ( s e e t e xt ); t h e i n s et s s h o w t h e m o r p h ol o gi e s f r o m
t h e fi r st t w o i niti al c o n diti o n s at t h e i n di c at e d r a dii. ( b ) T h e si m ul at e d i nt e rf a ci al m o r p h ol o gi e s
d u ri n g s h ri n k a g e f o r t h e t hi r d i niti al c o n diti o n. ( c ) T h e n o r m al v el o cit y i n t h e o ri gi n al f r a m e |V | at
O A a n d O B i n o ri gi n al f r a m e ( s e e ( b ) ) a n d t h e n o r m al v el o cit y i n t h e r e s c al e d f r a m e |V̄ | i s s h o w n
a s a n i n s et. ( d ) T h e c u r v at u r e of t h e s h ri n ki n g t h r e ef ol d s h a p e at O A a n d O B . S u r p ri si n gl y, t h e
i nt e rf a c e d o e s n ot s h ri n k li k e a ci r cl e b ut r at h e r a s a o n e- di m e n si o n al sl e n d e r r o d-li k e m o r p h ol o g y
wit h a t h r e ef ol d s y m m et r y ( s e e Fi g u r e 6
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B 1 2 2 2
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1 0 0

A(
t)

m o d e: 3, 5, 6

m o d e: 3, 7, 1 5, 2 5

m o d e: 6, 1 5, 2 5

1 0 - 61 0 0 A(t)
0

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

= 2

Z H A O, LI, YI N G, B E L M O N T E, L O W E N G R U B, A N D LI

Fi g. 6 . S c ali n g c h a r a ct e ri sti c s of t h e i nt e rf a c e f r o m Fi g u r e 5: t h e r el ati o n b et w e e n t h e e n cl o s e d
a r e a A ( t) a n d p e ri m et e r L ( t) of t h e i nt e rf a c e i n t h e o ri gi n al, u n s c al e d f r a m e. W h e n t h e i nt e rf a c e
i s c o m p a ct, A ∼ L ν wit h ν = 2 . A s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s, ν i n c r e a s e s a s s h o w n i n t h e i n s et, w hi c h
i n di c at e s t h at t h e a r e a s h ri n k s m u c h f a st e r t h a n t h e l e n gt h.

s elf- si mil a r s h ri n ki n g i nt e rf a c e s s u c h a s t h o s e o b s e r v e d i n [ 9, 1 0] w h e n a b u b bl e i s
d ri v e n t o e xti n cti o n b y t h e p r e s e n c e of a si n k i n a H el e- S h a w c ell.

I n Fi g u r e 6, w e s h o w a r el ati o n b et w e e n t h e e n cl o s e d a r e a A (t) a n d t h e p e ri m et e r
L (t) a s A (t) ∼ L ν (t). B ot h t h e a r e a a n d t h e p e ri m et e r a r e m e a s u r e d i n t h e o ri gi n al
( n o n di m e n si o n al) ti m e f r a m e. At e a rl y ti m e s, w h e n t h e i nt e rf a c e i s c o m p a ct, w e h a v e
A (t) ∼ L 2 (t), e. g., ν = 2 a s e x p e ct e d. At l at e r ti m e s, w e s e e all t h r e e c u r v e s d e c r e a s e
r a pi dl y a s t h e i nt e rf a c e d e v el o p s a m o d e 3 d o mi n at e d g e o m et r y. I n p a rti c ul a r, t h e
v al u e of ν g o e s u p t o 4 5 a s s h o w n i n t h e i n s et, i n di c ati n g t h e a r e a A s h ri n k s m u c h
f a st e r t h a n t h e p e ri m et e r, t h o u g h b ot h A (t) a n d L (t) d e c r e a s e m o n ot o ni c all y ( n ot
s h o w n).

4. 4. D y n a mi c s of a fi s si o n i n t e rf a c e. I n [ 4 3], t h e a ut h o r s c o n st r u ct e d a n
i nt e rf a c e t h at w o ul d fi s si o n i nt o t w o di sti n ct i nt e rf a c e s u n d e r z e r o s u rf a c e t e n si o n.
T h e g e n e r al s h a p e i s gi v e n b y ( x 2

1 + x 2
2 ) 2 =

4 η x 2
1

( 1 − ω 2
0 ) 2 +

4 η x 2
2

( 1 + ω 2
0 ) 2 , w h e r e η =

1 − ω 4
0

2 ω 0
R f ,

ω 0 =

\bigcirc 
b ( t )
b ( 0 ) −

\bigr) 
( b ( t )

b ( 0 ) ) 2 − 1, a n d R f i s t h e r a di u s of t h e ci r cl e w h e n t h e fi s si o n o c c u r s.

U si n g t h e p a r a m et e r s η = 1 5
1 6 , ω 0 = 1 / 2, R f = 1, a n d b (t) = e x p( t), t h e a n al yti c al

s ol uti o n s u g g e st s t h e i nt e rf a c e pi n c h e s o ff i nt o t w o s e p a r at e ci r cl e s wit h r a di u s 1 at
tf = 0 .7 5 [ 4 3].

H e r e w e a r e i nt e r e st e d i n e x pl o ri n g t h e l o n g-ti m e n o nli n e a r d y n a mi c s u n d e r a s m all
s u rf a c e t e n si o n. We u s e t h e p a r a m et e r s li st e d a b o v e a n d t a k e t h e s u rf a c e t e n si o n τ =

2 × 1 0 − 5 . T h u s t h e i niti al s h a p e i s (x 2
1 + x 2

2 ) 2 =
2 5 x 2

1

4 +
9 x 2

2

4 o r r (α, 0) =
\ll 

9
4 + 4 c o s 2 (α ).

We u s e N = 8 1 9 2 p oi nt s al o n g t h e i nt e rf a c e a n d r e s c al e ti m e s u c h t h at i n t h e r e s c al e d
f r a m e b ( t̄) = 1 + 0 .5 t̄. T h e ti m e st e p i s ∆t̄ = 2 × 1 0 − 4
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Fi g. 7 . T h e d y n a mi c s of a n i nt e rf a c e t h at w o ul d fi s si o n i nt o t w o ci r cl e s at t h e o ri gi n al ( u n s c al e d )
n o n di m e n si o n al ti m e t = 0 .7 5 if t h e s u rf a c e t e n si o n τ = 0 a n d t h e g a p e x p o n e nti all y i n c r e a s e s ( s e e
t e xt ). H e r e, t h e s u rf a c e t e n si o n i s s m all b ut fi nit e ( τ = 2 × 1 0 − 5 ). T h e s c al e d i nt e rf a ci al m o r p h ol o gi e s
( s a m e a r e a ) a r e s h o w n a s a f u n cti o n of t h e o ri gi n al ti m e a n d R a s l a b el e d. N ot e t h e d e v el o p m e nt
of fi n g e r s i n t h e n e c k r e gi o n a n d a l o n g n e c k t h at s e p a r at e s t w o b ul b s of fl ui d. E v e nt u all y t h o u g h
t h e i nt e rf a c e s h ri n k s a s a ci r cl e. T h e r e a r e f o u r st a g e s of t h e d y n a mi c s: 1 . a d u m b b ell st a g e; 2 . a
fi n g e ri n g st a g e; 3 . a d u m b b ell st a g e; a n d 4 . a ci r cl e st a g e ( s e e t e xt a n d Fi g u r e 8 ). T h e r e d p oi nt s of
e a c h pl ot a r e t h e l o c ati o n s w h e r e t h e i nt e rf a ci al n e c k s a r e n a r r o w e st.

I n Fi g u r e 7, w e s h o w a ti m e s e q u e n c e of t h e e v ol uti o n i n t h e r e s c al e d f r a m e (t h e
o ri gi n al ti m e s a r e s h o w n al o n g wit h R
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Fi g. 8 . T h e mi ni m u m di st a n c e b et w e e n i nt e rf a ci al n e c k s f r o m t h e si m ul ati o n i n Fi g u r e 7 d u ri n g
t h e f o u r st a g e s of t h e d y n a mi c s, a s l a b el e d. T h e r e s ult s a r e p r e s e nt e d i n t h e o ri gi n al, u n s c al e d f r a m e.

u s e d t o c o m p ut e t h e l e a st di st a n c e b et w e e n i nt e rf a ci al n e c k s m e a s u r e d i n t h e o ri gi n al
f r a m e ( d e fi n e d l at e r). We o b s e r v e t h e i nt e rf a c e e x p e ri e n c e s a f o u r- st a g e e v ol uti o n.
D u ri n g D u m b b ell St a g e I (t h e fi r st r o w of Fi g u r e 7), t h e i nt e rf a c e d e v el o p s t w o n e a r
ci r c ul a r b u d s c o n n e ct e d b y a fl at c h a n n el. S m all fi n g e r s a p p e a r a r o u n d t h e c h a n n el
r e gi o n s w h e n t h e si z e of t h e i nt e rf a c e s h ri n k s t o R ≈ 0 .7. D u ri n g t hi s st a g e, w e d e fi n e
t h e l e a st di st a n c e a s t h e wi dt h at t h e c e nt e r of t h e c h a n n el r e gi o n ( x = 0). A s t h e
i nt e rf a c e c o nti n u e s t o s h ri n k, t h e d y n a mi c s t r a n sit s i nt o t h e Fi n g e ri n g St a g e ( ei g ht
s n a p s h ot s a r e s h o w n i n t h e s e c o n d a n d t hi r d r o w s of Fi g u r e 7). We o b s e r v e t h at m o r e
fi n g e r s a p p e a r o n b ot h t h e b u d s a n d t h e c h a n n el, w hil e t h e c h a n n el g et s t hi n n e r. We
d e fi n e t h e l e a st di st a n c e a s t h e mi ni m u m wi dt h of a fj o r d ( s h o w n a s a n i n s et i n e a c h
s n a p s h ot). I n f a ct, t h e l e a st di st a n c e m e a s u r e s t h e n e c k wi dt h of a fj o r d. B e c a u s e
t h e l e a st di st a n c e i s d e fi n e d di ff e r e ntl y f o r e a c h st a g e, t h e l e a st di st a n c e c u r v e i n
Fi g u r e 8 s h o w s a j u m p at t h e t r a n siti o n ti m e. D u ri n g t h e Fi n g e ri n g St a g e, t h e fi n g e r s
s h o w r e m a r k a bl e g r o wt h. At t h e e n d of t hi s st a g e, m o st fi n g e r s d e c a y a n d t h e n e c k
wi dt h of a fj o r d i s c o m p a r a bl e t o t h e wi dt h of t h e c h a n n el. T h e i nt e rf a c e t h e n e nt e r s
D u m b b ell St a g e II, at w hi c h t h e l e a st di st a n c e i s a g ai n m e a s u r e d b y t h e n e c k wi dt h
of t h e c h a n n el. D u ri n g t hi s st a g e, t h e fi n g e r s c o nti n u e t o d e c a y a n d t h e t w o b u d s a r e
c o n n e ct e d b y a v e r y t hi n c h a n n el. T h e l e a st di st a n c e p o siti o n s a r e l o c at e d n e a r t h e
c o n n e cti o n r e gi o n b et w e e n t h e b u d a n d t h e c h a n n el. A s R c o nti n u e s t o s h ri n k, t hi s
p o siti o n m o v e s b a c k t o t h e c e nt e r of t h e c h a n n el r e gi o n ( x = 0). Li n e a r t h e o r y al s o
p r e di ct s all m o d e s d e c a y at t∗ = 3 .2 0 d u ri n g D u m b b ell St a g e II. At t h e Ci r cl e St a g e,
t h e t w o b u d s m e r g e i nt o o n e a n d t h e l e a st di st a n c e i s t h e di a m et e r of t h e ci r cl e. I n
Fi g u r e 8, w e n oti c e t h e l e a st di st a n c e r e a c h e s a l o c al mi ni m u m d m i n = 2 .3 6 × 1 0 − 3 at
t = 2 .5 9 (t h e n e c k wi dt h of a fj o r d), a n d a n ot h e r l o c al mi ni m u m d m i n = 1 .2 0 × 1 0 − 3 at
t = 4 .1 9 (t h e wi dt h of t h e c h a n n el c e nt e r). O n c e t h e s y st e m e nt e r s t h e Ci r cl e St a g e,
R s h ri n k s e x p o n e nti all y f a st R ∼ e − Ψ t wit h Ψ = − 0 .
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ν = − 1. 9 7

ν = 3. 0 9

U
C

ν = 1. 5 3

ν = 0. 6 7

U
D

ν = 0. 6 5

ν = 0. 1 8
ν = 1. 6 8

ν = 2

U
E

ν = 1. 7 6

ν = 0. 8 8

B 1 2 2 5

Fi g. 9 . S c ali n g of t h e i nt e rf a c e f r o m Fi g u r e 7 . It s h o w s t h at t h e r el ati o n b et w e e n A ( t) a n d L ( t)
i s hi g hl y d y n a mi c.

Fi g u r e 9 s h o w s t h e r el ati o n b et w e e n t h e a r e a A (t) a n d t h e a r cl e n gt h L (t), A (t) ∼
L ν (t). T h e r el ati o n s hi p i s d y n a mi c. Fr o m t h e b e gi n ni n g t o p oi nt U A (L = 1 1 .5 , A =
7 .8 5), t h e vi s c o u s fl ui d st a y s i n a c o m p a ct s h a p e, A (t) ∼ L 3 .0 9 (t). Aft e r U A , L (t)
t u r n s t o g r o w, w hil e A (t) c o nti n u e s t o d e c a y, a n d t h e s c ali n g p a r a m et e r c h a n g e s f r o m
ν = − 0 .7 3 t o ν = − 1 .9 7. T h e i nt e rf a c e e x p e ri e n c e s m ulti pl e fi n g e r s. At U B (L =
2 4 .2 , A = 2 .6 2), L (t) r e a c h e s it s m a xi m u m t h e r e a n d a t r a n siti o n o c c u r s. Aft e r t hi s
p oi nt, b ot h A (t) a n d L (t) d e c a y. T h e s c ali n g p a r a m et e r ν d e c r e a s e s f r o m 1 .5 3 t o
0 .6 7. T h e s e c o n d t r a n siti o n o c c u r s at ( L = 1 1 .7 5 , A = 0 .8 9). T h e s c ali n g p a r a m et e r
ν d e c r e a s e s f r o m 1 .7 6 t o 0 .8 8 a s m o st fi n g e r s a r e s m o ot h e d o ut a n d t h e c o m p a ct b u d s
t e n d t o b e f o r m e d. L at e r at ( L = 5 .8 9 , A = 0 .3 9), t h e t hi r d t r a n siti o n o c c ur s, w h e r e
t h e s c ali n g p a r a m et e r ν d e c r e a s e s f r o m 1 .6 8 t o 0 .6 5 a n d t h e n 0 .1 8, a s t h e b u d s t e n d
t o m e r g e. Aft e r U E (L = 1 .4 6 , A = 0 .1 7), t h e i nt e rf a c e e v ol v e s a s a v a ni s hi n g cir cl e.

5. C o n cl u si o n. I n t hi s p a p e r, w e h a v e st u di e d t h e H el e- S h a w p r o bl e m wit h a
ti m e i n c r e a si n g g a p b (t). U si n g li n e a r t h e o r y, w e h a v e s h o w n t h at f o r a s p e ci al c h oi c e

of t h e g a p b (t) =
\bigcirc 
1 − 7

2 ct
\bigr) − 2

7 , wit h c ∼ k 2 w h e r e k i s a w a v e n u m b e r, t h e i nt e rf a c e
s e p a r ati n g a n i n n e r vi s c o u s fl ui d f r o m ai r c a n e v ol v e s elf- si mil a rl y wit h k -f ol d s y m-
m et r y u si n g o n e c h oi c e of c o r t h at m o d e k i s t h e f a st e st g r o wi n g w a v e n u m b e r u si n g
a n ot h e r c h oi c e of cDo
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. F o r ot h e r c h oi c e s of g a p wi dt h s, s u c h a s li n e a rl y o r e x p o n e nti all y
i n c r e a si n g ti m e d e p e n d e nt g a p s, t h e r e e xi st s a c riti c al ti m e aft e r w hi c h s h a p e p e rt u r-
b ati o n s st a rt t o d e c a y.
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We h a v e i m pl e m e nt e d a b o u n d a r y i nt e g r al m et h o d wit h s p ati al t e m p o r al r e s c ali n g
t o si m ul at e t h e n o nli n e a r d y n a mi c s of t h e i nt e rf a c e. A s t h e i nt e rf a c e s h ri n k s, a s m all
ti m e st e p i s n e e d e d [ 4 3, 3 1], e s p e ci all y w h e n t h e si z e of t h e i nt e rf a c e i s s m all. We
i m pl e m e nt r e s c ali n g t o sl o w d o w n t h e e v ol uti o n s p e e d of t h e i nt e rf a c e i n t h e r e s c al e d
f r a m e s u c h t h at t hi s ti m e st e p c o n st r ai nt c a n b e r e m o v e d. T h o u g h t h e ti m e st e p
∆ t̄ i s fi x e d i n t h e r e s c al e d f r a m e, t h e e q ui v al e nt ti m e st e p ∆t i n t h e o ri gi n al f r a m e
d e c r e a s e s a d a pti v el y vi a t h e ti m e s c ali n g f u n cti o n. O u r r e s ult s d e m o n st r at e t h at t h e
n e w r e s c ali n g al g o rit h m i s c a p a bl e of a c c u r at el y si m ul ati n g t h e i nt e rf a c e d y n a mi c s f o r
f a r l o n g e r ti m e s of t h e e v ol uti o n t h a n c o ul d b e d o n e p r e vi o u sl y. I n p a rti c ul a r, w h e n w e

u s e d t h e g a p b (t) =
\bigcirc 
1 − 7

2 ct
\bigr) − 2

7 s u c h t h at m o d e k = 3 i s f a st e st g r o wi n g a c c o r di n g t o
li n e a r t h e o r y, w e f o u n d t h at r at h e r t h a n s h ri n ki n g li k e a ci r cl e, t h e i nt e rf a c e a c q ui r e s
a o n e- di m e n si o n al sl e n d e r r o d-li k e g e o m et r y wit h a t h r e ef ol d s y m m et r y a s it v a ni s h e s.

We al s o st u di e d a fi s si o ni n g i nt e rf a c e u n d e r a n e x p o n e nti all y i n c r e a si n g g a p b (t) =
e x p( t) u si n g a s m all s u rf a c e t e n si o n. T h e e v ol uti o n e x hi bit s f o u r st a g e s of d y n a mi c s.
D u ri n g D u m b b ell St a g e I ( St a g e 1), t h e i nt e rf a c e d e v el o p s f e w fi n g e r s a n d r e m ai n s
c o m p a ct wit h t h e a p p e a r a n c e of t w o b u d s c o n n e ct e d b y a t hi n c h a n n el. D u ri n g t h e
Fi n g e ri n g St a g e ( St a g e 2), t h e i nt e rf a c e d e v el o p s l o n g fi n g e r s o n b ot h of t h e b u d s
a n d t h e c h a n n el c o n n e cti n g t h e m. D u ri n g D u m b b ell St a g e II ( St a g e 3), fi n g e r s d e c a y
a n d t h e i nt e rf a c e e v ol v e s i nt o t w o b u d s w hi c h att r a ct e a c h ot h e r a n d m e r g e. D u ri n g
t h e Ci r cl e St a g e ( St a g e 4), t h e i nt e rf a c e t e n d s t o a ci r cl e a s it v a ni s h e s. O u r si m u-
l ati o n s h o w s t h e i nt e rf a c e d o e s n ot s e p a r at e, w hi c h i s di ff e r e nt f r o m t h e z e r o s u rf a c e
t e n si o n s ol uti o n [ 4 3] a n d t h e l u b ri c ati o n a p p r o xi m ati o n [ 1]. T h u s, s urf a c e t e n si o n
h e r e p r o vi d e s a s m o ot hi n g e ff e ct t h at p r e v e nt s t h e o c c u r e n c e of t h e s e m o r p h ol o gi c al
si n g ul a riti e s. H o w e v e r, w e d o n ot r ul e o ut t h e p o s si bilit y t h at t h e r e m a y b e i niti al
c o n diti o n s t h at c o ul d l e a d t o pi n c h- o ff [ 7, 1 5], b ut t hi s i s b e y o n d t h e s c o p e of o u r p a p e r.

I n t h e f ut u r e, w e pl a n t o p e rf o r m a m o r e c o m pl et e i n v e sti g ati o n i nt o t h e d y n a mi c s
of s h ri n ki n g i nt e rf a c e s i n a H el e- S h a w c ell. I n p a rti c ul a r, f oll o wi n g o u r p ri o r w o r k [ 2 8],
w e pl a n t o d e v el o p a m o r p h ol o g y di a g r a m of s h ri n ki n g i nt e rf a c e s h a p e s a s a f u n cti o n

of c w h e n t h e g a p b (t) =
\ll 
1 − 7

2 ct
\biggl( − 2

7 i s u s e d. We al s o pl a n t o f u rt h e r i n v e sti g at e t h e
fi s si o ni n g i nt e rf a c e t o d et e r mi n e t h e b e h a vi o r i n t h e li mit a s t h e s urf a c e t e n si o n τ → 0.
We pl a n t o st u d y t h e si n g ul a riti e s f o r m e d d u e t o a s m all s u rf a c e t e n si o n s ol uti o n [ 4 4]
a n d u n d e r st a n d t h e c o u pli n g / c o m p etiti o n e ff e ct b et w e e n t h e s u rf a c e t e n si o n a n d t h e
d ri vi n g f o r c e i nt r o d u c e d b y t h e i n c r e a si n g g a p.
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