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■♦♥✐❝ ♣♦❧②♠❡r ♠❡t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✭■P▼❈s✮ ❛r❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ s♦❢t ❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡✐r ❤✐❣❤ ❝♦♠✲

♣❧✐❛♥❝❡✱ ❧♦✇ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ✇❡t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢

✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤s ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢

■P▼❈s✱ ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ■P▼❈s t♦ ■P▼❈✲❜❛s❡❞ r♦❜♦ts✱ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ t❤❡✐r ❛❝t✉❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❡❧✉s✐✈❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛✉❝✐t② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧✐❡s ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣♦st✉❧❛t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ♦r ♣❧❛t❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t ♠✉❧t✐✲

❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡❧✐❝✐t❡❞ ❜② ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠✐❣r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❍❡r❡✱ ✇❡

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ■P▼❈s ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✳ ❚♦✇❛r❞ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡

♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❆❜❛q✉s➋ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥❡✇❧②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s❡r ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❡st✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇♦r❦✐♥❣s ♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞

❡①♣❧♦r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆❧♦♥❣s✐❞❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■P▼❈✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛s✲

t✐❝✐t② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✳ ❱❡r✐✜❡❞ ❛❣❛✐♥st ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✲tr❛❝t❛❜❧❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts

✉♥✈❡✐❧ ❛ r✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞

✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❞❡❢♦r♠s ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♠✐❞✲❛①✐s t❤❛t ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥

❛①✐❛❧ str❡t❝❤✳ ❚❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r♦❧❡ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

t❤❡ ■P▼❈✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛❝t✉❛t✐♦♥ t♦ ✐ts ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s st✉❞② ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✜rst ♠♦❞❡❧✐♥❣ st❡♣

t♦✇❛r❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ■P▼❈s✱ ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦✇❛r❞ t❤❡

❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②❀ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t❀ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss❀ P♦✐ss♦♥✲◆❡r♥st✲P❧❛♥❝❦❀ ❯♥✐❢♦r♠ ❜❡♥❞✐♥❣

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✷✵✲✵✻✲✵✼
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■♦♥✐❝ ♣♦❧②♠❡r ♠❡t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✭■P▼❈s✮ ❛r❡ ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ s♦❢t ❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞

♣r♦♠✐s❡ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❛❝t✉❛t♦rs ✇✐t❤ ❧♦✇

♦♣❡r❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ✇❡t ❛♥❞ ❞r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭❙❤❛❤✐♥♣♦♦r✱ ✷✵✶✺❀ ❏♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡✐r

♣r♦♣✐t✐♦✉s ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡ ❢✉❡❧❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❢t✺

r♦❜♦t✐❝s✱ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ✭❇❤❛♥❞❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❙❤❛❤✐♥♣♦♦r ✫

❑✐♠✱ ✷✵✵✹❀ ❈❤❡♥✱ ✷✵✶✼✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✲✐♥s♣✐r❡❞

♣r♦♣✉❧s♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ■P▼❈s✱ ❢r♦♠ r♦❜♦t✐❝ ✜s❤ ✭❆✉r❡❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ t♦ t❛❞♣♦❧❡s ✭❑✐♠

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ♠❛♥t❛ r❛②s ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ✢②✐♥❣ ✜s❤ ✭❙t❛❧❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✱ ❛♥❞ ❥❡❧❧② ✜s❤ ✭❨❡♦♠ ✫ ❖❤✱

✷✵✵✾❀ ◆❛❥❡♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦♦r t♦ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✉♥❞❡r✇❛t❡r r♦❜♦t✐❝s✳ ❘❡❝❡♥t✶✵

❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ r❛♣✐❞ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ■P▼❈s ✭❈❛rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❝❛s❡ ❢♦r

t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❧②✲t❛✐❧♦r❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r s♦❢t ❞❡✈✐❝❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❡ss ♦♥ ■P▼❈ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ ❜✉t r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛tt❡r❡❞✳

❲❤✐❧❡ ■P▼❈s s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♥❛✈❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s✳✶✺

❚♦ ❞❛t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ■P▼❈ ♣❤②s✐❝s✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ t♦

t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ②❡t t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞

t❤❛t ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣✐❧❡✲✉♣ t♦✇❛r❞

t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ ❛s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭❙❤❛❤✐♥♣♦♦r✱ ✷✵✶✺❀ ❏♦ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✸✮✳ ❘❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤r♦✉❣❤✷✵

✢✉♦r❡s❝❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❣❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡r ♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥

s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦❢ ◆❡♠❛t✲◆❛ss❡r ❛♥❞ ▲✐ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜❢t❡❡♥ ②❡❛rs ❛❣♦ ✭◆❡♠❛t✲◆❛ss❡r ✫ ▲✐✱ ✷✵✵✵✮✱ ✇❤❡r❡

❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s

❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✭❈❤❡♥ ✫ ❚❛♥✱ ✷✵✵✽❀ ◆❛r❞✐♥♦❝❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ P♦r✜r✐✱ ✷✵✵✾❀ ❲❛❧❧♠❡rs♣❡r❣❡r

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t♦✇❛r❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ❜❡❛♠✲ ❛♥❞ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❛❧✷✺

t❤❡♦r✐❡s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ■P▼❈s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✭❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐✱

✷✵✶✹✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ ■P▼❈ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢

t❤❡ ❛rt✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳

❇♦t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ❜② r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛②✸✵

❜❡t✇❡❡♥ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤❛r❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ❩❤✉

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ♠♣♦r❢✐r✐❅♥②✉✳❡❞✉ ✭▼❛✉r✐③✐♦ P♦r✜r✐✮

✷



t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❍♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡✱ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❞❡❧✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❝❧✉st❡rs✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦✲✸✺

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❛♥❞ ♦s♠♦t✐❝

♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts t♦✇❛r❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t ❛♥❞ ❡①t❡♥t ♦❢ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮

❛♥❞ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❛r❡ st✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ■P▼❈ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡②✹✵

r❡st ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ■P▼❈ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s r✐❣✐❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ str✉❝t✉r❛❧

❜❡❛♠ t❤❡♦r②✳ ❲❤❡t❤❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ❝❤✐❡❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐s ♣❡r✈❛s✐✈❡ t♦ t❤❡

❡♥t✐r❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ■P▼❈ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❙❤❛❤✐♥♣♦♦r✱ ✷✵✶✺❀ ❏♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡ t✇♦

♠❛❥♦r r❡s❡❛r❝❤ ❡♥❞❡❛✈♦rs✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✹✺

♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮ ✉♥❞❡r ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊ s♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s➋ ✐♥ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡❧❡♠❡♥t ✭❯❊▲✮ ✭❈❤❡st❡r

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❛♥❣❡♥ts ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❆❜❛q✉s➋ ◆❡✇t♦♥ s♦❧✈❡r ❛r❡✺✵

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜✉✐❧❞s ♦♥ r❡❝❡♥t ❡✛♦rts

t❤❛t ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ ❛t t❤❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ■P▼❈s ✭P✉❣❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✱ ✷✵✶✺✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ P✉❣❛❧ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✹✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ s♦❧✈❡ ❝♦✉♣❧❡❞ P♦✐ss♦♥✲◆❡r♥st✲P❧❛♥❝❦ ❛♥❞

◆❛✈✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ t✉t♦r✐❛❧ ❢♦r ❈♦♠s♦❧➋ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❝❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P✉❣❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ P✉❣❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✱ ✷✵✶✺✮✺✺

r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦✉rs ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛s ❛ ❜✉❧❦ ❢♦r❝❡✱ ✇❤♦s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❡♥❞❡❛✈♦rs ♦♥ t❤❡ ❋❊ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♦♥✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘♦ss✐ ✫ ❲❛❧❧♠❡rs♣❡r❣❡r

✭✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①❛❝t ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❧❡♥❞❡r ■P▼❈s ✐♥ t✇♦✲✻✵

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭P♦r✜r✐✱ ✷✵✵✽✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✭❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●♦♦❞✐❡r✱ ✷✵✵✶✮✳ ❊①❛❝t ❡❧❛st✐❝✐t② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

■P▼❈ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞❀ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧

st❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱

✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✻✺

♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ st✉❞②

♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ s♦❧✈❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✉♠♣❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧ ✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡

✸



♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs✳ ❋r♦♠

t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs✱ ❛❧❧ t❤❡ s❛❧✐❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ t❤❡♥

❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛❣❛✐♥st ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡✼✵

✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

♠❛② ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ♦♥ ■P▼❈ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳

Pr❡❞✐❝t❛❜❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ■P▼❈ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❝t ❛s r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s ❞✉r✐♥❣ ❛❝t✉❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡❛♠ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱

❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋❊ r❡s✉❧ts ❜r✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳✼✺

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ str❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s

♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ■P▼❈ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr❛❝t ❛❧♦♥❣ ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t

s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✐s ③❡r♦✱ s❤✐❢ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s t♦✇❛r❞

t❤❡ ❛♥♦❞❡ ♦r t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡✽✵

P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ ♣❧❛②s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r♦❧❡ ♦♥ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛❝t✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ❋❊ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ■P▼❈ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥✽✺

❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ ✐ts ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤r♦✉❣❤ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♠❡❛s✉r❡s ✭❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✮ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝

♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢✾✵

♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ♦♥ ❧✐♥❡s ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✷✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧

❍❡r❡✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s

❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ♦❢ ❛♥ ✐♦♥♦♠❡r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡✾✺

✐♦♥♦♠❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♦♥♦♠❡r ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❝❤❛r❣❡s✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡✳

❚❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ♥❡✉tr❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❞✉❡ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦✲

♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✇✐❧❧ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ♦s♠♦t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡

✐♦♥♦♠❡r✳✶✵✵

✹



❆ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s

str❡ss✲❢r❡❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❛♥✐♦♥s ❛♥❝❤♦r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞ ③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❋✐❣✉r❡

✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ t✐♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

x = x(X, t), ✭✶✮

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥t t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s

F(X, t) = ∇x(X, t), ✭✷✮

✇❤❡r❡ ∇(·) ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❜✐❧❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ✉♣♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

❆ss✉♠✐♥❣ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

Div s = 0, ✭✸✮

✇❤❡r❡ Div(·) ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s ✐s t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ s ✐s ♥♦t

❛ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✱ s♦ t❤❛t sF
T = Fs

T ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♣♦❧❛r

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✭●✉rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ✇❤❡r❡ T ✐♥❞✐❝❛t❡s t❡♥s♦r tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ♣❡r ✉♥✐t ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ C✱

❛♥❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ψ✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣r♦✉♥❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ Ẽ = −∇ψ✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s r❡❛❞s

∂C

∂t
+Div J = 0, ✭✹✮

✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ✢✉①✳✶✵✺

✺



●❛✉ss ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s

Div D̃ = Q, ✭✺✮

✇❤❡r❡ D̃ ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ Q ✐s t❤❡ ♥❡t ❝❤❛r❣❡ ♣❡r ✉♥✐t ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❡q✉❛❧ t♦

Q = F(C − C0). ✭✻✮

❍❡r❡✱ F = 96485 C mol−1 ✐s t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ C0 ✐s t❤❡ ✜①❡❞✱ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t

✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡

t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②✱

W (F, C, D̃) =Wmec(F) +Wion(F, C) +Wpol(F, D̃), ✭✼✮

✇❤❡r❡ Wmec(F) ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ Wion(F, C) ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ❛♥❞

✜①❡❞ ✐♦♥s✱ ❛♥❞ Wpol(F, D̃) ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✼✮✳ ❆s ❛

✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✲❑✐r❝❤❤♦✛ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤

t❤❛t

Wmec(F) =
λL

2
(tr(L))2 + µLtr(L)

2. ✭✽✮

❍❡r❡✱ L = 1
2 (F

T
F− I) ✐s t❤❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ tr(·) ✐s t❤❡ tr❛❝❡✱ ❛♥❞ λL ❛♥❞ µL ❛r❡ t❤❡ ▲❛♠é

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♦♣t ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ν✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ E✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤ ✭❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●♦♦❞✐❡r✱ ✷✵✵✶✮

λL =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, ✭✾❛✮

µL =
E

2(1 + ν)
. ✭✾❜✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ✐s

Wion(F, C) = RT
[

C

(

ln
C

C0 detF
− 1

)

− C0

(

ln
1

detF
− 1

)]

, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ R = 8.314 J mol−1 K−1 ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ T t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ det(·) ✐s t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡❛❞s

Wpol(F, D̃) =
1

2ǫ

F
T
F · D̃⊗ D̃

detF
, ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ ǫ ✐s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✏ ·✑ ✐s t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✱ ❛♥❞ ✏⊗✑ ✐s t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳✶✶✵

✻



❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t F✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r

s = smec + sion + spol, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡

smec =
∂Wmec

∂F
= F[λLtr(L)I+ 2µLL], ✭✶✸❛✮

sion =
∂Wion

∂F
= −RT (C − C0)F

−T, ✭✶✸❜✮

spol =
∂Wpol

∂F
=

1

2ǫ

(

−F
T
F · (D̃⊗ D̃)F−T

detF
+

2F(D̃⊗ D̃)

detF

)

. ✭✶✸❝✮

❍❡r❡✱ smec ✐s t❤❡ str❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ sion ✐s t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱

❛♥❞ spol ✐s t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ✿

Ẽ =
∂W

∂D̃
=

1

ǫ detF
F

T
FD̃, ✭✶✹❛✮

µ = Fψ +
∂W

∂C
= Fψ +RT ln

C

C0 detF
. ✭✶✹❜✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ✢✉①

♠✉st ♦❜❡②

J ·∇µ ≤ 0, ✭✶✺✮

✇❤✐❝❤ ✇❡ s❛t✐s❢② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❡r♥st✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇❛r❞ ✫ ❋❛✉❧❦♥❡r✱

✷✵✵✶✮ ❜② s❡tt✐♥❣

J = −DC
RT F

−1
F

−T
∇µ, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳

❲❤✐❧❡ ✐t ♠❛② ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❛❝t✉❛t❡ ❛♥ ✐♦♥♦♠❡r ✇✐t❤♦✉t ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥t❛❝t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱

✐♦♥♦♠❡r✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❝t✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✈✐❛ ❡❧❡❝tr♦❧❡ss✶✶✺

♣❧❛t✐♥❣ ✭❖❣✉r♦✱ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ♦♥ ❆✉❣✉st ✶✵✱ ✷✵✶✽✮ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❞✐r❡❝t ❛ss❡♠❜❧② ✭❆❦❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ■P▼❈ ♦r✱ s♦♠❡t✐♠❡s✱ ✐♦♥✐❝ ♣♦❧②♠❡r tr❛♥s❞✉❝❡r✱ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆❦❧❡

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✶✶✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ❧❡❛❦② ❝♦♥❞✉❝t♦rs

✭❙❤❛❤✐♥♣♦♦r ✫ ❑✐♠✱ ✷✵✵✷❀ ❙❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❈❤❛ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷✮✱ ❤✐❣❤✲s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡❝r♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♠❡t❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❆❦❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❛♥❞ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs ✇❤❡r❡✶✷✵

r❡❞♦① r❡❛❝t✐♦♥s ♠❛② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✭❏♦❤❛♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

✼



❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥✲

❞✉❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ t♦ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

♦♥ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤❛t ✐s ♣❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✇❡ s❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

J ·N = 0, ✭✶✼❛✮

ψ = V̄ , ✭✶✼❜✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ V̄ ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡

❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t♦r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳

❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r s❡♥s✐♥❣ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✶✷✺

❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❛t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥❡ ✐s

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ■P▼❈ ✐s ✐♥ ❛✐r ♦r ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡

♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ③❡r♦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✶✼❛✮ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s t♦ ❧❡❛✈❡

t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❢❡✇ r❡♠❛r❦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡✶✸✵

✐♦♥♦♠❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❥✉st❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥♦♠❡rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛②

♥♦t ✇❛rr❛♥t t❤❡ ❡♥❞❡❛✈♦r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡✐r t②♣✐❝❛❧ ✉s❡ ❛s ❛❝t✉❛t♦rs✱ ■P▼❈s ✉♥❞❡r❣♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✪ ✭❆❦❧❡ ✫ ▲❡♦✱ ✷✵✵✽✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✭❇❛tr❛✱ ✷✵✵✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♦❢ ✈❛❧✉❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✜♥✐t❡✶✸✺

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ s✐♥❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ■P▼❈s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❜❡tt❡r t❛❝❦❧✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts ✭❑✐❧✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✱❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞

❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♣t❡❞ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✶✹✵

❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ♠❛② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ✐♦♥♦♠❡rs ✇✐t❤ ❣r❛❞❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛② ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❛s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢

■P▼❈s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♣r✐♥t❡❞ ■P▼❈s✳

✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✶✹✺

❍❡r❡✱ ✇❡ ♣✉rs✉❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❋❊ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐rst✱ ❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ●❛❧❡r❦✐♥

✽



❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❋❊ s❡t ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❋❊ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊ s♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s➋ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❯❊▲✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭●✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ P❛r❦ ✫ P❛✉❧✐♥♦✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ t♦ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥✳ ❋❊✶✺✵

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t②

♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳ ❲❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ Ω ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ S = ∂Ω✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥✱

✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ SD ❛♥❞ SN✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ s✉❜s❡ts s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s SD ∪ SN = S

❛♥❞ SD ∩SN = ∅✳ ❋♦r ❊qs✳ ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ❛♥❞ ✭✺✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿











u = ū ♦♥ SDu

sN = sN ♦♥ SNu

, ✭✶✽❛✮











C = C̄ ♦♥ SDC

J ·N = JN ♦♥ SNC

, ✭✶✽❜✮











ψ = ψ̄ ♦♥ SDψ

D̃ ·N = D̃N ♦♥ SNψ

. ✭✶✽❝✮

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ❜♦t❤ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡

❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ❛♥❞ ✜①❡❞ ✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♣♦✐♥t✇✐s❡✱ t❤❛t ✐s✱

u(X, 0) = 0, ✭✶✾❛✮

C(X, 0) = C0, ✭✶✾❜✮

ψ(X, 0) = 0. ✭✶✾❝✮

❆ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊qs✳ ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ❛♥❞ ✭✺✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣

t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ●❛✉ss t❤❡♦r❡♠

t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠s st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✳ ❚❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s wu✱ wC ✱ ❛♥❞ wψ ❢♦r t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦✈❡r t❤❡

✾



❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ SDu
✱ SDC ✱

❛♥❞ SDψ ✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤✉s r❡❛❞s
∫

SNu

wu · sN dS −
∫

Ω

∇w · s dΩ = 0, ✭✷✵❛✮

∫

Ω

wC
∂C

∂t
dΩ +

∫

SNC

wCJN dS −
∫

Ω

∇wC · J dΩ = 0, ✭✷✵❜✮

∫

SNψ

wψD̃N dSN −
∫

Ω

∇wψ · D̃ dΩ =

∫

Ω

wψF(C − C0) dΩ, ✭✷✵❝✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ✢✉①✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞

t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✶✺✺

❊qs✳ ✭✶✷✮✱ ✭✶✻✮✱ ❛♥❞ ✭✶✹✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❞r❛✇ s❡✈❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞

❜② t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ s❧❡♥❞❡r ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs ✭❏♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙❤❛❤✐♥♣♦♦r✱ ✷✵✶✺✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s str❡ss✲❢r❡❡ ✇❤❡r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦s❡❞ ✭sN = 0 ♦♥

SNu
✮✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ st❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② s❡t✶✻✵

♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤r♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞

❆❜❛q✉s➋ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞s ♦♥ ❞❡❢❛✉❧t ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡❧❡✲

♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ st✐✛♥❡ss

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✱ ✇❡ ❤②♣♦t❤✲

❡s✐③❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✢✉① ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ❛♥②✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❛t ✐s✱ JN = 0✱ s✉❝❤ t❤❛t SDC = ∅✶✻✺

❛♥❞ SNC = S✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r ♦r ❛✐r✱ ✇❤❡r❡

❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ✉♥❧✐❦❡❧② ❞✐✛✉s❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ●❛✉ss ❧❛✇✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t SDψ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ♣❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❤❛s ♥✉❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝✲

tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ✢✉①✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✶✼✵

❛♥❞ ❛✐r✱ ✇❤❡r❡ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s ❝❛♥♥♦t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r s✉r❢❛❝❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛❧❧

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s ✐♥ ❊qs✳ ✭✷✵❛✮✱ ✭✷✵❜✮✱ ❛♥❞ ✭✷✵❝✮ ✈❛♥✐s❤✳

❆ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t

♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ✭V =
⋃

Ve✮ ✇✐t❤ Nnodes ♥♦❞❡s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✱

❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

u(X, t) ≈
Nnodes
∑

k=1

φk(X)uk(t), ✭✷✶❛✮

C(X, t) ≈
Nnodes
∑

k=1

φk(X)Ck(t), ✭✷✶❜✮

✶✵



ψ(X, t) ≈
Nnodes
∑

k=1

φk(X)ψk(t), ✭✷✶❝✮

✇❤❡r❡ φk(X) ✐s t❤❡ ❋❊ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ k✲t❤ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ u
k(t)✱ Ck(t)✱ ❛♥❞ ψk(t) ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇✐t❤ k = 1, . . . , Nnodes✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢

❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ♦♥❡ ♠❛② ♦♣t ❢♦r ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r✶✼✺

❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✳

❲❡ ❛❞♦♣t ❛ st❛♥❞❛r❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s

wu(X) =
∑

k

φk(X)wk
u
, ✭✷✷❛✮

wC(X) =
∑

k

φk(X)wkC , ✭✷✷❜✮

wψ(X) =
∑

k

φk(X)wkψ. ✭✷✷❝✮

❯♣♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡

❛r❜✐tr❛r✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s wk
u
✱ wkC ✱ ❛♥❞ w

k
ψ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

∫

Ω

s ·∇φk dΩ = 0, ✭✷✸❛✮

∫

Ω

φk
∂C

∂t
dΩ−

∫

Ω

∇φk · J dΩ = 0, ✭✷✸❜✮

−
∫

Ω

∇φk · D̃ dΩ =

∫

Ω

φkF(C − C0) dΩ. ✭✷✸❝✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ✢✉①✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ ❛❧❧ r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✷✮✱ ✭✶✻✮✱ ❛♥❞ ✭✶✹✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✶✮✳

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❋❊ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✸✮ s❤❛❧❧

❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡♠❡♥t Ωel✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥s✿
∫

Ωel

s ·∇N i dΩ = 0, ✭✷✹❛✮

∫

Ωel

N i ∂C

∂t
dΩ−

∫

Ωel

∇N i · J dΩ = 0, ✭✷✹❜✮

✶✶



−
∫

Ωel

∇N i · D̃ dΩ =

∫

Ωel

N iF(C − C0) dΩ, ✭✷✹❝✮

✇❤❡r❡ N i(X) ❛r❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Ωel✱ ✇✐t❤ i = 1, . . . , Nnodesel ✱ ✇✐t❤ Nnodesel ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢✶✽✵

♥♦❞❡s ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦✉❣❤t ❋❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✉♣♦♥

r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❢♦r t❤❡ str❡ss✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ✢✉①✱ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✷✮✱

✭✶✻✮✱ ❛♥❞ ✭✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✶✮✳

✸✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❛q✉s➋

❚❤❡ ❋❊ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✹✮ ❛r❡ ✜rst ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❯❊▲ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊ s♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s➋✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❤❡st❡r ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✺✮✳ ❆❜❛q✉s➋ ❡♠♣❧♦②s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ◆❡✇t♦♥ s♦❧✈❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡

s♦❧✈❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥s✮ ✐♥ t❤❡ ❯❊▲ s✉❜r♦✉✲

t✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♥♦❞❛❧ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡

R
i
u
=

∫

Ωel

s ·∇N i dΩ, ✭✷✺❛✮

RiC =

∫

Ωel

N i ∂C

∂t
dΩ−

∫

Ωel

∇N i · J dΩ, ✭✷✺❜✮

Riψ =

∫

Ωel

∇N i · D̃ dΩ +

∫

Ωel

N iF(C − C0) dΩ. ✭✷✺❝✮

❚❤❡ t❛♥❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

K
ij
uu

= −∂R
i
u

∂uj
, ✭✷✻❛✮

K
ij
uC = −∂R

i
u

∂Cj
, ✭✷✻❜✮

K
ij
uψ = −∂R

i
u

∂ψj
, ✭✷✻❝✮

K
ij
Cu

= −∂R
i
C

∂uj
, ✭✷✻❞✮

K
ij
CC = −∂R

i
C

∂Cj
, ✭✷✻❡✮

K
ij
Cψ = −∂R

i
C

∂ψj
, ✭✷✻❢✮

✶✷



K
ij
ψu = −

∂Riψ

∂uj
, ✭✷✻❣✮

K
ij
ψC = −

∂Riψ

∂Cj
, ✭✷✻❤✮

K
ij
ψψ = −

∂Riψ

∂ψj
. ✭✷✻✐✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✽✺

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✉♣♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞♦♠❛✐♥❀ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥

❋❊ ❝♦❞❡s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ❜✉t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❋❊ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇❡❧②ts❝❤❦♦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✷✮✱ ✭✶✻✮✱ ❛♥❞ ✭✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳✶✾✵

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ♦♥❡✱ t✇♦✱ ♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛t ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ ✇❡ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛♥ ❡✐❣❤t ♥♦❞❡s✶✾✺

q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ P❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜②

s❡tt✐♥❣ FZZ = 1 ❛♥❞ FXZ = FY Z = FZX = FZY = 0 ✐♥ t❤❡ ✉s❡r s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ❋♦r t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t✱ ♥✐♥❡ ●❛✉ss

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❢✉❧❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭▲❛♣✐❞✉s ✫ P✐♥❞❡r✱ ✷✵✶✶✮✳

ξ

η

• • •

• •

• • •
1 2

34

5

6

7

8

× × ×

× × ×

× × ×1′ 2′ 3′

4′ 5′ 6′

7′ 8′ 9′

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✐❣❤t ♥♦❞❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❉♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❝r♦ss❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ●❛✉ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡✐r ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s ❛ t✇♦✲❢♦❧❞ ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❧♦❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥✷✵✵

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡❛r❧② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s♦❧✐❞s ✇✐t❤ ❧♦✇✲♦r❞❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ✫ ❚❛②❧♦r✱ ✷✵✶✸✮✳

❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

✶✸



✭❋r✐❡❞✱ ✶✾✼✹✮ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❞❡ ❙♦✉③❛ ◆❡t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❜✉t ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❤♦✉r❣❧❛ss ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ ③❡r♦✲❡♥❡r❣②

♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✭❘❡❡s❡ ✫ ❲r✐❣❣❡rs✱ ✷✵✵✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛✷✵✺

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✐❣❤t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②

♠✐t✐❣❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❧♦❝❦✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ✐t✳

✹✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡♥❞✐♥❣

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣✷✶✵

♦❢ ■P▼❈s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣

♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ❤❛s ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦✇❛r❞ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡

t✇♦ ❦❡② s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥

♦❢ ❛ s❧❡♥❞❡r ■P▼❈✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲

t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ♣r✐♦r ✇♦r❦ ✭P♦r✜r✐✱ ✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡✷✶✺

st✉❞② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳ Pr♦❜❧❡♠ s❡tt✐♥❣

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛①✐❛❧ str❛✐♥s

✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✺✪ ✭❆❦❧❡ ✫ ▲❡♦✱ ✷✵✵✽✮✱ t❤❡r❡❜② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r✐❡s t♦

st✉❞② ■P▼❈ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✉♥❞❡r❣♦❡s s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t✷✷✵

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②

❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②

✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❲✐t❤✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡✱ s②♠✲

♠❡tr✐❝✱ ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r ✭●✉rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❲❡ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ str❡ss✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✐♦♥ ♠✐①✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡

smec = λLtr(ε)I+ 2µLε, ✭✷✼❛✮

sion = −RT (C − C0)I, ✭✷✼❜✮

spol =
1

2ǫ

[

−tr(D̃⊗ D̃)I+ 2D̃⊗ D̃

]

, ✭✷✼❝✮

✶✹



✇❤❡r❡ ε = sym H ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ sym(·) ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ ❛ t❡♥s♦r✱ ❛♥❞

H = F− I ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✳✷✷✺

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦❡② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ■P▼❈ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ s♦ t❤❛t ❊qs✳ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✻✮

❜❡❝♦♠❡

Ẽ =
1

ǫ
D̃, ✭✷✽❛✮

µ = Fψ +RT ln
C

C0
, ✭✷✽❜✮

J = −DC
RT ∇µ. ✭✷✽❝✮

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡❝♦✉✲

♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧✳ ❯♣♦♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤❛r❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡

✇♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✜rst t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡r♠❛❧ str❡ss✱✷✸✵

✉❧t✐♠❛t❡❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❚❤♦r♥t♦♥✱ ✶✾✾✻✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r t❤❡r♠♦❡✲

❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■P▼❈

❛❝t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡r❡✐♥ s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ❢♦r s♠❛❧❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ✐s s❡❝♦♥❞❛r② ✖ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✷✸✺

❋❊ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇✐❧❧ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡s❡ ❝❧❛✐♠s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ♣r❡♠✐s❡s✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ t❤✐♥ str✐♣ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss 2h≪ L✱ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣

♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ■P▼❈

♠✐❞✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ Y ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ Z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✉♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♣t❤✷✹✵

♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳ ❚❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ♣❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡♣t ❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V̄
2

❛♥❞ − V̄
2 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥

✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✐r ♦❢ ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬

✢✉① t♦ ③❡r♦ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❣❛✐♥✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛✐r ❛♥❞✷✹✺

❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✳ ❆❧❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str❡ss✲❢r❡❡✳ ❲❡ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛t X = L✳

✶✺



X
Y

h

h

L

+

-

V̄

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❞✲❛①✐s✳

✹✳✷✳ ❊❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②

❆✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❛①✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ✢✉① ❛♥❞ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Y

❛♥❞ t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊qs✳ ✭✷✽❛✮✱ ✭✷✽❜✮✱ ❛♥❞ ✭✷✽❝✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P♦✐ss♦♥✲◆❡r♥st✲P❧❛♥❝❦

✭P◆P✮ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r C ❛♥❞ ψ✿

−ǫ∂
2ψ(Y, t)

∂Y 2
= F(C(Y, t)− C0), ✭✷✾❛✮

∂C(Y, t)

∂t
= D

[

∂2C(Y, t)

∂Y 2
+

F
RT

∂

∂Y

(

C(Y, t)
∂ψ(Y, t)

∂Y

)]

. ✭✷✾❜✮

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡

J(±h, t) = −D
(

∂C(±h, t)
∂Y

+
FC(±h, t)

RT
∂ψ(±h, t)

∂Y

)

= 0, t > 0, ✭✸✵❛✮

ψ(±h, t) = ± V̄ (t)

2
, t > 0, ✭✸✵❜✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

C(Y, 0) = C0, ✭✸✶❛✮

ψ(Y, 0) =
V̄ (0)

2

Y

h
. ✭✸✶❜✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❡r ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡ st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ qS✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t

qS(t) = ǫ
∂ψ(h, t)

∂Y
= ǫ

∂ψ(−h, t)
∂Y

. ✭✸✷✮

❚❤✐s s❡t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣✉❧❛r❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✷✺✵

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P♦r✜r✐ ✭✷✵✵✽✮✳ ❇r✐❡✢②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤r❡❡

r❡❣✐♦♥s✿ t✇♦ ✏✐♥♥❡r✑ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♥❡❛r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

✶✻



❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❛♥ ✏♦✉t❡r✑ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

❡①♣❛♥❞❡❞✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s✱ ✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ♦❢ δ = 1
Fh

√

ǫRT
C0

≪ 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡✷✺✺

♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❜② s♦❧✈✐♥❣ s✐♠♣❧❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞

♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r

s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❆ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✜♥❛❧❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r

❛♥❞ ♦✉t❡r s♦❧✉t✐♦♥s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧ ❢♦r✷✻✵

t❤❡ ■P▼❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❦❡② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱

q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ■P▼❈ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡s✐s✲

t♦r✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ♣✐❧❡✲✉♣ ❛♥❞

❞❡♣❧❡t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✷✻✺

❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s

qS(t) =
√

ǫRT C0ϑ

(

V (t)

Vth

)

, ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ Vth = RT
F

✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛♥❞

ϑ(α) =
√
2

√

α

exp (α)− 1
− ln

α

exp (α)− 1
− 1, ✭✸✹✮

✇❤❡r❡ α = V
Vth

✐s t❤❡ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✐st♦r✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ♠♦t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ =
DC0F2

2hRT . ✭✸✺✮

1
σ

+

−
V

qS

−
+

V̄

i

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ■P▼❈✱ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ P♦r✜r✐ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

r❡❢❡r t♦ ❛♥ ■P▼❈ ♦❢ ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥ ■P▼❈ ♦❢ ❛r❡❛ A✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 1
Aσ

✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st♦r❡❞ Aqs✱ ❛♥❞ t❤❡

❝✉rr❡♥t Ai✳

✶✼



❋r♦♠ ❑✐r❝❤❤♦✛✬s ❧❛✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡

V̄ (t) = V (t) +
i(t)

σ
, ✭✸✻✮

✇❤❡r❡ i(t) = dqS(t)
dt ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r ✉♥✐t ■P▼❈ s✉r❢❛❝❡✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✱ ✇❡

✐♥t❡❣r❛t❡ ❊q✳ ✭✸✻✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ V (t) ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ V (0) = 0✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t t✐♠❡ t = 0✱

t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✐s ❡❧❡❝tr♦♥❡✉tr❛❧✳ ❋r♦♠ V (t)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

C(Y, α(t)) = C0

[

−1 + exp

(

y+

(

1− Y
h

δ
, α(t)

))

+ exp

(

y−

(

1 + Y
h

δ
, α(t)

))]

, ✭✸✼❛✮

ψ(Y, α(t)) =
V̄ (t)

2
+
i(t)

2σ

(

Y

h
− 1

)

+ Vth

[

ln

(

α(t)

exp (α(t))− 1

)

− y+

(

1− Y
h

δ
, α(t)

)

− y−

(

1 + Y
h

δ
, α(t)

)]

.

✭✸✼❜✮

❍❡r❡✱ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s y±(ξ±, α(t)) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠s

∂2y±(ξ±, α)

(∂ξ±)2
= exp(y±(ξ±, α))− 1, ✭✸✽❛✮

y+(0, α) = ln
α

exp(α)− 1
, ✭✸✽❜✮

y−(0, α) = ln
α

exp(α)− 1
+ α, ✭✸✽❝✮

∂y±(0, α)

∂ξ±
= ±ϑ(α), ✭✸✽❞✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ξ± =
1∓Y

h

δ
❛r❡ ♠❛❣♥✐❢②✐♥❣ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳✷✼✵

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✽❛✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛✲♣r✐♦r✐ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

α✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ■P▼❈ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ V (t) ❛♥❞ i(t)✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✼✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P◆P ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r C ❛♥❞ ψ ✇❛s t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ P♦r✜r✐ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② r✐❣✐❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡✷✼✺

st✉❞② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t ❢♦r♠✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s ❣♦❛❧ r❡q✉✐r❡s

s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✹✳✸✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P◆P ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ str❡ss ❢r♦♠ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣

❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✸❜✮ ❛♥❞ ✭✶✸❝✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❛r❡

sionXX (Y, t) = sionY Y (Y, t) = sionZZ (Y, t) = −RT (C(Y, t)− C0), ✭✸✾❛✮

✶✽



sionXY = sionXZ = sionYX = sionZX = 0, ✭✸✾❜✮

spolXX (Y, t) = spolZZ (Y, t) = − ǫ

2

(

∂ψ

∂Y
(Y, t)

)2

, ✭✸✾❝✮

spolY Y (Y, t) =
ǫ

2

(

∂ψ

∂Y
(Y, t)

)2

, ✭✸✾❞✮

spolXY = spolXZ = spolYX = spolZX = 0. ✭✸✾❡✮

❇♦t❤ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡

s❤❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P◆P ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s✷✽✵

♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠s

❢♦r t❤❡✐r r❡s✉❧t❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ s❛❧✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✇❡

s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚♦✇❛r❞ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ ❛

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●♦♦❞✐❡r✱ ✷✵✵✶✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛①✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

t❤❡ str❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

εXX(Y, t) = −k(t)Y + ε0(t), ✭✹✵✮

✇❤❡r❡ k(t) ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛♥❞ ε0(t) ✐s t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s❡t t❤❡

s❤❡❛r str❛✐♥ εXY t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

❛①✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ r✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ ♦♥ Y ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✜♥❞✐♥❣s ♦❢

t❤✐s st✉❞②✳ ■❢ Curl(·) ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝✉r❧ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r❡ t❤❛t

Curl(Curl(ε)) = 0, ✭✹✶✮

s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✫ ●♦♦❞✐❡r✱ ✷✵✵✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡✲

❣r❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②✱

uX(X,Y, t) = [−k(t)Y + ε0(t)]X +AX(Y, t), ✭✹✷❛✮

uY (X,Y, t) =

∫ Y

0

εY Y (Ŷ , t) dŶ +AY (X, t), ✭✹✷❜✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s AX(Y, t) ❛♥❞ AY (X, t) ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

∂AX

∂Y
(Y, t) = k(t)X − ∂AY

∂X
(X, t), ✭✹✸✮

✶✾



✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ③❡r♦ s❤❡❛r str❛✐♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ■P▼❈ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L✱ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱

t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ Y ✲❛①✐s ✐s ③❡r♦ ❛t X = L ❛♥❞ Y = 0✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞

uX(X,Y, t) = [−k(t)Y + ε0(t)]X +
1

2
kLY, ✭✹✹❛✮

uY (X,Y, t) =

∫ Y

0

εY Y (Ŷ , t) dŶ +
1

2
kX(X − L). ✭✹✹❜✮

◆❡①t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡

sXX = (λL + 2µL)εXX + λLεY Y + sionXX + spolXX , ✭✹✺❛✮

sY Y = (λL + 2µL)εY Y + λLεXX + sionY Y + spolY Y , ✭✹✺❜✮

sZZ = λL(εXX + εY Y ) + sionZZ + spolZZ , ✭✹✺❝✮

sXY = sY X = sXZ = sZX = 0, ✭✹✺❞✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❛♥❞ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✾✮✳ ❚❤❡s❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s

♣♦✐♥t✇✐s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t r❡s✉❧t❛♥ts✳✷✽✺

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡

✉♣♦♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s

t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ s❡tt✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✺❜✮ t♦ ③❡r♦

❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❢♦r ❊qs✳ ✭✸✾❛✮ ❛♥❞ ✭✸✾❞✮✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

εY Y = − λL

λL + 2µL
(−kY + ε0) +

1

λL + 2µL
RT (C − C0)−

1

λL + 2µL

ǫ

2

(

∂ψ

∂Y

)2

. ✭✹✻✮

■♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✵✮✱ ❊q✳ ✭✹✻✮ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✼✮

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳

◆♦t❛❜❧②✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ■P▼❈ ❞✉r✐♥❣

❛❝t✉❛t✐♦♥ ❛s

∆(t) =

∫ h

−h

εY Y (Ŷ , t) dŶ . ✭✹✼✮

✷✵



❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✻✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✼✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳

✭✸✵❛✮ ✭❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦✈❡r t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦✮✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡

∆(t) = −2h
λL

λL + 2µL
ε0(t)−

1

λL + 2µL

ǫ

2

∫ h

−h

(

∂ψ

∂Ŷ
(Ŷ , t)

)2

dŶ . ✭✹✽✮

❚❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ ❝❛t❤♦❞❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳

✭✹✽✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ εY Y ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✳

■t ✐s t❤✉s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ∆ ✐♥t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡✱ t❤❛t ✐s✱

∆−(t) =

∫ 0

−h

εY Y (Ŷ , t) dŶ , ✭✹✾❛✮

∆+(t) =

∫ h

0

εY Y (Ŷ , t) dŶ . ✭✹✾❜✮

❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❤❛❧✈❡s ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✷✾✵

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❛t t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str❡ss r❡s✉❧t❛♥ts ❢r♦♠ t❤❡

❛①✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡ss

N(t) =

∫ h

−h

sXX(Ŷ , t) dŶ , ✭✺✵❛✮

M(t) = −
∫ h

−h

sXX(Ŷ , t)Ŷ dŶ . ✭✺✵❜✮

❲❡ st❛rt t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ r❡s✉❧t❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ε0

❊q✳ ✭✹✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t r❡s✉❧t❛♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ k ✐♥ ❊q✳ ✭✹✵✮✳

❇② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡ r❡s✉❧t❛♥t ✐♥ ✭✺✵❛✮ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✾❛✮✱ ✭✸✾❝✮✱ ❛♥❞ ✭✹✺❛✮✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

ε0(t) =
ǫ

8µLh

∫ h

−h

(

∂ψ

∂Ŷ
(Ŷ , t)

)2

dŶ . ✭✺✶✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✷✮ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮✱ s♦ t❤❛t

ε0(t) =
1

4µLh

[

q2S(t)

ǫ
h+ F

∫ h

−h

(C(Ŷ , t)− C0)
∂ψ

∂Ŷ
(Ŷ , t)Ŷ dŶ

]

. ✭✺✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t r❡s✉❧t❛♥t ✐♥ ❊q✳ ✭✺✵❜✮ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✹✺❛✮✱ ✭✸✾❛✮✱ ❛♥❞

✭✸✾❝✮✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✿

βk(t) +Mion(t) +Mpol(t) = 0, ✭✺✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣

❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

β =
8

3
µL

λL + µL

λL + 2µL
h3, ✭✺✹❛✮

✷✶



Mion(t) = 2
µL

λL + 2µL
RT

∫ h

−h

(C(Ŷ , t)− C0)Ŷ dŶ , ✭✺✹❜✮

Mpol(t) =
λL + µL

λL + 2µL
ǫ

∫ h

−h

(

∂ψ

∂Ŷ
(Ŷ , t)

)2

Ŷ dŶ . ✭✺✹❝✮

❇♦t❤ ❊qs✳ ✭✺✹❜✮ ❛♥❞ ✭✺✹❝✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ P◆P ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✼✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ✐♥ Mion✱ ✉s✐♥❣ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❡r ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝r♦ss t❤❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✵❜✮✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡

Mion(t) = 2
µL

λL + 2µL

RT
F
[

ǫV̄ (t)− 2qS(t)h
]

. ✭✺✺✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Mpol✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❛♥❞ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✸✷✮✱ t♦ ✜♥❞

Mpol(t) =
λL + µL

λL + 2µL
F
∫ h

−h

(C(Ŷ , t)− C0)
∂ψ

∂Ŷ
(Ŷ , t)

Ŷ 2

2
dŶ . ✭✺✻✮

❇② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✹✮ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t δ ≪ 1✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Mion ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

Mion(t) = −4M0
µL

λL + 2µL
δϑ(α(t)), ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ M0 = RT C0h
2✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ✐♥

❊q✳ ✭✺✼✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Mpol r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❡✛♦rt✳ ❯♣♦♥ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✻✮✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥

Mpol(t) =
λL + µL

λL + 2µL
M0

∫ 1

−1

(C̃(Ỹ , t)− 1)
∂ψ̃

∂Ỹ
(Ỹ , t)Ỹ 2 dỸ , ✭✺✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s Ỹ = Y
h
✱ C̃ = C

C0
✱ ❛♥❞ ψ̃ = ψ

Vth
✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❜✉❧❦ t♦ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs C̃ ≈ 1✳ ❯♣♦♥ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

❜✉❧❦✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✬ t❡r♠s ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✼✮✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t δ ≪ 1✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡❛❞s

∫ 1

−1

(C̃(Ỹ , t)− 1)
∂ψ̃

∂Ỹ
(Ỹ , t)Ỹ 2 dỸ =

=

∫ ∞

0

(ey
+(α(t),ξ+) − 1)

∂y+

∂ξ+
(α(t), ξ+) dξ+ −

∫ ∞

0

(ey
−(α(t),ξ−) − 1)

∂y−

∂ξ−
(α(t), ξ−) dξ− + 2δG(α),

✭✺✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

G(α) =
∫ ∞

0

(ey
− − 1)

∂y−

∂ξ−
ξ− dξ− −

∫ ∞

0

(ey
+ − 1)

∂y+

∂ξ+
ξ+ dξ+. ✭✻✵✮

❍❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦♠✐t s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞

❧❡❣✐❜✐❧✐t②✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✽❛✮ ❛♥❞ ✭✸✽❞✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s limξ±→∞ y±(ξ±, α) = 0 ✭P♦r✜r✐✱ ✷✵✵✽✮✱

✷✷



✇❡ ✜♥❞
∫ ∞

0

(ey
± − 1)

∂y±

∂ξ±
dξ± =

[

1

2
(y±(ξ±, α))2

]∞

0

= −1

2
(y±(0, α))2 = −1

2
ϑ2(α), ✭✻✶✮

s♦ t❤❛t
∫ ∞

0

(ey
+ − 1)

∂y+

∂ξ+
dξ+ −

∫ ∞

0

(ey
− − 1)

∂y−

∂ξ−
dξ− = 0. ✭✻✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✾✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✽✮✱ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦

Mpol(t) = 2M0
λL + µL

λL + 2µL
δG(α(t)). ✭✻✸✮

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ε0 ❛♥❞ ∆ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡

r❡❧❛t❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✶✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✹✽✮✱ s♦ t❤❛t

∆(t) = −2hε0(t). ✭✻✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ s❤♦✉❧❞ ❡q✉❛❧ ✐♥ ♠❛❣♥✐✲

t✉❞❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✹✼✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ■P▼❈ ✐s t❤❡

s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✸✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✺✷✮ ❛♥❞ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥

ε0(t) =
RT C0

4µL

[

ϑ2(α(t)) +

∫ 1

−1

(C̃(Ỹ , t)− 1)
∂ψ̃

∂Ỹ
(Ỹ , t)Ỹ dỸ

]

. ✭✻✺✮

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t t❤❛t t❤❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✬ t❡r♠s ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✸✼✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✻✺✮ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✶✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞✿
∫ 1

−1

(C̃(Ỹ , t)− 1)
∂ψ̃

∂Ỹ
(Ỹ , t)Ỹ dỸ = −ϑ2(α(t)) + 1

2
δH(α(t)), ✭✻✻✮

✇❤❡r❡

H(α) = −2

[
∫ ∞

0

(ey
− − 1)

∂y−

∂ξ−
ξ− dξ− +

∫ ∞

0

(ey
+ − 1)

∂y+

∂ξ+
ξ+ dξ+

]

. ✭✻✼✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✻✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✺✮ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦

ε0(t) =
RT C0

8µL
δH(α(t)). ✭✻✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✹✮✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

∆(t) = −RT C0h

4µL
δH(α(t)). ✭✻✾✮

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✻✮

✐♥t♦ ❊q✳ ✭✹✾✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞

∆−(t) = − λL

λL + 2µL

(

−k(t)h
2

2
+ ε0(t)h

)

+

+
1

λL + 2µL
RT

∫ 0

−h

(C(Ŷ , t)− C0) dŶ − 1

λL + 2µL

ǫ

2

∫ 0

−h

(

∂ψ

∂Ŷ

)2

(Ŷ , t) dŶ ,

✭✼✵❛✮

✷✸



∆+(t) = − λL

λL + 2µL

(

k(t)
h2

2
+ ε0(t)h

)

+

+
1

λL + 2µL
RT

∫ h

0

(C(Ŷ , t)− C0) dŶ − 1

λL + 2µL

ǫ

2

∫ h

0

(

∂ψ

∂Ŷ

)2

(Ŷ , t) dŶ .

✭✼✵❜✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✭✼✵✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P◆P s②st❡♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣

P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞

∫ 0

−h

(C(Ŷ , t)− C0) dŶ = −
∫ h

0

(C(Ŷ , t)− C0) dŶ . ✭✼✶✮

◆❡①t✱ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✼✮ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ δ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

∫ 0

−h

(C(Ŷ , t)− C0) dŶ = −
∫ h

0

(C(Ŷ , t)− C0) dŶ = δC0hϑ(α(t)). ✭✼✷✮

❚❤❡ ❧❛st ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❊q✳ ✭✼✵✮ ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ε0(t)✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✺✶✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

st❡♣s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✽✮✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡

ǫ

∫ 0

−h

(

∂ψ

∂Ŷ

)2

(Ŷ , t) dŶ = −2RT C0hδ

∫ ∞

0

(ey
− − 1)

∂y−

∂ξ−
ξ− dξ−, ✭✼✸❛✮

ǫ

∫ h

0

(

∂ψ

∂Ŷ

)2

(Ŷ , t) dŶ = −2RT C0hδ

∫ ∞

0

(ey
+ − 1)

∂y+

∂ξ+
ξ+ dξ+. ✭✼✸❜✮

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ G(α) ❛♥❞ H(α) ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✵✮ ❛♥❞ ✭✻✼✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤

ǫ

∫ 0

−h

(

∂ψ

∂Ŷ

)2

(Ŷ , t) dŶ = −RT C0hδ

(

G(α(t))− H(α(t))

2

)

, ✭✼✹❛✮

ǫ

∫ h

0

(

∂ψ

∂Ŷ

)2

(Ŷ , t) dŶ = RT C0hδ

(

G(α(t)) + H(α(t))

2

)

. ✭✼✹❜✮

❯♣♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊qs✳ ✭✼✷✮ ❛♥❞ ✭✼✹✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✼✵✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✸✮✱ ✭✺✹❛✮✱ ✭✺✼✮✱ ✭✻✸✮✱ ❛♥❞ ✭✻✽✮✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤

∆−(t) = − 1

λL + 2µL
RT C0δh

(

− λL + 4µL

4(λL + µL)
ϑ(α(t))− 3λL + 4µL

8µL
G(α(t)) + λL + 2µL

8µL
H(α(t))

)

, ✭✼✺❛✮

∆+(t) = − 1

λL + 2µL
RT C0δh

(

λL + 4µL

4(λL + µL)
ϑ(α(t)) +

3λL + 4µL

8µL
G(α(t)) + λL + 2µL

8µL
H(α(t))

)

. ✭✼✺❜✮

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✼✺✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✳ ✭✻✹✮✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳✷✾✺

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ϑ(α)✱ G(α)✱ ❛♥❞ H(α) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡

❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❡✈❡r② ■P▼❈✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ ϑ(α) ✐s

✷✹



❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✹✮✱ G(α) ❛♥❞ H(α) ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡✐r

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✵✮ ❛♥❞ ✭✻✼✮✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❛✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t Mion(t)✱

Mpol(t)✱ ε0(t)✱ ∆−(t)✱ ❛♥❞ ∆+(t) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ϑ(α(t))✱ G(α(t))✱ ❛♥❞ H(α(t))✱✸✵✵

t❤❡✐r t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✜rst ❢♦r α(t) t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✻✮ ❛♥❞ t❤❡♥

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ϑ(α)✱ G(α)✱ ❛♥❞ H(α) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r α > 0✱ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✺✼✮✱ ✭✻✸✮✱ ✭✻✽✮✱ ❛♥❞ ✭✻✾✮ ✇❡

♦❜t❛✐♥ t❤❛t Mpol ❛♥❞ ε0 ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡Mion✱ ∆✱ ❛♥❞ ∆+ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❞✉r✐♥❣ ✐ts

❛❝t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ■P▼❈ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱✸✵✺

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆− ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss

t❤❛♥ |∆+|✳
❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ♣♦❧❛r✲

✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✺✸✮✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✻✸✮

❛♥❞ ✭✺✼✮✱ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✾✮✱
∣

∣

∣

∣

∣

Mpol(t)

Mion(t)

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

1− 2ν

G(α(t))
2H(α(t))

. ✭✼✻✮

❚❤✐s r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❜ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r ✭❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡✮ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝✸✶✵

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡✈❛✐❧s ✭❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧

✈♦❧t❛❣❡ α ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛t ❧♦✇❡r ✈♦❧t❛❣❡s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐❣♥✱ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ ▼❛①✇❡❧❧

str❡ss ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❆s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s✱ ❝♦♠♣❛❝t❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❜✱ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ✉♥❞❡r✲✸✶✺

♣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❉✐s❝♦✈❡r❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t② ②❡❛rs ❛❣♦ ❜② ❆s❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✱

t❤✐s ❡✛❡❝t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❧♦✇ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞

t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✐♠♣♦s❡❞ st❡♣ ✈♦❧t❛❣❡ ✭P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✱ ✷✵✶✽✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛ st❡♣

✈♦❧t❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✈♦❧t❛❣❡ α(t) ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✱ ✇❤♦s❡ t✐♠❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ α ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s✸✷✵

■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ❆s t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞♦✉❜❧❡

❧❛②❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡✳ ■❢ t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♦s♠♦t✐❝

♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦tt❡❞ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r♦ss ♦✈❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥✸✷✺

♣❛rt✐❛❧❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❡❧ ❇✉❢❛❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳

✷✺



❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t

t❤❡ ❝r♦ss ♦✈❡r ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

❛s t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ♦❢ ν = 0.5✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡s✲✸✸✵

s✉r❡ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✱ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss s❤♦✉❧❞ ❡❧✐❝✐t ❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❜❡❛♠

t❤❡♦r② ✭P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✱ ✷✵✶✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ν = 0✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ∆+ ❛♥❞ ∆ = ∆+ + ∆− ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱

∆−✱ ✇❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ ∆+ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❚♦✇❛r❞

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ∆− ❛♥❞ ∆+ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✼✺✮

∆−(t)

∆+(t)
=

−2(1− 2ν)(2− 3ν)ϑ(α(t))− (2− ν)G(α(t)) + (1− ν)H(α(t))

2(1− 2ν)(2− 3ν)ϑ(α(t)) + (2− ν)G(α(t)) + (1− ν)H(α(t))
, ✭✼✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✾✮✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢✸✸✺

α ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❝✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ t❤❡

❝✉r✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s −1 ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳

❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r

❤❛❧❢✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞✳✸✹✵

❆♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ❜✉t t❤✐s

❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s s❡❝♦♥❞❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡s✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛s②♠♣t♦t❡ ❜❡❧♦✇ ③❡r♦✳ ❚♦✇❛r❞ t❤❡

✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t

❜♦t❤ t❤❡ ❝❛t❤♦❞✐❝ ❛♥❞ ❛♥♦❞✐❝ r❡❣✐♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ϑ(α)✸✹✺

t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❝♦♥✜r♠s ♦✉r ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ❤❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♦s♠♦t✐❝

♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡❝♦♠❡s s❡❝♦♥❞❛r② ❛s t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✺✳ ❘❡s✉❧ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❋❊ ❛♥❞✸✺✵

❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞

❞✐✛❡r❡♥t P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❋❊ ❛♥❞ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡✐♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

✷✻



a. b. c.

0 10 20 30 40 50
0

100

200

300

α

G
(α

),
H
(α

)

0 10 20 30 40 50
10−4

10−2

100

102

α
1

1
−
2
ν

G
(α

)
2
ϑ
(α

)

0 10 20 30 40 50
−1

−0.5

0

0.5

α

∆
−

∆
+

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❛✳ P❧♦t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s G ✭s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ H ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❜✳ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

♠♦♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❋r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢

❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✐s ✵✳✵✺ ✭❜❧✉❡✮✱ ✵✳✶✺ ✭r❡❞✮✱ ✵✳✷✺ ✭❝②❛♥✮✱ ✵✳✸✺ ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞ ✵✳✹✺ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r♦ss

♦✈❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Mion = −Mpol✳ ❝✳ ❘❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡

P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✐s ✵✳✵✺ ✭❜❧✉❡✮✱ ✵✳✶✺ ✭r❡❞✮✱ ✵✳✷✺ ✭❝②❛♥✮✱ ✵✳✸✺ ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞ ✵✳✹✺ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ∆− = 0✳

❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✳ ❋♦r t❤❡

♠♦st s❡✈❡r❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞

str❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝✸✺✺

♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ ◆❛✜♦♥✲❜❛s❡❞ ■P▼❈ ❢r♦♠ ♣r✐♦r ✇♦r❦ ✐♥ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✼✮✱ ❢♦r ❛ st❡♣ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ V̄ ✳ ❋♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ δ = 1× 10−3✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

T ❬K❪ ✸✵✵

C0 ❬mol m−3❪ ✶✷✵✵

D ❬m2 s−1❪ 1× 10−11

h ❬µm❪ ✶✵✵

ǫ ❬F m−1❪ 4.48× 10−5

E ❬GPa❪ ✵✳✶✺

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ s❧❡♥❞❡r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ L = 20h✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢

✸✷✱✵✵✵ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✵✳✵✷✺h✱ ✇✐t❤ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t✇❡♥t② ❡❧❡♠❡♥ts

♥❡❛r ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ✇❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✵✳✵✵✵✺h✳ ❆s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t

t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ✇❡ s❡t t♦ ③❡r♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛t X = L✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡s❤ ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s
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❜✉✐❧t✲✐♥ ❆❜❛q✉s➋ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛

✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❢♦st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ st❡♣ ✐♥♣✉t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞

✇✐t❤ ❛ st❡❡♣ r❛♠♣✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ 10−3 s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡r

❜❡✐♥❣ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❡r② 0.25 s✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r

✐s ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ❤♦✉r✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❋❊ ❝♦❞❡ ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱

❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ε̄ =
√
FFT − I. ✭✼✽✮

❚♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❞✲s♣❛♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❛❧✐❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r

r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ε̄XX ✐♥ ▼❛t❧❛❜➤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✹✵✮✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✸✻✵

♠✐❞✲❛①✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ Y ✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞

❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡

❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✻✮ ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✏◆❉❙♦❧✈❡✑✳ ❋r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ tr❛❝❡

♦❢ V ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t Mion ❞✉❡ t♦ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t Mpol ❞✉❡ t♦

▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ k✱ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ε0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ∆− ❛♥❞ ❛♥♦❞❡

∆+ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✺✼✮✱ ✭✻✸✮✱ ✭✺✸✮✱ ✭✻✽✮✱ ❛♥❞ ✭✼✺✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡

t⋆ = 1 s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ C ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ψ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ εXX ❛♥❞ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥

εY Y ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✵✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s y±(ξ±, α) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✽✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✏◆❉❙♦❧✈❡✑ ✇✐t❤ ξ± ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s G(α) ❛♥❞ H(α) s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺❛ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✵✮ ❛♥❞ ✭✻✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✏◆■♥t❡❣r❛t❡✑✳ ❋♦r t❤❡ r❛♥❣❡ 0 < α < 50✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s G ❛♥❞ H ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✵✮ ❛♥❞ ✭✻✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✇❡❧❧

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

G(α) ≈ 7.24723× 10−6α4 − 1.125× 10−3α3 + 0.09624α2 − 0.1764α, ✭✼✾❛✮

H(α) ≈ −4.65973× 10−7α5 + 7.42926× 10−5α4 − 4.93736× 10−3α3 + 0.236939α2 + 0.115022α, ✭✼✾❜✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✷✵✵ ♣♦✐♥ts ❢♦r α ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 50]✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❧❡ss

t❤❛♥ ✶✪ ❢♦r α > 0.05✱ t❤❛t ✐s✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ③❡r♦✳✸✻✺

✷✽



✺✳✶✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s

■♥ ❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s ✭ᾱ = 1✱ 5✱ ❛♥❞ 10✮ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥

r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✵✺ ❛♥❞ ✵✳✹✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❋❊ r❡s✉❧ts✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✸✼✵

❢♦r ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❆s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣

t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦❞❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ν = 0.05✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❆s

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r ν = 0.05✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r ❛ ✜✈❡✲❢♦❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t❤r♦✉❣❤✲✸✼✺

t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ν = 0.45 ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋❊ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❡①❛❝t

s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❢♦r t❤❡

s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳

❉❡❧✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♣♣❧✐❡❞✸✽✵

✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ ν = 0.05✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦❞❡ q✉✐❝❦❧② ❛r✐s❡s ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞

❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤✸✽✺

❋❊ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❡st❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② s❤♦✉❧❞

❛❣❛✐♥ ❜❡ s♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ r❡❣✐st❡r ♥❡❛r t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥

♦❢ ❛❜♦✉t ✾✪ ❛♥❞ ✸✵✪ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱

✇❡ ♣r❡❞✐❝t t❤❛t t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ s❤♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢✸✾✵

t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ❜✉t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❤♦❧❞s tr✉❡ ♦♥❧② ❢♦r ♥❡❛r❧② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✻❛ ❛♥❞ ✼❛✮ ❧❡❛❞ t♦

t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❉❡❧ ❇✉❢❛❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❇❡♥❞✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② str❡t❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡✸✾✺

♠✐❞✲❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛♣♣❡♥s ❛t ❛ s❧♦✇❡r t✐♠❡ r❛t❡ t❤❛♥ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡s ✻❞ ❛♥❞ ✼❞✮✳ ▲✐❦❡❧②✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t str❡t❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✷✮✱

✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♦s♠♦t✐❝ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ✐s q✉❛❞r❛t✐❝

✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡r❡❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥♦t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✇✐t❤✹✵✵

✷✾



r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ t♦✇❛r❞ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✻❥

❛♥❞ ✼❥✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡

s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧

str❡ss✳✹✵✺

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ♦♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❋♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈

✭❋✐❣✉r❡ ✻❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss s❡✈❡r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss

❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❢♦r ν = 0.45✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✼❣✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢✹✶✵

t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❤❡♥ ❛ st❡♣ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r

✐s s♠❛❧❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺❝✮✳ ❆s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss

t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❝♦♥tr❛❝ts s✐♥❝❡ t❤❡

r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ∆− ❛♥❞ ∆+ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss

❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ✐s s♠❛❧❧❡r✳✹✶✺

❆t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞

t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s ♥♦t❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✭❋✐❣✉r❡s ✻❜ ❛♥❞ ✼❜✮✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t✹✷✵

t❤❛t ᾱ = 5 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r♦ss ♦✈❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❛r❧②✲✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❜✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛t

st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❛♥❞ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ♣❡r❢❡❝t❧②

❜❛❧❛♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ■P▼❈ ❝❛♥♥♦t ❜❡♥❞✳ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■P▼❈

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧ ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢✹✷✺

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ν = 0✳ ❚❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s

str❛✐♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧t❛❣❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈♦❧t❛❣❡✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥

❛♥❞ ❧❡ss s❡✈❡r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✭❋✐❣✉r❡s

✻❡✱ ✻❦✱ ✼❡✱ ❛♥❞ ✼❦✮✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡✹✸✵

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✭❋✐❣✉r❡ ✻❤ ❛♥❞ ✼❤✮✳ ❋♦r ν = 0.45✱ t❤❡ t✐♠❡

s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✐t✐❛❧

❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼❜ ♠❛t❝❤❡s

t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡r❡❜② ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t

▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ✐s t❤❡ ❞r✐✈❡r ❢♦r t❤❡ s❧♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✳✹✸✺

✸✵



❘❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ♠✐❧❞ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✭❋✐❣✉r❡ ✻❝✮ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡

✼❝✮✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ν = 0.05✱ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜r✐♥❣s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❛❝❦ t♦ ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❛ r♦❜✉st ❜❡♥❞✐♥❣

t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ν = 0.45✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s ♥♦t ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t♦✇❛r❞✹✹✵

t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❧❛r❣❡r ❜❡♥❞✐♥❣ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥

r❡❛❝❤❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✵✶✪ ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r ν = 0.45 ✭❋✐❣✉r❡s ✻❢ ❛♥❞ ✼❢✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❞✐s♣❧❛②s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ✭❋✐❣✉r❡s ✻❧ ❛♥❞ ✼❧✮✳ ❋♦r t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s✉❣❣❡sts ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❧❡ ❋❊ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✉❡✹✹✺

t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❢♦r ν = 0.05 ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s

t♦ t❤♦s❡ ❢♦r ❧♦✇❡r ✈♦❧t❛❣❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✈♦❧t❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✐✮✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢

t❤❡ ■P▼❈ t❤❛t r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤❡r✹✺✵

t❤❛♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t ν = 0.45 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺❝ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱

❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧♦✇❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

♦❜s❡r✈❡❞✳

P♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ❛t ᾱ = 10 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ str❛✐♥✲❣❛❣❡s ♦♥

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ■P▼❈s✳ ❋♦r t❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈ ✐s✹✺✺

❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✵✶✪✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❞❛t❛ t♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❢✉t✉r❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢

P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

✐♦♥♦♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ Pr❡s❡♥t❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✐♦♥♦♠❡rs ✉s❡❞ ❛s ❝♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ■P▼❈s ✐♥❞✐❝❛t❡ P♦✐ss♦♥✹✻✵

r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✹✽✼ ✭❙✐❧❜❡rst❡✐♥ ✫ ❇♦②❝❡✱ ✷✵✶✵❀ P❛❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ▲✐ ✫ ◆❡♠❛t✲◆❛ss❡r✱ ✷✵✵✵✮✳

✺✳✷✳ ❈♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ str❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss

❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❛✐♥

t❡♥s♦r ❛t t⋆ = 1 s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❛t ✐s✱ ᾱ = 10✱ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾

❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r ❜♦t❤✹✻✺

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♠♦st❧②✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥

r❛t✐♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈♦❧t❛❣❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻❝✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s❡✈❡r✐t②

✸✶
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ◆♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭❛✱ ❜✱ ❛♥❞ ❝✮✱ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ✭❞✱ ❡✱ ❛♥❞ ❢✮✱ ❛♥❞ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

✭❣✱ ❤✱ ❛♥❞ ✐✮ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ✭❥✱ ❦✱ ❛♥❞ ❧✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ♦❢ ❛♥ ■P▼❈ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ ✈♦❧t❛❣❡s ❢♦r ❛ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦

♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ ✶ ✭❛✱ ❞✱ ❣✱ ❛♥❞ ❥✮✱ ✺ ✭❜✱ ❡✱ ❤✱ ❛♥❞ ❦✮✱ ❛♥❞ ✶✵ ✭❝✱ ❢✱ ✐✱ ❛♥❞ ❧✮✳ ❙♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡

t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ◆♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭❛✱ ❜✱ ❛♥❞ ❝✮✱ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ✭❞✱ ❡✱ ❛♥❞ ❢✮✱ ❛♥❞ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

✭❣✱ ❤✱ ❛♥❞ ✐✮ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ✭❥✱ ❦✱ ❛♥❞ ❧✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s ♦❢ ❛♥ ■P▼❈ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ ✈♦❧t❛❣❡s ❢♦r ❛ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦

♦❢ ✵✳✹✺✳ ❚❤❡ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ ✶ ✭❛✱ ❞✱ ❣✱ ❛♥❞ ❥✮✱ ✺ ✭❜✱ ❡✱ ❤✱ ❛♥❞ ❦✮✱ ❛♥❞ ✶✵ ✭❝✱ ❢✱ ✐✱ ❛♥❞ ❧✮✳ ❙♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡

t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳✹✼✵

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡

❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs s❤♦✇ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤❛s ❛

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ δ = 0.001 ✐♥ ♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts✮✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥✲❞❡♣❧❡t❡❞ r❡❣✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ✐s ❛❧♠♦st t❤r❡❡✲❢♦❧❞ ✇✐❞❡r✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s r❡✢❡❝t❡❞✹✼✺

❜② t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ❛ st❡❡♣❡r ❣r❛❞✐❡♥t t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✈❛r✐❡s

❢r♦♠ ✵ t♦ ✺ t❤❡r♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡s ✐♥ ❛❧♠♦st t❤r❡❡ ❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s

t♦✇❛r❞ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐s t❤❡ ❦❡② ♣❤②s✐❝❛❧ ❞r✐✈❡r ♦❢ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② ✐t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✱ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊q✳ ✭✺✹❝✮✳ ■♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢

t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✱✹✽✵

✐♥st❡❛❞✱ s❤♦✇s ❛ ✇❡❛❦ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ②❡t ❛t st❡❛❞②✲st❛t❡✳

❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❛①✐❛❧✱ s❤❡❛r✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲

t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥s✱ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦s✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥

t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻❝✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ t❤❡ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

ν = 0.05✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ν = 0.45✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥✱ ❋❊ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠✹✽✺

♦✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥str✉❡❞✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋❊ ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r ❛ ♠♦❞❡st ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥

❜② t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ν = 0.05✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋❊ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞

❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ❜❡❛♠✲❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■P▼❈ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞✹✾✵

♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ r✐❣✐❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ✇♦✉❧❞ s✉✣❝❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ■P▼❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠✐❞✲❛①✐s str❛✐♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳

✭✹✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡

❧✐♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛①✐❛❧ str❛✐♥ ✐s ③❡r♦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✱ ❜✉t ✐t ✐s

s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳✹✾✺

❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦st❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥✱ ❛s ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ ❜② ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❧♠♦st ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r✱ t❤❡

t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ ♣r❡s❡♥ts r❡♠❛r❦❛❜❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s✲

❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ♠✐❞✲❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐t✳ ❉✉❡

t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❡ r❡❣✐st❡r ❛ ❧❛r❣❡r t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡✺✵✵

❛♥♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣❧❡t❡❞✳ ❋♦r ν = 0.05✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛❧♠♦st

✶✸✪ ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱

♦✛❡r✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ■P▼❈s✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜❡❛♠ t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥

r✐❣✐❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡r❡❜② ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥

✸✹



t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✉r✐♥❣ ❛❝t✉❛t✐♦♥✳✺✵✺
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❛✱ ❜✱ ❝✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❞✱ ❡✱ ❢✮ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t⋆ = 1 s ❢♦r ❛ ✈♦❧t❛❣❡

✐♥♣✉t ♦❢ ᾱ = 10 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭❛✱ ❞✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✭❜✱ ❡✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭❝✱ ❢✮

❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■P▼❈s ❛r❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❛✐♥✐♥❣ tr❛❝t✐♦♥ ❛s ❤✐❣❤❧②✲❝♦♠♣❧✐❛♥t ❛❝t✉❛✲

t♦rs ❢♦r ❧♦✇✲✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❡t ❛♥❞ ❞r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ♦✉r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s r❡♠❛✐♥s ❡❧✉s✐✈❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r✲

❛t✉r❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✭❙❤❛❤✐♥♣♦♦r✱ ✷✵✶✺❀ ❏♦✺✶✵

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ✇❤❡r❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧✱ s♣❤❡r✐❝❛❧✱ str❡ss t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡

❝❤❛r❣❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠ t❤❡♦r②✳ ❍❡r❡✱

✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ■P▼❈ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✲❝♦♥s✐st❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

❝♦♥str✉❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡t❝❤✐♥❣✱ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡♥s ♦❢ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❡ st✉❞②✺✶✺

♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ■P▼❈s✱ ❡❧✐❝✐t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♥♦♥s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❛✱ ❜✱ ❝✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❞✱ ❡✱ ❢✮ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t⋆ = 1 s ❢♦r ❛ ✈♦❧t❛❣❡

✐♥♣✉t ♦❢ ᾱ = 10 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✹✺✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭❛✱ ❞✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✭❜✱ ❡✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭❝✱ ❢✮

❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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1.0.99750.9950.99250.99
−0.15

−0.1

−0.05

0

Y

h

ε
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Y

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆①✐❛❧ ✭❛✱ ❜✱ ❝✮✱ s❤❡❛r ✭❞✱ ❡✱ ❢✮✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ✭❣✱ ❤✱ ✐✮ str❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t⋆ = 1 s ❢♦r

❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ᾱ = 10 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✵✺✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭❛✱ ❞✱ ❣✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✭❜✱ ❡✱

❤✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭❝✱ ❢✱ ✐✮ ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡

t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s❀ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ❢r♦♠ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❢❡rs t♦ ♥♦♠✐♥❛❧

q✉❛♥t✐t✐❡s✳

✸✼



a. b. c.
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X
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X

d. e. f.
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−0.5

0

0.5

1
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Y

1.0.99750.9950.99250.99
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1
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Y

g. h. i.

−1 −0.5 0 0.5 1
−4

−2

0

2

4
·10−2

Y

h

ε
Y
Y

-1. -0.9975 -0.995 -0.9925 -0.99
0

2.5

5
·10−2

Y

h

ε
Y
Y

1.0.99750.9950.99250.99

0

−2.5

−5

·10−2

Y

h

ε
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Y

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆①✐❛❧ ✭❛✱ ❜✱ ❝✮✱ s❤❡❛r ✭❞✱ ❡✱ ❢✮✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ✭❣✱ ❤✱ ✐✮ str❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t⋆ = 1 s ❢♦r

❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ᾱ = 10 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✹✺✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭❛✱ ❞✱ ❣✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✭❜✱ ❡✱

❤✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭❝✱ ❢✱ ✐✮ ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥♦❞❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡

t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s❀ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ❢r♦♠ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❢❡rs t♦ ♥♦♠✐♥❛❧

q✉❛♥t✐t✐❡s✳

✸✽



❲❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❋✐rst✱

✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ■P▼❈ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡

❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦❞❡ ❆❜❛q✉s➋✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ❢✉❧❧②✺✷✵

❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ♦❢ ■P▼❈s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①❛❝t ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✲✐♦♥♦♠❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉✐❧❞s

✉♣♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✭P♦r✜r✐✱ ✷✵✵✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ t♦ ❜r✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ♦♥

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✺✷✺

♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❋❊

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ■P▼❈s

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✈❡r② ❣♦♦❞✺✸✵

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ♠♦r❡

s❡✈❡r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛tt❛✐♥❡❞✱ t❤❡r❡❜② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❛①✐❛❧

str❛✐♥s ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❛♥❣❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✭❆❦❧❡ ✫ ▲❡♦✱ ✷✵✵✽✮✱ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss

str❛✐♥s r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ 30% ❢♦r ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ 10Vth✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s

✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str②✱ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡✺✸✺

♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡❜② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡s❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts ✭❑✐❧✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✱❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬

❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❆❧s♦✱ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ❛r❡ s❡❧❞♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥♦♠❡rs ✉s❡❞ ❛s ❝♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ■P▼❈s ✭❙✐❧❜❡rst❡✐♥ ✫ ❇♦②❝❡✱ ✷✵✶✵❀ P❛❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀

▲✐ ✫ ◆❡♠❛t✲◆❛ss❡r✱ ✷✵✵✵✮✱ t❤❡r❡❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞✺✹✵

❜❡ str❛✐♥❡❞ ❜❡②♦♥❞ ♦✉r ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❖✉r r❡s✉❧ts ♦✛❡r ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ■P▼❈s ❞✉r✐♥❣ ❛❝t✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❛t

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛✉s❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ■P▼❈ ❞✐s♣❧❛②s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝

str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✺✹✺

♦❢ t❤❡ ■P▼❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✐ts

❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧✱ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✱ r♦❧❡ ♦♥ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧②

✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❈❤❛ ✫ P♦r✜r✐ ✭✷✵✶✹✮❀ P♦r✜r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✱ ✷✵✶✽✮✱ t❛r❣❡t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳✺✺✵

❚❤✐s st✉❞②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❛rr❛♥t ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❋✐rst✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞

✸✾



✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛②❡rs ✭❈❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ♦✛❡rs ❛ s✐♠♣❧❡✱

②❡t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐str② ✇✐t❤✐♥ ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ✈❡✐♥✱ ❡❛❝❤

❡❧❡❝tr♦❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ t❤✐❝❦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞✺✺✺

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❋❊ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛②❡rs✱

t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ r❡❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥✉❧❧ s❤❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ P❡r❤❛♣s✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❜✉✐❧t ✉♣♦♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ P❛❣❛♥♦ ✭✶✾✼✵✮ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s❡r✐❡s s♦❧✉t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✺✻✵

s♦❧✈❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❤②❞r❛t❡ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✬ ♠♦t✐♦♥✳ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❢♦r ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

❜❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠✐①t✉r❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ s♦❧✐❞s ✐♥ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❆t❡s❤✐❛♥✱ ✷✵✵✼✮✳

❆❣❛✐♥✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❜✉t ❛ ❋❊ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r✺✻✺

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❘❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t

✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ str❡t❝❤✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱

✐t ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣✉rs✉❡ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡

✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐t ✭●r❡❡♥ ✫ ❩❡r♥❛✱ ✶✾✻✽✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡✺✼✵

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚♦ ❞❛t❡✱ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❝❛r❝❡ ✭❘♦ss✐ ✫ ❲❛❧❧♠❡rs♣❡r❣❡r✱

✷✵✶✽✮✳

❇❡②♦♥❞ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❡♥❞❡❛✈♦rs t♦✇❛r❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡

str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ■P▼❈ ❛❝t✉❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡① t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss r❡s♣♦♥s❡✳ ❆✺✼✺

✜rst✲♦r❞❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ t❤❡♦r②✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧②

t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❤❛t

✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤♦✉❧❞ ✇❡ s❡t t❤❡ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ③❡r♦✱

t❤❡ ♠♦♠❡♥t r❡s✉❧t❛♥ts ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧ str❡ss ❛♥❞ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥

✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ♠❛② ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ ❢♦r❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✺✽✵

♦r ❛ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❚❡r❡s✐ ✫ ❚✐❡r♦✱ ✶✾✾✼✮✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r

t❤❡♦r✐❡s✱ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇❛tr❛ ✫ ❱✐❞♦❧✐ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡✈❡r✐t②

♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥♦♠❡r t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥

r❛t✐♦✳

❲✐t❤ ♥❡✇ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ■P▼❈s ✭❈❛rr✐❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♦❢✺✽✺

♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♣♦ss❡ss ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧

❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s t♦✇❛r❞ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤✐s st✉❞② ♠❛❦❡s ❛ ✜rst st❡♣

✹✵
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❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ■P▼❈s✳

❆❝❦♥♦✇❧❞❡❣♠❡♥ts✺✾✵

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ●r❛♥t ◆♦✳ ❖■❙❊✲✶✺✹✺✽✺✼✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❋✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠❛tr✐❝❡s

■♥ t❤✐s ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ✉s❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❛♥❣❡♥t

♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✻✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s✿

K
ij
uiuk

= −
∫

Ωel

∂N i

∂Xm

∂skm

∂Fln

∂N j

∂Xn

dΩ, ✭❆✳✶❛✮

K
ij
ukC

= −
∫

Ωel

∂N i

∂Xl

∂skl

∂C
N j dΩ, ✭❆✳✶❜✮

K
ij
ukψ

= −
∫

Ωel

∂N i

∂Xl

∂skl

∂ψk
dΩ, ✭❆✳✶❝✮

K
ij
Cul

=

∫

Ωel

∂N i

∂Xk

∂Jk

∂u
j
l

dΩ, ✭❆✳✶❞✮

K
ij
CC = − 1

∆t

∫

Ωel

N iN jdV +

∫

Vel

∂N i

∂Xk

∂Jk

∂Cj
dΩ, ✭❆✳✶❡✮

K
ij
Cψ =

∫

Ωel

∂N i

∂Xk

∂Jk

∂ψj
dΩ, ✭❆✳✶❢✮

K
ij
ψul

= −
∫

Ωel

∂N i

∂Xk

∂D̃k

∂Flm

∂N i

∂Xm

dΩ, ✭❆✳✶❣✮

K
ij
ψC = −F

∫

Ωel

N iN j dΩ, ✭❆✳✶❤✮

K
ij
ψψ = −

∫

Ωel

∂N i

∂Xk

∂D̃k

∂ψj
dΩ. ✭❆✳✶✐✮

❍❡r❡✱ ∆t ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡r ✐♥ ❆❜❛q✉s➋✳
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❆s❛❦❛✱ ❑✳✱ ❖❣✉r♦✱ ❑✳✱ ◆✐s❤✐♠✉r❛✱ ❨✳✱ ▼✐③✉❤❛t❛✱ ▼✳✱ ✫ ❚❛❦❡♥❛❦❛✱ ❍✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❇❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✲♣❧❛t✐♥✉♠
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