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C o m p a r e d t o si n gl e- c o m p o n e nt B o s e- Ei n s t ei n c o n d e n s a t e s, s pi n o r B o s e- Ei n s t ei n c o n d e n s a t e s di s-
pl a y m u c h ri c h e r d y n a mi c s. I n a d di ti o n t o d e n si t y o s cill a ti o n s, s pi n o r B o s e- Ei n s t ei n c o n d e n s a t e s
e x hi bi t i nt ri g ui n g s pi n d y n a mi c s t h a t i s a s s o ci a t e d wi t h p o p ul a ti o n t r a n sf e r b e t w e e n di ff e r e nt h y p e r-
fi n e c o m p o n e nt s. T hi s w o r k a n al y z e s t h e v ali di t y of t h e wi d el y e m pl o y e d si n gl e- m o d e a p p r o xi m a ti o n
w h e n d e s c ri bi n g t h e s pi n d y n a mi c s i n r e s p o n s e t o a q u e n c h of t h e s y s t e m H a mil t o ni a n. T h e si n gl e-
m o d e a p p r o xi m a ti o n a s s u m e s t h a t t h e di ff e r e nt h y p e r fi n e s t a t e s all s h a r e t h e s a m e ti m e-i n d e p e n d e nt
s p a ti al m o d e. T hi s i m pli e s t h a t t h e r e s ul ti n g s pi n H a mil t o ni a n o nl y d e p e n d s o n t h e s pi n i nt e r a c ti o n
s t r e n g t h a n d n o t o n t h e d e n si t y i nt e r a c ti o n s t r e n g t h. T a ki n g t h e s pi n o r s o di u m B o s e- Ei n s t ei n c o n-
d e n s a t e i n t h e f = 1 h y p e r fi n e m a nif ol d a s a n e x a m pl e a n d w o r ki n g wi t hi n t h e m e a n- fi el d t h e o r y
f r a m e w o r k, i t i s f o u n d n u m e ri c all y t h a t t h e si n gl e- m o d e a p p r o xi m a ti o n mi s s e s, i n s o m e p a r a m e t e r
r e gi m e s, i nt ri c a t e d e t ail s of t h e s pi n a n d s p a ti al d y n a mi c s. We d e v el o p a p h y si c al pi c t u r e t h a t e x-
pl ai n s t h e o b s e r v e d p h e n o m e n o n. M o r e o v e r, u si n g t h a t t h e p o p ul a ti o n o s cill a ti o n s d e s c ri b e d b y t h e
si n gl e- m o d e a p p r o xi m a ti o n e nt e r i nt o t h e e ff e c ti v e p o t e nti al f el t b y t h e m e a n- fi el d s pi n o r, w e d e ri v e
a s e mi- q u a nti t a ti v e c o n di ti o n f o r w h e n d y n a mi c al m e a n- fi el d i n d u c e d c o r r e c ti o n s t o t h e si n gl e- m o d e
a p p r o xi m a ti o n a r e r el e v a nt. O u r m e a n- fi el d r e s ul t s h a v e i m pli c a ti o n s f o r a v a ri e t y of p u bli s h e d a n d
pl a n n e d e x p e ri m e nt al s t u di e s.

I. I N T R O D U C T I O N

S pi n o r B o s e- Ei n st ei n c o n d e n s a t e s ( B E C s) di s pl a y ri c h
p h y si c s i n cl u di n g s pi n d o m ai n f o r m a ti o n, s pi n t e xt ur e s,
t o p ol o gi c al e x cit a ti o n s, a n d n o n- e q uili bri u m q u a nt u m
d y n a mi c s [ 1, 2]. S pi n- 1 B E C s a r e m o st c o m m o nl y r e al-
i z e d u si n g s o di u m o r r u bi di u m a t o m s i n t h e f = 1 h y p e r-
fi n e m a nif ol d. D u e t o a n g ul a r m o m e nt u m c o n s e r v a ti o n,
t h e s c a tt e ri n g of t w o m = 0 a t o m s i nt o t h e m = ± 1
h y p e r fi n e st a t e s pr o vi d e s a p a t h t o w a r d e nt a n gl e m e nt
g e n e r a ti o n [ 3 – 1 4]; h e r e m d e n o t e s t h e pr oj e cti o n q u a n-
t u m n u m b e r a s s o ci a t e d wit h t h e t o t al a n g ul a r m o m e n-
t u m q u a nt u m n u m b e r f of a si n gl e a t o m. T hi s r o ut e f o r
e nt a n gl e m e nt g e n e r a ti o n, w hi c h c a n b e vi e w e d a s a n a n a-
l o g u e of t h e f o ur- w a v e mi xi n g pr o c e s s i n q u a nt u m o pti c s,
i s b e hi n d a v a ri et y of pr o p o s al s ai m e d a t s pi n s q u e e zi n g
a n d m etr ol o gi c al g ai n [ 1 5 – 2 3].

I n 2 3 N a a n d 8 7 R b s pi n- 1 B E C s ( f = 1 m a nif ol d),
t h e s c a tt e ri n g l e n g t h c o m bi n a ti o n a s s o ci a t e d wit h t h e
s pi n i nt e r a cti o n s i s si g ni fi c a ntl y s m all e r, i n m a g nit u d e,
t h a n t h a t a s s o ci a t e d wit h t h e d e n sit y i nt e r a cti o n s; t h e
r a ti o i s a p pr o xi m a t el y 2 8 .1 [ 2 4] a n d 2 1 5 [ 2] f o r s o di u m
a n d r u bi di u m, r e s p e cti v el y.  C o r r e s p o n di n gl y, t h e e n-
e r g y (ti m e) s c al e f o r t h e s pi n i nt e r a cti o n s i s s m all e r
(l a r g e r ) t h a n f o r t h e d e n sit y i nt e r a cti o n s. T hi s o b s e r-
v a ti o n i s t h e k e y b e hi n d t h e si n gl e- m o d e a p pr o xi m a-
ti o n ( S M A) [ 1, 2, 4, 2 5 – 2 7], w hi c h —i n t h e c o nt e xt of
a ti m e- d e p e n d e nt sit u a ti o n — a m o u nts t o a s s u mi n g t h a t
t h e s h a p e, b ut n o t t h e a m plit u d e, of t h e s p a ti al d e n sit y
pr o fil e i s fr o z e n d uri n g t h e d y n a mi c s. As a c o n s e q u e n c e,
t h e s p a ti al m o d e s e nt e r i nt o t h e s pi n H a milt o ni a n o nl y
i n t h e f o r m of t h e m e a n t o t al d e n sit y: a l a r g e r m e a n

t o t al d e n sit y c o r r e s p o n d s t o a l a r g e r, i n m a g nit u d e, s pi n-
d e p e n d e nt i nt e r a cti o n e n e r g y.

T h e S M A h a s b e e n e m pl o y e d a t t h e q u a nt u m l e v el [ 4,
1 3, 2 2, 2 5, 2 8 – 3 0] a s w ell a s a t t h e m e a n- fi el d l e v el [ 3 1 –
3 5]. I n t h e f o r m e r, t h e s pi n H a milt o ni a n i s tr e a t e d f ull y
q u a nt u m m e c h a ni c all y. I n t h e l a tt e r, t h e m e a n v al u e of
t h e s pi n c o m p o n e nts i s c o n si d e r e d, r e s ulti n g i n a s et of
di ff e r e nti al e q u a ti o n s i n t e r m s of t h e fr a cti o n al p o p ul a-
ti o n of t h e m = 0 m o d e a n d t h e r el a ti v e p h a s e t h a t c a n
b e s ol v e d a n al yti c all y. I ntri g ui n gl y, t h e s et of di ff e r e n-
ti al e q u a ti o n s c a n b e r e pr o d u c e d b y d e fi ni n g a cl a s si c al
H a milt o ni a n i n w hi c h t h e r el a ti v e p h a s e a n d fr a cti o n al
p o p ul a ti o n pl a y t h e r ol e of t h e g e n e r ali z e d c o o r di n a t e
a n d g e n e r ali z e d m o m e nt u m, r e s p e cti v el y [ 3 1]. T hi s m a p-
pi n g all o w s o n e t o vi s u ali z e t h e d y n a mi c s u si n g p h a s e
p o r tr aits i n t w o- di m e n si o n al p h a s e s p a c e.

T h e n u m b e r of st u di e s d e di c a t e d t o a s s e s si n g t h e v ali d-
it y of t h e m e a n- fi el d S M A q u a ntit a ti v el y i n e x p e ri m e n-
t all y r e ali sti c d y n a mi c al s etti n g s i s r a t h e r s m all [ 3 6 – 3 8].
T hi s p a p e r a d d s t o t hi s li st a n d d e v el o p s a si m pl e fr a m e-
w o r k f o r t h e e m e r g e n c e of d y n a mi c s b e y o n d t h e S M A.
O ur w o r k i s r el a t e d t o R ef. [ 3 9], w hi c h o b s e r v e d q u a n-
t u m fl u ct u a ti o n- dri v e n r e s o n a n c e s e x p e ri m e nt all y a n d
a n al y z e d t h e s e r e s o n a n c e s u si n g t h e u n d e pl et e d p u m p
a p pr o xi m a ti o n, w hi c h a s s u m e s t h a t t h e pr e d o mi n a ntl y
o c c u pi e d s pi n c o m p o n e nt r e m ai n s m a c r o s c o pi c all y o c c u-
pi e d d uri n g t h e s pi n d y n a mi c s. J u st a s R ef. [ 3 9], w e
di s c u s s a r e s o n a n c e e ff e ct. T h e c h a r a ct e ri sti c s t h a t di s-
ti n g ui s h t h e r e s o n a n c e s di s c u s s e d i n t h e pr e s e nt w o r k
fr o m t h o s e di s c u s s e d i n R ef. [ 3 9] a r e: (i) I n o ur w o r k, t h e
ti m e- d e p e n d e nt S M A s ol uti o n s c r e a t e a n e ff e cti v e ti m e-
d e p e n d e nt p o t e nti al ( dri vi n g t e r m) f o r e a c h m c h a n n el.
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T h e e ff e cti v e p o t e nti al s s e e n b y t h e m = ± 1 c o m p o n e nts
i n R ef. [ 3 9], i n c o ntr a st, a r e ti m e-i n d e p e n d e nt. If t h e
e ff e cti v e p o t e nti al f elt b y o n e c o m p o n e nt s u p p o r ts a n e x-
cit e d ei g e n st a t e w h o s e e n e r g y i s i n r e s o n a n c e wit h t h e
g r o u n d st a t e e n e r g y of a n o t h e r c h a n n el, t h e n c o u pli n g t o
a n e x cit e d s p a ti al m o d e b e c o m e s n o n- n e gli gi bl e. P h y si-
c all y, t h e a b o v e e n e r g y c o n diti o n c o r r e s p o n d s t o a r e s o-
n a nt s c a tt e ri n g pr o c e s s i n w hi c h t w o m = 0 a t o m s g et
s c a tt e r e d i nt o a n m = + 1 a n d a n m = − 1 a t o m. (ii) T h e
c o u pli n g b et w e e n t h e s pi n a n d s p a ti al d e g r e e s di s c u s s e d
i n t hi s p a p e r i s m e a n- fi el d d ri v e n a n d n o t, a s i n R ef. [ 3 9],
q u a nt u m fl u ct u ati o n d ri v e n .

O ur s ol uti o n s t o t h e c o u pl e d m e a n- fi el d Gr o s s-
Pit a e v s kii e q u a ti o n s s h o w t h a t t h e c o u pli n g b et w e e n t h e
s pi n a n d s p a ti al d e g r e e s of fr e e d o m d e v el o p s d y n a mi c all y ,
d e s pit e t h e f a ct t h a t t h e i niti al st a t e i s w ell d e s c ri b e d
wit hi n t h e m e a n- fi el d S M A. T h e r e s o n a n c e c o n diti o n,
w hi c h d e p e n d s o n t h e i nt e r a cti o n s, c a n b e a v oi d e d b y
t u ni n g t h e si n gl e- p a r ti cl e d et u ni n g b et w e e n t h e m = 0
a n d m = ± 1 a t o m s. Si n c e t h e e n e r g y i s c o n s e r v e d af-
t e r t h e q u e n c h, t h e q u e n c h-i n d u c e d d y n a mi c s di s c u s s e d
i n o ur w o r k i s n o t a c c o m p a ni e d b y a r el a x a ti o n t o t h e
g r o u n d st a t e o r t h e f o r m a ti o n of ( q u a si- )st a ti c s pi n d o-
m ai n s. I n st e a d, s pi n str u ct ur e d e v el o p s a n d di s a p p e a r s
a s ti m e pr o c e e d s. O ur r e s ults a r e e x p e ct e d t o b e u s ef ul
f o r t h e i nt e r pr et a ti o n of p a st, o n g oi n g, a n d f ut ur e e x p e r-
i m e nts.

T h e r e m ai n d e r of t hi s a r ti cl e i s str u ct ur e d a s f oll o w s.
S e cti o n II r e vi e w s t h e t h e o r eti c al fr a m e w o r k e m pl o y e d.
S e c ti o n III pr e s e nts r e s ults f o r a 2 3 N a B E C u n d e r e xt e r-
n al a xi all y s y m m etri c h a r m o ni c c o n fi n e m e nt wit h fi x e d
a s p e ct r a ti o f o r v a ri o u s si n gl e- p a r ti cl e e n e r g y s hifts q a n d
p a r ti cl e n u m b e r s N , u si n g a n i niti al st a t e wit h v a ni s hi n g
m a g n eti z a ti o n M . B e y o n d S M A p h y si c s i s o b s e r v e d a t
t h e m e a n- fi el d l e v el. S e cti o n I V e x pl ai n s t h e o b s e r v e d b e-
y o n d S M A e ff e cts. Fi n all y, S e c. V s u m m a ri z e s o ur m ai n
r e s ults a n d pr o vi d e s a n o utl o o k.

I I.  T H E O R E T I C A L F R A M E W O R K

We c o n si d e r a s pi n- 1 B E C c o n si sti n g of N m a s s M
a t o m s i n a n e xt e r n al h a r m o ni c tr a p wit h a n g ul a r fr e q u e n-
ci e s ω x , ω y , a n d ω z . I n a d diti o n t o t h e h a r m o ni c c o n fi n e-
m e nt, t h e B E C a t o m s a r e e x p o s e d t o e xt e r n al m a g n eti c
a n d mi c r o w a v e fi el d s.  T h e p a r a m et e r q i n o ur e q u a-
ti o n s b el o w q u a nti fi e s t h e str e n g t h of t h e e n e r g y s hift
t h a t a ri s e s fr o m t h e m a g n eti c fi el d i n d u c e d q u a dr a ti c
Z e e m a n s hift a n d t h e mi c r o w a v e fi el d i n d u c e d A C- St a r k
s hift [ 3 8, 4 0]. T h e li n e a r Z e e m a n s hift e n e r g y d o e s n o t
a p p e a r e x pli citl y i n t h e e q u a ti o n s si n c e it c a n b e eli mi-
n a t e d b y g oi n g t o a r o t a ti n g fr a m e [ 2, 2 7]. T w o di ff e r e nt
m e a n- fi el d d e s c ri pti o n s a r e c o n si d e r e d:

• A p p r o a c h A : A (2 + 2 )- p a r a m et e r m e a n- fi el d S M A
fr a m e w o r k. T hi s a p pr o a c h a m o u nts t o s ol vi n g t w o
s ets of e q u a ti o n s ( o n e f o r t h e s p a ti al a n d o n e f o r
t h e s pi n d e g r e e s of fr e e d o m), b o t h of w hi c h d e p e n d
o n t w o p a r a m et e r s.

• A p p r o a c h B : A 5- p a r a m et e r c o u pl e d Gr o s s-
Pit a e v s kii e q u a ti o n s fr a m e w o r k. T hi s m e a n- fi el d
a p pr o a c h a c c o u nts f o r t h e c o u pli n g of t h e s p a ti al
a n d s pi n d e g r e e s of fr e e d o m.

I n b o t h a p pr o a c h e s, t h e  B E C i s d e s c ri b e d

b y a t hr e e- c o m p o n e nt s pi n o r Ψ ( r, t )  =
( Ψ + 1 (r, t ), Ψ 0 (r, t ), Ψ − 1 (r, t )) T ; h o w e v e r, t h e e q u a-
ti o n s t h a t g o v e r n Ψ m (r, t ) di ff e r f o r t h e t w o c a s e s.

A. A p p r o a c h A

T h e m e a n- fi el d S M A [ 1, 2, 4, 2 5 – 2 7] a s s u m e s t h a t t h e
m = + 1, 0, a n d − 1 c o m p o n e nts s h a r e t h e s a m e s p a ti al
w a v e f u n cti o n ψ S M A (r ) e x p(− ı ǫt / ), w h e r e t h e Gr o s s-
Pit a e v s kii o r bit al ψ S M A (r ) a n d t h e c h e mi c al p o t e nti al ǫ
a r e s ol uti o n s t o t h e st a ti o n a r y si n gl e- c o m p o n e nt Gr o s s-
Pit a e v s kii e q u a ti o n

H 0 + g n (N − 1 ) |ψ S M A (r )|2 ψ S M A (r ) = ǫ ψ S M A (r ) ( 1 )

wit h

H 0 =
− 2

2 M
∇ 2

r + V t r a p (r ) ( 2 )

a n d

V t r a p (r ) =
1

2
M ω 2

x x 2 + ω 2
y y 2 + ω 2

z z 2 . ( 3 )

T h e Gr o s s- Pit a e v s kii o r bit al ψ S M A (r ) i s a s s u m e d t o b e
n o r m ali z e d t o o n e a n d t h e d e n sit y i nt e r a cti o n str e n g t h
g n i s d e fi n e d t hr o u g h [ 1, 2]

g n =
4 π 2

M

a 0 + 2 a 2

3
, ( 4 )

w h e r e a 0 a n d a 2 a r e t h e s - w a v e s c a tt e ri n g l e n g t h s f o r t w o
c olli di n g a t o m s wit h t o t al s pi n a n g ul a r m o m e nt u m F = 0
a n d F = 2, r e s p e cti v el y. As s u mi n g a xi all y s y m m etri c
h a r m o ni c c o n fi n e m e nt wit h ω ρ = ω x = ω y , ψ S M A (r ) i s
g o v e r n e d b y t w o di m e n si o nl e s s p a r a m et e r s, n a m el y t h e
di m e n si o nl e s s m e a n- fi el d str e n g t h g n (N − 1 ) / (a 3

h o , z ω z )

[a h o , z = / (M ω z )] a n d t h e tr a p a s p e ct r a ti o λ , λ =
ω z / ω ρ .

T h e s pi n o r c o m p o n e nts Ψ m (r, t ) a r e t h e n w ritt e n a s

Ψ m (r, t ) = χ m (t)ψ S M A (r ) e x p(− ı ǫt / ), ( 5 )

w h e r e t h e χ m (t), whi c h g o v e r n t h e s pi n d y n a mi c s, a r e

gi v e n b y χ m (t) = ρ m (t) e x p [ ı θm (t)]. H e r e, θ m (t) a n d
ρ m (t) d e n o t e t h e p h a s e a n d fr a cti o n al p o p ul a ti o n, n o r-
m ali z e d s u c h t h a t ρ + 1 (t) + ρ 0 (t) + ρ − 1 (t) = 1, of t h e
m - t h c o m p o n e nt. T h e S M A i s a r g u e d t o b e a p pli c a bl e
w h e n t h e s pi n h e ali n g l e n g t h ξ s , ξ s = / 2 M |c s |, i s
l a rg e r t h a n t h e si z e of t h e B E C [ 2, 4 1]. H e r e, c s i s t h e
s pi n i nt e r a cti o n e n e r g y, c s = g s n S M A , w h e r e t h e s pi n i n-
t e r a cti o n str e n g t h g s [ 1, 2] i s gi v e n b y

g s =
4 π 2

M

a 2 − a 0

3
( 6 )
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a n d t h e  m e a n d e n sit y n S M A b y n S M A =
N

´
|ψ S M A (r )|4 d r .  L o o ki n g a h e a d, w e al s o d e fi n e

t h e d e n sit y i nt e r a cti o n e n e r g y c n , c n = g n n S M A .
T h e e q u a ti o n s t h a t g o v e r n t h e fr a cti o n al p o p ul a ti o n s

a n d p h a s e s c a n b e c o n v e ni e ntl y w ritt e n i n t e r m s of t h e
m a g n eti z a ti o n M , w hi c h i s c o n s e r v e d t hr o u g h o ut t h e
ti m e d y n a mi c s, a n d t h e r el a ti v e p h a s e θ (t) b et w e e n t h e
s pi n o r s, M = ρ + 1 (t) − ρ − 1 (t) a n d θ (t) = 2 θ 0 (t) − θ + 1 (t) −
θ − 1 (t). Wit h t h e s e d e fi niti o n s, t h e c o u pl e d e q u a ti o n s of
m o ti o n r e a d [ 3 1]

2 c s

d ρ 0 (t)

dt
= − ρ 0 (t) [ 1 − ρ 0 (t)] 2 − M 2 s i n(θ (t)) ( 7 )

a n d

−
2 c s

d θ (t)

dt
= −

q

c s
+ 1 − 2 ρ 0 (t)

+
1 − 3 ρ 0 (t) + 2[ρ 0 (t)] 2 − M 2

[ 1 − ρ 0 (t)] 2 − M 2
c o s( θ (t)). ( 8 )

E q u a ti o n s ( 7 ) a n d (8 ) s h o w t h a t t h e m e a n- fi el d s pi n d y-
n a m i c s wit hi n t h e S M A i s f ull y d et e r mi n e d b y t w o p a-
r a m et e r s, n a m el y t h e “ di m e n si o nl e s s e n e r g y ” q / c s a n d
t h e “ di m e n si o nl e s s ti m e ” t /( / c s ). Si n c e t h e st a ti c s p a-
ti al m o d e a n d t h e s pi n d y n a mi c s a r e d e c o u pl e d a n d e a c h
i s g o v e r n e d b y t w o p a r a m et e r s (t hr o u g h o ut, w e a r e c o n-
si d e ri n g a xi all y s y m m etri c h a r m o ni c c o n fi n e m e nt), w e r e-
f e r t o t h e m e a n- fi el d S M A a s a ( 2 + 2 )- p a r a m et e r fr a m e-
w o r k. It s h o ul d b e n o t e d, h o w e v e r, t h a t n S M A , w hi c h
i s d et e r mi n e d b y t h e st a ti c s p a ti al m o d e, e nt e r s vi a t h e
q u a ntit y c s i nt o t h e e q u a ti o n s t h a t d et e r mi n e t h e s pi n
d y n a mi c s.

As alr e a d y all u d e d t o i n S e c. I, E q s. (7 ) a n d (8 ) c a n b e
i nt er pr et e d a s H a milt o n’ s e q u a ti o n s of m o ti o n of a cl a s-
si c al H a milt o ni a n, wit h θ (t) a n d ρ 0 (t) pl a yi n g t h e r ol e s
of t h e g e n e r ali z e d c o o r di n a t e a n d a s s o ci a t e d g e n e r ali z e d
m o m e nt u m. Wit hi n t hi s fr a m e w o r k, t h e s pi n e n e r g y E s

i s c o n s e r v e d [ 3 1]. Fi g ur e s 1 ( a )- 1 ( d) s h o w t h e p h a s e p o r-
tr a it f o r q / c s = 1 / 2, 1, 3 / 2, a n d 2, r e s p e cti v el y. Gi v e n
ρ 0 ( 0 ) a n d θ ( 0 ), t h e d y n a mi c s pr o c e e d s al o n g a fi x e d e n-
e r g y tr aj e ct o r y (li n e s i n Fi g. 1 ). D e p e n di n g o n t h e i niti al
c o n diti o n s, t h e tr aj e ct o ri e s c o r r e s p o n d t o p e ri o di c p h a s e
s ol uti o n s (s oli d li n e s i n Fi g. 1 ) o r r u n ni n g p h a s e s ol uti o n s
( d a s h e d li n e s i n Fi g. 1 ). F o r b o t h cl a s s e s of s ol uti o n s,
ρ 0 (t) i s ch a r a ct e ri z e d b y a fi x e d p e ri o d a n d a m plit u d e.
O ur c al c ul a ti o n s i n S e c. III c o n si d e r i niti al st a t e s wit h
ρ 0 ( 0 ) = 1 / 2, ρ + 1 ( 0 ) = ρ − 1 ( 0 ) = 1 / 4, a n d θ ( 0 ) = 0 (s e e
bl u e d o ts i n Fi g. 1 ).

B. A p p r o a c h B

E v e n if t h e i niti al st a t e i s str u ct ur el e s s a n d, e. g., w ell
d e s c ri b e d b y a T h o m a s- Fe r mi pr o fil e, s p a ti al str u ct ur e
m a y d e v el o p d uri n g t h e ti m e d y n a mi c s. I n d e e d, t h e f o r-
m a ti o n of s p a ti al str u ct ur e d uri n g s pi n o s cill a ti o n d y-
n a mi c s f o r s pi n- 1 2 3 N a a n d 8 7 R b B E C s h a s b e e n r e-
p o r t e d b y s e v e r al e x p e ri m e nt al g r o u p s [ 3 9, 4 2 – 4 4]. S o

FI G. 1. P h a s e p o r t r ai t s ill u s t r a ti n g t h e m e a n- fi el d S M A s pi n
d y n a mi c s f o r M = 0 a n d ( a ) q / c s = 1 / 2, ( b ) q / c s = 1,
( c ) q / c s = 3 / 2, a n d ( d ) q / c s = 2. T h e li n e s s h o w e q u all y
s p a c e d t r aj e c t o ri e s wi t h fi x e d E s / c s ; t h e di m e n si o nl e s s e n-
e r g y s p a ci n g i s 1 / 2 0, 1 / 1 6, 1 / 8, a n d 1 / 6 i n p a n el s ( a )- ( d ),
r e s p e c ti v el y. T h e bl u e d o t s m a r k t h e i ni ti al c o n di ti o n s c o n-
si d e r e d i n S e c. I I I; t h e y c o r r e s p o n d t o E s / c s = 3 / 4, 1, 5 / 4,
a n d 3 / 2 i n p a n el s ( a )- ( d ), r e s p e c ti v el y. T h e s e p a r a t ri x t h a t
di vi d e s t h e p e ri o di c p h a s e s ol u ti o n s ( s oli d li n e s ) a n d r u n ni n g
p h a s e s ol u ti o n s ( d a s h e d li n e s ) i s s h o w n b y a t hi c k bl a c k li n e
i n p a n el s ( a )- ( c ); p a n el ( d ) s u p p o r t s o nl y r u n ni n g p h a s e a n d
n o p e ri o di c p h a s e s ol u ti o n s.

f a r t h e t h e o r eti c al m o d eli n g of t hi s str u ct ur e f o r m a ti o n
h a s b e e n, t o t h e b e st of o ur k n o wl e d g e, r e stri ct e d t o a p-
pr o xi m a t e fr a m e w o r k s i n t h e f o r m of r e d u c e d di m e n si o n-
alit y c o u pl e d m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii si m ul a ti o n s [ 2 5]
o r a st a bilit y a n al y si s a t t h e q u a nt u m l e v el [ 3 9, 4 5]. T h e
f oll o wi n g p a r a g r a p h s o utli n e t h e ti m e- d e p e n d e nt c o u pl e d
m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s fr a m e w o r k, w hi c h
all o w s f o r t h e c o u pli n g of t h e s pi n a n d s p a ti al d e g r e e s
of fr e e d o m a n d m a k e s n o a p ri o ri a s s u m pti o n a b o ut t h e
s p a ti al d y n a mi c s of t h e o r bit al s.

T h e ti m e- d e p e n d e nt m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a-

ti o n s f o r t h e s pi n o r Ψ( r, t ), w hi c h c a pt ur e b e y o n d si n gl e-
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m o d e p h y si c s, c a n b e c o n v e ni e ntl y w ritt e n i n m a tri x
f o rm [ 1, 2 5 – 2 7, 4 6]

ı
∂ Ψ( r, t )

∂ t
= [ L + E s hif t + V c (r, t)] Ψ ( r, t ), ( 9 )

w h e r e

L = H 0 + g n (N − 1 )
m = 0 ,± 1

|Ψ m (r, t )|2 ; ( 1 0 )

E s hif t i s a di a g o n al m a tri x wit h di a g o n al el e m e nts q , 0,
a n d q ; a n d

V c (r, t) = g s (N − 1 ) ×



m = ± 1 ,0 |Ψ m (r, t )|2 − 2 |Ψ − 1 (r, t )|2 Ψ 0 (r, t ) [ Ψ − 1 (r, t )]

∗
0

[ Ψ0 (r, t )]
∗

Ψ − 1 (r, t ) m = ± 1 ,0 |Ψ m (r, t )|2 − | Ψ 0 (r, t )|2 [ Ψ0 (r, t )]
∗

Ψ + 1 (r, t )

0 Ψ 0 (r, t ) [ Ψ + 1 (r, t )]
∗

m = ± 1 ,0 |Ψ m (r, t )|2 − 2 |Ψ + 1 (r, t )|2



 .( 1 1 )

If t h e s pi n i nt e r a cti o n s v a ni s h (i. e., if g s = 0 ) , t h e n t h e
s ol uti o n s a r e i n d e p e n d e nt of t h e c o u pli n g m a tri x V c (r, t)
[ s e e E q s. (9 ) a n d (1 1 )]. T h e p a tt e r n f o r m a ti o n di s c u s s e d
i n S ec. III c r u ci all y d e p e n d s o n t h e ki n eti c e n e r g y c o ntri-
b ut i o n s i n E q. (9 ) [ s e e al s o E q. ( 1 0 )], i. e., tr e a t m e nt of t h e
c o u pl e d m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s wit hi n t h e
T h o m a s- Fe r mi a p pr o xi m a ti o n yi el d s q u alit a ti v el y di ff e r-
e nt r e s ults t h a n tr e a t m e nt of t h e f ull c o u pl e d m e a n- fi el d
e q u a ti o n s.

As di s c u s s e d e a rli e r, t h e s p a ti al d y n a mi c s a n d t h e s pi n
d y n a mi c s wit hi n t h e m e a n- fi el d S M A d e p e n d e a c h o n t w o
di m e n si o nl e s s p a r a m et e r s, n a m el y, g n (N − 1 ) / (a 3

h o , z ω z )

a n d λ f o r t h e s p a ti al d e g r e e s a n d q / c s a n d t /( / c s ) f o r
t h e s pi n d e g r e e s. T h e c o u pl e d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a-
ti o n s [ s e e E q s. ( 9 )- (1 0 )], i n c o ntr a st, d e p e n d o n fi v e di-
m e n si o nl e s s p a r a m et e r s: g n (N − 1 ) / (a 3

h o , z ω z ), λ , q / c s ,

t /( / c s ), a n d g n / g s . T h e r a ti o g n / g s “ c o n n e cts ” t h e s p a-
ti al a n d s pi n d e g r e e s of fr e e d o m. T h e e n e r g y s c al e s ω ρ ,
ω z , a n d g n (N − 1 ) / a 3

h o , z a r e —f o r t y pi c al e x p e ri m e nt al
p a r a m et e r s — si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n t h e e n e r g y s c al e c s .
T hi s s u g g e sts t h a t t h e d y n a mi c s t h a t i s r e s ulti n g fr o m
t h e s e e n e r g y s c al e s i s f a st e r t h a n t h e “l o w- e n e r g y ” s pi n
p o p ul a ti o n d y n a mi c s. I n f a ct, t h e m e a n- fi el d S M A a s-
s u m e s t h a t t h e d y n a mi c s i ntr o d u c e d b y t h e s e hi g h- e n e r g y
s c al e s i s s o f a st t h a t it c a n b e s af el y a v e r a g e d o ut. H o w-
e v e r, t h e c o u pli n g b et w e e n t h e l o w- a n d hi g h- e n e r g y d e-
g r e e s of fr e e d o m c a n, a t l e a st i n pri n ci pl e, l e a d t o a n
e n e r g y tr a n sf e r b et w e e n t h e a s s o ci a t e d d e g r e e s of fr e e-
d o m. W hil e dir e ct c o m p a ri s o n s b et w e e n Gr o s s- Pit a e v s kii
si m ul a ti o n r e s ults a n d e x p e ri m e nt al d a t a w e r e n o t m a d e,
R ef. [ 4 2] a ttri b ut e d t h e e x p e ri m e nt all y o b s e r v e d d a m p-
i n g of t h e s pi n o s cill a ti o n s f o r 8 7 R b ( p o siti v e q ) t o t hi s
e n e r g y tr a n sf e r a n d, a s s o ci a t e d wit h it, t h e br e a k d o w n of
t h e m e a n- fi el d S M A.

I I I.  N U M E R I C A L R E S U L T S

We c o n si d e r a s pi n- 1 2 3 N a c o n d e n s a t e wit h a 0 =
4 8 .9 1 a B a n d a 2 = 5 4 .5 4 a B [ 2 4], w h e r e a B d e n o t e s t h e
B o hr r a di u s. T o pr e p a r e t h e i niti al st a t e, w e i m a gi n e t h e

f oll o wi n g pr o c e d ur e. Fir st, all a t o m s a r e l o a d e d i nt o t h e
m = − 1 st a t e of t h e f = 1 h y p e r fi n e m a nif ol d i n t h e pr e s-
e n c e of a s m all m a g n eti c fi el d. S e c o n d, a r a di o-fr e q u e n c y
p ul s e i s a p pli e d t o pr e p a r e a st a t e wit h p o p ul a ti o n fr a c-
ti o n s of 1 / 4 a n d 1 / 2 i n t h e m = ± 1 a n d m = 0 h y p e r fi n e
st a t e s of t h e f = 1 m a nif ol d [ 3 6, 3 8].

T h e li n e s i n Fi g. 2 s h o w t h e fr a cti o n al p o p ul a ti o n ρ 0 (t)
a s a f u n cti o n of ti m e, o bt ai n e d b y s ol vi n g t h e c o u pl e d
Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s f o r N = 4 0 0 0 0 a n d a n a xi all y
s y m m etri c h a r m o ni c c o n fi n e m e nt wit h m o d e r a t e a s p e ct
r a ti o of λ = 1 5 / 7 ≈ 2 .1 4 3 f o r f o ur di ff e r e nt q v al u e s.
F o r c o m p a ri s o n, t h e m e a n- fi el d S M A r e s ults a r e s h o w n
b y o p e n cir cl e s. F o r t h e s m all e st a n d l a r g e st q / c s c o n si d-
e r e d [ Fi g s. 2 ( a ) a n d 2 ( d) a r e f o r q / c s = 1 / 2 a n d 2, r e s p e c-
ti v el y], t h e m e a n- fi el d S M A d e s c ri b e s t h e f ull m e a n- fi el d
s pi n o s cill a ti o n d y n a mi c s f airl y a c c ur a t el y.

F o r q / c s = 1, i n c o ntr a st, t h e r e s ults f o r t h e c o u pl e d
Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s ( A p p r o a c h B ) di s pl a y s pi n o s-
cill a ti o n s wit h n o t a bl y s m all e r p e ri o d t h a n t h e r e s ults f o r
t h e m e a n- fi el d S M A ( A p p r o a c h A ) [ 7 3 m s v e r s u s 2 3 1 m s,
s e e t h e i n s et of Fi g. 2 ( b)]. F o r t hi s p a r a m et e r c o m bi n a-
ti o n, t h e c o u pli n g b et w e e n t h e s pi n a n d s p a ti al d e g r e e s
of fr e e d o m s p e e d s t h e s pi n o s cill a ti o n d y n a mi c s u p si g-
ni fi c a ntl y, i. e., t h e m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s
fr a m e w o r k pr e di cts a s m all e r p e ri o d t h a n t h e m e a n- fi el d
S M A fr a m e w o r k. I n t h e cl a s si c al p h a s e p o r tr ait, t h e i ni-
ti al st a t e f o r q / c s = 1 i s l o c a t e d o n t h e s e p a r a tri x. As
c a n b e s e e n fr o m Fi g. 1 ( b), t hi s i m pli e s t h a t t h e fr a c-
ti o nal p o p ul a ti o n ρ 0 (t) i s e q u al t o z e r o h alf- w a y t hr o u g h
t h e fir st o s cill a ti o n of t h e fr a cti o n al p o p ul a ti o n s. T h e
c o u pl e d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s, i n c o ntr a st, r e s ult i n
a s m all n o n- z e r o ρ 0 (t) h alf- w a y t hr o u g h t h e fir st o s cill a-
ti o n of t h e fr a cti o n al p o p ul a ti o n s; s p e ci fi c all y, t h e v al u e
of ρ 0 (t) f o r t = 3 6 .4 m s i s a p pr o xi m a t el y 0 .0 1 9, c o r r e-
s p o n di n g t o a b o ut 7 0 0 a t o m s i n t h e m = 0 h y p e r fi n e
st a t e. F o r s u c h a l o w- a t o m B E C c o m p o n e nt, q u a nt u m
fl u ct u a ti o n s of t h e s pi n a n d / o r s p a ti al d e g r e e s of fr e e d o m
m a y pl a y a n o n- n e gli gi bl e r ol e, s u g g e sti n g t h a t t h e a p pli-
c a bilit y of t h e c o u pl e d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s n e e d s
t o b e a s s e s s e d c a r ef ull y.

F o r q / c s = 3 / 2 [ s e e Fi g. 2 ( c)], t h e c o u pl e d Gr o s s-
Pit a e v s kii e q u a ti o n s a n d t h e m e a n- fi el d S M A b o t h di s-
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FI G. 2. C o m p a ri s o n of t h e ti m e- d e p e n d e nt f r a c ti o n al p o p-
u l ati o n ρ 0 ( t) o b t ai n e d u si n g t h e c o u pl e d m e a n- fi el d G r o s s-
Pi t a e v s kii e q u a ti o n s (li n e s; A p p r o a c h B ) a n d m e a n- fi el d S M A
( o p e n ci r cl e s; A p p r o a c h A ). T h e c o u pl e d G r o s s- Pi t a e v s kii
e q u a ti o n s si m ul a ti o n s a r e p e rf o r m e d f o r a s o di u m s pi n- 1 B E C
wi t h N = 4 0 0 0 0 u n d e r e x t e r n al h a r m o ni c c o n fi n e m e nt c h a r-
a c t e ri z e d b y ω ρ = 2 π × 7 0 H z a n d ω z = 2 π × 1 5 0 H z a n d
i nt e r a c ti o n e n e r gi e s c s / h ≈ 1 2 .5 H z a n d c n / h ≈ 3 5 0 H z.
T h e si n gl e- p a r ti cl e e n e r g y s c al e q i s ( a ) q / c s = 1 / 2, ( b )
q / c s = 1, ( c ) q / c s = 3 / 2, a n d ( d ) q / c s = 2; t hi s c o r r e s p o n d s
t o q / h ≈ 6 .2 3 H z, 1 2 .5 H z, 1 8 .7 H z, a n d 2 4 .9 H z, r e s p e c ti v el y.
T h e i n s e t i n p a n el ( b ) s h o w s t h e m e a n- fi el d S M A r e s ul t f o r
l a r g e r t.

pl a y s pi n p o p ul a ti o n o s cill a ti o n s of —r o u g hl y —t h e s a m e
p e r i o d. I ntri g ui n gl y, h o w e v e r, t h e c o u pli n g b et w e e n t h e
s pi n a n d s p a ti al d e g r e e s of fr e e d o m t h a t i s a c c o u nt e d
f o r b y t h e c o u pl e d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s l e a d s t o
a d a m pi n g a s w ell a s a n o v e r all u p w a r d drift of t h e s pi n
o s cill a ti o n a m plit u d e d uri n g t h e fir st f e w c y cl e s. T hi s u p-
w a r d drift i s n o t c a pt ur e d b y t h e m e a n- fi el d S M A, w hi c h
pr e di cts fr a cti o n al p o p ul a ti o n o s cill a ti o n s wit h c o n st a nt
a m plit u d e a n d p e ri o d.

Fi g ur e 3 s h o w s s el e ct e d i nt e g r a t e d d e n sit y pr o fil e s f o r
t h e s a m e p a r a m et e r s a s t h o s e u s e d i n Fi g. 2 ( c), i. e., f o r
t h e c a s e w h e r e t h e fr a cti o n al p o p ul a ti o n ρ 0 (t) drifts u p-
w a r d wit h ti m e. R e c all, t hi s h a p p e n s f o r q / c s = 3 / 2 a n d
a n i niti al st a t e t h a t i s f a r a w a y fr o m t h e s e p a r a tri x [ s e e
Fi g. 1 ( c)]. T h e fir st t w o r o w s of Fi g. 3 a r e f o r t = 3 8 m s
( a ft e r a bit m o r e t h a n o n e s pi n p o p ul a ti o n o s cill a ti o n)
a n d t h e l a st t w o r o w s f o r t = 5 0 m s ( aft e r a b o ut o n e
a n d a h alf s pi n p o p ul a ti o n o s cill a ti o n s). F o r b o t h ti m e s,
w e s e e t h a t t h e t o t al i nt e g r a t e d d e n siti e s [ s e e Fi g s. 3 ( ci)
a n d 3 (cii)] a r e cl o s e t o w h a t w o ul d b e e x p e ct e d wit hi n t h e
S M A a n d t h a t t h e i nt e g r a t e d d e n siti e s f o r t h e s pi n o r c o m-
p o n e nts [ s e e Fi g s. 3 ( ai), 3 ( bi), 3 ( aii), a n d 3 ( bii)] di s pl a y
n o n - tri vi al str u ct ur e, i. e., h a v e m u c h l e s s r e s e m bl a n c e
wit h a T h o m a s- Fe r mi pr o fil e. Fi g ur e 3 s h o w s t h a t t h e
str u ct ur e s of n 0 (x, y, t ) f o r t = 3 8 m s a n d of n ± 1 (x, y, t )
f o r t = 5 0 m s a r e q uit e si mil a r. T hi s o b s e r v a ti o n i s m o r e
g e n e r al: We fi n d t h a t t h e “ d ef o r m a ti o n s ” of t h e s u b c o m-
p o n e nt d e n siti e s n 0 (r, t ) a n d n ± 1 (r, t ), w hi c h c o m bi n e
t o a T h o m a s- Fe r mi li k e t o t al d e n sit y n (r, t ), o s cill a t e
“ o ut of p h a s e ”. T hi s o s cill a t o r y str u ct ur e i n t h e s u b-
c o m p o n e nt d e n siti e s c a n cl e a rl y n o t b e d e s c ri b e d wit hi n
t h e S M A. We al s o s ol v e d t h e c o u pl e d m e a n- fi el d Gr o s s-
Pit a e v s kii e q u a ti o n s wit hi n t h e T h o m a s- Fe r mi a p pr o xi-
m a ti o n, w hi c h n e gl e cts t h e ki n eti c e n e r g y t e r m s. T hi s a p-
pr o xi m a ti o n yi el d s q u alit a ti v el y di ff e r e nt d e n siti e s t h a n
t h o s e di s pl a y e d i n Fi g. 3 . T hi s s h o w s t h a t t h e o b s e r v e d
str u ct ur e f o r m a ti o n d e p e n d s s e n siti v el y o n t h e i nt e r pl a y
b et w e e n t h e v a ri o u s e n e r g y t e r m s i n t h e c o u pl e d m e a n-
fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s.

T h e br e a k- d o w n of t h e S M A c a n b e ill u str a t e d i n a
c o m pl e m e nt a r y a p pr o a c h, w hi c h r eli e s o n t h e f a ct t h a t
t h e m e a n- fi el d S M A fr a m e w o r k i s f ull y g o v e r n e d b y t w o
di m e n si o nl e s s p a r a m et e r s, n a m el y q / c s a n d t /( / c s ).
T h e o p e n cir cl e s i n Fi g. 4 s h o w t h e fr a cti o n al p o p ul a ti o n
ρ 0 (t), o bt ai n e d wit hi n t h e m e a n- fi el d S M A, a s a f u n c-
ti o n of t h e di m e n si o nl e s s ti m e f o r q / c s = 3 / 2 [ s a m e d a t a
a s i n Fi g. 2 ( c)]. F o r c o m p a ri s o n, t h e r e d d a s h e d, bl a c k
s oli d , a n d bl u e d o tt e d c ur v e s s h o w t h e c o u pl e d m e a n-
fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s r e s ults f o r N = 4 0 0 0 0
[ s a m e d a t a a s i n Fi g. 2 ( c)], N = 1 0 0 0 0, a n d N = 8 0 0 0 0,
r e s p e cti v el y. I n all c a s e s, t h e tr a p fr e q u e n ci e s ω ρ a n d
ω z a n d c o u pli n g str e n g t h s g s a n d g n a r e t h e s a m e a s
b ef o r e. H o w e v e r, t h e v al u e of q i s a dj u st e d s u c h t h a t
q / c s = 3 / 2 f o r all t hr e e N v al u e s c o n si d e r e d. Fi g ur e 4

s h o w s t h a t t h e N = 1 0 0 0 0 r e s ults a r e e s s e nti all y o n t o p
of t h e S M A r e s ults, t h a t t h e N = 8 0 0 0 0 o s cill a ti o n s h a v e
a sli g htl y r e d u c e d o s cill a ti o n p e ri o d a n d a m plit u d e, a n d
t h a t t h e N = 4 0 0 0 0 d a t a di s pl a y — a s di s c u s s e d i n d et ail
a b o v e — n o t a bl e d e vi a ti o n s fr o m t h e S M A r e s ult. T h e r a-
ti o ξ s / R T F , z i s ≈ 1 .5 1, ≈ 0 .8 4, a n d ≈ 0 .6 3 f o r N = 1 0 0 0 0,
4 0 0 0 0, a n d 8 0 0 0 0, r e s p e cti v el y. T h u s, t h e r eli a bilit y of
t h e m e a n- fi el d S M A i s n o t s ol el y g o v e r n e d b y t h e r a ti o
b et w e e n t h e s pi n h e ali n g l e n g t h a n d t h e T h o m a s- Fe r mi
r a dii.

F o c u si n g o n i niti al st a t e s wit h fr a cti o n al p o p ul a ti o n s
of 1 / 4, 1 / 2, a n d 1 / 4 f o r t h e m = + 1, m = 0, a n d
m = − 1 h y p e r fi n e l e v el s a n d v a ni s hi n g r el a ti v e p h a s e,
Fi g s. 2 -4 i d e ntif y t w o r e gi m e s w h e r e t h e m e a n- fi el d S M A
(A p p r o a c h A ) a n d c o u pl e d m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii
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FI G. 3. S n a p s h o t s of t h e i nt e g r a t e d s p a ti al d e n si t y f o r a 2 3 N a s pi n- 1 B E C wi t h N = 4 0 0 0 0 u n d e r e x t e r n al h a r m o ni c c o n fi n e m e nt
wi t h ω ρ = 2 π × 7 0 H z a n d ω z = 2 π × 1 5 0 H z. T h e p a r a m e t e r s a r e t h e s a m e a s t h o s e i n Fi g. 2 ( c ), i. e., q / c s = 3 / 2, c s / h ≈
1 2 .5 H z, a n d c n / h ≈ 3 5 0 H z.  T h e t o p r o w [ p a n el s ( ai )- ( ci )] a n d b o t t o m r o w [ p a n el s ( aii )- ( cii )] a r e f o r t = 3 8 m s a n d
5 0 m s, r e s p e c ti v el y. T h e fi r s t, s e c o n d, a n d t hi r d c ol u m n s s h o w t h e i nt e g r a t e d d e n si ti e s n ± 1 ( x, y, t ) = N

´ ∞

− ∞
|Ψ ± 1 ( r, t ) |2 d z ,

n 0 ( x, y, t ) = N
´ ∞

− ∞
|Ψ 0 ( r, t ) |2 d z , a n d n ( x, y, t ) = N m = 0 ,± 1

´ ∞

− ∞
|Ψ m ( r, t ) |2 d z , r e s p e c ti v el y.

e q u a ti o n s ( A p p r o a c h B ) yi el d di ff e r e nt r e s ults. (i) U nli k e
A p p r o a c h A , A p p r o a c h B r e v e al s a n o v e r all drift of t h e
o s cill a ti n g fr a cti o n al p o p ul a ti o n ρ 0 (t), w hi c h i s a c c o m p a-
ni e d b y ti m e- d e p e n d e nt n o n- T h o m a s- Fe r mi li k e p a tt e r n
f o r m a ti o n. (ii) T h e ti m e p e ri o d s of t h e s pi n o s cill a ti o n s
pr e di ct e d b y A p p r o a c h A a n d A p p r o a c h B d e vi a t e si g nif-
i c a ntl y f o r q / c s ≈ 1, i. e., i n t h e r e gi m e w h e r e t h e i niti al
s t a t e i s l o c a t e d o n t h e s e p a r a tri x. T h e n e xt s e cti o n d e-
v el o p s a t h e o r y u n d e r st a n di n g of r e gi m e (i).

I V.  P H Y S I C A L P I C T U R E

T h e e ff e cti v e p o t e nti al pi ct ur e d e v el o p e d i n t hi s s e cti o n
b a s e d o n t h e ti m e- d e p e n d e nt Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s
[ E q s. (9 )- (1 1 )] i s c o n c e pt u all y si mil a r t o t h e e ff e cti v e p o-
t e nti al pi ct ur e d e v el o p e d i n R ef. [ 3 9], u si n g a fr a m e w o r k
t h a t a c c o u nts f o r q u a nt u m fl u ct u a ti o n s. I n t h a t w o r k,
t h e m = ± 1 m o d e s a r e i niti all y e m pt y a n d t h e e ff e cti v e
p o t e nti al s a r e ti m e i n d e p e n d e nt. I n o ur w o r k, i n c o ntr a st,
t h e m = ± 1 m o d e s a r e i niti all y m a c r o s c o pi c all y o c c u pi e d
a n d t h e e ff e cti v e p o t e nti al s a r e ti m e d e p e n d e nt.

I n t h e a b s e n c e of i nt e r a cti o n s a n d p o siti v e q , t w o c ol-
li di n g m = 0 a t o m s m u st h a v e a n “ e xtr a ” e n e r g y of 2 q
t o s c a tt e r i nt o a n m = + 1 a t o m a n d a n m = − 1 a t o m.
If q i s n e g a ti v e, t h e n a n m = + 1 a t o m a n d a n m = − 1
a t o m m u st h a v e a n “ e xtr a ” e n e r g y of 2 q t o s c a tt e r i nt o

t w o m = 0 a t o m s. T o str e a mli n e t h e di s c u s si o n, w e a s-
s u m e i n t h e r e m ai n d e r of t hi s s e cti o n t h a t q i s p o siti v e;
t h e a r g u m e nts c a n b e r e a dil y e xt e n d e d t o t h e n e g a ti v e q
c a s e. Si n c e t h e m = 0 c h a n n el n e e d s —i n t h e a b s e n c e of
i nt e r a cti o n s — a n “ e xtr a ” e n e r g y of 2q t o b e i n r e s o n a n c e
wit h t h e m = ± 1 c h a n n el s, w e a nti ci p a t e t h a t —i n t h e
pr e s e n c e of i nt e r a cti o n s —t h e drifti n g o c c ur s w h e n t h e r e
e xi sts a n e x cit e d st a t e i n t h e m = 0 c h a n n el t h a t i s i n
r e s o n a n c e wit h t h e g r o u n d st a t e s of t h e m = ± 1 c h a n-
n el s. I n t hi s r e s o n a nt r e gi m e, p o p ul a ti o n tr a n sf e r t o t h e
e x cit e d st a t e c a n o c c ur, l e a di n g t o a d e n sit y d ef o r m a-
ti o n ( p h y si c s b e y o n d t h e S M A). Si n c e t h e di ff e r e nt m
c h a n n el s a r e c o u pl e d i n t h e pr e s e n c e of i nt e r a cti o n s, t h e
“ e x cit e d ” a n d “ g r o u n d ” st a t e s j u st r ef e r r e d t o a r e a s s o-
ci a t e d wit h e ff e cti v e p o t e nti al s t h a t n e gl e ct t h e c o u pli n g
b et w e e n c h a n n el s.

O ur s e mi- q u a ntit a ti v e e sti m a t e st a r ts wit h E q s. ( 9 )-
(1 1 ). We w o r k wit hi n t h e S M A t o e v al u a t e t h e e ff e cti v e
p o t e nti al V e ff (r, t),

V e ff (r, t) = V t r a p (r )I + E s hif t + V nl (r, t), ( 1 2 )

w h e r e

V nl (r , t) = V c (r , t) + g n (N − 1 )
m

|Ψ m (r, t )|2 I ,( 1 3 )

a n d I d e n o t e s t h e 3 × 3 i d e ntit y m a tri x. S p e ci ali zi n g t o
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FI G. 4. Fr a c ti o n al p o p ul a ti o n ρ 0 ( t), d e t e r mi n e d b y t h e c o u-
pl e d G r o s s- Pi t a e v s kii e q u a ti o n s f o r a s o di u m s pi n- 1 B E C u n-
d e r e x t e r n al h a r m o ni c c o n fi n e m e nt c h a r a c t e ri z e d b y ω ρ =
2 π × 7 0 H z a n d ω z = 2 π × 1 5 0 H z. T h e bl a c k s oli d, r e d
d a s h e d, a n d bl u e d o t t e d li n e s a r e f o r N = 1 0 0 0 0, 4 0 0 0 0, a n d
8 0 0 0 0, r e s p e c ti v el y. T h e q v al u e i s a dj u s t e d f o r e a c h N s u c h
t h a t q / c s = 3 / 2 f o r all t h r e e N c o n si d e r e d. F o r c o m p a ri s o n,
t h e o p e n ci r cl e s s h o w t h e r e s ul t f r o m t h e c al c ul a ti o n s wi t hi n
t h e m e a n- fi el d S M A; si n c e t h e ti m e i s pl o t t e d i n di m e n si o nl e s s
u ni t s, t h e m e a n- fi el d S M A r e s ul t i s i n d e p e n d e nt of N . T h e
o p e n ci r cl e s a r e e s s e nti all y i n di s ti n g ui s h a bl e f r o m t h e c o u pl e d
G r o s s- Pi t a e v s kii e q u a ti o n s r e s ul t s f o r N = 1 0 0 0 0.

t h e c a s e w h e r e |Ψ + 1 (r , t)| = |Ψ − 1 (r, t )|, w e fi n d

V nl (r, t) = (N − 1 ) |ψ S M A (r )|2 V d ri v e (t), ( 1 4 )

w h e r e

V d ri v e (t) = g n I + g s V di a g (t) + g s V o ff- di a g (t). ( 1 5 )

H e r e, V di a g (t) i s a di a g o n al m a tri x wit h el e m e nts ρ 0 (t),
1 − ρ 0 (t), a n d ρ 0 (t);

V o ff- di a g (t) =




0 d − 1 (t) 0

d ∗
− 1 (t) 0 d ∗

+ 1 (t)
0 d + 1 (t) 0



 ; ( 1 6 )

a n d

d ± 1 (t) =
ρ 0 (t)[ 1 − ρ 0 (t)]

2
e ı [θ 0 ( t ) − θ ± 1 ( t )] . ( 1 7 )

T o pr o c e e d, w e tr e a t t h e ti m e t a s a n a di a b a ti c p a r a m e-
t e r, n e gl e ct V o ff- di a g (t), a n d s ol v e t h e li n e a r S c hr ö di n g e r
e q u a ti o n f o r t h e e ff e cti v e p o t e nti al V e ff (r, t). E x pli citl y,
t h e m = ± 1 a n d m = 0 e ff e cti v e p o t e nti al s r e a d a s

V e ff ,± 1 (r, t ) =

V t r a p (r ) + q + [ g n + g s ρ 0 (t)] (N − 1 ) |ψ S M A (r )|2 ( 1 8 )

a n d

V e ff ,0 (r , t) =

V t r a p (r ) + [ g n + g s ( 1 − ρ 0 (t))] (N − 1 ) |ψ S M A (r )|2 .( 1 9 )

Si n c e t h e e ff e cti v e p o t e nti al s d e p e n d o n ti m e t hr o u g h
ρ 0 (t), th e r e s o n a n c e c o n diti o n c h a n g e s wit h ti m e. T o
e sti m a t e t h e r e s o n a n c e c o n diti o n, w e u s e t h e e ff e cti v e p o-
t e nti al c ur v e s f o r t = 0, i. e., w e s et ρ 0 (t) e q u al t o 1 / 2; t hi s

i m pli e s t h a t t h e c o u pli n g c o n st a nts a r e e q u al t o g n + g s / 2
i n all t hr e e c h a n n el s. W hil e t h e r e i s s o m e a r bitr a ri n e s s
i n t hi s c h oi c e, t h e p h y si c al pi ct ur e i s n o t i m p a ct e d b y
t hi s. W h e n t h e m = 0 c h a n n el s u p p o r ts a n e x cit e d st a t e
t h a t li e s 2 q a b o v e t h e g r o u n d st a t e e n e r g y of t h e m ± 1
c h a n n el s, t h e r e s o n a n c e c o n diti o n i s f ul fill e d. A m o r e
ri g o r o u s tr e a t m e nt w o ul d i n cl u d e t h e c o u pli n g t e r m s a n d
mi g ht c o n si d e r a ti m e a v e r a g e.

F o r t h e p a r a m et e r s of Fi g. 2 , o ur a p pr o xi m a t e f o r m al-
i s m yi el d s t h a t t h e drifti n g s h o ul d o c c ur a t q r e s ≈ 2 1 H z.
T hi s e sti m a t e a g r e e s q uit e w ell wit h t h e r e s ult o bt ai n e d
b y s ol vi n g t h e c o u pl e d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s, w hi c h
s h o w s t h a t t h e drifti n g i s m a xi m al f o r q ≈ 1 9 H z. We
al s o e sti m a t e t h e r e s o n a n c e c o n diti o n s f o r N = 1 0 4 a n d
N = 8 × 1 0 4 , u si n g t h e s a m e p a r a m et e r s a s i n Fi g. 4 .
O ur a p pr o xi m a t e f o r m ali s m yi el d s q r e s ≈ 3 1 H z a n d
q r e s ≈ 1 7 H z, r e s p e cti v el y, i n g o o d a g r e e m e nt wit h t h e
o b s e r v e d m a xi m al drifti n g f o r q ≈ 3 0 H z a n d q ≈ 1 7 H z.
T o e sti m a t e q r e s , w e u s e d t h e T h o m a s- Fe r mi a p pr o xi-
m a ti o n [ 4 7]. T hi s i m pli e s t h a t t h e e ff e cti v e p o t e nti al
V e ff (r, t) i s c o n st a nt i n t h e r e gi m e w h e r e t h e d e n sit y
|ψ S M A (r )|2 , e sti m a t e d wit hi n t h e T h o m a s- Fe r mi a p pr o x-
i m a ti o n u si n g t h e c o u pli n g c o n st a nt g n + g s / 2, i s fi nit e
a n d e q u al t o t h e h a r m o ni c o s cill a t o r p o t e nti al o t h e r wi s e.
As a c o n s e q u e n c e, t h e e n e r g y of t h e fir st “ r a di all y ” e x-
cit e d st a t e ( e x cit a ti o n pr e d o mi n a ntl y l o c a t e d al o n g t h e
ρ - c o o r di n a t e) sits b y a n e n e r g y t h a t i s c o m p a r a bl e t o
t h e T h o m a s- Fe r mi e n e r g y a b o v e t h e g r o u n d st a t e e n-
e r g y. I m p o r t a ntl y, o ur a p pr o xi m a t e fr a m e w o r k al s o pr e-
di cts hi g h e r-l yi n g r e s o n a n c e s, c o r r e s p o n di n g t o hi g h e r-
l yi n g e x cit e d st a t e s t h a t a r e s u p p o r t e d b y t h e e ff e cti v e
p o t e nti al s V e ff , m(r, t ), a n d hi g h e r- o r d e r r e s o n a n c e s. O ur
n u m e ri c al s ol uti o n s t o t h e c o u pl e d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a-
ti o n s c o n fir m t h e s e pr e di cti o n s. We c h e c k e d t h e pr e di c-
ti v e p o w e r of o ur a p pr o xi m a t e fr a m e w o r k f o r a b o ut 1 0
di ff e r e nt N , ω ρ , ω z , g n , a n d g s p a r a m et e r c o m bi n a ti o n s
a n d f o u n d t h a t it pr e di cts t h e fir st drifti n g c o n diti o n,
i. e., t h e v al u e of q r e s , a t r o u g hl y t h e 1 5 % l e v el. We e m-
p h a si z e t h a t t h e drifti n g i s n o t o nl y o b s e r v e d f o r s o di u m
s pi n- 1 B E C s b ut al s o f o r s pi n- 1 B E C s wit h l a r g e r g n / g s .
M o r e o v e r, a n al o g o u s e ff e cts a r e a nti ci p a t e d t o o c c ur f o r
hi g h e r- s pi n B E C s.

V.  C O N C L U S I O N S

T hi s p a p e r i n v e sti g a t e d t h e a p pli c a bilit y of t h e S M A
f o r a q u e n c h e d s pi n- 1 B E C. S p e ci fi c all y, t h e s y st e m
H a milt o ni a n w a s q u e n c h e d a t ti m e z e r o a n d t h e s u b s e-
q u e nt ti m e e v ol uti o n w a s a n al y z e d. All fi g ur e s pr e s e nt e d
s h o w r e s ults f o r a 2 3 N a s pi n- 1 B E C u n d e r a xi all y s y m-
m etri c h a r m o ni c c o n fi n e m e nt wit h m o d e r a t e a s p e ct r a ti o
a n d a t o m n u m b e r s of t y pi c al e x p e ri m e nts. T hi s s y st e m
h a s b e e n u s e d e xt e n si v el y t o st u d y s pi n o s cill a ti o n s a n d
p u bli s h e d e x p e ri m e nt al d a t a [ 3 6, 3 8, 4 8] h a v e b e e n i nt e r-
pr et e d a s v ali d a ti n g t h e S M A. R el yi n g o n t h e a p pli c a bil-
it y of t h e S M A, f oll o w- u p w o r k u s e d 2 3 N a s pi n- 1 B E C s
t o st u d y ( q u a nt u m) p h a s e tr a n siti o n s t h a t a r e s u p p o r t e d
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b y t h e s pi n H a milt o ni a n [ 1 2, 1 3, 2 9, 3 7, 4 9, 5 0]. At t h e
s a m e ti m e, s o m e e x p e ri m e nt al o b s e r v a ti o n s, w hi c h c a n-
n o t b e r e a dil y r e c o n cil e d wit h t h e v ali dit y of t h e S M A,
h a v e b e e n r e p o r t e d [ 1 2, 2 9, 3 9, 4 2], n o t o nl y f o r 2 3 N a
s pi n- 1 B E C s b ut al s o f o r 8 7 R b s pi n- 1 B E C s. Q uit e g e n e r-
i c all y, it i s s ai d t h a t t h e S M A s h o ul d b e c o m e b ett e r
a s t h e r a ti o b et w e e n t h e d e n sit y- a n d s pi n-i nt e r a cti o n
s tr e n g t h s i n c r e a s e s. T hi s r a ti o i s 2 8 .1 f o r t h e f = 1
m a nif ol d of 2 3 N a [ 2 4] a n d 2 1 5 f o r t h e f = 1 m a ni-
f ol d of 8 7 R b [ 2]. S pi n- 1 B E C s c a n al s o b e r e ali z e d u s-
i n g t h e f = 2 o r l a r g e r f h y p e r fi n e m a nif ol d s, pr o vi d e d
t h e m = ± 2 , · · · , ± f a t o mi c l e v el s a r e u n o c c u pi e d. T h e
f = 2 m a nif ol d of 8 7 R b h a s, e. g., b e e n u s e d t o r e ali z e a
s pi n- 1 s y st e m [ 1 9, 5 1].

S e cti o n III s h o w e d t h a t t h e s ol uti o n s t o t h e ti m e-
d e p e n d e nt m e a n- fi el d Gr o s s- Pit a e v s kii e q u a ti o n s yi el d,
f o r c e r t ai n p a r a m et e r c o m bi n a ti o n s, s pi n o s cill a ti o n s
t h a t d e vi a t e a p pr e ci a bl y fr o m t h o s e o bt ai n e d wit hi n t h e
m e a n- fi el d S M A. T h e drifti n g of t h e s pi n o s cill a ti o n s w e r e
i nt e r pr et e d a s a k e y si g n a t ur e of b e y o n d m e a n- fi el d S M A
p h y si c s. S e cti o n I V s h o w e d t h a t t h e drifti n g o c c ur s, a s-
s u m i n g p o siti v e q , w h e n t h e e n e r g y of t h e e x cit e d st a t e
s u p p o r t e d b y t h e e ff e cti v e m = 0 m e a n- fi el d p o t e nti al
c ur v e i s i n r e s o n a n c e wit h t h e g r o u n d st a t e s u p p o r t e d
b y t h e m = ± 1 e ff e cti v e m e a n- fi el d p o t e nti al c ur v e s:
W h e n t h e e x cit e d s p a ti al m o d e h a s j u st t h e ri g ht e n-
e r g y, t w o e x cit e d m = 0 a t o m s a r e i n r e s o n a n c e wit h
a p air of m = ± 1 a t o m s, pr o vi di n g a c o u pli n g m e c h a-
ni s m t h a t l e a d s t o s p a ti al d ef o r m a ti o n s t h a t a r e n o t d e-

s c ri b e d b y t h e m e a n- fi el d S M A o r bit al. A n a n al o g o u s a r-
g u m e nt a p pli e s t o n e g a ti v e q . T h e d y n a mi c al m e a n- fi el d
d ri v e n r e s o n a n c e e ff e ct di s c u s s e d i n t hi s p a p e r, w hi c h e x-
i sts f o r p o siti v e a n d n e g a ti v e q , c o m pl e m e nts e a rli e r w o r k
t h a t e x p e ri m e nt all y m e a s ur e d a n d t h e o r eti c all y a n al y z e d
q u a nt u m- fl u ct u ati o n d ri v e n r e s o n a n c e s [ 3 9].

O ur pr e di cti o n s h a v e a wi d e r a n g e of i m pli c a ti o n s f o r,
e. g., t h e c ali br a ti o n of e ff e cti v e R a bi c o u pli n g str e n g t h s
a n d pr o p o s al s t h a t a r e ai m e d a t m etr ol o gi c al g ai n [ 1 5 –
2 3]. If t h e s p a ti al d e g r e e s of fr e e d o m c a n n o t b e tr e a t e d
a s “ sti ff ”, d e s c ri bi n g t h e q u a nt u m pr o p e r ti e s of t h e s pi n
d e g r e e s of fr e e d o m will b e si g ni fi c a ntl y m o r e i n v ol v e d. T o
mi ni mi z e t h e c o u pli n g b et w e e n t h e s p a ti al a n d s pi n d e-
g r e e s of fr e e d o m, i n pr a cti c e o n e will li k el y w a nt t o w o r k
a w a y fr o m t h e r e gi m e w h e r e t h e r e s o n a n c e s t h a t w e r e
pr e di ct e d i n t hi s w o r k o c c ur. T a ki n g a n alt e r n a ti v e vi e w-
p oi nt, t h e p h y si c s i n t h e str o n gl y- c o u pl e d r e gi m e m a y b e
a n i nt e r e sti n g s u bj e ct i n its elf.

V I.  A C K N O W L E D G E M E N T

S u p p o r t b y t h e N a ti o n al S ci e n c e F o u n d a ti o n t hr o u g h
g r a nt n u m b e r s P H Y- 1 8 0 6 2 5 9 ( J J, Q G, D B) a n d P H Y-
1 8 4 6 9 6 5 ( C A R E E R; S Z, A S) i s g r a t ef ull y a c k n o wl e d g e d.
T hi s w o r k u s e d t h e O U S u p e r c o m p uti n g C e nt e r f o r E d-
u c a ti o n a n d R e s e a r c h ( O S C E R) a t t h e U ni v e r sit y of O k-
l a h o m a ( O U).
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[ 1 0] B. L ü c k e, M. S c h e r e r, J. K r u s e, L. P e z z é, F. D e u r e t-
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