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A B S T R A C T: U n d erst a n di n g n o n e q uili bri u m tr a ns p ort is cr u ci al f or
c o ntr olli n g e n er g y fl o w i n n a n os c al e s yst e ms.  W e st u d y t h er m al e n er g y
tr a nsf er i n a g e n er aliz e d n o n e q uili bri u m s pi n- b os o n  m o d el ( N E S B )  wit h
n o n c o m m ut ati v e s yst e m − b at h c o u pli n g o p er at ors a n d dis c o v er its u n us u al
tr a ns p ort pr o p erti es.  C o m p ar e d t o t h e c o n v e nti o n al  N E S B, t h e e n er g y
c urr e nt is gr e atl y e n h a n c e d b y r ot ati n g t h e s yst e m − b at h c o u pli n g o p er at ors.
C o nstr u cti v e c o ntri b uti o n t o t h er m al r e cti fi c ati o n c a n b e o pti miz e d  w h e n t w o s o ur c es of as y m m etr y, s yst e m − b at h c o u pli n g str e n gt h
a n d c o u pli n g o p er at ors, c o e xist.  At t h e  w e a k c o u pli n g a n d t h e a di a b ati c li mit, t h e s c ali n g d e p e n d e n c e of e n er g y c urr e nt o n t h e
c o u pli n g str e n gt h a n d t h e s yst e m e n er g y g a p c h a n g es dr asti c all y  w h e n t h e c o u pli n g o p er at ors b e c o m e n o n c o m m ut ati v e.  T h es e
s c ali n g r el ati o ns c a n f urt h er b e e x pl ai n e d a n al yti c all y b y t h e n o n e q uili bri u m p ol ar o n-tr a nsf or m e d  R e d fi el d e q u ati o n ( N E- P T R E ).
T h es e n o v el tr a ns p ort pr o p erti es, arisi n g fr o m t h e p ur e q u a nt u m e ff e ct of n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g o p er at ors, s u g g est a n u n visit e d
di m e nsi o n of c o ntr olli n g tr a ns p ort i n n a n os c al e s yst e ms a n d s h o ul d g e n er all y a p p e ar i n ot h er n o n e q uili bri u m s et- u ps a n d dri v e n
s yst e ms.

W it h t h e a d v a n c e of n a n os c al e q u a nt u m t e c h n ol o gi es a n d
gl o b al e ff orts o n s ust ai n a bl e d e v el o p m e nt, u n d er-

st a n di n g t h e f u n d a m e nt al l a ws of tr a ns p ort at t h e  mi cr os c o pi c
l e v el h as attr a ct e d  m u c h t h eor eti c al a n d e x p eri m e nt al
att e nti o n. 1 − 1 0 Tr e at e d as a  mi ni m al  m o d el f or a n h ar m o ni c
m ol e c ul ar j u n cti o ns, t h e n o n e q uili bri u m s pi n- b os o n  m o d el
( N E S B ) h as b e e n e xt e nsi v el y i n v esti g at e d  wit h v ari o us
t h e or eti c al1 1 − 2 1 a n d n u m eri c al  m et h o ds. 2 2 − 2 8 M a n y i nt er esti n g
pr o p erti es of e n er g y tr a nsf er h a v e b e e n f o u n d, i n cl u di n g a
t ur n o v er of t h e e n er g y c urr e nt as t h e s yst e m− b at h c o u pli n g
str e n gt h i n cr e as es.1 8 ,2 5

S y m m etr y is r o ot e d i n t h e d e v el o p m e nt of p h ysi c al s ci e n c e
a n d pl a ys a cr u ci al r ol e i n b ot h e q uili bri u m a n d n o n e q uili bri u m
s yst e ms.2 9 − 3 3 I n  N E S B, f or e x a m pl e, t h e as y m m etr y of t h e
s yst e m− b at h c o u pli n g str e n gt h l e a ds t o t h er m al r e cti fi c a-
ti o n.3 4 ,3 5 F or a s pi n c o u pl e d  wit h t w o z er o-t e m p er at ur e
b os o ni c b at hs, n o ntri vi al p h as es a n d q u a nt u m p h as e tr a nsiti o n
aris e fr o m t h e c o m p etiti o n of t h e t w o as y m m etri c dissi p ati o n
c h a n n els. 3 6 − 4 0 D es pit e t h e e ff ort o n st u d yi n g t h e e q uili bri u m
st at e of t his t w o- b at h s yst e m  wit h as y m m etri c c o u pli n gs, littl e
att e nti o n h as b e e n p ai d t o i n v esti g at e t h e i n fl u e n c e of
n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g o p er at ors o n tr a ns p ort b e h a vi ors.
A n e x c e pti o n is a r e c e nt st u d y 2 4 of q u a nt u m tr a nsf er,  w hi c h
us es t h e n o n c o m m ut ati v e c o u pli n gs t o cl arif y t h e d e fi niti o n of
e n er g y c urr e nt. Y et, t o d at e, t h e e n er g y-tr a nsf er pr o p erti es
r es ulti n g fr o m t h e n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g h a v e n ot b e e n
e x pl or e d.

I n t his L ett er,  w e t h or o u g hl y i n v esti g at e t h e i nfl u e n c e of
n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g o p er at ors o n tr a ns p ort pr o p erti es i n
N E S B usi n g a n u m eri c all y a c c ur at e  m et h o d, e xt e n d e d
hi er ar c h y e q u ati o n of  m oti o n ( e H E O M ). 4 1 − 4 4 I n t h e  w e a k

c o u pli n g r e gi m e, a s m o ot h li n e ar-t o- q u a dr ati c tr a nsiti o n i n t h e

s c ali n g r el ati o n of e n er g y c urr e nt a n d c o u pli n g str e n gt h is
f o u n d as  w e r ot at e t h e s yst e m− b at h c o u pli n g o p er at ors. F or a

g e n er aliz e d  N E S B  wit h n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g o p er at ors

( n c- N E S B ), a pl at e a u i n e n er g y c urr e nt o c c urs  w h e n t h e

s yst e m e n er g y is n e gli gi bl y s m all c o m p ar e d t o t h e c h ar a ct eristi c
fr e q u e n c y of t h e b at h,  w hil e t h e e n er g y c urr e nt dr o ps t o z er o at

t h e s a m e c o n diti o n i n t h e c o n v e nti o n al  N E S B ( c- N E S B ).

T h es e o bs er v ati o ns c a n b e q u a ntit ati v el y e x pl ai n e d b y t h e

a n al yti c al s ol uti o n of t h e n o n e q uili bri u m p ol ar o n-tr a nsf or m e d
R e d fi el d e q u ati o n ( N E- P T R E ). 1 8 − 2 1 ,4 5 ,4 6 T h e st e a d y-st at e

e n er g y c urr e nt of n c- N E S B is si g ni fi c a ntl y e n h a n c e d c o m p ar e d

t o t h e c- N E S B b y si m pl y r ot ati n g t h e c o u pli n g o p er at ors

b et w e e n t h e s yst e m a n d b at h. I n a d diti o n, t w o s o ur c es of
as y m m etr y, n a m el y, as y m m etri c c o u pli n g str e n gt h a n d n o n-

c o m m ut ati v e c o u pli n g o p er at ors, c a n c o ntri b ut e c o nstr u cti v el y

t o t h er m al r e ctifi c ati o n, gi vi n g ris e t o a t h er m al r e cti fi c ati o n

r ati o l ar g er t h a n t h at i n c as es  wit h o nl y o n e s o ur c e of
as y m m etr y.  O ur r es ults s u g g est a si m pl e y et n e w  m et h o d of

c o ntr olli n g tr a ns p ort b e h a vi ors i n n a n os c al e s yst e ms.
T h e  H a milt o ni a n f or a g e n er aliz e d  N E S B is

R e c ei v e d: M ar c h 2 9, 2 0 2 0
A c c e pt e d: A pril 3 0, 2 0 2 0
P u blis h e d: A pril 3 0, 2 0 2 0

L ett erp u b s. a c s. or g/J P C L

© 2 0 2 0  A m eri c a n C h e mi c al S o ci et y
4 0 8 0

htt p s:// d x. d oi. or g/ 1 0. 1 0 2 1/ a c s.j p cl ett. 0 c 0 0 9 8 5
J. P h ys. C h e m. L ett. 2 0 2 0, 1 1, 4 0 8 0 − 4 0 8 5

Do
wn

lo
ad

ed
 v

ia
 

M
A
S
S

A
C

H
U
S

E
T

T
S 
I

N
S

T 
O
F 

T
E

C
H

N
O

L
O

G
Y 

on
 

No
ve

mb
er
 1

8, 
20

20
 a

t 
14

:1
5:

30
 (

U
T

C)
.

Se
e 

ht
tp

s:
//

pu
bs

.a
cs

.o
rg

/s
ha

ri
ng

gu
id

el
in

es
 f

or
 o

pt
io

ns
 o

n 
ho

w 
to

 l
eg

it
i

ma
te

ly
 s

ha
re

 p
ub

li
sh

ed
 a

rt
ic

le
s.

https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Chenru+Duan"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Chang-Yu+Hsieh"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Junjie+Liu"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Jianlan+Wu"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Jianshu+Cao"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
https://pubs.acs.org/action/showCitFormats?doi=10.1021/acs.jpclett.0c00985&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?goto=articleMetrics&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?goto=recommendations&?ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?goto=supporting-info&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?fig=tgr1&ref=pdf
https://pubs.acs.org/toc/jpclcd/11/10?ref=pdf
https://pubs.acs.org/toc/jpclcd/11/10?ref=pdf
https://pubs.acs.org/toc/jpclcd/11/10?ref=pdf
https://pubs.acs.org/toc/jpclcd/11/10?ref=pdf
pubs.acs.org/JPCL?ref=pdf
https://pubs.acs.org?ref=pdf
https://pubs.acs.org?ref=pdf
https://dx.doi.org/10.1021/acs.jpclett.0c00985?ref=pdf
https://pubs.acs.org/JPCL?ref=pdf
https://pubs.acs.org/JPCL?ref=pdf


∑ ∑

∑

σ ω σ

σ

= +  +  + ⊗ + ⊗

= Δ  +  +  +

+ +

ν
ν ν ν

θ

= { }

† †

†

H H H  H  V B V B

b b  g  b  b

g b  b

( )

( )

z
j

j j j  x
j

j j j

j
j j j

S B, 1 B, 2 1 1 2 2

1, 2 ,
, , , 1, 1, 1,

2, 2, 2,

( 1 )

H er e σ i ( i = x , y , z ) d e n ot es t h e P a uli  m atri c es; Δ is t h e h alf
e n er g y g a p of t h e t w o-l e v el s yst e m, a n d b ν ,j

† ( b ν ,j) is t h e cr e ati o n
( a n ni hil ati o n ) o p er at or of t h e j-t h h ar m o ni c os cill at or i n t h e
ν t h b os o ni c b at h.  W e c o nsi d er t h e eff e ct of n o n c o m m ut ati v e
c o u pli n g b y i ntr o d u ci n g a p ar a m et er θ f or t h e c o u pli n g
o p er at or b et w e e n t h e s yst e m a n d t h e s e c o n d b at h, i. e., σ θ =
σ z c os θ + σ x si n θ , s o t h at it c a n p oi nt at a n y dir e cti o n o n t h e
x − z pl a n e of a Bl o c h s p h er e. B e c a us e of t h e r ot ati o n al
s y m m etr y of t h e  m o d el,  w e c a n r estri ct o ur st u d y t o 0 ≤ θ ≤
π / 2  wit h o ut l oss of g e n er alit y.  N ot e t h at o ur  H a milt o ni a n
r e d u c es t o t h e c- N E S B at θ = π / 2; ot h er wis e, it r e pr es e nts a n
n c- N E S B.

T h e dissi p ati v e e ff e ct o n t h e s yst e m c a n b e c h ar a ct eriz e d b y

a s p e c t r al  d e n si t y ω
ν
J ( ) = π δ ω ω∑ −

ν νg4 ( )
J j j,

2
, =

π α  ω  ω  ω  ων
− f( /  )s

c
s

c
1 ,  w hi c h is d efi n e d b y t h e di m e nsi o nl ess

s yst e m− b at h c o u pli n g str e n gt h ( α ν ); t h e c ut o ff f u n cti o n of t h e
e n vir o n m e nt ( f( ω / ω c) ); a n d t h e s p e ctr al e x p o n e nt ( s) t h at
c at e g oriz es t h e b at h i nt o s u b- O h mi c ( s < 1 ),  O h mi c ( s = 1 ), or
s u p er- O h mi c (s > 1 ).  T hr o u g h o ut t his L ett er,  w e c h o os e a
s u p er- O h mi c s p e ctr al e x p o n e nt s = 3 a n d a r ati o n al c ut o ff

f u n cti o n ω ω ω ω= +f( /  )  1 / ( 1  ( /  ) )c c
2 4 f or b ot h hi g h- a n d

l o w-t e m p er at ur e b at hs a n d ass u m e α 1 = α 2 = α u nl ess
s p e cifi e d.  T h e at o mi c u nit ℏ = k B = 1 is us e d, a n d t h e b at h
c ut o ff fr e q u e n c y is tr e at e d as a n e n er g y u nit (ω c = 1 ). F urt h er,
t h e  b a t h  c o r r e l a t i o n f u n c t i o n , C v ( t ) =

∫π ω  ω  ω ω−
ν

β ω∞
ν

Ä

Ç

ÅÅÅÅÅÅÅ

É

Ö

ÑÑÑÑÑÑÑ
J t t1 / ( ) c ot h c os i si n d

0 2
,  wit h t h e i n v ers e

t e m p er at ur e β ν = 1 / T ν , u ni q u el y d et er mi n es t h e b at h
pr o p erti es a n d t h eir i n fl u e n c e o n t h e s yst e m.

B e c a us e of its n u m eri c al a c c ur a c y i n pr o p a g ati n g t h e
d y n a mi cs a n d its c o m p ati bilit y f or e n er g y c urr e nt c al c ul ati o n,
t h e  H E O M h as b e c o m e a p o p ul ar n u m eri c al  m et h o d f or
si m ul ati n g tr a ns p ort pr o bl e ms.2 3 ,2 4 ,2 7 ,2 8 ,4 1 I n t his L ett er  w e
a d o pt t h e e xt e n d e d  H E O M  w hi c h c a n b e a p pli e d t o  m or e
g e n er al b os o ni c b at hs t h a n t h e  D e b y e − L or e ntz f or m. 4 3 ,4 4 ,4 7 ,4 8

I n t h e e xt e n d e d  H E O M, b at h c orr el ati o n f u n cti o ns a n d t h eir
ti m e d eri v ati v es ar e d e c o m p os e d b y s o m e fi nit e b asis s ets

{ ϕ ν , j
X ( t ) }  w h e r e ϕ= ∑ν ν ν

C t  a  t( )  ( )
J j j

X
,

X
,
X a n d

η ϕ= ∑
′ ′

ν ν ν ν
∂

∂ ′
C t  a  t( )  ( )

t j j j j j j
X

, ,
X

, ,
X

,
X .  H er e,  X =  R or I d e n ot es t h e

r e al or i m a gi n ar y p art of t h e b at h c orr el ati o n f u n cti o n, C ν ( t).
B as e d o n t h os e cl os e d f u n cti o n s ets { ϕ ν ,j

X ( t) }, a u xili ar y fi el ds,
σ ⃗t( ), c a n b e c o nstr u ct e d a n d t h eir e v ol uti o ns ar e e x pr ess e d i n a
ti m e-l o c al f or m4 2 ,4 9

σ σ
∂

∂
⃗ = ⃗ ⃗

t
t t( )  ( )

( 2 )

w h er e ⃗ is a t e ns or t h at c a n b e d eri v e d fr o m  H E O M
f or m alis m.4 2 ,4 9 T h e e n er g y c urr e nt fr o m a b at h p ers p e cti v e c a n
b e f urt h er e x pr ess e d  wit h t h e fi rst- or d er a u xili ar y fi el ds 2 4 ,2 7 ,4 9 ,5 0

∑ ∑η σ η σ= − −ν ν ν ν ν
′

′
⃗ = ′

′
′

⃗ = ′ν νI t a  t a  t( )  ( )  ( )
j j

j j j
n j

j j

j j j
m j

,

,
R

, ,
R

1
( )

,

,
I

, ,
I

1
( )

( 3 )

w h er e t h e st e a d y-st at e e n er g y c urr e nt is o bt ai n e d as t → + ∞ .
U nli k e s o m e  m et h o ds t h at ar e r estri ct e d b y t h e s yst e m − b at h
c o u pli n g o p er at ors, e q 3 c a n b e dir e ctl y a p pli e d t o c al c ul at e t h e
st e a d y-st at e e n er g y c urr e nt (I) f or a n n c- N E S B. F or t h e r es ults
pr es e nt e d i n t his  w or k,  w e c ar ef ull y e x a mi n e d o ur e H E O M
c al c ul ati o ns a n d c o n fi r m e d t h eir n u m eri c al c o n v er g e n c e.

Fi g ur e 1 a d e m o nstr at es t h e r el ati o ns hi p b et w e e n t h e st e a d y-
st at e e n er g y c urr e nt a n d t h e c o u pli n g str e n gt h f or di ff er e nt n c-

N E S B c o n fi g ur ati o ns ( θ ). I n t h e  w e a k c o u pli n g r e gi m e, t h e
e n er g y c urr e nt of c- N E S B ( θ = 0. 5 π ) is pr o p orti o n al t o t h e
c o u pli n g str e n gt h, I ∼ α ,  w hi c h a gr e es  wit h t h e  R e dfi el d
e q u ati o n.  W h er e as f or a n n c- N E S B, t his s c ali n g b e h a vi or is
alt er e d.  At t h e e xtr e m e c as e  w h e n t h e t w o c o u pli n g o p er at ors
ar e ort h o g o n al ( θ = 0 ),  w e o bs er v e I ∼ α 2 . F or 0 < θ < 0. 5 π ,
t h er e is a s m o ot h tr a nsiti o n fr o m I ∼ α 2 t o I ∼ α .4 9 T his
c o nti n u o us tr a nsiti o n is i m pli e d b y t h e e n er g y c urr e nt
e x pr essi o n i n t h e  H eis e n b er g pi ct ur e 2 4

σ σ  θ  σ  θ

σ σ θ σ θ

= ⟨[ Δ  +  ⊗ ̂] ⟩

+ ⟨[  ⊗ ̂ + ⊗ ̂] ⟩

I B

B B

, (  c os  si n  )

, (  c os  si n  )

z z  x

x z  x

2

1 2 ( 4 )

w h er e ⟨ ···⟩ is t h e tr a c e of t h e st e a d y-st at e t ot al d e nsit y  m atri x
o v er all d e gr e es of fr e e d o m a n d B ν̂ d e n ot es t h e b at h o p er at or i n
t h e  H eis e n b er g pi ct ur e. I n t h e  w e a k c o u pli n g li mit, t h e fi rst
t er m i n e q 4 gi v es li n e ar d e p e n d e n c e of I o n α b ut v a nis h es at θ
= 0,  w h er e t h e s e c o n d t er m pr e di cts I ∼ α 1 α 2 ∼ α 2 .  As s h o w n
i n Fi g ur e 1 a, d es pit e t h e di ff er e n c e i n t h e s c ali n g r el ati o n at
s m all α w h e n v ar yi n g θ , t h e e n er g y c urr e nts all s h o w a t ur n o v er
b e h a vi or,  w hi c h c a n b e e x pl ai n e d b y t h e str o n g d a m pi n g li mit
of t h e F er mi g ol d e n r ul e. 5 1 N e v ert h el ess, si g ni fi c a nt e n h a n c e-
m e nt i n t h e e n er g y c urr e nt c a n still b e o bs er v e d f or n c- N E S B
( θ ≠ 0. 5 π ) c o m p ar e d t o t h at of c- N E S B ( θ = 0. 5 π ) e x c e pt f or a
v er y  w e a k c o u pli n g str e n gt h.

F or di ff er e nt  N E S B c o n fi g ur ati o ns, t h e Δ d e p e n d e n c e o n t h e
e n er g y c urr e nt I is d e pi ct e d i n Fi g ur e 1 b. F or t h e c- N E S B, I
dr o ps t o z er o as Δ → 0. F or a n n c- N E S B, a pl at e a u f or t h e
e n er g y c urr e nt a p p e ars  w h e n Δ a p pr o a c h es z er o.  T his
p h e n o m e n a c a n als o b e e x pl ai n e d b y e q 4 i n  w hi c h t h e fi rst
t er m d e p e n ds e x pli citl y o n Δ w hil e t h e s e c o n d t er m d o es n ot.
T h er ef or e, e v e n t h o u g h t h e fi rst t er m b e c o m es z er o at Δ → 0,
t h e s e c o n d t er m,  w hi c h a c c o u nts f or t h e hi g h- or d er s yst e m−

Fi g ur e 1. E n er g y c urr e nt ( I) as a f u n cti o n of ( a ) c o u pli n g str e n gt h
( α ) at Δ = 0. 0 5 a n d ( b ) h alf e n er g y g a p ( Δ ) at α = 0. 0 1  wit h di ff er e nt
c o u pli n g o p er at ors f or t h e s e c o n d b at h: θ = 0 ( bl a c k a n d gr e e n ), θ =
0. 2 5 π ( bl u e ), a n d θ = 0. 5 π (r e d ). S q u ar es ar e r es ults fr o m t h e
e H E O M, a n d cr oss es ar e r es ults o bt ai n e d b y t h e  N E- P T R E.  Ot h er
p ar a m et ers ar e T 1 = 1 a n d T 2 = 0. 9.  T h e r es ults of e H E O M a n d  N E-
P T R E a gr e e n e ar p erf e ctl y at θ = 0, r es ulti n g i n t h e o v erl a p pi n g gr e e n
a n d bl a c k c ur v es.  H o w e v er,  N E- P T R E c a n n ot b e a p pli e d t o t h e
r e gi m e of l o w or z er o t e m p er at ur e.
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b at h i nt er a cti o n i n t h e pr es e n c e of n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g,
c a n still c o ntri b ut e t o e n er g y tr a nsf er a n d l e a d t o a n o nz er o
e n er g y c urr e nt f or n c- N E S B. P h ysi c all y, at Δ = 0, t h e t ot al
H a milt o ni a n c a n si m pl y b e di a g o n aliz e d f or θ = 0. 5 π b y a f ull
p ol ar o n tr a nsf or m ati o n,  w hi c h r es ults i n a bl o c k- di a g o n aliz e d
m atri x, t h us pr e v e nti n g a n y c h a n n els f or e n er g y tr a nsf er
b et w e e n t w o b at hs. 5 2 H o w e v er, t his di a g o n aliz ati o n c a n n ot b e
p erf or m e d  w h e n θ ≠ 0. 5 π , a n d t h os e n o n di a g o n al p arts gi v e
ris e t o a n o nz er o e n er g y c urr e nt.  N ot e t h at t h e  R e dfi el d
e q u ati o n c a n n ot c a pt ur e t h e s e c o n d t er m i n e q 4 ,  w hi c h is d u e
t o hi g h- or d er s yst e m− b at h i nt er a cti o n.  T h er ef or e, it r e q uir es
ot h er  m et h o ds t o e v al u at e hi g h er- or d er i nt er a cti o n. S o  w e
i ntr o d u c e t h e n o n e q uili bri u m p ol ar o n-tr a nsf or m e d  R e dfi el d
e q u ati o n ( N E- P T R E ) b el o w. 1 8 − 2 0

T o d e v el o p a cl e ar p h ysi c al pi ct ur e of p ol ar o n tr a ns-
f or m ati o n,  w e c o nsi d er a s p e cifi c c o n fi g ur ati o n, θ = 0, i. e., t h e
t w o s yst e m− b at h c o u pli n g o p er at ors ar e ort h o g o n al, s o t h at
t h e fi rst t er m i n e q 4 v a nis h es.  Wit h a f ull p ol ar o n
tr a nsf or m ati o n of t h e s e c o n d b at h a n d t h e i ntr o d u cti o n of
t h e c o u nti n g fi el d ( χ ) o n t h e fi rst b at h,5 3 w e o bt ai n t h e
tr a nsf or m e d  H a milt o ni a n H ′ as 4 9
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1, 1, 1,

( 5 )

w h e r e ω= ∑ −†A g b b/ (  )
J j j j  j2 2, 2, 2, 2, a n d χ[ ]O =

χ ω χ ω∑ − ∑† †( ) (  )b b  O b be x p i e x p i
J j j j J j j j1, 1, 1, 1, 1, 1, . F oll o wi n g t h e

st a n d ar d pr o c e d ur e of t h e  N E- P T R E1 8 − 2 0 a n d a p ert ur b ati o n
e x p a nsi o n o n α , t h e e n er g y c urr e nt c a n b e o bt ai n e d as4 9

∫
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∞

∞

I t C  t Q  t  C  t Q  t  t

t C  t Q  t  C  t Q  t  t

2 d ( ( ) ( ) ( ) ( ) ) c os 2

2 ( ) d ( ( ) ( ) ( ) ( ) )si n 2

0
1
R

2

I
1
I

2

R

0
1
I

2

I
1
R

2

R

( 6 )

w h er e ∫ ∫ξ Δ = Δ Δ
∞ ∞

t C t t C t( )  d  si n 2  /  d  c os 2
0 1

I

0 1
R is i n d e-

p e n d e n t  o f α a n d Q t( )
2 = +Q t Q t( ) i  ( )

2
R

2
I =

∫ ω ω
∞

J2 d ( )
0 2

ω ω  ω  ω ω[ + + − ]n t n  t( ) e x p (i ) ( ( ) 1 ) e x p ( i ) /2 2
2 .

H er e  w e h a v e ̇ =Q t Q t t( )  d  ( ) / d
2

X

2
X a n d t h e B os e − Ei nst ei n

distri b uti o n f u n cti o n n ν ( ω ) = 1 / ( e x p ( β ν ω ) − 1 ).  O n o n e
h a n d, b ot h C 1

X ( t) a n d Q 2
X ( t) ar e li n e arl y d e p e n d e nt o n t h e

c o u pli n g str e n gt h α , gi vi n g I ∼ α 2 i n Fi g ur e 1 a.  O n t h e ot h er
h a n d, e q 6 cl e arl y pr e di cts a n o n v a nis hi n g e n er g y c urr e nt

∫Δ =  = − ̇ + ̇∞
I t C  t Q  t  C  t Q  t(  0 )  2  d (  ( )  ( )  ( )  ( )

0 1
R

2

I
1
I

2

R
. I n t h e

a di a b ati c li mit of Δ ≪ 1,  w e h a v e I( Δ ≪ 1 ) − I( Δ = 0 ) ∼
Δ 2 ,  w hi c h e x pl ai ns t h e pl at e a u i n Fi g ur e 1 b.  As s h o w n i n
Fi g ur e 1 , r es ults o bt ai n e d b y e q 6 ar e i n e x c ell e nt a gr e e m e nt
wit h t h os e of t h e e xt e n d e d  H E O M.  T h e d o m ai n of a p pli c ati o n
wit h o nl y Δ ≪ 1  w as pr e vi o usl y a n iss u e i n  N E- P T R E b ut
r e c e ntl y  w as r es ol v e d i n t h e v ari ati o n al v ersi o n.2 1 As a r es ult,
o ur e n er g y c urr e nt e x pr essi o n ( e q 6 ) is n ot li mit e d t o s m all Δ
≪ 1 as it d o es n ot i n v ol v e p ert ur b ati v e e x p a nsi o n of Δ .
H o w e v er, b e c a us e o nl y t h e s e c o n d b at h is dis pl a c e d i n p ol ar o n
tr a nsf or m ati o n,  N E- P T R E c a n n ot b e a p pli e d t o t h e l o w- or
z er o-t e m p er at ur e r e gi m e.

O pti m al t h er m al pr o p erti es ar e al w a ys of gr e at i nt er est t o t h e
p erf or m a n c e of  m ol e c ul ar j u n cti o ns, q u a nt u m h e at e n gi n es,
a n d h e at p u m ps. 7 I n o ur  m o d el, e n er g y c urr e nt c a n b e
o pti miz e d  wit h r es p e ct t o θ , gi v e n t h at ot h er p ar a m et ers (α , Δ ,
T 1 , a n d T 2 ) ar e fi x e d. Fi g ur e 2 d e m o nstr at es v ari o us b e h a vi ors

of e n er g y c urr e nt as  w e r ot at e t h e s e c o n d c o u pli n g o p er at or
fr o m σ z t o σ x dir e cti o n at a fi x e d e n er g y g a p Δ = 0. 1.  At a v er y
w e a k c o u pli n g str e n gt h of α = 0. 0 1, t h e e n er g y c urr e nt gr o ws
m o n ot o n o usl y as θ i n cr e as es fr o m 0 t o 0. 5π .2 4 I n c o ntr ast, f or
α = 1, t h e e n er g y c urr e nt d e cr e as es  m o n ot o ni c all y  wit h
i n cr e asi n g θ .  N o n m o n ot o n o us θ d e p e n d e n c e e m er g es f or α =
0. 0 2 a n d α = 4,  w h er e t h e e n er g y c urr e nt is  m a xi m al at a n
i nt er m e di at e c o nfi g ur ati o n, i. e., 0 < θ o pt < π / 2.

T o d e v el o p a b ett er u n d erst a n di n g of t h e o pti m al e n er g y-
tr a nsf er b e h a vi or,  w e f urt h er st u d y t h e r el ati o ns hi p b et w e e n
t h e c o u pli n g str e n gt h a n d t h e o pti m al a n gl e, θ o pt , at  w hi c h t h e
e n er g y c urr e nt r e a c h es its  m a xi m u m v al u e Io pt .  R es ults ar e
s h o w n i n Fi g ur e 3 a. F or a fi nit e Δ , f o ur disti n ct r e gi m es c a n b e

i d e ntifi e d o v er t h e r a n g e of t h e c o u pli n g str e n gt h u n d er
i n v esti g ati o n,  w hi c h r efl e ct t h e i nt er pl a y of t h e t w o t er ms i n t h e
e n er g y c urr e nt e x pr essi o n ( e q 4 ) f or n c- N E S B. (I ) F or a v er y
w e a k s yst e m − b at h c o u pli n g, t h e c- N E S B ( θ = 0. 5 π ) gi v es t h e
m a xi m al e n er g y c urr e nt, b e c a us e t h e li n e ar t er m i n e q 4 is
d o mi n a nt i n c o m p aris o n  wit h t h e s e c o n d- or d er t er m. (II )  A
tr a nsiti o n of t h e o pti m al a n gl e fr o m θ o pt = 0. 5 π t o θ o pt = 0
f oll o ws  wit h t h e i n cr e asi n g c o u pli n g str e n gt h, b e c a us e of t h e
n o n- n e gli gi bl e c o ntri b uti o n fr o m t h e s e c o n d- or d er t er m i n e q

Fi g ur e 2. E n er g y c urr e nt as a f u n cti o n of t h e s e c o n d o p er at or
dir e cti o n θ : ( a ) α = 0. 0 1 ( bl a c k ) a n d α = 0. 0 2 ( bl u e ); ( b ) α = 1
( bl a c k ) a n d α = 4 ( bl u e ). Bl a c k li n es i n b ot h p a n els a a n d b ar e
m ulti pli e d b y a f a ct or of 2 f or a b ett er vi e w of t h e r es ults.  Ot h er
p ar a m et ers ar e T 1 = 1, T 2 = 0. 9, a n d Δ = 0. 1.

Fi g ur e 3. C o u pli n g str e n gt h d e p e n d e n c e of t h e ( a ) o pti miz e d a n gl e
a n d ( b ) o pti miz e d e n er g y c urr e nt f or a s eri es of Δ at t h e s c ali n g li mit:
Δ = 0. 1 ( bl a c k s oli d li n e ), Δ = 0. 0 5 ( bl u e s oli d li n e ), Δ = 0. 0 2 5 (r e d
d as h e d li n e ), a n d Δ = 0 ( gr e e n d ott e d li n e ).  T e m p er at ur es f or t h e t w o
b at hs ar e T 1 = 1 a n d T 2 = 0. 9, r es p e cti v el y.
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4 . (III )  T h e eff e ct of s e c o n d- or d er e n er g y c urr e nt is pr o mi n e nt
wit hi n a c ert ai n r a n g e of α w h er e t h e o pti m al a n gl e st a ys at θ o pt

= 0. (I V )  T h e c o ntri b uti o ns of e v e n hi g h er- or d er tr a ns p ort
pr o c ess es gr a d u all y i nt er v e n e a n d e v e nt u all y b e c o m e d o mi n a nt
at v er y str o n g c o u pli n g str e n gt h, s o t h at 0 < θ o pt < 0. 5 π c a n b e
o bs er v e d.  T h es e f o ur r e gi m es ar e als o i n di c at e d i n Fi g ur e 3 b,
w hi c h d e pi cts t h e r el ati o ns hi p b et w e e n α a n d Io pt : Io pt ∼ α at
t h e v er y  w e a k i nt er a cti o n (I ) f oll o w e d b y a tr a nsiti o n (II ) t o
Io pt ∼ α 2 (III ) at t h e i nt er m e di at e c o u pli n g str e n gt h.  As t h e
s yst e m− b at h i nt er a cti o n k e e ps i n cr e asi n g, Io pt d e vi at es fr o m
t h e α 2 d e p e n d e n c e a n d a t ur n o v er a p p e ars (I V ).  Alt h o u g h t his
t ur n o v er b e h a vi or is i n e vit a bl e b e c a us e of t h e i ns e p ar a bilit y
b et w e e n s yst e m a n d b at h, t h e  m a xi m u m e n er g y c urr e nt, Im a x =
m a x { Io pt ( α ) }, c a n b e gr e atl y e n h a n c e d  w h e n c o nsi d eri n g a n n c-
N E S B (s e e Fi g ur e 1 a ). It is als o i nt er esti n g t o n ot e t h at Io pt a n d
θ o pt is i ns e nsiti v e t o t h e v al u e of Δ e x c e pt f or v er y  w e a k
c o u pli n g str e n gt h (I ),  w hi c h is i n s h ar p c o ntr ast t o t h e c as e of
c- N E S B. 1 2 T his i n di c at es a r at h er r o b ust gl o b al e n er g y c urr e nt
o pti miz ati o n Im a x f or {α , Δ , θ } o n c e t h e b at h t e m p er at ur es ar e
gi v e n,  w hi c h  mi g ht fi n d pr a cti c al utilit y i n  m ol e c ul ar j u n cti o n
e n gi n e eri n g.

As Δ d e cr e as es, t h e tr a nsiti o n b et w e e n r e gi m e I a n d r e gi m e
II o c c urs e arli er a n d is s h ar p er (Fi g ur e 3 b ).  T his tr a nsiti o n
fi n all y dis a p p e ars, a n d t h er e ar e o nl y r e gi m e III a n d r e gi m e I V
l eft f or a s yst e m  wit h z er o e n er g y g a p,  w hi c h c a n b e e x pl ai n e d
b y e q 4 . At Δ = 0, t h e c o ntri b uti o n of t h e fi rst t er m v a nis h es
a n d o nl y t h e s e c o n d t er m s ur vi v es,  w hi c h is  m ost pr o n o u n c e d
w h e n t h e t w o c o u pli n g o p er at ors c o m m ut e  wit h e a c h ot h er,
i. e., θ = 0. It c a n b e e x p e ct e d t h at  m or e di v ers e e n er g y c urr e nt
b e h a vi ors  will o c c ur if  w e d o n ot c o nstr ai n t h e s e c o n d b at h
o p er at or l yi n g i n t h e x − z pl a n e of t h e Bl o c h s p h er e a n d all o w
t h e r ot ati o n of b ot h c o u pli n g o p er at ors.

T h er m al r e cti fi c ati o n,  w hi c h aris es fr o m t h e as y m m etr y i n
t h e t ot al  H a milt o ni a n, off ers ri c h p ossi biliti es t o  m a ni p ul at e
e n er g y fl o w i n n a n os c al e s yst e ms. 3 4 ,3 5 ,5 4 T h e e xt e nt of t h er m al
r e ctifi c ati o n c a n b e  m e as ur e d b y t h e r e cti fi c ati o n r ati o,  w hi c h is
t h e r ati o of t h e t w o st e a d y-st at e e n er g y c urr e nts b ef or e a n d
aft er t h e t e m p er at ur es of t w o b at hs ar e e x c h a n g e d. I n t h e c-
N E S B, t h e t h er m al r e cti fi c ati o n is us u all y r e aliz e d b y t h e
as y m m etr y i n c o u pli n g str e n gt h. 1 3 ,3 4 H er e  w e i ntr o d u c e a
n o v el s o ur c e of as y m m etr y, n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g
o p er at ors b et w e e n t h e s yst e m a n d t w o b at hs. Fi g ur e 4
d e m o nstr at es t h e t h er m al r e cti fi c ati o n r ati o f or t h e c- N E S B
( θ = 0. 5 π ) a n d a n n c- N E S B  wit h θ = 0. 1 2 5 π .  A n o n v a nis hi n g
r e ctifi c ati o n o c c urs f or t h e n c- N E S B e v e n at α 1 = α 2 ,  w hi c h is a

p ur e q u a nt u m e ff e ct d u e t o t h e as y m m etr y i n c o u pli n g
o p er at ors.  M or e i nt er esti n gl y, t h e r e cti fi c ati o n r ati o at θ =
0. 1 2 5 π is si g nifi c a ntl y l ar g er t h a n t h at of t h e c- N E S B f or t h e
e ntir e p ar a m et er s p a c e.  T his i m pli es t h at t w o s o ur c es of
as y m m etr y, c o u pli n g str e n gt h a n d c o u pli n g o p er at ors, c a n
w or k c o nstr u cti v el y t o a c hi e v e o pti m al r e cti fi c ati o n.

I n c o n cl usi o n,  w e st u d y tr a ns p ort pr o p erti es of a g e n er aliz e d
N E S B  wit h n o n c o m m ut ati v e s yst e m − b at h c o u pli n g o p er at ors
a n d fi n d u ni q u e b e h a vi ors t h at ar e di ff er e nt fr o m t h os e of t h e
c o n v e nti o n al  N E S B. S c ali n g b e h a vi ors of t h e e n er g y c urr e nt
wit h r es p e ct t o t h e c o u pli n g str e n gt h a n d t h e s yst e m e n er g y
g a p ar e si g ni fi c a ntl y alt er e d  w h e n t h e t w o c o u pli n g o p er at ors
d o n ot c o m m ut e, gi vi n g I ∼ α 2 i n t h e  w e a k c o u pli n g li mit a n d
I( Δ → 0 + ) ≠ 0 i n t h e a di a b ati c li mit, i n s h ar p c o ntr ast t o I ∼ α
a n d I( Δ → 0 + ) → 0 f or t h e c o n v e nti o n al  N E S B.  T h es e s c ali n g
r el ati o ns c a n b e e x pl ai n e d a n al yti c all y b y t h e  N E- P T R E.
O pti miz ati o n f or t h e e n er g y c urr e nt is p erf or m e d usi n g t h e
e xt e n d e d  H E O M, a n d f o ur di ff er e nt r e gi m es ar e disti n g uis h e d.
Gi v e n t h e t e m p er at ur es of t w o b at hs, a r o b ust gl o b al o pti m al
e n er g y c urr e nt c a n b e o bt ai n e d, i n d e p e n d e nt of t h e s yst e m
e n er g y g a p.  T h e e n er g y c urr e nt c a n b e si g ni fi c a ntl y e n h a n c e d
wit h pr o p er  m a ni p ul ati o n of t h e s yst e m − b at h c o u pli n g
o p er at ors.  T h e e ff e ct of as y m m etr y ori gi n ati n g fr o m b ot h t h e
as y m m etri c al c o u pli n g str e n gt h a n d n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g
o p er at ors c a n c o ntri b ut e c o nstr u cti v el y t o t h er m al r e cti fi c ati o n,
r es ulti n g i n a n e n h a n c e d r e ctifi c ati o n r ati o.  T h e e n h a n c e m e nt
of e n er g y c urr e nt a n d t h er m al r e cti fi c ati o n d u e t o t h e
n o n c o m m ut ati v e c o u pli n g o ff ers n e w a n d p ot e nti all y a d v a n c e d
t e c h ni q u es f or e n er g y fl o w c o ntr ol.  W e e m p h asiz e t h at t h es e
u n us u al tr a ns p ort pr o p erti es r e p ort e d i n t his  w or k ar e c a us e d
s ol el y b y t h e q u a nt u m eff e ct of c o m m ut ati o n a n d c a n als o b e
f o u n d i n ot h er n a n os c al e s yst e ms, i n cl u di n g q u a nt u m h e at
e n gi n es a n d p eri o di c all y dri v e n s yst e ms. 5 1 ,5 5 W hil e t h e f o c us of
t his  w or k is t h e n o v el st e a d y-st at e tr a ns p ort b e h a vi ors, t h e
n o n c o m m ut ati v e s yst e m − b at h c o u pli n g als o a ff e cts t h e
d y n a mi c b e h a vi or i n n o n e q uili bri u m tr a ns p ort,  w hi c h  will b e
e x pl or e d i n f ut ur e  w or k.

■ A S S O CI A T E D  C O N T E N T

*s ı S u p p orti n g I nf or m ati o n
T h e S u p p orti n g I nf or m ati o n is a v ail a bl e fr e e of c h ar g e at
htt ps: / / p u bs. a cs. or g / d oi / 1 0. 1 0 2 1 / a cs.j p cl ett. 0 c 0 0 9 8 5 .

D eri v ati o n of e n er g y c urr e nt e x pr essi o n b y t h e e xt e n d e d
hi er ar c h y e q u ati o n of  m oti o n; d eri v ati o n of e n er g y
c urr e nt e x pr essi o n b y t h e n o n e q uili bri u m p ol ar o n-
tr a nsf or m e d  R e dfi el d e q u ati o n; d e m o nstr ati o n of t h e
s m o ot h tr a nsiti o n f or t h e e n er g y c urr e nt li n e ar-t o-
q u a dr ati c s c ali n g d e p e n d e n c e o n t h e c o u pli n g str e n gt h
( P D F )

■ A U T H O R I N F O R M A TI O N

C orr e s p o n di n g  A ut h or
Ji a ns h u  C a o − De p art me nt of  C he mistry,  M ass ac h usetts I nstit ute

of  Tec h n ol ogy,  C a m bri dge,  M ass ac h usetts 0 2 1 3 9,  U nite d St ates;
Si ng a p ore- MI T Alli a nce f or Rese arc h a n d  Tec h n ol ogy
( S M A R T)  Ce nter, Si ng a p ore 1 3 8 6 0 2; or ci d. or g / 0 0 0 0-
0 0 0 1- 7 6 1 6- 7 8 0 9 ; E m ail: ji a ns h u @ mit. e d u

A ut h or s
C h e nr u  D u a n − De p art me nt of  C he mistry,  M ass ac h usetts

I nstit ute of  Tec h n ol ogy,  C a m bri dge,  M ass ac h usetts 0 2 1 3 9,
U nite d St ates; Si ng a p ore- MI T Alli a nce f or Rese arc h a n d

Fi g ur e 4. T h er m al r e cti fi c ati o n f or  N E S B  wit h t w o di ff er e nt c o u pli n g
o p er at ors: θ = 0. 5 π ( bl a c k ) a n d θ = 0. 1 2 5 π ( bl u e ).  R e cti fi c ati o n r ati o
is d efi n e d as t h e r ati o b et w e e n t w o v al u es of e n er g y c urr e nt  wit h t h e
e x c h a n g e of b at h t e m p er at ur es T 1 a n d T 2 . W e fi x α 1 = 0. 0 1 a n d v ar y
α 2 t o o bt ai n diff er e nt r ati os of α 1 / α 2 .  Ot h er p ar a m et ers ar e T 1 = 1 0,
T 2 = 1, a n d Δ = 0. 5.

T h e J o ur n al of P h y si c al  C h e mi str y L ett er s p u b s. a c s. or g/ J P C L L ett er

htt p s:// d x. d oi. or g/ 1 0. 1 0 2 1/ a c s.j p cl ett. 0 c 0 0 9 8 5
J. P h ys. C h e m. L ett. 2 0 2 0, 1 1, 4 0 8 0 − 4 0 8 5

4 0 8 3

https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?goto=supporting-info
http://pubs.acs.org/doi/suppl/10.1021/acs.jpclett.0c00985/suppl_file/jz0c00985_si_001.pdf
https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Jianshu+Cao"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
http://orcid.org/0000-0001-7616-7809
http://orcid.org/0000-0001-7616-7809
mailto:jianshu@mit.edu
https://pubs.acs.org/action/doSearch?field1=Contrib&text1="Chenru+Duan"&field2=AllField&text2=&publication=&accessType=allContent&Earliest=&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?fig=fig4&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?fig=fig4&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?fig=fig4&ref=pdf
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpclett.0c00985?fig=fig4&ref=pdf
pubs.acs.org/JPCL?ref=pdf
https://dx.doi.org/10.1021/acs.jpclett.0c00985?ref=pdf


Tec h n ol ogy ( S M A R T)  Ce nter, Si ng a p ore 1 3 8 6 0 2; P hysics
De p art me nt, Z heji a ng  U niversity,  H a ng z h o u, Z heji a ng 3 1 0 0 2 7,
C hi n a; or ci d. or g / 0 0 0 0- 0 0 0 3- 2 5 9 2- 4 2 3 7

C h a n g- Y u  Hsi e h − Si ng a p ore- MI T Alli a nce f or Rese arc h a n d
Tec h n ol ogy ( S M A R T)  Ce nter, Si ng a p ore 1 3 8 6 0 2

J u nji e Li u − Si ng a p ore- MI T Alli a nce f or Rese arc h a n d
Tec h n ol ogy ( S M A R T)  Ce nter, Si ng a p ore 1 3 8 6 0 2

Ji a nl a n  W u − P hysics  De p art me nt, Z heji a ng  U niversity,
H a ng z h o u, Z heji a ng 3 1 0 0 2 7,  C hi n a

C o m pl et e c o nt a ct i nf or m ati o n is a v ail a bl e at:
htt ps: / / p u bs. a cs. or g / 1 0. 1 0 2 1 / a cs.j p cl ett. 0 c 0 0 9 8 5

N ot e s
T h e a ut h ors d e cl ar e n o c o m p eti n g fi n a n ci al i nt er est.

■ A C K N O W L E D G M E N T S

C. D., J. L., a n d  C.- Y. H. a c k n o wl e d g e s u p p ort fr o m t h e
Si n g a p or e- MI T  Alli a n c e f or  R es e ar c h a n d  T e c h n ol o g y
( S M A R T ). J. C. is s u p p ort e d b y  N S F ( Gr a nt  N o.  C H E
1 8 0 0 3 0 1 a n d  C H E 1 8 3 6 9 1 3 ) a n d S M A R T.

■ R E F E R E N C E S

( 1 )  O n o,  K.;  A usti n g,  D.  G.;  T o k ur a, Y.;  T ar u c h a, S.  C urr e nt
R e ctifi c ati o n b y P a uli E x cl usi o n i n a  W e a kl y  C o u pl e d  D o u bl e
Q u a nt u m  D ot S yst e m. Scie nce 2 0 0 2 , 2 9 7 , 1 3 1 3− 1 3 1 7.
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