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�࣐ࣟ࣠% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE -JOFBS
5ZQF 4ZTUFN GPS 4UBUJDBMMZ &OGPSDJOH %JFSFOUJBM 1SJWBDZ

+04&1) 1� /&"3 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"
%"7*% %"3"*4 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"
$)*,& "#6") 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"
5*. 45&7&/4 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"
13"/"7 ("%%"."%6(6 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"
-6/ 8"/( 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"
/&&- 40."/* 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"
.6 ;)"/( 6OJWFSTJUZ PG 6UBI 64"
/*,)*- 4)"3." 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"
"-&9 4)"/ 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"
%"8/ 40/( 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"

%VSJOH UIF QBTU EFDBEF EJFSFOUJBM QSJWBDZ IBT CFDPNF UIF HPME TUBOEBSE GPS QSPUFDUJOH UIF QSJWBDZ PG JOEJWJE�
VBMT� )PXFWFS WFSJGZJOH UIBU B QBSUJDVMBS QSPHSBN QSPWJEFT EJFSFOUJBM QSJWBDZ PॏFO SFNBJOT B NBOVBM UBTL
UP CF DPNQMFUFE CZ BO FYQFSU JO UIF FME� -BOHVBHF�CBTFE UFDIOJRVFT IBWF CFFO QSPQPTFE GPS GVMMZ BVUPNBU�
JOH QSPPGT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ WJB UZQF TZTUFN EFTJHO IPXFWFS UIFTF SFTVMUT IBWF MBHHFE CFIJOE BEWBODFT
JO EJFSFOUJBMMZ�QSJWBUF BMHPSJUINT MFBWJOH B OPUJDFBCMF HBQ JO QSPHSBNT XIJDI DBO CF BVUPNBUJDBMMZ WFSJFE
XIJMF BMTP QSPWJEJOH TUBUF�PG�UIF�BSU CPVOET PO QSJWBDZ�

8F QSPQPTF %ॻ५ॺ BO FYQSFTTJWF IJHIFS�PSEFS MBOHVBHF MJOFBS UZQF TZTUFN BOE UPPM GPS BVUPNBUJDBMMZ
WFSJGZJOH EJFSFOUJBM QSJWBDZ PG HFOFSBM�QVSQPTF IJHIFS�PSEFS QSPHSBNT� *O BEEJUJPO UP HFOFSBM QVSQPTF QSP�
HSBNNJOH %ॻ५ॺ TVQQPSUT FODPEJOH NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT TVDI BT TUPDIBTUJD HSBEJFOU EFTDFOU BT XFMM
BT DPNNPO BVYJMJBSZ EBUB BOBMZTJT UBTLT TVDI BT DMJQQJOH OPSNBMJ[BUJPO BOE IZQFSQBSBNFUFS UVOJOHۗFBDI PG
XIJDI BSF QBSUJDVMBSMZ DIBMMFOHJOH UP FODPEF JO B TUBUJDBMMZ WFSJFE EJFSFOUJBM QSJWBDZ GSBNFXPSL�

8F QSFTFOU B DPSF EFTJHO PG UIF %ॻ५ॺ MBOHVBHF BOE MJOFBS UZQF TZTUFN BOE DPNQMFUF LFZ QSPPGT BCPVU
QSJWBDZ GPS XFMM�UZQFE QSPHSBNT� 8F UIFO TIPX IPX UP FYUFOE %ॻ५ॺ UP TVQQPSU SFBMJTUJD NBDIJOF MFBSOJOH
BQQMJDBUJPOT BOE SFDFOU WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ XIJDI SFTVMU JO JNQSPWFE BDDVSBDZ GPS NBOZ QSBDUJ�
DBM EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF BMHPSJUINT� 'JOBMMZ XF JNQMFNFOU TFWFSBM EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NBDIJOF MFBSOJOH
BMHPSJUINT JO %ॻ५ॺ XIJDI IBWF OFWFS CFGPSF CFFO BVUPNBUJDBMMZ WFSJFE CZ B MBOHVBHF�CBTFE UPPM BOE XF
QSFTFOU FYQFSJNFOUBM SFTVMUT XIJDI EFNPOTUSBUF UIF CFOFUT PG %ॻ५ॺT MBOHVBHF EFTJHO JO UFSNT PG BDDVSBDZ
PG USBJOFE NBDIJOF MFBSOJOH NPEFMT�

$$4 $PODFQUT� ۦ 4FDVSJUZ BOE QSJWBDZ މ -PHJD BOE WFSJ॑DBUJPO� ۦ FPSZࢊ PG DPNQVUBUJPO މ -PHJD
BOE WFSJ॑DBUJPO� -JOFBS MPHJD�

"VUIPST BEESFTTFT� +PTFQI 1� /FBS KOFBS!VWN�FEV 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"� %BWJE %BSBJT %BWJE�%BSBJT!VWN�FEV
6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"� $IJLF "CVBI DBCVBI!VWN�FEV 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"� 5JN 4UFWFOT 5JNPUIZ�
4UFWFOT!VWN�FEV 6OJWFSTJUZ PG 7FSNPOU 64"� 1SBOBW(BEEBNBEVHV QSBOBWTBJH!CFSLFMFZ�FEV 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB
#FSLFMFZ 64"� -VO 8BOH XBOHMVO!CFSLFMFZ�FEV 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"� /FFM 4PNBOJ OFFM!CFSLFMFZ�
FEV 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"� .V ;IBOH NV[IBOH!DT�VUBI�FEV 6OJWFSTJUZ PG 6UBI 64"� /JLIJM 4IBSNB
FOOTIBSNB!CFSLFMFZ�FEV 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"� "MFY 4IBO BMFYTIBO!CFSLFMFZ�FEV 6OJWFSTJUZ PG $BM�
JGPSOJB #FSLFMFZ 64"� %BXO 4POH EBXOTPOH!DT�CFSLFMFZ�FEV 6OJWFSTJUZ PG $BMJGPSOJB #FSLFMFZ 64"�

1FSNJTTJPO UP NBLF EJHJUBM PS IBSE DPQJFT PG QBSU PS BMM PG UIJT XPSL GPS QFSTPOBM PS DMBTTSPPN VTF JT HSBOUFE XJUIPVU GFF
QSPWJEFE UIBU DPQJFT BSF OPU NBEF PS EJTUSJCVUFE GPS QSPU PS DPNNFSDJBM BEWBOUBHF BOE UIBU DPQJFT CFBS UIJT OPUJDF BOE
UIF GVMM DJUBUJPO PO UIF STU QBHF� $PQZSJHIUT GPS UIJSE�QBSUZ DPNQPOFOUT PG UIJT XPSL NVTU CF IPOPSFE� 'PS BMM PUIFS VTFT
DPOUBDU UIF PXOFS�BVUIPS	T
�
i ���� $PQZSJHIU IFME CZ UIF PXOFS�BVUIPS	T
�
������������������"35���
IUUQT���EPJ�PSH����������������
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����� /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

"EEJUJPOBM ,FZ 8PSET BOE 1ISBTFT� %JFSFOUJBM QSJWBDZ UZQFDIFDLJOH NBDIJOF MFBSOJOH

"$. 3FGFSFODF 'PSNBU�
+PTFQI 1� /FBS %BWJE %BSBJT $IJLF "CVBI 5JN 4UFWFOT 1SBOBW (BEEBNBEVHV -VO 8BOH /FFM 4PNBOJ
.V ;IBOH /JLIJM 4IBSNB "MFY 4IBO BOE %BXO 4POH� ����� %ॻ५ॺ� "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF
BOE -JOFBS 5ZQF 4ZTUFN GPS 4UBUJDBMMZ &OGPSDJOH %JFSFOUJBM 1SJWBDZ� 1SPD� "$. 1SPHSBN� -BOH� � 0014-"
"SUJDMF ��� 	0DUPCFS ����
 �� QBHFT� IUUQT���EPJ�PSH����������������

� */530%6$5*0/
"EWBODFT JO CJH EBUB BOE NBDIJOF MFBSOJOH IBWF BDIJFWFE MBSHF�TDBMF TPDJFUBM JNQBDU PWFS UIF
QBTU EFDBEF� य़JT JNQBDU JT BDDPNQBOJFE CZ B HSPXJOH EFNBOE GPS EBUB DPMMFDUJPO BHHSFHBUJPO
BOE BOBMZTJT BU TDBMF� य़JT SFTVMUJOH FYQMPTJPO JO UIF BNPVOU PG EBUB DPMMFDUFE CZ PSHBOJ[BUJPOT
IPXFWFS IBT SBJTFE JNQPSUBOU OFX TFDVSJUZ BOE QSJWBDZ DPODFSOT�
%JFSFOUJBM QSJWBDZ <%XPSL ����� %XPSL FU BM� ���� ����> JT B UFDIOJRVF GPS BEESFTTJOH UIFTF

JTTVFT� %JFSFOUJBM QSJWBDZ BMMPXT HFOFSBM TUBUJTUJDBM BOBMZTJT PG EBUB XIJMF QSPUFDUJOH EBUB BCPVU
JOEJWJEVBMT XJUI B GPSNBM HVBSBOUFF PG QSJWBDZ� #FDBVTF PG JUT EFTJSBCMF GPSNBM HVBSBOUFFT EJFS�
FOUJBM QSJWBDZ IBT SFDFJWFE JODSFBTFE B॒FOUJPO XJUI POHPJOH SFBM�XPSME EFQMPZNFOUT BU PSHBOJ[B�
UJPOT JODMVEJOH (PPHMF <&SMJOHTTPO FU BM� ����> "QQMF <BQQ ����> BOE UIF 64 $FOTVT <)BOFZ FU BM�
����� .BDIBOBWBKKIBMB FU BM� ����>� " OVNCFS PG TZTUFNT GPS QFSGPSNJOH EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF EBUB
BOBMZUJDT IBWF CFFO CVJMU BOE EFNPOTUSBUFE UP CF FFDUJWF <+PIOTPO FU BM� ���� ����� .D4IFSSZ
����B� .PIBO FU BM� ����� /BSBZBO BOE )BFCFSMFO ����� 1SPTFSQJP FU BM� ����� 3PZ FU BM� ����>�

%JFSFOUJBM QSJWBDZ QMBZT BO JODSFBTJOHMZ JNQPSUBOU SPMF JO NBDIJOF MFBSOJOH BT SFDFOU XPSL
IBT TIPXO UIBU B USBJOFE NPEFM DBO MFBL JOGPSNBUJPO BCPVU EBUB JU XBT USBJOFE PO <'SFESJLTPO
FU BM� ����� 4IPLSJ FU BM� ����� 8V FU BM� ����>� %JFSFOUJBM QSJWBDZ QSPWJEFT B SPCVTU TPMVUJPO UP
UIJT QSPCMFN BOE BT B SFTVMU B OVNCFS PG EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF BMHPSJUINT IBWF CFFO EFWFMPQFE
GPS NBDIJOF MFBSOJOH <"CBEJ FU BM� ����� #BTTJMZ FU BM� ����B� $IBVEIVSJ FU BM� ����� 'SJFENBO FU BM�
����� 1BQFSOPU FU BM� ����� 4POH FU BM� ����� 5BMXBS FU BM� ����� 8V FU BM� ����>�

'FX QSBDUJDBM BQQSPBDIFT FYJTU IPXFWFS GPS BVUPNBUJDBMMZ QSPWJOH UIBU B HFOFSBM�QVSQPTF QSP�
HSBN TBUJTFT EJFSFOUJBM QSJWBDZۘBO JODSFBTJOHMZ EFTJSBCMF HPBM TJODF NBOZ NBDIJOF MFBSOJOH
QJQFMJOFT BSF FYQSFTTFE BT QSPHSBNT UIBU DPNCJOF FYJTUJOH BMHPSJUINTXJUI DVTUPN DPEF� &OGPSDJOH
EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS B OFX QSPHSBN DVSSFOUMZ SFRVJSFT B OFX NBOVBMMZ�XSJ॒FO QSJWBDZ QSPPG�
य़JT QSPDFTT JT BSEVPVT FSSPS�QSPOF BOE NVTU CF QFSGPSNFE CZ BO FYQFSU JO EJFSFOUJBM QSJWBDZ
	BOE SF�QFSGPSNFE FBDI UJNF UIF QSPHSBN JT NPEJFE
�

8F QSFTFOU %ॻ५ॺ B QSPHSBNNJOH MBOHVBHF UZQF TZTUFN BOE UPPM GPS FYQSFTTJOH BOE TUBUJ�
DBMMZ WFSJGZJOH QSJWBDZ�QSFTFSWJOH QSPHSBNT� %ॻ५ॺ TVQQPSUT 	�
 HFOFSBM QVSQPTF QSPHSBNNJOH GFB�
UVSFT MJLF DPNQPVOE EBUBUZQFT BOE IJHIFS�PSEFS GVODUJPOT 	�
 MJCSBSZ GVODUJPOT GPS NBUSJY�CBTFE
DPNQVUBUJPOT BOE 	�
 NVMUJQMF TUBUF�PG�UIF�BSU WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZۘ(ϵ,δ)�EJFSFOUJBM
QSJWBDZ <%XPSL FU BM� ����> 3©OZJ EJFSFOUJBM QSJWBDZ <.JSPOPW ����> [FSP�DPODFOUSBUFE EJFS�
FOUJBM QSJWBDZ 	[$%1
 <#VO BOE 4UFJOLF ����> BOE USVODBUFE�DPODFOUSBUFE EJFSFOUJBM QSJWBDZ
	U$%1
 <#VO FU BM� ����>ۘBOE DBO CF FBTJMZ FYUFOEFE UP OFX POFT� %ॻ५ॺ TUSJLFT B TUSBUFHJD CBMBODF
CFUXFFO HFOFSBMJUZ QSBDUJDBMJUZ FYUFOTJCJMJUZ BOE QSFDJTJPO PG DPNQVUFE QSJWBDZ CPVOET�
य़F EFTJHO PG %ॻ५ॺ DPOTJTUT PG UXP TFQBSBUF NVUVBMMZ FNCFEEFE MBOHVBHFT FBDI XJUI JUT PXO

UZQF TZTUFN� य़F TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF VTFT MJOFBS UZQFT XJUI NFUSJD TDBMJOH 	BT JO 'V[[ <3FFE BOE
1JFSDF ����>
 UP CPVOE GVODUJPO TFOTJUJWJUZ� य़F QSJWBDZ MBOHVBHF VTFT MJOFBS UZQFT XJUIPVU NFUSJD
TDBMJOH 	OPWFM JO %ॻ५ॺ
 UP DPNQPTF EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF DPNQVUBUJPOT� %JTBMMPXJOH UIF VTF PG
TDBMJOH JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF JT FTTFOUJBM UP FODPEFNPSF BEWBODFE WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ
	MJLF (ϵ,δ)
 JO B MJOFBS UZQF TZTUFN�
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ �����

-JOFBS UZQJOH <#BSCFS ����� (JSBSE ����> JT B HPPE U GPS CPUI QSJWBDZ BOE TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT
CFDBVTF SFTPVSDFT BSF USBDLFE QFS�WBSJBCMF BOE DPNCJOFE BEEJUJWFMZ� *O QBSUJDVMBS PVS MJOFBS UZQ�
JOH BQQSPBDI UP QSJWBDZ BMMPXT GPS JOEFQFOEFOU QSJWBDZ DPTUT GPS NVMUJQMF GVODUJPO BSHVNFOUT B
GFBUVSF TIBSFE CZ 'V[[ BOE %'V[[ 	XIJDI POMZ TVQQPSU QVSF ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ
 CVU OPU TVQ�
QPSUFE CZ QSJPS UZQF TZTUFNT GPS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� य़JT MJNJUBUJPO PG QSJPS XPSL JT EVF UP
USFBUJOH QSJWBDZ BT B DPNQVUBUJPOBM ۠FFDUۡۘB QSPQFSUZ PG UIF PVUQVU WJB BO JOEFYFE NPOBEۘBT
PQQPTFE UP PVS USFBUNFOU PG QSJWBDZ BT B ۠DP�FFDUۡۘB QSPQFSUZ PG UIF DPOUFYU WJB MJOFBS UZQJOH�
0VS NBJO JEFB JT UP DP�EFTJHO UXP TFQBSBUF MBOHVBHFT GPS QSJWBDZ BOE TFOTJUJWJUZ BOE PVS NBJO

JOTJHIU JT UIBU B MJOFBS UZQF TZTUFN DBO 	�
 NPEFM NPSF QPXFSGVM WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ
	MJLF (ϵ,δ)
 XIFO TUSFOHUIFOFE UP EJTBMMPX TDBMJOH BOE 	�
 JOUFSBDU TFBNMFTTMZ XJUI B TFOTJUJWJUZ�
UZQF TZTUFN XIJDI EPFT BMMPX TDBMJOH� &BDI MBOHVBHF FNCFET JOTJEF UIF PUIFS BOE UIF QSJWBDZ
NFDIBOJTNT PG UIF VOEFSMZJOH QSJWBDZ EFOJUJPO 	F�H� UIF (BVTTJBONFDIBOJTN <%XPSL FU BM� ����>

GPSN UIF JOUFSGBDF CFUXFFO UIF UXP MBOHVBHFT� #PUI MBOHVBHFT VTF TJNJMBS TZOUBY BOE JEFOUJDBM
UZQFT� य़F UXP MBOHVBHFT BJE UZQF DIFDLJOH UIF QSPPG PG UZQF TPVOEOFTT BOE PVS JNQMFNFOUBUJPO
PG UZQF JOGFSFODF� QSPHSBNNFST OFFE OPU CF JOUJNBUFMZ BXBSF PG UIF NVMUJ�MBOHVBHF EFTJHO�
*O BEEJUJPO UP EJFSFOUJBM�QSJWBDZ QSJNJUJWFT MJLF UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN XF QSPWJEF B DPSF

MBOHVBHF EFTJHO GPS NBUSJY�CBTFE EBUB BOBMZTJT UBTLT TVDI BT BHHSFHBUJPO DMJQQJOH BOE HSBEJFOUT�
,FZ DIBMMFOHFT XF PWFSDPNF JO PVS EFTJHO BSF IPX UIFTF GFBUVSFT DPNQPTF JO UFSNT PG GVODUJPO
TFOTJUJWJUZ BOE IPX UP TUBUJDBMMZ USBDL CPVOET PO WFDUPS OPSNT 	EVF UP DMJQQJOH GPS UIF QVSQPTFT PG
QSJWBDZ
ۘBOE FBDI JO B XBZ UIBU JT HFOFSBM FOPVHI UP TVQQPSU B XJEF SBOHF PG VTFGVM BQQMJDBUJPOT�
8F EFNPOTUSBUF UIF VTFGVMOFTT PG %ॻ५ॺ CZ JNQMFNFOUJOH BOE WFSJGZJOH TFWFSBM EJFSFOUJBMMZ

QSJWBUF NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT GSPN UIF MJUFSBUVSF JODMVEJOH QSJWBUF TUPDIBTUJD HSBEJFOU EF�
TDFOU <#BTTJMZ FU BM� ����B> BOE QSJWBUF 'SBOL�8PMGF <5BMXBS FU BM� ����> BNPOH NBOZ PUIFST� 8F
BMTP JNQMFNFOU B WBSJBOU PG TUPDIBTUJD HSBEJFOU EFTDFOU TVJUBCMF GPS EFFQ MFBSOJOH� 'PS FBDI PG UIFTF
BMHPSJUINT OP QSJPS XPSL IBT EFNPOTUSBUFE BO BVUPNBUJD WFSJDBUJPO PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ BOE
%ॻ५ॺ JT BCMF UP BVUPNBUJDBMMZ JOGFS QSJWBDZ CPVOET UIBU FRVBM BOE JO TPNF DBTFT JNQSPWF VQPO
QSFWJPVTMZ QVCMJTIFE NBOVBM QSJWBDZ QSPPGT�
8F IBWF JNQMFNFOUFE B UZQFDIFDLFS BOE JOUFSQSFUFS GPS %ॻ५ॺ BOE XF VTF UIFTF UP QFSGPSN

BO FNQJSJDBM FWBMVBUJPO DPNQBSJOH UIF BDDVSBDZ PG NPEFMT USBJOFE VTJOH PVS JNQMFNFOUBUJPOT�
"MUIPVHI UIF ۠QVODIMJOFۡ PG UIF FNQJSJDBM SFTVMUT BSF VOTVSQSJTJOH EVF UP LOPXO BEWBOUBHFT PG
UIF EJFSFOUJBM QSJWBDZ EFOJUJPOT VTFE 	F�H� UIBU VTJOH SFDFOU WBSJBOUT MJLF [FSP�DPODFOUSBUFE
EJFSFOUJBM QSJWBDZ SFTVMUT JO JNQSPWFE BDDVSBDZ
 PVS SFTVMUT TIPX UIF FYUFOU PG UIF BDDVSBDZ JN�
QSPWFNFOUT GPS TQFDJD BMHPSJUINT BOE GVSUIFS SFJOGPSDF UIF JEFB UIBU DIPPTJOH UIF CFTU EFOJUJPO
DPOTJTUFOUMZ SFTVMUT JO TVCTUBOUJBMMZ CF॒FS BDDVSBDZ PG UIF USBJOFE NPEFM�

$POUSJCVUJPOT� *O TVNNBSZ XF NBLF UIF GPMMPXJOH DPOUSJCVUJPOT�
• 8F QSFTFOU %ॻ५ॺ B MBOHVBHF MJOFBS UZQF TZTUFN BOE UPPM GPS FYQSFTTJOH BOE BVUPNBUJDBMMZ
WFSJGZJOH EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF QSPHSBNT� %ॻ५ॺ TVQQPSUT B DPNCJOBUJPO PG 	�
 HFOFSBM QVSQPTF
IJHIFS PSEFS QSPHSBNNJOH 	�
 BEWBODFE EFOJUJPOT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ 	�
 JOEFQFOEFOU
USBDLJOH PG QSJWBDZ DPTUT GPSNVMUJQMF GVODUJPO BSHVNFOUT BOE 	�
 BVYJMJBSZ EJFSFOUJBMMZ�QSJWBUF
EBUB BOBMZTJT UBTLT TVDI BT DMJQQJOH OPSNBMJ[BUJPO BOE IZQFSQBSBNFUFS UVOJOH�

• 8F GPSNBMJ[F %ॻ५ॺT UZQF TZTUFN BOE TFNBOUJDT BOE DPNQMFUF LFZ QSPPGT BCPVU QSJWBDZ PG
XFMM�UZQFE QSPHSBNT�

• 8F EFNPOTUSBUF B CB॒FSZ PG DBTF TUVEJFT DPOTJTUJOH PG NFEJVN�TJ[FE SFBM�XPSME EJFSFOUJBMMZ
QSJWBUF NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT XIJDI BSF TVDDFTTGVMMZ WFSJFE XJUI PQUJNBM 	PS OFBS�
PQUJNBM
 QSJWBDZ CPVOET� *O TPNF DBTFT %ॻ५ॺ JOGFST QSJWBDZ CPVOET XIJDI JNQSPWF PO UIF
CFTU QSFWJPVTMZ QVCMJTIFE NBOVBMMZ�WFSJFE SFTVMU�
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����� /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

• 8F DPOEVDU BO FYQFSJNFOUBM FWBMVBUJPO UP EFNPOTUSBUF %ॻ५ॺT GFBTJCJMJUZ JO QSBDUJDF CZ USBJO�
JOH UXP NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT PO TFWFSBM OPO�UPZ SFBM�XPSME EBUBTFUT VTJOH %ॻ५ॺT JO�
UFSQSFUFS� य़FTF SFTVMUT EFNPOTUSBUF UIF FFDU PG JNQSPWFE QSJWBDZ CPVOET PO UIF BDDVSBDZ PG
UIF USBJOFE NPEFMT�

� 13&-*.*/"3*&4
��� #BDLHSPVOE� %JFSFOUJBM 1SJWBDZ
य़JT TFDUJPO CSJFZ TVNNBSJ[FT UIF CBTJDT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ� 4FF %XPSL BOE 3PUIT SFGFS�
FODF <%XPSL FU BM� ����> GPS B EFUBJMFE EFTDSJQUJPO� %JFSFOUJBM QSJWBDZ DPOTJEFST TFOTJUJWF JOQVU
EBUB SFQSFTFOUFE CZ B WFDUPS x ∈ Dn  JO XIJDI xi SFQSFTFOUT UIF EBUB DPOUSJCVUFE CZ VTFS i � य़F
EJTUBODF CFUXFFO UXP JOQVUT x ,y ∈ Dn JT d(x ,y) = |{i |xi ! yi }|� 5XP JOQVUT x ,y BSF OFJHICPST JG
d(x ,y) = 1 J�F� JG UIFZ EJFS JO POMZ POF JOEFY� " SBOEPNJ[FE NFDIBOJTNK : Dn → Rd QSFTFSWFT
(ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ JG GPS BOZ OFJHICPST x ,y ∈ Dn BOE BOZ TFU S PG QPTTJCMF PVUQVUT�

1S[K(x) ∈ S] ≤ eϵ1S[K(y) ∈ S] + δ

य़F NBJO JEFB JT UIBU XIFO ϵ BOE δ BSF WFSZ TNBMM UIFO UIF SFTVMUJOH PVUQVU EJTUSJCVUJPOT XJMM CF
WFSZ DMPTF BOE UIFSFGPSF OFBSMZ JOEJTUJOHVJTIJCMF�

य़F ϵ QBSBNFUFS BMTP DBMMFE UIF QSJWBDZ CVEHFU DPOUSPMT UIF TUSFOHUI PG UIF QSJWBDZ HVBSBOUFF�
य़F δ QBSBNFUFS BMMPXT GPS B OPO�[FSP QSPCBCJMJUZ UIBU UIF HVBSBOUFF GBJMT BOE JT UZQJDBMMZ TFU UP B
OFHMJHJCMF WBMVF� य़F DBTF XIFO δ = 0 JT DBMMFE QVSF PS ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� UIF DBTF XIFO δ > 0
JT DBMMFE BQQSPYJNBUF PS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� 5ZQJDBM WBMVFT GPS ϵ BOE δ BSF ϵ ∈ [0.1−10] BOE
δ = 1

n2 XIFSF n JT UIF OVNCFS PG JOQVU FOUSJFT <%XPSL FU BM� ����>�

'VODUJPO TFOTJUJWJUZ� " GVODUJPOT TFOTJUJWJUZ JT UIF BNPVOU JUT PVUQVU DBO DIBOHF XIFO JUT JOQVU
DIBOHFT� 'PS FYBNQMF UIF GVODUJPO f (x) = x+x IBT B TFOTJUJWJUZ PG � TJODF JODSFBTJOH PS EFDSFBT�
JOH JUT JOQVU CZ � IBT UIF FFDU PG JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH JUT PVUQVU CZ �� " SFBM�WBMVFE GVODUJPO
f JT DBMMFE n�TFOTJUJWF JG NBYx,y: |x−y |≤1 | f (x) − f (y)| = n�
य़JT JEFB DBO CF HFOFSBMJ[FE UP WFDUPS�WBMVFE GVODUJPOT� य़F HMPCBM L1 TFOTJUJWJUZ PG B RVFSZ

f : Dn → Rd JT XSJ॒FO GSf BOE EFOFE GSf = NBYx,y:d(x,y)=1 | f (x) − f (y)|1 XIFSF | − |1 JT
UIF L1 OPSN 	J�F� TVN PG QPJOUXJTF EJTUBODFT CFUXFFO FMFNFOUT
� य़F L2 TFOTJUJWJUZ JT BOBMPHPVT
VTJOH UIF L2 OPSN�

%JञFSFOUJBM QSJWBDZ NFDIBOJTNT� 5XP CBTJD EJFSFOUJBM QSJWBDZ NFDIBOJTNT BSF UIF -BQMBDF
NFDIBOJTN <%XPSL FU BM� ����> XIJDI QSFTFSWFT (ϵ, 0)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ BOE UIF (BVTTJBO NFDI�
BOJTN <%XPSL FU BM� ����> XIJDI QSFTFSWFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� 'PS B GVODUJPO f : Dn → Rd

XJUI L1 TFOTJUJWJUZ PG∆1 UIF -BQMBDF NFDIBOJTN BEET OPJTF ESBXO GSPN -BQ(∆1

ϵ ) UP FBDI FMFNFOU
PG UIF PVUQVU� 'PS f XJUI L2 TFOTJUJWJUZ PG ∆2 UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN BEET OPJTF ESBXO GSPN
N(0,

2∆2

2
MO(1.25/δ )
ϵ2 ) UP FBDI FMFNFOU�

य़F FYQPOFOUJBM NFDIBOJTN <.D4IFSSZ BOE 5BMXBS ����> TFMFDUT BO FMFNFOU PG B TFU CBTFE PO UIF
TDPSFT BTTJHOFE UP FBDI FMFNFOU CZ B TDPSJOH GVODUJPO� -FU u : Dn × R → R CF B TDPSJOH GVODUJPO
XJUI L1 TFOTJUJWJUZ ∆� य़F NFDIBOJTN TFMFDUT BOE PVUQVUT BO FMFNFOU r ∈ R XJUI QSPCBCJMJUZ
QSPQPSUJPOBM UP FYQ( ϵu(x,r )2∆ ) BOE QSFTFSWFT (ϵ, 0)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ�

$PNQPTJUJPO� " LFZ QSPQFSUZ PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ JT UIBU EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF DPNQVUBUJPOT
DPNQPTF� य़F TFRVFOUJBM DPNQPTJUJPO UIFPSFN TBZT UIBU JG M1 BOE M2 TBUJTGZ (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM
QSJWBDZ UIFO UIFJS DPNCJOBUJPO TBUJTFT (2ϵ, 2δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ�

5JHIUFS CPVOET PO QSJWBDZ DPTU DBO CF BDIJFWFE VTJOH UIF BEWBODFE DPNQPTJUJPO UIFPSFN <%XPSL
FU BM� ����> BU UIF FYQFOTF PG JODSFBTJOH δ � य़F BEWBODFE DPNQPTJUJPO UIFPSFN TBZT UIBU GPS
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ �����

7BSJBOU 4FRVFOUJBM $PNQPTJUJPO k�-PPQ #BTJD .FDIBOJTN
ϵ �%1 <%XPSL FU BM� ����> ϵ1 + ϵ2 ! ϵ1 + ϵ2 kϵ -BQMBDF

(ϵ, δ )�%1 <%XPSL FU BM� ����> (ϵ1, δ1) + (ϵ2, δ2) ! (ϵ1 + ϵ2, δ1 + δ2) (kϵ, kδ ) (BVTTJBO
3%1 <.JSPOPW ����> (α, ϵ1) + (α, ϵ2) ! (α, ϵ1 + ϵ2) (α, kϵ) (BVTTJBO

[$%1 <#VO BOE 4UFJOLF ����> ρ1 + ρ2 ! ρ1 + ρ2 kρ (BVTTJBO
U$%1 <#VO FU BM� ����> (ρ1, ω1) + (ρ2, ω2) ! (ρ1 + ρ2, NJO(ω1, ω2)) (kρ, ω) 4JOI�OPSNBM

'JH� �� 7BSJBOUT PG %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ

0 < ϵ ′ < 1 BOE δ ′ > 0 UIF DMBTT PG (ϵ,δ)�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NFDIBOJTNT TBUJTFT (ϵ ′,kδ + δ ′)�
EJFSFOUJBM QSJWBDZ VOEFS k�GPME BEBQUJWF DPNQPTJUJPO 	F�H� B MPPQ XJUI k JUFSBUJPOT
 GPS ϵ ′ =
2ϵ
√

2k MO(1/δ ′)�
य़F NPNFOUT BDDPVOUBOU XBT JOUSPEVDFE CZ 5BMXBS FU BM� <"CBEJ FU BM� ����> TQFDJDBMMZ GPS

TUPDIBTUJD HSBEJFOU EFTDFOU JO EFFQ MFBSOJOH BQQMJDBUJPOT� *U QSPWJEFT UJHIU CPVOET PO QSJWBDZ MPTT
JO JUFSBUJWF BQQMJDBUJPOT PG UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN BT JO 4(%�य़F 3©OZJ EJFSFOUJBM QSJWBDZ BOE
[FSP�DPODFOUSBUFE EJFSFOUJBM QSJWBDZ HFOFSBMJ[F UIF JEFBT CFIJOE UIF NPNFOUT BDDPVOUBOU�

7BSJBOUT PG EJञFSFOUJBM QSJWBDZ� *O BEEJUJPO UP ϵ BOE (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ PUIFS WBSJBOUT
PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ XJUI TJHOJDBOU CFOFUT IBWF SFDFOUMZ CFFO EFWFMPQFE� य़SFF FYBNQMFT BSF
3©OZJ EJFSFOUJBM QSJWBDZ 	3%1
 <.JSPOPW ����> [FSP�DPODFOUSBUFE EJFSFOUJBM QSJWBDZ 	[$%1
 <#VO
BOE 4UFJOLF ����> BOE USVODBUFE DPODFOUSBUFE EJFSFOUJBM QSJWBDZ 	U$%1
 <#VO FU BM� ����>� &BDI
POF IBT EJFSFOU QSJWBDZ QBSBNFUFST BOE B EJFSFOU GPSN PG TFRVFOUJBM DPNQPTJUJPO TVNNBSJ[FE
JO 'JHVSF �� य़F CBTJD NFDIBOJTN GPS 3%1 BOE [$%1 JT UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN� U$%1 VTFT B
OPWFM TJOI�OPSNBM NFDIBOJTN <#VO FU BM� ����> XIJDI EFDBZT NPSF RVJDLMZ JO JUT UBJMT� "MM UISFF
DBO CF DPOWFSUFE UP (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ BMMPXJOH UIFN UP CF DPNQBSFE BOE DPNQPTFE XJUI
FBDI PUIFS� य़FTF UISFF WBSJBOUT QSPWJEF BTZNQUPUJDBMMZ UJHIU CPVOET PO QSJWBDZ DPTU VOEFS DPN�
QPTJUJPO XIJMF BU UIF TBNF UJNF FMJNJOBUJOH UIF ۠DBUBTUSPQIJDۡ QSJWBDZ GBJMVSF UIBU DBO PDDVS XJUI
QSPCBCJMJUZ δ VOEFS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ�

(SPVQ QSJWBDZ� %JFSFOUJBM QSJWBDZ JT OPSNBMMZ VTFE UP QSPUFDU UIF QSJWBDZ PG JOEJWJEVBMT CVU
JU UVSOT PVU UIBU QSPUFDUJPO GPS BO JOEJWJEVBM BMTP USBOTMBUFT UP 	XFBLFS
 QSPUFDUJPO GPS HSPVQT PG
JOEJWJEVBMT� " NFDIBOJTN XIJDI QSPWJEFT QVSF ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS JOEJWJEVBMT BMTP QSPWJEFT
kϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS HSPVQT PG TJ[F k <%XPSL FU BM� ����>� (SPVQ QSJWBDZ BMTP FYJTUT GPS (ϵ,δ)�
EJFSFOUJBM QSJWBDZ 3%1 [$%1 BOE U$%1 CVU UIF TDBMJOH PG UIF QSJWBDZ QBSBNFUFST JT OPOMJOFBS�

��� 3FMBUFE 8PSL
-BOHVBHF�CBTFE BQQSPBDIFT GPS EJFSFOUJBM QSJWBDZ GBMM JOUP UXP DBUFHPSJFT� BQQSPBDIFT CBTFE PO
UZQF TZTUFNT BOE UIPTF CBTFE PO QSPHSBN MPHJDT� #BSUIF FU BM� <#BSUIF FU BM� ����E> QSPWJEF B
TVSWFZ� य़F UZQF�TZTUFN CBTFE BQQSPBDIFT BSF NPTU SFMBUFE UP PVS XPSL CVU QSPHSBN�MPHJD�CBTFE
BQQSPBDIFT IBWF BMTP SFDFJWFE DPOTJEFSBCMF B॒FOUJPO JO SFDFOU ZFBST <#BSUIF FU BM� ����CD �����
#BSUIF BOE 0MNFEP ����� 4BUP ����� 4BUP FU BM� ����>�

-JOFBS 5ZQF 4ZTUFNT� 5ZQF�TZTUFN�CBTFE TPMVUJPOT UP QSPWJOH UIBU B QSPHSBN BEIFSFT UP EJG�
GFSFOUJBM QSJWBDZ CFHBO XJUI 3FFE BOE 1JFSDFT 'V[[ MBOHVBHF <3FFE BOE 1JFSDF ����> XIJDI JT
CBTFE PO MJOFBS UZQJOH� 'V[[ BT XFMM BT TVCTFRVFOU XPSL CBTFE PO MJOFBS UZQFT BJEFE CZ 4.5
TPMWFST <(BCPBSEJ FU BM� ����> TVQQPSUT UZQF JOGFSFODF PG QSJWBDZ CPVOET XJUI UZQF�MFWFM EFQFO�
EFODZ BOE IJHIFS�PSEFS DPNQPTJUJPO PG QSPHSBNT� )PXFWFS UIFTF TZTUFNT POMZ TVQQPSU UIF PSJHJ�
OBM BOE NPTU CBTJD WBSJBOU PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ DBMMFE ϵ�EJञFSFOUJBM QSJWBDZ� .PSF SFDFOU WBSJBOUT
MJLF (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ <%XPSL FU BM� ����> BOE PUIFST <#VO FU BM� ����� #VO BOE 4UFJOLF �����
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����� /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

.JSPOPW ����> JNQSPWF PO ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ CZ QSPWJEJOH WBTUMZ NPSF BDDVSBUF BOTXFST GPS
UIF TBNF BNPVOU PG QSJWBDZ ۠DPTUۡ 	BU UIF FYQFOTF PG JOUSPEVDJOH B OFHMJHJCMF DIBODF PG GBJMVSF
�
"T EFTDSJCFE CZ "[FWFEP EF "NPSJN FU BM� <EF "NPSJN FU BM� ����> FODPEJOH (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM

QSJWBDZ JO MJOFBS UZQF TZTUFNT MJLF 'V[[ JT QBSUJDVMBSMZ DIBMMFOHJOH CFDBVTF UIFTF TZTUFNT QMBDF
SFTUSJDUJPOT PO UIF JOUFSQSFUBUJPO PG UIF MJOFBS GVODUJPO TQBDF BOE (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ EPFT
OPU TBUJTGZ UIFTF SFTUSJDUJPOT� *O QBSUJDVMBS VTJOH 'V[[ SFRVJSFT UIBU UIF EFTJSFE OPUJPO PG QSJWBDZ
DBO CF SFDPWFSFE GSPN BO JOTUBOUJBUJPO PG GVODUJPO TFOTJUJWJUZ GPS BO BQQSPQSJBUFMZ EFOFE NFUSJD
PO QSPCBCJMJTUJD GVODUJPOT� /P TVDI NFUSJD DBO CF EFOFE GPS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ QSFWFOUJOH
B TUSBJHIUGPSXBSE JOUFSQSFUBUJPO PG MJOFBS GVODUJPOT BT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF GVODUJPOT�

*O UIFJS XPSL "[FWFEP EF "NPSJN FU BM� <EF "NPSJN FU BM� ����> EFOF B QBUI DPOTUSVDUJPO UP
FODPEF OPO�MJOFBS TDBMJOH WJB BO JOEFYFE QSPCBCJMJUZ NPOBE XIJDI DBO CF VTFE UP FYUFOE 'V[[
XJUI TVQQPSU GPS BSCJUSBSZ SFMBUJPOBM QSPQFSUJFT 	JODMVEJOH (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ
� )PXFWFS
UIJT BQQSPBDI 	�
 JOUFSOBMJ[FT UIF VTF PG HSPVQ QSJWBDZ <%XPSL FU BM� ����> XIJDI JO NBOZ DBTFT
QSPWJEFT TVC�PQUJNBM CPVOET PO QSJWBDZ DPTUۗBOE 	�
 JT VOBCMF UP QSPWJEF QSJWBDZ CPVOET GPS NPSF
UIBO POF JOQVU UP B GVODUJPOۗB VTFGVM DBQBCJMJUZ PG UIF PSJHJOBM 'V[[ MBOHVBHF BOE B OFDFTTBSZ
GFBUVSF UP PCUBJO PQUJNBM QSJWBDZ CPVOET GPS NVMUJ�BSHVNFOU GVODUJPOT�

)JHIFS�PSEFS 3FMBUJPOBM 5ZQF 4ZTUFNT� 'PMMPXJOH UIF JOJUJBM XPSL PO MJOFBS UZQJOH GPS EJFSFOUJBM
QSJWBDZ <3FFE BOE 1JFSDF ����> B QBSBMMFM MJOF PG XPSL <#BSUIF FU BM� ����B ����> MFWFSBHFT SFMB�
UJPOBM SFटOFNFOU UZQFT BJEFE CZ 4.5 TPMWFST JO PSEFS UP TVQQPSU UZQF�MFWFM EFQFOEFODZ PG QSJWBDZ
QBSBNFUFST 	  MB %'V[[ <(BCPBSEJ FU BM� ����>
 JO BEEJUJPO UP NPSF QPXFSGVM WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM
QSJWBDZ TVDI BT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ�य़FTF BQQSPBDIFT TVQQPSU (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ CVU
EJE OPU TVQQPSU VTBCMF UZQF JOGFSFODF VOUJM B SFDFOUMZ QSPQPTFE IFVSJTUJD CJ�EJSFDUJPOBM UZQF TZT�
UFN <�J§FL FU BM� ����>� "MUIPVHI B EJSFDU DBTF TUVEZ PG CJEJSFDUJPOBM UZQF JOGFSFODF GPS SFMBUJPOBM
SFOFNFOU UZQFT IBT OPU ZFU CFFO BQQMJFE UP EJFSFOUJBM QSJWBDZ UIF QPTTJCJMJUZ PG TVDI B TZTUFN
BQQFBST QSPNJTJOH�
य़F PWFSBMM UFDIOJRVF GPS TVQQPSUJOH (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ JO UIFTF SFMBUJPOBM SFOFNFOU

UZQF TZTUFNT JT TJNJMBS UP 	BOE QSFEBUFT
 "[FWFEP EF "NPSJN FU BM�ۗQSJWBDZ DPTU JT USBDLFE UISPVHI
BO ۠FFDUۡ UZQF FNCPEJFE CZ BO JOEFYFE NPOBE� *U JT UIJT ۠FFDUۡ�CBTFE USFBUNFOU PG QSJWBDZ DPTU
UIBU GVOEBNFOUBMMZ MJNJUT UIFTF UZQF TZTUFN UP OPU TVQQPSU NVMUJ�BSJUZ GVODUJPOT SFTVMUJOH JO OPO�
PQUJNBM QSJWBDZ CPVOET GPS TPNF QSPHSBNT�

'JSTU�PSEFS 3FMBUJPOBM 5ZQF 4ZTUFNT� :FU BOPUIFS BQQSPBDI JT -JHIU%1 XIJDI VTFT B MJHIU�XFJHIU
SFMBUJPOBM UZQF TZTUFN UP WFSJGZ (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ CPVOET PG STU�PSEFS JNQFSBUJWF QSP�
HSBNT <;IBOH BOE ,JGFS ����> BOE JT TVJUBCMF GPS WFSJGZJOH MPX�MFWFM JNQMFNFOUBUJPOT PG EJFSFO�
UJBMMZ QSJWBUF NFDIBOJTNT� " OPUBCMF BDIJFWFNFOU PG UIJT XPSL JT B MJHIUXFJHIU BVUPNBUFE WFSJDB�
UJPO PG UIF 4QBSTF 7FDUPS 5FDIOJRVF <%XPSL FU BM� ����> 	475
� )PXFWFS -JHIU%1 JT OPU TVJUBCMF GPS
TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT BO JNQPSUBOU DPNQPOFOU PG EJFSFOUJBMMZ�QSJWBUF BMHPSJUIN EFTJHO� %JFSFO�
UJBM QSJWBDZ NFDIBOJTNT PॏFO SFRVJSF LOPXMFEHF PG 	PS QMBDF SFTUSJDUJPOT PO
 GVODUJPO TFOTJUJWJUZ
PG BSHVNFOUT UP UIFNFDIBOJTN� *O QSJODJQMF B MBOHVBHF MJLF 'V[[ DPVME CF DPNCJOFE XJUI -JHIU%1
UP GVMMZ WFSJGZ CPUI BO BQQMJDBUJPO XIJDI VTFT 475 BT XFMM BT UIF JNQMFNFOUBUJPO PG 475 JUTFMG�

5ZQF 4ZTUFNT &OSJDIFE XJUI 1SPHSBN -PHJDT� "U B IJHI MFWFM 'V[[J <;IBOH FU BM� ����> IBT B TJN�
JMBS BJN UP %ॻ५ॺ� TVQQPSUJOH EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS HFOFSBM�QVSQPTF QSPHSBNT BOE TVQQPSUJOH
SFDFOU WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ� %ॻ५ॺ JT EFTJHOFE QSJNBSJMZ BT B GVMMZ�BVUPNBUFE UZQF TZT�
UFN XJUI B SJDI TFU PG QSJNJUJWFT GPS WFDUPS�CBTFE BOE IJHIFS�PSEFS QSPHSBNNJOH� MPX�MFWFM NFDI�
BOJTNT JO %ॻ५ॺ BSF PQBRVF BOE USVTUFE� 0O UIF PUIFS IBOE 'V[[J JT EFTJHOFE GPS HFOFSBM�QVSQPTF
QSPHSBNNJOH MPX�MFWFM NFDIBOJTN JNQMFNFOUBUJPO BOE UIFJS DPNCJOBUJPO� IPXFWFS UP BDIJFWF
UIJT 'V[[J IBT MFTT TVQQPSU GPS IJHIFS�PSEFS QSPHSBNNJOH BOE BVUPNBUJPO JO UZQFDIFDLJOH�
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ �����

4" )0 %5 ." 3FM�FYU ϵ �%1 (ϵ, δ )�%1 3©OZJ�[$%1�U$%1 475�JNQ
'V[[ <3FFE BOE 1JFSDF ����> ! ! ! ! ! ! ! ! !

%'V[[ <(BCPBSEJ FU BM� ����> ! ! ! ! ! ! ! ! !

1BUI$ <EF "NPSJN FU BM� ����> ! ! !1 ! ! ! ! !2 !

)0"3F2 <#BSUIF FU BM� ����> ! ! ! ! ! ! ! !2 !

-JHIU%1 <;IBOH BOE ,JGFS ����> ! ! ! ! ! ! ! !2 !

'V[[J <;IBOH FU BM� ����> ! ! !1 ! ! ! ! ! !

%ॻ५ॺ ! ! ! ! ! ! ! ! !

'JH� �� -FHFOE� 4" � DBQBCMF PG TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT� )0 � TVQQPSU GPS IJHIFS PSEFS QSPHSBNNJOH QSPHSBN DPNQPTJ�
UJPO BOE DPNQPVOE EBUBUZQFT� %5 � TVQQPSU GPS EFQFOEFOUMZ UZQFE QSJWBDZ CPVOET� ." � TVQQPSU GPS EJTUJODU QSJWBDZ
CPVOET PG NVMUJQMF JOQVU BSHVNFOUT� 3FM�FYU � TVQQPSUT FYUFOTJPOT UP TVQQPSU OPO�EJख़FSFOUJBM�QSJWBDZ SFMBUJPOT� ϵ �%1 �
TVQQPSUT ϵ �EJख़FSFOUJBM�QSJWBDZ� (ϵ, δ )�%1 � TVQQPSUT (ϵ, δ )�EJख़FSFOUJBM�QSJWBDZ� 3©OZJ�[$%1�U$%1� TVQQPSUT 3©OZJ [FSP�
DPODFOUSBUFE BOE USVODBUFE DPODFOUSBUFE EJख़FSFOUJBM QSJWBDZ� 475�JNQ� TVQQPSUT WFSJGJFE JNQMFNFOUBUJPO PG UIF TQBSTF
WFDUPS UFDIOJRVF� �� 5IJT MJNJUBUJPO JT OPU GVOEBNFOUBM BOE DPVME CF TVQQPSUFE CZ TJNQMF FYUFOTJPO UP VOEFSMZJOH UZQF
UIFPSZ� �� /PU EFTDSJCFE JO QSJPS XPSL CVU DPVME CF BDIJFWFE UISPVHI B USJWJBM FYUFOTJPO UP FYJTUJOH TVQQPSU GPS (ϵ, δ )�
EJख़FSFOUJBM QSJWBDZ�

��� 0VS "QQSPBDI
8F TIPX UIF TUSFOHUIT BOE MJNJUBUJPOT PG %ॻ५ॺ JO SFMBUJPO UP BQQSPBDIFT GSPN QSJPS XPSL JO 'JH�
VSF �� *O QBSUJDVMBS TUSFOHUIT PG %VFU X�S�U� QSJPS XPSL BSF� 	�
 %ॻ५ॺ TVQQPSUT TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT
JO DPNCJOBUJPO XJUI IJHIFS PSEFS QSPHSBNNJOH QSPHSBN DPNQPTJUJPO BOE DPNQPVOE EBUBUZQFT
CVJMEJOH PO JEFBT GSPN 'V[[ 	4"�)0
� 	�
 %ॻ५ॺ TVQQPSUT UZQF�MFWFM EFQFOEFODZ PO WBMVFT XIJDI
FOBCMFT EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF BMHPSJUINT UP CF WFSJFE X�S�U� TZNCPMJD QSJWBDZ QBSBNFUFST CVJME�
JOH PO JEFBT GSPN %'V[[ 	%5
� 	�
 %ॻ५ॺ TVQQPSUT DBMDVMBUJPO PG JOEFQFOEFOU QSJWBDZ DPTUT GPS
NVMUJQMF QSPHSBN BSHVNFOUT WJB B OPWFM BQQSPBDI 	."
� BOE 	�
 %ॻ५ॺ TVQQPSUT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM
QSJWBDZۘJO BEEJUJPO UP PUIFS SFDFOU QPXFSGVM WBSJBOUT TVDI BT 3©OZJ [FSP�DPODFOUSBUFE BOE USVO�
DBUFE DPODFOUSBUFE EJFSFOUJBM QSJWBDZۘWJB B OPWFM BQQSPBDI 	(ϵ,δ)�%1 3©OZJ�;$�5$

�

*O TUSJLJOH UIJT CBMBODF %ॻ५ॺ DPNFT XJUI LOPXO MJNJUBUJPOT� 	�
 %ॻ५ॺ JT OPU FBTZ UP FYUFOEXJUI
OFX SFMBUJPOBM QSPQFSUJFT 	3FM�FYU
� BOE 	�
 %ॻ५ॺ JT OPU TVJUBCMF GPS WFSJGZJOH JNQMFNFOUBUJPOT PG
MPX�MFWFM NFDIBOJTNT TVDI BT UIF JNQMFNFOUBUJPO PG BEWBODFE DPNQPTJUJPO HSBEJFOU PQFSBUJPOT
BOE UIF TQBSTF�WFDUPS UFDIOJRVF 	475�JNQ
�

� %6&5� " -"/(6"(& '03 13*7"$:
य़JT TFDUJPO EFTDSJCFT UIF TZOUBY UZQF TZTUFN BOE GPSNBM QSPQFSUJFT PG %ॻ५ॺ� 0VS EFTJHO PG %ॻ५ॺ
JT UIF SFTVMU PG UXP LFZ JOTJHIUT�

	�
 -JOFBS UZQJOH XIFO SFTUSJDUFE UP EJTBMMPX TDBMJOH DBO CF B QPXFSGVM GPVOEBUJPO GPS FOGPSDJOH
(ϵ,δ)�EJञFSFOUJBM QSJWBDZ� 1SJWBDZ CPVOET JO (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ EP OPU TDBMF MJOFBSMZ
BOE DBOOPU CF BDDVSBUFMZ NPEFMFE CZ MJOFBS UZQF TZTUFNT XIJDI QFSNJU VOSFTUSJDUFE TDBMJOH�

	�
 4FOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ DPTU BSF EJTUJODU QSPQFSUJFT BOE XBSSBOU EJTUJODU UZQF TZTUFNT UP FOGPSDF
UIFN� 0VS EFTJHO GPS %ॻ५ॺ JT B DP�EFTJHO PG UXP EJTUJODU NVUVBMMZ FNCFEEFE MBOHVBHFT� POF
GPS TFOTJUJWJUZ XIJDI MFWFSBHFT MJOFBS UZQJOH XJUI TDBMJOH B MB 'V[[ BOE POF GPS QSJWBDZ XIJDI
MFWFSBHFT MJOFBS UZQJOH XJUIPVU TDBMJOH BOE JT OPWFM JO UIJT XPSL�

#FGPSF EFTDSJCJOH UIF TZOUBY TFNBOUJDT BOE UZQFT GPS FBDI PG %ॻ५ॺT UXP MBOHVBHFT XF STU QSP�
WJEF TPNF DPOUFYU XIJDINPUJWBUFT FBDI EFTJHO EFDJTJPONBEF�8F EP UIJT UISPVHI TFWFSBM TNBMM FY�
BNQMFT BOE UZQF TJHOBUVSFT ESBXO GSPN TUBUF�PG�UIF�BSU UZQF TZTUFNT TVDI BT 'V[[ <3FFE BOE 1JFSDF
����> )0"3F2 <#BSUIF FU BM� ����> BOE "[FWFEP EF "NPSJN FU BMT QBUI DPOTUSVDUJPO <EF "NPSJN
FU BM� ����>�
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��� %FTJHO $IBMMFOHFT
)JHIFS�0SEFS 1SPHSBNNJOH� "O JNQPSUBOU EFTJHO HPBM PG %VFU JT UP TVQQPSU TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT

PG IJHIFS�PSEFS HFOFSBM QVSQPTF QSPHSBNT� 1SJPS XPSL 	'V[[ BOE )0"3F2
 IBT EFNPOTUSBUFE FY�
BDUMZ UIJT BOE XF CVJME PO UIFJS UFDIOJRVFT� *O 'V[[ UIF UZQFT GPS UIF IJHIFS�PSEFS NBQ GVODUJPO
BOE B MJTU PG SFBMT OBNFE xs MPPLT MJLF UIJT�

NBQ : (τ1 "s τ2) "∞ MJTU τ1 "s MJTU τ2
xs : MJTU R

य़F UZQF PG NBQ SFBET� ۠5BLF BT B STU BSHVNFOU BO s�TFOTJUJWF GVODUJPO GSPN τ1 UP τ2 XIJDI NBQ JT
BMMPXFE UP VTF BT NBOZ UJNFT BT JU XBOUT� 5BLF BT TFDPOE BSHVNFOU B MJTU PG τ1 BOE SFUVSO B SFTVMU
MJTU PG τ2 XIJDI JT s�TFOTJUJWF JO UIF MJTU PG τ1 �ۡ 5XP QSPHSBNT UIBU VTF NBQ NJHIU MPPL MJLF UIJT�

NBQ (λ x → x + 1) YT 	�

NBQ (λ x → x + x) YT 	�


य़F 'V[[ UZQF TZTUFN SFQPSUT UIBU 	�
 JT 1�TFOTJUJWF JO xs  BOE UIBU 	�
 JT 2�TFOTJUJWF JO xs � 5P BSSJWF
BU UIJT DPODMVTJPO UIF 'V[[ UZQF DIFDLFS JT FTTFOUJBMMZ DPVOUJOH IPX NBOZ UJNFT x JT VTFE JO
UIF CPEZ PG UIF MBNCEB BOE UZQF TPVOEOFTT GPS 'V[[ NFBOT UIBU UIFTF DPVOUT DPSSFTQPOE UP UIF
TFNBOUJD QSPQFSUZ PG GVODUJPO TFOTJUJWJUZ�
*O )0"3F2 UIF UZQF GPS NBQ JT JOTUFBE�

NBQ : (∀s ′. {x :: τ1 | Dτ1(x!,x") ≤ s ′}→ {y :: τ2 | Dτ2(y!,y") ≤ s · s ′})
→ ∀s ′. {xs :: list τ1 | D(l ist τ1)(xs!,xs") ≤ s ′}→ {y :: list τ2 | D(l ist τ2)(ys!,ys") ≤ s · s ′}

य़JT UZQF GPS NBQ NFBOT UIF TBNF UIJOH BT UIF 'V[[ UZQF TIPXO BCPWF BOE )0"3F2 MJLFXJTF
SFQPSUT UIBU 	�
 JT 1�TFOTJUJWF BOE 	�
 JT 2�TFOTJUJWF FBDI JO xs  BOE XIFSF Dτ JT TPNF GBNJMZ PG
EJTUBODF NFUSJDT JOEFYFE CZ UZQFT τ � 5P BSSJWF BU UIJT DPODMVTJPO )0"3F2 HFOFSBUFT SFMBUJPOBM
WFSJDBUJPO DPOEJUJPOT 	XIFSF F�H� x! JT ESBXO GSPN B IZQPUIFUJDBM ۠STU�MFॏ SVOۡ PG UIF QSPHSBN
BOE x" JT ESBXO GSPN B IZQPUIFUJDBM ۠TFDPOE�SJHIU SVOۡ PG UIF QSPHSBN
 XIJDI BSF EJTDIBSHFE CZ
BO FYUFSOBM TPMWFS 	F�H� 4.5
� *O UIJT BQQSPBDI TFOTJUJWJUZ JT OPU DPODMVEFE WJB BO JOUFSQSFUBUJPO PG
B QVSFMZ TZOUBDUJD UZQF TZTUFN 	F�H� MJOFBS UZQJOH JO 'V[[
 SBUIFS UIF SFMBUJPOBM TFNBOUJD QSPQFSUZ
PG TFOTJUJWJUZ 	BOE JUT TDBMJOH
 JT FNCFEEFE EJSFDUMZ JO UIF SFMBUJPOBM SFOFNFOUT PG IJHIFS�PSEFS
GVODUJPO UZQFT�
*O EFTJHOJOH %ॻ५ॺ XF GPMMPX UIF EFTJHO PG 'V[[ JO UIBU QSPHSBNT BEIFSF UP B MJOFBS UZQF EJT�

DJQMJOF J�F� UIF NFDIBOJDT PG PVS UZQF TZTUFN JT CBTFE PO DPVOUJOH WBSJBCMFT BOE 	JO TPNF DBTFT

TDBMJOH BOE XF QSPWF B TPVOEOFTT UIFPSFN UIBU TBZT XFMM�UZQFE QSPHSBNT BSF HVBSBOUFFE UP CF
TFOTJUJWF�QSJWBUF QSPHSBNT� 0VS UZQF GPS NBQ JT JEFOUJDBM UP UIF POF TIPXO BCPWF GPS 'V[[�

/PO�-JOFBS 4DBMJOH� 'V[[ FODPEFT BO ϵ�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF GVODUJPO BT BO ϵ�TFOTJUJWF GVODUJPO
XIJDI SFUVSOT B NPOBEJD UZQF © τ � य़F -BQMBDF EJFSFOUJBM QSJWBDZ NFDIBOJTN JT UIFO FODPEFE
JO 'V[[ BT BO ϵ�TFOTJUJWF GVODUJPO GSPN R UP © R�

MBQMBDF : R"ϵ © R

#FDBVTF UIF NFUSJD PO EJTUSJCVUJPOT GPS QVSF ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ TDBMFT MJOFBSMZ MBQMBDF DBO CF
BQQMJFE UP B 2�TFOTJUJWF BSHVNFOU UP BDIJFWF 2ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ F�H��

MBQMBDF (x + x)

HJWFT 2ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS x � "EEJOHNPSF BEWBODFE WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ MJLF (ϵ,δ)
UP 'V[[ IBT QSPWFE DIBMMFOHJOH CFDBVTF UIFTF WBSJBOUT EP OPU TDBMF MJOFBSMZ� "[FWFEP EF "NPSJN
FU BMT QBUI DPOTUSVDUJPO TVDDFTTGVMMZ BEET (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ UP 'V[[ CZ USBDLJOH QSJWBDZ
۠DPTUۡ BT BO JOEFY PO UIF NPOBEJD UZQF PQFSBUPS ©ϵ,δ � )PXFWFS JO PSEFS UP JOUFSQSFU B GVODUJPO
BQQMJDBUJPO MJLF UIF POF TIPXO UIF HSPVQ QSJWBDZ QSPQFSUZ GPS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ NVTU CF
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VTFE XIJDI SFTVMUT JO VOEFTJSBCMF OPO�MJOFBS TDBMJOH PG UIF QSJWBDZ DPTU� य़F EFSJWFE CPVOE GPS
UIJT QSPHSBN VTJOH HSPVQ QSJWBDZ 	GPS k = 2
 JT OPU (2ϵ, 2δ) CVU (2ϵ, 2eϵδ) <%XPSL FU BM� ����>� "T B
SFTVMU BDIJFWJOH B EFTJSFE ϵ BOE δ CZ USFBUJOH BO s�TFOTJUJWF GVODUJPO BT 1�TFOTJUJWF BOE MFWFSBHJOH
HSPVQ QSJWBDZ SFRVJSFT BEEJOH NVDI NPSF OPJTF UIBO TJNQMZ BQQMZJOH UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN
XJUI B TFOTJUJWJUZ PG s �

*O )0"3F2 UIF VTF PG TDBMJOH XIJDI NJHIU XBSSBOU UIF VTF PG HSPVQ QSJWBDZ JT FYQMJDJUMZ EJT�
BMMPXFE JO UIF TUBUFE SFMBUJPOBM SFOFNFOU UZQF� य़JT JT JO DPOUSBTU UP TFOTJUJWJUZ XIJDI MJLFXJTF
NVTU FYQMJDJUMZ BMMPX BSCJUSBSZ TDBMJOH� य़F UZQF GPS HBVTT JO )0"3F2 	UIF BOBMPHPVT NFDIBOJTN
UP MBQMBDF JO UIF (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ TF॒JOH
 JT XSJ॒FO�

HBVTT : {x :: R | DR(x!,x") ≤ 1}→ .ϵ,δ R

/PUJDF UIF BTTVNFE TFOTJUJWJUZ PG x UP CF CPVOEFE CZ 1 OPU TPNF BSCJUSBSZ s ′ UP CF TDBMFE JO UIF
PVUQVU SFOFNFOU 	BT XBT TFFO JO UIF UZQF GPS NBQ JO )0"3F2 BCPWF
� *O UIJT XBZ )0"3F2 JT BCMF
UP SFTUSJDU VTFT PG HBVTT UP TUSJDUMZ 1�TFOTJUJWF BSHVNFOUT B SFTUSJDUJPO UIBU JT OPU QPTTJCMF JO B QVSF
MJOFBS UZQF TZTUFN XIFSF BSCJUSBSZ QSPHSBN DPNQPTJUJPO JT BMMPXFE BOE JOUFSQSFUFE WJB TDBMJOH�
*O %ॻ५ॺ XF DP�EFTJHO UXP MBOHVBHFT XIJDI BSF NVUVBMMZ FNCFEEFE JOTJEF POF BOPUIFS� य़F

TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF JT OFBSMZ JEFOUJDBM UP 'V[[ TVQQPSUT BSCJUSBSZ TDBMJOH BOE JT OFWFS JOUFSQSFUFE
UP NFBO QSJWBDZ� य़F QSJWBDZ MBOHVBHF JT BMTP MJOFBSMZ UZQFE CVU SFTUSJDUT GVODUJPO DBMM QBSBNFUFST
UP CF TUSJDUMZ 1�TFOTJUJWFۘB QSPQFSUZ FTUBCMJTIFE JO UIF TFOTJUJWJUZ GSBHNFOU� य़F HBVTT NFDIBOJTN
JO %ॻ५ॺ JT 	FTTFOUJBMMZ
 HJWFO UIF UZQF�

HBVTT : R!〈ϵ,δ〉"∗ R

XIFSF "∗ JT UIF GVODUJPO TQBDF JO %ॻ५ॺT QSJWBDZ MBOHVBHF BOE UIF BOOPUBUJPO !〈ϵ,δ〉 USBDLT
UIF QSJWBDZ DPTU PG UIBU BSHVNFOU GPMMPXJOH B MJOFBS UZQJOH EJTDJQMJOF�

.VMUJQMF 1SJWBUF 1BSBNFUFST� #PUI )0"3F2 BOE UIF QBUI DPOTUSVDUJPO USBDL (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJ�
WBDZ WJB BO JOEFYFENPOBEJD UZQF OPUBUFE.ϵ,δ BOE©ϵ,δ SFTQFDUJWFMZ� &�H� B QSPHSBN UIBU SFUVSOT
BO (ϵ,δ)�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF SFBM OVNCFS IBT UIF UZQF .ϵ,δ (R) JO )0"3F2� य़FTF NPOBEJD BQ�
QSPBDIFT UP QSJWBDZ JOIFSFOUMZ GPMMPX BO ۠FFDUۡ UZQF EJTDJQMJOF BOE BT B SFTVMU UIF NPOBE JOEFY
NVTU USBDL UIF TVN UPUBM PG BMM QSJWBDZ DPTUT UP BOZ QBSBNFUFS � 'PS FYBNQMF B TNBMM QSPHSBN UIBU
UBLFT UXP QBSBNFUFST BQQMJFT B NFDIBOJTN UP FOGPSDF EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS FBDI QBSBNFUFS BOE
BEET UIFN UPHFUIFS XJMM SFQPSU B EPVCMF�DPVOUJOH PG QSJWBDZ DPTU� &�H� JO UIJT )0"3F2 QSPHSBN
	USBOTMBUFE UP )BTLFMM�JTI ۠EPۡ�OPUBUJPO
�

NGV f = λ x y → FQ { r1 ← дaussϵ,δ x ; r2 ← дaussϵ,δ y ; return (r1 + r2) }

य़F UZQF PG f JO )0"3F2 SFQPSUT UIBU JU DPTUT (2ϵ, 2δ) QSJWBDZ�
f : {x :: R | DR(x!,x") ≤ 1}→ {y :: R | DR(y!,y") ≤ 1}→ .2ϵ,2δ R

य़JT CPVOE JT UPP DPOTFSWBUJWF JO NBOZ DBTFT� JU JT UIF CFTU CPVOE JO UIF DBTF UIBU f JT BQQMJFE UP UIF
TBNF WBSJBCMF GPS CPUI BSHVNFOUT 	F�H� JO f a a
 IPXFWFS JG f JT BQQMJFE UP EJञFSFOU WBSJBCMFT 	F�H�
JO f a b
 UIFO B QSJWBDZ DPTU PG (2ϵ, 2δ) JT TUJMM DMBJNFE JOUFSQSFUFE BT GPS FJUIFS PS CPUI WBSJBCMFT
2ϵ, 2δ QSJWBDZ JT DPOTVNFE� " CF॒FS BDDPVOUJOH PG QSJWBDZ JO UIJT TFDPOE DBTF TIPVME SFQPSU (ϵ,δ)�
EJFSFOUJBM QSJWBDZ JOEFQFOEFOUMZ GPS CPUI WBSJBCMFT a BOE b BOE TVDI BDDPVOUJOH JT OPU QPTTJCMF
JO FJUIFS )0"3F2 PS UIF QBUI DPOTUSVDUJPO�
*O %ॻ५ॺ XF USBDL QSJWBDZ GPMMPXJOH B DP�FञFDU EJTDJQMJOF 	MJOFBS UZQJOH XJUIPVU TDBMJOH
 BT

PQQPTFE UP BO FFDU EJTDJQMJOF JO PSEFS UP EJTUJOHVJTI QSJWBDZ DPTUT JOEFQFOEFOUMZ GPS FBDI WBSJBCMF�
य़F UZQF PG UIF BCPWF QSPHSBN JO %ॻ५ॺ JT�

f : (R!〈ϵ,δ〉,R!〈ϵ,δ〉) "∗ R

1SPD� "$. 1SPHSBN� -BOH� 7PM� � /P� 0014-" "SUJDMF ���� 1VCMJDBUJPO EBUF� 0DUPCFS �����
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JOEJDBUJOH UIBU f ۠DPTUTۡ (ϵ,δ) GPS FBDI QBSBNFUFS JOEFQFOEFOUMZ BOE POMZ XIFO f JT DBMMFE XJUI
UXP JEFOUJDBM WBSJBCMFT BT BSHVNFOUT BSF UIFZ DPNCJOFE BT (2ϵ, 2δ)�

%VF UP MJNJUBUJPOT PG MJOFBS MPHJD JO UIF BCTFODF PG TDBMJOH QSJWBDZ MBNCEBT NVTU CF NVMUJ�
BSHVNFOU JO UIF DPSF EFTJHO PG %ॻ५ॺۘUIFZ DBOOPU CF SFDPWFSFE CZ TJOHMF�BSHVNFOU MBNCEBT� "T
B DPOTFRVFODF PVS QSJWBDZ MBOHVBHF JT OPU $BSUFTJBO DMPTFE�

��� ࣐ࣟ࣠% CZ &YBNQMF
4FOTJUJWJUZ� %ॻ५ॺ DPOTJTUT PG UXP MBOHVBHFT� POF GPS USBDLJOH TFOTJUJWJUJFT 	UZQFTFU JO HSFFO


BOE POF GPS USBDLJOH QSJWBDZ DPTU 	UZQFTFU JO SFE
� य़F TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF JT TJNJMBS UP UIBU PG
%'V[[ <(BCPBSEJ FU BM� ����>� JUT UZQJOH SVMFT USBDL UIF TFOTJUJWJUZ PG FBDI WBSJBCMF CZ BOOPUBUJOH
UIF DPOUFYU� 'PS FYBNQMF UIF FYQSFTTJPO x+x JT ��TFOTJUJWF JO x � UIF UZQJOH SVMFT JO 'JHVSF � BMMPX
VT UP DPODMVEF�

{x :2 R} - x + x : R

*O UIJT DBTF UIF DPOUFYU {x :2 R} UFMMT VT UIBU UIF FYQSFTTJPO JT ��TFOTJUJWF JO x � य़F TBNF JEFB
XPSLT GPS GVODUJPOT� GPS FYBNQMF�

∅ - λx : R⇒ x + x : R"2 R

)FSF UIF DPOUFYU JT FNQUZ� JOTUFBE UIF GVODUJPOT TFOTJUJWJUZ UP JUT BSHVNFOU JT FODPEFE JO BO
BOOPUBUJPO PO JUT UZQF 	UIF 2 JO R"2 R
� "QQMZJOH TVDI B GVODUJPO UP BO BSHVNFOU TDBMFT UIF
TFOTJUJWJUZ PG UIF BSHVNFOU CZ UIF TFOTJUJWJUZ PG UIF GVODUJPO� य़JT LJOE PG TDBMJOH JT BQQSPQSJBUF
GPS TFOTJUJWJUJFT BOE FWFO IBT UIF DPSSFDU FFDU GPS IJHIFS�PSEFS GVODUJPOT� 'PS FYBNQMF�

{y :2 R} - (λx : R⇒ x + x) y : R
{y :4 R} - (λx : R⇒ x + x) (y + y) : R
{y :4 R, z :2 R} - (λx : R⇒ x + x) (y + y + z) : R
{y :1 R} - λx : R⇒ y : R"0 R

{y :1 R, z :0 R} - (λx : R⇒ y) z : R
{y :2 R, z :0 R} - (λ f : R"0 R⇒ (f z) + (f z)) (λx : R⇒ y) : R

1SJWBDZ� %JFSFOUJBMMZ QSJWBUF NFDIBOJTNT MJLF UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN <%XPSL FU BM� ����>
TQFDJGZ IPX UP BEE OPJTF UP B GVODUJPO XJUI B QBSUJDVMBS TFOTJUJWJUZ JO PSEFS UP FOTVSF EJFSFOUJBM
QSJWBDZ� *O %ॻ५ॺ TVDI NFDIBOJTNT GPSN UIF JOUFSGBDF CFUXFFO UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF BOE UIF
QSJWBDZ MBOHVBHF� 'PS FYBNQMF�

{x :ϵ,δ R} - ICWUU[R+[2.0], ϵ,δ ] <x> {x + x} : R

*O B ICWUU FYQSFTTJPO UIF STU UISFF FMFNFOUT 	JOTJEF UIF TRVBSF CSBDLFUT
 SFQSFTFOU UIF NBYJNVN
BMMPXFE TFOTJUJWJUZ PG WBSJBCMFT JO UIF FYQSFTTJPOT CPEZ BOE UIF EFTJSFE QSJWBDZ QBSBNFUFST ϵ BOE
δ � य़F GPVSUI FMFNFOU 	IFSF <x>
 JT B MJTU PG WBSJBCMFT XIPTF QSJWBDZ XF BSF JOUFSFTUFE JO USBDLJOH�
7BSJBCMFT OPU JO UIJT MJTU XJMM CF BTTJHOFE JOOJUF QSJWBDZ DPTU�

य़F WBMVF PG UIF ICWUU FYQSFTTJPO JT UIF WBMVF PG JUT ॏI FMFNFOU 	UIF ۠CPEZۡ
 QMVT FOPVHI
OPJTF UP FOTVSF UIF EFTJSFE MFWFM PG QSJWBDZ� य़F CPEZ PG B ICWUU FYQSFTTJPO JT B TFOTJUJWJUZ FYQSFT�
TJPO BOE UIF ICWUU FYQSFTTJPO JT XFMM�UZQFE POMZ JG JUT CPEZ UZQFDIFDLT JO B DPOUFYU BTTJHOJOH B
TFOTJUJWJUZ UP FBDI WBSJBCMF PG JOUFSFTU XIJDI EPFT OPU FYDFFE UIF NBYJNVN BMMPXFE TFOTJUJWJUZ�
'PS FYBNQMF UIF FYQSFTTJPO ICWUU[R+[1.0], ϵ,δ ] <x> {x + x} JT OPU XFMM�UZQFE CFDBVTF x + x JT
��TFOTJUJWF JO x  CVU UIF NBYJNVN BMMPXFE TFOTJUJWJUZ JT ��

1SJWBDZ FYQSFTTJPOT MJLF UIF FYBNQMF BCPWF BSF UZQFE VOEFS B QSJWBDZ DPOUFYU XIJDI SFDPSET
QSJWBDZ DPTU GPS JOEJWJEVBM WBSJBCMFT� य़F DPOUFYU GPS UIJT FYBNQMF 	{x :ϵ,δ R}
 TBZT UIBU UIF FYQSFT�
TJPO QSPWJEFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS UIF WBSJBCMF x � 5SBDLJOH QSJWBDZ DPTUT VTJOH B DP�FFDU
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EJTDJQMJOF BMMPXT QSFDJTF USBDLJOH PG UIF QSJWBDZ DPTU GPS QSPHSBNT XJUI NVMUJQMF JOQVUT�
{x :ϵ,δ R,y :ϵ,δ R} - ICWUU[R+[1.0], ϵ,δ ] <x ,y> {x + y} : R

य़F #९ॴ४ SVMF FODPEFT UIF TFRVFOUJBM DPNQPTJUJPO QSPQFSUZ PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ� 'PS FYBNQMF�
{x :2ϵ,2δ R} -

v1 ← ICWUU[R+[1.0], ϵ,δ ] <x> {x} ;
v2 ← ICWUU[R+[1.0], ϵ,δ ] <x> {x} ;
TGVWTP v1 +v2

: R

{x :ϵ,δ R,y :ϵ,δ R} -
v1 ← ICWUU[R+[1.0], ϵ,δ ] <x> {x} ;
v2 ← ICWUU[R+[1.0], ϵ,δ ] <y> {y} ;
TGVWTP v1 +v2

: R

*O UIF FYBNQMF PO UIF MFॏ UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN JT BQQMJFE UP x UXJDF TP UIF UPUBM QSJWBDZ DPTU
GPS x JT (2ϵ, 2δ)� *O UIF FYBNQMF PO UIF SJHIU x BOEy BSF FBDI VTFE PODF BOE UIFJS QSJWBDZ DPTUT BSF
USBDLFE TFQBSBUFMZ� य़F 3५ॺॻॸॴ SVMF QSPWJEFT B TFDPOE JOUFSGBDF CFUXFFO UIF TFOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ
MBOHVBHFT� B return FYQSFTTJPO JT QBSU PG UIF QSJWBDZ MBOHVBHF CVU JUT BSHVNFOU JT B TFOTJUJWJUZ
FYQSFTTJPO� य़F WBMVF PG B return FYQSFTTJPO JT FYBDUMZ UIF WBMVF PG JUT BSHVNFOU TP UIF WBSJBCMFT
VTFE JO JUT BSHVNFOU BSF BTTJHOFE JOटOJUF QSJWBDZ DPTU� return FYQSFTTJPOT BSF UIFSFGPSF UZQJDBMMZ
VTFE UP DPNQVUF PO WBMVFT XIJDI BSF BMSFBEZ EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF 	MJLF v1 BOE v2 BCPWF
 TJODF
JOOJUF QSJWBDZ DPTU JT OPU B QSPCMFN JO UIBU DBTF�

(SBEJFOU EFTDFOU� .BDIJOF MFBSOJOH QSPCMFNT BSF UZQJDBMMZ EFOFE JO UFSNT PG B MPTT GVODUJPO
L(θ ;X ,y) PO B NPEFM θ  USBJOJOH TBNQMFT X = (x1,x2, ...,xn) 	JO XIJDI FBDI TBNQMF JT UZQJDBMMZ
SFQSFTFOUFE BT B GFBUVSF WFDUPS
 BOE DPSSFTQPOEJOH MBCFMT y = (y1,y2, ...,yn 
 	J�F� UIF QSFEJDUJPO
UBSHFU
� य़F USBJOJOH UBTL JT UP OE B NPEFM θ̂ XIJDI NJOJNJ[FT UIF MPTT PO UIF USBJOJOH TBNQMFT 	J�F�
θ̂ = BSHNJOθL(θ ;X ,y)�

0OF TPMVUJPO UP UIF USBJOJOH UBTL JT HSBEJFOU EFTDFOU XIJDI TUBSUT XJUI BO JOJUJBM HVFTT GPS θ
BOE JUFSBUJWFMZ NPWFT JO UIF EJSFDUJPO PG BO JNQSPWFE θ VOUJM UIF DVSSFOU TF॒JOH JT DMPTF UP θ̂ � 5P
EFUFSNJOF XIJDI EJSFDUJPO UP NPWF UIF BMHPSJUIN FWBMVBUFT UIF HSBEJFOU PG UIF MPTT XIJDI ZJFMET
B WFDUPS SFQSFTFOUJOH UIF EJSFDUJPO PG HSFBUFTU JODSFBTF JO L(θ ;X ,y)� य़FO UIF BMHPSJUIN NPWFT
JO UIF PQQPTJUF EJSFDUJPO�
5P FOTVSF EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS HSBEJFOU�CBTFE BMHPSJUINT XF OFFE UP CPVOE UIF TFOTJUJW�

JUZ PG UIF HSBEJFOU DPNQVUBUJPO� य़F HSBEJFOUT GPS NBOZ LJOET PG DPOWFY MPTT GVODUJPOT BSF 1�
-JQTDIJU[ <8V FU BM� ����>� JG FBDI TBNQMF JO X = (x1, ...,xn) IBT CPVOEFE L2 OPSN 	J�F� ‖xi ‖2 ≤ 1

UIFO GPS BMM NPEFMT θ BOE MBCFMJOHT y UIF HSBEJFOU ∇(θ ;X ,y) IBT L2 TFOTJUJWJUZ CPVOEFE CZ �� 'PS
OPX XF XJMM BTTVNF UIF FYJTUFODF PG B GVODUJPO DBMMFE HSBEJFOU XJUI UIJT QSPQFSUZ 	NPSF EFUBJMT
JO 4FDUJPO �
�

HSBEJFOU : M7
L2[1,n] R"∞ M

7
L∞[m,n] D" 1

m
M7

L∞[m, 1] D" 1

m
M7

L2[1,n] R

य़F GVODUJPOT BSHVNFOUT BSF UIF DVSSFOU θ  Bm × n NBUSJY X DPOUBJOJOH n USBJOJOH TBNQMFT BOE
B 1 × n NBUSJY y DPOUBJOJOH UIF DPSSFTQPOEJOH MBCFMT� *O %VFU UIF UZQFM7

L∞[m,n] D SFQSFTFOUT B
m×nNBUSJY PG EJTDSFUF SFBM OVNCFST� OFJHICPSJOH NBUSJDFT PG UIJT UZQF EJFS BSCJUSBSJMZ JO B TJOHMF
SPX� य़F GVODUJPOT PVUQVU JT B OFX θ PG UZQF M7

L2[1,n] R SFQSFTFOUJOH B NBUSJY PG SFBM OVNCFST
XJUI CPVOEFE L2 TFOTJUJWJUZ 	TFF 4FDUJPO � GPS EFUBJMT PO NBUSJY UZQFT
� 8F DBO VTF UIF HSBEJFOU
GVODUJPO UP JNQMFNFOU B EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF HSBEJFOU EFTDFOU BMHPSJUIN�

OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k, ϵ,δ) !
NGV θ0 = [FSPT (DPMT X1) KP
NQQR[δ ′] k QP θ0 <X1,y> {t ,θ ⇒

дp ← OICWUU[ 1m , ϵ,δ ] <X ,y> {HSBEJFOU θ X y} ;
TGVWTP θ − дp }

1SPD� "$. 1SPHSBN� -BOH� 7PM� � /P� 0014-" "SUJDMF ���� 1VCMJDBUJPO EBUF� 0DUPCFS �����



������ /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

य़F BSHVNFOUT UP PVS BMHPSJUIN BSF UIF USBJOJOH EBUB 	X BOE y
 UIF EFTJSFE OVNCFS PG JUFSBUJPOT
k  BOE UIF QSJWBDZ QBSBNFUFST ϵ BOE δ � य़F STU MJOF DPOTUSVDUT BO JOJUJBM NPEFM θ0 DPOTJTUJOH PG
[FSPT GPS BMM QBSBNFUFST� -JOFT ��� SFQSFTFOU UIF JUFSBUJWF QBSU PG UIF BMHPSJUIN� k UJNFT DPNQVUF
UIF HSBEJFOU PG UIF MPTT PO X BOE y XJUI SFTQFDU UP UIF DVSSFOU NPEFM BEE OPJTF UP UIF HSBEJFOU
VTJOH UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN BOE TVCUSBDU UIF HSBEJFOU GSPN UIF DVSSFOU NPEFM 	UIVT NPWJOH JO
UIF PQQPTJUF EJSFDUJPO PG UIF HSBEJFOU
 UP JNQSPWF UIF NPEFM�
य़F UZQJOH SVMFT QSFTFOUFE JO 'JHVSF � BMMPX VT UP EFSJWF B QSJWBDZ CPVOE GPS UIJT BMHPSJUIN

XIJDI JT FRVJWBMFOU UP NBOVBM QSPPG PG #BTTJMZ FU BM� <#BTTJMZ FU BM� ����C>� #BTFE PO UIF UZQF PG UIF
HSBEJFOU GVODUJPO UIF"ং& SVMF BMMPXT VT UP DPODMVEF UIBU UIF HSBEJFOU PQFSBUJPO JT 1

m �TFOTJUJWF JO
UIF USBJOJOH EBUB XIJDI JT SFFDUFE CZ UIF TFOTJUJWJUZ BOOPUBUJPOT JO UIF DPOUFYU�

{θ :∞ τ1,X : 1

m
τ2,y : 1

m
τ3} - HSBEJFOU θ X y : M7

L2[1,n] R

XIFSF τ1 = M7
L2[1,n] R

τ2 = M7
L∞[m,n] D

τ3 = M7
L∞[m, 1] D

/FYU UIF .(१ॻॹॹ SVMF SFQSFTFOUT UIF VTF PG UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN BOE USBOTJUJPOT GSPN UIF TFO�
TJUJWJUZ MBOHVBHF 	JNQMFNFOUJOH UIF HSBEJFOU
 UP UIF QSJWBDZ MBOHVBHF 	JO XIJDI XF VTF UIF OPJTZ
HSBEJFOU
� य़F SVMF BMMPXT VT UP DPODMVEF UIBU TJODF UIF TFOTJUJWJUZ PG UIF HSBEJFOU DPNQVUBUJPO JT
1
m  PVS VTF PG UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN TBUJTFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� य़JT DPOUFYU JT B QSJWBDZ
DPOUFYU BOE JUT BOOPUBUJPOT SFQSFTFOU QSJWBDZ DPTUT SBUIFS UIBO TFOTJUJWJUJFT�

{θ :∞ τ1,X :〈ϵ,δ 〉 τ2,y :〈ϵ,δ 〉 τ3} - OICWUU[
1

m
, ϵ,δ ] <X ,y> {HSBEJFOU θ X y} : M7

L2[1,n] R

'JOBMMZ UIF -ॵॵॶ SVMF GPS BEWBODFE DPNQPTJUJPO BMMPXT VT UP EFSJWF B CPVOE PO UIF UPUBM QSJWBDZ
DPTU PG UIF JUFSBUJWF BMHPSJUIN CBTFE PO UIF OVNCFS PG UJNFT UIF MPPQ SVOT�
{θ :∞ τ1,X :〈ϵ ′,kδ+δ ′ 〉 τ2,y :〈ϵ ′,kδ+δ ′ 〉 τ3} - NQQR[δ ′] k QP θ0 <X1,y> {t ,θ ⇒ ...} : M7

L2[1,n] R

XIFSF ϵ ′ = 2ϵ
√

2k MPH(1/δ ′)

7BSJBOUT PG %JञFSFOUJBM 1SJWBDZ� य़F UZQJOH SVMFT QSFTFOUFE JO 'JHVSF � BSF TQFDJD UP (ϵ,δ)�
EJFSFOUJBM QSJWBDZ CVU UIF TBNF GSBNFXPSL DBO CF FBTJMZ FYUFOEFE UP TVQQPSU UIF PUIFS WBSJBOUT
EFTDSJCFE JO 'JHVSF �� /FX WBSJBOUT DBO CF TVQQPSUFE CZ NBLJOH UISFF TJNQMF DIBOHFT� 	�
 .PEJGZ
UIF QSJWBDZ DPTU TZOUBY p UP EFTDSJCF UIF QSJWBDZ QBSBNFUFST PG UIF OFX WBSJBOU� 	�
 .PEJGZ UIF
TVN PQFSBUPS + UP SFFDU TFRVFOUJBM DPNQPTJUJPO JO UIF OFX WBSJBOU� BOE 	�
 .PEJGZ UIF UZQJOH
GPS CBTJD NFDIBOJTNT 	F�H� ICWUU
 UP SFFDU DPSSFTQPOEJOH NFDIBOJTNT JO UIF OFX WBSJBOU� य़F
FYUFOEFE WFSTJPO PG UIJT QBQFS </FBS FU BM� ����> JODMVEFT UZQJOH SVMFT GPS UIF WBSJBOUT JO 'JHVSF ��

"T BO FYBNQMF DPOTJEFSJOH UIF GPMMPXJOH WBSJBOU PG UIF OPJTZ HSBEJFOU EFTDFOU BMHPSJUIN QSF�
TFOUFE FBSMJFS CVU XJUI ρ�[$%1 JOTUFBE PG (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� य़FSF BSF POMZ UXP EJFS�
FODFT� UIF NQQR DPOTUSVDU VOEFS [$%1 IBT OP δ ′ QBSBNFUFS TJODF TUBOEBSE DPNQPTJUJPO ZJFMET
UJHIU CPVOET BOE UIF OICWUU DPOTUSVDU IBT B TJOHMF QSJWBDZ QBSBNFUFS 	ρ
 JOTUFBE PG ϵ BOE δ �

OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k, ρ) !
NGV θ0 = [FSPT (DPMT X1) KP
NQQR k QP θ0 <X1,y> {t ,θ ⇒

дp ← OICWUU[ 1m , ρ] <X ,y> {HSBEJFOU θ X y} ;
TGVWTP θ − дp }

5ZQFDIFDLJOH GPS UIJT WFSTJPO QSPDFFET JO UIF TBNF XBZ BT CFGPSF XJUI UIF NPEJFE UZQJOH SVMFT�
UIF SFTVMUJOH QSJWBDZ DPOUFYU HJWFT CPUI X BOE y B QSJWBDZ DPTU PG kρ�
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.JYJOH 7BSJBOUT� %ॻ५ॺ BMMPXT NJYJOH WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ JO B TJOHMF QSPHSBN� 'PS
FYBNQMF UIF UPUBM QSJWBDZ DPTU PG BO BMHPSJUIN JT PॏFO HJWFO JO (ϵ,δ) GPSN UP FOBCMF DPNQBSJOH
UIF DPTUT PG EJFSFOU BMHPSJUINT� XF DBO VTF UIJT GFBUVSF PG %ॻ५ॺ UP BVUPNBUJDBMMZ EFSJWF UIF DPTU
PG PVS [$%1�CBTFE HSBEJFOU EFTDFOU JO UFSNT PG ϵ BOE δ �

OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k, ρ,δ) !
NGV θ0 = [FSPT (DPMT X1) KP
<%&2 [δ ] { NQQR k QP θ0 <X1,y> {t ,θ ⇒

дp ← OICWUU[ 1m , ρ] <X ,y> {HSBEJFOU θ X y} ;
TGVWTP θ − дp } }

य़F <%&2 {...} DPOTUSVDU SFQSFTFOUT FNCFEEJOH B NFDIBOJTN XIJDI TBUJTFT ρ�[$%1 JO BOPUIFS
NFDIBOJTN XIJDI QSPWJEFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� य़F SVMF GPS UZQFDIFDLJOH UIJT DPOTUSVDU
FODPEFT UIF QSPQFSUZ UIBU JG B NFDIBOJTN TBUJTFT ρ�[$%1 JU BMTP TBUJTFT (ρ + 2

√

ρ MPH(1/δ),δ)�
EJFSFOUJBM QSJWBDZ <#VO BOE 4UFJOLF ����>� 6TJOH UIJT SVMF XF DBO EFSJWF B UPUBM QSJWBDZ DPTU GPS
UIF HSBEJFOU EFTDFOU BMHPSJUIN JO UFSNT PG ϵ BOE δ  CVU VTJOH UIF UJHIU CPVOE PO DPNQPTJUJPO UIBU
[$%1 QSPWJEFT�

{X :〈ϵ ′,δ 〉 τ2,y :〈ϵ ′,δ 〉 τ3,k :∞ τ4, ρ :∞ τ5} - OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k, ρ,δ) : M7
L2[1,n] R

XIFSF ϵ ′ = kρ + 2
√

kρ MPH(1/δ), τ3 = R+[k], BOE τ5 = R+[ρ]

8F NJHIU BMTP XBOU UP OFTU UIFTF DPOWFSTJPOT� 'PS FYBNQMF XIFO UIF EJNFOTJPOBMJUZ PG UIF USBJO�
JOH EBUB JT WFSZ TNBMM UIF -BQMBDF NFDIBOJTNNJHIU ZJFME NPSF BDDVSBUF SFTVMUT UIBO UIF (BVTTJBO
NFDIBOJTN 	EVF UP UIF TIBQF PG UIF EJTUSJCVUJPO
� 5P VTF UIF -BQMBDF NFDIBOJTN JO BO JUFSBUJWF
BMHPSJUIN XIJDI TBUJTFT [$%1 XF DBO VTF UIF GBDU UIBU BOZ ϵ�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NFDIBOJTN
BMTP TBUJTFT 1

2ϵ
2�[$%1� CZ OFTUJOH DPOWFSTJPOT XF DBO EFUFSNJOF UIF UPUBM DPTU PG UIF BMHPSJUIN

JO UFSNT PG ϵ BOE δ �
OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k, ϵ,δ) !
NGV θ0 = [FSPT (DPMT X1) KP
<%&2 [δ ] { NQQR k QP θ0 <X1,y> {t ,θ ⇒

дp ← '25A&2 { ONCRNCEG[ 1m , ϵ] <X ,y> {HSBEJFOU θ X y} } ;
TGVWTP θ − дp } }

{X :〈ϵ ′,δ 〉 τ2,y :〈ϵ ′,δ 〉 τ3,k :∞ R+, ρ :∞ R+} - OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k, ϵ,δ) : M7
L2[1,n] R

XIFSF ϵ ′ = 1
2kϵ

2 + 2
√

1
2kϵ

2 MPH(1/δ)

4VDI OFTUJOHT BSF TPNFUJNFT VTFGVM JO QSBDUJDF� JO 4FDUJPO � XF XJMM EFOF B WBSJBOU PG UIF 1SJWBUF
'SBOL�8PMGF BMHPSJUIN XIJDI VTFT UIF FYQPOFOUJBM NFDIBOJTN 	XIJDI TBUJTFT ϵ�EJFSFOUJBM QSJ�
WBDZ
 JO B MPPQ GPS XIJDI DPNQPTJUJPO JT QFSGPSNFE XJUI [$%1 BOE SFQPSU UIF UPUBM QSJWBDZ DPTU
JO UFSNT PG ϵ BOE δ �

$POUFYUVBM .PEBM 5ZQFT� " OFX QSPCMFN BSJTFT JO UIF EFTJHO PG %ॻ५ॺ HPWFSOJOH UIF JOUFSBDUJPO
PG TFOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ MBOHVBHFT� JO HFOFSBMۘBOE GPS WFSZ HPPE SFBTPOT XIJDI BSF EFUBJMFE JO
UIF OFYU TFDUJPOۘMFU�CJOEJOH JOUFSNFEJBUF SFTVMUT JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF EPFTOU BMXBZT QSFTFSWF
UZQFBCJMJUZ� /PU POMZ JT MFU�CJOEJOH JOUFSNFEJBUF SFTVMUT EFTJSBCMF GPS DPEF SFBEBCJMJUZ JU DBO PॏFO
CF FTTFOUJBM JO PSEFS UP BDIJFWF EFTJSBCMF QFSGPSNBODF� $POTJEFS B MPPQ CPEZ XIJDI QFSGPSNT BO
FYQFOTJWF PQFSBUJPO UIBU EPFT OPU EFQFOE PO UIF JOOFS�MPPQ QBSBNFUFS�

λ xs θ0 → NQQR k VKOGU QP θ0 { θ →
HBVTTϵ,δ (f (FYQFOTJWF xs) θ)) }
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m,n ∈ N r ∈ R ṙ , ϵ,δ ∈ R+ x ,y ∈ WBS
s ∈ TFOT" ṙ | ∞ p ∈ QSJW" ϵ,δ | ∞

τ ∈ UZQF " N | R | N[n] | R+[ṙ ] | DQZ[Γs ] τ OVNFSJD BOE CPY
| τ "s τ | (τ!p, ...,τ!p) "∗ τ GVODUJPOT

Γs ∈ UDYUs ! WBS⇀ TFOT × UZQF" {x :s τ , ...,x :s τ } TFOT� DPOUFYUT
Γp ∈ UDYUp ! WBS⇀ QSJW × UZQF" {x :p τ , ...,x :p τ } QSJW� DPOUFYUT
es ∈ FYQs " N[n] | N[ṙ ] | n | r | TGCN e OVNFSJD MJUFSBMT

| e + e | e − e | e · e | 1/e | e OQF e BSJUINFUJD
| x | NGV x = e KP e | e e MFU�TFOT� BQQ�
| sλ x : τ ⇒ e | pλ (x : τ , ...,x : τ )⇒ e TFOT��QSJW� GVO�
| DQZ e | WPDQZ e TFOTJUJWJUZ DBQUVSF

ep ∈ FYQp " TGVWTP e | x ← e ; e | e(e, ..., e) SFU�CJOE�QSJW� BQQ�
| NQQR[e] e QP e <x , ...,x> {x ,x ⇒ e} टOJUF JUFSBUJPO
| ICWUU[e, e, e] <x , ...,x> {e} HBVTTJBO OPJTF

'JH� �� $PSF 5ZQFT BOE 5FSNT

" TJNQMF SFGBDUPSJOH BDIJFWFT NVDI CF॒FS QFSGPSNBODF�
λ xs θ0 → NGV UFNQ = FYQFOTJWF xs KP

NQQR k VKOGU QP θ0 { θ →
HBVTTϵ,δ (f UFNQ θ) }

)PXFWFS JOTUFBE PG QSPWJEJOH (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS xs  BT XBT UIF DBTF CFGPSF UIF SFGBDUPS
UIF OFX QSPHSBN QSPWJEFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS UFNQۘBO JOUFSNFEJBUF WBSJBCMF XF EPOU
DBSF BCPVUۘBOE NBLFT OP HVBSBOUFFT PG QSJWBDZ GPS xs �

5P BDDPNNPEBUF UIJT QB॒FSO XF CPSSPX JEFBT GSPN DPOUFYUVBM NPEBM UZQF UIFPSZ </BOFWTLJ
FU BM� ����> UP BMMPX ۠CPYJOHۡ B TFOTJUJWJUZ DPOUFYU BOE ۠VOCPYJOHۡ UIBU DPOUFYU BU B MBUFS UJNF� *O
UFSNT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ UIF BSHVNFOU UIBU UIF BCPWF MPPQ JT EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF SFMJFT PO UIF
GBDU UIBU UFNQ ≡ FYQFOTJWF(xs) JT 1�TFOTJUJWF JO xs 	BTTVNJOH FYQFOTJWF JT 1�TFOTJUJWF
 B QSPQFSUZ
XIJDI JT MPTU CZ UIF UZQJOH SVMF GPS NGV JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF� 8F UIFSFGPSF ۠CPYۡ UIJT TFOTJUJWJUZ
JOGPSNBUJPO PVUTJEF UIF MPPQ BOE ۠VOCPYۡ JU JOTJEF UIF MPPQ MJLF TP�

λ xs θ0 → NGV UFNQ = DQZ (FYQFOTJWF xs) KP
NQQR k VKOGU QP θ0 { θ →

HBVTTϵ,δ (f (WPDQZ UFNQ) θ) }

*O UIJT FYBNQMF UIF UZQF PG UFNQ JT B #[xs!1] FCVC 	B ۠CPY PG EBUB 1�TFOTJUJWF JO xsۡ
 JOEJDBUJOH
UIBU XIFO VOCPYFE UFNQ XJMM SFQPSU 1�TFOTJUJWJUZ X�S�U xs  OPU UFNQ� f JT UIFO BCMF UP NBLF HPPE
PO JUT QSPNJTF UP HBVTT UIBU UIF SFTVMU PG f JT 1�TFOTJUJWF JO xs 	BTTVNJOH f JT 1�TFOTJUJWF JO JUT STU
BSHVNFOU
 BOE HBVTT QSPQFSMZ SFQPSUT JUT QSJWBDZ ۠DPTUۡ JO UFSNT PG xs  OPU UFNQ�

8F VTF FYBDUMZ UIJT QB॒FSO JO NBOZ PG PVS DBTF TUVEJFT XIFSF expensive JT B QSF�QSPDFTTJOH
PQFSBUJPO PO UIF JOQVU EBUB 	F�H� DMJQQJOH PS OPSNBMJ[JOH
 BOE f JT B NBDIJOF�MFBSOJOH USBJOJOH PQ�
FSBUJPO TVDI BT DPNQVUJOH BO JNQSPWFENPEFM CBTFE PO UIF DVSSFOU NPEFM θ BOE UIF QSF�QSPDFTTFE
JOQVU EBUB temp�

��� ࣐ࣟ࣠% 4ZOUBY � 5ZQJOH 3VMFT
'JHVSF � TIPXT B DPSF TVCTFU PG TZOUBY GPS CPUI MBOHVBHFT�8F POMZ QSFTFOU UIF QSJWBDZ GSBHNFOU GPS
(ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ JO UIF DPSF GPSNBMJTN BMUIPVHI TVQQPSU GPS PUIFS WBSJBOUT 	BOE DPNCJOFE
WBSJBOUT
 JT TUSBJHIUGPSXBSE BT TLFUDIFE JO UIF QSFWJPVT TFDUJPO� 4FF UIF FYUFOEFE WFSTJPO PG UIJT
QBQFS </FBS FU BM� ����> GPS UIF DPNQMFUF QSFTFOUBUJPO PG UIF GVMM MBOHVBHF JODMVEJOH BMM BEWBODFE
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Γ - e : τ

/१ॺ

- n : N

3५१ॲ

- r : R

4९ॴ७ॲ५ॺॵॴ /१ॺ

- N[n] : N[n]

4९ॴ७ॲ५ॺॵॴ 3५१ॲ

- R+[ṙ ] : R+[ṙ ]

3५१ॲং4
Γ - e : N[n]

- TGCN e : R+[n]

3५१ॲং%
Γ - e : N

Γ - TGCN e : R
5९ॳ५ॹং%4
Γ1 - e1 : R Γ2 - e2 : R+[ṙ ]

ṙΓ1 - e1 · e2 : τ

.ॵ४ং%4
Γ1 - e1 : R Γ2 - e2 : R+[ṙ ]

3Γ1 4ṙ - e1 OQF e2 : τ

7१ॸ

{x :1 τ } - x : τ
-५ॺ
Γ1 - e1 : τ1 Γ2 5 {x :s τ1} - e2 : τ2

sΓ1 + Γ2 - NGV x = e1 KP e2 : τ2

"ং*
Γ 5 {x :s τ1} - e : τ2

Γ - (λ x : τ1 ⇒ e) : τ1 "s τ2
"ং&
Γ1 - e1 : τ1 "s τ2 Γ2 - e2 : τ1

Γ1 + sΓ2 - e1 e2 : τ2

"∗ং*
Γ 5 {x1 :p1 τ1, ...,xn :pn τn } - e : τ

3Γ4∞ - (pλ (x1 : τ1, ...,xn : τn)⇒ e) : (τ1!p1, ...,τn!pn) "
∗ τ

#ॵॾং*
Γ - e : τ

- DQZ e : DQZ[Γ] τ

#ॵॾং&
Γ - e : DQZ[Γ′] τ

Γ+ Γ′ - WPDQZ e : τ

4ॻ२
Γ1 - e : τ Γ1 ≤ Γ2

Γ2 - e : τ

Γ - e : τ3५ॺॻॸॴ
Γ - e : τ

3Γ4∞ - TGVWTP e : τ

#९ॴ४
Γ1 - e1 : τ1 Γ2 5 {x :∞ τ1} - e2 : τ2

Γ1 + Γ2 - x ← e1 ; e2 : τ2
"∗ং&
Γ - e : (τ1!p1, ...,τn!pn) "

∗ τ 3Γ1 41 - e1 : τ1 ··· 3Γn 41 - en : τn

3Γ4∞ + 3Γ1 4p1 + ···+ 3Γn 4pn - e(e1, ..., en) : τ
-ॵॵॶ ࡕࡖࡔࡒࡧࡕ"	 
ࡠ࡚ࡥ࡚ࡤࡠࡡ࡞ࡠ$

Γ1 - e1 : R+[δ ′] Γ2 - e2 : N[n] Γ3 - e3 : τ Γ4 + 36Γ′474
ϵ,δ
{x ′

1
, ...,x ′n }

5 {x1 :∞ N,x2 :∞ τ } - e4 : τ

3Γ3 4∞ + 3Γ4 4∞ + 36Γ′474
2ϵ
√
2n MO(1/δ ′),δ ′+nδ

{x ′
1
, ...,x ′n }

- NQQR[e1] e2 QP e3 <x
′
1, ...,x

′
n> {x1,x2 ⇒ e4} : τ

(१ॻॹॹ
Γ1 - e1 : R+[ṙs ] Γ2 - e2 : R+[ϵ] Γ3 - e3 : R+[δ ] Γ4 + 36Γ′474

ṙs
{x1, ...,xn }

- e4 : R

3Γ4 4∞ + 36Γ′474
ϵ,δ
{x ′

1
, ...,x ′n }

- ICWUU[e1, e2, e3] <x ′1, ...,x
′
n> {e4} : R

'JH� �� $PSF 5ZQJOH 3VMFT

WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ�8F VTF DPMPS DPEJOH UP EJTUJOHVJTI CFUXFFO UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF
QSJWBDZ MBOHVBHF BOE TIBSFE TZOUBY CFUXFFO MBOHVBHFT� य़F TFOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ MBOHVBHFT
TIBSF TZOUBY GPS WBSJBCMFT BOE UZQFT XIJDI BSF UZQFTFU JO CMVF� &YQSFTTJPOT JO UIF TFOTJUJWJUZ
MBOHVBHF BSF UZQFTFU JO HSFFO XIJMF FYQSFTTJPOT JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF BSF UZQFTFU JO SFE��

5ZQFT τ JODMVEF CBTF OVNFSJD UZQFT N BOE R BOE UIFJS USFBUNFOU JT TUBOEBSE� 8F JODMVEF TJOHMF�
UPO OVNFSJD UZQFTN[n] BOE R+[ṙ ]� UIFTF UZQFT DMBTTJGZ SVOUJNF OVNFSJD WBMVFT XIJDI BSF JEFOUJDBM
UP UIF TUBUJD JOEFYn PS ṙ  F�H�N[n] JT B UZQF XIJDI FYBDUMZ EFTDSJCFT JUT SVOUJNF WBMVF BT UIF OVNCFS
n� 4UBUJD SFBMT POMZ SBOHF PWFS OPO�OFHBUJWF WBMVFT BOEXFXSJUF ṙ GPS FMFNFOUT PG UIF OPO�OFHBUJWF
SFBMT R+� 4JOHMFUPO OBUVSBM OVNCFST BSF VTFE QSJNBSJMZ UP DPOTUSVDU NBUSJDFT XJUI TPNF TUBUJDBMMZ
LOPXO EJNFOTJPO BOE UP FYFDVUF MPPQT GPS TPNF TUBUJDBMMZ LOPXO OVNCFS PG JUFSBUJPOT� 4JOHMFUPO
SFBM OVNCFST BOE BSF VTFE QSJNBSJMZ GPS USBDLJOH TFOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ RVBOUJUJFT� /PWFM JO %ॻ५ॺ
JT B ۠CPYFEۡ UZQF CPY[Γs ] τ XIJDI EFMBZT UIF ۠QBZNFOUۡ PG B WBMVFT TFOTJUJWJUZ UP CF VOCPYFE BOE

�$PMPST XFSF DIPTFO UP NJOJNJ[F BNCJHVJUZ GPS DPMPSCMJOE QFSTPOT GPMMPXJOH B DPMPSCMJOE�GSJFOEMZ QBMF॒F� IUUQ���NLXFC�
CDHTD�DB�DPMPSCMJOE�JNH�DPMPSCMJOEOFTT�QBMFUUFT�QOH
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۠QBJE GPSۡ JO B TFQBSBUF DPOUFYU� #PYJOH JT EJTDVTTFE JO NPSF EFUBJM MBUFS JO UIJT TFDUJPO� य़F TFOTJ�
UJWJUZ GVODUJPO TQBDF 	B MB 'V[[
 JT XSJ॒FO τ1 "s τ2 BOE FODPEFT BO s�TFOTJUJWF GVODUJPO GSPN τ1
UP τ2� य़F QSJWBDZ GVODUJPO TQBDF 	OPWFM JO %ॻ५ॺ
 JT XSJ॒FO (τ1!p1, ...,τn!pn) "∗ τ BOE FODPEFT
B NVMUJ�BSJUZ GVODUJPO UIBU QSFTFSWFT pi �QSJWBDZ GPS JUT iUI BSHVNFOU� 1SJWBDZ GVODUJPOT BSF NVMUJ�
BSJUZ CFDBVTF GVODUJPOT PG NVMUJQMF BSHVNFOUT DBOOPU CF SFDPWFSFE GSPN JUFSBUJOH GVODUJPOT PWFS
TJOHMF BSHVNFOUT JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF BT DBO CF EPOF JO UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF�
*O PVS JNQMFNFOUBUJPO BOE FYUFOEFE QSFTFOUBUJPO PG %ॻ५ॺ JO UIF FYUFOEFE WFSTJPO PG UIJT QBQFS

XF HFOFSBMJ[F UIF TUBUJD SFQSFTFOUBUJPOT PG OBUVSBM OVNCFST BOE SFBMT UP TZNCPMJD FYQSFTTJPO η
XIJDI NBZ CF BSCJUSBSZ TZNCPMJD QPMZOPNJBM GPSNVMBT JODMVEJOH WBSJBCMFT� &�H� TVQQPTF ϵ JT B
UZQF�MFWFM WBSJBCMF SBOHJOH PWFS SFBM OVNCFST BOE x :N[ϵ] UIFO 2x :N[2ϵ]� 0VS UZQF DIFDLFS LOPXT
UIJT JT UIF TBNF UZQF BT N[ϵ+ϵ] VTJOH B DVTUPN TPMWFS XF JNQMFNFOUFE CVU EP OPU EFTDSJCF JO
UIJT QBQFS� #FDBVTF UIF UZQFMFWFM SFQSFTFOUBUJPO PG B OBUVSBM OVNCFS DBO CF B WBSJBCMF JUT WBMVF JT
UIFSFGPSF OPU TUBUJDBMMZ EFUFSNJOFE SBUIFS JU JT TUBUJDBMMZ USBDLFE WJB UZQFMFWFM TZNCPMJD GPSNVMBT�

5ZQF DPOUFYUT JO UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF Γs USBDL UIF TFOTJUJWJUZ s PG FBDI GSFF WBSJBCMF XIFSFBT
JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF Γp UIFZ USBDL QSJWBDZ DPTU p� 4FOTJUJWJUJFT BSF OPO�OFHBUJWF SFBMT ṙ FYUFOEFE
XJUI B EJTUJOHVJTIFE JOOJUZ FMFNFOU∞ BOE QSJWBDZ DPTUT BSF TQFDJD UP UIF DVSSFOU QSJWBDZNPEF�
*O UIF DBTF PG (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ p IBT UIF GPSN ϵ,δ PS∞ XIFSF ϵ BOE δ SBOHF PWFS R+�

8F SFVTF OPUBUJPO DPOWFOUJPOT GSPN 'V[[ GPS NBOJQVMBUJOH DPOUFYUT F�H� Γ1+Γ2 JT QBSUJBM BOE
EFOFE POMZ XIFO CPUI DPOUFYUT BHSFF PO UIF UZQF PG FBDI WBSJBCMF� BEEJOH DPOUFYUT BEET TFOTJUJWJ�
UJFT QPJOUXJTF J�F� {x :s1+s2τ } ∈ Γ1+Γ2 XIFO {x :s1τ } ∈ Γ1 BOE {x :s2τ } ∈ Γ2� BOE TDBMJOH DPOUFYUT
TDBMFT TFOTJUJWJUJFT QPJOUXJTF J�F� {x :ss ′τ } ∈ sΓ XIFO {x :s ′τ } ∈ Γ�

8F JOUSPEVDF B OFX PQFSBUJPO OPU TIPXO JO QSJPS XPSL DBMMFE USVODBUJPO BOE XSJ॒FO 3s14s2 GPS
USVODBUJOH B TFOTJUJWJUZ BOE 3Γ4s GPS USVODBUJOH B TFOTJUJWJUZ DPOUFYU XIJDI JT QPJOUXJTF USVODBUJPO
PG TFOTJUJWJUJFT� 4FOTJUJWJUZ USVODBUJPO 3 4s NBQT 0 UP 0 BOE BOZ PUIFS WBMVF UP s�

3 4 ∈ TFOT × TFOT→ TFOT 3s14s2 !

{

0 JG s1 = 0
s2 JG s1 ! 0

5SVODBUJPO JT EFOFE BOBMPHPVTMZ GPS QSJWBDJFT 3p14p2  GPS DPOWFSUJOH CFUXFFO TFOTJUJWJUJFT BOE
QSJWBDJFT 3s 4p BOE 3p4s  BOE BMTP GPS MJॏJOHT PG UIFTF PQFSBUJPOT QPJOUXJTF PWFS DPOUFYUT 3Γ4p  3Γ4p
BOE 3Γ4s � 4FOTJUJWJUZ USVODBUJPO JT VTFE GPS UZQJOH UIF NPEVMVT PQFSBUPS BOE USVODBUJOH CFUXFFO
TFOTJUJWJUJFT BOE QSJWBDJFT JT BMXBZT UP ∞�∞ BOE BQQFBST GSFRVFOUMZ JO UZQJOH SVMFT UIBU FNCFE
TFOTJUJWJUZ UFSNT JO QSJWBDZ UFSNT BOE WJDF WFSTB�
य़F TZOUBY BOE MBOHVBHF GFBUVSFT GPS CPUI TFOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ MBOHVBHFT BSF EJTDVTTFE OFYU

BMPOHTJEF UIFJS UZQJOH SVMFT� 'JHVSF � TIPXT B DPSF TVCTFU PG UZQJOH SVMFT GPS CPUI MBOHVBHFT� *O
UIF UZQJOH SVMFT UIF MBOHVBHFT FNCFE XJUIJO FBDI PUIFSۘTFOTJUJWJUZ UZQJOH DPOUFYUT BSF USBOT�
GPSNFE JOUP QSJWBDZ DPOUFYUT BOE WJDF WFSTB� 5ZQF SVMFT BSF XSJ॒FO JO MPHJDBM TUZMF XJUI BO FYQMJDJU
TVCTVNQUJPO SVMF BMUIPVHI B QVSFMZ BMHPSJUINJD QSFTFOUBUJPO JT QPTTJCMF 	OPU TIPXO
 GPMMPXJOH
JEFBT GSPN "[FWFEP EF "NPSJN FU BM <%F "NPSJN FU BM� ����> XIJDI TFSWFT BT UIF CBTJT GPS PVS
JNQMFNFOUBUJPO�

��� 4FOTJUJWJUZ -BOHVBHF
%ॻ५ॺT TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF JT TJNJMBS UP UIBU PG %'V[[ <(BCPBSEJ FU BM� ����> FYDFQU UIBU XF FY�
UFOE JU XJUI TJHOJDBOU OFX UPPMT GPS NBDIJOF MFBSOJOH JO 4FDUJPO �� 8F EP OPU QSFTFOU TUBOEBSE
MJOFBS MPHJD DPOOFDUJWFT TVDI BT TVNT BEEJUJWF QSPEVDUT BOE NVMUJQMJDBUJWF QSPEVDUT 	B MB 'V[[

PS TZNCPMJD UZQF�MFWFM FYQSFTTJPOT 	B MB %'V[[
 BMUIPVHI FBDI BSF JNQMFNFOUFE JO PVS UPPM BOE
EFTDSJCFE GPSNBMMZ JO UIF FYUFOEFE WFSTJPO PG UIJT QBQFS </FBS FU BM� ����>� 8F EP OPU GPSNBMJ[F PS
JNQMFNFOU HFOFSBM SFDVSTJWF UZQFT JO PSEFS UP FOTVSF UIBU BMM %ॻ५ॺ QSPHSBNT UFSNJOBUF� *ODMVEJOH
HFOFSBM SFDVSTJWF UZQFT XPVME CF TUSBJHIUGPSXBSE JO %ॻ५ॺ 	GPMMPXJOH UIF EFTJHO PG 'V[[
 IPXFWFS
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TVDI B EFDJTJPO DPNFT XJUI LOPXO MJNJUBUJPOT� "T EFTDSJCFE JO 'V[[ <3FFE BOE 1JFSDF ����> SF�
RVJSJOH UIBU BMM GVODUJPOT UFSNJOBUF JT OFDFTTBSZ JO PSEFS UP HJWF CPUI TPVOE BOE VTFGVM UZQFT UP
QSJNJUJWFT MJLF TFU�MUFS� य़F EFTJHO TQBDF GPS UIF DPNCJOBUJPO PG TFOTJUJWJUZ UZQFT BOE OPOUFSNJ�
OBUJPO JT TVCUMF BOE EJTDVTTFE FYUFOTJWFMZ JO QSJPS XPSL <"[FWFEP EF "NPSJN FU BM� ����� 3FFE
BOE 1JFSDF ����>�

5ZQJOH GPS MJUFSBM WBMVFT JT JNNFEJBUF 	/१ॺ 3५१ॲ
� 4JOHMFUPO WBMVFT BSF DPOTUSVDUFE VTJOH UIF TBNF
TZOUBY BT UIFJS UZQFT BOE XIFSF UIF UZQF MFWFM SFQSFTFOUBUJPO JT JEFOUJDBM UP UIF MJUFSBM 	4९ॴ७ॲ५ॺॵॴ
/१ॺ 4९ॴ७ॲ५ॺॵॴ 3५१ॲ
� /BUVSBMT DBO CF DPOWFSUFE UP SFBM OVNCFST UISPVHI UIF FYQMJDJU DPOWFSTJPO PQ�
FSBUJPO TGCN 	3५१ॲং4 3५१ॲং%
� 'PS UIF QVSQPTFT PG TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT TUBUJDBMMZ LOPXO OVNCFST BSF
DPOTJEFSFE DPOTUBOU BOE BT B DPOTFRVFODF BOZ UFSN UIBU VTFT POF JT DPOTJEFSFE 0�TFOTJUJWF JO UIF
TUBUJDBMMZ LOPXO UFSN� य़F SFTVMU PG UIJT JT UIBU UIF TFOTJUJWJUZ FOWJSPONFOU Γ BTTPDJBUFE XJUI UIF
TVCUFSN BU TJOHMFUPO UZQF JT ESPQQFE GSPN UIF PVUQVU FOWJSPONFOU F�H� JO 3५१ॲং4� य़JT ESPQQJOH JT
KVTUJFE CZ PVS NFUSJD TQBDF JOUFSQSFUBUJPO !N[n]" GPS TUBUJDBMMZ LOPXO OVNCFST BT TJOHMFUPO TFUT
{n} BOE CFDBVTF GPS BMM x ,y ∈ !N[n]" x = y BOE UIFSFGPSF |x − y | = 0�
5ZQF SVMFT GPS BSJUINFUJD PQFSBUJPOT BSF HJWFO JO NVMUJQMF WBSJBUJPOT EFQFOEJOH PO XIFUIFS PS

OPU FBDI BSHVNFOU JT USBDLFE TUBUJDBMMZ PS EZOBNJDBMMZ� 8F TIPX POMZ UIF SVMF GPS NVMUJQMJDBUJPO
XIFO UIF MFॏ BSHVNFOU JT EZOBNJD BOE UIF SJHIU BSHVNFOU JT TUBUJD 	5९ॳ५ॹং%4
� य़F SFTVMUJOH TFOTJUJW�
JUZ FOWJSPONFOU SFQPSUT UIF TFOTJUJWJUJFT PG e1 TDBMFE CZ ṙۘUIF TUBUJDBMMZ LOPXO WBMVF PG e2ۘBOE
UIF TFOTJUJWJUJFT GPS e2 BSF OPU SFQPSUFE CFDBVTF JUT WBMVF JT YFE BOE DBOOPU WBSZ BT EJTDVTTFE
BCPWF� 8IFO CPUI BSHVNFOUT BSF EZOBNJD UIF SFTVMUJOH TFOTJUJWJUZ FOWJSPONFOU JT ∞(Γ1 + Γ2)
J�F� BMM QPUFOUJBMMZ TFOTJUJWF WBSJBCMFT GPS FBDI FYQSFTTJPO BSF CVNQFE UP JOOJUZ� य़F NPEVMVT PQ�
FSBUJPO JT TJNJMBS UP NVMUJQMJDBUJPO JO UIBU XF IBWF DBTFT GPS FBDI WBSJBUJPO PG TUBUJD PS EZOBNJD
BSHVNFOUT IPXFWFS UIF DPOUFYU JT USVODBUFE SBUIFS UIBO TDBMFE JO UIF DBTF PG POF TJOHMFUPO�UZQFE
QBSBNFUFS� XF TIPX POMZ UIJT TUBUJD�EZOBNJD WBSJBOU JO UIF HVSF 	.ॵ४ং%4
�
5ZQJOH GPS WBSJBCMFT 	7१ॸ
 BOE GVODUJPOT 	#ং* #ং&
 JT UIF TBNF BT JO 'V[[� WBSJBCMFT BSF SFQPSUFE

JO UIF TFOTJUJWJUZ FOWJSPONFOU XJUI TFOTJUJWJUZ 1� BOE DMPTVSFT BSF DSFBUFE CZ BOOPUBUJOH UIF BSSPX
XJUI UIF TFOTJUJWJUZ s PG UIF BSHVNFOU JO UIF CPEZ BOE CZ SFQPSUJOH UIF SFTU PG UIF TFOTJUJWJUJFT Γ
GSPN UIF GVODUJPO CPEZ BT UIF TFOTJUJWJUZ PG XIPMF DMPTVSF BT B XIPMF� BOE GVODUJPO BQQMJDBUJPO
TDBMFT UIF BSHVNFOU CZ UIF GVODUJPOT TFOTJUJWJUZ s �
य़F STU OFX 	X�S�U� %'V[[
 UFSN JO PVS TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF JT UIF QSJWBDZ MBNCEB� 1SJWBDZ MBNC�

EBT BSF NVMUJ�BSJUZ 	BT PQQPTFE UP TJOHMF�BSJUZ TFOTJUJWJUZ MBNCEBT
 CFDBVTF UIF QSJWBDZ MBOHVBHF
EPFT OPU TVQQPSU DVSSZJOH UP SFDPWFS NVMUJ�BSHVNFOU GVODUJPOT� 1SJWBDZ MBNCEBT BSF DSFBUFE JO
UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF XJUI pλ (x : τ , ...,x : τ )⇒ e BOE BQQMJFE JO UIF QSJWBDZ MBOHVBHF XJUI
e(e, ..., e)� य़F UZQJOH SVMF GPS QSJWBDZ MBNCEBT 	"∗ং*
 UZQFT UIF CPEZ PG UIF MBNCEB JO B QSJWBDZ
UZQF DPOUFYU FYUFOEFE XJUI JUT GPSNBM QBSBNFUFST BOE UIF QSJWBDZ DPTU PG FBDI QBSBNFUFS JT BO�
OPUBUFE PO JUT GVODUJPO BSHVNFOU UZQF� 6OMJLF TFOTJUJWJUZ MBNCEBT UIF QSJWBDZ DPTU PG WBSJBCMFT JO
UIF DMPTVSF FOWJSPONFOU BSF OPU QSFTFSWFE JO UIF SFTVMUJOH UZQJOH KVEHNFOU� य़F SFBTPO GPS UIJT JT
UXPGPME� 	�
 UIF OBM ۠DPTUۡ GPS WBSJBCMFT JO UIF DMPTVSF FOWJSPONFOU EFQFOET PO IPX NBOZ UJNFT
UIF DMPTVSF JT DBMMFE BOE JO UIF BCTFODF PG UIJT LOPXMFEHF XF NVTU DPOTFSWBUJWFMZ BTTVNF UIBU JU
DPVME CF DBMMFE BO JOOJUF OVNCFS PG UJNFT BOE 	�
 UIF JOUFSQSFUBUJPO PG BO ∞�TFOTJUJWF GVODUJPO
DPJODJEFT XJUI UIBU PG BO∞�QSJWBUF GVODUJPO TP XF DBO TPVOEMZ DPOWFSU CFUXFFO∞�QSJWBDZ�DPTU
BOE∞�TFOTJUJWJUZ DPOUFYUT GSFFMZ VTJOH USVODBUJPO�

य़F OBM UXP OFX UFSNT JO PVS TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF BSF JOUSPEVDUJPO BOE FMJNJOBUJPO GPSNT GPS
۠CPYFTۡ 	#ॵॾং* BOE #ॵॾং&
� #PYFT IBWF OP PQFSBUJPOBM CFIBWJPS BOE BSF QVSFMZ B UZQF�MFWFM NFDIB�
OJTN GPS USBDLJOH TFOTJUJWJUZ� य़F SVMFT GPS CPY JOUSPEVDUJPO DBQUVSF UIF TFOTJUJWJUZ DPOUFYU PG UIF
FYQSFTTJPO BOE UIF SVMF GPS CPY FMJNJOBUJPO QBZT GPS UIBU DPTU BU B MBUFS UJNF� #PYFT BSF SFNJOJTDFOU
PG DPOUFYUVBM NPEBM UZQF UIFPSZ </BOFWTLJ FU BM� ����>ۘUIFZ BMMPX UFNQPSBSZ DBQUVSF PG B MJOFBS
DPOUFYU WJB CPYJOHۘUIFSFCZ EFGFSSJOH JUT QBZNFOUۘBOE SF�JOUSPEVDUJPO PG UIF DPOUFYU BU MBUFS UJNF
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WJB VOCPYJOH� *O B MJOFBS UZQF TZTUFN UIBU TVQQPSUT TDBMJOH UIJT CPYJOH XPVME OPU CF OFDFTTBSZ
CVU JU CFDPNFT OFDFTTBSZ JO PVS TZTUFN UP BDIJFWF UIF EFTJSFE PQFSBUJPOBM CFIBWJPS XIFO JOUFS�
BDUJOH XJUI UIF QSJWBDZ MBOHVBHF XIJDI EPFT OPU TVQQPSU TDBMJOH� &�H� JO NBOZ PG PVS FYBNQMFT
XF QFSGPSN TPNF QSF�QSPDFTTJOH PO UIF EBUBCBTF QBSBNFUFS 	TVDI BT DMJQQJOH
 BOE UIFO VTF UIJT
QBSBNFUFS JO UIF CPEZ PG B MPPQ� 8JUIPVU CPYJOH UIF POMZ XBZ UP BDIJFWF UIF EFTJSFE TFNBOUJDT
JT UP SF�DMJQ UIF JOQVU 	B EFUFSNJOJTUJD PQFSBUJPO
 FWFSZ UJNF BSPVOE UIF MPPQۘCPYJOH BMMPXT ZPV
UP DMJQ PO UIF PVUTJEF PG UIF MPPQ BOE SFNFNCFS UIBU QSJWBDZ DPTUT TIPVME CF ۠CJMMFEۡ UP UIF JOJUJBM
JOQVU�

��� 1SJWBDZ -BOHVBHF
%ॻ५ॺT QSJWBDZ MBOHVBHF JT EFTJHOFE TQFDJDBMMZ UP FOBCMF UIF DPNQPTJUJPO PG JOEJWJEVBM EJFSFO�
UJBMMZ QSJWBUF DPNQVUBUJPOT� *U IBT B MJOFBS UZQF TZTUFN CVU VOMJLF UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF BOOP�
UBUJPOT JOTUFBE USBDL QSJWBDZ DPTU BOE UIF QSJWBDZ MBOHVBHF EPFT OPU BMMPX TDBMJOH PG UIFTF BOOP�
UBUJPOT UIBU JT UIF OPUBUJPO pΓ JT OPU VTFE BOE DBOOPU CF EFOFE� 4ZOUBY TGVWTP e BOE x←e;e
	QSPOPVODFE ۠CJOEۡ
 BSF TUBOEBSE GSPN 'V[[ BT BSF UIFJS UZQJOH SVMFT 	3५ॺॻॸॴ #९ॴ४
 FYDFQU GPS PVS
FYQMJDJU DPOWFSTJPO GSPN B TFOTJUJWJUZ DPOUFYU Γ UP B QSJWBDZ DPOUFYU Γ CZ USVODBUJPO UP JOOJUZ JO
UIF DPODMVTJPO PG 3५ॺॻॸॴ� #९ॴ४ FODPEFT FYBDUMZ UIF QPTU�QSPDFTTJOH QSPQFSUZ PG EJFSFOUJBM QSJWBDZۘ
JU BMMPXT e2 UP VTF UIF WBMVF DPNQVUFE CZ e1 BOZ OVNCFS PG UJNFT BॏFS QBZJOH GPS JU PODF�

1SJWBDZ BQQMJDBUJPO e(e, ..., e) BQQMJFT B QSJWBDZ GVODUJPO 	pλ DSFBUFE JO UIF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF

UP B TFRVFODF PG ��TFOTJUJWJUZ BSHVNFOUTۘUIF TFOTJUJWJUZ JT FOGPSDFE CZ UIF UZQJOH SVMF� य़F UZQF
SVMF 	"∗ং&
 DIFDLT UIBU UIF STU UFSN QSPEVDFT B QSJWBDZ GVODUJPO BOE BQQMJFT JUT QSJWBDZ DPTUT UP
GVODUJPO BSHVNFOUT XIJDI BSF SFTUSJDUFE CZ UIF UZQF TZTUFN UP CF ��TFOTJUJWF� 8F VTF USVODBUJPO JO
XFMM�UZQFE IZQPUIFTJT GPS e1 ��� en UP FODPEF UIF SFTUSJDUJPO UIBU UIF BSHVNFOU NVTU CF ��TFOTJUJWF�
य़JT SFTUSJDUJPO JT DSVDJBM GPS UZQF TPVOEOFTTۘBSCJUSBSZ UFSNT DBOOPU CF HJWFO UJHIU QSJWBDZ CPVOET
TUBUJDBMMZ EVF UP UIF MBDL PG B UJHIU TDBMJOH PQFSBUJPO JO UIF NPEFM GPS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ�य़F
TBNF JT USVF GPS PUIFS BEWBODFE WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ�
य़F NQQR FYQSFTTJPO JT GPS MPPQ JUFSBUJPO YFE UP B TUBUJDBMMZ LOPXO OVNCFS PG JUFSBUJPOT� य़F

TZOUBY JODMVEFT B MJTU PG WBSJBCMFT 	<x , ...,x>
 UP JOEJDBUF XIJDI WBSJBCMFT TIPVME CF DPOTJEFSFE
XIFO DBMDVMBUJOH OBM QSJWBDZ DPTUT BT FYQMBJOFE TIPSUMZ� य़F UZQJOH SVMF 	-ॵॵॶ
 FODPEFT BEWBODFE
DPNQPTJUJPO GPS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� e1 JT UIF δ ′ QBSBNFUFS UP UIF BEWBODFE DPNQPTJUJPO
CPVOE BOE e2 JT UIF OVNCFS PG MPPQ JUFSBUJPOTۘFBDI PG UIFTF WBMVFT NVTU CF TUBUJDBMMZ LOPXO
XIJDI XF FODPEF XJUI TJOHMFUPO UZQFT 	B MB %'V[[
� 4UBUJDBMMZ LOPXO WBMVFT BSF YFE BOE UIFJS
TFOTJUJWJUJFT EP OPU BQQFBS JO UIF SFTVMUJOH DPOUFYU� e3 JT UIF JOJUJBM WBMVF QBTTFE UP UIF MPPQ BOE
GPS XIJDI OP DMBJN JT NBEF PG QSJWBDZ JOEJDBUFE CZ USVODBUJPO UP JOOJUZ� e4 JT B MPPQ CPEZ XJUI
GSFF WBSJBCMFT x1 BOE x2 XIJDI XJMM CF JUFSBUFE e2 UJNFT XJUI UIF STU WBSJBCMF CPVOE UP UIF JUFSBUJPO
JOEFY BOE UIF TFDPOE WBSJBCMF CPVOE UP UIF MPPQ TUBUF XIFSF e3 JT VTFE BT UIF TUBSUJOH WBMVF� य़F
MPPQ CPEZ e4 JT DIFDLFE JO B QSJWBDZ DPOUFYU Γ4 + 36Γ′474

ϵ, δ
{x ′

1
, ...,x ′n }

 TIPSUIBOE GPS 3 6Γ′47{x ′1, ...,x ′n } 4
ϵ, δ

XIFSF 6Γ′47{x ′1, ...,x ′n } JT B DPOUFYU SFTUSJDUFE UP POMZ UIF WBSJBCMFT x ′1, ...,x
′
n � य़F ϵ,δ JT BO VQQFS

CPVOE PO UIF QSJWBDZ DPTU PG UIF WBSJBCMFT x ′i JO UIF MPPQ CPEZ BOE UIF SFTVMUJOH QSJWBDZ CPVOE JT
SFTUSJDUFE UP POMZ UIPTF WBSJBCMFT�य़JT BMMPXT WBSJBCMFT GPS XIJDI UIF QSPHSBNNFS JT OPU JOUFSFTUFE
JO USBDLJOH QSJWBDZ UP BQQFBS JO Γ4 JO UIF QSFNJTF BOE UIF SVMFT DPODMVTJPO NBLFT OP DMBJNT BCPVU
QSJWBDZ GPS UIFTF WBSJBCMFT� 8F NBLF VTF PG UIJT GFBUVSF JO BMM PG PVS FYBNQMFT QSPHSBNT�
य़F ICWUU FYQSFTTJPO JT B NFDIBOJTN PG (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� PUIFS NFDIBOJTNT BSF VTFE

GPS PUIFS QSJWBDZ WBSJBOUT� -JLF UIF MPPQ FYQSFTTJPO NFDIBOJTN FYQSFTTJPOT UBLF B MJTU PG WBSJBCMFT
UP JOEJDBUF XIJDI WBSJBCMFT TIPVME CF DPOTJEFSFE JO UIF OBM QSJWBDZ DPTU� य़F UZQJOH SVMF 	(१ॻॹॹ

JT TJNJMBS JO TQJSJU UP -ॵॵॶ� JU UBLFT QBSBNFUFST UP UIF NFDIBOJTN XIJDI NVTU CF TUBUJDBMMZ LOPXO
	FODPEFE BT TJOHMFUPO UZQFT
 B MJTU PG WBSJBCMFT UP DPOTJEFS GPS UIF QVSQPTFT PG UIF SFTVMUJOH QSJWBDZ
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ ������

CPVOE BOE B UFSN {e} GPS XIJDI UIFSF JT B CPVOE ṙ PO UIF TFOTJUJWJUZ PG GSFF WBSJBCMFT x1, ...,xn � य़F
SFTVMUJOH QSJWBDZ HVBSBOUFF JT UIBU UIF UFSN JO CSBDLFUT {e} JT ϵ,δ EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF� 8IFSFBT
NQQR BOE BEWBODFE DPNQPTJUJPO DPOTJEFS B QSJWBDZ UFSN MPPQ CPEZXJUI BO VQQFS CPVOE PO QSJWBDZ
MFBLBHF ICWUU DPOTJEFST B TFOTJUJWJUZ UFSN CPEZ XJUI BO VQQFS CPVOE PO JUT TFOTJUJWJUZ�

��� .FUBUIFPSZ
8F EFOPUF TFOTJUJWJUZ MBOHVBHF UFSNT e ∈ FYQ JOUP UPUBM GVODUJPOBM MJOFBS NBQT CFUXFFO NFUSJD
TQBDFTۘUIF TBNF NPEFM BT UIF UFSNJOBUJOH GSBHNFOU PG 'V[[� &WFSZ UFSN JO PVS MBOHVBHF UFS�
NJOBUFT CZ EFTJHO XIJDI ESBNBUJDBMMZ TJNQMJFT PVS NPEFMT BOE QSPPGT� य़JT SFTUSJDUJPO QPTFT
OP JTTVFT JO JNQMFNFOUJOH NPTU EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT CFDBVTF TVDI
BMHPSJUINT UZQJDBMMZ UFSNJOBUF JO B TUBUJDBMMZ EFUFSNJOFE OVNCFS PG MPPQ JUFSBUJPOT JO PSEFS UP
BDIJFWF B QBSUJDVMBS QSJWBDZ DPTU�
5ZQFT JO %ॻ५ॺ EFOPUF NFUSJD TQBDFT BT JO 'V[[� 8F OPUBUF NFUSJD TQBDFT D UIFJS VOEFSMZJOH

DBSSJFS TFU ‖D‖ BOE UIFJS EJTUBODF NFUSJD |x − y |D  PS |x − y | XIFSF D DBO CF JOGFSSFE GSPN DPO�
UFYU� 4FOTJUJWJUZ UZQJOH KVEHNFOUT Γ - e : τ EFOPUF MJOFBS NBQT GSPN B TDBMFE DBSUFTJBO QSPEVDU
JOUFSQSFUBUJPO PG Γ�

!

Γ

{x1:s1τ1,...,xn :snτn} - τ " ! !s1!τ1" ⊗ ··· ⊗ !sn !τn" " !τ "

"MUIPVHI XF EP OPU NBLF NFUSJD TQBDF TDBMJOH FYQMJDJU JO PVS TZOUBY 	GPS UIF QVSQPTFT PG FFDUJWF
UZQF JOGFSFODF B MB %'V[[ <%F "NPSJN FU BM� ����>
 TDBMJOH CFDPNFT BQQBSFOU FYQMJDJUMZ JO PVS
NPEFM� 1SJWBDZ KVEHNFOUT Γ - e : τ EFOPUF QSPCBCJMJTUJD QSJWBDZ QSFTFSWJOH NBQT GSPN BO VOTDBMFE
QSPEVDU JOUFSQSFUBUJPO PG Γ�

!

Γ

{x1:p1τ1,...,xn :pnτn} - τ " ! (!τ1"!p1,...,!τn"!pn) "
∗ ‖!τ "‖

य़F NVMUJ�BSJUZ (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM�QSJWBDZ�QSFTFSWJOH NBQ JT EFOFE�
(D1!(ϵ1,δ1),...,Dn!(ϵn ,δn)) "∗ X !

{ f ∈ ‖D1‖ × ··· × ‖Dn ‖ → D(X )
| |xi − y |Di ≤ 1⇒ 1S[f (x1,...,xi ,...,xn) = d] ≤ eϵi1S[f (x1,...,y,...,xn) = d] + δi }

XIFSF D(X ) JT B EJTUSJCVUJPO PWFS FMFNFOUT JO X �
8F HJWF B GVMM TFNBOUJD BDDPVOU PG UZQJOH JO UIF FYUFOEFE WFSTJPO PG UIJT QBQFS </FBS FU BM� ����>

BT XFMM BT QSPWF LFZ UZQF TPVOEOFTT MFNNBT NBOZ PG XIJDI BQQFBM UP XFMM�LOPXO EJFSFOUJBM
QSJWBDZ QSPPGT GSPN UIF MJUFSBUVSF�
य़F OBM TPVOEOFTT UIFPSFN QSPWFO CZ JOEVDUJPO PWFS UZQJOH EFSJWBUJPOT JT UIBU UIF EFOPUB�

UJPOT GPS XFMM�UZQFE PQFO UFSNT es BOE ep JO XFMM�UZQFE FOWJSPONFOUT γs BOE γp BSF DPOUBJOFE JO
UIF EFOPUBUJPO PG UIFJS UZQJOH DPOUFYUT Γs - τ BOE Γp - τ �

5८५ॵॸ५ॳ ����
	�
 *G Γp - ep : τ BOE Γp - γp UIFO !ep"γp ∈ !Γp - τ "
	�
 *G Γs - es : τ BOE Γs - γs UIFO !es"γs ∈ !Γs - τ "

" DPSPMMBSZ JT UIBU BOZ XFMM�UZQFE QSJWBDZ MBNCEB GVODUJPO TBUJTFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS
FBDI PG JUT BSHVNFOUT X�S�U� UIBU BSHVNFOUT QSJWBDZ BOOPUBUJPO VTFE JO UZQJOH�

� -"/(6"(& 500-4 '03 ."$)*/& -&"3/*/(
.BDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT UZQJDBMMZ PQFSBUF PWFS B USBJOJOH TFU PG TBNQMFT BOE JNQMFNFOUBUJPOT
PG UIFTF BMHPSJUINT PॏFO SFQSFTFOU EBUBTFUT VTJOH NBUSJDFT� 5P FYQSFTT UIFTF BMHPSJUINT %ॻ५ॺ
JODMVEFT B DPSF NBUSJY "1* XIJDI FODPEFT TFOTJUJWJUZ BOE QSJWBDZ QSPQFSUJFT PG NBUSJY PQFSBUJPOT�
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������ /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

8F BEE B NBUSJY UZQF Mc
!
[m,n] τ  FODPEF WFDUPST BT TJOHMF�SPX NBUSJDFT BOE BEE UZQJOH SVMFT

GPS HSBEJFOU DPNQVUBUJPOT UIBU FODPEF EFTJSBCMF QSPQFSUJFT� 8F BMTP JOUSPEVDF B UZQF GPS NBUSJY JO�
EJDFT KFZ[n] GPS UZQF�TBGF JOEFYJOH� य़FTF OFX UZQFT BSF TIPXO JO 'JHVSF � BMPOH XJUI TFOTJUJWJUZ
PQFSBUJPOT PO NBUSJDFTۘFODPEFE BT MJCSBSZ GVODUJPOT CFDBVTF UIFJS UZQFT DBO CF FODPEFE VTJOH FY�
JTUJOH DPOOFDUJWFTۘBOE OFX NBUSJY�MFWFM EJFSFOUJBM QSJWBDZ NFDIBOJTNTۘFODPEFE BT QSJNJUJWF
TZOUBDUJD GPSNT CFDBVTF UIFJS UZQFT DBOOPU CF FYQSFTTFE VTJOH FYJTUJOH UZQF�MFWFM DPOOFDUJWFT�

*O UIF NBUSJY UZQFMc
!
[m,n] τ  UIFm BOE n QBSBNFUFST SFGFS UP UIF OVNCFS PG SPXT BOE DPMVNOT

JO UIF NBUSJY SFTQFDUJWFMZ� य़F " QBSBNFUFS EFUFSNJOFT UIF EJTUBODF NFUSJD VTFE GPS UIF NBUSJY
NFUSJD GPS UIF QVSQPTFT PG TFOTJUJWJUZ BOBMZTJT� UIF c QBSBNFUFS JT VTFE UP TQFDJGZ B OPSN CPVOE PO
FBDI SPX PG UIF NBUSJY XIJDI XJMM CF VTFGVM XIFO BQQMZJOH HSBEJFOU GVODUJPOT�

��� %JTUBODF .FUSJDT GPS .BUSJDFT
%JFSFOUJBMMZ QSJWBUF NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT UZQJDBMMZ NPWF GSPN POF EJTUBODF NFUSJD PO NB�
USJDFT BOE WFDUPST UP BOPUIFS BT UIF BMHPSJUIN QSPHSFTTFT� 'PS FYBNQMF UXP JOQVU USBJOJOH EBUBTFUT
BSF OFJHICPST JG UIFZ EJFS PO FYBDUMZ POF TBNQMF 	J�F� POF SPX PG UIF NBUSJY
 CVU UIFZ NBZ EJFS
BSCJUSBSJMZ JO UIBU SPX� "ॏFS DPNQVUJOH B HSBEJFOU UIF BMHPSJUIN NBZ DPOTJEFS UIF L2 TFOTJUJWJUZ
PG UIF SFTVMUJOH WFDUPSۘJ�F� UXP HSBEJFOUT д1 BOE д2 BSF OFJHICPST JG ‖д1 −д2‖2 ≤ 1� य़FTF BSF WFSZ
EJFSFOU OPUJPOT PG EJTUBODFۘCVU UIF STU JT SFRVJSFE CZ UIF EFOJUJPO PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ BOE
UIF TFDPOE JT SFRVJSFE BT B DPOEJUJPO PO UIF JOQVU UP UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN�
य़F " BOOPUBUJPO PO NBUSJY UZQFT JO %ॻ५ॺ FOBCMFT TQFDJGZJOH UIF EFTJSFE OPUJPO PG EJTUBODF

CFUXFFO SPXT� य़F BOOPUBUJPO JT POF PG L∞ L1 PS L2� BO BOOPUBUJPO PG L∞ GPS FYBNQMF NFBOT
UIBU UIF EJTUBODF CFUXFFO UXP SPXT JT FRVBM UP UIF L∞ OPSN PG UIF EJFSFODF CFUXFFO UIF SPXT�
य़F EJTUBODF CFUXFFO UXP NBUSJDFT JT BMXBZT FRVBM UP UIF TVN PG UIF EJTUBODFT CFUXFFO SPXT� य़F
EJTUBODF NFUSJD GPS UIF FMFNFOU EBUBUZQF τ EFUFSNJOFT UIF EJTUBODF CFUXFFO UXP DPSSFTQPOEJOH
FMFNFOUT BOE UIF SPX NFUSJD " TQFDJFT IPX UP DPNCJOF FMFNFOUXJTF EJTUBODFT UP EFUFSNJOF UIF
EJTUBODF CFUXFFO UXP SPXT�
'JHVSF � QSFTFOUT UIF DPNQMFUF TFU PG EJTUBODF NFUSJDT GPS NBUSJDFT BT XFMM BT SFBM OVNCFST BOE

UIF OFX EPNBJO EBUB GPS FMFNFOUT PG UIF D UZQF XIJDI JT PQFSBUJPOBMMZ B DPQZ PG R CVU XJUI B
EJTDSFUF EJTUBODF NFUSJD� .BOZ DPNCJOBUJPOT BSF QPTTJCMF JODMVEJOH UIF GPMMPXJOH DPNNPO POFT�
&Y� �� |X − X ′ |MU

L∞[m, n] D =
∑

i
NBYj |Xi, j − X ′i, j |D

%JTUBODF JT UIF OVNCFS PG SPXT PO XIJDI X BOE X ′ EJञFS � DPNNPOMZ VTFE UP EFTDSJCF OFJHICPSJOH
JOQVU EBUBTFUT�
&Y� �� |X − X ′ |MU

L1[m, n] R =
∑

i

∑

j
|Xi, j − X ′i, j |R

%JTUBODF JT UIF TVN PG FMFNFOUXJTF EJञFSFODFT�
&Y� �� |X − X ′ |MU

L2[m, n] R =
∑

i

√

∑

j
|Xi, j − X ′i, j |

2
R

%JTUBODF JT TVN PG UIF L2 OPSN PG UIF EJञFSFODFT CFUXFFO DPSSFTQPOEJOH SPXT�
&Y� �� |X − X ′ |MU

L2[1, n] R
=

√

∑

j
|X1, j − X ′1, j |

2
R

3FQSFTFOUT B WFDUPS� EJTUBODF JT L2 TFOTJUJWJUZ GPS WFDUPST BT SFRVJSFE CZ UIF (BVTTJBO NFDIBOJTN�
य़FTF EJTUBODF NFUSJDT BSF VTFE JO UIF UZQFT PG MJCSBSZ GVODUJPOT XIJDI PQFSBUF PWFS NBUSJDFT�

��� .BUSJY 0QFSBUJPOT
'JHVSF � TVNNBSJ[FT UIF NBUSJY PQFSBUJPOT BWBJMBCMF JO %ॻ५ॺT "1*� 8F GPDVT PO UIF OPO�TUBOEBSE
PQFSBUJPOT XIJDI BSF EFTJHOFE TQFDJDBMMZ GPS TFOTJUJWJUZ PS QSJWBDZ BQQMJDBUJPOT� 'PS FYBNQMF
GS�TFOT BMMPXT DPOWFSUJOH CFUXFFO OPUJPOT PG EJTUBODF CFUXFFO SPXT� XIFO DPOWFSUJOH GSPN L2 UP
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ ������

%PNBJO $BSSJFS� X ∈ TFU .FUSJD� | − | ∈ X → X → R 5 {∞}
SFBM R |r1 − r2 | ! |r1 − r2 |R

EBUB R |r1 − r2 | !
{

0 XIFO r1 = r2
1 XIFO r1 ! r2

NBUSJY[n1,n2]L∞(D) M[n1,n2](‖D‖) |m1 −m2 | !
∑

i
NBYj |m1[i, j] −m2[i, j]|D

NBUSJY[n1,n2]L1(D) M[n1,n2](‖D‖) |m1 −m2 | !
∑

i, j
|m1[i, j] −m2[i, j]|D

NBUSJY[n1,n2]L2(D) M[n1,n2](‖D‖) |m1 −m2 | !
∑

i

√

∑

j
|m1[i, j] −m2[i, j]|2D

'JH� �� %JTUBODF .FUSJDT GPS .BUSJDFT

" ∈ OPSN" L1 | L2 | L∞ c ∈ DMJQ" " | U τ ∈ UZQF # ... | D | KFZ[n] | Mc
!
[n,n] τ

SPXT : Mc
!
[m,n] τ "0 N[m] DPOWFSU : M!

!′
[m,n] D"1 M

7
!
[m,n] R

DPMT : Mc
!
[m,n] τ "0 N[n] DMJQ! : Mc

!′
[m,n] D"1 M

!
!′
[m,n] D

EJTDG : (τ "∞ R) "1 τ "1 D GS�TFOTL∞ : Mc
L∞[m,n] τ "√n M

c
L2[m,n] τ

VOEJTD : D"∞ R GS�TFOTL2 : Mc
L2[m,n] τ "√n M

c
L1[m,n] τ

USBOTQPTF : Mc
L1[m,n] τ "1 M

7
L1[n,m] τ UP�TFOT! : Mc

L1[m,n] τ "1 M
c
!
[m,n] τ

NDSFBUF : N[m] "0 N[n] "0 (KFZ[m] "∞ KFZ[n] "∞ τ ) "mn M
7
L1[m,n] τ

�[ , ] : Mc
!
[m,n] τ "1 KFZ[m] "∞ KFZ[n] "∞ τ

�[ , :→ ] : Mc
!
[m,n] τ "1 KFZ[m] "∞ KFZ[n] "∞ τ "1 M

7
!
[m,n] τ

GME : (τ1 "s1 τ2 "s2 τ3) "mn τ2 "smn
2
Mc

L1[m,n] τ1 "s1 τ2
NBQ : (τ1 "s τ2) "mn M

c
!
[m,n] τ1 "s M

7
!
[m,n] τ2

GME�SPX : (τ1 "s1 τ2 "s2 τ2) "m τ2 "s2m M
c
!
[m,n] τ1 "s1 M

7
!
[m, 1] τ2

NBQ�SPX : (Mc1
!1
[1,n1] τ1 "s M

c2
!2
[1,n2] τ2) "m M

c1
!1
[m,n1] τ1 "s M

c2
!2
[m,n2] τ2

-∇д
!
[ ; , ] : M!

!′
[1,n] R"∞ M!

!′′
[1,n] D"1 D"1 M

7
!
[1,n] R

6∇[ ; , ] : M!
!′
[1,n] R"∞ M!′′

L∞[1,n] D"1 D"1 M
7
L∞[1,n] D

BCPWF�UISFTIPME : (Mc
!
[1,n] (τ "1 R)!∞, R+[ϵ]!0, τ!〈ϵ, 0〉, R!∞) "∗ KFZ[n]

QGME�SPXT : (Mc1
L∞[m,n1] D!〈ϵ,δ〉, M

c2
L∞[m,n2] D!〈ϵ,δ〉,

((Mc1
L∞[1,n1] D!〈ϵ,δ〉, M

c2
L∞[1,n2] D!〈ϵ,δ〉, D!∞) "

∗ τ )!∞,
τ!∞
) "∗ τ

TBNQMF : (N[m2]!〈0, 0〉,
Mc

L∞[m1,n1] D!〈2m2ϵ1/m1,m2δ1/m1〉, Mc
L∞[m1,n2] D!〈2m2ϵ2/m1,m2δ2/m1〉,

((Mc
L∞[m2,n1] D!〈ϵ1,δ1〉, Mc

L∞[m2,n2] D!〈ϵ2,δ2〉) "∗ τ )!∞
) "∗ τ Γ - e : τ.(१ॻॹॹ

Γ1 - e1 : R+[ṙ ] Γ2 - e2 : R+[ϵ] Γ3 - e3 : R+[δ ] Γ4 + 36Γ574ṙ{x1, ...,xn } - e4 : Mc
L2[m,n] R

3Γ1 + Γ2 + Γ3 40,0 + 3Γ4 4∞ + 3Γ5 4ϵ,δ - OICWUU[e1, e2, e3] <x1, ...,xn> {e4} : MU
L∞[m,n] R

&ॾॶॵॴ५ॴॺ९१ॲ
Γ1 - e1 : R+[ṙ ]

Γ2 - e2 : R+[ϵ] Γ3 - e3 : Mc
!
[1,m](τ ) Γ4 + 36Γ574ṙ{x1, ...,xn } 5 {x :∞ τ } - e4 : R

3Γ1 + Γ2 40,0 + 3Γ3 + Γ4 4∞ + 3Γ5 4ϵ,0 - GZRQPGPVKCN[e1, e2] <x1, ...,xn> e3 {x ⇒ e4} : τ

'JH� �� .BUSJY 5ZQJOH 3VMFT
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������ /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

L1 UIF EJTUBODF CFUXFFO UXP SPXTNBZ JODSFBTF CZ
√
n 	CZ $BVDIZ�4DIXBS[
 TP UIF DPSSFTQPOEJOH

WFSTJPO PG GS�TFOT IBT B TFOTJUJWJUZ BOOPUBUJPO PG
√
n�

VOEJTD BMMPXT DPOWFSUJOH GSPN EJTDSFUF UP TUBOEBSE SFBMT BOE JT JOOJUFMZ TFOTJUJWF� EJTDG BMMPXT
DPOWFSUJOH BO JOOJUFMZ TFOTJUJWF GVODUJPO XIJDI SFUVSOT B SFBM UP B ��TFOTJUJWF GVODUJPO SFUVSOJOH
B EJTDSFUF SFBM� XF DBO SFDPWFS B ��TFOTJUJWF GVODUJPO GSPN SFBMT UP EJTDSFUF SFBMT 	EJTD : R"1 D

CZ BQQMZJOH FKUEH UP UIF JEFOUJUZ GVODUJPO�

BCPWF�UISFTIPME FODPEFT UIF 4QBSTF 7FDUPS 5FDIOJRVF <%XPSL FU BM� ����> EJTDVTTFE JO UIF FY�
UFOEFE WFSTJPO PG UIJT QBQFS </FBS FU BM� ����>� QGME�SPXT FODPEFT QBSBMMFM DPNQPTJUJPO PG QSJWBDZ
NFDIBOJTNT BOE JT EJTDVTTFE JO 4FDUJPO ���� TBNQMF QFSGPSNT SBOEPN TVCTBNQMJOH XJUI QSJWBDZ
BNQMJDBUJPO BOE JT EJTDVTTFE JO 4FDUJPO ����

(SBEJFOUT BSF DPNQVUFE VTJOH -∇д
!
[ ; , ] BOE 6∇[ ; , ]� य़F STU SFQSFTFOUT BO "�-JQTDIJU[

HSBEJFOU 	UZQJDBM JO DPOWFY PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT MJLF MPHJTUJD SFHSFTTJPO
 MJLF UIF HSBEJFOU GVOD�
UJPO JOUSPEVDFE JO 4FDUJPO ���� JU JT B ��TFOTJUJWF GVODUJPO XIJDI QSPEVDFT B NBUSJY PG SFBM OVNCFST�
य़F TFDPOE SFQSFTFOUT B HSBEJFOU XJUIPVU B LOPXO -JQTDIJU[ DPOTUBOU 	UZQJDBM JO OPO�DPOWFY PQUJ�
NJ[BUJPO QSPCMFNT JODMVEJOH USBJOJOH OFVSBM OFUXPSLT
� JU QSPEVDFT B NBUSJY PG EJTDSFUF SFBMT� 8F
EFNPOTUSBUF BQQMJDBUJPOT PG CPUI JO 4FDUJPO ��
*O PSEFS UP QSPEVDF B NBUSJY XJUI TFOTJUJWJUZ CPVOE .� L∇д.� SFRVJSFT JOQVU PG UZQFM

L2
!
[m,n] D

GPS BOZ "� 8F PCUBJO TVDI B NBUSJY CZ DMJQQJOH B DPNNPO PQFSBUJPO JO EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NB�
DIJOF MFBSOJOH� $MJQQJOH TDBMFT FBDI SPX PG B NBUSJY UP FOTVSF JUT c OPSN 	GPS c ∈ {L∞,L1,L2}
 JT
MFTT UIBO ��

DMJQc xi !

{ xi
‖xi ‖c JG ‖xi ‖c > 1

xi JG ‖xi ‖c ≤ 1

य़F DMJQQJOH QSPDFTT JT FODPEFE JO %ॻ५ॺ BT DMJQ 	'JHVSF �
 XIJDI JOUSPEVDFT B OFX CPVOE PO UIF
c OPSN PG JUT PVUQVU�

��� 7FDUPS�7BMVFE 1SJWBDZ .FDIBOJTNT
#PUI UIF -BQMBDF BOE (BVTTJBO NFDIBOJTNT BSF DBQBCMF PG PQFSBUJOH EJSFDUMZ PWFS WFDUPST� UIF
-BQMBDF NFDIBOJTN BEET OPJTF DBMJCSBUFE UP UIF L1 TFOTJUJWJUZ PG UIF WFDUPS XIJMF UIF (BVTTJBO
NFDIBOJTN VTFT JUT L2 TFOTJUJWJUZ� 8JUI UIF BEEJUJPO PG NBUSJDFT UP %ॻ५ॺ XF DBO JOUSPEVDF UZQ�
JOH SVMFT GPS UIFTF WFDUPS�WBMVFE NFDIBOJTNT VTJOH TJOHMF�SPX NBUSJDFT UP SFQSFTFOU WFDUPST� 8F
QSFTFOU UIF UZQJOH SVMF GPS .(१ॻॹॹ JO 'JHVSF �� UIF SVMF GPS .-१ॶॲ१३५ JT TJNJMBS� 8F BMTP JOUSP�
EVDF B UZQJOH SVMF GPS UIF FYQPOFOUJBM NFDIBOJTN XIJDI QJDLT POF FMFNFOU PVU PG BO JOQVU WFDUPS
CBTFE PO B TFOTJUJWF TDPSJOH GVODUJPO 	'JHVSF � SVMF &ॾॶॵॴ५ॴॺ९१ॲ
�

� $"4& 456%*&4
*O UIJT TFDUJPO XF EFNPOTUSBUF UIF VTF PG %ॻ५ॺ UP FYQSFTT BOE WFSJGZ B OVNCFS PG EJFSFOU BMHP�
SJUINT GPS EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NBDIJOF MFBSOJOH�
य़FSF BSF GPVS CBTJD BQQSPBDIFT UP EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF DPOWFY PQUJNJ[BUJPO� JOQVU QFSUVSCB�

UJPO <$IBVEIVSJ FU BM� ����> PCKFDUJWF QFSUVSCBUJPO <$IBVEIVSJ FU BM� ����> HSBEJFOU QFSUVSCB�
UJPO <#BTTJMZ FU BM� ����C� 4POH FU BM� ����> BOE PVUQVU QFSUVSCBUJPO <$IBVEIVSJ FU BM� ����� 8V
FU BM� ����>� 0G UIFTF UIF MB॒FS UISFF BSF LOPXO UP QSPWJEF DPNQFUJUJWF BDDVSBDZ BOE UIF MB॒FS UXP
	HSBEJFOU QFSUVSCBUJPO BOE PVUQVU QFSUVSCBUJPO
 BSF UIFNPTU XJEFMZ VTFE� PVS STU UXP DBTF TUVEJFT
WFSJGZ UIFTF UXP UFDIOJRVFT� 0VS UIJSE DBTF TUVEZ WFSJFT UIF OPJTZ 'SBOL�8PMGF BMHPSJUIN <5BMXBS
FU BM� ����> B WBSJBOU PG HSBEJFOU QFSUVSCBUJPO FTQFDJBMMZ TVJUFE UP IJHI�EJNFOTJPOBM EBUBTFUT�

0VS OFYU UISFF DBTF TUVEJFT EFNPOTUSBUF UIF VTF PG %ॻ५ॺ UP WFSJGZ DPNNPOMZ�VTFE WBSJBUJPOT PO
UIF BCPWF BMHPSJUINT JODMVEJOH WBSJPVT LJOET PG NJOJCBUDIJOH BOE B HSBEJFOU DMJQQJOH BQQSPBDI
VTFE JO EFFQ MFBSOJOH� 0VS OBM UISFF DBTF TUVEJFT FYQMPSF UFDIOJRVFT GPS QSFQSPDFTTJOH JOQVU
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ ������

EBUBTFUT TP UIBU UIF QSFDPOEJUJPOT PG UIF BCPWF BMHPSJUINT BSF TBUJTFE� *O 4FDUJPO ��� XF EJTDVTT
UIF VTF PG %ॻ५ॺ UP DPNCJOF BMM PG UIFTF DPNQPOFOUTۘNBOZ PG XIJDI MFWFSBHF EJञFSFOU WBSJBOUT
PG EJFSFOUJBM QSJWBDZۘUP CVJME B DPNQMFUF NBDIJOF MFBSOJOH TZTUFN� 0VS DBTF TUVEJFT BSF TVNNB�
SJ[FE JO UIF GPMMPXJOH UBCMF�

5FDIOJRVF 3FG� g 1SJWBDZ $PODFQU
0QUJNJ[BUJPO "MHPSJUINT
/PJTZ (SBEJFOU %FTDFOU <#BTTJMZ FU BM� ����C> ��� $PNQPTJUJPO
(SBEJFOU %FTDFOU X� 0VUQVU 1FSUVSCBUJPO <8V FU BM� ����> ��� 1BSBMMFM DPNQ� 	TFOT�

/PJTZ 'SBOL�8PMGF <5BMXBS FU BM� ����> ��� &YQPOFOUJBM NFDIBOJTN
7BSJBUJPOT PO (SBEJFOU %FTDFOU
.JOJCBUDIJOH <#BTTJMZ FU BM� ����C> ��� "NQMJDBUJPO CZ TVCTBNQMJOH
1BSBMMFM�DPNQPTJUJPO NJOJCBUDIJOH ۘ ��� 1BSBMMFM DPNQPTJUJPO
(SBEJFOU DMJQQJOH <"CBEJ FU BM� ����> † 4FOTJUJWJUZ CPVOET
1SFQSPDFTTJOH � %FQMPZNFOU
)ZQFSQBSBNFUFS UVOJOH <$IBVEIVSJ BOE 7JOUFSCP ����> † &YQPOFOUJBM NFDIBOJTN
"EBQUJWF DMJQQJOH ۘ † 4QBSTF 7FDUPS 5FDIOJRVF
;�4DPSF OPSNBMJ[BUJPO <TLM ����> † $PNQPTJUJPO
$PNCJOJOH "MM PG UIF "CPWF ��� $PNQPTJUJPO

��� /PJTZ (SBEJFOU %FTDFOU
8F CFHJO XJUI B GVMMZ�XPSLFE WFSTJPO PG UIF EJFSFOUJBMMZ�QSJWBUF HSBEJFOU EFTDFOU BMHPSJUIN GSPN
4FDUJPO ���� य़JT BMHPSJUIN XBT STU QSPQPTFE CZ 4POH FU BM� <4POH FU BM� ����> BOE MBUFS SFOFE CZ
#BTTJMZ FU BM� <#BTTJMZ FU BM� ����C>� (SBEJFOU EFTDFOU JT B TJNQMF CVU FFDUJWF USBJOJOH BMHPSJUIN JO
NBDIJOF MFBSOJOH BOE IBT CFFO BQQMJFE JO B XJEF SBOHF PG DPOUFYUT GSPN TJNQMF MJOFBS NPEFMT UP
EFFQ OFVSBM OFUXPSLT� य़F QSPHSBN CFMPX JNQMFNFOUT OPJTZ HSBEJFOU EFTDFOU JO %ॻ५ॺ 	XJUIPVU
NJOJCBUDIJOH UIPVHI XF XJMM FYUFOE JU XJUI NJOJCBUDIJOH JO 4FDUJPO ���
� *U QFSGPSNT k JUFSBUJPOT
PG HSBEJFOU EFTDFOU TUBSUJOH GSPN BO JOJUJBM HVFTT θ0 DPOTJTUJOH PG BMM [FSPT� "U FBDI JUFSBUJPO UIF
BMHPSJUIN DPNQVUFT B OPJTZ HSBEJFOU VTJOH OPJTZ�HSBE TDBMFT UIF HSBEJFOU CZ UIF MFBSOJOH SBUF η
BOE TVCUSBDUT UIF SFTVMU GSPN UIF DVSSFOU NPEFM θ UP BSSJWF BU UIF VQEBUFE NPEFM�

OPJTZ�HSBE(θ ,X ,y, ϵ,δ) !
NGV s = R[1.0]/TGCN (SPXT X ) KP
NGV z = [FSPT (DPMT X ) KP
NGV дs = NNBQ�SPX (sλ Xi yi ⇒

-∇.4.�[θ ;Xi ,yi ]) X y KP
NGV д = GME�SPX (sλ x1 x2 ⇒ x1 + x2) z дs KP
NGV дs = NBQ (sλ x ⇒ s · x) д KP
OICWUU[s, ϵ,δ ] <X ,y> {дs }

[FSPT(n) ! NDSFBUFL∞ 1 n (sλ i j ⇒ 0.0)

OPJTZ�HSBEJFOU�EFTDFOU(X ,y,k,η, ϵ,δ) !
NGV X1 = CPY (NDMJQL2 X ) KP
NGV θ0 = [FSPT (DPMT X1) KP
NQQR[δ ′] k QP θ0 <X1,y> {t ,θ ⇒

дp ← OPJTZ�HSBE θ (VOCPY X1) y ϵ δ ;
TGVWTP θ − η · дp }

6OEFS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ %ॻ५ॺ EFSJWFT B UPUBM QSJWBDZ DPTU PG (2ϵ
√

2k MPH(1/δ ′),kδ+δ ′)�
EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS UIJT JNQMFNFOUBUJPO XIJDI NBUDIFT UIF UPUBM DPTU NBOVBMMZ QSPWFO CZ
#BTTJMZ FU BM� <#BTTJMZ FU BM� ����C>� %ॻ५ॺ DBO BMTP EFSJWF B UPUBM DPTU GPS PUIFS QSJWBDZ WBSJBOUT� UIF
TBNF QSPHSBN TBUJTFT kρ�[$%1 PS (α ,kϵ)�3%1�

��� 0VUQVU 1FSUVSCBUJPO (SBEJFOU %FTDFOU
"O BMUFSOBUJWF UP HSBEJFOU QFSUVSCBUJPO JT PVUQVU QFSUVSCBUJPOۘBEEJOH OPJTF UP UIF OBM USBJOFE
NPEFM SBUIFS UIBO EVSJOH UIF USBJOJOH QSPDFTT� 8V FU BM� <8V FU BM� ����> QSFTFOU B DPNQFUJUJWF

† %VF UP TQBDF DPOTUSBJOUT UIFTF DBTF TUVEJFT BQQFBS JO UIF FYUFOEFE WFSTJPO PG UIJT QBQFS </FBS FU BM� ����>�
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������ /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

BMHPSJUIN CBTFE PO UIJT JEFB XIJDI XPSLT CZ CPVOEJOH UIF UPUBM TFOTJUJWJUZ 	SBUIFS UIBO QSJWBDZ
 PG
UIF JUFSBUJWF HSBEJFOU EFTDFOU QSPDFTT�य़FJS BMHPSJUIN MFWFSBHFT QBSBMMFM DPNQPTJUJPO GPS TFOTJUJWJUZ�
JU EJWJEFT UIF EBUBTFU JOUP TNBMM DIVOLT DBMMFE NJOJCBUDIFT BOE FBDI JUFSBUJPO PG UIF BMHPSJUIN
QSPDFTTFT POF NJOJCBUDI� " TJOHMF QBTT PWFS BMM NJOJCBUDIFT 	BOE UIVT UIF XIPMF EBUBTFU
 JT PॏFO
DBMMFE BO FQPDI� *G UIF EBUBTFU IBT TJ[Fm BOE FBDI NJOJCBUDI JT PG TJ[F b UIFO FBDI FQPDI DPNQSJTFT
m/b JUFSBUJPOT PG UIF USBJOJOH BMHPSJUIN� य़JT BQQSPBDI UP NJOJCBUDIJOH JT PॏFO VTFE 	XJUIPVU
QSJWBDZ
 JO EFFQ MFBSOJOH� य़F TFOTJUJWJUZ PG B DPNQMFUF FQPDI JO UIJT UFDIOJRVF JT KVTU 1/b�

HE�PVUQVU�QFSUVSCBUJPO(xs,ys,k,η, ϵ,δ) !
NGV m0 = [FSPT (DPMT X ) KP
NGV c = CPY (NDMJQL2 xs) KP
NGV s = SFBM k/SFBM b KP
OICWUU[s, ϵ,δ ] <xs,ys> {
NQQR k QP m0 { a,θ ⇒
OHQNF�TQY b,θ , VOCPY c,ys { θ ,xb,yb ⇒

NGV д = ∇.4L2[θ ; xb,yb] KP
θ − η · д } } }

8F FODPEF QBSBMMFM DPNQPTJUJPO GPS TFOTJUJW�
JUZ JO %ॻ५ॺ VTJOH UIF OHQNF�TQY GVODUJPO EF�
OFE JO 4FDUJPO � XIPTF UZQF NBUDIFT UIBU PG
HQNFN GPS MJTUT JO UIF 'V[[ UZQF TZTUFN <3FFE BOE
1JFSDF ����>� OHQNF�TQY DPOTJEFST FBDI SPX UP CF
B ۠NJOJCBUDIۡ PG TJ[F � CVU JT FBTJMZ FYUFOEFE UP
DPOTJEFS NVMUJQMF SPXT BU B UJNF 	BT JO PVS FODPE�
JOH CFMPX
� %ॻ५ॺ EFSJWFT B TFOTJUJWJUZ CPVOE PG
k/b GPS UIF USBJOJOH QSPDFTT BOE B UPUBM QSJWBDZ
DPTU PG (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ NBUDIJOH UIF NBOVBM BOBMZTJT PG 8V FU BM� <8V FU BM� ����>�

��� /PJTZ 'SBOL�8PMGF

GSBOL�XPMGF X y k ϵ δ !

NGV X1 = DMJQ�NBUSJYL∞ X KP
NGV d = EQNU X KP
NGV θ0 = [FSPT d KP
NGV idxs = OETGCVGL∞[1,2·d]{i,j ⇒

〈j OQF d,UKIP(j − d)〉} KP
<%&2 [δ ] { NQQR k QP θ0 {t ,θ ⇒

NGV µ = 1.0/((TGCN t) + 2.0) KP
NGV д = L∇LRL∞[θ ;X1,y] KP
〈i, s〉 ← '25 &2 {
GZRQPGPVKCN[ 1

TQYU X1
, ϵ] idxs {〈i, s〉 ⇒

s · д�[0, i]} ;}
NGV дp = ([FSPT d)�[0, i :→ s · 100] KP
TGVWTP ((1.0 − µ) · θ) + (µ · дp) } }

8F OFYU DPOTJEFS B WBSJBUJPO PO HSBEJFOU QFS�
UVSCBUJPO DBMMFE UIF QSJWBUF 'SBOL�8PMGF BMHP�
SJUIN <5BMXBS FU BM� ����>� य़JT BMHPSJUIN IBT
EJNFOTJPO�JOEFQFOEFOU VUJMJUZ NBLJOH JU VTF�
GVM GPS IJHI�EJNFOTJPOBM EBUBTFUT� *O FBDI JUFS�
BUJPO UIF BMHPSJUIN UBLFT B TUFQ PG YFE TJ[F
JO B TJOHMF EJNFOTJPO VTJOH UIF FYQPOFOUJBM
NFDIBOJTN UP DIPPTF UIF CFTU EJSFDUJPO CBTFE
PO UIF HSBEJFOU� य़F TFOTJUJWJUZ PG FBDI VQ�
EBUF JT UIFSFGPSF EFQFOEFOU PO UIF L∞ OPSN
PG FBDI TBNQMF SBUIFS UIBO UIF L2 OPSN�

0VS JNQMFNFOUBUJPO VTFT UIF FYQPOFOUJBM
NFDIBOJTN UP TFMFDU UIF EJSFDUJPO JO XIJDI
UIF HSBEJFOU IBT JUT NBYJNVN WBMVF UIFO VQ�
EBUFT θ JO POMZ UIF TFMFDUFE EJNFOTJPO� 5P HFU UIF SJHIU TFOTJUJWJUZ XF DPNQVUF UIF HSBEJFOU XJUI
L∇LRL∞ XIJDI SFRVJSFT BO L∞ OPSN CPVOE PO JUT JOQVU BOE FOTVSFT CPVOEFE L∞ TFOTJUJWJUZ�

8F NJY TFWFSBM WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ JO UIJT JNQMFNFOUBUJPO� &BDI VTF PG UIF FYQP�
OFOUJBM NFDIBOJTN QSPWJEFT ϵ�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� FBDI JUFSBUJPO PG UIF MPPQ TBUJTFT 1

2ϵ
2�[$%1

BOE UIF XIPMF BMHPSJUIN TBUJTFT ( 12ϵ
2+2

√

1
2ϵ

2 MPH(1/δ),δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� य़F VTF PG [$%1
GPS DPNQPTJUJPO JT BO JNQSPWFNFOU PWFS UIF NBOVBM BOBMZTJT PG 5BMXBS FU BM� <5BMXBS FU BM� ����>
XIJDI VTFE BEWBODFE DPNQPTJUJPO�

��� .JOJCBUDIJOH
"O BMUFSOBUJWF GPSN PG NJOJCBUDIJOH UP UIF POF EJTDVTTFE JO 4FDUJPO ��� JT UP SBOEPNMZ TBNQMF B
TVCTFU PG PG UIF EBUB JO FBDI JUFSBUJPO� #BTTJMZ FU BM� <#BTTJMZ FU BM� ����C> QSFTFOU BO BMHPSJUIN
GPS EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF TUPDIBTUJD HSBEJFOU EFTDFOU CBTFE PO UIJT JEFB� UIFJS BQQSPBDI TBNQMFT B
TJOHMF SBOEPN FYBNQMF GSPN UIF USBJOJOH UP DPNQVUF UIF HSBEJFOU JO FBDI JUFSBUJPO BOE MFWFSBHFT
UIF JEFB PG QSJWBDZ BNQMJटDBUJPO UP JNQSPWF QSJWBDZ DPTU� य़F QSJWBDZ BNQMJDBUJPO MFNNB TUBUFT
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�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ ������

UIBU JG NFDIBOJTNM(D) QSPWJEFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ GPS UIF EBUTFUD PG TJ[Fn UIFO SVOOJOH
M PO VOJGPSNMZ SBOEPNγn FOUSJFT PGD 	GPSγ ≤ 1
 QSPWJEFT (2γϵ,γδ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ <#BTTJMZ
FU BM� ����C� 8BOH FU BM� ����> 	UIJT CPVOE JT MPPTF CVU VTFE IFSF GPS SFBEBCJMJUZ
�

NJOJCBUDI�HSBEJFOU�EFTDFOU X y k b η ϵ δ !

NGV X1 = DMJQ�NBUSJY X KP
NQQR [δ ] k QP [FSPT (EQNU X1) <X1,y> {t ,θ ⇒

UCORNG b QP X1,y {X ′1,y
′ ⇒

дp ← OPJTZ�HSBE θ X ′1 y′ ϵ δ ; TGVWTP θ − η · дp }}

8F FODPEF UIF QSJWBDZ BNQMJDB�
UJPO MFNNB JO %ॻ५ॺ VTJOH UIF UCORNG
DPOTUSVDU EFOFE JO 4FDUJPO �� 4JNJMBS
QSJWBDZ BNQMJDBUJPO MFNNBT FYJTU GPS
3%1 <8BOH FU BM� ����> BOE U$%1 <#VO
FU BM� ����> CVU OPU GPS [$%1� 8F DBO
VTF TBNQMJOH XJUI QSJWBDZ BNQMJDBUJPO
UP JNQMFNFOU NJOJCBUDIJOH 4(% JO %ॻ५ॺ� 6OEFS (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ XJUI QSJWBDZ BNQMJ�
DBUJPO %ॻ५ॺ EFSJWFT B UPUBM QSJWBDZ DPTU PG (4(b/m)ϵ

√

2k MPH(1/δ ′), (b/m)kδ + δ ′)�EJFSFOUJBM
QSJWBDZ GPS UIJT BMHPSJUIN XIJDI JT FRVJWBMFOU UP UIF NBOVBM QSPPG PG #BTTJMZ FU BM� <#BTTJMZ FU BM�
����C>�

��� 1BSBMMFM�$PNQPTJUJPO .JOJCBUDIJOH
"T B OBM GPSN PG NJOJCBUDIJOH XF DPOTJEFS FYUFOEJOH UIF QBSBMMFM DPNQPTJUJPO BQQSPBDI VTFE CZ
8V FU BM� <8V FU BM� ����> GPS TFOTJUJWJUZ UP QBSBMMFM DPNQPTJUJPO PG QSJWBDZ NFDIBOJTNT GPS NJOJ�
CBUDIJOH JO UIF HSBEJFOU QFSUVSCBUJPO BQQSPBDI GSPN 4FDUJPO ���� 4JODF UIF NJOJCBUDIFT BSF EJTKPJOU
JO UIJT BQQSPBDI XF DBO MFWFSBHF UIF QBSBMMFM DPNQPTJUJPO QSPQFSUZ GPS QSJWBDZ NFDIBOJTNT 	.D�
4IFSSZ <.D4IFSSZ ����C> य़FPSFN �� %XPSL � -FJ <%XPSL BOE -FJ ����> $PSPMMBSZ ��
 XIJDI
TUBUFT UIBU SVOOJOH BO (ϵ,δ)�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NFDIBOJTN k UJNFT PO k EJTKPJOU TVCTFUT PG B
EBUBCBTF ZJFMET (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ� 8F FODPEF UIJT DPODFQU JO %ॻ५ॺ VTJOH UIF RHNF�TQYU
DPOTUSVDU EFOFE JO 4FDUJPO �� य़F BSHVNFOUT UP RHNF�TQYU JODMVEF UIF EBUBTFU BOE B GVODUJPO
SFQSFTFOUJOH BO (ϵ,δ)�EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NFDIBOJTN BOE RHNF�TQYU FOTVSFT (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM
QSJWBDZ GPS UIF EBUBTFU� य़JT WFSTJPO DPOTJEFST NJOJCBUDIFT PG TJ[F � BOE JT FBTJMZ FYUFOEFE UP DPO�
TJEFS PUIFS TJ[FT� 8F DBO VTF RHNF�TQYU UP JNQMFNFOU FQPDI�CBTFE NJOJCBUDIJOH XJUI HSBEJFOU
QFSUVSCBUJPO FWFO GPS QSJWBDZ WBSJBOUT MJLF [$%1 XIJDI EP OPU BENJU TBNQMJOH�

FQPDI b ρ η !

pλ xs ys θ ⇒
NGV s = R+[1.0]/SFBM b KP
д← OICWUU[s, ρ] <xs,ys> {∇.4[θ ; xs,ys] } ;
TGVWTP θ − η · д

FQPDI�NJOJCBUDI�(% X y ρ η k b !

NGV m0 = [FSPT (DPMT xs) KP
NQQR k QP m0 <X ,y> {a,θ ⇒
RHNF�TQYU(b,θ ,NDMJQL2 X ,y, FQPDI b ρ η)

}

य़JT BMHPSJUIN JT TJNJMBS JO DPODFQU UP UIF PVUQVU QFSUVSCBUJPO BQQSPBDI PG 8V FU BM� <8V FU BM�
����> CVU MFWFSBHFT QBSBMMFM DPNQPTJUJPO PG QSJWBDZ NFDIBOJTNT GPS HSBEJFOU QFSUVSCBUJPO JOTUFBE
BOE IBT OPU CFFO QSFWJPVTMZ QVCMJTIFE� य़F BMHPSJUIN SVOT k FQPDIT XJUI B CBUDI TJ[F PG b GPS B
UPUBM PG kb JUFSBUJPOT� %VFU EFSJWFT B QSJWBDZ DPTU PG kρ�[$%1 GPS UIF BMHPSJUIN�

��� $PNQPTJOH 1SJWBDZ 7BSJBOUT UP #VJME $PNQMFUF -FBSOJOH 4ZTUFNT
BEBQUJWF$MJQQJOH(SBEJFOU%FTDFOU xs ys k ϵ δ ηs bs !
means ← DPM.FBOT(xs, ϵ,δ ,bs);
scales ← '25A&2 { DPM4DBMF1BSBNT(xs, ϵ,bs,means) };
NGV xsn = CPY (OPSNBMJ[F xs means scales) KP
η ← QJDLAη(VOCPY xsn ,ys,k, ϵ,δ ,ηs);
<%&2[δ ]{OPJTZ(SBEJFOU%FTDFOU;$%1(b·(VOCPY xsn),ys,k,η, ϵ,δ)}

1V॒JOH UPHFUIFS UIF QJFDFT
XF IBWF EFTDSJCFE UP CVJME
SFBM NBDIJOF MFBSOJOH TZT�
UFNT UIBU QSFTFSWF EJFSFO�
UJBM QSJWBDZ PॏFO SFRVJSFT
NJYJOH QSJWBDZ WBSJBOUT JO PS�
EFS UP PCUBJO PQUJNBM SFTVMUT� 8F DBO VTF %ॻ५ॺT BCJMJUZ UP NJY WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ UP
DPNCJOF DPNQPOFOUT JO B XBZ UIBU PQUJNJ[FT UIF VTF PG UIF QSJWBDZ CVEHFU� 8F EFNPOTUSBUF UIJT

1SPD� "$. 1SPHSBN� -BOH� 7PM� � /P� 0014-" "SUJDMF ���� 1VCMJDBUJPO EBUF� 0DUPCFS �����



������ /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

BCJMJUZ XJUI BO FYBNQMF UIBU QFSGPSNT TFWFSBM EBUB�EFQFOEFOU BOBMZTFT BT QSF�QSPDFTTJOH TUFQT
CFGPSF USBJOJOH B NPEFM� 0VS FYBNQMF VTFT %ॻ५ॺT BCJMJUZ UP NJY WBSJBOUT UP DPNQPTF [�TDPSF
OPSNBMJ[BUJPO 	VTJOH CPUI QVSF ϵ BOE (ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ
 IZQFSQBSBNFUFS UVOJOH 	XJUI
(ϵ,δ)�EJFSFOUJBM QSJWBDZ
 BOE HSBEJFOU EFTDFOU 	XJUI [$%1
 SFUVSOJOH B UPUBM (ϵ,δ) QSJWBDZ DPTU�

� *.1-&.&/5"5*0/ � &7"-6"5*0/
य़JT TFDUJPO EFTDSJCFT PVS JNQMFNFOUBUJPO PG %ॻ५ॺ BOE PVS FNQJSJDBM FWBMVBUJPO PG %ॻ५ॺT BCJMJUZ
UP QSPEVDF BDDVSBUF EJFSFOUJBMMZ QSJWBUF NPEFMT� 0VS SFTVMUT EFNPOTUSBUF UIBU UIF TUBUF�PG�UIF�BSU
QSJWBDZ CPVOET EFSJWBCMF CZ %ॻ५ॺ DBO SFTVMU JO IVHF HBJOT JO BDDVSBDZ GPS B HJWFO MFWFM PG QSJWBDZ�

��� *NQMFNFOUBUJPO � 5ZQFDIFDLJOH 1FSGPSNBODF

5FDIOJRVF -0$ 5JNF 	NT

/PJTZ (�%� �� ����NT
(�%� � 0VUQVU 1FSU� �� ����NT
/PJTZ 'SBOL�8PMGF �� ����NT
.JOJCBUDIJOH �� ����NT
1BSBMMFM NJOJCBUDIJOH �� ����NT
(SBEJFOU DMJQQJOH �� ����NT
)ZQFSQBSBNFUFS UVOJOH ��� ����NT
"EBQUJWF DMJQQJOH �� ����NT
;�4DPSF OPSNBMJ[BUJPO ��� ����NT

'JH� �� 4VNNBSZ PG 5ZQFDIFDLJOH 1FSGPSNBODF PO$BTF
4UVEZ 1SPHSBNT

8F IBWF JNQMFNFOUFE B QSPUPUZQF PG %ॻ५ॺ
JO )BTLFMM UIBU JODMVEFT UZQF JOGFSFODF PG QSJ�
WBDZ CPVOET BOE BO JOUFSQSFUFS UIBU SVOT
PO BMM FYBNQMFT EFTDSJCFE JO UIJT QBQFS�
8F EP OPU JNQMFNFOU )JOEMFZ�.JMOFS�TUZMF
DPOTUSBJOU�CBTFE UZQF JOGFSFODF PG RVBOUJ�
FE UZQFT� PVS UZQF JOGFSFODF JT TZOUBY�
EJSFDUFE BOE MJNJUFE UP DPOTUSVDUJPO PG QSJ�
WBDZ CPVOET BT TZNCPMJD GPSNVMBT PWFS JOQVU
WBSJBCMFT� 0VS JNQMFNFOUBUJPO PG UZQF JOGFS�
FODF SPVHIMZ GPMMPXT UIF CP॒PN�VQ BQQSPBDI
PG %'V[[T JNQMFNFOUBUJPO <%F "NPSJN FU BM�
����>� 5ZQF DIFDLJOH SFRVJSFT TPMWJOH DPO�
TUSBJOUT PWFS TZNCPMJD FYQSFTTJPOT DPOUBJOJOH MPH BOE TRVBSF SPPU PQFSBUJPOT� 1SJPS XPSL 	%'V[[
BOE )0"3F2
 VTFT BO 4.5 TPMWFS EVSJOH UZQFDIFDLJOH UP DIFDL WBMJEJUZ PG UIFTF DPOTUSBJOUT CVU
4.5 TPMWFST UZQJDBMMZ EP OPU TVQQPSU PQFSBUPST MJLF MPH BOE TRVBSF SPPU BOE TUSVHHMF JO UIF QSFT�
FODF PG OPO�MJOFBS GPSNVMBT� #FDBVTF PG UIFTF MJNJUBUJPOT XF JNQMFNFOU B DVTUPN TPMWFS GPS JO�
FRVBMJUJFT PWFS TZNCPMJD SFBM FYQSFTTJPOT JOTUFBE PG SFMZJOH PO TVQQPSU GSPN P�UIF�TIFMG TPMWFST�
0VS DVTUPN TPMWFS JT CBTFE PO B TJNQMF EFDJEBCMF 	CVU JODPNQMFUF
 UIFPSZ XIJDI TVQQPSUT MPH BOE
TRVBSF SPPU PQFSBUJPOT BOE BNPSF HFOFSBM TVCTFU PG OPO�MJOFBS 	QPMZOPNJBM
 GPSNVMBT UIBO UZQJDBM
4.5 UIFPSJFT�
य़F %ॻ५ॺ UZQFDIFDLFS EFNPOTUSBUFT WFSZ QSBDUJDBM QFSGPSNBODF� 'JHVSF � TVNNBSJ[FT UIF OVN�

CFS PG MJOFT PG DPEF BOE UZQFDIFDLJOH UJNF GPS FBDI PG PVS DBTF TUVEZ QSPHSBNT� FWFO NFEJVN�TJ[F
QSPHSBNT XJUI NBOZ GVODUJPOT UZQFDIFDL JO KVTU B GFX NJMMJTFDPOET� 0VS JNQMFNFOUBUJPO JT PQFO
TPVSDF BOE GSFFMZ BWBJMBCMF PO (JU)VC BU� IUUQT���HJUIVC�DPN�VWN�QMBJE�EVFU�

��� &WBMVBUJPO PG 1SJWBUF (SBEJFOU %FTDFOU BOE 1SJWBUF 'SBOL�8PMGF
8F BMTP TUVEZ UIF BDDVSBDZ PG UIF NPEFMT QSPEVDFE CZ UIF %ॻ५ॺ JNQMFNFOUBUJPOT PG QSJWBUF HSB�
EJFOU EFTDFOU BOE QSJWBUF 'SBOL�8PMGF JO 4FDUJPO �� 8F FWBMVBUF CPUI BMHPSJUINT PO � EBUBTFUT�
%FUBJMT BCPVU UIF EBUBTFUT DBO CF GPVOE JO 'JHVSF ��

8F SBO CPUI BMHPSJUINT PO FBDI EBUBTFU XJUI QFS�JUFSBUJPO ϵi ∈ {0.0001, 0.001, 0.01, 0.1} BOE
UIFO VTFE %ॻ५ॺ UP EFSJWF UIF DPSSFTQPOEJOH UPUBM QSJWBDZ DPTU� 8F YFE δ = 1

n2  XIFSF n JT UIF
TJ[F PG UIF EBUBTFU� 'PS QSJWBUF HSBEJFOU EFTDFOU XF TFU η = 1.0 BOE GPS QSJWBUF 'SBOL�8PMGF XF
TFU UIF TJ[F PG FBDI DPSOFS c = 100�

8F SBOEPNMZ TIVਗ਼FE FBDI EBUBTFU UIFO DIPTF ��� PG UIF EBUBTFU BT USBJOJOH EBUB BOE SFTFSWFE
��� GPS UFTUJOH� 8F SBO FBDI USBJOJOH BMHPSJUIN � UJNFT PO UIF USBJOJOH EBUB BOE UBLF UIF BWFSBHF
UFTUJOH FSSPS PWFS BMM � UP BDDPVOU GPS UIF SBOEPNOFTT JO UIF USBJOJOH QSPDFTT�

1SPD� "$. 1SPHSBN� -BOH� 7PM� � /P� 0014-" "SUJDMF ���� 1VCMJDBUJPO EBUF� 0DUPCFS �����



�࢙ࢊ࢚% "O &YQSFTTJWF )JHIFS�0SEFS -BOHVBHF BOE 5ZQF 4ZTUFN GPS %Jख़FSFOUJBM 1SJWBDZ ������

/PJTZ (SBEJFOU %FTDFOU
4ZOUIFUJD "EVMU ,%%$VQ�� 'BDFCPPL
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0.92

0.94
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/PJTZ 'SBOL�8PMGF
4ZOUIFUJD "EVMU ,%%$VQ�� 'BDFCPPL

0.01 1 100

0.6

0.8

ϵ

"
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0.01 1 100
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0.8

0.9
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"EW� $PNQ� 3©OZJ %1 [$%1
'JH� �� "DDVSBDZ 3FTVMUT GPS /PJTZ (SBEJFOU %FTDFOU 	5PQ
 BOE /PJTZ 'SBOL�8PMGF 	#PࡻPN
�

%BUBTFU 4BNQMFT %JN�
4ZOUIFUJD ����� ��

"EVMU ����� ���
,%%$VQ�� ����� ���
'BDFCPPL ����� ��

'JH� �� %BUBTFU 6TFE JO "DDVSBDZ &WBMV�
BUJPO

8F QSFTFOU UIF SFTVMUT JO 'JHVSF �� #PUI BMHPSJUINT BSF DB�
QBCMF PG HFOFSBUJOH BDDVSBUF NPEFMT BU SFBTPOBCMF WBMVFT PG
ϵ � /PUF UIBU BMM UISFFNPEFMT JO UIF SFTVMUT QSPWJEF FYBDUMZ UIF
TBNF QSJWBDZ HVBSBOUFF GPS B HJWFO WBMVF PG ϵ  ZFU UIFJS BDDV�
SBDJFT WBSZ TJHOJDBOUMZۘEFNPOTUSBUJOH UIF BEWBOUBHFT PG
SFDFOUMZ EFWFMPQFE WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM QSJWBDZ�

� $0/$-64*0/
8F IBWF QSFTFOUFE %ॻ५ॺ B MBOHVBHF BOE UZQF TZTUFN GPS
FYQSFTTJOH BOE TUBUJDBMMZ WFSJGZJOH QSJWBDZ�QSFTFSWJOH QSPHSBNT� 6OMJLF QSFWJPVT XPSL %ॻ५ॺ JT
BHOPTUJD UP UIF VOEFSMZJOH QSJWBDZ EFOJUJPO BOE SFRVJSFT POMZ UIBU JU TVQQPSU TFRVFOUJBM DPNQPTJ�
UJPO BOE QPTU�QSPDFTTJOH� 8F IBWF FYUFOEFE %ॻ५ॺ UP TVQQPSU TFWFSBM SFDFOU WBSJBOUT PG EJFSFOUJBM
QSJWBDZ BOE PVS DBTF TUVEJFT EFNPOTUSBUF UIBU %ॻ५ॺ EFSJWFT TUBUF�PG�UIF�BSU QSJWBDZ CPVOET GPS B
OVNCFS PG VTFGVM NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUINT� 8F IBWF JNQMFNFOUFE B QSPUPUZQF PG %ॻ५ॺ BOE
PVS FYQFSJNFOUBM SFTVMUT EFNPOTUSBUF UIF CFOFUT PG FYJCJMJUZ JO QSJWBDZ EFOJUJPO�

"$,/08-&%(.&/54
य़F BVUIPST XPVME MJLF UP UIBOL "SUIVS "[FWFEP EF "NPSJN +VTUJO )TV BOE 0N य़BLLBS GPS
UIFJS IFMQGVM DPNNFOUT� य़JT XPSL XBT TVQQPSUFE CZ UIF $FOUFS GPS -POH�5FSN $ZCFSTFDVSJUZ "M�
JCBCB "*3 %"31" � 41"8"3 WJB /���������$����� *"31" WJB ��������������� BOE /4' BXBSE
��������य़F 6�4� (PWFSONFOU JT BVUIPSJ[FE UP SFQSPEVDF BOE EJTUSJCVUF SFQSJOUT GPS (PWFSONFOUBM
QVSQPTFT OPU XJUITUBOEJOH BOZ DPQZSJHIU BOOPUBUJPO UIFSFJO�य़F WJFXT PQJOJPOT BOE�PS OEJOHT
FYQSFTTFE BSF UIPTF PG UIF BVUIPST BOE TIPVME OPU CF JOUFSQSFUFE BT SFQSFTFOUJOH UIF Pਖ਼DJBM WJFXT
PS QPMJDJFT PG BOZ 64 (PWFSONFOU BHFODZ�
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������ /FBS %BSBJT "CVBI 4UFWFOT (BEEBNBEVHV 8BOH 4PNBOJ ;IBOH 4IBSNB 4IBO 4POH

3&'&3&/$&4
����� "QQMF QSFWJFXT J04 �� UIF CJHHFTU J04 SFMFBTF FWFS� IUUQ���XXX�BQQMF�DPN�OFXTSPPN���������BQQMF�QSFWJFXT�JPT�

���CJHHFTU�JPT�SFMFBTF�FWFS�IUNM�
����� TDJLJU�MFBSO� 4UBOEBSEJ[BUJPO PS NFBO SFNPWBM BOE WBSJBODF TDBMJOH� IUUQT���TDJLJU�MFBSO�PSH�TUBCMF�NPEVMFT�

QSFQSPDFTTJOH�IUNM�QSFQSPDFTTJOH�TDBMFS
.BSUJO "CBEJ "OEZ $IV *BO (PPEGFMMPX ) #SFOEBO .D.BIBO *MZB .JSPOPW ,VOBM 5BMXBS BOE -J ;IBOH� ����� %FFQ

MFBSOJOH XJUI EJFSFOUJBM QSJWBDZ� *O 1SPDFFEJOHT PG UIF ���� "$. 4*(4"$ $POGFSFODF PO $PNQVUFS BOE $PNNVOJDBUJPOT
4FDVSJUZ� "$. ���ۗ����

"SUIVS "[FWFEP EF "NPSJN .BSDP (BCPBSEJ +VTUJO )TV 4IJO�ZB ,BUTVNBUB BOE *LSBN $IFSJHVJ� ����� " TFNBOUJD
BDDPVOU PG NFUSJD QSFTFSWBUJPO� *O 101- 7PM� ��� "$. ���ۗ����

"OESFX #BSCFS� ����� %VBM *OUVJUJPOJTUJD -JOFBS -PHJD� 5FDIOJDBM 3FQPSU &$4�-'$4�������� 6OJWFSTJUZ PG &EJOCVSHI�
(JMMFT #BSUIF (JBO 1JFUSP 'BSJOB .BSDP (BCPBSEJ &NJMJP +FTVT (BMMFHP "SJBT "OEZ (PSEPO +VTUJO )TV BOE 1JFSSF�:WFT

4USVC� ����B� %JFSFOUJBMMZ 1SJWBUF #BZFTJBO 1SPHSBNNJOH� *O 1SPDFFEJOHT PG UIF ���� "$. 4*(4"$ $POGFSFODF PO
$PNQVUFS BOE $PNNVOJDBUJPOT 4FDVSJUZ 	$$4 
��ڣ� "$. /FX :PSL /: 64" ��ۗ��� IUUQT���EPJ�PSH�����������������
�������

(JMMFT #BSUIF /P©NJF 'POH .BSDP (BCPBSEJ #FOKBNJO (S©HPJSF +VTUJO )TV BOE 1JFSSF�:WFT 4USVC� ����C� "EWBODFE
QSPCBCJMJTUJD DPVQMJOHT GPS EJFSFOUJBM QSJWBDZ� *O 1SPDFFEJOHT PG UIF ���� "$. 4*(4"$ $POGFSFODF PO $PNQVUFS BOE
$PNNVOJDBUJPOT 4FDVSJUZ� "$. ��ۗ���

(JMMFT #BSUIF .BSDP (BCPBSEJ &NJMJP +FTºT (BMMFHP "SJBT +VTUJO )TV "BSPO 3PUI BOE 1JFSSF�:WFT 4USVC� ����� )JHIFS�
0SEFS "QQSPYJNBUF 3FMBUJPOBM 3FOFNFOU 5ZQFT GPS .FDIBOJTN%FTJHO BOE %JFSFOUJBM 1SJWBDZ� *O 101-� "$. ��ۗ���

(JMMFT #BSUIF .BSDP (BCPBSEJ #FOKBNJO (S©HPJSF +VTUJO )TV BOE 1JFSSF�:WFT 4USVC� ����D� 1SPWJOH EJFSFOUJBM QSJWBDZ
WJB QSPCBCJMJTUJD DPVQMJOHT� *O 1SPDFFEJOHT PG UIF ��TU "OOVBM "$.�*&&& 4ZNQPTJVN PO -PHJD JO $PNQVUFS 4DJFODF� "$.
���ۗ����

(JMMFT #BSUIF .BSDP (BCPBSEJ +VTUJO )TV BOE #FOKBNJO 1JFSDF� ����E� 1SPHSBNNJOH MBOHVBHF UFDIOJRVFT GPS EJFSFOUJBM
QSJWBDZ� "$. 4*(-0( /FXT � � 	����
 ��ۗ���

(JMMFT #BSUIF #PSJT ,¶QG 'FEFSJDP 0MNFEP BOE 4BOUJBHP ;BOFMMB�#©HVFMJO� ����� 1SPCBCJMJTUJD SFMBUJPOBM SFBTPOJOH GPS
EJFSFOUJBM QSJWBDZ� "$. 5SBOTBDUJPOT PO 1SPHSBNNJOH -BOHVBHFT BOE 4ZTUFNT 	501-"4
 �� � 	����
 ��

(JMMFT #BSUIF BOE 'FEFSJDP 0MNFEP� ����� #FZPOE EJFSFOUJBM QSJWBDZ� $PNQPTJUJPO UIFPSFNT BOE SFMBUJPOBM MPHJD GPS G�
EJWFSHFODFT CFUXFFO QSPCBCJMJTUJD QSPHSBNT� *O *OUFSOBUJPOBM $PMMPRVJVN PO "VUPNBUB -BOHVBHFT BOE 1SPHSBNNJOH�
4QSJOHFS ��ۗ���

3BFG #BTTJMZ "EBN 4NJUI BOE "CISBEFFQ य़BLVSUB� ����B� 1SJWBUF FNQJSJDBM SJTL NJOJNJ[BUJPO� &ਖ਼DJFOU BMHPSJUINT BOE
UJHIU FSSPS CPVOET� *O 'PVOEBUJPOT PG $PNQVUFS 4DJFODF 	'0$4
 ���� *&&& ��UI "OOVBM 4ZNQPTJVN PO� *&&& ���ۗ����

3BFG #BTTJMZ "EBN 4NJUI BOE "CISBEFFQ य़BLVSUB� ����C� 1SJWBUF FNQJSJDBM SJTL NJOJNJ[BUJPO� &ਖ਼DJFOU BMHPSJUINT BOE
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