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D i s cr et e c o n v e xit y, i n  p a rti c ul a r,  L\ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y,  p r o vi d e s a c riti c al o p e ni n g t o att a c k s e v e r al cl a s si c al
p r o bl e m s i n i n v e nt o r y t h e o r y, a s  w ell a s  m a n y ot h e r o p e r ati o n s  p r o bl e m s t h at a ri s e f r o m  m o r e r e c e nt  p r a cti c e s, f o r

i n st a n c e, a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g a n d bi k e s h a ri n g.  A s a  p o w e rf ul f r a m e w o r k,  di s c r et e c o n v e x a n al y si s i s b e c o mi n g
i n c r e a si n gl y  p o p ul a r i n t h e lit e r at u r e.  T hi s r e vi e w  will s u r v e y t h e l a n d s c a p e of t h e a p p r o a c h.  W e st a rt b y i nt r o d u ci n g s e v-
e r al k e y c o n c e pt s, n a m el y,  L \ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y a n d t h ei r v a ri a nt s, f oll o w e d b y a  di s c u s si o n of s o m e f u n d a m e n-
t al  p r o p e rti e s t h at a r e  m o st  u s ef ul f o r st u d yi n g o p e r ati o n s  m o d el s.  W e t h e n ill u st r at e v a ri o u s a p pli c ati o n s of t h e s e
c o n c e pt s a n d  p r o p e rti e s.  E x a m pl e s i n cl u d e n et w o r k  fl o w  p r o bl e m, st o c h a sti c i n v e nt o r y c o nt r ol, a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g,
g a m e t h e o r y,  p o rtf oli o c o nt r a ct,  di s c r et e c h oi c e  m o d el, a n d bi k e s h a ri n g.  W e f o c u s o u r  di s c u s si o n o n  d e m o n st r ati n g h o w
di s c r et e c o n v e x a n al y si s c a n s h e d n e w i n si g ht s o n e xi sti n g  p r o bl e m s, a n d / o r b ri n g a b o ut  m u c h  m o r e si m pl e r a n al y s e s
a n d al g o rit h m  d e v el o p m e nt s t h a n  p r e vi o u s  m et h o d s i n t h e lit e r at u r e.  W e al s o  p r e s e nt s e v e r al r e s ult s a n d a n al y s e s t h at
a r e n e w t o t h e lit e r at u r e.

Ke y  w or ds: di s c r et e c o n v e xit y; i n v e nt o r y  m a n a g e m e nt; a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g; bi k e s h a ri n g
Hist or y :  R e c ei v e d:  N o v e m b e r 2 0 1 9;  A c c e pt e d: J u n e 2 0 2 0 b y J.  G e o r g e S h a nt hi k u m a r, aft e r 1 r e vi si o n.

1. I ntr o d u cti o n

C o n v e xit y  pl a y s a f u n d a m e nt al r ol e i n c o nti n u o u s
o pti mi z ati o n. It i s oft e n r e g a r d e d a s t h e s y n o n y m
f o r c o m p ut ati o n al t r a ct a bilit y, a n d  wi d el y  u s e d t o
c h a r a ct e ri z e st r u ct u r e s of o pti m al  p oli ci e s i n  d y n a mi c
o p e r ati o n s  p r o bl e m s.  H o w e v e r,  di s c r et e n e s s o r c o m-
bi n at o ri al st r u ct u r e oft e n a p p e a r s i n  m a n y  p r a cti c al
p r o bl e m s  w hi c h t h e t r a diti o n al c o n v e x a n al y si s i s n ot
a p pli c a bl e o r i n a d e q u at e. F o r e x a m pl e,  p r o d u ct s  m a y
b e  p r o d u c e d o nl y i n b at c h e s, a n d t h e n u m b e r of
c u st o m e r s o r  p ati e nt s  w aiti n g i n a q u e u e  m u st b e
i nt e g r al. F o r  m a n y o p e r ati o n s  m o d el s  wit h  m ulti-
di m e n si o n al  d e ci si o n s a n d / o r  p a r a m et e r s,  m e a ni n g-
f ul r e s ult s c a n b e  d e ri v e d o nl y  u n d e r c e rt ai n c o m bi n a-
t o ri al st r u ct u r e s c h a r a ct e ri z e d b y  p r o p e rti e s li k e
s u b m o d ul a rit y / s u p e r m o d ul a rit y i n a d diti o n t o c o n-
v e xit y. I n vi e w of t h e s e,  di s c r et e c o n v e xit y,  w hi c h
e xt e n d s i m p o rt a nt c o n c e pt s a n d  p r o p e rti e s i n c o n v e x
a n al y si s t o  di s c r et e s p a c e s  wit h s ali e nt c o m bi n at o ri al
st r u ct u r e s, i s b e c o mi n g a  p r o mi n e nt a n al yti c al f r a m e-
w o r k i n t h e o p e r ati o n s lit e r at u r e. It  p r o vi d e s  p o w e rf ul
t o ol s f o r c h a r a ct e ri zi n g t h e st r u ct u r e s of o pti m al
p oli ci e s, e st a bli s hi n g t h e e xi st e n c e of e q uili b ri u m,
a n d / o r f a cilit ati n g t h e  d e si g n of ef fi ci e nt al g o rit h m s
i n  m a n y o p e r ati o n s  m o d el s.

T h e st u d y of  di s c r et e c o n v e xit y i n o p e r ati o n s
d at e s b a c k t o  Mill e r ( 1 9 7 1),  w h o i nt r o d u c e s t h e

c o n c e pt of “ di s c r et el y c o n v e x ” t o a n al y z e a n ai r c r aft
m ai nt e n a n c e  p r o bl e m.  O v e r t h e y e a r s, v a ri o u s c o n-
c e pt s a b o ut  diff e r e nt t y p e s of  di s c r et e c o n v e xit y
h a v e b e e n i nt r o d u c e d ( s e e  M u r ot a 2 0 0 3).  O u r
r e vi e w i s n ot i nt e n d e d t o  p r o vi d e a c o m p r e h e n si v e
c o v e r a g e of t h e af o r e m e nti o n e d  d e v el o p m e nt s of
di s c r et e c o n v e x a n al y si s. I n st e a d,  w e gi v e a c o n ci s e
i nt r o d u cti o n t o  m aj o r c o n c e pt s a n d k e y t e c h ni c al
r e s ult s i n a s elf- c o nt ai n e d  m a n n e r.  M o r e o v e r, o u r
di s c u s si o n  will b e o ri e nt e d t o w a r d o p e r ati o n s  m o d-
el s. S p e ci fi c all y,  w e  d r a w a p pli c ati o n s f r o m  di v e r s e
a r e a s r a n gi n g f r o m n et w o r k  fl o w o pti mi z ati o n,
i n v e nt o r y  m a n a g e m e nt, r e v e n u e  m a n a g e m e nt,
h e alt h c a r e a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g,  p o rtf oli o c o n-
t r a ct s el e cti o n, c h oi c e  m o d eli n g, t o bi k e s h a ri n g,
a n d g a m e t h e o r y  m o d el s.  W e s h o w t h at  wit h t h e
i nt r o d u cti o n of c o n c e pt s a n d  p r o p e rti e s of  di s c r et e
c o n v e x a n al y si s, t h e a n al y si s of  m a n y o p e r ati o n s
m o d el s, e s p e ci all y s e v e r al cl a s si c al o n e s, c a n b e si g-
ni fi c a ntl y si m pli fi e d o r  u ni fi e d a n d t h ei r r e s ult s c a n
oft e n b e e st a bli s h e d  u n d e r  m u c h  m o r e g e n e r al c o n-
diti o n s. I n t h e s e c a s e s, c o n ci s e c o n c e pt s a n d g e n e r al
p r o p e rti e s c a pt u r e e s s e nti al  m at h e m ati c al st r u ct u r e s
of a v a ri et y of o p e r ati o n s  m o d el s t h at  diff e r i n c o n-
t e xt s a n d  d et ail s,  w hi c h i n t u r n, f a cilit at e s t e c h ni c al
a n al y si s, a n d c r y st ali z e it s  p r e s e nt ati o n h e r e.

A cl o s el y r el at e d s u r v e y  p a p e r i s  C h e n ( 2 0 1 7 a),
w hi c h h o w e v e r o nl y c o v e r s  L \ - c o n v e xit y a n d
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a p pli c ati o n s a s s o ci at e  wit h it. I n c o m p a ri s o n, t hi s
r e vi e w c o v e r s a b r o a d e r s c o p e t h at i n v ol v e s b ot h
L \ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y a n d t h ei r v a ri a nt s,
a n d  m a n y  m o r e a p pli c ati o n s i n  di v e r s e a r e a s.  W e
h a v e al s o i n cl u d e d s e v e r al n e w r e s ult s a n d a n al y-
s e s t h at a r e n e w t o t h e lit e r at u r e. F o r e x a m pl e, f o r
a c o nti n u o u s r e vi e w a s s e m bl e-t o- o r d e r i n v e nt o r y
m o d el,  w e  u s e t h e c o n v e x c o nj u g at e r el ati o n s hi p
b et w e e n  L \ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y t o  p r o vi d e
a si m pl e  p r o of f o r a k e y r e s ult i n  D o g r u et al.
( 2 0 1 7).  O u r a n al y si s f o r s o m e  p r o d u cti o n c o nt r ol
p r o bl e m s  wit h t w o  p r o d u ct s (f a ciliti e s) s h o w s t h at
M \ - c o n v e xit y  p r o vi d e s t h e n e e d e d c o n c e pt t o  u nif y
diff e r e nt a p p r o a c h e s i n s e v e r al  diff e r e nt  m o d el s.
W e  p r o vi d e a s uf fi ci e nt a n d n e c e s s a r y c o n diti o n f o r
t h e s u b stit ut a bilit y of a  di s c r et e c h oi c e  m o d el. F o r
a  d o c k r e all o c ati o n  p r o bl e m i n bi k e s h a ri n g,  w e
p r e s e nt a n alt e r n ati v e a n d i nt uiti v e  p r o of of t h e
m ulti m o d ul a rit y of t h e o bj e cti v e f u n cti o n b y t h e
u s e of  p r e s e r v ati o n  p r o p e rti e s of el e m e nt a r y o p e r a-
ti o n s of  L\ - c o n v e xit y.

T h e o r g a ni z ati o n of t hi s st u d y i s a s f oll o w s. I n
s e cti o n 2,  w e  fi r st  p r o vi d e a b ri ef r e vi e w of s e v e r al
k e y c o n c e pt s i n  di s c r et e c o n v e x a n al y si s,  L \ = M \ - c o n-
v e xit y a n d t h ei r v a ri a nt s, f oll o w e d b y s o m e e x a m-
pl e s.  W e t h e n  p r e s e nt i n s e cti o n 3 s o m e
f u n d a m e nt al  p r o p e rti e s t h at a r e i m p o rt a nt t o o p e r a-
ti o n s  m o d el s i n cl u di n g  m o n ot o ni cit y of o pti m al
s ol uti o n s a n d  p r e s e r v ati o n  p r o p e rti e s of  L \ = M \ - c o n-
v e xit y  u n d e r v a ri o u s o p e r ati o n s. I n s e cti o n 4,  w e
di s c u s s  m a n y  diff e r e nt a p pli c ati o n s of  di s c r et e c o n-
v e x a n al y si s i n st u di e s of t h e af o r e m e nti o n e d o p e r a-
ti o n s  m o d el s.  O u r c o n cl u di n g r e m a r k s o n f ut u r e
r e s e a r c h i s gi v e n i n s e cti o n 5.

1. 1.  N ot ati o n s a n d  T er mi n ol o gi e s
F o r c o n v e ni e n c e,  w e li st t h e n ot ati o n s a n d t e r mi n ol o-
gi e s  u s e d t h r o u g h o ut t hi s st u d y.  T h e r e al s p a c e a n d
t h e i nt e g e r s p a c e a r e  d e n ot e d b y R a n d Z , r e s p e c-

ti v el y.  W e  u s e F t o r e p r e s e nt R o r Z , F t o  d e n ot e
F  [ f 1 ; þ 1 g a n d F þ t o  d e n ot e t h e s et of all n o n-
n e g ati v e n u m b e r s i n F . F o r a n y s u b s et S R n , w e
d e n ot e d S it s i n di c at o r f u n cti o n, t h at i s, d S ð x Þ ¼ 0 if
x 2 S , a n d d S ð x Þ ¼ þ 1 ot h e r wi s e.  T hi s  d e fi niti o n of
i n di c at o r f u n cti o n i s c o m m o nl y  u s e d i n t h e c o n v e x
a n al y si s lit e r at u r e ( s e e  R o c k af ell a r 1 9 7 0).  W e c a uti o n
t h e r e a d e r s t h at t hi s  d e fi niti o n i s  diff e r e nt f r o m
a n ot h e r c o m m o nl y  u s e d o n e  u n d e r t h e s a m e n a m e
w hi c h s p e ci fi e s d S ðx Þ ¼ 1 if x 2 S a n d d S ð x Þ ¼ 0
ot h e r wi s e. F o r a  p o siti v e i nt e g e r n ,  w e  d e n ot e [n ] t h e
s et { 1, 2, . . .,n } .  T h e  p o w e r s et a n d c a r di n alit y of a s et X

a r e  d e n ot e d b y 2 X a n d |X |, r e s p e cti v el y.  D e n ot e e i t h e
v e ct o r  wit h 1 i n it s i-t h c o o r di n at e a n d 0 ot h e r wi s e, e 0

t h e z e r o v e ct o r, e t h e v e ct o r  wit h 1 i n e a c h c o m p o-
n e nt, a n d e S ¼

P
i2 S e i f o r a n y s u b s et S of t h e i n d e x

s et.  T h e  di m e n si o n s of e i; e 0 ; e ; e S s h o ul d b e cl e a r
f r o m t h e c o nt e xt.  T h e c o m p o n e nt  mi ni m u m a n d
m a xi m u m of t w o v e ct o r s x ; y 2 R n a r e  d e n ot e d b y
x ^ y ¼ ð mi n f x 1 ; y 1 g ; . . .; mi n f x n ; y n gÞ a n d x _ y ¼
ðm a x f x 1 ; y 1 g ; . . .; m a x f x n ; y n gÞ , r e s p e cti v el y.  T h e  p o si-
ti v e a n d n e g ati v e i n d e x s et of a v e ct o r x a r e  d e n ot e d
b y s u p p þ ð x Þ ¼ fijx i [ 0 g a n d s u p p ðx Þ ¼ fijx i \ 0 g ,
r e s p e cti v el y.  T h e  m a x n o r m a n d  L 1 n o r m of a
v e ct o r x 2 R n a r e k x k 1 ¼ m a x 1 i n fj x ij g a n d

k x k 1 ¼
P n

i¼ 1 jx ij, r e s p e cti v el y.  T h e f e a si bl e  d o m ai n of

a f u n cti o n f : F n ! R i s  d e n ot e d b y  d o mðfÞ ¼
f x 2 F n j 1 \ fðx Þ \ 1 g . F o r a n y p 2 R n , t h e f u n c-

ti o n f½p : F n ! R i s  d e fi n e d a s f½p ðx Þ ¼ fðx Þ þ p T x .
A li n e arit y d o m ai n of f i s  d e fi n e d b y a r g  mi nx 2 F n f½p ð x Þ
f o r s o m e p 2 R n .  T h e  n a m e i s f r o m t h e f a ct t h at
f i s a li n e a r f u n cti o n o n a n y li n e a rit y  d o m ai n.  T h e
g r a di e nt a n d  H e s si a n of a f u n cti o n f a r e  d e n ot e d b y ∇ f

a n d r 2 f, r e s p e cti v el y. F o r a r a n d o m v a ri a bl e ξ , w e
d e n ot e s u p p( ξ ) it s s u p p o rt.  A s et X a n d a bi n a r y o p e r-
ati o n o n X i s c all e d a  p a rti all y o r d e r e d s et if (X , )
s ati s fi e s (i) r e fl e xi vit y: a a f o r a n y a 2 X (ii) a nti s y m-
m et r y: if a b a n d b a , t h e n a = b (iii) t r a n siti vit y: if
a b a n d b c , t h e n a c .

2.  K e y  C o n c e pt s a n d  E x a m pl e s

I n t hi s s e cti o n,  w e r e vi e w  d e fi niti o n s a n d e x a m pl e s of
L = L \ - c o n v e xit y,  M= M \ - c o n v e xit y a n d s o m e of t h ei r
v a ri a nt s.  All t h e  m at e ri al s f o r  w hi c h n o r ef e r e n c e i s
p r o vi d e d c a n b e f o u n d i n  M u r ot a ( 2 0 0 3) a n d Si m c hi-
L e vi et al. ( 2 0 1 4).  Alt h o u g h  w e f o c u s o n  di s c r et e c o n-
v e xit y c o n c e pt s,  w e  will f r e el y r ef e r t o t h ei r c o n c a v e
c o u nt e r p a rt s,  w h o s e  d e fi niti o n s a r e st r ai g htf o r w a r d,
w h e n n e e d e d.

2. 1.  D e fi niti o n s
W e  fi r st r e c all t h at a f u n cti o n f : R n ! ð 1 ; 1 i s c o n-
ve x if it s ati s fi e s t h e f oll o wi n g i n e q u alit y

ð1 Þfðx Þ þ fðy Þ fðð1 Þx þ y Þ; 8 x ; y 2 R n ;

2 ½ 0 ; 1 :

ð1 Þ

C o n v e x f u n cti o n s  pl a y a n i m p o rt a nt r ol e i n c o nti n-
u o u s o pti mi z ati o n.  T h e cl a s s of c o n v e x  p r o g r a m-
mi n g  p r o bl e m s,  w hi c h  mi ni mi z e c o n v e x f u n cti o n s
s u bj e ct t o c o n v e x f e a si bl e s et c o n st r ai nt s, i s  u s u all y
r e g a r d e d a s t r a ct a bl e si n c e l o c al o pti m alit y i m pli e s
gl o b al o pti m alit y a m o n g s o m e ot h e r  p r o p e rti e s.

I n a n att e m pt t o e xt e n d t h e t r a ct a bilit y of c o n v e x
p r o g r a m mi n g t o i nt e g e r s p a c e, o n e  m a y  d e fi n e “ di s-
c r et e c o n v e x ” f u n cti o n s a n d i m p o s e at l e a st t h e f ol-
l o wi n g  p r o p e rti e s:

C h e n a n d  Li: Dis crete  C o n ve x  A n al ysis a n d Its  A p pli c ati o ns
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( a)  C o n v e x e xt e n si bl e t o r e al s p a c e s, t h at i s,
t h e r e e xi st s a c o n v e x f u n cti o n ~f s u c h t h at
~fðx Þ ¼ fðx Þ f o r all x 2 Z n ,

( b)  L o c al o pti m alit y (i n s o m e s e n s e) i m pli e s
gl o b al o pti m alit y.

O n e  p o s si bl e a p p r o a c h t o  d e fi n e s u c h a  di s c r et e
c o n v e x f u n cti o n f : Z n ! ð 1 ; 1 i s t o c o n si d e r it s
l o c al c o n v e x e xt e n si o n

~fðx Þ ¼ s u p
p 2 R n ;a 2 R

f p T x þ a jp T y þ a fðy Þ; 8 y wit h

k y x k 1 \ 1 g

d e fi n e d o n R n ( s e e  M u r ot a 2 0 0 3,  p. 9 3). If ~f i s
c o n v e x, t h e n f i s c all e d i nte gr all y c o n v e x. I n o n e-

di m e n si o n al s p a c e s, ~f i s c o n st r u ct e d b y t h e li n e a r
i nt e r p ol ati o n b et w e e n (x ,f(x )) a n d (x + 1, f(x + 1)) f o r
a n y x 2 Z . I n t hi s c a s e, a  di s c r et e f u n cti o n f i s i nt e-
g r all y c o n v e x if a n d o nl y if f(x 1) + f(x + 1) ≥ 2 f(x )
f o r a n y x 2 Z a n d  d o m( f) i s a s et of c o n s e c uti v e
i nt e g e r s. S u c h o n e- di m e n si o n al f u n cti o n s a r e al s o
c all e d u ni v ari ate dis crete c o n ve x f u n cti o ns 1 .

I nt e g r all y c o n v e x f u n cti o n s cl e a rl y s ati sf y  p r o p-
e rt y ( a), b ut a c o n v e x- e xt e n si bl e f u n cti o n i s n ot
n e c e s s a ril y i nt e g r all y c o n v e x ( s e e  E x a m pl e 3. 2 0
i n  M u r ot a 2 0 0 3). It i s s h o w n t h at a n i nt e g r all y
c o n v e x f u n cti o n f s ati s fi e s  p r o p e rt y ( b) i n t h e
f oll o wi n g s e n s e: x i s a gl o b al  mi ni mi z e r if a n d
o nl y if

fðx Þ fðx þ e S e T Þ f o r all S ; T ½n :

Alt h o u g h i nt e g r all y c o n v e x f u n cti o n s s ati sf y  p r o p-
e rt y ( b), t h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of c h e c ki n g
t h e l o c al o pti m alit y i s e x p o n e nti al i n n i n g e n e r al
( s e e  N ot e 3. 2 3 i n  M u r ot a 2 0 0 3). I n vi e w of t hi s, it i s
d e si r a bl e t o r e st ri ct t o t r a ct a bl e s u b cl a s s e s of i nt e-
g r all y c o n v e x f u n cti o n s.  A m o n g v a ri o u s f u n cti o n
cl a s s e s  p r o p o s e d i n t h e lit e r at u r e,  L \ - c o n v e x f u n c-
ti o n s a n d  M\ - c o n v e x f u n cti o n s a r e a r g u a bl y t h e  m o st
i m p o rt a nt o n e s.

L \ - c o n v e xit y c a n b e  m oti v at e d f r o m t h e c o n c e pt of
mi d p oi nt c o n v e xit y,  w hi c h r e q ui r e s a f u n cti o n f t o s at-
i sf y i n e q u alit y ( 1) f o r ¼ 1

2 , t h at i s,

fðx Þ þ fðy Þ 2 f
x þ y

2
; 8 x ; y 2 R n : ð2 Þ

It i s  w ell k n o w n t h at f o r l o w e r s e mi- c o nti n u o u s
f u n cti o n s, c o n v e xit y i s e q ui v al e nt t o  mi d p oi nt c o n-
v e xit y ( s e e, e. g.,  D o n o g h u e 1 9 6 9,  p. 1 2).  T o a c c o m-
m o d at e t h e i nt e g r alit y r e q ui r e m e nt, o n e c a n i m p o s e
c e rt ai n i nt e g r al c o n diti o n s o n t h e  p oi nt s i n v ol v e d i n
t h e  mi d p oi nt c o n v e xit y  d e fi niti o n. S p e ci fi c all y,  w e
c a n r e pl a c e t h e  mi d p oi nt i n  E q u ati o n ( 2) b y

r o u n di n g it  d o w n a n d  u p t o t h e n e a r e st i nt e g r al

p oi nt s
x þ y

2 a n d
x þ y

2 ( s e e Fi g u r e 1) a n d i m p o s e

t h e dis crete  mi d p oi nt c o n v e xit y , t h at i s,

fðx Þ þ fðy Þ f
x þ y

2
þ f

x þ y

2
; 8 x ; y 2 Z n :

A f u n cti o n  d e fi n e d o n a n i nt e g e r s p a c e i s c all e d  L \ -
c o n v e xit y if it s ati s fi e s t h e  di s c r et e  mi d p oi nt c o n v e x-
it y.  H e r e  L\ st a n d s f o r “l atti c e ” i n vi e w of t h e l atti c e
st r u ct u r e of t h e i nt e g r al  p oi nt s.

It i s n ot h a r d t o s h o w t h at a f u n cti o n

f : Z n ! ð 1 ; 1 i s  L\ - c o n v e x if a n d o nl y if f(x ξ e )
i s s u b m o d ul a r i n ðx ; n Þ 2 Z n Z .  H e r e, a f u n cti o n
g : F n ! ð 1 ; 1 i s s u b m o d ul ar if

g ðx Þ þ g ðy Þ g ðx ^ y Þ þ g ðx _ y Þ; 8 x ; y 2 F n :

T hi s e q ui v al e nt  d e fi niti o n  m a k e s it c o n v e ni e nt t o
v e rif y  di s c r et e  L \ - c o n v e xit y vi a s u b m o d ul a rit y. I nt e r-
e sti n gl y, it s e xt e n si o n t o t h e c o nti n u o u s s p a c e i s al s o
st r ai g htf o r w a r d. I n t h e f oll o wi n g,  w e  p r e s e nt a  u ni-
fi e d  d e fi niti o n of  L \ - c o n v e xit y f o r b ot h i nt e g e r a n d
c o nti n u o u s s p a c e s,  w hi c h  w e f e el i s  m o r e c o n v e ni e nt
f o r o p e r ati o n s a p pli c ati o n s.

D E FI NI TI O N 2. 1.  A l o w e r s e mi- c o nti n u o u s 2 f u n cti o n

f : F n ! ð 1 ; 1 i s c all e d L \ - c o n v e x o n F n if f
(x ξ e ) i s s u b m o d ul a r i n ðx ; n Þ 2 F n F .

A cl o s el y r el at e d si bli n g of  L \ - c o n v e xit y i s  L- c o n-
v e xit y.  A f u n cti o n f : F n ! ð 1 ; 1 i s c all e d L- c o n ve x

o n F n if f : F n ! ð 1 ; 1 i s  L\ - c o n v e x o n F n a n d f i s
li n e a r i n t h e  di r e cti o n of e , t h at i s, f(x + a e ) = f(x ) + a r

f o r s o m e r 2 R a n d a n y a 2 F .  Cl e a rl y, a n y  L\ ( o r  L)-
c o n v e x f u n cti o n i s s u b m o d ul a r. I n a d diti o n, a l o w e r

s e mi- c o nti n u o u s  L \ ( o r  L)- c o n v e x f u n cti o n  d e fi n e d i n
a c o nti n u o u s s p a c e i s b ot h c o n v e x a n d s u b m o d ul a r.

y

x

x + y
2

x + y
2
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L \ - c o n v e xit y i s al s o cl o s el y r el at e d t o t h e c o n c e pt of
m ulti m o d ul arit y i nt r o d u c e d b y  H aj e k ( 1 9 8 5) t o st u d y
a n o pti m al a d mi s si o n c o nt r ol  p r o bl e m i n a si n gl e
q u e u e  m o d el  u n d e r n o q u e u e i nf o r m ati o n a n d i n d e-
p e n d e ntl y b y  W e b e r a n d Sti d h a m ( 1 9 8 7)  u n d e r a  dif-
f e r e nt n a m e t o st u d y a  d y n a mi c c o nt r ol of q u e u e s
p r o bl e m  wit h f ull st at e i nf o r m ati o n.  A l o w e r s e mi-
c o nti n u o u s f u n cti o n f : F n ! ð 1 ; 1 i s c all e d m ulti-
m o d ul ar if

~fðx 0 ; x Þ ¼ fðx 1 x 0 ; x 2 x 1 ; . . .; x n x n 1 Þ

i s s u b m o d ul a r i n ðx 0 ; x Þ 2 F n þ 1 .  B y  d e fi niti o n of  L\ -

c o n v e xit y, f i s  m ulti m o d ul a r if a n d o nl y if ~fð0 ; x Þ i s

L \ - c o n v e x ( s e e  M u r ot a 2 0 0 5).  W e r ef e r t o  Gl a s s e r-
m a n a n d  Y a o ( 1 9 9 4) a n d  Alt m a n et al. ( 2 0 0 3) f o r
m o r e a p pli c ati o n s of  m ulti m o d ul a rit y t o st ati c a n d
d y n a mi c c o nt r ol of q u e u e s  p r o bl e m s a n d  M o ri g u c hi
a n d  M u r ot a ( 2 0 1 8) f o r f u n d a m e nt al o p e r ati o n s
r el at e d t o  m ulti m o d ul a rit y.

M \ - c o n v e xit y i s  m oti v at e d b y a n ot h e r e q ui v al e nt
d e fi niti o n of c o n v e xit y i n a c o nti n u o u s s p a c e, e q u al-
di st a n c e c o n v e xit y,  w hi c h i m p o s e s t h e f oll o wi n g
i n e q u alit y:

fðx Þ þ fðy Þ fðx a ðx y ÞÞ  þ fðy þ a ðx y ÞÞ;

8 x ; y 2 R n ; a 2 ½ 0 ; 1 :

F o r l o w e r s e mi- c o nti n u o u s f u n cti o n s, c o n v e xit y i s
e q ui v al e nt t o t h e e q u al- di st a n c e c o n v e xit y a s it
i m pli e s  mi d p oi nt c o n v e xit y. I n t h e  d e fi niti o n, t h e
t w o  p oi nt s x (a ): = x a (x y ) a n d y (a ): = y + a (x
y )  m ai nt ai n e q u al  di st a n c e t o x a n d y , r e s p e cti v el y,
o r e q ui v al e ntl y t h e y a r e s y m m et ri c  wit h r e s p e ct t o

t h e  mi d p oi nt
x þ y

2 . I n a d diti o n, o n e c a n e a sil y s h o w

t h at t h e s u m of t h e f u n cti o n v al u e s o v e r t h e t w o
p oi nt s x (a ) a n d y (a ) i s n o n-i n c r e a si n g  w h e n t h e y
m o v e t o w a r d e a c h ot h e r t h r o u g h t h e li n e s e g m e nt
c o n n e cti n g t h e m ( s e e Fi g u r e 2 a).

It i s t e m pti n g t o  mi mi c t hi s i nt uiti o n  w h e n  w e
s wit c h t o i nt e g e r s p a c e s. I d e all y,  w e  w o ul d li k e t o
c o n st r u ct t h e t r aj e ct o ri e s of t w o i nt e g r al  p oi nt s x (a )

a n d y (a ), st a rti n g f r o m x a n d y , r e s p e cti v el y, a n d s y m-
m et ri c al  wit h r e s p e ct t o t h e  mi d p oi nt x þ y

2 , s u c h t h at
t h e s u m of t h ei r f u n cti o n v al u e s i s n o n-i n c r e a si n g a s
t h e t w o  p oi nt s  m o v e cl o s e r.  T o k e e p i nt e g r al,  w e
r e st ri ct t h e  m o v e m e nt of t h e t w o  p oi nt s o nl y al o n g
t h e a x e s ( s e e Fi g u r e 2 b).  H o w e v e r,  u nli k e t h e c o nti n u-
o u s s p a c e c a s e i n  w hi c h x (a ) a n d y (a )  m o v e al o n g a
o n e- di m e n si o n al li n e s e g m e nt, t h e r e a r e  diff e r e nt
di r e cti o n s t h e t w o  p oi nt s c a n  m o v e al o n g (t hi s
b e c o m e s  m o r e  p r o mi n e nt  w h e n t h e s p a c e  di m e n si o n
i s l a r g e r t h a n t w o), a n d  M\ - c o n v e xit y o nl y i m p o s e s
t h e e xi st e n c e of s u c h a  di r e cti o n. Si mil a r t o  L\ - c o n v e x-
it y, t h e s a m e  d e fi niti o n of  M\ - c o n v e xit y f o r  di s c r et e
f u n cti o n s a p pli e s t o c o nti n u o u s s p a c e s  wit h  mi n o r
m o di fi c ati o n.

D E FI NI TI O N 2. 2.  A l o w e r s e mi- c o nti n u o u s 3 f u n cti o n

f : F n ! ð 1 ; 1 i s c all e d M \ - c o n v e x o n F n if it s at-
i s fi e s t h e f oll o wi n g e x c h a n g e c o n diti o n: f o r a n y x ,
y 2 d o m( f) a n d i 2 s u p p þ ð x y Þ, t h e r e e xi st
j 2 s u p p ðx y Þ [ f0 g a n d a  p o siti v e n u m b e r
a 0 2 F þ s u c h t h at

fðx Þ þ fðy Þ fðx a ðe i e jÞÞ  þ fðy þ a ðe i e jÞÞ

f o r e v e r y a 2 ½ 0 ; a 0 \ F .

H e r e “ M ” st a n d s f o r  m at r oi d i n vi e w of t h e c o n n e c-
ti o n of t h e e x c h a n g e c o n diti o n t o t h e  d e fi niti o n of
m at r oi d.

W e c a n al s o  d e fi n e t h e si bli n g of  M \ - c o n v e xit y,  M-
c o n v e xit y.  A f u n cti o n f : F n ! ð 1 ; 1 i s c all e d M-

c o n v e x o n F n if f i s  M\ - c o n v e x o n F n a n d it s  d o m ai n i s

c o nt ai n e d i n a h y p e r pl a n e f x 2 F n j
P n

i¼ 1 x i ¼ rg f o r
s o m e r 2 F .

M u r ot a ( 2 0 0 3)  p r o vi d e s a h o st of  w e a k v a ri a nt s of
L \ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y,  m o st of  w hi c h h a v e
n ot b e e n  u s e d i n t h e o p e r ati o n s lit e r at u r e.  H e r e  w e
o nl y i nt r o d u c e se mistri ctl y q u asi M \ - ( S S Q M\ -) c o n v e x-
it y,  w hi c h i s  u s ef ul i n t h e a n al y si s of  m o n ot o n e c o m-
p a r ati v e st ati c s i n  p a r a m et ri c o pti mi z ati o n  p r o bl e m s

y

x

y + α (x − y )

x − α (x − y )

( a) E q u al- di st a n c e c o n v e xit y

y

x

y + ( e i − e j ) x − (e i − e j )

( b) E x c h a n g e c o n diti o n
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( s e e s e cti o n 3).  T h e c o n c e pt i s  m oti v at e d b y q u a si-
c o n v e xit y i n c o nti n u o u s s p a c e s, a r el a x e d v e r si o n of
c o n v e xit y,  w hi c h r e q ui r e s

fðð1 Þx þ y Þ m a x f fðx Þ; fðy Þ g; f o r a n y x ; y 2 R n ;

o r e q ui v al e ntl y

fðð1 Þx þ y Þ fðx Þ o r fðð1 Þx þ y Þ fðy Þ:

S p e ci fi c all y, a l o w e r s e mi- c o nti n u o u s f u n cti o n

f : F n ! ð 1 ; 1 i s S S Q M\ - c o n v e x if f o r a n y x ,
y 2 d o m( f) a n d i 2 s u p p þ ð x y Þ, t h e r e e xi st
j 2 s u p p ðx y Þ [ f0 g a n d a  p o siti v e n u m b e r
a 0 2 F þ s u c h t h at f o r a n y a 2 ½ 0 ; a 0 \ F ,

ða Þ fðx a ðe i e jÞÞ\ fðx Þ

o r ðb Þ fðy þ a ðe i e jÞÞ\ fðy Þ

o r ðc Þ fðx a ðe i e jÞÞ  fðx Þ

¼ fðy þ a ðe i e jÞÞ  fðy Þ ¼ 0 :

S S Q M \ - c o n v e xit y i s  d e fi n e d b y r el a xi n g t h e
e x c h a n g e c o n diti o n of  M \ - c o n v e xit y.  T h e r ef o r e,  M\ -
c o n v e x f u n cti o n s a r e S S Q M \ - c o n v e x.  T h e  n a m e
“ s e mi st ri ctl y ” c o m e s f r o m t h e st ri ct i n e q u alit y
r e q ui r e m e nt i n ( a) a n d ( b).

O u r  di s c r et e c o n v e xit y c o n c e pt s a r e  d e fi n e d f o r
e xt e n d e d f u n cti o n s, t h at i s, f u n cti o n s c a n t a k e t h e
v al u e + ∞ .  T hi s n at u r all y i m p o s e s c o n diti o n s o n t h ei r
d o m ai n s.  A cl o s e d s et S F n i s c all e d  L\ - c o n v e x,  M\ -
c o n v e x, S S Q M \ - c o n v e x o r a s u bl atti c e ( of F n ) if it s
i n di c at o r f u n cti o n d S i s  L\ - c o n v e x,  M\ - c o n v e x, S S Q M\ -
c o n v e x o r s u b m o d ul a r, r e s p e cti v el y ( r e c all d S ð x Þ ¼ 0
if x 2 S a n d d S ð x Þ ¼ þ 1 ot h e r wi s e).  N ot e t h at a n y
L \ - c o n v e x s et S i s a s u bl atti c e si n c e d S i s  L\ - c o n v e x,
a n d t h u s s u b m o d ul a r. S e e  P r o p o siti o n s 3. 1 a n d 3. 9 f o r
f ull c h a r a ct e ri z ati o n s of  L\ = M \ - c o n v e x s et s.

2. 2.  E x a m pl e s
I n t h e f oll o wi n g,  w e  p r e s e nt s e v e r al e x a m pl e s of
L \ = M \ - c o n v e x s et s a n d f u n cti o n s.

E x a m pl e s of L \ - c o n v e x s et s a n d f u n cti o n s

• L et U ,V ⊆ [n ], A ⊆ [n ]9 [n ], li; u j; a kl 2 R f o r i 2 U ,
j 2 V , (k ,l) 2 A .  T h e  p ol y h e d r o n f x 2 R n

jx i li; x j u j; x k x l a kl ; f o r all i 2 U ; j 2

V ; ðk ; lÞ 2 A g i s a n  L\ - c o n v e x s et. It s r e st ri cti o n

o n Z n i s a  di s c r et e  L\ - c o n v e x s et.
• L et f : F  ! ð 1 ; 1 b e a  u ni v a ri at e c o n v e x

f u n cti o n.  T h e n f i s  L\ - c o n v e x a n d h (x ,y ) = f(x y )
i s  L\ - c o n v e x i n (x ,y ).

• F o r a n y n o n d e c r e a si n g  u ni v a ri at e c o n v e x f u n c-
ti o n h a n d b 0 ; . . .; b n 2 R , fðx Þ ¼ h ðm a x
b 0 ; x 1 þ b 1 ; . . .; x n þ b n gÞ i s  L\ - c o n v e x o n F n . If
f(x ,t) i s L\ - c o n v e x o n F m F a n d  n o n d e c r e a si n g

i n t, t h e n g ðx ; y Þ ¼ fðx ; m a x f y 1 ; . . .; y n gÞ i s  L\ -
c o n v e x o n F m F n .

• A s e p a r a bl e c o n v e x f u n cti o n o n F n i s  L\ - c o n v e x.
H e r e a f u n cti o n f : F n ! ð 1 ; 1 i s s e p a r a bl e

c o n v e x o n F n if fðx Þ ¼
P n

i ¼ 1 fið x iÞ ,  w h e r e
fi : F  ! ð 1 ; 1 (i = 1,.., m ) a r e  u ni v a ri at e c o n-
v e x f u n cti o n s.

• A q u a d r ati c f u n cti o n fðx Þ ¼ x T A x wit h t h e

m at ri x A b ei n g s y m m et ri c i s  L \ - c o n v e x o n F n if
a n d o nl y if A i s a  di a g o n all y  d o mi n a nt M - m at ri x,
t h at i s,

a ij 0 8 i 6 ¼j; a n d
X n

j¼ 1

a ij 0 8 i;

w h e r e a ij r ef e r s t o t h e ij-t h c o m p o n e nt of  m at ri x A .
• A n y s u b m o d ul a r f u n cti o n o n f 0 ; 1 g n i s  L\ -

c o n v e x.

E x a m pl e s of M \ - c o n v e x s et s a n d f u n cti o n s

• L et f b e a s u b m o d ul a r s et f u n cti o n  wit h a
g r o u n d s et V a n d n = | V |. It s b a s e  p ol y h e d r o n
B ðfÞ ¼ fx 2 R n j

P
i2 U x i fðU Þ f o r all U V a n d

P
i2 V x i ¼ fðV Þ g i s a n  M\ - c o n v e x s et, a n d s o i s

t h e  p r oj e cti o n P ¼ f y 2 R n 1 jðx 1 ; y Þ
2 B ðfÞ f o r s o m e x 1 2 R g .  B ot h B ðfÞ \ Z n a n d

P \ Z n a r e  di s c r et e  M \ - c o n v e x s et s.
• A s e p a r a bl e c o n v e x f u n cti o n f : F  ! ð 1 ; 1 i s

M \ - c o n v e x.
• L a mi n ar c o n v e x f u n cti o ns. A  n o n e m pt y s et

L 2 ½n i s c all e d a l a mi n a r f a mil y if f o r a n y
A ; B 2 L , A ∩ B = ∅ o r A ⊆ B o r B ⊆ A . A f u n cti o n
f : F n ! ð 1 ; 1 i s c all e d a l a mi n a r c o n v e x
f u n cti o n if it c a n b e r e p r e s e nt e d a s

fðx Þ ¼
X

S 2 L

fS
X

i2 S

x i

 !

;

w h e r e fS ð S 2 LÞ a r e  u ni v a ri at e c o n v e x f u n cti o n s
a n d L i s a l a mi n a r f a mil y.

• A q u a d r ati c f u n cti o n fðx Þ ¼ x T A x wit h a s y m-

m et ri c  m at ri x A i s  M\ - c o n v e x o n Z n if a n d o nl y
if t h e f oll o wi n g c o n diti o n s h ol d:

A ij 0 8 i;j 2 ½ n ; a n d A ij mi n f A i k; A j kg 8 k 6 ¼i;j;

w hi c h i s al s o e q ui v al e nt t o t h e l a mi n a r c o n v e x-
it y of f.4

• A q u a d r ati c f u n cti o n fðx Þ ¼ x T A x wit h a s y m-

m et ri c  m at ri x A i s  M\ - c o n v e x o n R n if a n d
o nl y if f o r a n y k > 0, A + k I i s n o n si n g ul a r

a n d ðA þ IÞ 1 i s a  di a g o n all y  d o mi n a nt
M - m at ri x.
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• ( M o ri g u c hi a n d  M u r ot a 2 0 1 8)  A f u n cti o n

f : Z 2 ! ð 1 ; 1 i s  m ulti m o d ul a r if a n d o nl y if

it i s  M\ - c o n v e x.5

• L et ( V ,I) b e a  m at r oi d  wit h t h e g r o u n d s et V

a n d t h e i n d e p e n d e nt s et s I f 0 ; 1 g n ,  w h e r e

n = | V |.  T h e n fðx Þ ¼ m a x f a T y jy 2 I; y x g i s

M \ - c o n c a v e o n f 0 ; 1 g n f o r a n y a 2 R n
þ . I n  p a rti c-

ul a r, t h e r a n k f u n cti o n i s  M \ - c o n c a v e.

3.  C h ar a ct eri z ati o n s a n d  Pr o p erti e s

Si mil a r t o c o n v e xit y,  L \ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y
a d mit  m a n y s ali e nt c h a r a ct e ri z ati o n s a n d  p r o p e rti e s
t h at r e n d e r b r o a d a p pli c ati o n s.  W e f o c u s o n  L\ - c o n-
v e xit y  fi r st a n d t h e n  m o v e o n t o  M \ - c o n v e xit y.

W e  fi r st  p r o vi d e s o m e c h a r a ct e ri z ati o n s of  L \ - c o n-
v e xit y b el o w. F o r  L \ - c o n v e x s et s, t h e f oll o wi n g  p r o p o-
siti o n s h o w s t h at a cl o s e d s et i s  L \ - c o n v e x if a n d o nl y if
it i s t h e i nt e r s e cti o n of F n wit h a  p ol y h e d r o n  w h o s e
f a c et s a r e  p e r p e n di c ul a r t o e i e j, i,j 2 { 0, 1, . . .,n } , i6 ¼j.

P R O P O SI TI O N 3. 1. ( M U R O T A 2 0 0 3, S E C TI O N 5). A cl ose d

s u bset of F n is L \ - c o n ve x if a n d o nl y if it c a n be
e x pre sse d as f x 2 F n jl x u ; x i x j a ij; i 6 ¼jg wit h

l; u 2 F
n

a n d a ij 2 F .6

A n y  di s c r et e  L \ - c o n v e x f u n cti o n f i s c o n v e x e xt e n si-
bl e a s it i s i nt e g r all y c o n v e x. F u rt h e r m o r e, o n e of it s
c o n v e x e xt e n si o n s c a n b e c o n st r u ct e d ef fi ci e ntl y b y
fi r st e xt e n di n g o n e a c h  u nit h y p e r c u b e  u si n g t h e s o-
c all e d  L o v a s z e xt e n si o n ( e. g., s e e  M u r ot a 2 0 0 3,  p. 1 6)
a n d t h e n s pli ci n g t h e m t o g et h e r.  H e n c e, a  di s c r et e
L \ - c o n v e x f u n cti o n s c a n b e r e g a r d e d a s t h e r e st ri cti o n
of c e rt ai n ( n ot a n y a r bit r a r y) c o n v e x f u n cti o n o n a n
i nt e g e r s p a c e. I n c o nt r a st, t h e f oll o wi n g r e s ult s h o w s
t h at a  di s c r et e  L\ - c o n v e x f u n cti o n c a n al s o b e
r e g a r d e d a s a f u n cti o n o bt ai n e d b y c o n si st e ntl y
s pli ci n g li n e a r f u n cti o n s  d e fi n e d o n  L \ - c o n v e x s et s. It
s a y s t h at f o r a  di s c r et e  L \ - c o n v e x f u n cti o n f, if w e
m o v e a n y h y p e r pl a n e t o t o u c h it s e pi g r a p h { (x ,t)|t ≥ f
(x ),x 2 d o m( f)} , t h e t o u c h  p oi nt s f o r m a n  L\ - c o n v e x
s et a n d vi c e v e r s a.

P R O P O S I T I O N 3. 2. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M 7. 1 7).
Ass u me t h at f : Z n ! ð 1 ; 1 h as a n o n e m pt y b o u n de d

d o m (f). f is L \ - c o n ve x if a n d o nl y if its li ne arit y d o m ai n

ar g  mi nf [p ] is a n L \ - c o n ve x set f or all p 2 R n .

F o r t wi c e c o nti n u o u sl y  diff e r e nti a bl e f u n cti o n s, a
c h a r a ct e ri z ati o n i n t e r m s of t h e  H e s si a n  m at ri c e s i s
p r o vi d e d b el o w.

P R O P O SI TI O N 3. 3. ( M U R O T A  A N D S HI O U R A 2 0 0 4). A
t wi ce c o nti n u o usl y diffe re nti a ble f u n cti o n f : R n ! R is

L \ - c o n ve x if a n d o nl y if its  Hessi a n  m atri x r 2 fðx Þ is a
di a g o n all y d o mi n a nt  M- m atri x f or all x 2 R n .

A s a n i nt e g r all y c o n v e x f u n cti o n, l o c al o pti m alit y of
di s c r et e  L \ - c o n v e x f u n cti o n s i m pli e s gl o b al o pti m alit y
i n t h e f oll o wi n g s e n s e.

P R O P O SI TI O N 3. 4. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M 7. 1 4). Let

f : Z n ! ð 1 ; 1 be a dis crete L \ - c o n ve x f u n cti o n. If
fðx Þ mi n f fðx þ e S Þ; fðx e S Þ g f or all S⊆ [n ], t he n x is
a gl o b al o pti m u m.

It s e e m s t h at o n e n e e d s t o c h e c k 2n þ 1 p oi nt s t o v e r-
if y t h e l o c al o pti m alit y. I nt e r e sti n gl y, a s f i s s u b m o d u-
l a r o n b ot h f x þ e S jS ½n g a n d f x e S jS ½n g , t h e
l o c al o pti m alit y of a gi v e n  p oi nt x c a n b e v e ri fi e d b y
c o n d u cti n g  p ol y n o mi al n u m b e r of f u n cti o n e v al u a-
ti o n s ( s e e  O rli n 2 0 0 9).  B a s e d o n t hi s,  P r o p o siti o n 3. 4
s u g g e st s a n ef fi ci e nt st e e p e st  d e s c e nt al g o rit h m of

fi n di n g a gl o b al  mi ni mi z e r of a n  L \ - c o n v e x f u n cti o n,
w hi c h c a n b e f u rt h e r a c c el e r at e d  wit h a s c ali n g t e c h-
ni q u e.  T h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of t hi s st e e p e st

d e s c e nt s c ali n g al g o rit h m i s O ðr ðn Þv f n
2 l o g2 ð

K
2 n Þ Þ ,

w h e r e r ðn Þ ¼ O ðn 5 Þ i s t h e  n u m b e r of f u n cti o n e v al u a-
ti o n s of  mi ni mi zi n g a s u b m o d ul a r f u n cti o n o v e r a
s et  wit h n el e m e nt s, v f i s a n  u p p e r b o u n d of t h e ti m e

of e v al u ati n g f u n cti o n f, a n d K ¼ m a x f k x y k 1

jx ; y 2 d o m ðfÞ; x i ¼ y i f o r s o m e i 2 ½ n g i s ( r o u g hl y)
t h e  di a m et e r of t h e  d o m ai n of f ( s e e  M u r ot a 2 0 0 3,  p.
3 0 5 – 3 0 8).

T h e i nti m at e c o n n e cti o n  wit h s u b m o d ul a rit y all o w s
o n e t o  d e v el o p  p o w e rf ul  m o n ot o n e c o m p a r ati v e st at-

i c s r e s ult s  u si n g  L\ - c o n v e xit y. F o r a gi v e n f u n cti o n
fð ; Þ; F m F n ! ð 1 ; 1 , c o n si d e r t h e  p a r a m et ri c
o pti mi z ati o n  p r o bl e m

g ðx Þ ¼ i nf
y :ðx ;y Þ 2S

fð x ; y Þ; ð3 Þ

w h e r e S r ef e r s t o t h e g r a p h of t h e f e a si bl e s et.  L et
Y x ¼ a r g  mi n y :ðx ;y Þ 2S fð x ; y Þ b e t h e o pti m al s ol uti o n

s et gi v e n t h e  p a r a m et e r x .
B ef o r e  w e  p r o c e e d t o  p r e s e nt t h e t e c h ni c al r e s ult s,

w e r e vi e w t h e c o n c e pt of i n d u c e d s et o r d e ri n g i n l at-
ti c e  p r o g r a m mi n g.  L et Y F n b e a s et.  T h e i n d u ce d

set or deri n g Y o v e r 2 Y n f ; g i s  d e fi n e d a s: f o r

Y ; Y 0 2 2 Y n f ; g , Y Y Y 0 if f o r a n y y 2 Y a n d y 0 2 Y 0,

y ^ y 0 2 Y a n d y _ y 0 2 Y 0 ( s e e  T o p ki s 1 9 9 8,  p. 3 2).  L et
X b e a  p a rti all y o r d e r e d s et  wit h  p a rti al o r d e r a n d
Y x b e a  n o n e m pt y s et  p a r a m et e ri z e d b y x 2 X . Y x i s
s ai d t o b e  n o n d e c r e a si n g ( n o ni n c r e a si n g) i n x 2 X
wit h r e s p e ct t o t h e i n d u c e d s et o r d e ri n g if f o r a n y
x x 0, Y x Y Y x 0 (Y x 0 Y Y x ).  T h r o u g h o ut t h e  p a p e r, t h e
p a rti al o r d e r o n a s u b s et of F n r ef e r s t o t h e c o m p o-
n e nt- wi s e o r d e r ≤ .
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T h e f oll o wi n g  p r o p o siti o n i s a cl a s si c al r e s ult i n l at-
ti c e  p r o g r a m mi n g,  w hi c h i s  wi d el y  u s e d f o r  m o n o-
t o n e c o m p a r ati v e st ati c s a n al y s e s i n t h e o p e r ati o n s
r e s e a r c h a n d e c o n o mi c s lit e r at u r e.  P a rt ( a) s a y s t h e
o pti m al s ol uti o n s et i s  m o n ot o n e a n d  p a rt ( b) i m pli e s
s u b m o d ul a rit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r t h e  p a r a m et ri c
o pti mi z ati o n o p e r ati o n.

P R O P O SI TI O N 3. 5. ( T O P KI S 1 9 9 8, S E C TI O N 2. 7). C o nsi der
t he p ar a met ri c o pti mi z ati o n pr o ble m ( 3). If fð ; Þ; F m

F n ! ð 1 ; 1 is s u b m o d ul ar o n F m F n a n d t he
gr a p h of t he fe asi bl e set S is a s u bl atti ce (i.e., a, b 2 S
i m plies a ^ b ; a _ b 2 S ), t he n t he f oll o wi n g t w o
st ate m e nts h ol d.

(a ) T h e o pti m al s ol uti o n set Y x is n o n de cre asi n g i n
x 2 f z : Y z 6¼ ; g wit h res pe ct t o t he i n d u c e d set
or deri n g.

(b ) T he o pti m al v al ue f u n cti o n g( x) is s u b m o d ul ar o n
F m pr o vi de d g( x) > ∞ f or a n y x 2 F m .

T h e f oll o wi n g  m o n ot o ni cit y r e s ult of  L \ - c o n v e xit y
c a n b e  di r e ctl y o bt ai n e d f r o m  P r o p o siti o n 3. 5( a).

P R O P O SI TI O N 3. 6. ( C H E N  E T  A L . 2 0 1 8). C o nsi d er t he
p ar a met ri c o pti mi z ati o n pr o ble m ( 3). If

fð ; Þ; F m F n ! ð 1 ; 1 is a n L \ - c o n ve x f u n cti o n i n

F m F n a n d S F m F n is a n L \ - c o n ve x set i n
F m F n , t he n Y x is n o n de c re asi n g i n x 2 f z : Y z 6¼ ; g
wit h res pe ct t o t he i n d u c e d set or deri n g, a n d i n a d diti o n
Y x þ a e Y Y x þ a e f or a n y a 2 F þ .

Pr o p o siti o n 3. 6 i m pli e s t h at t h e o pti m al s ol uti o n s et
i s n o n d e cr e a si n g i n t h e  p ar a m et er a n d h a s b o u n d e d
s e n siti vit y al o n g t h e  dir e cti o n of t h e all- o n e s v e ct or e
wit h r e s p e ct t o t h e i n d u c e d s et or d eri n g. If Y x i s c o m-
p a ct f or e a c h x , o n e c a n s h o w t h at t h e l a r g e st el e m e nt
i n Y x f or e a c h x ( or t h e s m all e st el e m e nt s i n Y x f or e a c h
x ), g u ar a nt e e d t o e xi st  u n d er t h e a s s u m pti o n i n  Pr o p o-
siti o n 3. 6 a n d t h e n o n e m pt y n e s s a n d c o m p a ct n e s s of
Y x , i s n o n d e c r e a si n g i n x a n d h a s b o u n d e d s e n siti vit y.

Si mil a r t o c o n v e xit y,  L \ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d
u n d e r b a si c o p e r ati o n s of s c ali n g, t r a n sl ati o n a n d
a d diti o n.  T h at i s, if f1 ð x Þ; f2 ð x Þ a r e  L \ - c o n v e x, t h e n
f1 ð x Þ, f1 ð a þ b x Þ a n d f1 ð x Þ þ f2 ð x Þ a r e  L \ - c o n v e x i n x

f o r all 2 R þ , a 2 F n a n d b 2 F . L\ - c o n v e xit y i s al s o
p r e s e r v e d  u n d e r  p oi nt- wi s e li mit a s s u b m o d ul a rit y i s
p r e s e r v e d  u n d e r  p oi nt- wi s e li mit.  M o r e o v e r, gi v e n a
f u n cti o n f : F n F m ! ð 1 ; 1 w hi c h i s  L \ - c o n v e x
i n t h e  fi r st c o m p o n e nt, E n ½fð ; n Þ i s  L\ - c o n v e x f o r a n y
r a n d o m v e ct o r ξ o n F m p r o vi d e d t h e e x p e ct ati o n i s
w ell  d e fi n e d. Fi n all y, t h e f oll o wi n g r e s ult, a  di r e ct
c o r oll a r y of  P r o p o siti o n 3. 5( b), ill u st r at e s t h at  L \ - c o n-
v e xit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r  p a r a m et ri c o pti mi z ati o n
o p e r ati o n s,  w hi c h h a s b e e n  p r o v e n q uit e  p o w e rf ul t o
d e al  wit h  d y n a mi c o p e r ati o n s  m o d el s.

P R O P O SI TI O N 3. 7. ( C H E N  E T  A L . 2 0 1 8). C o nsi d er t he
p ar a met ri c o pti mi z ati o n pr o ble m ( 3). If fð ; Þ; F m

F n ! ð 1 ; 1 is a n L \ - c o n ve x f u n cti o n o n F m F n

a n d S F m F n is a n L \ - c o n ve x set i n F m F n , t he n

t he o pti m al o bje cti ve v al ue f u n cti o n g(x ) is L \ - c o n ve x o n
F m pr o vi de d g (x ) > ∞ f or a n y x 2 F m .

T hi s  p r e s e r v ati o n  p r o p e rt y, t o g et h e r  wit h t h e
m o n ot o ni cit y  p r o p e rt y  P r o p o siti o n 3. 6, i s  u s ef ul t o
a n al y z e t h e  m o n ot o n e c o m p a r ati v e st ati c s of o pti m al
d e ci si o n s i n t h e lit e r at u r e of i n v e nt o r y c o nt r ol a n d
r e v e n u e  m a n a g e m e nt (t o b e  di s c u s s e d i n s e cti o n 4. 2).

I n o p e r ati o n s  m o d el s,  w e oft e n e n d  u p  wit h  p a r a-
m et ri c o pti mi z ati o n  p r o bl e m s i n  w hi c h  d e ci si o n s a r e
t r u n c at e d b y r a n d o m v a ri a bl e s of t h e f oll o wi n g
f o r m:

g ðx ; z Þ ¼ i nf
u :ðx ;z ;u Þ 2 A

E ½fðx ; u ^ ð z þ n ÞÞ ; ð4 Þ

w h e r e x a n d z a r e s o m e st at e v a ri a bl e s, u i s t h e  d e ci-
si o n v e ct o r, a n d E i s t h e e x p e ct ati o n t a ki n g o v e r t h e
r a n d o m v e ct o r ξ . F o r i n st a n c e, i n i n v e nt o r y  m o d el s,
o n e  m a y f a c e  u n c e rt ai n s u p pl y / p r o d u cti o n c a p a cit y
d u e t o r a n d o m f a ct o r s s u c h a s i m p e rf e ct q u alit y a n d
u n r eli a bl e  p r o d u cti o n  p r o c e s s. I n t hi s c a s e, z a n d u
m a y r e p r e s e nt t h e i niti al i n v e nt o r y l e v el a n d t h e t a r-
g et o r d e r- u p-t o l e v el, r e s p e cti v el y, ξ i s t h e  u n c e rt ai n
c a p a cit y l e v el, u ^ ð z þ n Þ i s t h e r e ali z e d o r d e r- u p-t o
l e v el, a n d f i s t h e c o st i n c u r r e d (x i s  d u m m y h e r e).
I n c a p a cit y c o nt r ol of r e v e n u e  m a n a g e m e nt, u m a y
r e p r e s e nt t h e b o o ki n g li mit s of  diff e r e nt  d e m a n d
cl a s s e s, z + ξ i s t h e r e ali z e d  d e m a n d  wit h z b ei n g
m e a n  d e m a n d f o r e c a st, x i s t h e a v ail a bl e c a p a cit y,
a n d f i s t h e c o st ( o r e q ui v al e ntl y n e g ati v e r e w a r d) of
s e r vi n g a c c e pt e d  d e m a n d u ^ ð z þ n Þ.  A t e c h ni c al
c h all e n g e of  p r o bl e m ( 4) i s t h at it i s n ot a c o n v e x
p r o g r a m mi n g  p r o bl e m i n g e n e r al e v e n if f i s a c o n-
v e x f u n cti o n a n d A i s a c o n v e x s et. I nt e r e sti n gl y,
u n d e r c e rt ai n c o n diti o n s,  P r o p e rti e s 3. 6 a n d 3. 7 c a n
b e e xt e n d e d t o a d d r e s s s u c h  m o d el s ( s e e  C h e n et al.
2 0 1 8 a n d  C h e n a n d  G a o 2 0 1 9). F o r si m pli cit y,  w e
i m p o s e t h e f oll o wi n g st r u ct u r e o n A :

A ¼ fð x ; z ; u Þ
2 F m F n F n jA u b ðx ; z Þ; u u ðx ; z Þ g

w h e r e A i s a  m at ri x  wit h a n a p p r o p ri at e  di m e n si o n,
a n d b a n d u a r e v e ct o r s  w hi c h  m a y  d e p e n d o n x
a n d z .  D e fi n e

A N ¼ fð x ; z ; w Þjw ¼ u ^ ð z þ n Þ; ðx ; z ; u Þ 2 A; n

2 s u p p ðn Þ g

a n d  d e n ot e U ðx ; z Þ t h e o pti m al s ol uti o n s et of  p r o b-
l e m ( 4).

C h e n a n d  Li: Dis crete  C o n ve x  A n al ysis a n d Its  A p pli c ati o ns
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P R O P O SI TI O N 3. 8. ( C H E N  E T  A L . 2 0 1 8). C o nsi d er pr o ble m

( 4).  Ass u me t h at f : F m F n ! ð 1 ; 1 is a n L \ -
c o n v e x f u n cti o n i n F m F n , ξ is a r a n d o m ve ct or i n F n

wit h i n de p e n de nt c o m p o n e nts a n d A F m F n F n

is a n o ne m pt y set. If t he  m atri x  A is n o n ne g ati ve a n d
z + ξ ≥ u (x, z ) wit h pr o b a bilit y o ne, t he n t he f oll o wi n g
st ate m e nts h ol d.

(a ) If A N is L \ - c o n ve x, t he n g is L \ - c o n ve x.
(b ) If i n a d diti o n A is L \ - c o n ve x, t he n U ðx ; z Þ is

n o n de c re asi n g i n ( x, z) a n d U ððx ; z Þ þ a e Þ
Y U ðx ; z Þ þ a e f or a n y a 2 F þ .

W e  n o w f o c u s o n  M \ - c o n v e xit y.
A s i nt e g r all y c o n v e x f u n cti o n s,  di s c r et e  M \ - c o n v e x

f u n cti o n s a r e c o n v e x e xt e n si bl e. I n a d diti o n, t h e f ol-
l o wi n g c h a r a ct e ri z ati o n s of  M\ - c o n v e xit y a r e  p a r all el
t o  P r o p o siti o n s 3. 1– 3. 4 f o r  L \ - c o n v e xit y.

P R O P O SI TI O N 3. 9. ( M U R O T A 2 0 0 3, S E C TI O N 4). A n o ne-

m pt y p ol y h e dr o n  P i n R n is M \ - c o n ve x if a n d o nl y if t he
t a n ge nt c o ne  TP ð x Þ of  P at x (i.e., t he c o ne ge ner ate d b y
ve ct ors y x f or all y 2 P ) is ge ner ate d b y ve ct ors c h o se n
fr o m f e i e jji; j ¼ 0 ; 1 ; . . .; n g f or all x 2 P.

P R O P O SI TI O N 3. 1 0. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M 6. 3 0).
Ass u me t h at f : Z n ! ð 1 ; 1 h as a n o n e m pt y b o u n de d

d o m (f). T h e n f is M \ - c o n ve x if a n d o nl y if its li ne arit y

d o m ai n ar g  mi nf [p ] is a n M \ - c o n ve x set f or all p 2 R .

P R O P O SI TI O N 3. 1 1. ( C H E N  A N D L I 2 0 1 9). Let a ; b 2 R
n
.

A t wi ce c o nti n u o usl y differe nti a ble c o n ve x f u n cti o n
f : ða ; b Þ ! R is M \ - c o n ve x o n (a, b ) if a n d o nl y if
r 2 fðx Þ þ I is n o n si n g ul ar a n d ð r 2 fðx Þ þ IÞ 1 is a
di a g o n all y d o mi n a nt  M- m at ri x f or all x 2 (a, b ) a n d all
p ositi v e n u m b er k .

P R O P O SI TI O N 3. 1 2. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M 6. 2 6).
f : Z n ! ð 1 ; 1 is M \ - c o n ve x, t he n x 2 d o m (f) is a
gl o b al  mi ni mi zer of f if a n d o nl y if x is a l o c al
mi ni mi zer, t h at is, f ðx Þ fðx e i þ e jÞ f or a n y i,
j 2 { 0 ,1 ,. . ., n} .

P r o p o siti o n 3. 1 2 s u g g e st s a st e e p e st  d e s c e nt
al g o rit h m of  fi n di n g a gl o b al  mi ni m u m of a  di s-
c r et e  M \ - c o n v e x f u n cti o n f, a n d t hi s al g o rit h m
h a s a s c ali n g v e r si o n a s  w ell ( s e e  M u r ot a 2 0 0 3,
p. 2 8 1- 2 8 3).  T h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of t h e
st e e p e st  d e s c e nt s c ali n g al g o rit h m i s O ðv f n

2 K 1 Þ ,
w h e r e v f i s a n  u p p e r b o u n d of t h e ti m e of
e v al u ati n g f u n cti o n f a n d K 1 ¼ m a x f k x y k 1

jx ; y 2 d o m ðfÞ g, t h e  di a m et e r of t h e  d o m ai n of f
i n ‘ 1 - n o r m.

F o r t w o- di m e n si o n al f u n cti o n s,  M \ - c o n v e xit y, a n d
t h u s e q ui v al e ntl y  m ulti m o d ul a rit y a s  w e  p oi nt e d o ut
e a rli e r, a r e c h a r a ct e ri z e d b y t h e  p r o p e rt y of s u p e r-
m o d ul a rit y a n d  di a g o n al  d o mi n a n c e  w hi c h  fi n d s
a p pli c ati o n s i n s e v e r al i n v e nt o r y a n d  p r o d u cti o n
m o d el s ( s e e s e cti o n 4. 3).

P R O P O SI TI O N 3. 1 3. A f u n cti o n f : F 2 ! ð 1 ; 1 is M \ -
c o n v e x if a n d o nl y if f is s u per m o d ul ar, a n d s atis fi es t he
di a g o n al d o mi n a n ce pr o pert y: f or a n y x 2 F 2 ,
d ; d 1 2 F þ ,

fðx 1 ; x 2 Þ þ fðx 1 þ d þ d 1 ; x 2 d Þ fðx 1 þ d ; x 2 d Þ

þ fðx 1 þ d 1 ; x 2 Þ :
7

F o r  di s c r et e f u n cti o n s, t h e  di a g o n al  d o mi n a n c e
p r o p ert y  m e a n s D iifðx Þ D ijfðx Þ, i 6 ¼j, i,j 2 { 1, 2 } , w h e r e

D ijfðx Þ ¼ fðx þ e i þ e jÞ fðx þ e iÞ fðx þ e jÞ þ fðx Þ i s

t h e t wi c e  diff e r e n c e of f. F o r t wi c e c o nti n u o u sl y  diff er-
e nti a bl e f u n cti o n s, t h e  di a g o n al  d o mi n a n c e  p r o p ert y

m e a n s
@ 2 f

@ x i@ x i
ð x Þ

@ 2 f
@ x i@ x j

ð x Þ, i 6 ¼j, i,j 2 { 1, 2 } .

O n e  m a y  w o n d e r  w h et h e r  M \ - c o n v e xit y  w o ul d
all o w  u s t o  d e ri v e s o m e  m o n ot o n e c o m p a r ati v e st ati c s
i n t h e  p a r a m et ri c o pti mi z ati o n  p r o bl e m ( 3).  T h e i s s u e
i s  m o r e c h all e n gi n g t h a n  L\ - c o n v e xit y b e c a u s e t h e t r a-
diti o n al l atti c e  p r o g r a m mi n g t y pi c all y c o n si d e r s  p a r a-
m et ri c  mi ni mi z ati o n ( o r  m a xi mi z ati o n)  p r o bl e m s
wit h a s u b m o d ul a r ( o r s u p e r m o d ul a r) o bj e cti v e f u n c-
ti o n o v e r a c o n st r ai nt s et  wit h a l atti c e st r u ct u r e  w hil e
a n  M \ - c o n v e x f u n cti o n i s s u p e r m o d ul a r a s st at e d i n
t h e f oll o wi n g  p r o p o siti o n.

P R O P O SI TI O N 3. 1 4. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M 6. 1 9;  M U R-

O T A  A N D S HI O U R A 2 0 0 4).  M \ - c o n ve x f u n cti o ns are s u per-
m o d ul ar.

I n g e n e r al, t h e r e i s n ot  m u c h o n e c a n s a y a b o ut t h e
m o n ot o ni cit y of t h e o pti m al s ol uti o n of  p r o bl e m ( 3) if
t h e o bj e cti v e f u n cti o n i s  m e r el y s u p e r m o d ul a r.  H o w-

e v e r, si n c e  M \ - c o n v e xit y i s  m u c h st r o n g e r t h a n s u p e r-
m o d ul a rit y,  w e c a n i n d e e d  d e ri v e s o m e  m o n ot o n e
c o m p a r ati v e st ati c s  u si n g t h e c o n c e pt of  w e a k
i n d u c e d s et o r d e ri n g.  L et Y F n b e a s et.  T h e we a k

i n d u ce d set or deri n g Y w o v e r 2 Y n f ; g i s  d e fi n e d a s: f o r

Y ; Y 0 2 2 Y n f ; g , Y Y w Y 0 if f o r a n y y 2 Y , t h e r e e xi st s

y 0 2 Y 0 wit h y ≤ y 0, a n d f o r a n y y 0 2 Y 0, t h e r e e xi st s
y 2 Y wit h y ≤ y 0 ( s e e  T o p ki s 1 9 9 8,  p. 3 8).  L et X b e a
p a rti all y o r d e r e d s et  wit h  p a rti al o r d e r a n d Y x b e a
n o n e m pt y s et  p a r a m et e ri z e d b y x 2 X . Y x i s s ai d t o
b e  n o n d e c r e a si n g ( n o ni n c r e a si n g) i n x 2 X wit h
r e s p e ct t o t h e  w e a k i n d u c e d s et o r d e ri n g if f o r a n y
x x 0, Y x Y w Y x 0 (Y x 0 Y w Y x ).

C h e n a n d  Li: Dis crete  C o n ve x  A n al ysis a n d Its  A p pli c ati o ns
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P R O P O SI TI O N 3. 1 5. ( C H E N  A N D L I 2 0 1 9). C o nsi der pr o-

ble m ( 3). If f : F m F n ! ð 1 ; 1 is a n M \ - c o n ve x
f u n cti o n a n d S ¼ F m B wit h B bei n g a b o x i n F n ,

t h at is, B ¼ ½ l; u \ F n a n d l ; u 2 F
n
, t he n t he o pti m al

s ol uti o n set Y x is n o ni n cre a si n g i n x a n d e T Y x þ e T x is
n o n de c re asi n g i n x  wit h res pe ct t o t he  we a k i n d u c e d set
or deri n g f or x 2 f z : Y z 6¼ ; g .

T h e  fi r st  p a rt of  P r o p o siti o n 3. 1 5  p r o vi d e s a c o n di-
ti o n  u n d e r  w hi c h t h e o pti m al s ol uti o n s et i s n o ni n-
cre asi n g i n t h e  p a r a m et e r s.  T hi s i s t ot all y  diff e r e nt
f r o m  P r o p o siti o n s 3. 5 a n d 3. 6,  w h e r e t h e o pti m al s ol u-
ti o n i s n o n d e c r e a si n g (i n st e a d of n o ni n c r e a si n g) i n
t h e  p a r a m et e r s. I nt e r e sti n gl y, t hi s r e s ult c a n b e

e xt e n d e d t o S S Q M \ - c o n v e xit y: if f i s S S Q M\ - c o n v e x,
t h e n Y x i s  n o ni n c r e a si n g i n x wit h r e s p e ct t o t h e  w e a k
i n d u c e d s et o r d e ri n g.  T h e s e c o n d  p a rt of  P r o p o siti o n

3. 1 5 s a y s e T Y x þ e T x i s  n o n d e c r e a si n g i n x . I n i n v e n-
t o r y a p pli c ati o n s, if y r e p r e s e nt s t h e o r d e ri n g q u a ntit y

a n d x t h e i niti al i n v e nt o r y, e T Y x þ e T x b ei n g  n o ni n-
c r e a si n g  m e a n s t h at t h e t ot al o pti m al o r d e r- u p-t o
l e v el i s n o ni n c r e a si n g i n t h e i niti al i n v e nt o r y. S e e s e c-
ti o n 4. 3 f o r a n a p pli c ati o n of  P r o p o siti o n 3. 1 5 i n a  m ul-
ti- p r o d u ct i n v e nt o r y  m o d el.  W e  w o ul d li k e t o  p oi nt
o ut t h at  P r o p o siti o n 3. 1 5 c a n n ot b e  d e ri v e d f r o m cl a s-
si c al r e s ult s i n l atti c e  p r o g r a m mi n g b y  m a ki n g si m pl e
v a ri a bl e t r a n sf o r m ati o n f r o m ( x ,y ) t o (x , y ) o r ( x ,y )
a s n eit h e r f(x , y ) n o r f( x ,y ) i s s u b m o d ul a r i n g e n-
e r al.

M \ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r s e v e r al c o m m o nl y

u s e d o p e r ati o n s. If f(x ) i s M\ - c o n v e x, t h e n k f(x ), f(a

x ) a n d f[p ](x ) a r e  M\ - c o n v e x f o r all 2 R þ , a 2 F n

a n d p 2 R n . If f(x ) i s M\ - c o n v e x ( S S Q M\ - c o n v e x,

M- c o n v e x), t h e n f(x + y ) i s M\ - c o n v e x ( S S Q M\ - c o n v e x,

M- c o n v e x) i n ( x ,y ).  M\ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r
p oi nt- wi s e li mit.  T h e f oll o wi n g r e s ult ill u st r at e s t h at

M \ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r i n fi m al c o n v ol uti o n.

P R O P O SI TI O N 3. 1 6. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M S 6. 1 5 A N D

6. 5 0). T he i n fi m al c o n v ol uti o n of t w o M \ - c o n ve x f u n c-
ti o ns f1 ; f2 : F n ! ð 1 ; 1 , de fi ne d as ðf1 h f2 Þðx Þ ¼
mi n u þ v ¼ x ð f1 ð u Þ þ f2 ð v ÞÞ ; re m ai n s M \ - c o n ve x i n F n if
ðf1 h f2 Þð x Þ [ 1 f or a n y x 2 F n .

Fi n all y,  M \ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r  p a r a m et-
ri c o pti mi z ati o n o p e r ati o n s i n t h e s etti n g of  P r o p o si-
ti o n 3. 1 5.

P R O P O SI TI O N 3. 1 7. ( M U R O T A 2 0 0 3,  T H E O R E M S 6. 1 5 A N D

6. 5 0). C o nsi d er pr o ble m ( 3). If f : F m F n ! ð 1 ; 1
is a n M \ - c o n ve x f u n cti o n a n d S ¼ F m B wit h B bei n g
a b o x i n F n , t h at is, B ¼ ½ l; u \ F n a n d l ; u 2 F

n
, t he n

g (x ) is M \ - c o n ve x o n F m p r o vi de d g (x ) > ∞ f or a n y
x 2 F m .

C o m p a r e d  wit h  L \ - c o n v e xit y,  M\ - c o n v e xit y i s
m u c h  m o r e c h all e n gi n g t o  d e al  wit h b e c a u s e  M \ -
c o n v e xit y i s n ot cl o s e d  u n d e r s o m e c o m m o nl y  u s e d
o p e r ati o n s. F o r e x a m pl e, f(b x )  m a y n ot  p r e s e r v e
M \ - c o n v e xit y f o r b 2 R ; t h e r e st ri cti o n of a n  M\ -
c o n v e x f u n cti o n o n a n  M \ - c o n v e x s et i s n ot n e c e s-
s a ril y a n  M \ - c o n v e x f u n cti o n; t h e s u m m ati o n of
t w o  M\ - c o n v e x f u n cti o n s  m a y n ot b e a n  M\ - c o n v e x
f u n cti o n.

T h e r e s ult b el o w li n k s  L / L \ - c o n v e xit y  wit h  M / M\ -
c o n v e xit y t h r o u g h t h e  L e g e n d r e t r a n sf o r m ati o n,
w hi c h  w e  will e x pl oit t o a n al y z e a n a s s e m bl e-t o- o r d e r
i n v e nt o r y  m o d el i n s e cti o n 4. 3.  T h e  L e g e n d r e t r a n s-
f o r m ati o n ( o r c o nj u g at e f u n cti o n) of a f u n cti o n
f : F n ! ð 1 ; 1 i s a f u n cti o n f : F n ! ð 1 ; 1
d e fi n e d b y

f ðp Þ ¼ s u p f p T x fðx Þj x 2 F n g ; p 2 F n :

P R O P O SI TI O N 3. 1 8. ( M U R O T A 1 9 9 8,  M U R O T A  A N D

S HI O U R A 2 0 0 4). A f u n cti o n f is M \ - c o n ve x ( L\ - c o n ve x) if
a n d o nl y if f is L \ - c o n ve x ( M\ - c o n ve x).  T he st ate me nt
re m ai ns tr ue  w he n  we re pl a ce L \ - c o n ve x b y L- c o n ve x a n d
M \ - c o n v e x b y  M- c o n v e x, res pe cti vel y.

I n t h e t w o- di m e n si o n al s p a c e,  L\ - c o n v e xit y a n d  M\ -
c o n v e xit y a r e e s s e nti all y e q ui v al e nt s u bj e ct t o a si m-
pl e v a ri a bl e t r a n sf o r m ati o n.

P R O P O SI TI O N 3. 1 9. ( F UJI S HI G E 2 0 0 5,  L E M M A 1 7. 4). A
t w o- di m e nsi o n al f u n cti o n8 f : F 2 ! ð 1 ; 1 is M \ -
c o n v e x if a n d o nl y if f ð x 1 ; x 2 Þ is L \ - c o n ve x i n ðx 1 ; x 2 Þ .

A s  w e  m e nti o n e d e a rli e r,  M \ - c o n v e xit y i s n ot  p r e-
s e r v e d  u n d e r a d diti o n o p e r ati o n i n g e n e r al.  P r o p o si-
ti o n 3. 1 9 t o g et h e r  wit h t h e  p r e s e r v ati o n of  L\ -
c o n v e xit y  u n d e r t h e a d diti o n o p e r ati o n i m pli e s t h at
t h e s u m m ati o n of t w o t w o- di m e n si o n al  M\ - c o n v e x
f u n cti o n s a r e  M\ - c o n v e x.

P R O P O SI TI O N 3. 2 0. If t w o f u n cti o ns f ; h : F 2 !
ð 1 ; 1 are M \ - c o n ve x, t he n f + h is M \ - c o n ve x.

T hi s  p r o p e rt y all o w s  u s t o s h o w  p r e s e r v ati o n of
M \ - c o n v e xit y i n  m o d el s i n v ol vi n g e x p e ct ati o n
o p e r ati o n s. S e e s e cti o n 4. 3 f o r a c a s e st u d y of a
t w o-l o c ati o n j oi nt i n v e nt o r y a n d t r a n s s hi p m e nt
m o d el.

P r o p o siti o n 3. 1 9 t o g et h e r  wit h t h e  p r e s e r v ati o n of
M \ - c o n v e xit y  u n d e r i n fi m al c o n v ol uti o n i m pli e s t h at
L \ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d  u n d e r i n fi m al c o n v ol uti o n
if  w e r e st ri ct t o a t w o- di m e n si o n al s p a c e.

P R O P O SI TI O N 3. 2 1. ( C H E N  E T  A L . 2 0 1 3). If fi : F 2 !
ð 1 ; 1 (i = 1 ,. . ., n) are L \ - c o n ve x, t he n t he f u n cti o n
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fðx Þ ¼ mi n
X n

i¼ 1

fið y
iÞj

X n

i¼ 1

y i ¼ x ; y i 2 F 2 ; i 2 ½ n

( )

is L \ - c o n ve x.

4.  A p pli c ati o n s

I n t hi s s e cti o n,  w e  fi r st r e vi e w n et w o r k  fl o w  p r o bl e m s
i n  w hi c h  L\ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y  n at u r all y
a ri s e.  W e t h e n r e vi e w s o m e a p pli c ati o n s of  L \ - c o n v e x-
it y a n d  fi n all y t h o s e f o r  M\ - c o n v e xit y.

4. 1.  N et w or k Fl o w  Pr o bl e m
M \ - c o n v e xit y a n d  L\ - c o n v e xit y  n at u r all y a ri s e i n n et-
w o r k  fl o w  p r o bl e m s.  L et ( V ,A ) b e a  di r e ct e d g r a p h
wit h v e rt e x s et V a n d a r c s et A . F o r e a c h a r c a ,  d e n ot e
ξ (a ) t h e  fl o w o n it a n d fa t h e c o st f u n cti o n of it s  fl o w
w hi c h i s a s s u m e d t o b e  u ni v a ri at e c o n v e x.  D e n ot e
n 2 F jA j t h e v e ct o r of  fl o w o n e a c h a r c.  T h e b o u n d a r y
@ n 2 F jV j of a  fl o w v e ct o r ξ at a n o d e v 2 V i s  d e fi n e d
a s t h e t ot al  fl o w s l e a vi n g v mi n u s t h e t ot al  fl o w s
e nt e ri n g v .  L et T ⊆ V b e t h e s et of s u p pl y a n d  d e m a n d
n o d e s.  T h e  mi ni m u m c o st of t h e n et w o r k  fl o w s  wit h a
gi v e n s u p pl y a n d  d e m a n d v e ct o r x 2 F jT j9 c a n t h e n
b e  w ritt e n a s

fðx Þ ¼ i nf
n

X

a 2 A

fa ð n a Þjð @ n Þ v ¼ x v if v 2 T a n d 0 ot h e r wi s e

( )

:

ð5 Þ

It i s s h o w n t h at f u n cti o n f : F jT j ! ð 1 ; 1 i s  M-
c o n v e x ( s e e  M u r ot a 2 0 0 3). 1 0 T hi s r e s ult  pl a y s a c riti-
c al r ol e i n  M a et al. ( 2 0 1 8) t o  p r o v e t h at a s p ati o-
t e m p o r al  p ri ci n g  m e c h a ni s m i s s u b g a m e- p e rf e ct
i n c e nti v e c o m p ati bl e i n a ri d e- s h a ri n g  pl atf o r m  wit h
st r at e gi c  d ri v e r s.

L \ - c o n v e xit y a ri s e s if  w e c o n si d e r a n et w o r k (V ,A )
of el e ct ri c  p ot e nti al s.  L et p v b e t h e el e ct ri c  p ot e nti al o n
n o d e v 2 V a n d p 2 F jV j b e t h e el e ct ri c  p ot e nti al v e c-
t o r.  T h e c o b o u n d a r y of a n el e ct ri c  p ot e nti al v e ct o r p
( vi e w e d a s v olt a g e s o n t h e a r c s) i s a v e ct o r D p 2 F jA j

d e fi n e d b y ðD p Þ a ¼ p v p v 0 f o r a ¼ ð v 0; v Þ.  L et g a b e
t h e c o st f u n cti o n a s s o ci at e d  wit h a r c a ,  w hi c h i s
a s s u m e d t o b e  u ni v a ri at e c o n v e x.  Gi v e n t h e  p ot e nti al
q 2 F jT j o n a  n o d e s u b s et T ⊆ V , t h e  mi ni m u m c o st of
t h e n et w o r k v olt a g e s c a n b e  w ritt e n a s

g ðq Þ ¼ i nf
p

X

a 2 A

g a ðð D p Þ a Þj p v ¼ q v ; v 2 T

( )

:

It i s s h o w n t h at f u n cti o n g : F jT j ! ð 1 ; 1 i s  L-
c o n v e x.  M o r e o v e r,  u n d e r t h e s a m e n et w o r k, if fa
a n d g a a r e c o nj u g at e t o e a c h ot h e r f o r all a 2 A , t h e n

f a n d g a r e c o nj u g at e t o e a c h ot h e r ( s e e  M u r ot a
2 0 0 3,  M u r ot a a n d S hi o u r a 2 0 0 4).

M \ - c o n v e xit y a n d  L\ - c o n v e xit y al s o a ri s e i n a n et-
w o r k  wit h c a p a cit y c o n st r ai nt s. I n t h e a b o v e n et w o r k
(V ,A ), a s s u m e fa ð n a Þ ¼ w a n a wit h  w ei g ht w a 2 F f o r
e v e r y a 2 A a n d T = ∅ .  L et l; u 2 F jA j b e v e ct o r s of
t h e l o w e r b o u n d a n d t h e  u p p e r b o u n d of t h e c a p a cit y
o n e a c h a r c, r e s p e cti v el y.  T h e n  p r o bl e m ( 5) b e c o m e s a
m a x- w ei g ht ci r c ul ati o n  p r o bl e m

F ðw ; l; u Þ ¼ s u p
n 2 F jA j

X

a 2 A

n a w a j@ n ¼ 0 ; l n u

( )

:

T h e f u n cti o n F c a n b e  M \ - c o n v e x ( c o n c a v e) o r  L\ -
c o n v e x ( c o n c a v e) i n s o m e of it s v a ri a bl e s  d e p e n di n g
o n  w h et h e r t h ei r a s s o ci at e d a r c s a r e  p a r all el o r s e r-
i e s.  T w o a r c s a r e s ai d t o b e  p a r all el ( s e ri e s) if t h e y
a r e i n t h e o p p o sit e ( s a m e)  di r e cti o n f o r e v e r y si m-
pl e c y cl e c o nt ai ni n g t h e m.  A s et of a r c s i s s ai d t o
b e  p a r all el ( s e ri e s) if it c o n si st s of  p ai r wi s e  p a r all el
( s e ri e s) a r c s. F o r a s e ri e s s et S a n d a  p a r all el s et P ,
it i s s h o w n i n  M u r ot a a n d S hi o u r a ( 2 0 0 5) t h at F (w ,
l,u ) i s M\ - c o n v e x i n ðw a Þ a 2 S a n d s e p a r at el y  M \ - c o n-
c a v e i n ðla Þ a 2 P a n d ðu a Þ a 2 P (F (w ,l,u ) i s L\ - c o n v e x i n
ðw a Þ a 2 P a n d s e p a r at el y  L \ - c o n c a v e i n ðla Þ a 2 S a n d
ðu a Þ a 2 S ).  T hi s r e s ult i m pli e s t h at F (w ,l,u ) i s s e p a-
r at el y s u p e r m o d ul a r i n ðw a Þ a 2 S ; ð la Þ a 2 S ; ð u a Þ a 2 S ( s e p a-
r at el y s u b m o d ul a r i n ðw a Þ a 2 P ; ð la Þ a 2 P ; ð u a Þ a 2 P ), a
c r u ci al r e s ult i n  G al e a n d  P olit of ( 1 9 8 1)  w hi c h
pl a y s a n i m p o rt a nt r ol e i n t h e a n al y si s of t h e  p r o-
c e s s  fl e xi bilit y i n  m a n uf a ct u ri n g ( s e e Si m c hi- L e vi
et al. 2 0 1 4,  C h a p. 1 3).

M a n y i m p o rt a nt  p r o p e rti e s a n d al g o rit h m s of cl a s-
si c al  mi n- c o st  fl o w  p r o bl e m s c a n b e e xt e n d e d t o s et-
ti n g s  wit h  M\ - c o n v e x o bj e cti v e s.  C o n si d e r t h e
f u n d a m e nt al f o r m of t h e  mi n- c o st  fl o w  p r o bl e m:

mi n
n 2 R jA j

X

a 2 A

n a w a j@ n ¼ x ; l n u

( )

; ð6 Þ

t h at i s,  p r o bl e m ( 5)  wit h F ¼ R , T = V ,
fa ðn a Þ ¼ w a n a f o r e v e r y a 2 A a n d a c a p a cit y c o n-
st r ai nt [ l,u ].  N u m e r o u s  p r o p e rti e s f o r  p r o bl e m ( 6)
h a v e b e e n  d e v el o p e d, f o r e x a m pl e, o pti m al c rit e ri a
i n t e r m s of  p ot e nti al s (i. e.,  d u al v a ri a bl e s) a n d n e g a-
ti v e c y cl e s a s  w ell a s t h e i nt e g r alit y c o n diti o n s of
o pti m al  fl o w s.  T h e r e a r e al s o ef fi ci e nt al g o rit h m s of
fi n di n g a n o pti m al s ol uti o n s u c h a s t h e c y cl e c a n c el-
i n g al g o rit h m.  W e r ef e r t o  Kl ei n ( 1 9 6 7) a n d  A h uj a
et al. ( 1 9 9 3) f o r  m o r e r e s ult s o n  mi n- c o st  fl o w  p r o b-
l e m s.  E q ui p p e d  wit h  M\ - c o n v e xit y, t h e s e r e s ult s c a n
b e e xt e n d e d t o a  m o r e g e n e r al s u b m o d ul a r  fl o w
p r o bl e m  wit h a n o n s e p a r a bl e o bj e cti v e f u n cti o n.  T h e
s u b m o d ul a r  fl o w  p r o bl e m s ol v e s
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mi n
n

X

a 2 A

n a w a þ fð@ n Þ

s.t. l n u

@ n 2 d o m ðfÞ

n 2 R jA j;

ð7 Þ

w h e r e f : R jV j ! ð 1 ; 1 i s a f u n cti o n  wit h  d o m(f)
b ei n g a b a s e  p ol y h e d r o n of s o m e s u b m o d ul a r f u n c-
ti o n. It i s s h o w n i n  M u r ot a ( 1 9 9 8) a n d  M u r ot a ( 1 9 9 9)
t h at if f i s  M- c o n v e x (t h e c o r r e s p o n di n g  p r o bl e m i s
r ef e r r e d t o a s  M- c o n v e x s u b m o d ul a r  fl o w  p r o bl e m
o r  M S F P f o r s h o rt), t h e r e s ult s o n o pti m al c rit e ri a i n
t e r m s of t h e  p ot e nti al s a n d n e g ati v e c y cl e s a n d i nt e-
g r alit y c o n diti o n s of o pti m al  fl o w s c a n b e e xt e n d e d
t o  p r o bl e m ( 7), a n d t h e o pti m al s ol uti o n c a n b e
o bt ai n e d b y t h e c y cl e c a n c elli n g al g o rit h m.  T h e s e
r e s ult s of  M S F P a r e  u s e d b y  C a n d o g a n et al. ( 2 0 1 6)
t o a n al y z e t h e c o m p etiti v e e q uili b ri u m i n a t r a di n g

n et w o r k  w h e r e a g e nt s h a v e  M \ - c o n c a v e v al u ati o n s.
S p e ci fi c all y, t h e y t r a n sf o r m t h e  p r o bl e m of  fi n di n g a
c o m p etiti v e e q uili b ri u m a s a  M S F P a n d s h o w t h at a
c o m p etiti v e e q uili b ri u m e xi st s a n d c a n b e c o m p ut e d
ef fi ci e ntl y.

4. 2.  A p pli c ati o n s of L \ - C o n v e xit y
4. 2. 1. I n v e nt or y  M o d el  wit h a  P o siti v e  L e a d

Ti m e. L \ - c o n v e xit y i s i nt r o d u c e d b y  Zi p ki n ( 2 0 0 8) t o
a n al y z e t h e st r u ct u r e of t h e o pti m al  p oli c y of t h e cl a s-
si c al si n gl e- p r o d u ct st o c h a sti c i n v e nt o r y  m o d el  wit h
l o st s al e s a n d a  p o siti v e l e a d ti m e. I n t h e  m o d el, at t h e
b e gi n ni n g of e a c h  p e ri o d,  w e o b s e r v e t h e st at e r e p r e-
s e nt e d b y s ¼ ð s 0 ; s 1 ; . . .; s l 1 Þ ,  w h e r e l i s t h e  fi x e d l e a d
ti m e, a n d s i i s t h e o n- h a n d i n v e nt o r y  pl u s t h e o r d e r s
t o b e a r ri v e d  wit hi n i p e ri o d s. S p e ci fi c all y, s 0 i s t h e
o n- h a n d i n v e nt o r y l e v el a n d s l 1 i s t h e i n v e nt o r y  p o si-
ti o n.  A n o r d e r i s t h e n  pl a c e d  w hi c h i n c u r s a c o st of c
p e r  u nit a n d  will b e r e c ei v e d l p e ri o d s l at e r.  A n y l eft-
o v e r i n v e nt o r y i s c a r ri e d o v e r t o t h e n e xt  p e ri o d
i n c u r ri n g a h ol di n g c o st of h þ p e r  u nit, a n d  u n s ati s-
fi e d  d e m a n d i s l o st i n c u r ri n g a l o st- s al e s c o st of h
p e r  u nit.  T h e c o st-t o- g o f u n cti o n ftð sÞ at  p e ri o d t wit h
a st at e s s ati s fi e s t h e f oll o wi n g  B ell m a n e q u ati o n.

ftð sÞ ¼ mi n
y s l 1

c ð y s l 1 Þ þ E ½g tð s; y ; D Þ ;

a n d

g tð s; y ; D Þ ¼ h þ ð s 0 D Þ þ þ h ðD s 0 Þ
þ þ ftþ 1 ð s

0Þ:

w h e r e y i s t h e i n v e nt o r y  p o siti o n aft e r o r d e ri n g, D
i s t h e r a n d o m  d e m a n d, a n d s 0 ¼ ð s 1 s 0 ^
D ; s 2 s 0 ^ D ; . . .; y s 0 ^ D Þ i s t h e st at e of t h e n e xt
p e ri o d.  At t h e e n d of t h e  pl a n ni n g h o ri z o n, a n y
r e m ai ni n g o n- h a n d i n v e nt o r y i s a s s u m e d t o h a v e a
s al v a g e v al u e of c p e r  u nit.

O n e c a n s h o w t h at g tð s; y ; D Þ e q u al s t h e o pti m al
o bj e cti v e v al u e of t h e f oll o wi n g  p r o bl e m.

mi n h þ ð s 0 u Þ þ h ðu s 0 Þ þ ftþ 1 ð s 1 u ;s 2 u ;...;y u Þ

s.t. 0 u D ; u s 0 ;

w hi c h b a si c all y s a y s t h at e v e n  wit h t h e  fl e xi bilit y of
s ati sf yi n g o nl y a  p o rti o n of t h e  d e m a n d, it i s al w a y s
o pti m al t o s ati sf y t h e  d e m a n d a s  m u c h a s  p o s si bl e.
B a s e d o n t hi s f a ct a n d  P r o p o siti o n 3. 7,  Zi p ki n ( 2 0 0 8)
s h o w s b y i n d u cti o n t h at ftð sÞ a n d g tð s; y ; D Þ a r e  L \ -
c o n v e x,  w hi c h t o g et h e r  wit h  P r o p o siti o n 3. 6  p r o v e s
t h at t h e o pti m al o r d e r- u p-t o l e v el y ðsÞ i s n o n d e-
c r e a si n g i n s b ut t h e i n c r e a s e d a m o u nt i s b o u n d e d
b y t h at of t h e o n- h a n d i n v e nt o r y l e v el ( e v e r yt hi n g
el s e  u n c h a n g e d).  T h e  m o n ot o ni cit y r e s ult i m pli e s
t h at t h e o pti m al o r d e ri n g q u a ntit y y ðsÞ s l 1 i s
n o ni n c r e a si n g i n t h e o n- h a n d i n v e nt o r y s 0 a n d t h e
o ut st a n di n g o r d e r s s 1 s 0 ; . . .; s l 1 s l 2 . I n a d diti o n,
it i s  m o r e s e n siti v e t o  m o r e r e c e nt o r d e r s  wit h
b o u n d e d s e n siti viti e s (i. e., t h e  d e c r e a s e d a m o u nt of
t h e o pti m al o r d e r q u a ntit y i s n o  m o r e t h a n t h e
i n c r e a s e d a m o u nt i n t h e o n- h a n d i n v e nt o r y  pl u s t h e
o ut st a n di n g o r d e r s).

T h e a n al y si s b a s e d o n  L \ - c o n v e xit y g r e atl y si m pli-
fi e s t h at f o r t h e l o st- s al e s i n v e nt o r y  m o d el  wit h  p o si-
ti v e l e a d ti m e i n t h e lit e r at u r e, a n d h a s b e e n e x pl o r e d
f o r s e v e r al ot h e r f u n d a m e nt al  m o d el s i n i n v e nt o r y
c o nt r ol a n d r e v e n u e  m a n a g e m e nt.  P a n g et al. ( 2 0 1 2)
c o n si d e r a si n gl e  p r o d u ct j oi nt i n v e nt o r y- p ri ci n g c o n-
t r ol  p r o bl e m  wit h b a c kl o g gi n g a n d a  p o siti v e l e a d
ti m e. F o c u si n g o n t h e c a s e i n  w hi c h  d e m a n d i s a
d et e r mi ni sti c f u n cti o n of t h e s elli n g  p ri c e  wit h a n
a d diti v e r a n d o m n oi s e i n d e p e n d e nt of  p ri c e, t h e y
s h o w t h at t h e  p r o fit-t o- g o f u n cti o n i s  L \ - c o n c a v e.
B a s e d o n t hi s, t h e y e st a bli s h a si mil a r s e n siti vit y
r e s ult f o r t h e o pti m al o r d e ri n g q u a ntit y, a n d s h o w
t h at t h e o pti m al  d e m a n d i s n o n d e c r e a si n g i n t h e o n-
h a n d i n v e nt o r y a n d t h e i n v e nt o r y i n t r a n sit  wit h
b o u n d e d s e n siti viti e s.

C h e n et al. ( 2 0 1 4 b) i n v e sti g at e a j oi nt i n v e nt o r y- p ri-
ci n g- di s p o s al c o nt r ol  p r o bl e m f o r a  p e ri s h a bl e  p r o-
d u ct  wit h a  fi x e d lif e ti m e a n d a  p o siti v e l e a d ti m e.
T h e y  p r o vi d e  m o n ot o ni cit y r e s ult s of t h e o pti m al
o r d e r- u p-t o l e v el, t h e o pti m al o r d e ri n g q u a ntit y a n d
t h e o pti m al  d e m a n d l e v el f o r b ot h b a c kl o g gi n g a n d
l o st- s al e s c a s e s.  A si mil a r  m o n ot o ni cit y r e s ult f o r t h e
o pti m al o r d e ri n g  p oli c y h a s b e e n e st a bli s h e d b y F ri e s
( 1 9 7 5) a n d  N a h mi a s ( 1 9 7 5)  u n d e r a s p e ci al c a s e  wit h
fi x e d  p ri c e s, z e r o l e a d ti m e a n d c o nti n u o u s  d e m a n d
di st ri b uti o n s  u si n g si g ni fi c a ntl y  m o r e c o m pli c at e d
a n al y si s.  H o w e v e r, a s  p oi nt e d o ut b y  N a h mi a s ( 2 0 1 1)
( p a g e 1 0), “ T h e  m ai n t h e o r e m r e q ui r e s 1 7 st e p s a n d i s
p r o v e n vi a a c o m pl e x i n d u cti o n a r g u m e nt. ” I n a d di-
ti o n, f o r  m o d el s  wit h  di s c r et e  d e m a n d,  N a h mi a s a n d
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S c h mi dt ( 1 9 8 6)  d e v el o p e d a s e p a r at e a r g u m e nt  u si n g
a s e q u e n c e of c o nti n u o u s  d e m a n d  di st ri b uti o n s t o
a p p r o xi m at e t h e  di s c r et e  d e m a n d  di st ri b uti o n,  w hil e
t h e  p r o of of  C h e n et al. ( 2 0 1 4 b) i s a p pli c a bl e f o r b ot h
di s c r et e  d e m a n d a n d c o nti n u o u s  d e m a n d.

F e n g et al. ( 2 0 1 9) c o n si d e r a  d y n a mi c i n v e nt o r y s y s-
t e m of t w o s u b stit ut a bl e  p r o d u ct s  wit h  p o siti v e
r e pl e ni s h m e nt l e a d ti m e s.  Wit h a  mil d a s s u m pti o n o n
t h e  p a r a m et e r s, t h e y s h o w t h at t h e c o st-t o- g o f u n cti o n
i s  L\ - c o n v e x a n d  p r o vi d e s e n siti vit y a n al y s e s f o r t h e
o pti m al o r d e r- u p-t o l e v el s, o pti m al o r d e ri n g q u a nti-
ti e s a n d o pti m al s u b stit uti o n q u a ntiti e s.  B y e st a bli s h-
i n g  P r o p o siti o n 3. 8,  C h e n et al. ( 2 0 1 8)  d e v el o p
m et h o d ol o gi e s t o h a n dl e a cl a s s of o pti mi z ati o n  m o d-
el s i n  w hi c h  d e ci si o n v a ri a bl e s a r e t r u n c at e d b y r a n-
d o m v a ri a bl e s a n d ill u st r at e t h ei r a p pli c ati o n s o n
s e v e r al  m o d el s i n cl u di n g  d u al s o u r ci n g s y st e m s  wit h
r a n d o m s u p pl y c a p a cit y ( s e e al s o  C h e n 2 0 1 7 b),
a s s e m bl e-t o- o r d e r s y st e m s  wit h r a n d o m s u p pl y
c a p a cit y, a n d c a p a cit y all o c ati o n i n n et w o r k r e v e n u e
m a n a g e m e nt b a s e d o n b o o ki n g li mit c o nt r ol s.  A p pli-
c ati o n s of  L \ - c o n v e xit y t o o pti m al c o nt r ol i n s e v e r al
ot h e r  d y n a mi c i n v e nt o r y  m o d el s r ef e r t o  H u h a n d
J a n a ki r a m a n ( 2 0 1 0),  G o n g a n d  C h a o ( 2 0 1 3) a n d  C h e n
( 2 0 1 7 a).  W e al s o r ef e r t o  Li a n d  Y u ( 2 0 1 4) f o r s e v e r al
d y n a mi c i n v e nt o r y c o nt r ol a p pli c ati o n s i n t e r m s of
m ulti m o d ul a rit y.

S o f a r  L \ - c o n v e xit y i s o nl y  u s e d t o  d e ri v e st r u ct u r e s
of o pti m al  p oli ci e s. It i s  u s ef ul t o f a cilit at e t h e c o m p u-
t ati o n of a cl a s s of  d y n a mi c  p r o g r a m  p r o bl e m s i n cl u d-
i n g t h e a b o v e i n v e nt o r y  m o d el s a s  w ell.  C o n si d e r a
d y n a mi c  p r o g r a m  wit h a  pl a n ni n g h o ri z o n of T p e ri-
o d s.  A s s u m e t h at t h e c o st-t o- g o f u n cti o n ft of  p e ri o d t
s ati s fi e s t h e  B ell m a n e q u ati o n

ftðx tÞ ¼ mi n
a t 2 A t ðx t Þ

H tð x t; a tÞ þ E w t
½ftþ 1 ðg tð x t; a t; w tÞÞ ; ð8 Þ

w h e r e x t 2 Z k 1 i s t h e st at e, a t 2 Z k 2 i s t h e c o nt r ol,

A tð x tÞ i s t h e f e a si bl e a cti o n s p a c e, w t 2 Z k 3 i s a r a n-
d o m v e ct o r, H t i s a n i nt e g e r- v al u e d si n gl e- p e ri o d
c o st f u n cti o n a n d g t i s t h e st at e t r a n siti o n f u n cti o n.
H al m a n et al. ( 2 0 0 9) s h o w t h at s ol vi n g t hi s  d y n a mi c
p r o g r a m i s  N P- h a r d e v e n f o r t h e o n e- di m e n si o n al
c a s e, t h at i s, k 1 ¼ k 2 ¼ k 3 ¼ 1.  C h e n et al. ( 2 0 1 4 a)
f u rt h e r s h o w t h at n o al g o rit h m c a n  p r o vi d e a n
e- a p p r o xi m ati o n of f1 i n a  p ol y n o mi al ti m e i n t h e

i n p ut si z e of t h e  d y n a mi c  p r o g r a m a n d 1 f o r a n y

e > 0.  H e r e a f u n cti o n ~f1 ð x Þ i s c all e d a n e- a p p r o xi m a-

ti o n of f1 ð x Þ if jf1 ð x Þ ~f1 ð x Þj \ . I nt e r e sti n gl y, b y

a s s u mi n g t h at ftð Þ , H tð ; Þ, ftð g ð ; ; ÞÞ a r e  L \ - c o n v e x
a n d t h e s u p p o rt s of x t, a t a n d w t a r e b o x e s,  C h e n
et al. ( 2 0 1 4 a)  p r o vi d e a n a p p r o xi m ati o n al g o rit h m
w hi c h o ut p ut s a n e- a p p r o xi m ati o n of f1 ð x Þ wit h a

r u n ni n g ti m e t h at i s  p s e u d o- p ol y n o mi al i n t h e i n p ut

si z e a n d  p ol y n o mi al i n 1 .

4. 2. 2.  A s s e m bl e-t o- Or d er I n v e nt or y  M o d el. L \ -
c o n v e xit y i s  u s ef ul i n s e v e r al a s s e m bl e-t o- o r d e r
( A T O) i n v e nt o r y  m o d el s. F o r e x a m pl e, a s  w e  m e n-
ti o n e d i n t h e a b o v e s u b s e cti o n,  C h e n et al. ( 2 0 1 8) c o n-
si d e r t h e r e pl e ni s h m e nt of  diff e r e nt c o m p o n e nt s
w hi c h a r e all o c at e d a n d a s s e m bl e d t o s ati sf y
d e m a n d s i n a  p e ri o di c r e vi e w st o c h a sti c  m o d el. F o r a
s p e ci al cl a s s of  A T O s y st e m s, a g e n e r ali z e d M - s y st e m
i n  w hi c h a  p r o d u ct  u s e s all c o m p o n e nt s  w hil e a n y
ot h e r  p r o d u ct i s a s s o ci at e d  wit h o nl y o n e c o m p o n e nt,
t h e y s h o w t h at t h e o pti m al c o st-t o- g o f u n cti o n s a r e
L \ - c o n v e x a n d  p r o vi d e a c h a r a ct e ri z ati o n of t h e o pti-
m al o r d e ri n g  p oli c y.

C o nti n u o u s- r e vi e w  A T O  m o d el s a r e a r g u a bl y t h e
fi r st a p pli c ati o n of  L \ - c o n v e xit y i n i n v e nt o r y lit e r at u r e
( s e e  L u a n d S o n g 2 0 0 5 a n d  B ol a n d n a z a r et al. 2 0 1 9).
H e r e  w e f o c u s o n t h e  m o d el s a n al y z e d i n  R ei m a n a n d
W a n g ( 2 0 1 5) a n d  D o g ˘r u et al. ( 2 0 1 7).  R ei m a n a n d
W a n g ( 2 0 1 5) c o n si d e r a c o nti n u o u s- r e vi e w  A T O s y s-
t e m  wit h m p r o d u ct s a n d n c o m p o n e nt s.  At e a c h
m o m e nt, t h e  m a n a g e r o b s e r v e s t h e a r ri v e d r a n d o m
d e m a n d a n d r e c ei v e s t h e c o m p o n e nt s o r d e r e d b ef o r e.
A s s u m e t h at all t h e c o m p o n e nt s h a v e t h e s a m e
r e pl e ni s h m e nt l e a d ti m e L .  T h e n t h e  m a n a g e r  d et e r-
mi n e s h o w t o all o c at e c u r r e nt a v ail a bl e c o m p o n e nt s
t o f ul fill t h e  d e m a n d a n d h o w  m a n y c o m p o n e nt s t o
o r d e r.  A s s u m e t h at  u n s ati s fi e d  d e m a n d i s b a c kl o g g e d
a n d  u n u s e d c o m p o n e nt s r e m ai n i n t h e i n v e nt o r y.  T h e
o bj e cti v e i s t o  fi n d a r e pl e ni s h m e nt  p oli c y Γ a n d a n
all o c ati o n  p oli c y Π t o  mi ni mi z e t h e l o n g- r u n a v e r a g e
e x p e ct e d c o st

C C ;P ¼ li m s u p
T ! 1

1

T

Z T

0

E ½b T B ðtÞ þ h T IðtÞ dt : ð9 Þ

H e r e, b i s t h e v e ct o r of e a c h  p r o d u ct’ s b a c kl o g gi n g
c o st  p e r  u nit of ti m e, h i s t h e v e ct o r of e a c h c o m p o-
n e nt’ s i n v e nt o r y h ol di n g c o st  p e r  u nit of ti m e, B (t)
i s t h e v e ct o r of b a c kl o g of e a c h  p r o d u ct at ti m e t,
a n d I(t) i s t h e v e ct o r of i n v e nt o r y l e v el of e a c h c o m-
p o n e nt at ti m e t.

R ei m a n a n d  W a n g ( 2 0 1 5) s h o w t h at f o r a g e n e r al
bill of  m at e ri al s ( B O M), it i s a s y m pt oti c all y o pti m al t o
f oll o w a b a s e st o c k r e pl e ni s h m e nt  p oli c y f o r e a c h
c o m p o n e nt a n d c e rt ai n c o m p o n e nt all o c ati o n  p ri n ci-
pl e  w h e n t h e l e a d ti m e L t e n d s t o i n fi nit y.  T h e b a s e
st o c k l e v el c a n b e s et a s a r bit r a r y c o n v e x c o m bi n ati o n
of o pti m al s ol uti o n s f r o m t h e f oll o wi n g o pti mi z ati o n
p r o bl e m ( 1 0) a n d it s r el a x ati o n ( 1 1):

i nf
y 0

C ðy Þ; ð1 0 Þ
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w h e r e C ðy Þ ¼ b T E ½D þ h T y E ½/ ðy ; D Þ , / ðy ; d Þ ¼

m a x f c T z j0 z d ; A z y g , D i s t h e l e a d ti m e
d e m a n d v e ct o r, t h e  m at ri x A i s t h e  B O M  m at ri x
wit h a ji b ei n g t h e a m o u nt of c o m p o n e nt j n e e d e d t o

a s s e m bl e o n e  u nit of  p r o d u ct i, a n d c ¼ b þ A T h ;

i nf
y

Ĉ ð y Þ; ð1 1 Þ

w h e r e Ĉ ð y Þ ¼ b T E ½D þ h T y E ½u ðy ;D Þ a n d u ðy ;d Þ ¼

m a x f c T z jz d ; A z y g .
M oti v at e d b y a t h o u g ht- p r o v o ki n g  di s c u s si o n i n

Zi p ki n ( 2 0 1 6) o n c o m bi ni n g  p ol y m at r oi d s a n d  di s-
c r et e c o n v e xit y t o a n al y z e s p e ci all y st r u ct u r e d  A T O
m o d el s,  D o g ˘r u et al. ( 2 0 1 7) c o n si d e r a cl a s s of
A T O s y st e m s  wit h a c h ai n e d  B O M i n  w hi c h e v e r y
p r o d u ct n e e d s at  m o st o n e  u nit of e a c h c o m p o n e nt
f o r  p r o d u cti o n (i. e., it i s a bi n a r y  B O M), a n d f o r
a n y t w o  p r o d u ct s  w hi c h s h a r e s o m e c o m m o n c o m-
p o n e nt, t h e s et of c o m p o n e nt s  u s e d f o r o n e  p r o-
d u ct c o nt ai n s t h e s et of c o m p o n e nt s  u s e d f o r t h e
ot h e r o n e.  D e n ot e S i t h e s et of c o m p o n e nt s n e e d e d
f o r  p r o d u ct i. It i s cl e a r t h at a c h ai n e d  B O M i s
e x a ctl y a bi n a r y  B O M  wit h f S ig 1 i m f o r mi n g a
l a mi n a r f a mil y.

F o r a n  A T O s y st e m  wit h a c h ai n e d  B O M,  D o g ˘r u
et al. ( 2 0 1 7) s h o w t h at t h e o bj e cti v e f u n cti o n s C (y ) a n d
Ĉ ð y Þ a r e  L \ - c o n v e x,  w hi c h all o w s t h e m t o g r e atl y si m-
plif y t h e s ol uti o n  p r o c e d u r e b y t a ki n g a d v a nt a g e of
t h e e xi sti n g o pti mi z ati o n al g o rit h m s f o r  L\ - c o n v e x
f u n cti o n s.  T h ei r  p r o of i s l e n gt h y.  H e r e  w e gi v e a si g-
ni fi c a ntl y si m pl e r  p r o of of t h e  L \ - c o n v e xit y of C (y )
(t h e  p r o of f o r Ĉ ð y Þ f oll o w s t h e s a m e a r g u m e nt) b y
e x pl oiti n g t h e c o nj u g at e r el ati o n s hi p b et w e e n  L \ - c o n-
v e xit y a n d  M \ - c o n v e xit y.

F o r t hi s  p u r p o s e,  w e o nl y n e e d t o s h o w t h at / (y ;d )
i s  L\ - c o n c a v e.  B y  P r o p o siti o n 3. 1 8, it s uf fi c e s t o  p r o v e
t h at t h e c o nj u g at e f u n cti o n of / (y ;d ),  d e n ot e d b y g
(w ), i s  M\ - c o n v e x.  B y  d e fi niti o n,

g ðw Þ ¼ s u p
y

w T y þ / ðy ; d Þ

¼ s u p w T y þ c T z

s.t. A z y

0 z d :

ð1 2 Þ

B y li n e ar  pr o gr a m mi n g str o n g  d u alit y, t h e f u n cti o n
v al u e g (w ) e q u al s t h e o pti m al o bj e cti v e v al u e of t h e  d u al
of  pr o bl e m ( 1 2),  w hi c h c a n b e  writt e n i n a cl o s e d f or m

d T ðc þ A T w Þ þ þ d w 0 ðw Þ ¼
X m

i¼ 1

d iðc i þ
X

j2 S i

w jÞ
þ

þ
X m

i¼ 1

d w i 0 ð w iÞ

Si n c e A i s a c h ai n e d  B O M, g (w ) i s l a mi n a r c o n v e x,
a n d t h u s  M \ - c o n v e x.

4. 2. 3.  A p p oi nt m e nt  S c h e d uli n g  Pr o bl e m s. L \ -
c o n v e xit y a n d t h e cl o s el y r el at e d c o n c e pt  m ulti m o d u-
l a rit y  fi n d a p pli c ati o n s i n a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g
p r o bl e m s  w h e n a p p oi nt m e nt ti m e s ( B e g e n a n d
Q u e y r a n n e 2 0 1 1,  G e et al. 2 0 1 3) o r t h e n u m b e r s of
a p p oi nt m e nt s at gi v e n ti m e s ( K a a n d o r p a n d  K o ol e
2 0 0 7,  W a n g et al. 2 0 2 0,  Z a c h a ri a s a n d  Pi n e d o 2 0 1 7,
Z a c h a ri a s a n d  Y u n e s 2 0 2 0,  Z e n g et al. 2 0 1 0) n e e d t o
b e  d et e r mi n e d.

C o n si d e r a n a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g  p r o bl e m
w h e r e a  d e ci si o n  m a k e r n e e d s t o  d et e r mi n e t h e
a p p oi nt m e nt ti m e s of n j o b s  wit h r a n d o m  p r o c e s s-
i n g ti m e s.  D e n ot e A ¼ f A 1 ; A 2 ; . . .; A n þ 1 g wit h A i

b ei n g t h e a p p oi nt m e nt ti m e of j o b i (A n þ 1 r ef e r s t o
t h e e n di n g ti m e), a n d p ið w Þ t h e r a n d o m  p r o c e s si n g
ti m e of j o b i,  w h e r e w r e p r e s e nt s o n e s c e n a ri o f r o m
a s a m pl e s p a c e Ω .  L et S ið w Þ a n d C ið w Þ b e t h e st a rt
ti m e a n d c o m pl eti o n ti m e of j o b i, r e s p e cti v el y.
A s s u mi n g all j o b s a r ri v e o n ti m e, t h e  w aiti n g of
j o b i+ 1 i n c u r s a n o v e r a g e c o st o iðð C ið w Þ A iþ 1 Þ

þ Þ ,
w hil e t h e i dl e ti m e  d u e t o t h e e a rli e r c o m pl eti o n of
j o b i i n c u r s a n  u n d e r a g e c o st u iðð A iþ 1 C ið w ÞÞ þ Þ .
T h e o bj e cti v e of t h e  d e ci si o n  m a k e r i s t o  mi ni mi z e
t h e e x p e ct e d t ot al  u n d e r a g e c o st a n d o v e r a g e c o st
w hi c h c a n b e f o r m ul at e d a s t h e f oll o wi n g o pti mi z a-
ti o n  p r o bl e m.

mi n
A ;C

E w

X n

i¼ 1

u iððA iþ 1 C ið w ÞÞ þ Þ þ o iððC ið w Þ A iþ 1 Þ
þ Þ

" #

s.t. C 1 ðw Þ ¼ p 1 ð w Þ

C ið w Þ ¼ S ið w Þ þ p ið w Þ 8 i ¼ 2 ; . . .; n ; w 2 X

S ið w Þ ¼ A i _ C i 1 ð w Þ 8 i ¼ 2 ; . . .; n ; w 2 X ;

ð1 3 Þ

w h e r e C ¼ f C ið w Þji 2 ½ n ; w 2 X g .  G e et al. ( 2 0 1 3)
s h o w t h at  p r o bl e m ( 1 3) a d mit s a n i nt e g r al o pti m al
s ol uti o n if u i; o i a r e c o nti n u o u s n o n d e c r e a si n g
pi e c e wi s e li n e a r f u n cti o n s  wit h i nt e g r al b r e a k-
p oi nt s, u ið 0 Þ ¼ o ið 0 Þ ¼ 0, a n d t h e r a n d o m  p r o c e s s-
i n g ti m e s a r e i nt e g r al a n d b o u n d e d.  M o r e o v e r,
wit h a n a d diti o n al a s s u m pti o n t h at o j; u j a r e c o n-
v e x a n d t h e s u m m ati o n of t h e s m all e st sl o p e s of
u i a n d o i i s  n o l e s s t h a n t h e l a r g e st sl o p e of u iþ 1 ,
t h e y s h o w t h at t h e i nt e g r al o pti m al s ol uti o n c a n
b e c o m p ut e d ef fi ci e ntl y.  M o r e s p e ci fi c all y, t h e y
p r o v e t h at  p r o bl e m ( 1 3) i s e q ui v al e nt t o t h e t w o-
st a g e  p r o bl e m

mi n
A

G ðA Þ; ð1 4 Þ
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w h e r e G ðA Þ ¼ E w ½F w ð A Þ a n d

F w ð A Þ ¼ mi n
C

X n

i¼ 1

u ið C iþ 1 ð w Þ C ið w Þ p iþ 1 ð w ÞÞ  þ o i

ð C iþ 1 ð w Þ A iþ 1 p iþ 1 ð w ÞÞ

s.t. C 1 ð w Þ ¼ p 1 ð w Þ

C ið w Þ A i þ p ið w Þ 8 i ¼ 2 ; . . .; n þ 1

C ið w Þ C i 1 ð w Þ þ p ið w Þ 8 i ¼ 2 ; . . .; n þ 1 :

ð1 5 Þ

N ot e t h at t h e o bj e cti v e f u n cti o n i n  p r o bl e m ( 1 5) i s
L \ - c o n v e x i n ðC 1 ð w Þ; . . .; C n þ 1 ð w Þ; A Þ si n c e u i; o i a r e
u ni v a ri at e c o n v e x f u n cti o n s, a n d t h e g r a p h of t h e c o n-
st r ai nt s et of  p r o bl e m ( 1 5) i s a n  L \ - c o n v e x s et b y  P r o-
p o siti o n 3. 1. It f oll o w s t h at F w ð A Þ, a n d t h u s, G (A ) a r e
L \ - c o n v e x b y  P r o p o siti o n 3. 7.  T h e i nt e g r al o pti m al
s ol uti o n c a n t h e n b e c o m p ut e d  u si n g a st e e p e st  d e s-
c e nt s c ali n g al g o rit h m  wit h a r u n ni n g ti m e b o u n d e d
b y O ðn 7 v G l o g p̂ Þ .  H e r e, p̂ i s t h e  m a xi m al  p r o c e s si n g
ti m e o v e r all j o b s a n d s c e n a ri o s, v G i s a n  u p p e r b o u n d
of t h e ti m e t o e v al u at e f u n cti o n G (A ). If t h e  p r o c e s si n g
ti m e s of t h e n j o b s a r e i n d e p e n d e nt, t h e f u n cti o n v al u e
G (A ) c a n b e c o m p ut e d i n O ðn 2 p̂ 2 Þ ti m e ( s e e  B e g e n a n d
Q u e y r a n n e 2 0 1 1),  w hi c h i m pli e s t h at t h e i nt e g r al o pti-
m al s ol uti o n c a n b e c o m p ut e d i n O ðn 9 p̂ 2 l o g p̂ Þ ti m e.

A  diff e r e nt a p p oi nt m e nt s c h e d uli n g  p r o bl e m i s t o
d e ci d e t h e n u m b e r of s c h e d ul e d  p ati e nt s f o r e a c h  p r e-
d et e r mi n e d ti m e sl ot.  B y a s s u mi n g  p ati e nt- h o m o g e-
n e o u s ti m e-i n d e p e n d e nt n o- s h o w  p r o b a biliti e s a n d
p u n ct u alit y of  p ati e nt s, t h e o bj e cti v e f u n cti o n i s
s h o w n t o b e  m ulti m o d ul a r i n t h e f oll o wi n g  m o d el s: a
si n gl e- s e r v e r s y st e m  wit h e x p o n e nti al s e r vi c e ti m e s
( K a a n d o r p a n d  K o ol e 2 0 0 7,  Z e n g et al. 2 0 1 0), a  m ulti-
s e r v e r s y st e m  wit h  d et e r mi ni sti c s e r vi c e ti m e s
( Z a c h a ri a s a n d  Pi n e d o 2 0 1 7), a si n gl e- s e r v e r s y st e m
wit h  d et e r mi ni sti c s e r vi c e ti m e s a n d a g e n e r al  w al k-
i n  p r o c e s s i n  w hi c h s c h e d ul e d  p ati e nt s h a v e  p ri o rit y
o v e r  u n s c h e d ul e d  p ati e nt s ( W a n g et al. 2 0 2 0), a n d a
si n gl e- s e r v e r s y st e m  wit h g e n e r al r a n d o m s e r vi c e
ti m e s a n d a g e n e r al  w al k-i n  p r o c e s s i n  w hi c h t h e s e r-
vi c e  di s ci pli n e f oll o w s  fi r st-i n- fi r st- o ut a n d t h e s c h e d-
ul e d  p ati e nt s h a v e  p ri o rit y o v e r  u n s c h e d ul e d  p ati e nt s
( Z a c h a ri a s a n d  Y u n e s 2 0 2 0).  T h e r el ati o n s hi p b et w e e n
m ulti m o d ul a rit y a n d  L \ - c o n v e xit y i m pli e s t h at t h e
o bj e cti v e f u n cti o n s a r e  L \ - c o n v e x i n t e r m s of a n e w
d e ci si o n v e ct o r,  w h o s e it h c o m p o n e nt i s t h e n u m b e r
of c u m ul ati v e s c h e d ul e d  p ati e nt s  u p t o t h e it h ti m e
sl ot.  T h u s, t h e c o r r e s p o n di n g o pti mi z ati o n  p r o bl e m s
c a n b e s ol v e d  u si n g e xi sti n g al g o rit h m s  d e v el o p e d f o r
L \ - c o n v e x f u n cti o n  mi ni mi z ati o n  p r o bl e m s.

4. 3.  A p pli c ati o n s of M \ - C o n v e xit y
4. 3. 1.  E x c h a n g e  E c o n o m y. M \ - c o n v e xit y  pl a y s a n

i m p o rt a nt r ol e i n e st a bli s hi n g t h e e xi st e n c e of c o m p et-
iti v e e q uili b ri u m i n a n e x c h a n g e e c o n o m y  wit h

i n di vi si bl e c o m m o diti e s.  H e r e, t h e e x c h a n g e e c o n o m y
i s a n e c o n o mi c  m o d el i n  w hi c h c o n s u m e r s e x c h a n g e
c o m m o diti e s t h r o u g h  m o n e y s o a s t o  m a xi mi z e t h ei r
s u r pl u s ( utilit y of a c q ui r e d c o m m o diti e s  mi n u s t h e
p a y m e nt). F o r a n e x c h a n g e e c o n o m y  w h e r e c o m-
m o diti e s a r e i n di vi si bl e a n d e a c h h a s e x a ctl y o n e  u nit,
K el s o a n d  C r a wf o r d ( 1 9 8 2)  p r o p o s e a c o n c e pt c all e d
gr oss s u bstit ut a bilit y ( G S) t o s h o w t h at a c o m p etiti v e
e q uili b ri u m (i. e., a  p ri c e v e ct o r a n d a n all o c ati o n of all
c o m m o diti e s s u c h t h at t h e s u r pl u s of e a c h a g e nt i s
m a xi mi z e d  u n d e r t hi s all o c ati o n) e xi st s if c o n s u m e r s’
utilit y s et f u n cti o n s 1 1 a r e  m o n ot o n e a n d s ati sf y ( G S).
H e r e, a f u n cti o n f : Z n ! ½ 1 ; 1Þ s ati s fi e s ( G S) if f o r
a n y t w o  p ri c e v e ct o r s p ; q 2 R n wit h p ≤ q a n d a n y
x 2 a r g  m a x f[ p ], t h e r e e xi st s y 2 a r g  m a x f[ q ]
s u c h t h at y i x i w h e n p i ¼ q i.  A c o n s u m e r’ s  utilit y
f u n cti o n s ati s fi e s ( G S)  m e a n s t h at if t h e  p ri c e s of s o m e
c o m m o diti e s i n c r e a s e  w hil e t h e  p ri c e s of t h e ot h e r s
k e e p  u n c h a n g e d, t h e n t h e  d e m a n d s of t h e c o m m o di-
ti e s  wit h  u n c h a n g e d  p ri c e s i n c r e a s e. F o r a n e x c h a n g e
e c o n o m y  w h e r e  m o r e t h a n o n e  u nit of e a c h i n di vi si-
bl e c o m m o dit y c a n b e c o n s u m e d,  D a nil o v et al.
( 2 0 0 1) s h o w t h at t h e r e e xi st s a c o m p etiti v e e q uili b-
ri u m if  utilit y f u n cti o n s  d e fi n e d o n Z n (n i s t h e  n u m-
b e r of  diff e r e nt c o m m o diti e s) a r e  M \ - c o n c a v e.  L at e r,
M u r ot a a n d  T a m u r a ( 2 0 0 3)  p r o p o s e a n ef fi ci e nt al g o-
rit h m t o c o m p ut e t h e c o m p etiti v e e q uili b ri u m.

T h e s e r e s ult s o n e x c h a n g e e c o n o m y  wit h i n di vi si-
bl e c o m m o diti e s l e a d t o a s e ri e s of i n v e sti g ati o n s of

t h e r el ati o n s hi p b et w e e n ( G S) a n d  M\ - c o n c a vit y.
F uji s hi g e a n d  Y a n g ( 2 0 0 3)  p r o v e t h at a s et f u n cti o n i s

M \ - c o n c a v e if a n d o nl y if it s ati s fi e s ( G S).  M u r ot a
et al. ( 2 0 1 3) e xt e n d t hi s r e s ult b y s h o wi n g t h at a c o n-
c a v e- e xt e n si bl e f u n cti o n  wit h a b o u n d e d eff e cti v e

d o m ai n i s  M \ - c o n c a v e if a n d o nl y if it s ati s fi e s ( G S)
a n d t h e l a w of t he a g gre g ate de m a n d ( L A D).  H e r e, a
f u n cti o n f : Z n ! ½ 1 ; 1Þ s ati s fi e s ( G S) a n d ( L A D) if
f o r a n y p ; q 2 R n wit h p ≤ q a n d a n y x 2 a r g  m a x f[ p ],
t h e r e e xi st s y 2 a r g  m a x f[ q ] s u c h t h at y i x i w h e n

p i ¼ q i a n d
P n

i¼ 1 y i

P n
i¼ 1 x i.  T h at i s,  w h e n t h e  p ri c e s

of s o m e c o m m o diti e s i n c r e a s e, t h e t ot al a m o u nt of
d e m a n d s  d e c r e a s e s  w hil e t h e  d e m a n d s of t h e c o m-
m o diti e s  wit h  u n c h a n g e d  p ri c e s i n c r e a s e.

4. 3. 2.  Pr o d u cti o n  C o nt r ol  Pr o bl e m s  wit h  T w o
Pr o d u ct s (f a ciliti e s). M \ - c o n v e xit y i s  u s ef ul i n t h e
a n al y si s of o pti m al  p oli ci e s of  d y n a mi c  m o d el s i n
o p e r ati o n s. I n t hi s s u b s e cti o n,  w e f o c u s o n a cl a s s of
d y n a mi c  p r o d u cti o n  m o d el s  wit h t w o  p r o d u ct s (f a cil-
iti e s).  A c o m m o n t h e m e of t h e s e  m o d el s i s t h at t h ei r
u n d e rl yi n g st at e s li e i n t w o- di m e n si o n al s p a c e s a n d
t h ei r c o st-t o- g o f u n cti o n s a r e s u p e r m o d ul a r a n d s at-
i sf y t h e  di a g o n al  d o mi n a n c e  p r o p e rt y  m e nti o n e d i n
P r o p o siti o n 3. 1 3 ( s e e, e. g.,  H a 1 9 9 7,  H u et al. 2 0 0 8,
Y a n g 2 0 0 4,  Y a n g a n d  Qi n 2 0 0 7).  Y et, t h e lit e r at u r e
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e st a bli s h e s t h e s e  p r o p e rti e s o n a c a s e b y c a s e b a si s
a n d r eli e s o n a v e r y c a r ef ul a n al y si s o n t h e  fi r st-
o r d e r a n d s e c o n d- o r d e r  d e ri v ati v e s of t h e c o st-t o- g o
f u n cti o n s i n s etti n g s  wit h r e al st at e s p a c e s.  Y a n g
a n d  Qi n ( 2 0 0 7) b eli e v e t h at “t h e r e  m u st b e s o m e
d e e p e r t h e o r y t h at c a n  u nif y all t h e s e  diff e r e nt
a p p r o a c h e s.  H o w e v e r, s u c h a t h e o r y still s e e m s el u-
si v e f o r t h e ti m e b ei n g. ”  W e s h o w i n t h e f oll o wi n g
t h at  M\ - c o n v e xit y i s e x a ctl y  w h at o n e c a n  u s e t o
u nif y t h e  diff e r e nt a p p r o a c h e s, a n d  u si n g  M \ - c o n-
v e xit y, t h e  p r o of of s h o wi n g t h e  p r o p e rti e s of s u p e r-
m o d ul a rit y a n d  di a g o n al  d o mi n a n c e c a n b e
si g ni fi c a ntl y si m pli fi e d.

H a ( 1 9 9 7) st u di e s a c o nti n u o u s- r e vi e w  d y n a mi c
p r o d u cti o n s c h e d uli n g  p r o bl e m  wit h a si n gl e s e r v e r
a n d t w o  p r o d u ct s.  At e a c h ti m e t 2 [ 0,∞ ), t h e  p r o-
d u ct  m a n a g e r c a n t a k e t h r e e a cti o n s:  p r o d u c e  p r o-
d u ct 1,  p r o d u c e  p r o d u ct 2 o r  d o n ot  p r o d u c e.
A s s u m e t h at  d e m a n d s f o r  p r o d u ct i a r e i n d e p e n d e nt
P oi s s o n  p r o c e s s e s  wit h r at e i (i = 1, 2), a n d t h e  p r o-
d u cti o n ti m e f o r  p r o d u ct i i s e x p o n e nti al  di st ri b ut e d
wit h r at e l .  T h e s e r v e r f oll o w s a  p r e e m pti v e
di s ci pli n e a n d c a n o nl y  p r o d u c e o n e  p r o d u ct at e a c h
ti m e.  T h e i n v e nt o r y c o st ( r at e),  w hi c h i s c h a r g e d

c o nti n u o u sl y o v e r ti m e, i s h ðX 1 ð tÞ; X 2 ð tÞÞ  ¼
P 2

i ¼ 1 h þ
i

X ið tÞ
þ þ h i X ið x Þ ,  w h e r e X ið tÞ i s t h e i n v e nt o r y l e v el

at ti m e t f o r  p r o d u ct i a n d h þ
i ; h i a r e it s  u nit  h ol di n g

a n d b a c kl o g gi n g c o st r at e, r e s p e cti v el y.  T h e o bj e cti v e
i s t o  d y n a mi c all y  d et e r mi n e t h e a cti o n f o r e a c h ti m e
t o  mi ni mi z e t h e e x p e ct e d  di s c o u nt e d i n v e nt o r y c o st
o v e r a n i n fi nit e h o ri z o n.  D e n ot e fðx 1 ; x 2 Þ t h e i n fi m u m
of t h e e x p e ct e d  di s c o u nt e d c o st o v e r t h e i n fi nit e h o ri-

z o n  wit h i niti al i n v e nt o r y ðx 1 ; x 2 Þ 2 Z 2 at ti m e 0.  O n e
c a n s h o w t h at f u n cti o n f s ati s fi e s a  d y n a mi c  p r o-
g r a m mi n g r e c u r si o n f ¼ T f.  H e r e T i s a n o p e r at o r
d e fi n e d a s

T fðx 1 ; x 2 Þ ¼ h ðx 1 ; x 2 Þ þ 1 fðx 1 1 ; x 2 Þ þ 2 fðx 1 ; x 2 1 Þ
þ l mi n f fðx 1 þ 1 ; x 2 Þ ; fðx 1 ; x 2

þ 1 Þ; fðx 1 ; x 2 Þ g ;

w h e r e t h e  fi r st t e r m i s t h e i n v e nt o r y c o st r at e, t h e
s e c o n d t e r m a n d t h e t hi r d t e r m c o r r e s p o n d t o t h e
e v e nt s of a  u nit  d e m a n d of  p r o d u ct 1 a n d  p r o d u ct
2, r e s p e cti v el y, a n d t h e l a st t e r m r ef e r s t o t h e  d e ci-
si o n t o b e  m a d e  u p o n t h e c o m pl eti o n of a  p r o d u c-
ti o n.  A k e y r e s ult i n  H a ( 1 9 9 7),  w hi c h i s  u s e d t o
c h a r a ct e ri z e t h e o pti m al  p oli c y, s h o w s t h at t h e  p r o p-
e rti e s of s u p e r m o d ul a rit y a n d  di a g o n al  d o mi n a n c e
a r e  p r e s e r v e d  u n d e r o p e r at o r T . I nt e r e sti n gl y,
a c c o r di n g t o  P r o p o siti o n 3. 1 3, t hi s r e s ult i s e q ui v a-

l e nt t o t h e  p r e s e r v ati o n of  M\ - c o n v e xit y  u n d e r o p e r-
at o r T ,  w hi c h c a n b e e a sil y o bt ai n e d b y  P r o p o siti o n
3. 1 6.  T o s e e t hi s,  d e fi n e g ðx 1 ; x 2 Þ ¼ mi n f fðx 1 þ 1 ; x 2 Þ ;
fðx 1 ; x 2 þ 1 Þ; fðx 1 ; x 2 Þ g .  O n e c a n r e w rit e it a s

g ðx 1 ; x 2 Þ ¼ mi n
u þ v ¼ x

f fðu 1 ; u 2 Þ þ d B ð v 1 ; v 2 Þ g ;

w h e r e B = { ( 0, 1),( 1, 0),( 0, 0) } . It i s cl e a r t h at B i s a
di s c r et e  M \ - c o n v e x s et, a n d t h u s g (x ) i s t h e i n fi m al
c o n v ol uti o n of t w o  M \ - c o n v e x f u n cti o n s,  w hi c h
i m pli e s t h at g (x ) i s M\ - c o n v e x b y  P r o p o siti o n 3. 1 6.

Y a n g a n d  Qi n ( 2 0 0 7) i n v e sti g at e a  p e ri o di c- r e vi e w
j oi nt  p r o d u cti o n a n d t r a n s s hi p m e nt c o nt r ol  p r o bl e m
i n  w hi c h a c o m p a n y  m a n a g e s t w o  m a n uf a ct u ri n g
f a ciliti e s.  E a c h f a cilit y h a s it s o w n  m a r k et a n d it s r a n-
d o m  d e m a n d i s a s s u m e d t o b e i n d e p e n d e nt o v e r ti m e
b ut c a n b e  d e p e n d e nt o n t h e  d e m a n d of t h e ot h e r
f a cilit y. I n e a c h  p e ri o d k , t h e c o m p a n y  di vi d e s it s
d e ci si o n s i nt o t w o st a g e s. I n t h e  p r o d u cti o n st a g e,
aft e r o b s e r vi n g t h e i niti al i n v e nt o r y ðx 1 ; x 2 Þ , it  d e ci d e s
t h e  p r o d u cti o n q u a ntit y z i 2 ½ 0 ; T i of e a c h f a cilit y
i = 1, 2, a n d  p a y s a li n e a r  p r o d u cti o n c o st,  w h e r e T i i s
a  d et e r mi ni sti c c a p a cit y.  T h e  p r o d u cti o n l e a d ti m e i s
a s s u m e d t o b e 0. I n t h e t r a n s s hi p m e nt st a g e, aft e r t h e
r a n d o m  d e m a n d D i i s r e ali z e d, t h e c o m p a n y  d e ci d e s
t h e q u a ntit y of  p r o d u ct s t r a n sf e r r e d f r o m o n e f a cilit y
t o t h e ot h e r o n e a n d  p a y s a li n e a r t r a n s s hi p m e nt c o st.
At t h e e n d of  p e ri o d k , t h e  d e m a n d of e a c h f a cilit y i s
s ati s fi e d b y it s o n- h a n d i n v e nt o r y a n d  u n s ati s fi e d
d e m a n d i s b a c kl o g g e d.  L et H ið Þ b e t h e i n v e nt o r y c a r-
r y o v e r a n d b a c k o r d e r c o st f u n cti o n of  p r o d u ct i.  T h e
o bj e cti v e of t h e c o m p a n y i s t o  d e ci d e t h e  p r o d u cti o n
a n d t r a n s s hi p m e nt q u a ntiti e s s o a s t o  mi ni mi z e t h e
t ot al  di s c o u nt e d e x p e ct e d c o st.  L et fk ð x 1 ; x 2 Þ b e t h e
c o st-t o- g o f u n cti o n  w h e n t h e r e a r e k p e ri o d s l eft i n t h e
pl a n ni n g h o ri z o n a n d t h e i niti al i n v e nt o r y i s ðx 1 ; x 2 Þ .

W e  h a v e t h e f oll o wi n g  d y n a mi c  p r o g r a m:

fk ð x 1 ; x 2 Þ ¼ mi n
y 1 ;y 2

E D 1 ;D 2
½c 1 ð y 1 x 1 Þ þ c 2 ð y 2 x 2 Þ

þ g k ð y 1 D 1 ; y 2 D 2 jD 1 ; D 2 Þ ;

s.t. x 1 y 1 x 1 þ T 1 ; x 2 y 2 x 2 þ T 2 ;

ð1 6 Þ

a n d

g k ð u 1 ;u 2 jD 1 ;D 2 Þ ¼ mi n
w 1 ;w 2 ;v 1 ;v 2

g ðw 1 ;w 2 ;v 1 ;v 2 Þ

s.t. w 1 þ v 1 ¼ u 1 ;w 2 þ v 2 ¼ u 2 ;v 1

þ v 2 ¼ 0 ;v 1 D 1 ;v 2 D 2 ;

ð1 7 Þ

w h e r e g ðw 1 ; w 2 ; v 1 ; v 2 Þ ¼ H 1 ð w 1 Þ þ H 2 ð w 2 Þ þ s 1 v
þ
1

þ s 2 v
þ
2 þ a fk 1 ð w 1 ; w 2 Þ , s i i s t h e  u nit t r a n s s hi p m e nt

c o st a n d a i s t h e  di s c o u nt f a ct or. I n f or m ul ati o n ( 1 6),
y i i s t h e i n v e nt o r y l e v el aft er  p r o d u cti o n. I n f or m ul a-
ti o n ( 1 7), w i i s t h e i n v e nt or y l e v el aft er t r a n s s hi p m e nt
a n d f ul fill m e nt of  d e m a n d, v i i s t h e a m o u nt of
d e m a n d of f a cilit y i a s si g n e d t o t h e ot h e r f a cilit y, t h e
c o n st r ai nt v 1 þ v 2 ¼ 0 c o m e s f r o m t h e f a ct t h at o n e
o nl y n e e d s t o c o n si d e r  u nil at er al t r a n s s hi p m e nt, a n d
t h e c o n st r ai nt v i D i m e a n s t h at t h e a m o u nt of
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d e m a n d a s si g n e d t o t h e ot h e r f a cilit y s h o ul d n ot
e x c e e d D i.  N ot e t h at i n t h e f or m ul ati o n v i c a n b e
n o n z er o e v e n if t h e n et o n- h a n d i n v e nt or y l e v el u i i s
n e g ati v e,  w hi c h i s a p pr o pri at e  w h e n t h e t r a n s s hi p-
m e nt si m pl y  m o d el s t h e a s si g n m e nt of a  p o rti o n of
d e m a n d g e n er at e d i n o n e f a cilit y t o t h e ot h er o n e
(t h o u g h i n t h e f or m ul ati o n  w e all o w w i t o b e  p o siti v e
e v e n  w h e n v i \ 0, at o pti m alit y t hi s  w o n’t h a p p e n).
A s s u m e t h at f0 ð x 1 ; x 2 Þ ¼ c 1 x 1 c 2 x 2 , t h at i s, t h e
i n v e nt or y l eft o v er / b a c k o r d e r s i n f a cilit y i c a n b e s al-
v a g e d /f ul fill e d  wit h a  u nit c o st c i.

Y a n g a n d  Qi n ( 2 0 0 7) s h o w t h at t h e  p r o p e rti e s of
s u p e r m o d ul a rit y a n d  di a g o n al  d o mi n a n c e of t h e
c o st-t o- g o f u n cti o n s a r e  p r e s e r v e d t h r o u g h t h e
d y n a mi c  p r o g r a m mi n g i n d u cti o n,  w hi c h i s t h e n
u s e d t o c h a r a ct e ri z e t h e o pti m al  p r o d u cti o n a n d
t r a n s s hi p m e nt  p oli ci e s.  A s  w e  m e nti o n e d e a rli e r,
t h ei r  p r o of of t h e  p r e s e r v ati o n r e s ult i s b a s e d o n a
c a r ef ul a n al y si s o n t h e  d e ri v ati v e s of t h e c o st-t o- g o
f u n cti o n s a n d r eli e s h e a vil y o n t h e c h a r a ct e ri z ati o n
of o pti m al  p oli ci e s.  T h ei r  d e ri v ati o n c a n b e si g ni fi-
c a ntl y si m pli fi e d  wit h t h e h el p of  M \ - c o n v e xit y b y
o b s e r vi n g t h at o pti mi z ati o n  p r o bl e m s ( 1 6) a n d ( 1 7)
c a n b e  w ritt e n a s i n fi m al c o n v ol uti o n s ( o n e c a n  p ut
t h e c o n st r ai nt s v 1 þ v 2 ¼ 0 a n d v i D i i nt o t h e
o bj e cti v e f u n cti o n b y a d di n g t h ei r c o r r e s p o n di n g
i n di c at o r f u n cti o n s) a n d  M\ - c o n v e xit y i s  p r e s e r v e d
u n d e r e x p e ct ati o n o p e r ati o n s f o r t w o- di m e n si o n al
f u n cti o n s.  A si mil a r a r g u m e nt  u si n g  M\ - c o n v e xit y
w o r k s f o r a  p r o d u cti o n c o nt r ol  p r o bl e m  wit h a si n-
gl e  p r o d u ct a n d a si n gl e r a w  m at e ri al st u di e d i n
Y a n g ( 2 0 0 4).

H u et al. ( 2 0 0 8) c o n si d e r a j oi nt  p r o d u cti o n a n d
t r a n s s hi p m e nt  m o d el  wit h r a n d o m c a p a citi e s a n d
l o st s al e s.  T h ei r  m o d el  diff e r si g ni fi c a ntl y f r o m
Y a n g a n d  Qi n ( 2 0 0 7)’ s  m o d el i n t h at t h e c a p a cit y
T i i s r a n d o m a n d i s r e ali z e d aft e r  m a ki n g t h e  p r o-
d u cti o n  d e ci si o n y i, a n d t h u s t h e eff e cti v e i n v e nt o r y
l e v el i s y i ^ ð x i þ T iÞ .  A g ai n,  H u et al. ( 2 0 0 8)  u s e a
c o m pli c at e d i n d u cti o n a r g u m e nt t o  p r o v e t h e
p r e s e r v ati o n  p r o p e rt y of s u p e r m o d ul a rit y a n d  di a g-
o n al  d o mi n a n c e of t h e c o st-t o- g o f u n cti o n fk ð x 1 ; x 2 Þ
( H u et al. 2 0 0 8 a ct u all y c o n si d e r t h e  p r o fit-t o- g o
f u n cti o n,  w hi c h c a n b e r e g a r d e d a s t h e n e g ati v e of
fk ) a n d o bt ai n t h e o pti m al  p oli c e s.  L at e r,  C h e n et al.
( 2 0 1 5)  p r o vi d e a n e w a n d si m pl e r  p r o of of t hi s
p r e s e r v ati o n r e s ult b y s h o wi n g  L \ - c o n v e xit y of a
m o di fi e d c o st-t o- g o f u n cti o n fk ð x 1 ; x 2 Þ (i. e., c h a n g-
i n g o n e v a ri a bl e t o it s n e g ati v e). I nt e r e sti n gl y, si n c e
b y  P r o p o siti o n 3. 1 9 fk ð x 1 ; x 2 Þ i s  L\ - c o n v e x i n
ðx 1 ; x 2 Þ if a n d o nl y if fk ð x 1 ; x 2 Þ i s  M\ - c o n v e x,  w e c a n
di r e ctl y e m pl o y  M \ - c o n v e xit y t o  p r o v e t h e  p r e s e r-
v ati o n  p r o p e rt y of s u p e r m o d ul a rit y a n d  di a g o n al
d o mi n a n c e of t h e c o st-t o- g o f u n cti o n fk ð x 1 ; x 2 Þ wit h-
o ut t h e  u n n at u r al v a ri a bl e t r a n sf o r m ati o n b y

sli g htl y  m o dif yi n g t h e a r g u m e nt i n  C h e n et al.
( 2 0 1 5).

4. 3. 3.  M ulti- Pr o d u ct  St o c h a sti c I n v e nt or y
M o d el. I n t hi s s u b s e cti o n,  w e ill u st r at e t h e  p o w e r

of  M \ - c o n v e xit y o n st o c h a sti c i n v e nt o r y  m o d el s
wit h  m o r e t h a n t w o  p r o d u ct s.  C o n si d e r t h e cl a s si-
c al  m ulti- p r o d u ct i n v e nt o r y  m o d el a n al y z e d i n
I g n all a n d  V ei n ott ( 1 9 6 9) i n  w hi c h a c o m p a n y s ell-
i n g n p r o d u ct s t o m r a n d o m  d e m a n d cl a s s e s o v e r
N p e ri o d s.  At t h e b e gi n ni n g of  p e ri o d t, aft e r
o b s e r vi n g t h e i niti al i n v e nt o r y x t, t h e c o m p a n y
d e ci d e s t o r ai s e t h e i n v e nt o r y t o y t x t ( a s s u mi n g
z e r o l e a d ti m e)  wit h a li n e a r o r d e ri n g c o st

c T ð y t x tÞ ,  w h e r e c ¼ ð c 1 ; . . .; c n Þ T a n d c i i s t h e  u nit
o r d e ri n g c o st of  p r o d u ct i.  D e m a n d
D t ¼ ð D t1 ; . . .; D t m Þ i s t h e n r e ali z e d a n d f ul fill e d b y
o n- h a n d i n v e nt o r y.  A s s u m e t h at D t (t = 1, . . .,N ) a r e
i.i. d. r a n d o m v e ct o r s.  At t h e e n d of t hi s  p e ri o d,
t h e c o m p a n y i n c u r s a c o st g ðy t; D tÞ d e p e n di n g o n
y t a n d t h e r e ali z e d  d e m a n d D t ( e. g.,  h ol di n g / b a c k-
l o g gi n g /l o st- s al e s c o st).  T h e i niti al i n v e nt o r y of t h e
n e xt  p e ri o d i s a s s u m e d t o b e a f u n cti o n sðy t; D tÞ

( e. g., sðy t; D tÞ ¼ y t D t ( o r ðy t D tÞ
þ ) f o r t h e b a c k-

l o g gi n g  m o d el ( o r t h e l o st- s al e s  m o d el)  w h e n e a c h
d e m a n d cl a s s i s a s s o ci at e d  wit h a  u ni q u e  p r o d u ct).
I n v e nt o r y of  p r o d u ct i c a r ri e d o v e r t o  p e ri o d
N + 1  will b e r et u r n e d  wit h a  u nit  p ri c e c i.  L et
a 2 ( 0, 1] b e a  di s c o u nt f a ct o r.  T h e o bj e cti v e of t h e
c o m p a n y i s t o  d et e r mi n e t h e o r d e r- u p-t o l e v el s
y 1 ; . . .; y N t o  mi ni mi z e it s t ot al  di s c o u nt e d e x p e ct e d
c o st, t h at i s,

mi n
X N

t¼ 1

a t 1 E ½c T ð y t x tÞ þ g ðy t; D tÞ a N c T x N þ 1

s.t. y t x t;

x tþ 1 ¼ s ðy t; D tÞ ;

y t 2 Y ; t ¼ 1 ; . . .; N ;

ð1 8 Þ

w h e r e Y d e n ot e s t h e f e a si bl e s et of y t ( e. g., i n t h e

c a s e  wit h a st o r a g e c a p a cit y C , Y ¼ f y je T y C g ).  A
s p e ci al c a s e of t h e a b o v e  m o d el i s t h e  m ulti- p r o d u ct
st o c h a sti c i n v e nt o r y  m o d el  wit h l o st- s al e s a n d a
j oi nt c a p a cit y c o n st r ai nt. I n t hi s c a s e, m = n ,

sðy t;D tÞ ¼ ðy t D tÞ
þ , Y ¼ f y jy 0 ;e T y C g a n d g ðy t;D tÞ ¼

P n
i¼ 1 ð h

þ
i ð y ti D tiÞ

þ þ h i ðD ti y tiÞ
þ Þ,  w h e r e h þ

i i s t h e

p e r  u nit h ol di n g c o st a n d h i i s t h e  p e r  u nit l o st-
s al e s c o st of  p r o d u ct i. If  w e  m o dif y t h e  d e fi niti o n
of sðy t;D tÞ a n d Y t o sðy t;D tÞ ¼ y t D t a n d

Y ¼ f y je T y þ C g , it c o r r e s p o n d s t o t h e b a c kl o g gi n g
m o d el.
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D e fi n e a  m o di fi e d o n e- p e ri o d c o st f u n cti o n b y

G ðy Þ ¼
c T y þ E D t

½g ðy ; D tÞ a sðy ; D tÞ f o r y 2 Y

þ 1 ot h e r wi s e

a n d  d e n ot e a  m y o pi c  p oli c y b y

y ðx Þ ¼ a r g  mi n f G ðy Þjy x ; y 2 Y g :

A n i m p o rt a nt c o n c e pt c all e d s u b stit ut e  p r o p e rt y i s
p r o p o s e d b y I g n all a n d  V ei n ott ( 1 9 6 9) t o st u d y t h e
o pti m al  p oli c y.  T h e y s h o w t h at t h e  m y o pi c  p oli c y
y (x ) i s o pti m al if it ( vi e w e d a s a f u n cti o n of x ) s ati s-
fi e s t h e s u b stit ut e  p r o p e rt y a n d c e rt ai n r e g ul a rit y
c o n diti o n s.  H e r e, a f u n cti o n f s ati s fi e s t h e s u b stit ut e
p r o p e rt y if f(x ) x i s n o ni n c r e a si n g i n x .

I g n all a n d  V ei n ott ( 1 9 6 9)  p r o v e t h at if G i s  d e fi n e d
o n a b o x a n d t wi c e c o nti n u o u sl y  diff e r e nti a bl e  wit h
it s  H e s si a n  m at ri x b ei n g a s o- c all e d s u bstit ute  m atri x at
e v e r y  p oi nt i n t hi s b o x, t h e n y (x ) s ati s fi e s t h e s u b sti-
t ut e  p r o p e rt y.  C h e n a n d  Li ( 2 0 1 9) s h o w t h at a s u b sti-
t ut e  m at ri x i s e x a ctl y a s y m m et ri c i n v e r s e M - m at ri x.
T hi s o b s e r v ati o n t o g et h e r  wit h  P r o p o siti o n 3. 1 1
i m pli e s t h at y (x ) h a s t h e s u b stit ut e  p r o p e rt y if G (y ) i s
a t wi c e c o nti n u o u sl y  diff e r e nti a bl e  M \ - c o n v e x f u n c-
ti o n  d e fi n e d o n a b o x.  O n e  m a y al s o n ot e t h at t h e s u b-
stit ut e  p r o p e rt y of y (x ) f oll o w s  di r e ctl y f r o m
P r o p o siti o n 3. 1 5 a n d t h e  p r e s e r v ati o n  p r o p e rt y of  M \ -
c o n v e xit y  u n d e r v a ri a bl e s u m m ati o n o p e r ati o n s (i. e.,
G (x + z ) i s M\ - c o n v e x i n (x ,z ) if G (x ) i s M\ - c o n v e x
i n x ).

F o r a s p e ci al c a s e i n  w hi c h ( G ,Y ) h a s a s o- c all e d
n e st e d st r u ct u r e, I g n all a n d  V ei n ott ( 1 9 6 9)  p r o v e t h at
t h e  H e s si a n of t h e o bj e cti v e f u n cti o n at a n y f e a si bl e
p oi nt i s a s u b stit ut e  m at ri x a n d y (x ) s ati s fi e s t h e s u b-
stit ut e  p r o p e rt y.  H o w e v e r, t h ei r  p r o of r eli e s o n a c o m-
pli c at e d n et w o r k a n al y si s, a n d a s  p oi nt e d o ut i n t h ei r
p a p e r, “ U nf o rt u n at el y,  w e h a v e n ot b e e n a bl e t o c o n-
st r u ct a si m pl e  p r o of t h at r 2 G ðy Þ i s a s u b stit ut e
m at ri x i n t h e g e n e r al n e st e d c a s e . . .. ” I nt e r e sti n gl y,
t h e s e r e s ult s c a n b e o bt ai n e d r e a dil y b y r e c o g ni zi n g
t h at t h e n e st e d st r u ct u r e of (G ,Y ) e s s e nti all y r e q ui r e s
t h at G i s l a mi n a r c o n v e x  wit h  d o m(G ) = Y , a s p e ci al
c a s e of  M \ - c o n v e xit y ( s e e  C h e n a n d  Li 2 0 1 9).  W e
w o ul d li k e t o  m e nti o n t h at f o r t h e i n v e nt o r y  m o d el
wit h l o st- s al e s a n d a j oi nt c a p a cit y c o n st r ai nt  m e n-
ti o n e d a b o v e, (G ,Y ) h a s a n e st e d st r u ct u r e,  w hi c h
m e a n s t h at t h e  m y o pi c  p oli c y i s o pti m al. F o r t h e c o r-
r e s p o n di n g b a c kl o g gi n g  m o d el  wit h a c o n st r ai nt
Y ¼ f y je T y þ C g , t h o u g h (G ,Y )  d o e s n ot h a v e a
n e st e d st r u ct u r e,  C h e n a n d  Li ( 2 0 1 9) s h o w t h at t h e
m y o pi c  p oli c y still s ati s fi e s t h e s u b stit ut e  p r o p e rt y b y
a si m pl e v a ri a bl e t r a n sf o r m ati o n.

4. 3. 4.  P ortf oli o  C o ntr a ct  M o d el. C o n si d e r a t w o-
st a g e  p r o bl e m  w h e r e a r et ail e r r e s e r v e s c a p a citi e s i n

bl o c k s f r o m n c o m p eti n g s u p pli e r s t o f ul fill it s r a n-
d o m  d e m a n d D .  At t h e  fi r st st a g e, e a c h s u p pli e r off e r s
a bl o c k of c a p a citi e s, it s  u nit r e s e r v ati o n f e e a n d  u nit
e x e c uti o n f e e.  T h e r et ail e r t h e n s el e ct s a s u b s et of s u p-
pli e r s t o r e s e r v e t h ei r c a p a citi e s a n d  p a y s a li n e a r
r e s e r v ati o n f e e f o r e a c h s el e ct e d s u p pli e r.  N ot e t h at
t h e r et ail e r c a n r e s e r v e at  m o st o n e bl o c k f r o m e a c h
s u p pli e r.  At t h e s e c o n d st a g e, t h e r a n d o m  d e m a n d D
i s r e ali z e d, t h e r et ail e r all o c at e s t h e r e s e r v e d c a p a ci-
ti e s t o f ul fill t h e  d e m a n d a n d  p a y s a li n e a r e x e c uti o n
f e e f o r  u s e d c a p a citi e s.  T h e r et ail e r g ai n s a r e v e n u e q
b y f ul filli n g o n e  u nit of  d e m a n d.  T h e o bj e cti v e of t h e
r et ail e r i s t o  d et e r mi n e t h e  p o rtf oli o of s u p pli e r s a n d
t h e all o c ati o n of c a p a citi e s t o  m a xi mi z e it s e x p e ct e d
p r o fit.  L et x 2 f 0 ; 1 g n r e p r e s e nt t h e  p o rtf oli o of s u p pli-
e r s,  w h e r e x i ¼ 1  m e a n s t h at s u p pli e r i i s s el e ct e d
a n d ot h e r wi s e x i ¼ 0.  D e n ot e p (x |d ) t h e  m a xi m al
p r o fit b y all o c ati n g c a p a citi e s t o f ul fill t h e r e ali z e d
d e m a n d d .  T h e o pti mi z ati o n  p r o bl e m c a n t h e n b e
w ritt e n a s

m a x
x 2 f 0 ;1 g n

P ð x Þ; ð1 9 Þ

w h e r e P ðx Þ ¼ E D ½p ðx jD Þ
P n

l¼ 1 x lr lK l.  H e r e, r l a n d
K l a r e t h e  u nit r e s e r v ati o n f e e a n d t h e bl o c k si z e of
c a p a citi e s f r o m s u p pli e r l, r e s p e cti v el y.  A n d e r s o n
et al. ( 2 0 1 7) s h o w t h at  P r o bl e m ( 1 9), t h o u g h  wit h a n

o bj e cti v e f u n cti o n s u b m o d ul a r o n f 0 ; 1 g n , i s  N P- h a r d
i n g e n e r al. F o r t h e s p e ci al c a s e of e q u al bl o c k si z e s,
t h e y  p r o p o s e a  d y n a mi c  p r o g r a m mi n g a p p r o a c h
a n d s h o w t h at it s ol v e s  p r o bl e m ( 1 9) i n a  p ol y n o-
mi al ti m e.  A k e y st r u ct u al r e s ult i n  A n d e r s o n et al.
( 2 0 1 7),  u s e d t o a n al y z e t h e e q uili b ri u m b e h a vi o r of
t h e s u p pli e r s, i s t h at t h e o pti m al o bj e cti v e v al u e
f u n cti o n

P ðy Þ ¼ m a x f P ðx Þjx y ; x 2 f 0 ; 1 g n g

p r e s e r v e s s u b m o d ul a rit y  w h e n all bl o c k si z e s a r e
e q u al. It i s cl e a r t h at t hi s  p r e s e r v ati o n of s u b m o d-
ul a rit y  d o e s  n ot f oll o w f r o m cl a s si c al r e s ult s i n
l atti c e  p r o g r a m mi n g. I n f a ct,  A n d e r s o n et al.
( 2 0 1 7) gi v e a r at h e r l e n gt h y  p r o of  w hi c h s p a n s
si x  p a g e s. I nt e r e sti n gl y,  C h e n a n d  Li ( 2 0 1 9) s h o w
t h at t h ei r  p r o of c a n b e si g ni fi c a ntl y si m pli fi e d
u si n g  M \ - c o n c a vit y.  N ot e t h at p (x |d ) c a n b e r ef o r-
m ul at e d a s

p ðx jd Þ ¼
X n

l¼ 1

q j mi n fð d
Xj 1

l¼ 1

x lK lÞ
þ ; x jg ð 2 0 Þ

¼ q 1 d
Xn þ 1

j¼ 2

ð q j 1 q jÞð d
Xj 1

l¼ 1

x lK lÞ
þ ; ð2 1 Þ
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w h e r e q j i s t h e  p r o fit  m a r gi n  u si n g o n e  u nit of c a p a c-

it y of s u p pli e r j, q n þ 1 ¼ 0, a n d  wit h o ut l o s s of g e n e r-
alit y, t h e  p r o fit  m a r gi n a r e o r d e r e d a s q 1 [ [ q n .
E q u ati o n ( 2 0) f oll o w s f r o m t h e f a ct t h at it i s o pti m al
t o  fi r st  u s e c a p a citi e s f r o m s u p pli e r s  wit h hi g h e r
p r o fit  m a r gi n s, a n d  E q u ati o n ( 2 1) i s f r o m

mi n f a ; b g ¼ a ða b Þ þ a n d ða þ b Þ þ ¼ ð a b Þ þ f o r
b ≥ 0.  B y f o r m ul ati o n ( 2 1), it f oll o w s t h at p (x |d ) i s l a mi-
n a r c o n c a v e if K l (l = 1, . . .,n ) a r e e q u al,  w hi c h i m pli e s

t h at Π (x ) i s l a mi n a r c o n c a v e, a n d t h u s  M\ - c o n c a v e.  B y

r ef o r m ul ati n g P ðx Þ a s a s u p r e m al c o n v ol uti o n of  M \ -

c o n c a v e f u n cti o n s, o n e c a n s h o w t h at P ðx Þ i s  M\ - c o n-
c a v e a n d t h u s s u b m o d ul a r b y  P r o p o siti o n s 3. 1 4 a n d
3. 1 6.  T hi s a n al y si s c a n b e e xt e n d e d t o a  m o r e g e n e r al
s etti n g  wit h a ri s k- a v e r s e r et ail e r  w h o s e ri s k  p r ef e r-
e n c e i s r e p r e s e nt e d b y a s p e ct r al ri s k  m e a s u r e.  M o r e-

o v e r,  wit h  M \ - c o n c a vit y of Π (x ) e st a bli s h e d,  C h e n
a n d  Li ( 2 0 1 9)  p oi nt o ut t h at t h e  d y n a mi c  p r o g r a m-
mi n g a p p r o a c h t u r n s o ut t o b e t h e st e e p e st a s c e nt

al g o rit h m f o r  M \ - c o n c a v e f u n cti o n  m a xi mi z ati o n
p r o bl e m s.

4. 3. 5.  Di s cr et e  C h oi c e  M o d el. I n t hi s s u b s e cti o n,
w e s h o w t h at  M- c o n v e xit y i s cl o s el y r el at e d t o a c o n c e pt
of s u b stit ut a bilit y i n  di s cr et e c h oi c e  m o d el s  pr o p o s e d
b y F e n g et al. ( 2 0 1 8).  Gi v e n n alt er n ati v e s, l et
p ¼ ð p 1 ; . . .; p n Þ b e t h e  d et er mi ni sti c  utilit y of e a c h
alt er n ati v e.  A c h oi c e  m o d el c a n b e r e pr e s e nt e d b y a
c h oi c e  pr o b a bilit y f u n cti o n q : R n ! D n 1 w hi c h  m a p s
t h e  utilit y v e ct or p t o a v e ct or x i n a (n 1)- di m e n si o n al
si m pl e x D n 1 ¼ f x je T x ¼ 1 ; x 0 g , w h er e t h e it h
c o m p o n e nt of x i s t h e  pr o b a bilit y of c h o o si n g t h e it h
alt er n ati v e or t h e fr a cti o n of t h e e ntir e  p o p ul ati o n t h at
c h o o s e s t h e it h alt er n ati v e.  W e n o w i ntr o d u c e t w o  di s-
cr et e c h oi c e m o d el s: t h e r e pr e s e nt ati v e a g e nt m o d el a n d
t h e  w elf ar e- b a s e d c h oi c e  m o d el ( S e e F e n g et al. ( 2 0 1 7)
a n d F e n g et al. ( 2 0 1 8) f or  m or e  d et ail s o n t h e s e  m o d el s).

I n a r e p r e s e nt ati v e a g e nt  m o d el, a n a g e nt r e p r e s e nt-
i n g t h e e nti r e  p o p ul ati o n  m a k e s a c h oi c e x a m o n g n
alt e r n ati v e s.  H e r e x i s a n - di m e n si o n al v e ct o r  wit h it s
it h c o m p o n e nt r e p r e s e nti n g t h e f r a cti o n of t h e  p o p u-
l ati o n t h at c h o o s e s t h e it h alt e r n ati v e.  T h e a g e nt’ s
o bj e cti v e i s t o  m a xi mi z e t h e a v e r a g e  utilit y o v e r all
alt e r n ati v e s  w hil e t a ki n g i nt o a c c o u nt s o m e  d e g r e e of
di v e r si fi c ati o n.  M o r e s p e ci fi c all y,  u p o n  d e n oti n g V (x ),
a c o n v e x a n d l o w e r s e mi- c o nti n u o u s f u n cti o n,  w hi c h
m o d el s t h e  p e n alt y f o r c e nt r ali z ati o n of c h oi c e x , t h e
a g e nt s ol v e s t h e o pti mi z ati o n  p r o bl e m:

m a x
x 2 D n 1

p T x V ðx Þ: ð2 2 Þ

Si n c e i n ( 2 2) o nl y v al u e s of V (x ) o n D n 1 a r e r el e-
v a nt,  w e a s s u m e t h at V (x ) t a k e s v al u e + ∞ if
x 6 2D n 1 .  W e al s o a s s u m e t h at f o r a n y p , ( 2 2) h a s a
u ni q u e o pti m al s ol uti o n q r ð p Þ,  w hi c h i s t h e c h oi c e

p r o b a bilit y f u n cti o n  u n d e r t h e r e p r e s e nt ati v e a g e nt
m o d el.

W e n o w i nt r o d u c e t h e  w elf a r e- b a s e d c h oi c e  m o d el.
A f u n cti o n w ðp Þ : R n ! R i s c all e d a c h oi ce  welf are
f u n cti o n if it s ati s fi e s t h e f oll o wi n g  p r o p e rti e s:

• ( M o n ot o ni cit y) F o r a n y p 1 ; p 2 2 R n , p 1 p 2

i m pli e s w ðp 1 Þ w ðp 2 Þ ;
• ( T r a n sl ati o n I n v a ri a n c e) F o r a n y p 2 R n , t 2 R ,

w (p + te ) = w (p ) + t;
• ( C o n v e xit y): F o r a n y p 1 ; p 2 2 R n a n d k 2 [ 0, 1],

w ð p 1 þ ð 1 Þp 2 Þ w ðp 1 Þ þ ð1 Þw ðp 2 Þ .

F o r a  diff e r e nti a bl e c h oi c e  w elf a r e f u n cti o n w (p ),
t h e  p r o p e rti e s of  m o n ot o ni cit y a n d t r a n sl ati o n i n v a ri-
a n c e i m pl y q w ð p Þ ¼ r w ðp Þ 2 D n 1 ,  w hi c h i s  d e fi n e d
a s t h e c h oi c e  p r o b a bilit y f u n cti o n i n t h e  w elf a r e- b a s e d
c h oi c e  m o d el.

A f u n cti o n f : R ! R i s l o c all y de cre asi n g at x if t h e r e
e xi st s d > 0 s u c h t h at f(x h ) ≥ f(x ) ≥ f(x + h ), ∀ h 2 ( 0,
d ).  A c h oi c e  p r o b a bilit y f u n cti o n q : R n ! D n 1 i s s ai d
t o  h a v e t h e s u bstit ut a bilit y ( o r it s c o r r e s p o n di n g c h oi c e
m o d el i s s u b stit ut a bl e) if q ið p Þ i s l o c all y  d e c r e a si n g i n
p j f o r a n y i,j 2 [n ], i 6 ¼j. F e n g et al. ( 2 0 1 8) s h o w t h at a
w elf a r e- b a s e d c h oi c e  m o d el  wit h a  diff e r e nti a bl e
c h oi c e  w elf a r e f u n cti o n w (p ) i s s u b stit ut a bl e if a n d
o nl y if w (p ) i s s u b m o d ul a r. F o r t h e r e p r e s e nt ati v e
a g e nt  m o d el, t h o u g h it i s e q ui v al e nt t o t h e  w elf a r e-
b a s e d c h oi c e  m o d el a s s h o w n b y F e n g et al. ( 2 0 1 7),
o nl y a n e c e s s a r y c o n diti o n f o r t h e s u b stit ut a bilit y of q r

i s  p r o vi d e d i n F e n g et al. ( 2 0 1 8).  B y e st a bli s hi n g t h e
r el ati o n s hi p b et w e e n  M- c o n v e xit y a n d c h oi c e  w elf a r e
f u n cti o n s,  w e c a n gi v e a s uf fi ci e nt a n d n e c e s s a r y c o n-
diti o n a s f oll o w s.

T H E O R E M 4. 1. A re pre se nt ati ve a ge nt  m o d el  wit h a n
esse nti all y stri ctl y c o n v e x 1 2 V (x ) is s u bstit ut a ble if a n d
o nl y if  V (x ) is  M- c o n v e x.

T o  p r o v e  T h e or e m 4. 1,  fi r st n ot e t h at f or a gi v e n
e s s e nti all y st ri ctl y c o n v e x f u n cti o n V (x ) w h o s e d o m ai n
i s c o nt ai n e d i n D n 1 , it s c o nj u g at e f u n cti o n V ðp Þ,
w hi c h i s e x a ctl y t h e o pti m al o bj e cti v e v al u e f u n cti o n of
t h e r e pr e s e nt ati v e a g e nt  m o d el ( 2 2), i s a c h oi c e  w elf ar e
f u n cti o n. F e n g et al. ( 2 0 1 8) o b s e r v e t h at t h e c h oi c e
p r o b a bilit y f u n cti o n q r i n t h e r e p r e s e nt ati v e a g e nt
m o d el ( 2 2) i s t h e s a m e a s t h e c h oi c e  p r o b a bilit y f u n c-
ti o n q w i n t h e  w elf a r e- b a s e d c h oi c e  m o d el  wit h t h e
c h oi c e  w elf ar e f u n cti o n w (p ) gi v e n b y V ðp Þ.  B a s e d o n
t hi s o b s e r v ati o n, t h e r e p r e s e nt ati v e a g e nt  m o d el  wit h
t h e  p e n alt y f u n cti o n V (x ) i s s u b stit ut a bl e if a n d o nl y if
t h e  w elf ar e- b a s e d c h oi c e  m o d el  wit h t h e c h oi c e  w el-
f ar e f u n cti o n w ðp Þ ¼ V ðp Þ i s s u b stit ut a bl e.  O b s er v e
t h at a c h oi c e  w elf a r e f u n cti o n i s s u b m o d ul a r if a n d
o nl y if it i s  L- c o n v e x.  T hi s, t o g et h e r  wit h t h e c h a r a ct eri-
z ati o n of t h e  w elf ar e- b a s e d c h oi c e  m o d el, i m pli e s t h at
t h e  w elf ar e- b a s e d c h oi c e  m o d el  wit h t h e c h oi c e

C h e n a n d  Li: Dis crete  C o n ve x  A n al ysis a n d Its  A p pli c ati o ns
1 8 Pr o d u cti o n a n d  O p e r ati o n s  M a n a g e m e nt 0( 0),  p p. 1 – 2 3, © 2 0 2 0  P r o d u cti o n a n d  O p e r ati o n s  M a n a g e m e nt S o ci et y

Pl e a s e  Cit e t hi s a rti cl e i n  p r e s s a s:  C h e n,  X.,  M.  Li.  Di s c r et e  C o n v e x  A n al y si s a n d It s  A p pli c ati o n s i n  O p e r ati o n s:  A S u r v e y. Pr o d u cti o n

a n d  O per ati o ns  M a n a ge me nt ( 2 0 2 0), htt p s: / / d oi. o r g / 1 0. 1 1 1 1 / p o m s. 1 3 2 3 4

https://doi.org/10.1111/poms.13234


w elf ar e f u n cti o n w ðp Þ ¼ V ðp Þ i s s u b stit ut a bl e if a n d
o nl y if w (p ) i s L- c o n v e x, w hi c h i n t ur n i s e q ui v al e nt t o
t h e cl ai m t h at V (x ) i s  M- c o n v e x b y  Pr o p o siti o n 3. 1 8.

T h e o r e m 3. 1 all o w s  u s t o  di r e ctl y  d e ri v e t w o r e s ult s
o n s p e ci al r e p r e s e nt ati v e a g e nt  m o d el s i n F e n g et al.
( 2 0 1 8). F o r V ðx Þ ¼ x T A x wit h A b ei n g a  p o siti v e  d e fi-
nit e  m at ri x, t h e y s h o w t h at t h e c o r r e s p o n di n g r e p r e-
s e nt ati v e a g e nt  m o d el i s s u b stit ut a bl e o nl y if
A j k A i k A ij þ A ii 0 f o r all  di sti n ct i,j,k 2 [n ].  B y
T h e o r e m 4. 1, t hi s r e p r e s e nt ati v e a g e nt  m o d el i s s u b-
stit ut a bl e if a n d o nl y if V ðx Þ ¼ x T A x i s  M- c o n v e x.
T h ei r r e s ult t h e n f oll o w s f r o m t h e c h a r a ct e ri z ati o n of
q u a d r ati c  M- c o n v e x f u n cti o n s. F o r
V ðx Þ ¼

P n
i¼ 1 V iðx iÞ o n D n 1 ,  w h e r e V ið x iÞ ; ½0 ; 1 ! R i s

a st ri ctl y c o n v e x f u n cti o n f o r i 2 [n ], t h e y s h o w t h at
t h e c o r r e s p o n di n g r e p r e s e nt ati v e a g e nt  m o d el i s s u b-
stit ut a bl e.  T hi s r e s ult f oll o w s  di r e ctl y f r o m o u r r e s ult
b y o b s e r vi n g t h at a s e p a r a bl e c o n v e x f u n cti o n  wit h a n
eff e cti v e  d o m ai n D n 1 i s  M- c o n v e x.

4. 3. 6.  D o c k  R e all o c ati o n  Pr o bl e m. C o n si d e r a
bi k e- s h a ri n g s y st e m  wit h n bi k e st ati o n s.  E a c h bi k e
st ati o n h a s s o m e  d o c k s t h at c a n b e  u s e d t o st o r e bi k e s.
S u p p o s e at t h e b e gi n ni n g of a  d a y, st ati o n i h a s d i

o p e n  d o c k s a n d b i bi k e s ( h e n c e t h e st ati o n h a s
u i ¼ d i þ b i d o c k s i n t ot al).  D e n ot e b y X ¼
ðX 1 ; . . .; X s Þ a r a n d o m s e q u e n c e of c u st o m e r s a r ri vi n g
at st ati o n i d u ri n g a  d a y ( X d e p e n d s o n i b ut f o r si m-
pli cit y  w e o mit t h e i n d e x i),  w h e r e s i s a r a n d o m n u m-
b e r  d e n oti n g t h e t ot al a r ri v al s a n d t h e r a n d o m
v a ri a bl e X t t a k e s v al u e 1 if t h e it h c u st o m e r  w a nt s t o
r e nt a bi k e a n d 1 if t h e it h c u st o m e r  w a nt s t o r et u r n
a bi k e. If t h e r e i s n o bi k e a v ail a bl e  w h e n a c u st o m e r
w a nt s t o r e nt a bi k e, o r t h e r e i s n o o p e n  d o c k  w h e n a
c u st o m e r  w a nt s t o r et u r n a bi k e, a n o ut- of- st o c k e v e nt
o c c u r s.  D e n ot e b y c X

i ð d i; b iÞ t h e  n u m b e r of o ut- of- st o c k
e v e nt s at st ati o n i, a n d c ið d i; b iÞ ¼ E X ½c X

i ð d i; b iÞ t h e
e x p e ct e d  n u m b e r of o ut- of- st o c k e v e nt s,  w h e r e t h e
e x p e ct ati o n i s t a k e n o v e r all  p o s si bl e c u st o m e r
s e q u e n c e s.  T h e o bj e cti v e i s t o  d et e r mi n e t h e st a rti n g
all o c ati o n ðb ; d Þ ¼ ðb 1 ; . . .; b n ; d 1 ; . . .; d n Þ t o  mi ni mi z e
t h e e x p e ct e d n u m b e r of o ut- of- st o c k e v e nt s  u n d e r
s o m e b u d g et c o n st r ai nt s a n d a n o p e r ati o n al c o n-
st r ai nt.  T h e o pti mi z ati o n  p r o bl e m c a n b e  w ritt e n a s

mi n
d ;b

X n

i¼ 1

c ið d i; b iÞ

s.t. e T ð d þ b Þ ¼ D þ B

e T b B

k d þ b ðd þ b Þ k 1 2 c

l d þ b u ;

d ; b 2 Z n
þ :

ð2 3 Þ

H e r e, t h e  fi r st c o n st r ai nt  m e a n s t h at t h e t ot al n u m-
b e r of  d o c k s a r e  fi x e d, t h e s e c o n d c o n st r ai nt  m e a n s
t h at t h e t ot al n u m b e r of bi k e s  d o e s n ot e x c e e d B , a n d
t h e t hi r d o p e r ati o n al c o n st r ai nt  m e a n s t h at t h e r e all o-
c ati o n ( d ,b ) s h o ul d n ot b e t o o f a r f r o m a  fi x e d all o c a-
ti o n (d ,b ). F r e u n d et al. ( 2 0 1 7) s h o w b y  d e fi niti o n t h at
f o r e a c h r a n d o m s e q u e n c e X , c X

i ð d i; b iÞ i s  m ulti m o d u-
l a r i n ðd i; b iÞ , a n d t h u s s o i s c ið d i; b iÞ , o r e q ui v al e ntl y
c ið d i; b iÞ i s  M\ - c o n v e x b y  E x a m pl e 2. 2.  B a s e d o n t hi s
o b s e r v ati o n, F r e u n d et al. ( 2 0 1 7)  p r o vi d e a st e e p e st
d e s c e nt al g o rit h m  w hi c h o ut p ut s a n o pti m al r e all o c a-
ti o n  wit hi n c it e r ati o n s a n d a  p ol y n o mi al s c ali n g al g o-
rit h m.

T h ei r  p r o bl e m i s a s p e ci al c a s e of a  m o r e g e n e r al
p r o bl e m of  mi ni mi zi n g a n  M- c o n v e x f u n cti o n  u n d e r
a n  L 1 - di st a n c e c o n st r ai nt ( M M L 1),  w hi c h s ol v e s

mi n fðx Þ

s.t. k x x c k 1 2 c ;

w h e r e f(x ) i s a n  M- c o n v e x f u n cti o n  wit h

d o m ðfÞ f x je T x ¼ h g a n d x c i s a  p oi nt i n  d o m(f). I n
t h e  d o c k r e all o c ati o n  p r o bl e m,  d e fi n e fðx Þ ¼ mi n

f
P n

i¼ 1 c ið d i; b iÞjd þ b ¼ x ; e T b B ; d ; b 2 Z n
þ g wit h

d o m ðfÞ ¼ fx 2 Z n
þ je T x ¼ D þ B ; l x u g . S hi o u r a

( 2 0 1 8) s h o w s t h at f(x ) i s  M- c o n v e x,  w hi c h  m e a n s
t h at  p r o bl e m ( 2 3) c a n b e r ef o r m ul at e d a s a s p e ci al
c a s e of  p r o bl e m ( M M L 1). F o r t h e g e n e r al  p r o bl e m
( M M L 1), S hi o u r a ( 2 0 1 8)  p r o vi d e s a v a ri a nt of t h e
st e e p e st  d e c e nt al g o rit h m, a n d s h o w s t h at a  mi n o r
m o di fi c ati o n of hi s al g o rit h m t u r n s o ut t o b e t h e
st e e p e st  d e s c e nt al g o rit h m  p r o vi d e d i n F r e u n d et al.
( 2 0 1 7).  M o r e o v e r, S hi o u r a ( 2 0 1 8) s h o w s t h at  p r o bl e m
( M M L 1) c a n b e r e d u c e d t o a n  u n c o n st r ai n e d  M- c o n-
v e x f u n cti o n  mi ni mi z ati o n  p r o bl e m  w hi c h c a n b e
s ol v e d b y a f a st  p r o xi mit y s c ali n g al g o rit h m.  B a s e d
o n t hi s, h e  p r o v e s t h at  p r o bl e m ( M M L 1) c a n b e

s ol v e d i n O ðn 6 l o g2 ð c = n ÞÞ ti m e.
W e n o w  p r o vi d e a n alt e r n ati v e  p r o of of t h e  m ul-

ti m o d ul a rit y of t h e n u m b e r of o ut- of- st o c k e v e nt s

u n d e r s e q u e n c e X , c X
i ð d i; b iÞ . F o r t hi s  p u r p o s e, l et

ftð d it; u iÞ b e t h e  n u m b e r of o ut- of- st o c k e v e nt s t o
o c c u r st a rti n g f r o m t h e ti m e i m m e di at el y b ef o r e
t h e tt h c u st o m e r’ s a r ri v al  wit h d it o p e n  d o c k s a v ail-
a bl e  u ntil t h e e n d of t h e  d a y.  R e c all u i i s t h e  n u m-
b e r of t ot al  d o c k s.  U p o n t h e a r ri v al of e v e nt X t, a n
o ut- of- s o c k o c c u r s if d it ¼ 0 a n d X t ¼ 1, o r
d it ¼ u i a n d X t ¼ 1.  T h u s,

ftð d it; u iÞ ¼ jðd it þ X tÞ ðd it þ X tÞ
þ ^ u ij þ ftþ 1 ððd it

þ X tÞ
þ ^ u i; u iÞ :

W e cl ai m t h at ftð d it; u iÞ c a n b e  d e ri v e d b y t h e f ol-
l o wi n g  d y n a mi c  p r o g r a m mi n g r e c u r si o n:
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fr
t ð d it; u iÞ ¼ mi n jðd it þ X tÞ z j þ fr

tþ 1 ð z ; u iÞ
s:t: z 2 ½ 0 ; u \ Z :

a n d fr
sþ 1 ð d i;sþ 1 ; u iÞ ¼ 0.  T h at i s, ftð d it; u iÞ ¼ fr

t ð d it; u iÞ .

T o s e e t hi s,  w e o b s e r v e t h at fr
t ðd it; u iÞ i s a r el a x ati o n

of ftð d it; u iÞ i n t h e s e n s e t h at  w e n o w h a v e t h e  fl e x-
i bilit y of c h a n gi n g t h e n u m b e r of o p e n  d o c k s t o
k e e p  u p o n t h e a r ri v al of a n e v e nt  w hil e i n c u r ri n g a
u nit c o st f o r e a c h c h a n g e  u n n e c e s s a r y f r o m a  m y o-
pi c  p e r s p e cti v e. F o r e x a m pl e, if d it ¼ 0 a n d
X t ¼ 1, a n o ut- of- st o c k e v e nt o c c u r s.  T h e r el a x e d
p r o bl e m all o w s t o s et z = 0  w hi c h c a pt u r e s e x a ctl y
t h e o ut- of- st o c k e v e nt a n d i n c u r s a  u nit c o st o r s et
z > 0  w hi c h i n c u r s a  u nit c o st f o r o ut- of- st o c k  pl u s
a  u nit c o st f o r e a c h bi k e r e m o v e d f r o m a n o c c u-
pi e d  d o c k t o o p e n  u p  d o c k s f o r f ut u r e  u s a g e. It
i s n ot h a r d t o s h o w t h at t h e o pti m al s ol uti o n of
t h e  d y n a mi c  p r o g r a m mi n g i s t o s et z ¼

ðd it þ X tÞ
þ ^ u i, t h at i s, if a c h a n g e i s  u n n e c e s s a r y

m y o pi c all y, t h e n it i s  u n n e c e s s a r y f o r t h e l o n g r u n
( o n e c a n si m pl y  u s e t h e f a ct t h at
jfr

t ð d it; u iÞ fr
t ð d it 1 ; u iÞj  1).  O n e c a n s h o w b y

i n d u cti o n t h at fr
t ð d it; u iÞ i s  L\ - c o n v e x i n ðd it; u iÞ u si n g

P r o p o siti o n 3. 7, a n d t h u s c X
i ð d i; b iÞ ¼ fr

0 ð d i; d i þ b iÞ

i s  m ulti m o d ul a r i n ðd i; b iÞ b y t h e r el ati o n s hi p

b et w e e n  L \ - c o n v e xit y a n d  m ulti m o d ul a rit y.  O u r
p r o of b uil d s  u p o n t h e b a si c  p r e s e r v ati o n  p r o p e rti e s
p r e s e nt e d i n t h e  p r e vi o u s s e cti o n a n d s e e m s t o b e
m o r e i nt uiti v e t h a n t h at  di r e ctl y  u si n g t h e  d e fi ni-
ti o n of  m ulti m o d ul a rit y.

4. 3. 7.  C o n g e sti o n  G a m e s o n a n  E xt e n si o n-
P ar all el  N et w or k. L et G = (V ,A ) b e a  di r e ct e d g r a p h
wit h a si n k a n d a s o u r c e,  w h e r e V i s t h e s et of
n o d e s a n d A i s t h e s et of a r c s.  G r a p h G i s c all e d a n
e xt e n si o n- p a r all el n et w o r k if it i s c o n st r u ct e d b y
st a rti n g f r o m  fi nit el y  m a n y c o pi e s of si n gl e- e d g e
g r a p h  wit h a s o u r c e a n d a si n k, a n d r e p e at e dl y  p e r-
f o r mi n g o p e r ati o n s of s o u r c e / si n k e xt e n si o n a n d
p a r all el j oi n  d e fi n e d b el o w.  Gi v e n a n et w o r k G , a
s o u r c e e xt e n si o n of G i s a n e w n et w o r k G 0 c o n-
st r u ct e d b y a d di n g a n a r c a t o G i n a  w a y t h at t h e
h e a d of a m e r g e s  wit h t h e s o u r c e of G a n d t h e t ail
of a b e c o m e s t h e s o u r c e of G 0.  T h e si n k e xt e n si o n i s
d e fi n e d a c c o r di n gl y.  Gi v e n t w o n et w o r k s G 1 ; G 2 , a
p a r all el j oi n of G 1 ; G 2 i s a  n e w  n et w o r k G 0 c o n-
st r u ct e d b y  m e r gi n g t h e s o u r c e s of G 1 ; G 2 t o f o r m a
s o u r c e of G 0 a n d  m e r gi n g t h e si n k s of G 1 ; G 2 t o f o r m
a si n k of G 0.

Gi v e n a n e xt e n si o n- p a r all el n et w o r k G = (V ,A )
wit h a s o u r c e s a n d si n k t, c o n si d e r a c o n g e sti o n g a m e
wit h n pl a y e r s a n d A b ei n g t h e s et of r e s o u r c e s.  T h e
st r at e g y s et of  pl a y e r i,  d e n ot e d b y P i, i s a s et of
el e m e nt a r y  di r e ct e d  p at h s f r o m s o u r c e s t o si n k t
(st- p at h) i n g r a p h G . F o r e v e r y r e s o u r c e a 2 A ,

t h e c o n g e sti o n c o st f u n cti o n o n a ,  d e n ot e d b y
c a : Z þ ! R þ , i s a  n o n d e c r e a si n g f u n cti o n  wit h
c a ð0 Þ ¼ 0.  Gi v e n a st r at e g y  p r o fil e P ¼ ð P i : i 2 ½ n Þ ,
t h e c o n g e sti o n o n r e s o u r c e a i s  d e fi n e d a s
v P ða Þ ¼ j f i 2 ½ n ja 2 P igj , t h at i s, t h e n u m b e r of  pl a y-
e r s  u si n g r e s o u r c e a , a n d t h e c o st of  pl a y e r i i s gi v e n
b y p ið P Þ ¼

P
a 2 P i

c a ð v P ð a ÞÞ , t h at i s, t h e t ot al c o n g e sti o n

c o st s of t h e r e s o u r c e s t h at  pl a y e r i u s e s.  N ot e t h at a n y
c o n g e sti o n g a m e i s a  p ot e nti al g a m e  wit h  p ot e nti al
f u n cti o n U ðP Þ ¼

P
a 2 A ĉ a ð v P ð a ÞÞ ,  w h e r e ĉ a ð k Þ ¼

P k
i ¼ 1 c a ð iÞ ( s e e  M o n d e r e r a n d S h a pl e y 1 9 9 6).  T h at i s,

f o r a n y  pl a y e r i, p ið P i; P iÞ p ið P
0
i; P iÞ ¼

U ðP i; P iÞ U ðP 0
i; P iÞ f o r a n y P i; P

0
i 2 P i,  w h e r e

P i ¼ ð P j : j 6 ¼iÞ, t h at i s, gi v e n a n y t w o a cti o n  p r o fil e s

w hi c h  diff e r o nl y at t h e a cti o n of  pl a y e r i, t h e  diff e r-
e n c e of  pl a y e r i’ s  utilit y b et w e e n t h e s e t w o  p r o fil e s i s
gi v e n b y t h e  diff e r e n c e of t h e  p ot e nti al f u n cti o n v al-
u e s b et w e e n t h e s e  p r o fil e s. F ot a ki s ( 2 0 1 0) s h o w s t h at
f o r a n y s y m m et ri c c o n g e sti o n g a m e o n a n e xt e n si o n-
p a r all el n et w o r k  wit h P i b ei n g t h e s et of all st- p at h s,
t h e f oll o wi n g b e st- r e s p o n s e al g o rit h m g e n e r at e s a
p u r e  N a s h e q uili b ri u m i n n st e p s.

B e st- r e s p o n s e al g orit h m:

St e p 1. St a rti n g f r o m a n y st r at e g y  p r o fil e P .  L et
ði1 ; . . .; in Þ b e a n y  p e r m ut ati o n of { 1, . . .,n }

St e p 2. F o r i ¼ i1 ; . . .; in , l et P  ð P i; P̂ iÞ ,  w h e r e
P̂ i i s a  mi ni mi z e r of U ðP i; Q Þ o v e r
Q 2 P i.

St e p 3.  O ut p ut P .

N ot e t h at i n St e p 2, t h e  mi ni mi z e r P̂ i i s t h e b e st
r e s p o n s e of  pl a y e r i gi v e n t h e st r at e gi e s P i of
ot h e r  pl a y e r s b y t h e  d e fi niti o n of  p ot e nti al
f u n cti o n s. I nt e r e sti n gl y, b y o b s e r vi n g t h e cl o s e r el a-
ti o n s hi p b et w e e n t hi s  p ot e nti al f u n cti o n Φ (P ) a n d
M- c o n v e xit y, F uji s hi g e et al. ( 2 0 1 5)  p oi nt o ut t h at
t h e a b o v e b e st- r e s p o n s e al g o rit h m c a n b e  d e ri v e d
f r o m t h e st e e p e st  d e s c e nt al g o rit h m f o r  M- c o n v e x
f u n cti o n  mi ni mi z ati o n  p r o bl e m s  m e nti o n e d i n s e c-
ti o n 3.  T o s e e t h e r el ati o n s hi p b et w e e n  M- c o n v e xit y
a n d Φ ,  d e n ot e b y Q a t h e s et of st- p at h s c o nt ai ni n g
a r c a .  O n e c a n s h o w t h at f o r a n e xt e n si o n- p a r all el
n et w o r k, f Q a : a 2 A g f o r m s a l a mi n a r f a mil y.
D e n ot e b y P all t h e s et of all st- p at h s a n d t r e at e a c h

st r at e g y  p r o fil e P a s a v e ct o r x P 2 Z P all ,  w h e r e t h e
v al u e of x P at c o o r di n at e Q 2 P all i s t h e  n u m b e r of
st - p at h Q i n P .  Wit h t h e s e n ot ati o n s, U ðP Þ ¼P

a 2 A ĉ a ð v P ða ÞÞ  ¼
P

a 2 A ĉ a ð
P

Q 2 Q a
x P ð Q ÞÞ ,  w hi c h c a n

b e r e g a r d e d a s a f u n cti o n ~U ðx P Þ o v e r Z P all .  N ot e

t h at t h e eff e cti v e  d o m ai n of ~U ðx P Þ i s c o nt ai n e d i n

f x je T x ¼ n g a s e a c h of t h e n pl a y e r s s el e ct s o n e st-
p at h. Si n c e ĉ a i s  u ni v a ri at e c o n v e x a n d f Q a : a 2 A g

i s a l a mi n a r f a mil y, ~U ðx P Þ i s l a mi n a r c o n v e x a n d
t h u s  M- c o n v e x.
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5.  C o n cl u si o n

I n t hi s s u r v e y,  w e h a v e r e vi e w e d k e y c o n c e pt s a n d
f u n d a m e nt al  p r o p e rti e s of  di s c r et e c o n v e x a n al y si s,
wit h a f o c u s o n  L \ - c o n v e xit y,  M\ - c o n v e xit y a n d t h ei r
v a ri a nt s.  W e s h o w t h at t h e s e n oti o n s a r e n at u r al
a b st r a cti o n s of e s s e nti al st r u ct u r e s of  m a n y o p e r ati o n s
m o d el s.  W e s h o w t h at a s a c o n s e q u e n c e, st r u ct u r al
a n al y si s a n d al g o rit h m  d e si g n f o r  m a n y o p e r ati o n s
m o d el s, r a n gi n g f r o m i n v e nt o r y  m a n a g e m e nt a n d
r e v e n u e  m a n a g e m e nt t o h e alt h c a r e s c h e d uli n g a n d
bi k e s h a ri n g, c a n b e si m pli fi e d, e n h a n c e d, a n d g e n e r-
ali z e d b y f o c u si n g o n  di s c r et e c o n v e xit y, e s p e ci all y
L \ - c o n v e xit y a n d  M\ - c o n v e xit y.

T o c o n cl u d e t hi s r e vi e w,  w e  p oi nt o ut t h at  di s cr et e
c o n v e x a n al y si s i s a gr o wi n g a r e a of o p er ati o n s  m a n-
a g e m e nt,  wit h n e w c o n c e pt s a n d a n al y si s c o nti n ui n g t o
b e i ntr o d u c e d.  T h e n e w  d e v el o p m e nt s i n t ur n c all s f or
f urt h er eff ort s t o e xt e n d t h e  pr o bl e m s c o p e a n d c ulti-
v at e  d e e p er  u n d er st a n di n g of t h e a p pr o a c h. F or e x a m-
pl e,  Zi p ki n ( 2 0 1 6) i nt r o d u c e s t h e c o n c e pt of c o v er- L \ -
c o n v e xit y, ill u st r at e s it s  u s e t o a n al y z e s o m e  A T O s y s-
t e m s  wit h s p e ci al str u ct ur e s, a n d al s o f oll o w s  u p  wit h a
li st of i nt ri g ui n g q u e sti o n s f or f ut ur e r e s e a r c h.  C h e n
a n d  Li ( 2 0 2 0)  pr o p o s e a n e w c o n c e pt,  w hi c h t h e y r ef er
t o a s s u b stit ut e c o n c a vit y, t o c a pt ur e t h e gr o s s s u b sti-
t ut a bilit y  pr o p ert y i n c o nti n u o u s s p a c e s a n d  d e v el o p
m o n ot o n e c o m p a r ati v e st ati c s r e s ult s  u n d er c o n diti o n s
w e a k er t h a n  M \ - c o n c a vit y.  A  w e a k er v er si o n of
S S Q M \ - c o n c a vit y, r ef err e d t o a s S S Q M\

w - c o n c a vit y,
a p pli e s t o a  p ortf oli o s el e cti o n  m o d el  d e v el o p e d b y
C h a d e a n d S mit h ( 2 0 0 6).  A n e v e n  w e a k er c o n diti o n,
S S Q M \6 ¼

w - c o n c a vit y, f e at ur e s i n a c o n str ai n e d a s s ort-
m e nt  pr o bl e m of  C h e n a n d Si m c hi- L e vi ( 2 0 1 7). It
w o ul d b e i nt er e sti n g t o s e e h o w t h e s e c o n c e pt s c a n b e
u s e d t o f a cilit at e t h e  d e si g n of ef fi ci e nt al g orit h m s or
t h e  d e v el o p m e nt of str u ct ur al  pr o p erti e s.

A c k n o wl e d g m e nt s

T h e a ut h o r s a r e g r at ef ul f o r t h e v al u a bl e c o m m e nt s a n d s u g-
g e sti o n s f r o m t h e r e vi e w t e a m,  P r of e s s o r  Qi o n g  W a n g, a n d
Ji n gl o n g  Z h a o  w hi c h si g ni fi c a ntl y i m p r o v e t h e e x p o siti o n of
t hi s st u d y.  T h e a ut h o r s al s o t h a n k  P r of e s s o r s  G e o r g e S h a n-
t hi k u m a r a n d  D a vi d  Y a o f o r e n c o u r a gi n g t h e m t o  w rit e t h e
r e vi e w.

N ot e s

1 N ot e t h at i n  M u r ot a ( 2 0 0 3): f i s a  u ni v a ri at e  di s c r et e c o n-
v e x f u n cti o n if f(x 1) + f(x + 1) ≥ 2 f(x ) f o r all x 2 Z .
Wit h o ut t h e a s s u m pti o n t h at t h e  d o m ai n  d o m( f) i s a s et of
c o n s e c uti v e i nt e g e r s, it i n cl u d e s f u n cti o n s t h at a r e n ot
i nt e g r all y c o n v e x. F o r e x a m pl e, f( 2) = f( 2) = 0, f(x ) = + ∞
o n ot h e r  p oi nt s.
2 N ot e t h at i n a c o nti n u o u s s p a c e, l o w e r s e mi- c o nti n uit y of
f a n d s u b m o d ul a rit y of f(x ξ e ) i m pl y c o n v e xit y of f, a

c o n diti o n e x pli citl y i m p o s e d i n  M u r ot a ( 2 0 0 3)’ s  d e fi niti o n.
Si n c e l o w e r s e mi- c o nti n u o u s c o n v e x f u n cti o n s a r e e q ui v a-
l e nt t o cl o s e d c o n v e x f u n cti o n s, t h e  L\ - c o n v e x f u n cti o n s
d e fi n e d i n  D e fi niti o n 2. 1 a r e cl o s e d  L \ - c o n v e x f u n cti o n s. I n
t hi s st u d y, all  L\ - c o n v e x f u n cti o n s r ef e r t o cl o s e d  L\ - c o n-
v e x f u n cti o n s  u nl e s s ot h e r wi s e s p e ci fi e d.  Al s o n ot e t h at a
f u n cti o n  d e fi n e d i n a n i nt e g e r s p a c e i s a ut o m ati c all y l o w e r
s e mi- c o nti n u o u s.
3 A g ai n a  di s c r et e f u n cti o n i s a ut o m ati c all y l o w e r s e mi-
c o nti n u o u s, a n d i n a c o nti n u o u s s p a c e t h e l o w e r s e mi- c o n-
ti n uit y c o m bi n e d  wit h t h e e x c h a n g e c o n diti o n i m pli e s c o n-
v e xit y, a c o n diti o n e x pli citl y i m p o s e d i n  M u r ot a ( 2 0 0 3)’ s
d e fi niti o n.  T h e f u n cti o n s i n c o nti n u o u s v a ri a bl e s  d e fi n e d
i n  D e fi niti o n 2. 2 a r e cl o s e d  M\ - c o n v e x f u n cti o n s. I n t hi s
st u d y, all  M \ - c o n v e x f u n cti o n s r ef e r t o cl o s e d  M\ - c o n v e x
f u n cti o n s  u nl e s s ot h e r wi s e s p e ci fi e d.
4 S e e  H o c h b a u m et al. ( 1 9 9 2) f o r a t a r di n e s s s c h e d uli n g
p r o bl e m  wit h a q u a d r ati c  M \ - c o n v e x o bj e cti v e f u n cti o n.
5 T h e e q ui v al e n c e i s  p oi nt e d o ut b y  M o ri g u c hi a n d  M u r ot a
( 2 0 1 8) o nl y f o r  di s c r et e f u n cti o n s. It s e xt e n si o n t o r e al
s p a c e s i s st r ai g htf o r w a r d.
6 It  m e a n s t h at t h e e x a m pl e of  L\ - c o n v e x s et s gi v e n i n s e c-
ti o n 2. 2 i s e x h a u sti v e.
7 T h e  p r o of of  P r o p o siti o n 3. 1 3 f oll o w s  di r e ctl y f r o m t h e
d e fi niti o n of  m ulti m o d ul a rit y.
8 If f i s  n ot l o w e r s e mi- c o nti n u o u s, t h e n fðx 1 ; x 2 Þ b ei n g  M \ -
c o n v e x  d o e s  n ot i m pl y fð x 1 ; x 2 Þ b ei n g  L \ - c o n v e x. F o r
e x a m pl e, fðx 1 ; x 2 Þ ¼ d B ðx 1 ; x 2 Þ wit h B ¼ fð x 1 ;x 2 Þjx 1 þ x 2 ¼
0 ;x 1 6¼ 0 g i s  M\ - c o n v e x b ut fð x 1 ;x 2 Þ ¼ d ~B ð x 1 ;x 2 Þ i s  n ot  L\ -
c o n v e x,  w h e r e ~B ¼ fð x 1 ;x 2 Þjx 1 ¼ x 2 ;x 1 6¼ 0 g .
9 I n t h e o p e r ati o n s  m a n a g e m e nt lit e r at u r e, v 2 T i s t y pi-
c all y r ef e r r e d t o a s a s u p pl y n o d e if x v [ 0 a n d a  d e m a n d
n o d e if x v \ 0.
1 0 T hi s r e s ult still h ol d s if x s ati s fi e s a b o x c o n st r ai nt
x 2 [l,u ].
1 1 Si n c e e a c h c o m m o dit y h a s o nl y o n e  u nit, a c o n s u m e r’ s
utilit y i s a f u n cti o n of t h e s et of a c q ui r e d c o m m o diti e s.
1 2 A n y st ri ctl y c o n v e x f u n cti o n i s e s s e nti all y st ri ctl y c o n-
v e x. S e e s e cti o n 2 6 of  R o c k af ell a r ( 1 9 7 0) f o r  m o r e o n e s s e n-
ti all y st ri ctl y c o n v e xit y.
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