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OtTrh)bkTrrhbTk qtkdr enq ptahs
rohm)qnsTshnm dqqnq rtooqdrrhnm

Ohkd CTuhc Rt

Cdo‘qsldms ne Ogxrhbr ‘mc @rsqnmnlx) Tmhudqrhsx ne B‘khenqmh‘) Knr @mfdkdr) B@
8//84) Tmhsdc Rs‘sdr ne @ldqhb‘

D,l‘hk9 phkdrt?f-tbk‘-dct

Qdbdhudc 18 @tftrs 1/1/) qduhrdc 10 I‘mt‘qx 1/10
@bbdosdc enq otakhb‘shnm 18 I‘mt‘qx 1/10
Otakhrgdc 0/ L‘qbg 1/10

9arsqTbs
@ eqdptdmskx dmbntmsdqdc rntqbd ne rxrsdl‘shb dqqnq hm pt‘mstl bnlots‘shnmr
hr hlodqedbshnmr hm sgd bnmsqnk otkrdr vghbg ‘qd sgd bk‘rrhb‘k —dkcr sg‘s bnm,
sqnk ptahs f‘sd nodq‘shnmr- Eqnl ‘m ‘m‘kxrhr ne sgd pt‘mstl,ldbg‘mhb‘k shld,
dunktshnm nodq‘snq ne sgd rohm v‘udetmbshnm) hs g‘r addm cdlnmrsq‘sdc sg‘s
bnlonrhsd otkrdr b‘m lhshf‘sd bdqs‘hm rxrsdl‘shb dqqnqr ‘mc ‘m ‘ood‘khmf fdn,
ldsqhb hmsdqoqds‘shnm v‘r cdudknodc enq sgd cdrhfm ne dqqnq,rtooqdrrhmf bnl,
onrhsd otkrdr- Gdqd vd rgnv sg‘s sgdrd r‘ld otkrd rdptdmbdr b‘m ad nas‘hmdc
vhsghm ‘ pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj- Sghr q‘hrdr sgd ptdrshnm ne vgdsgdq dqqnq,
bnqqdbshnm oqnbdctqdr dwhrs sg‘s dwoknhs dms‘mfkdldms hm ‘ l‘mmdq sg‘s b‘m mns
ad qdoqnctbdc hm sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k enqltk‘shnm-

Jdxvnqcr9 pt‘mstl bnlots‘shnm) pt‘mstl f‘sd cdrhfm) qnatrs MNS f‘sd)
Dgqdmedrs sgdnqdl) Aknbg udbsnq) bnlonrhsd otkrd rdptdmbdr) odqstqa‘shnm
‘m‘kxrhr

’Rnld —ftqdr l‘x ‘ood‘q hm bnkntq nmkx hm sgd nmkhmd intqm‘k(

0- Gmsqnctbshnm

@m dkdldms‘qx rhmfkd,ptahs pt‘mstl f‘sd hr sgd W f‘sd) vghbg hr nmd onrrhakd pt‘mstl ‘m‘knf
ne ‘ bk‘rrhb‘k MNS f‘sd- Sghr hr hlokdldmsdc ax ‘ookxhmf q‘ch‘shnm qdrnm‘ms vhsg sgd ptahs
sq‘mrhshnm vhsg ‘ otkrd ‘qd‘ ne θ) bnllnmkx jmnvm ‘r ‘ θ,otkrd- Ctqhmf rtbg ‘ otkrd) sgd
Aknbg udbsnq) ‘ fdnldsqhb‘k qdoqdrdms‘shnm ne sgd rs‘sd ne sgd ptahs) qns‘sdr ax ‘m ‘mfkd ne θ-
Hm oq‘bshbd) hlodqedbs bnmsqnk ne otkrd ‘lokhstcd) ctq‘shnm) eqdptdmbx) ‘mc og‘rd kd‘cr sn f‘sd
hm—cdkhsx Z0[- Bntokhmf adsvddm ‘ ptahs ‘mc hsr dmuhqnmldmsfdmdq‘sdr hmdk‘rshb hmsdq‘bshnmr sg‘s
b‘m hmsqnctbd q‘mcnl dqqnqr sgqntfg og‘rd cdbngdqdmbd Z1z3[- Sghr o‘odq vhkk ad qdrsqhbsdc
sn svn eqdptdmskx dmbntmsdqdc rxrsdl‘shb dqqnqr m‘ldkx hlodqedbs bnmsqnk ne sgd ‘lokhstcd ne
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sgd otkrd) nq Vlokhstcd dqqnq) ‘mc hlodqedbs bnmsqnk ne sgd eqdptdmbx ne sgd otkrd) nq cdstmhmf
dqqnq0-

Vnqj ax sgd MLQ bnlltmhsx rgnvdc sg‘s ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr b‘m ad qdctbdc
ax qdok‘bhmf ‘ rhmfkd θ,otkrd ax bnlonrhsd otkrdr he sgd dqqnqr ‘qd ‘rrtldc sn ad bnmrs‘ms
sgqntfgnts sgd otkrd Z4) 5[- Hs v‘r rgnvm Z0[ sg‘s ‘m ‘lokhstcd dqqnq ne nqcdq δ hmbtqqdc ctq,
hmf sgd qns‘shnm ne ‘ Aknbg udbsnq ax θ b‘m–‘s kd‘rs hm oqhmbhokd–ad qdctbdc sn ‘m dqqnq
ne sgd nqcdq ne δm) vhsg m ‘m hmsdfdq) ax aqd‘jhmf sgd θ,otkrd to hmsn ‘ rdptdmbd ne 1m qns‘,
shnmr ne sgd Aknbg udbsnq nudq θ nq 1θ- Rtardptdmskx) fdmdq‘k bnmrsq‘hmsr vdqd cdqhudc nm sgd
bnmsqnk otkrdr sg‘s) he nadxdc) rgntkc qdctbd sgd ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnq) vghkd ‘ fdn,
ldsqhb‘k hmsdqoqds‘shnm ne sgdrd bnmrsq‘hmsr v‘r cdudknodc ‘r vdkk Z6) 7[- L‘sgdl‘shb‘kkx) sgd
ldsgnc qdkhdr nm sgd LVfmtr dwoVmrhnm Z8[) vghbg oqnuhcdr ‘m dwonmdmsh‘k qdoqdrdms‘shnm ne
sgd shld,dunktshnm nodq‘snq ’nq oqno‘f‘snq( ne sgd rohm v‘udetmbshnm- Rhlhk‘q ldsgncr g‘ud
addm cdudknodc sn rstcx sgd deedbsr ne chrnqcdq ‘mc rohmzrohm hmsdq‘bshnm Z0/[- @m dwodqhldm,
s‘k rd‘qbg enq rdptdmbdr sg‘s rhltks‘mdntrkx rtooqdrr sgd ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnq Z5[
oqnctbdc sgd rn,b‘kkdc Jmhkk rdptdmbd) ‘ rddlhmfkx bnlokdw rdptdmbd ne —ud θ,otkrdr chr,
btrrdc adknv- Trhmf sgd ldsgnc ne qdedqdmbdr Z6) 7[) hs b‘m ad rgnvm sg‘s sgd Jmhkk rdptdmbd
hr ‘ ldladq ne ‘ aqn‘cdq) nmd,o‘q‘ldsdq e‘lhkx ne rdptdmbdr sg‘s dkhlhm‘sd sgd kd‘chmf nqcdq
‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr rhltks‘mdntrkx-

Sgd rohm cxm‘lhbr tmcdqkxhmf MLQ ’‘r vdkk ‘r LQH ‘mc DRQ( hr sq‘chshnm‘kkx cdrbqhadc ax
sgd Aknbg dptVshnmr- Vghkd sgd cdqhu‘shnm ne sgdrd dpt‘shnmr hr a‘rdc nm pt‘mstl ldbg‘mhbr)
sgdx g‘ud sgd enql ne sgd dpt‘shnm ne lnshnm ne ‘ ’pt‘rh,( bk‘rrhb‘k l‘fmdshb lnldms oqdbdrr,
hmf hm ‘ l‘fmdshb —dkc ’bntokhmf sn sgd dmuhqnmldms oqnctbdr c‘lohmf sdqlr(- Sghr rtffdrsr
sg‘s hs rgntkc ad onrrhakd sn eq‘ld sgd dqqnq bnqqdbshnm ldsgnc ne qdedqdmbdr Z6) 7[ hm sgd pt‘rh,
bk‘rrhb‘k k‘mft‘fd ne sgd oqdbdrrhnm ne ‘ l‘fmdshb lnldms hmrsd‘c ne sgd oqno‘f‘snq ldsgnc-
Rtbg ‘ bnmrsqtbshnm bntkc oqnuhcd ‘ adssdq hmsthshud hmrhfgs hmsn sgd–q‘sgdq bnlokdw–ltksh,
rsdo dqqnq,rtooqdrrhmf rdptdmbdr- Hm sghr o‘odq vd cdudkno rtbg ‘ pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj
enq sgd b‘rd ne bnlonrhsd rdptdmbdr bnlonrdc ne θ,otkrdr sg‘s bnqqdbs enq ‘lokhstcd ‘mc cdstm,
hmf dqqnqr- Sgqntfg ‘ rsq‘hfgsenqv‘qc odqstqa‘shud ‘m‘kxrhr) vd nas‘hm bnmrsq‘hmsr nm ‘ otkrd
rdptdmbd sg‘s) he nadxdc) rtooqdrr ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr sn rdbnmc nqcdq enq sgd dwodb,
s‘shnm u‘ktd ne sgd rohm- Mdws vd rgnv sg‘s sgd qdrtkshmf otkrd rdptdmbdr ‘qd dpthu‘kdms sn sgnrd
cdqhudc eqnl sgd eq‘ldvnqj ne qdedqdmbdr Z6) 7[- Sgd bnmrsqtbshnm ne dqqnq,rtooqdrrhmf otkrd
rdptdmbdr trhmf sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj hr rte—bhdmskx rhlokd ‘mc fq‘oghb‘k sg‘s hs b‘m
ad o‘qs ne ‘m toodq,chuhrhnm tmcdqfq‘ct‘sd bk‘rr-

Rdbshnm 1 cdudknor ‘ rdbnmc,nqcdq odqstqa‘shnm dwo‘mrhnm enq sgd dpt‘shnm ne lnshnm ne sgd
dwodbs‘shnm u‘ktd ne sgd rohm ‘mftk‘q lnldmstl ctd sn odqstqa‘shnmr fdmdq‘sdc ax ‘lokhstcd
‘mc cdstmhmf dqqnqr- Dwoqdrrhnmr ‘qd cdqhudc enq sgd svn fkna‘k bnmrsq‘hmsr sg‘s ltrs ad nadxdc
he —qrs, ‘mc rdbnmc,nqcdq ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr ‘qd sn ad dkhlhm‘sdc) qdrodbshudkx-
Hm rdbshnm 2 sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms hr hkktrsq‘sdc enq ‘ u‘qhdsx ne rdptdmbdr ‘mc sgd dpthu,
‘kdmbd adsvddm sgd oqno‘f‘snq ‘mc pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqjr hr cdlnmrsq‘sdc- Hm rdbshnm 3)
sgd rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hms hr chrbtrrdc rhlhk‘qkx- Hm rdbshnm 4) vd ‘ookx sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k
eq‘ldvnqj sn lnqd fdmdq‘k qns‘shnmr- Hm rdbshnm 5 vd oqnuhcd sgd enql‘k bnmmdbshnm adsvddm
sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k odqstqa‘shnm dwo‘mrhnm-

0 Cdodmchmf nm sgd bnmsdws) ‘lokhstcd dqqnqr l‘x ‘krn ad jmnvm ‘r fiho,‘mfkd dqqnqr nq otkrd,kdmfsg dqqnqr) vghkd
cdstmhmf dqqnqr ‘qd ‘krn jmnvm ‘r nee,qdrnm‘mbd dqqnqr nq eqdptdmbx neerdsr-
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1- CxmTlhbr ne sgd Aknbg udbsnq Tmc odqstqaTshnm sgdnqx

Sn bnlotsd gnv dqqnqr hm sgd bnmsqnk otkrd ‘bbtltk‘sd ctqhmf ‘ otkrd rdptdmbd) vd vhkk enkknv
sgd dunktshnm ne ‘ rhmfkd ptahs- Sgd rodbh—b qd‘khy‘shnm ne ‘ ptahs bnmrhcdqdc hm sghr o‘odq hr
‘ rohm,0.1 svn,kdudk rxrsdl rtaidbs sn ‘ CB l‘fmdshb —dkc ‘knmf sgd y chqdbshnm- Sgd kdudk
rokhsshmf hr ��/ vhsg �/ sgd K‘qlnq eqdptdmbx- Kds sgd rohmnq ⟩φ⟨ + ’ ) α( cdmnsd sgd fdmdq‘k
rohm rs‘sd  ⟩→⟨! α⟩↑⟨- @ θ,otkrd hr odqenqldc ax sgd ‘ookhb‘shnm ne ‘m @B l‘fmdshb —dkc
qns‘shmf hm sgd wx,ok‘md vhsg eqdptdmbx � ‘mc og‘rd σ Z00[- Hm sdqlr ne sgd O‘tkh l‘sqhbdr) sgd
rohm G‘lhksnmh‘m b‘m ad dwoqdrrdc ‘r

E + �<1Z�/=πy ! Φ/ bnr’�s! σ(=πw ! Φ/ rhm’�s! σ(=πx[) ’0(

vgdqd Φ/ hr sgd l‘fmhstcd ne sgd @B l‘fmdshb —dkc hm eqdptdmbx tmhsr- @ odqedbs θ,otkrd
g‘r eqdptdmbx � + �/ ‘mc ctq‘shnm θ<Φ/- He sgd cqhud eqdptdmbx � cheedqr eqnl �/) sgdm ‘
cdstmhmf dqqnq qdrtksr- He sgd otkrd ctq‘shnm cheedqr eqnl θ<Φ/) nq he sgd ‘bst‘k @B —dkc rsqdmfsg
cheedqr eqnl Φ/) ‘m ‘lokhstcd dqqnq qdrtksr- @esdq sq‘mrenqlhmf hmsn sgd qns‘shmf eq‘ld ’rdd
‘oodmchw @ enq cds‘hkr() sgd deedbshud G‘lhksnmh‘m qdctbdr sn sg‘s ne ‘ rohm,0.1 o‘qshbkd hm ‘
shld,hmcdodmcdms l‘fmdshb —dkc9

E⇒ + �<1Z =πy ! Φ/ bnr σ =πw ! Φ/ rhm σ =πx[ω ’1(

Sghr —dkc + ’ )Φ/ bnrσ)Φ/ rhmσ( ’hm eqdptdmbx tmhsr( g‘r ‘ y bnlonmdms + �/  � sg‘s
hr sgd cdstmhmf dqqnq vghkd sgd oqnidbshnm ne sgd —dkc hm sgd wx,ok‘md l‘jdr ‘m ‘mfkd σ vhsg sgd
w,‘whr- Enq bnmudmhdmbd) sghr qdedqdmbd eq‘ld vhkk rshkk ad qdedqqdc sn ‘r sgd ]k‘a eq‘ld dudm
sgntfg hs qns‘sdr vhsg qdrodbs sn sgd qd‘k k‘anq‘snqx eq‘ld- Hm sgd enkknvhmf) vd vhkk trd tmhsr
vhsg chldmrhnmkdrr shld ’h-d-) Φ/s( ‘mc chldmrhnmkdrr sq‘mrudqrd —dkc rsqdmfsg-

Hm ‘oodmchw @ hs hr rgnvm sg‘s he sgd Dgqdmedrs sgdnqdl hr ‘ookhdc sn sgd dwodbs‘shnm u‘ktd
p ◦ } ⟨ ne sgd rohm nodq‘snq–h-d-) sgd Aknbg udbsnq–hm ‘ l‘fmdshb —dkc sgdm sghr oqnctbdr ‘m
dpt‘shnm ne lnshnm sg‘s hr sgd r‘ld ‘r sg‘s enq sgd oqdbdrrhnm ne ‘ bk‘rrhb‘k l‘fmdshb lnldms
hm ‘ l‘fmdshb —dkc9

cp’s(
cs

+  ’s(· p’s(ω ’2(

Mnsd sg‘s Ok‘mbj r bnmrs‘ms mn knmfdq ‘ood‘qr- Sghr dpt‘shnm hr dw‘bs hm sgd ‘ardmbd ne bntokhmf
sn sgd dmuhqnmldms-Lnqdnudq) hs hr rhlhk‘q sn sgd bk‘rrhb‘k ldbg‘mhbr ne qhfhc,ancx qns‘shnm ‘mc
d‘rx sn uhrt‘khyd- Vd vhkk trd hs ‘r ‘ rs‘qshmf onhms enq sgd bnmrsqtbshnm ne otkrd rdptdmbdr sg‘s
bnlodmr‘sd enq cdstmhmf ‘mc.nq ‘lokhstcd dqqnqr- Sn sg‘s otqonrd vd —qrs rdo‘q‘sd sgd dqqnq,
eqdd ’nq ]mnlhm‘k ( o‘qs ne sgd otkrd  ’s( eqnl sgd ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr  0’s() rn

cp’s(
cs

+ ’ ’s(! 0’s((· p’s(ω ’3(

@lokhstcd dqqnqr ‘qd qdoqdrdmsdc ax sgd shld,cdodmcdms dqqnq udbsnq  0’s( + δ ’s(- Sgdx
bg‘mfd sgd qns‘shnm q‘sd hmctbdc ax sgd bnmsqnk otkrd ax ‘ e‘bsnq ne ’0! δ(- Cdstmhmf dqqnqr ‘qd
qdoqdrdmsdc ‘r  0’s( +  =y) rn sgdx ‘qd bnmrs‘ms ‘mc ‘kv‘xr onhms ‘knmf sgd y chqdbshnm- Sgd
pt‘mshshdr δ ‘mc  vhkk ad ‘rrtldc sn ad bnmrs‘ms sgqntfgnts sgd rdptdmbd ‘mc sn ad rl‘kk
bnlo‘qdc sn nmd-

Gnv cndr sgd oqdrdmbd ne 0’s( hm sgd dpt‘shnm ne lnshnm lnchex sgd dunktshnm ne sgd Aknbg
udbsnq; Ehftqd 0 rgnvr sgd lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq enq sgd b‘rd ne ‘ θ<1 otkrd vhsg ‘
sq‘mrudqrd —dkc ‘knmf sgd x chqdbshnm- Sgd hmhsh‘k nqhdms‘shnm ne sgd rohm hr ‘f‘hm ‘knmf sgd y
chqdbshnm- Sgd ak‘bj sq‘idbsnqx hr sgd ]mnlhm‘k ’h-d-) dqqnq,eqdd( b‘rd vghkd sgd qdc sq‘idbsnqx
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Ehftqd 0- Lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq hm sgd k‘a eq‘ld enq ‘ θ<1 otkrd ‘ants sgd x,‘whr
hm sgd oqdrdmbd ne ‘ cdstmhmf dqqnq ’rdd dpt‘shnm ’3((- Ak‘bj sq‘idbsnqx9 mnlhm‘k lnshnm
p/’s( enq ydqn cdstmhmf dqqnq- Qdc sq‘idbsnqx9 lnshnm hm sgd oqdrdmbd ne ‘ cdstmhmf dqqnq
 0- Sgd fqdx bhqbkdr nm sgd Aknbg rogdqd ‘qd bnmsntqr ne bnmrs‘ms ‘mfkd eqnl sgd rohm
to chqdbshnm-

rgnvr sgd cduh‘shnm hmctbdc ax ‘ mnm,ydqn cdstmhmf dqqnq- Sgd shld,dunktshnm ne sgd mnlhm‘k
lnshnm bnlokhb‘sdr sgd uhrt‘khy‘shnm ne sgd hmctbdc dqqnq) ‘mc hs hr ‘ oqnakdl sg‘s adbnldr
nmkx lnqd rdqhntr ‘r sgd bnlokdwhsx ne sgd rdptdmbd hmbqd‘rdr- Sghr b‘m ad bhqbtludmsdc ax
hmsqnctbhmf vg‘s hr jmnvm ‘r sgd snffkhmf eqVld- Sghr hr ‘m ]hmsdqldch‘sd qdoqdrdms‘shnm sg‘s
rtasq‘bsr nts sgd mnlhm‘k lnshnm b‘trdc ax  ’s(- Cdmnsd sgd shld,cdodmcdms sq‘mrenql‘shnm
l‘sqhw adsvddm sgd k‘a eq‘ld ‘mc sgd snffkhmf eq‘ld ‘r =I’s( rn ‘ udbsnq u hm sgd k‘a eq‘ld
’tmoqhldc( g‘r bnlonmdmsr u⇒’s( hm sgd snffkhmf eq‘ld ’oqhldc(- Sgdm vd ltrs g‘ud sg‘s
u’s( + =I’s(u⇒’s(- Hm o‘qshbtk‘q) enq sgd l‘fmdshb lnldms p⇒’s( + =I 0p’s() ⇒’s( + =I 0 ’s() ‘mc
enq sgd dqqnq udbsnq ⇒

0’s( + =I
 0 0’s(- @s s + /) vd bgnnrd =I’/( + B) rn sg‘s p⇒’/( + p’/(-

Hm ‘oodmchw A hs hr rgnvm sg‘s sgd dpt‘shnm ne lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq hm sgd snffkhmf
eq‘ld hr

cp⇒’s(
cs

+  ⇒
0’s(· p⇒’s(ω ’4(

Sgd ‘lokhstcd dqqnq  0’s() vghbg hr shld,cdodmcdms hm sgd k‘a eq‘ld) adbnldr ohdbdvhrd,
bnmrs‘ms ‘esdq sq‘mrenql‘shnm hmsn ⇒

0’s( hm sgd snffkhmf eq‘ld- Bnmudqrdkx) vghkd sgd cdstmhmf
dqqnq hr shld,hmcdodmcdms hm sgd k‘a eq‘ld) hs adbnldr shld,cdodmcdms hm sgd snffkhmf eq‘ld-
Ehftqd 1 bnlo‘qdr sgd lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq hm sgd k‘a eq‘ld enq sgd b‘rd ne cdstmhmf
dqqnq vhsg sgd lnshnm hm sgd snffkhmf eq‘ld-

Sgd mdws rsdo hr sn rnkud enq sgd lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq p⇒’s( hm sgd snffkhmf eq‘ld-
@bbnqchmf sn dpt‘shnm ’4() he  ⇒

0’s( hr rl‘kk sgdm p⇒’s( hr md‘qkx bnmrs‘ms- Sghr lnshu‘sdr tr sn
bnmrsqtbs ‘ odqstqa‘shnm dwo‘mrhnm enq p⇒’s( hm sgd enql)

p⇒’s( + p⇒/’s(! p⇒0’s(! p⇒1’s(! − − − ’5(
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Ehftqd 1- Lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq ’dpt‘shnm ’4(( hm sgd snffkhmf eq‘ld ’aktd) oqhldc
‘wdr( enq sgd r‘ld θ<1 qns‘shnm ‘ants sgd k‘a eq‘ld x,‘whr ‘r hm —ftqd 0- Qdc udbsnq9 sgd
cdstmhmf dqqnq udbsnq ⇒

0’s( +  =I
 0’s(=y) vghbg hr shld,u‘qxhmf- Qdc sq‘idbsnqx9 lnshnm

ne sgd Aknbg udbsnq p⇒’s( hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgd fqdx bhqbkdr rgnv sgd nqhdms‘shnm
ne sgd Aknbg rogdqd hm sgd snffkhmf eq‘ld enq sgd —m‘k rs‘sd) bnqqdronmchmf sn sgd fqdx
bhqbkdr hm sgd oqduhntr —ftqd-

vgdqd sdqlr vhsg rtarbqhos m ‘qd oqnonqshnm‘k sn sgd msg onvdq ne sgd chldmrhnmkdrr o‘q‘ldsdq
| ⇒

0|l‘ws ’rdd ‘oodmchw B enq ‘ chrbtrrhnm ne sgd bnmudqfdmbd ne sgd rdqhdr(- Hmrdqshmf sgd
dwo‘mrhnm hmsn dpt‘shnm ’4( fhudr

cp⇒/’s(
cs

!
cp⇒0’s(

cs
!

cp⇒1’s(
cs

! − − −

+  ⇒
0’s(· ’p⇒/’s(! p⇒0’s(! p⇒1’s(! − − − (ω ’6(

Dpt‘shmf sdqlr ne sgd r‘ld nqcdq nm sgd svn rhcdr ne sgd dpt‘shnm oqnctbdr ‘ rds ne qdbtqrhud
dpt‘shnmr enq rtbbdrrhud sdqlr ne sgd odqstqa‘shnm dwo‘mrhnm)

cp⇒/’s(
cs

+ / ’7(

cp⇒0’s(
cs

+  ⇒
0’s(· p⇒/’s( ’8(

cp⇒1’s(
cs

+  ⇒
0’s(· p⇒0’s( ’0/(

ω ω ω

Hmsdfq‘shmf sgd ydqnsg,) —qrs, ‘mc rdbnmc,nqcdq dpt‘shnmr fhudr

p⇒/’s( + p/’/( ’00(

p⇒0’s( +
∑ s

/
 ⇒

0’r(· p/’/(cr ’01(
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p⇒1’s( +
∑ s

/
 ⇒

0’r(· p⇒0’r(cr ’02(

ω ω ω

vhsg p/’/( dpt‘k sn sgd hmhsh‘k nqhdms‘shnm ne sgd Aknbg udbsnq p’/(- Mnsd sg‘s d‘bg sdql hm sgd
rdqhdr hmunkudr sgd ‘bbtltk‘sdc ‘bshnm ne ⇒

0’s( nm sgd oqduhntr sdql hm sgd rdqhdr nudq sgd shld
hmsdqu‘k Z/) s[- Bqtbh‘kkx)  ⇒

0’s( + =I
 0 0’s( cdodmcr nm sgd bnlonrhsd otkrd sgqntfg =I- Sgtr

fhudm sgd r‘ld dqqnqr hm sgd bnmsqnk otkrdr ’vghbg —wdr 0’s(() sgd dunktshnm ne sgd Aknbg udbsnq
hm sgd snffkhmf eq‘ld b‘m ad cq‘rshb‘kkx cheedqdms eqnl nmd bnlonrhsd rdptdmbd sn sgd nsgdq-

Rtoonrd sg‘s nmd g‘r rnkudc enq sgd shld,dunktshnm ne rtbbdrrhud sdqlr ne sgd dwo‘mrhnm ne
Aknbg udbsnq hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgdm) ‘s sgd dmc ne ‘ otkrd rdptdmbd vhsg sns‘k ctq‘shnm se )
sgd Aknbg udbsnq hr

p⇒⟩s+se + p/’/(! p⇒0⟩s+se ! p⇒1⟩s+se ! − − − ’03(

Vd vhkk r‘x sg‘s ‘ rdptdmbd rtooqdrrdr dqqnq sn sgd msg nqcdq he p⇒j’se( + / enq j + 0) 1) ω ω ωm-
Rodbh—b‘kkx) ‘ rdptdmbd rtooqdrrdr —qrs,nqcdq dqqnqr he

p⇒0⟩s+se +

∑ se

/
 ⇒

0’r(· p/’/(cr + / ̸ p/’/(

’Ehqrs nqcdq bnmrsq‘hms( ’04(

‘mc sn rdbnmc nqcdq he ‘cchshnm‘kkx

p⇒1⟩s+se +

∑ se

/
 ⇒

0’r(· p⇒0’r(cr + / ̸ p/’/(

’Rdbnmc nqcdq bnmrsq‘hms( ’05(

He sgdrd bnmchshnmr ‘qd r‘shr—dc enq ‘kk hmhsh‘k rs‘sdr p’/( sgdm sgd otkrd rdptdmbd hr r‘hc sn
oqnuhcd tmhudqr‘k dqqnq bnqqdbshnm Z0[ nq ad etkkx,bnlodmr‘shmf Z00[-

2- Ehqrs)nqcdq bnmrsqThms

Hm sghr rdbshnm vd enbtr nm sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms) hkktrsq‘sd gnv hs vnqjr enq rdudq‘k cheedqdms
rdptdmbdr ‘mc sgdm cdqhud fdmdq‘k fdnldsqhb‘k qtkdr enq —qrs,nqcdq dqqnq rtooqdrrhnm- Sgdrd
qtkdr ‘qd sgdm bnlo‘qdc vhsg sgd nmdr nas‘hmdc hm qdedqdmbdr Z6) 7[-

Ehqrs cd—md sgd ]dqqnq hmsdfq‘k a’s( sn ad

a’s( +
∑ s

/
 ⇒

0’r(cr) ’06(

vgdqd sgd toodq antmc ne sgd hmsdfq‘shnm hr ‘kknvdc sn u‘qx- Sgd etmbshnm a’s( b‘m ad uhdvdc
‘r cdrbqhahmf sgd sq‘idbsnqx ne ‘ og‘msnl o‘qshbkd lnuhmf hm sgd snffkhmf eq‘ld vhsg udknbhsx
 ⇒

0’s() rs‘qshmf eqnl sgd nqhfhm ‘s s + /- Sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms dpt‘shnm ’04( b‘m ad dwoqdrrdc
‘r)

p⇒0⟩s+se + a⟩s+se · p/’/( + /ω ’07(

5
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Cd—md rdo‘q‘sd,rsdo ]dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah enq sgd hmchuhct‘k rsdor ne ‘ otkrd rdptdmbd9

ah +

∑ sh�0

sh

 ⇒
0’r(cr) ’08(

vhsg sh ‘mc sh!0 sgd hmhsh‘k ‘mc —m‘k shldr ne otkrd h- Sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms b‘m sgdm ad vqhssdm
‘r

p⇒0⟩s+se +

〉
M∫

h

ah

�
· p/’/( + /ω ’1/(

He sgd sq‘idbsnqx a’s( hr bknrdc) sgdm sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms hr nadxdc enq ‘kk hmhsh‘k bnmchshnmr-
Rtoonrd ‘ rdptdmbd hr bnlonrdc ne M rsdor- Sgd udbsnqr ah ne sgd hmchuhct‘k rsdor cd—md ‘m
M,rsdo v‘kj vgdm ok‘bdc gd‘c,sn,s‘hk- @ rdptdmbd hr etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs nqcdq he sghr
M,rsdo v‘kj hr bknrdc-

2-.- Iohm)dbfn rdptdmbd

Ntq —qrs dw‘lokd hr sgd sgqdd,rsdo rohm dbgn rdptdmbd) vghbg hr ‘ rs‘mc‘qc MLQ ldsgnc Z01[-
Sgd rgnqs,g‘mc mns‘shnm Pϵ

σ vhkk ad trdc sn cdmnsd ‘ rhmfkd otkrd) vhsg σ sgd chqdbshnm ne sgd
otkrd hm sgd wx,ok‘md ‘mc ϵ sgd ctq‘shnm ne sgd otkrd- @m dqqnq,eqdd θ,otkrd ‘qntmc w hr cdmnsdc
‘r Pθ

/ - Sgd rohm dbgn rdptdmbd hr cdmnsdc ‘r Pθ<1
/ � Pθ

θ<1 � Pθ<1
/ ’sgdrd ‘mfkdr ‘qd hm sgd k‘a

eq‘ld(- Hs g‘r sgd enkknvhmf shld,cdodmcdms otkrd chqdbshnm ’s(9

 ’s( +

)
⎨⎨⎨⎨⎨⎨⎩

⎨⎨⎨⎨⎨⎨⎧

=v s ∞
∣
/)

θ

1

(

=x s ∞
)
θ

1
)
2θ
1

(

=v s ∞
)

2θ
1

) 1θ

(
ω ’10(

Hm sgd oqdrdmbd ne ‘lokhstcd nq cdstmhmf dqqnq) sgd —qrs rsdo hr b‘kbtk‘shmf sgd dqqnq ⇒
0’s( hm sgd

snffkhmf eq‘ld- Sghr hr d‘rx enq sgd ‘lokhstcd dqqnq b‘rd adb‘trd sgd dqqnq hr ‘kv‘xr o‘q‘kkdk sn
sgd otkrd chqdbshnm ⇒’s() vghbg hm stqm hr ohdbdvhrd bnmrs‘ms hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgd sgqdd
udbsnqr bnqqdronmchmf sn sgd u‘ktdr s‘jdm ax sgd otkrd chqdbshnm ⇒’s( ‘qd rgnvm hm —ftqd 2’‘(-
Sgd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah ‘qd chqdbsdc ‘knmf sgd sgqdd udbsnqh‘k u‘ktdr s‘jdm ax sgd dqqnq
 ⇒

0’s(- Sgd qdrtkshmf sgqdd,rsdo v‘kj hr rgnvm hm —ftqd 2’a(- Mnsd sg‘s sgd udbsnq enq rsdo HH g‘r
svhbd sgd kdmfsg ne sg‘s ne rsdor H ‘mc HHH adb‘trd hs hr ‘ etkk θ,otkrd q‘sgdq sg‘m ‘ θ<1,otkrd-
Sgd sgqdd,rsdo v‘kj hr mns bknrdc rn sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms hr mns nadxdc-

Enq sgd b‘rd ne sgd cdstmhmf dqqnq) 0 hr bnmrs‘ms hm sgd k‘a eq‘ld) onhmshmf hm y vhsg l‘f,
mhstcd ) ats hm sgd snffkhmf eq‘ld sgd chqdbshnm ne  ⇒

0’s( + =I
 0 0 qns‘sdr ‘s ‘ bnmrs‘ms q‘sd-

Sghr ‘oo‘qdms lnshnm hr sgd qdrtks ne sgd qns‘shnm ne sgd snffkhmf eq‘ld ‘mc hr rgnvm hm —ftqd 3-
Mnsd sg‘s sgd —ftqd 3’‘( qdrdlakdr sgd qns‘shnm ne sgd Aknbg udbsnq nm sgd Aknbg rogdqd) ats
rgntkc mns ad lhrs‘jdm ‘r rtbg- Sqd‘shmf a’s( ‘r sgd lnshnm ne ‘ og‘msnl o‘qshbkd ‘r ldmshnmdc
oqduhntrkx) vd b‘m cdctbd sg‘s rhmbd hsr udknbhsx ⇒

0’s( qns‘sdr ‘s ‘ bnmrs‘ms q‘sd) sgd og‘msnl
o‘qshbkd r sq‘idbsnqx hr bnlonrdc ne bhqbtk‘q ‘qbr) ‘r rgnvm hm —ftqd 3- Rsdo HH hr ‘ rdlh,bhqbkd
vghkd rsdor H ‘mc HHH ‘qd pt‘qsdq,bhqbkdr- Sgd sgqdd,rsdo v‘kj hm sgd oqdrdmbd ne cdstmhmf hr
‘krn mns bknrdc) rn sgd rohm,dbgn rdptdmbd hr mns etkkx,bnlodmr‘shmf vhsg qdrodbs sn dhsgdq
‘lokhstcd dqqnqr nq cdstmhmf dqqnqr-

Enq sgd b‘rd ne ‘lokhstcd dqqnq) sgd —qrs,nqcdq dqqnq hr rtooqdrrdc oqnuhcdc sgd hmhsh‘k nqh,
dms‘shnm ne sgd Aknbg udbsnq hr ‘knmf sgd y,‘whr adb‘trd sgd bqnrr,oqnctbs hm dpt‘shnm ’1/( hr

6
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Ehftqd 2- ’‘(9 Sgd ‘lokhstcd dqqnq  ⇒
0’s( ’ohmj( enq sgd rohm,dbgn rdptdmbd Pθ<1

/ �
Pθ
θ<1 � Pθ<1

/ hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgd sgqdd rsdor ne sgd rdptdmbd ‘qd k‘adkkdc H) HH)
‘mc HHH- @kk sgqdd udbsnqr rgntkc g‘ud kdmfsg δ- ’a(9 Sgd sgqdd,rsdo v‘kj bnmrhrsr ne sgd
dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah enq sgd rohm,dbgn rdptdmbd vhsg ‘lokhstcd dqqnq-

Ehftqd 3- ’‘(9 Sgd cdstmhmf dqqnq ⇒
0’s( enq sgd rohm,dbgn rdptdmbd Pθ<1

/ � Pθ
θ<1 � Pθ<1

/
hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgd sgqdd rdbshnmr ne sgd rdptdmbd ‘qd ‘f‘hm k‘adkdc H) HH) ‘mc HHH-
Sgd ‘qbr g‘ud q‘chtr - ’a(9 Dqqnq hmsdfq‘k a’s( ‘mc sgqdd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah enq sgd
rohm,dbgn rdptdmbd vhsg cdstmhmf dqqnq-

ydqn- Sghr qdrtks b‘m ad tmcdqrsnnc ‘r enkknvr- Rtoonrd sg‘s hmhsh‘kkx sgd Aknbg udbsnq onhmsr
‘knmf sgd y,‘whr- Sgd rsqdmfsg ne sgd @B bnmsqnk otkrd hr snn k‘qfd) rn sgd Aknbg udbsnq rkhfgskx
nudqrgnnsr sgd x chqdbshnm ctqhmf sgd —qrs θ<1 otkrd ‘qntmc sgd w,‘whr- Sn —qrs,nqcdq) ‘ rl‘kk
dqqnq hr fdmdq‘sdc hm sgd y chqdbshnm- Sgd θ,otkrd ‘knmf sgd x,‘whr fihor sghr dqqnq ‘qntmc) b‘tr,
hmf sgd Aknbg udbsnq sn rkhfgskx tmcdqrgnns sgd x chqdbshnm- Sgd θ,otkrd ‘bsr gdqd ‘r ‘ enql ne
]shld,qdudqr‘k ) ‘kknvhmf sgd sghqc otkrd sn tmcn sgd dqqnq b‘trdc ax sgd —qrs- Sghr shld,qdudqr‘k
hr duhcdms hm —ftqd 2) ‘r aH hr ‘msh,o‘q‘kkdk vhsg aHHH- @ rhlhk‘q ‘qftldms ‘ood‘khmf sn ro‘sh‘k
qd‘rnmhmf l‘x ad l‘cd enq sgd b‘rd ne sgd cdstmhmf dqqnq- Enq cdstmhmf dqqnq) sgd —qrs,nqcdq
bnmrsq‘hms hr ‘f‘hm nadxdc he sgd hmhsh‘k rohm nqhdms‘shnm hr ‘knmf sgd w,‘whr-

2-1- Sfqdd)rsdo rdptdmbdr

@r ntq rdbnmc dw‘lokd vd vhkk bnmrsqtbs sgqdd,rsdo rdptdmbdr sg‘s) tmkhjd sgd rohm,dbgn
rdptdmbd) ‘qd etkkx,bnlodmr‘shmf-Vd qdrsqhbs ntqrdkudr gdqd sn rdptdmbdr ne θ,otkrdr adb‘trd
hm sg‘s b‘rd sgd fdnldsqhb‘k bnmrsqtbshnmr ’M,rsdo v‘kj( b‘m ad odqenqldc hm sgd gnqhynms‘k
ok‘md- Vd vhkk ]qdudqrd dmfhmddq sgd rdptdmbd) h-d-) vd —qrs bnmrsqtbs bknrdc dqqnq sq‘idbsn,
qhdr hm sgd snffkhmf eq‘ld ‘mc sgdm vnqj a‘bjv‘qcr sn —mc sgd bnqqdronmchmf rdptdmbd hm sgd
snffkhmf ‘mc k‘a eq‘ldr-

7
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Ehftqd 4- ’‘(9 Sgd sgqdd dqqnq,hmsdfq‘k udbsnqr enq ‘ sgqdd,rsdo rdptdmbd ’dpt‘k otkrd ‘qd‘
enq d‘bg otkrd( sg‘s hr etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs,nqcdq enq dhsgdq jhmc ne dqqnq ltrs enql
‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd- Sgd k‘adkr H) HH) ‘mc HHH qdedq sn sgd sgqdd rsdor ne sgd rdptdmbd-
Sgd sqh‘mfkd b‘m ad qns‘sdc ‘mc sgd chqdbshnm ne sgd ‘qqnvr b‘m ad hmudqsdc- ’a(9 Sno uhdv-

Ehftqd 5- ’‘(9 Sgd sgqdd udbsnqh‘k u‘ktdr s‘jdm ax sgd ‘lokhstcd dqqnq ⇒
0’s( enq sgd sgqdd,

rsdo rdptdmbd- Sgd k‘adkr H) HH) ‘mc HHH qdedq sn sgd sgqdd rsdor ne sgd rdptdmbd- Rhmbd
 ⇒

0’s( + δ ⇒’s() vd b‘m hlldch‘sdkx qd‘c nee sgd otkrd chqdbshnmr hm sgd snffkhmf eq‘ld)
vghbg enql sgd enkknvhmf ‘mfkdr vhsg w⇒,‘whr9 /� 1θ<2� 1θ<2- ’a(9 Sno uhdv-

Vhsg d‘bg ne sgd sgqdd rsdor ne sgd rdptdmbd) sgdqd hr ‘m ‘rrnbh‘sdc dqqnq hmsdfq‘k udbsnq
ah vhsg h + H) HH) HHH- Sgd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ‘qd mnv qdrsqhbsdc sn sgd wx,ok‘md adb‘trd sgd
otkrdr ‘qd qns‘shnmr ax θ) ‘mc sgdx g‘ud sgd r‘ld l‘fmhstcd adb‘trd sgd sgqdd otkrdr g‘ud sgd
r‘ld ctq‘shnm- Sn oqnctbd sgd bknrdc M,rsdo v‘kj ne ‘ etkkx,bnlodmr‘shmf rdptdmbd sgdqd hr
nmkx nmd noshnm9 sgd sgqdd udbsnqr ltrs enql ‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd ’rdd —ftqd 4(- Sgd mdws
rsdor ‘qd —mchmf sgd bnqqdronmchmf dqqnq udbsnqr ⇒

0’s(–rshkk hm sgd snffkhmf eq‘ld–‘mc sgdm
qdbnmrsqtbshmf sgd bnqqdronmchmf rdptdmbd hm sgd k‘a eq‘ld-

Sgd rhlokdrs b‘rd hr ‘f‘hm sg‘s ne sgd ‘lokhstcd dqqnq- Ehftqd 5 rgnvr sgd sgqdd udbsnqh‘k
u‘ktdr sg‘s sgd dqqnq ⇒

0’s( ltrs s‘jd ctqhmf sgd sgqdd rsdor) onhmshmf eqnl sgd bdmsdq rxlldsqh,
b‘kkx sn sgd udqshbdr ne ‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd- Rhmbd sgd dqqnq ⇒

0’s( hr o‘q‘kkdk sn ⇒’s() vd b‘m
hlldch‘sdkx qd‘c nee sgd otkrd chqdbshnmr ⇒’s( hm sgd snffkhmf eq‘ld- Hs ltrs enql sgd enkknvhmf
‘mfkdr vhsg sgd w⇒,‘whr ctqhmf sgd sgqdd rsdor qdrodbshudkx9 /� 1θ<2� 1θ<2- Enq sgd b‘rd
ne cdstmhmf dqqnq) rodbh‘k b‘qd mddcr sn ad s‘jdm hm cdctbhmf sgd qdk‘shnmrgho adsvddm sgd otkrd
chqdbshnmr ⇒’s( ‘mc ah- Sghr hr chrbtrrdc hm cds‘hk hm ‘oodmchw C) sgd jdx bnmbktrhnm ne vghbg
hr9 enq cdstmhmf dqqnq) sgd chqdbshnm ne ah enq ‘m ncc,mtladqdc rsdo hr ‘ 8/± bntmsdq,bknbjvhrd
qns‘shnm eqnl hsr otkrd chqdbshnm: enq ‘m dudm,mtladqdc rsdo) bknbjvhrd-

Vd ‘qd mnv qd‘cx enq sgd —m‘k rsdo9 sgd qdbnmrsqtbshnm ne sgd rdptdmbd hm sgd k‘a eq‘ld-
Cdmnsd sghr tmjmnvm rdptdmbd ax

Pθ
σ0
� Pθ

σ1
� Pθ

σ2
ω ’11(

Enq d‘bgθ,otkrd) sgd k‘a eq‘ld y,‘whr ]snffkdr adsvddm onhmshmf ‘knmf sgd y⇒ ‘mc y⇒ chqdbshnmr
hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgdqdenqd) sgd otkrd chqdbshnmr) vghbg khd hm sgd wx,ok‘md hm sgd k‘a eq‘ld)

8
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khd hm sgd w⇒x⇒,ok‘md hm sgd snffkhmf eq‘ld- @ enqltk‘ rgnvm ax Z02[ qdk‘sdr qns‘shnm ‘mfkdr hm
sgd k‘a ‘mc snffkhmf eq‘ldr)

σ⇒
i +  ’ 0( iσ i  

i 0∫

j+0

’ 0(j1σj) ’12(

vgdqd σj + σ0)σ1)σ2) ω ω ω rodbhex sgd otkrd chqdbshnmr hm sgd k‘a eq‘ld) ‘mc σ⇒
i ‘qd sgd bnqqd,

ronmchmf chqdbshnmr hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sghr sq‘mrenql‘shnm hr ‘krn hsr nvm hmudqrd- Nmd b‘m
vnqj hm sgd snffkhmf eq‘ld ‘mc bnmudqs sgd ‘mfkdr a‘bj sn sgd k‘a eq‘ld he mddcdc-Vd —qrs ‘ookx
sghr sq‘mrenql‘shnm sn sgd b‘rd ne ‘lokhstcd dqqnq- Hm sgd snffkhmf eq‘ld) enkknvhmf ntq oqduh,
ntr chrbtrrhnm) sgd ‘mfkdr adsvddm sgd otkrd chqdbshnmr ‘mc sgd w⇒,‘whr ‘qd /� 1θ<2� 1θ<2
’—ftqd 5(- Bnmudqshmf a‘bj sn sgd k‘a eq‘ld ‘mfkdr) trhmf dpt‘shnm ’12() oqnctbdr sgd rdptdmbd9

Pθ
/ � Pθ

1θ<2 � Pθ
/ ω ’13(

@ bnmrs‘ms b‘m ne bntqrd ad ‘ccdc sn ‘kk sgqdd ‘mfkdr vhsgnts ‘eedbshmf —qrs,nqcdq dqqnq
rtooqdrrhnm-

Mdws) enq sgd b‘rd ne cdstmhmf dqqnq) vd g‘ud rgnvm oqduhntrkx sg‘s sgd otkrd chqdbshnm ⇒’s(
mddcr sn enql sgd enkknvhmf sgqdd ‘mfkdr vhsg sgd w⇒,‘whr9 /� θ<2� 1θ<2 ’—ftqd 8(-
Trhmf sgd sq‘mrenql‘shnm enqltk‘ dpt‘shnm ’12( oqnctbdr sgd bnlonrhsd otkrd9

Pθ
/ � Pθ

θ<2 � Pθ
/ ω ’14(

2-2- 4nloTqhrnm adsvddm sfd ptTrh)bkTrrhbTk Tmc shld)dunktshnm nodqTsnq eqTldvnqir  C(

Hm qdedqdmbdr Z6) 7[ sgd shld,dunktshnm nodq‘snq ldsgnc hr trdc sn cdqhud bnmrsq‘hmsr enq ‘
rdptdmbd ne θ,otkrdr sn oqnuhcd tmhudqr‘k dqqnq bnqqdbshnm sn —qrs,nqcdq- Sgd bnmrsq‘hmsr nm
sgd nqhdms‘shnm ‘mfkdr ne sgd otkrd —dkcr ‘qd

∫

i

πσ⇒i
+ / ’‘lokhstcd() ’15(

∫

i

πσ⇒⇒i
+ / ’cdstmhmf() ’16(

vgdqd

σ⇒
i + ’ 0( i!0σ i !

∫

j. i

’ 0(j!01σj) ’17(

σ⇒⇒
i + σ⇒

i ! ’ 0( i!0θ<1) ’18(

‘mc vgdqd sgd πσ + bnrσ πw ! rhmσ πx ‘qd khmd‘q bnlahm‘shnmr ne O‘tkh l‘sqhbdr- Mnsd sg‘s
sghr k‘rs qdk‘shnm ‘kqd‘cx rtffdrsr ‘ khmj vhsg udbsnqr hm sgd wx,ok‘md-

Sn drs‘akhrg ‘ bnmmdbshnm adsvddm sgd svn eq‘ldvnqjr) vd —qrs qdvqhsd sgd ‘ooqn‘bg
cdrbqhadc hm sgd oqduhntr rdbshnm hm ‘ lnqd l‘sgdl‘shb‘k k‘mft‘fd vgdqd vd mn knmfdq qdrsqhbs
ntqrdkudr sn sgqdd,rsdo rdptdmbdr ’sgd rdptdmbd b‘m ad bnlonrdc ne ‘mx ncc mtladq ne θ,
otkrdr(- Sgd jdx qdk‘shnmrghor sg‘s vd hkktrsq‘sdc vhsg sgd sgqdd,rsdo rdptdmbdr b‘m ad rgnvm
sn qdl‘hm sgd r‘ld- Sgd enkknvhmf ‘kfnqhsgl l‘jdr oqdbhrd sgd qdk‘shnmrgho adsvddm sgd otkrd
chqdbshnm ’s( hm sgd k‘a eq‘ld) sgd otkrd chqdbshnm ⇒’s( hm sgd snffkhmf eq‘ld) sgd M,rsdo v‘kj
enq ‘lokhstcd dqqnq) sgd M,rsdo v‘kj enq cdstmhmf dqqnq) ‘mc sgd bnmchshnmr enq dqqnq,rtooqdrrhnm
hm b‘rd ne dhsgdq sxod ne dqqnq-

0/
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’‘( Trd dpt‘shnm ’12( sn sq‘mrenql eqnl sgd k‘a eq‘ld otkrd chqdbshnmr ’σj( sn sgd snffkhmf
eq‘ld otkrd chqdbshnmr ’σ⇒

j(-
’a( Cq‘v sgd snffkhmf eq‘ld otkrd chqdbshnmr ‘r tmhs kdmfsg udbsnqr k‘xhmf hm sgd w⇒x⇒,ok‘md-

Sgd bnlokdw mtladq mns‘shnm b‘m l‘jd sghr rs‘sdldms lnqd oqdbhrd9 cq‘v sgd enkknvhmf

rds ne bnlokdw mtladqr ‘r udbsnqr nm sgd bnlokdw ok‘md) Sdhσ⇒0 ) dhσ⇒1 ) dhσ⇒2 ω ω ω{- K‘adk sgd
rsdo mtladq enq d‘bg udbsnq-

’b(
’0( Sn nas‘hm sgd M,rsdo v‘kj l‘cd to ne ‘lokhstcd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah9 rs‘qshmf

eqnl sgd nqhfhm) o‘q‘kkdk sq‘mronqs sgd udbsnqr rn sg‘s sgdx bnmmdbs sho,sn,s‘hk hm nqcdq-
Sgd —m‘k qdrtks hr sgd M,rsdo v‘kj l‘cd eqnl ‘lokhstcd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah- Hm
sdqlr ne bnlokdw mtladqr sghr b‘m ad dwoqdrrdc ‘r9

dhσ⇒0 ! dhσ⇒1 ! dhσ⇒2 ! − − − ’2/(

’1( Sn nas‘hm sgd M,rsdo v‘kj l‘cd to ne cdstmhmf dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah9 qdstqm sn
rsdo a- Qns‘sd sgnrd udbsnqr enq ncc rsdor bntmsdqbknbjvhrd ax θ<1 ‘mc qns‘sd sgnrd
enq sgd dudm rsdor bknbjvhrd ax θ<1- Rs‘qshmf eqnl sgd nqhfhm) o‘q‘kkdk sq‘mronqs sgd
qdrtkshmf udbsnqr rn sg‘s sgdx bnmmdbs sho,sn,s‘hk hm nqcdq- Sgd —m‘k qdrtks hr sgd M,rsdo
v‘kj l‘cd eqnl cdstmhmf dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah- Hm sdqlr ne bnlokdw mtladqr sghr
b‘m ad dwoqdrrdc ‘r9

hdhσ⇒0  hdhσ⇒1 ! hdhσ⇒2  − − − ’20(

L‘qj sgd ncc rsdor vhsg ]! rhfmr ‘mc dudm rsdor vhsg ]  rhfmr nm o‘odq-
’c( Sgd rdptdmbd hr etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs,nqcdq vhsg qdrodbs sn ‘lokhstcd dqqnq he sgd

—ftqd enqldc hm dpt‘shnm ’2/( hr ‘ bknrdc onkxfnm) ‘mc hs hr etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs,
nqcdq vhsg qdrodbs sn cdstmhmf dqqnq he sgd —ftqd enqldc hm dpt‘shnm ’20( hr ‘ bknrdc
onkxfnm- Hm sdqlr ne sgd bnlokdw mtladqr

∫

i

dhσ⇒i + / ’‘lokhstcd() ’21(

∫

i

’ 0( i 0h dhσ⇒i + / ’cdstmhmf(ω ’22(

Hs hr d‘rx sn udqhex sghr ‘kfnqhsgl enq sgd sgqdd,rsdo rdptdmbdr ne sgd oqduhntr rdbshnm- Adb‘trd
sgd oqnbdctqd hr hmudqshakd) nmd b‘m qdudqrd,dmfhmddq ‘ cdrhq‘akd M,rsdo v‘kj sn fds sgd
rodbh—b‘shnm ne sgd bnlonrhsd otkrd) ‘r dwokhbhskx rgnvm enq sgqdd,rsdo rdptdmbdr-

Mdws) dwo‘mc sgd bnmrsq‘hmsr dwoqdrrdc hm bnlokdw dwonmdmsh‘k enql hm dpt‘shnmr ’21( ‘mc
’22( hmsn qd‘k ‘mc hl‘fhm‘qx o‘qsr) odqenql sgd rtarshstshnm 0� πw ) h� πx) ‘mc sgdm trd sgd
cd—mhshnm ne σ⇒⇒

i eqnl dpt‘shnm ’18( vgdqd ‘ooqnoqh‘sd- Nmd nas‘hmr

/ +
∫

i

dhσ⇒i +
∫

i

bnr σ⇒
i ! h rhm σ⇒

i

↓ ’rtarshstshnm(

/ +
∫

i

bnr σ⇒
iπw ! rhm σ⇒

iπx

+
∫

i

πσ⇒i
’‘lokhstcd dqqnq()

00
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‘mc)

/ +
∫

i

’ 0( i 0h dhσ⇒i +
∫

i

dh’σ⇒i!’ 0( i 0θ<1(

+
∫

i

dhσ⇒⇒i +
∫

i

bnr σ⇒⇒
i ! h rhm σ⇒⇒

i

↓ ’rtarshstshnm(

/ +
∫

i

bnr σ⇒⇒
i πw ! rhm σ⇒⇒

i πx

/ +
∫

i

πσ⇒⇒i
’cdstmhmf dqqnq(ω

Sghr qdoqnctbdr dpt‘shnmr ’15( ‘mc ’16(- Hs enkknvr sg‘s) ‘s kd‘rs enq sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms)
sgd svn eq‘ldvnqjr oqnctbd oqdbhrdkx sgd r‘ld qdrtks- @oodmchw E cdlnmrsq‘sdr gnv sn ‘ookx
sgd bnmrsq‘hmsr enqltk‘sdc hm sghr rdbshnm sn —ud,rsdo rdptdmbdr ’rtbg ‘r sgd Jmhkk rdptdmbd(
sg‘s ‘qd etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs nqcdq hm ansg ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnq-

3- Rdbnmc)nqcdq bnmrsqThms

Rdbnmc,nqcdq dqqnqr ‘qd dkhlhm‘sdc vgdm dpt‘shnm ’05( hr r‘shr—dc- @rrtld sg‘s sgd —qrs,nqcdq
bnmrsq‘hms hr nadxdc ‘mc rtarshstsd sgd cd—mhshnm ne sgd dqqnq hmsdfq‘k a’s( ’rdd dpt‘shnm ’06((
hmsn sgd rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hms)

p⇒1⟩s+se +

∑ se

/

c
cr

a’r(· ’a’r(· p/’/((cr + /ω ’23(

Trhmf sgd e‘bs sg‘s sgd a’s( btqud hr bknrdc) sghr dpt‘shnm b‘m ad l‘mhotk‘sdc ’rdd ‘oodmchw D(
hmsn sgd enql9

p⇒1⟩s+se + p/’/(·
)

0
1

⎪
a· ca

(
+ /ω ’24(

Sgd udbsnq VqdV 9 +
∑
C cR ne ‘mx rtqe‘bd antmcdc ax sgd r‘ld btqud ∀ hr fhudm ax

9 +
0
1

⎪

∀
p· cp) ’25(

vgdqd p sq‘bdr nts sgd antmc‘qx btqud Z03[- Hs enkknvr sg‘s he sgd udbsnq ‘qd‘ ne ‘mx rtqe‘bd
dmbknrdc ax sgd dqqnq hmsdfq‘k hr ydqn) sgdm sgd rdbnmc,nqcdq dqqnq hr ydqn hmcdodmcdms ne sgd
hmhsh‘k bnmchshnm- Sgd bnqqdronmchmf otkrd hr sgdm etkkx,bnlodmr‘shmf sn rdbnmc,nqcdq- Nsgdq,
vhrd) sgd rdptdmbd rtooqdrrdr rdbnmc,nqcdq dqqnq nmkx enq rs‘sdr hmhsh‘kkx onk‘qhydc hm sgd r‘ld
chqdbshnm ‘r sgd udbsnq ‘qd‘-

3-.- Sfqdd)rsdo rdptdmbdr

Ehqrs ‘ookx sgd rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hms sn sgd svn sgqdd,rsdo rdptdmbdr ’dpt‘shnmr ’13( ‘mc
’14(() vghbg vdqd rgnvm sn ad etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs,nqcdq enq) qdrodbshudkx) ‘lokhstcd
‘mc cdstmhmf dqqnq- Rs‘qs vhsg dpt‘shnm ’13(- Sgd rhfmdc ‘qd‘ dmbknrdc ax sgd udbsnqr H) HH) HHH
hr ‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd vhsg ‘ mnql‘k udbsnq ‘knmf sgd y⇒ chqdbshnm- Sgtr sghr rdptdmbd hr mns

01
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Ehftqd 6- ’‘(9 Cdbnlonrhshnm ne sgd udbsnq ‘qd‘ 0
1

�
a· ca dmbknrdc ax sgd cdstmhmf

dqqnq hmsdfq‘k a’s( enq sgd sgqdd,rsdo rdptdmbd ne dpt‘shnm ’14(- Sgd udbsnq ‘qd‘r ne d‘bg
ne sgd entq rta,‘qd‘r ‘qd hmchb‘sdc ax rl‘kk ak‘bj ‘qqnvr- ’a(9 Sgd sgqdd udbsnq ‘qd‘r
‘rrnbh‘sdc vhsg rdlh,bhqbkd sq‘idbsnqhdr- @ oktr rhfm hmchb‘sdr sgd rdlh,bhqbkd hr ‘anud
sgd y + / ok‘md ‘mc ‘ lhmtr rhfm adknv sgd y + / ok‘md- Sgd udbsnq rtl eqnl sgd rdlh,
bhqbkdr khdr hm sgd w⇒x⇒,ok‘md ‘mc b‘mmns b‘mbdk sgd udbsnq ‘qd‘ ne sgd dmbknrdc sqh‘mfkd)
vghbg khdr ‘knmf sgd y⇒,‘whr-

etkkx,bnlodmr‘shmf sn rdbnmc,nqcdq- Mnsd sgntfg sg‘s sgd rdbnmc,nqcdq dqqnq cndr u‘mhrg enq
hmhsh‘k rs‘sdr onk‘qhydc ‘knmf sgd y,‘whr-

Mdws) bnmrhcdq sgd rdptdmbd ’dpt‘shnm(’14( enq sgd b‘rd ne cdstmhmf dqqnq- Sgd dmbknrdc ‘qd‘
b‘m ad chuhcdc hmsn sgqdd ok‘m‘q o‘qsr antmcdc ax rdlh,bhqbkdr oktr ‘ ok‘m‘q o‘qs antmcdc ax
sgd sqh‘mfkd) ‘r rgnvm hm —ftqd 6- Sgd chqdbshnmr ne udbsnq ‘qd‘r ne sgd sgqdd rdlh,bhqbkdr ‘qd
‘kk hm sgd w⇒x⇒,ok‘md ‘mc sgtr b‘mmns b‘mbdk sgd udbsnq ‘qd‘ ne sgd sqh‘mfkd) vghbg hr ‘knmf sgd
y⇒ chqdbshnm- Hs enkknvr sg‘s sgd mds udbsnq ‘qd‘ hr mnm,ydqn ‘r vdkk) rn sghr rdptdmbd hr ‘krn mns
etkkx,bnlodmr‘shmf sn rdbnmc,nqcdqvhsg qdrodbs sn cdstmhmf dqqnq- Dw‘lokdr ne rdptdmbdr sg‘s
‘qd etkkx,bnlodmr‘shmf sn rdbnmc nqcdq ‘qd oqnuhcdc hm ‘oodmchw E-

3-1- 4nloTqhrnm adsvddm sfd ptTrh)bkTrrhbTk Tmc shld)dunktshnm nodqTsnq eqTldvnqir  CC(

Enkknvhmf Z6[ sgd bnmchshnm enq rdbnmc,nqcdq ‘lokhstcd dqqnq rtooqdrrhnm hm sgd shld,dunktshnm
nodq‘snq ldsgnc hr

∫

i

∫

j. i

Zπσ⇒i
) πσ⇒j

[ + / ’‘lokhstcd(ω ’26(

@r chrbtrrdc hm qdedqdmbd Z7[ ’rdd dpt‘shnm ’2(( sgd rtl ne bnllts‘snqr hm sghr dpt‘shnm hr hm
e‘bs sgd rhfmdc ‘qd‘ enqldc ax ‘ v‘kj cd—mdc ax sgd cheedqdms ‘mfkdr hm sgd ok‘md- Sghr b‘m ad
rddm ax qdvqhshmf sgd bnmchshnm ‘r

∫

i

∫

j. i

rhm’σ⇒
i  σ⇒

j(πy + /) ’27(

‘mc qdb‘kkhmf sg‘s sgd bqnrr,oqnctbs ne svn tmhs udbsnqr hr sgd udbsnq ‘qd‘ ne sgd o‘q‘kkdknfq‘l
ro‘mmdc ax sgdl- Rhlhk‘qkx) sgd bnmchshnm enq sgd rdbnmc,nqcdq cdstmhmf dqqnq hr

∫

i

∫

j. i

rhm’σ⇒⇒
i  σ⇒⇒

j (πy + / ’cdstmhmf(ω ’28(

Enq ansg sgd ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr) sgd rhfmdc ‘qd‘ enqldc ax sgd v‘kj hm sgd
ok‘md rodbh—dc ax sgd cheedqdms ‘mfkdr ltrs ad ydqn- Vd bnmbktcd sg‘s to sn rdbnmc nqcdq

02



Dtp- E- Kgur- 31 $1/10( /243/6 P : Qt

sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj oqnctbdr sgd r‘ld dqqnq,rtooqdrrhmf otkrd rdptdmbdr ‘r sgd
shld,dunktshnm nodq‘snq ldsgnc-

4- FdmdqTk qnsTshnm Tmfkdr

Vd g‘ud ‘rrtldc rn e‘q sg‘s sgd cdrhqdc mds deedbs ne sgd rdptdmbd hr ‘ θ,otkrd- Sgd pt‘rh,
bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj enq ‘lokhstcd dqqnq rtooqdrrhnm b‘m ad dwsdmcdc he sgd mds deedbs ne sgd
rdptdmbd hr ‘ qns‘shnm ‘qntmc sgd w,‘whr ax rnld ‘qahsq‘qx ‘mfkd ϵ- Vd l‘x bgnnrd sn rds to
sgd otkrd rdptdmbd ‘r enkknvr9 Pθ

σ0
� Pθ

σ1
� Pθ

σ2
� Pθ

σ3
� Pϵ

/- Enq sgd nudq‘kk mds deedbs sn ad
bnqqdbs) vd kds sgd —qrs 3 otkrdr g‘ud sgd mds deedbs ne hcdmshsx- Hs hr lnrs rsq‘hfgsenqv‘qc) sgntfg
mns mdbdrr‘qx) sn trd sgd oqno‘f‘snq eq‘ldvnqj sn l‘sbg sgd mds deedbs9

=R/ + dwoZ hθ=πσ3<1[ ω ω ω dwoZ hθ=πσ0<1[ ’3/(

+ =πσ3 =πσ2 =πσ1 =πσ0 ’30(

+ dwoZ h’σ3  σ2 ! σ1  σ0(=πy[ ’31(

+ bnr’σ3  σ2 ! σ1  σ0(B

 h rhm’σ3  σ2 ! σ1  σ0(=πy ’32(

Sgtr vd mddc

σ3  σ2 ! σ1  σ0 + 1θj) ’33(

vgdqd j hr ‘m hmsdfdq- Rhmbd vd ‘qd eqdd sn ‘cc.rtasq‘bs 1θ sn.eqnl sgd og‘rdr) vd l‘x rhlokx
vqhsd sgd bnmrsq‘hms ‘r

σ0  σ1 ! σ2  σ3 + / ’34(

Mnv vnqj hm sgd snffkhmf eq‘ld ‘mc qdvqhsd sgd ‘anud mds deedbs bnmrsq‘hms vhsg sgd snffkhmf
eq‘ld og‘rdr)

σ⇒
0  ’1σ⇒

0  σ⇒
1(! ’1σ⇒

0  1σ⇒
1 ! σ2(

 ’1σ⇒
0  1σ⇒

1 ! 1σ⇒
2  σ⇒

3( + /ω ’35(

Sgdqdenqd)

 σ⇒
0 ! σ⇒

1  σ⇒
2 ! σ⇒

3 + /ω ’36(

Tmcdq sghr bnmchshnm) sgd —esg snffkhmf eq‘ld og‘rd hr

σ⇒
4 + 1σ0  1σ1 ! 1σ2  1σ3 ! σ4 ’37(

+ 1’σ0  σ1 ! σ2  σ3(! / ’38(

+ /ω ’4/(

Mnv cd—md  ) α) β) γ rtbg sg‘s

σ⇒
0 +  ! β)σ⇒

1 +   β) ’40(

σ⇒
2 + α ! γ)σ⇒

3 + α  γω ’41(

03
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Ehftqd 7- @lokhstcd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr enq ‘ —ud rsdo rdptdmbd vhsg mds deedbs ne ‘
ϵ qns‘shnm ‘qntmc sgd w ‘whr-

Oktffhmf sgdrd cd—mhshnmr hmsn sgd mds deedbs bnmrsq‘hms fdsr tr

/ + ’ ! β( ’  β(! ’α ! γ( ’α  γ( ’42(

+ 1β ! 1γ ’43(

Gdmbd vd ltrs g‘ud γ +  β- Rn e‘q sgd qdrtksr ‘qhrd eqnl sgd mds deedbs bnmrsq‘hms nmkx-
Rhmbd sgd —m‘k otkrd hr mns ‘ θ otkrd) sgd trt‘k dpthk‘sdq‘k odms‘fnm sg‘s cdsdqlhmdr —qrs,

nqcdq dqqnq rtooqdrrhnm vhkk g‘ud tmdpt‘k rhcd,kdmfsgr) m‘ldkx 0) 0) 0) 0) ϵ<θ ’chrqdf‘qchmf
nudq‘kk rb‘khmf( vgdqd sgd k‘rs rhcd,kdmfsg hr rgnqsdmdc ’nq kdmfsgdmdc( ctd sn sgd rodbh—dc
otkrd ‘qd‘- Mdws vd enqbd sgd onkxfnm sn ad bknrdc hm sgd snffkhmf eq‘ld- Ehftqd 7 rgnvr vg‘s
rg‘od sgd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ltrs ad fhudm sgd mds deedbs bnmrsq‘hms ‘mc —qrs,nqcdq ‘lokhstcd
dqqnq rtooqdrrhnm- Sgd ‘twhkh‘qx khmdr qdud‘k sgqdd hrnrbdkdr sqh‘mfkdr- Adb‘trd sgd dqqnq hmsdfq‘k
udbsnqr enq rsdo H) HH) HHH) ‘mc HU g‘ud kdmfsg 0 ‘mc sgd a‘rd ‘mfkdr ‘qd β) ansg ‘twhkh‘qx khmdr
g‘ud kdmfsg 1 bnr β- Sgd qdk‘shnmrgho adsvddm sgd kdmfsg ne sgd ‘twhkh‘qx khmdr ‘mc sgd kdmfsg
ne rsdo U b‘m ‘krn ad cdsdqlhmdc eqnl sqhfnmnldsqx) vghbg oqnctbdr

bnr β bnr  +  ϵ

3θ
’44(

Mnv vd b‘m dwoqdrr sgd k‘a eq‘ld og‘rdr hm sdqlr ne  ‘mc β

σ +  ’0) 0) 0) 0) /(! β’0) 2) 2) 0( ’45(

Hs hr ‘ nmd,o‘q‘ldsdq e‘lhkx ne rdptdmbdr vghbg ‘bbnlokhrg ‘ ϵ qns‘shnm ‘qntmc sgd w,‘whr
‘mc rtooqdrrdr —qrs,nqcdq ‘lokhstcd dqqnq- Hs hr nauhntr eqnl —ftqd 7 sg‘s vgdm  + θ ’vghbg
hm e‘bs qdoqnctbdr sgd AA0’ϵ( rdptdmbd Z02[() vd fds ‘ onkxfnm vhsg ydqn udbsnq ‘qd‘) rn sgd
rdptdmbd rtooqdrrdr dqqnq sn rdbnmc nqcdq-

04
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5- EnqlTk bnmmdbshnm adsvddm sgd ptTrh)bkTrrhbTk Tmc oqnoTfTsnq
eqTldvnqir

Kds =R’s( ad sgd shld,dunktshnm nodq‘snq ne sgd rohm v‘udetmbshnm ’nq oqno‘f‘snq eqnl gdqdnm(-
Hs nadxr sgd dpt‘shnm

h
c=R’s(

cs
+

)
’ ’s(! 0’s(( − = <1

[
=R’s(ω ’46(

Sq‘mrenql sn sgd snffkhmf eq‘ld ax cdbnlonrhmf =R’s( ‘r

=R’s( + =R/’s(=U’s() ’47(

vgdqd =R/ vhkk ad b‘kkdc sgd dqqnq,eqdd oqno‘f‘snq) ‘mc =U sgd dqqnq oqno‘f‘snq- Gdqd) =R/’s(
r‘shr—dr

h
c=R/’s(

cs
+

 
 ’s( − = <1

(
=R’s(ω ’48(

@rrtlhmf ‘ rdptdmbd sg‘s ‘bbnlokhrgdr sgd cdrhqdc mds deedbs hm sgd dqqnq,eqdd b‘rd) vd ‘qd
nmkx bnmbdqmdc ‘ants U’s(- Rtarshstshmf dpt‘shnm ’47( hmsn dpt‘shnm ’46( fhudr tr ‘m dpt‘shnm
enq U’s()

c=U’s(
cs

+  h
 
 ⇒

0’s( − = <1
(
=U’s(ω ’5/(

Vd trdc sgd e‘bs sg‘s R√
/’s( ’ 0’s( − = ( R/ +  

⇒
0’s( − = ) vgdqd ⇒

0’s( hr sgd ‘lokhstcd nq cdstmhmf
dqqnq hm sgd snffkhmf eq‘ld- Rhmbd =U hr ‘ tmhs‘qx nodq‘snq) hs ltrs g‘ud sgd enql

=U + dwoZ hS − = <1[)

vgdqd S hr ‘ chldmrhnmkdrr 2C udbsnq vgnrd l‘fmhstcd hr ‘ ld‘rtqd ne sgd dqqnq- Enq nodq‘snq
nq l‘sqhw dpt‘shnmr ne sgd enql

c=U’s(
cs

+ =.’s(=U’s() ’50(

sgd L‘fmtr dwo‘mrhnm oqnuhcdr sgd rnktshnm)

=U’s( + dwo
∫
=∆’s(

[
)

vgdqd =∆’s( + =∆0’s(! =∆1’s(! − − − ‘mc

=∆0’s( +
∑ s

/

=.’s0(cs0)

=∆1’s( +
0
1

∑ s

/
cs0

∑ s0

/
cs1Z=.’s0() =.’s1([)

ω ω ω

Ghfgdq,nqcdq sdqlr hm sghr rdqhdr ‘qd hmsdfq‘kr ne hmbqd‘rhmfkx knmfdq mdrsdc bnllts‘snqr ne
=.’s(- Rdsshmf =.’s( +  h ⇒

0’s( − = <1 fhudr

05
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=∆0’s( +  h

)∑ s

/
 ⇒

0’s0(cs0

(
− = <1 ’51(

+  ha’s( − =π<1 ’52(

=∆1’s( +  
0
7

∑ s

/
cs0

∑ s0

/
cs1Z 

⇒
0’s0( − =π) ⇒

0’s1( − = [ ’53(

+  h

)
0
1

∑ s

/
cs0

∑ s0

/
cs1 

⇒
0’s0(· ⇒

0’s1(

(
− = <1 ’54(

+  h

)
0
1

∑ s

/
cs0a’s0(·

ca’s0(
cs

(
− = <1 ’55(

+  h

)
0
1

∑ s

/
a· ca

(
− = <1) ’56(

vgdqd vd l‘cd trd ne sgd hcdmshsx

Z h9 − = <1) hA − = <1[ +  h’9· A( − = <1ω ’57(

Sghr hcdmshsx hr sgd jdx qdk‘shnm adsvddm sgd bnllts‘snqr sg‘s ‘ood‘q hm sgd oqno‘f‘snq eq‘ld,
vnqj ‘mc sgd bqnrr,oqnctbsr sg‘s ‘ood‘q hm sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj- Dpt‘shnmr vhsg
b‘ohs‘k D ’52( ‘mc ’56( ‘qd sgd —qrs, ‘mc rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hmsr sg‘s vd cdqhudc oqduhntrkx
vhsghm sgd bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj- Sgd L‘fmtr dwo‘mrhnm ne sgd oqno‘f‘snq kd‘cr sn sgd r‘ld
—qrs, ‘mc rdbnmc,nqcdq dqqnq rtooqdrrhnm ‘r sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k eq‘ldvnqj- Vd bnmidbstqd sg‘s
sgd bnqqdronmcdmbd adsvddm sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k ‘mc oqno‘f‘snq eq‘ldvnqjr gnkcr sn ‘kk nqcdqr-

6- Bnmbktrhnm

Hm bnmbktrhnm) vd cdlnmrsq‘sdc sg‘s bnlonrhsd otkrdr sg‘s rtooqdrr rxrsdl‘shb ‘lokhstcd ‘mc
cdstmhmf dqqnqr b‘m ad cdqhudc eqnl sgd pt‘rh,bk‘rrhb‘k dpt‘shnm enq sgd rohm dwodbs‘shnm u‘ktd-
Sghr rtffdrsr sg‘s vgdm sd‘bghmf ‘ bk‘rr hm pt‘mstl bnlotshmf) dqqnq bnqqdbshnm ax bnlonrhsd
otkrdr b‘m ad chrbtrrdc lnrs d‘rhkx hm sdqlr ne bk‘rrhb‘k ogxrhbrvhsg rhlokd ch‘fq‘lr- Hs vntkc
ad hmsdqdrshmf sn hmudrshf‘sd vgdsgdq sghr bnmbktrhnm vhkk bnmshmtd sn gnkc enq svn dms‘mfkdc
ptahsr- @m naidbshnm bntkc ad sg‘s knrr ne og‘rd bngdqdmbd ctd sn hmsdq‘bshnm vhsg ‘ chrrho‘shud
dmuhqnmldms b‘mmns ad sqd‘sdc hm ‘ bnlokdsdkx bk‘rrhb‘k bnmsdws- Hs rgntkc ad jdos hm lhmc sg‘s
sgd bk‘rrhb‘k Aknbg dpt‘shnmr cn ‘bbntms enq knrr ne og‘rd bngdqdmbd ‘mc vd bnmidbstqd sg‘s
sgd cdrhfm ne dqqnq,rtooqdrrhmf otkrd rdptdmbdr hm sgd oqdrdmbd ne chrrho‘shud bntokhmf sn sgd
dmuhqnmldms b‘m ad sqd‘sdc r‘shre‘bsnqhkx vhsghm sgd eq‘ldvnqj ne sgd Aknbg dpt‘shnmr- Hs hr
hmsdqdrshmf sn rodbtk‘sd ‘ants dqqnq bnqqdbshnm ldsgncr enq pt‘mstl bnlotshmf sg‘s ‘qd mns
pt‘rh,bk‘rrhb‘k hm m‘stqd- Snonknfhb‘k pt‘mstl bnlotshmf Z04[ hr ‘m nauhntr onrrhahkhsx ats
hs hr mns bkd‘q gnv ‘ snonknfhb‘kkx oqnsdbsdc rs‘sd vntkc adg‘ud hm sgd oqdrdmbd ne rxrsdl‘shb
cdstmhmf ‘mc ‘lokhstcd dqqnqr-

Sgd enbtr ne sghr o‘odq g‘r addm lnrskx nm rdptdmbdr vhsg ‘m ncc mtladq ne θ,otkrdr-
Sgd sdbgmhptd adbnldr kdrr rsq‘hfgsenqv‘qc enq sgd b‘rd ne bnmrsqtbshmf dqqnq,rtooqdrrhmf
rdptdmbdr eqnl θ<1,otkrdr adb‘trd bknrdc v‘kjr ne ah udbsnqr vntkc mn knmfdq ad ok‘m‘q- Sghr
hr mns ‘ oqnghahshud naidbshnm ‘mc rstcxhmf rdptdmbdr ne θ<1 otkrdr hr mdudqsgdkdrr ‘ oqnlhrhmf
chqdbshnm adb‘trd sgd dwsq‘ ro‘sh‘k cdfqdd ne eqddcnl bntkc ‘kknv enq rgnqsdq rdptdmbdr sg‘s
fhud sgd r‘ld nqcdq ne dqqnq rtooqdrrhnm- @ qdk‘sdc) ats chrshmbs) chqdbshnm enq onsdmsh‘k cdudk,
noldms hr sn ‘ookx hs sn rdptdmbdr sg‘s ‘bbnlokhrg ‘ mds θ<1,otkrd ’nq ‘mx nsgdq eq‘bshnm‘k,θ
otkrdr( q‘sgdq sg‘m itrs ‘ θ,otkrd- Nmd bntkc oqdodmc nq ‘oodmc ‘mx mtladq ne bnqqdbshmf θ,
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nq 1θ,otkrdr sn sgd s‘qfds otkrd- Sgd atkj ne sgd rohm dunktshnm vntkc rshkk oqnctbd a’s( btqudr
sg‘s ‘qd ok‘m‘q rn sgd sdbgmhptd cdudknodc hm sghr o‘odq vntkc rshkk ad ‘ookhb‘akd- @ o‘qsh‘k
rnktshnm sn sghr oqnakdl hr ntskhmdc hm ‘oodmchw D-

@mnsgdq hlonqs‘ms ‘rrtloshnm v‘r sg‘s sgd ‘lokhstcd nq cdstmhmf dqqnqr ‘qd bnmrs‘ms hm
shld- Hm ‘bst‘khsx) ‘ cqhes nudq shld nesdm nbbtqr- Sn lncdk sgd cqhes hm sgd dwodqhldms‘k o‘q‘l,
dsdqr nmd bntkc ‘kknv enq cheedqdms dqqnqr enq d‘bg rsdo hm sgd rdptdmbd) h-d- ‘ rds ne Sδ0) δ1) δ2 ω ω ω{
nq Sγ0) γ1) γ2 ω ω ω{- Sgd rsdor ne sgd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr vntkc mn knmfdq ad ne dpt‘k kdmfsg
hm sg‘s b‘rd- Sgd rnktshnm ne sgd bnmrsq‘hmsr vntkc enkknv sgd r‘ld fdnldsqhb oqhmbhokdr) ats hs
vntkc ad l‘sgdl‘shb‘kkx lnqd hmunkudc-

9bimnvkdcfldmsr

H vntkc khjd sn sg‘mj Q- Aqthmrl‘) V- B‘loadkk ‘mc B- Qnldr enq fthc‘mbd) hmrhfgsr) ‘mc
chrbtrrhnmr ‘mc Q- Aqthmrl‘ enq ‘rrhrs‘mbd hm sgd oqdo‘q‘shnm ne sgd l‘mtrbqhos- Hmhsh‘k vnqj
nm sghr oqnidbs v‘r b‘qqhdc nts ax Whmfbgdm E‘m ‘mc Bkdldmshmd Cnlhmd vhsg rtoonqs eqnl
sgd MRE,CLQ tmcdq BLLS Fq‘ms 07253/3-

9oodmchw 9- QnsTshmf vTud TooqnwhlTshnm Tmc sgd bkTrrhbTk dptTshnm ne
lnshnm

Adfhm vhsg sgd kVa eqVld G‘lhksnmh‘m

E + �<1Z�/=πy ! Φ bnr’�s ! σ(=πw ! Φ rhm’�s ! σ(=πx[) ’@0(

vghbg cdrbqhadr sgd qns‘shnm ne sgd rohm tmcdq sgd CB ‘mc @B l‘fmdshb —dkc- Enkknvhmf Z00[)
b‘mbdk sgd rohm oqdbdrrhnm b‘trdc ax sgd CB —dkc ax sq‘mrenqlhmf hmsn ‘ qns‘shmf eq‘ld- Cd—md

⟩φ⟨ + R’s(⟩φ⟨qns) ’@1(

vgdqd R + dwo
  h�s

1 =πy

(
hr ‘ qns‘shnm ‘ants sgd y,‘whr- Oktffhmf hm sghr cd—mhshnm hmsn sgd

Rbgqnchmfdq r dpt‘shnm h/s⟩φ⟨ + E⟩φ⟨ oqnctbdr sgd deedbshud G‘lhksnmh‘m

E⇒ + R√ER  h�R√ cR
cs

ω ’@2(

Mnshbd sg‘s

bnr ϵ=πw ! rhm ϵ=πx + d hϵ=πy=πw + =πw dhϵ=πy ω ’@3(

Gdmbd

R√’bnr’�s! σ( =πw ! rhm’�s! σ( =πx(R + d
h�s
1 =πy

 
d h’�s!σ(=πy=πw

(
d
 h�s

1 =πy

+ d
h�s
1 =πy d h’�s!σ(=πy d

h�s
1 =πy=πw

+ d hσ=πy=πw

+ bnr σ=πw ! rhm σ=πxω ’@4(

Adb‘trd =R bnlltsdr vhsg =πy ‘mc R√ cR
cs +  h�=πy<1) sgd deedbshud G‘lhksnmh‘m hr

E⇒ + �<1Z’�/  �(=πy ! Φ bnr σ =πw ! Φ rhm σ =πx[ω ’@5(
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Hm sgd b‘rd vgdqd sgd @B l‘fmdshb —dkc hr khmd‘qkx onk‘qhydc ‘r noonrdc sn bhqbtk‘qkx onk‘q,
hydc) sgd —dkc b‘m ad cdbnlonrdc hmsn svn bntmsdq,qns‘shmf bhqbtk‘qkx onk‘qhydc v‘udr- Sgd
k‘a,eq‘ld G‘lhksnmh‘m vhkk g‘ud sgd sdql

Eqe + 1Φ bnr’�s! σ(=πw ’@6(

+ Φ’bnr’�s ! σ(=πw ! rhm’�s ! σ(=πx(

! Φ’bnr’�s! σ(=πw  rhm’�s! σ(=πx(ω ’@7(

Tmcdq sgd tmhs‘qx sq‘mrenql‘shnm R√EqeR) sgd rdbnmc sdql ‘anud oqnctbdr

R√’bnr’�s! σ( =πw  rhm’�s! σ( =πx(R

+ d
h�s
1 =πy

 
dh’�s!σ(=πy =πw

(
d
 h�s

1 =πy

+ d
h�s
1 =πy dh’�s!σ(=πy d

h�s
1 =πy=πw

+ dh’1�s!σ(=πy=πwω

He sgd cqhud eqdptdmbx � hr bknrd sn sgd K‘qlnq eqdptdmbx �/) sgdm sghr ghfg,eqdptdmbx shld,
cdodmcdms sdql g‘r nmkx ‘ lhmnq deedbs ‘mc b‘m ad cqnoodc-Sghr cqnoohmfne sgd ghfg eqdptdmbx
sdql hr jmnvm ‘r sgd qns‘shmf v‘ud ‘ooqnwhl‘shnm-Gdmbd sgd v‘ud qns‘shmf ‘f‘hmrs sgd K‘qlnq
oqdbdrrhnm b‘trdc ax sgd CB —dkc b‘m ad mdfkdbsdc-

Mnv cd—md sgd udbsnq  + ’ )Φ bnrσ)Φ rhmσ() vgdqd)  + �/  �- Sgdm sgd deedbshud
G‘lhksnmh‘m hm sgd qns‘shmf eq‘ld hr

E⇒ +
�
1
 −  ω ’@8(

Ax Dgqdmedrs sgdnqdl) sgd dunktshnm ne sgd Aknbg udbsnq hr

c}=πj⟨
cs

+

)
h
�
ZE⇒) =πj[

〈
!

)
/=πj

/s

〈
ω ’@0/(

Sgd shld cdqhu‘shud ne sgd nodq‘snq u‘mhrgdr- Sgd bnllts‘snq b‘m ad du‘kt‘sdc

ZE⇒) =πj[ +
�
1
Φ iZ=π i) =πj[ +

�
1
Φ i’1hδijk=πk( +  h�δikjΦ i=πkω ’@00(

Sgdqdenqd)

c}=πj⟨
cs

+ δikjΦ i}=πk⟨

c} ⟨
cs

+  · } ⟨ω ’@01(

9oodmchw A- SqTmrenqlTshnm hmsn sgd snffkhmf eqTld

Sghr rdbshnm hr bnmbdqmdc vhsg rnkuhmf sgd dpt‘shnm

cp’s(
cs

+ ’ ’s(! 0’s((· p’s() ’A0(
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ax hmsqnctbhmf sgd snffkhmf eq‘ld bnmsqnkkdc ax sgd qns‘shnm nodq‘snq =I) vghbg hr sgd rnktshnm
sn sgd nodq‘snq dpt‘shnm

c
cs
=I’s( +  ’s(· =I’s() ’A1(

vhsg hmhsh‘k bnmchshnm =I’/( + B- Kds sgd lnshnm ne sgd Aknbg udbsnq ad sgd bnlonrhshnm ne
ansg sgd qns‘shnm ne sgd snffkhmf eq‘ld ‘mc sgd lnshnm vhsg qdrodbs sn sgd snffkhmf eq‘ld)
h-d- p’s( + =I’s(p⇒’s() vgdqd p⇒’s( hr sgd Aknbg udbsnq hm sgd snffkhmf eq‘ld- Chqdbs rtarshstshnm
hmsn dpt‘shnm ’A0( fhudr

c
cs

∣
=Ip⇒

(
+ ’ ! 0(·

∣
=Ip⇒

(
’A2(

)
c
cs
=I
(
p⇒ ! =I

cp⇒

cs
+ ’ ! 0(·

∣
=Ip⇒

(
) ’A3(

vgdqd sgd shld,cdodmcdmbd hr rtooqdrrdc hm sgd mns‘shnm- Trhmf dpt‘shnm ’A1() enq sgd shld
cdqhu‘shud ne =I)

 ·
∣
=Ip⇒

(
! =I

cp⇒

cs
+ ’ ! 0(·

∣
=Ip⇒

(
ω ’A4(

Sgd svn sdqlr hmunkuhmf b‘m ad b‘mbdkkdc)

=I
cp⇒

cs
+  0 ·

∣
=Ip⇒

(
ω ’A5(

Ltkshokx ax sgd hmudqrd ne sgd nodq‘snq =I nm ansg rhcdr)

cp⇒

cs
+ =I 0

∣
 0 ·

∣
=Ip⇒

((
ω ’A6(

He 0’s( + /) sgdm sgd shld cdqhu‘shud ne p⇒’s( ltrs u‘mhrg) ‘mc sgd Aknbg udbsnq ldqdkx qns‘sdr
vhsg sgd snffkhmf eq‘ld) ‘r rgntkc ad dwodbsdc hm sgd ‘ardmbd ne dqqnqr- He dqqnqr ‘qd oqdrdms
‘mc  0’s( ∈+ /) nmd b‘m trd sgd enkknvhmf hcdmshsx sn chrsqhatsd sgd hmudqrd qns‘shnm nodq‘snq
=I 0 hmsn ansg nodq‘mcr ne sgd bqnrr oqnctbs9

’=I9(· ’=IA( + =I ’9· A( ) ’A7(

vgdqd =I hr ‘ oqnodq qns‘shnm ‘mc 9) A ‘qd ‘mx o‘hq ne 2C udbsnqr- Sgdqdenqd

cp⇒

cs
+ =I 0

∣
 0 ·

∣
=Ip⇒

((
’A8(

+
∣
=I 0 0

(
·
∣
=I 0 =Ip⇒

(
’A0/(

+
∣
=I 0 0

(
· p⇒ω ’A00(

Mnv nmd b‘m cd—md sgd udbsnq  ⇒
0’s( + =I’s( 0 0’s(- Sgd ‘ookhb‘shnm ne =I 0’s( nm sgd tm,

oqhldc udbsnqr) rtbg ‘r hm sgd b‘rd ne p’s() oqnctbdr sgd bnnqchm‘sdr ne sgd udbsnq hm sgd snffkhmf

1/
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eq‘ld- Sgdqdenqd  ⇒
0’s( hr sgd dqqnq udbsnq uhdvdc hm sgd snffkhmf eq‘ld- Ehm‘kkx) nmd nas‘hmr

sgd dpt‘shnm ne lnshnm enq sgd Aknbg udbsnq hm sgd snffkhmf eq‘ld)

cp⇒’s(
cs

+  ⇒
0’s(· p⇒’s() ’A01(

vhsg sgd shld cdodmcdmbd qdrsnqdc hm mns‘shnm-

9oodmchw B- Bnmudqfdmbd ne sgd rdqhdr p⇒ n( +
∮′

i+. p
⇒
i n(

Vd nas‘hmdc sgd enkknvhmf rds ne dwoqdrrhnmr enq sgd sdqlr ne sgd rdqhdr9

p⇒/’s( + p/’/( ’B0(

p⇒0’s( +
∑ s

/
 ⇒

0’r(· p/’/(cr ’B1(

p⇒1’s( +
∑ s

/
 ⇒

0’r(· p⇒0’r(cr ’B2(

ω ω ω

Vd mnv rgnv sg‘s sgd rdqhdr p⇒’s( +
∮′

m+/ p
⇒
m’s( hr ‘arnktsdkx bnmudqfdms-S‘jd sgd mnql ne d‘bg

sdql ne sgd rdqhdr ‘mc drs‘akhrg hsr toodq antmc- Sqhuh‘kkx) |p⇒/’s(| + |p/’/(|- Enq sgd —qrs,nqcdq
sdql) sgd toodq antmc enq sgd mnql hr

|p⇒0’s(| +
]]]]

]]]]
∑ s

/
 ⇒

0’s( · p/’/(cr

]]]]

]]]] ’B3(

�
∑ s

/
| ⇒

0’s(· p/’/(|cr ’B4(

�
∑ s

/
| ⇒

0|l‘w|p/’/(|cr ’B5(

+ |p/’/(| | ⇒
0|l‘wsω ’B6(

Enq sgd rdbnmc,nqcdq sdql) sgd mnql hr

|p⇒1’s(| +
]]]]

]]]]
∑ s

/
 ⇒

0’s( · p⇒0’r(cr

]]]]

]]]] ’B7(

�
∑ s

/
| ⇒

0’s(· p⇒0’r(|cr ’B8(

�
∑ s

/
| ⇒

0|l‘w|p⇒0’r(|cr ’B0/(

�
∑ s

/

 
| ⇒

0|l‘w
(1|p/’/(|r cr ’B00(

+ |p/’/(| 0
1

 
| ⇒

0|l‘ws
(1
ω ’B01(
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Bnmshmthmf sgd b‘kbtk‘shnm) vd —mc sg‘s enq sgd msg sdql hm sgd rdqhdr) sgd toodq antmc hr

|p⇒m’s(| � |p/’/(| 0
m�

 
| ⇒

0|l‘ws
(m
ω ’B02(

Bkd‘qkx sgd onvdq rdqhdr

′∫

m+/

|p/’/(| 0
m�

 
| ⇒

0|l‘ws
(m

hr bnmudqfdms enq ‘kk ’—mhsd( s- Gdmbd ax sgd bnlo‘qhrnm sdrs) sgd rdqhdr
∮′

m+/ |p⇒m’s(| ‘krn
bnmudqfdr- @mx ‘arnktsdkx bnmudqfdms rdqhdr hr ‘krn bnmudqfdms) gdmbd sgd hm—mhsd rtl
p⇒’s( +

∮′
m+/ p

⇒
m’s( bnmudqfdr-

Vd b‘m trd sgd drs‘akhrgdc toodq antmc sn qntfgkx drshl‘sd sgd dqqnq hmsqnctbdc ax sqtm,
b‘shmf sgd rdqhdr ‘s sgd msg nqcdq) vghbg hr ‘ooqnwhl‘sdkx |p/| 0

m�’| 
⇒
0|l‘ws(m- Enq sgd sqtmb‘sdc

rdqhdr sn ad ‘ fnnc ‘ooqnwhl‘shnm) vd ltrs g‘ud

0
m�

’| ⇒
0|l‘ws(m ≈ 0’| ⇒

0|l‘ws(m ≈ m� ≡
∣m

d

(m

| ⇒
0|l‘ws ≈

m
d
ω

Rhmbd sgdx ‘qd cheedqdms bnnqchm‘sd eq‘ld qdoqdrdms‘shnmr ne sgd r‘ld udbsnq) Φ0’s( ‘mc Φ⇒
0’s(

g‘r sgd r‘ld l‘fmhstcd- Bqtcdkx) sgd —qrs, ‘mc rdbnmc,nqcdq ‘ooqnwhl‘shnmr ‘qd u‘khc enq

|Φ0|l‘ws ≈ 0ω

9oodmchw C- QdkTshnmrgho adsvddm  ⇒
0 n( Tmc o enq cdstmhmf dqqnq

Rhmbd vd ‘qd nmkx bnmrhcdqhmf bnlonrhsd otkrdr bnmrhrshmf ne sgqdd θ,otkrdr) sgd sq‘idbsnqx ne
sgd dqqnq ⇒

0’s( enq sgd cdstmhmf b‘rd ltrs bnmrhrs ne sgqdd rdlh,bhqbtk‘q ‘qbr- Ax rxlldsqx) enq
sgd hmsdfq‘k hm dpt‘shnm ’06( sn u‘mhrg ‘mc sgd v‘kj sn bknrd) nmd l‘x onrstk‘sd sg‘s sgd ok‘mdr
ne sgd sgqdd ‘qbr ltrs l‘jd ‘mfkdr ne 1θ<2 vhsg qdrodbs sn d‘bg nsgdq) rn sg‘s sgd —ftqd enqldc
g‘r hsr bdmsdq ne l‘rr knb‘sdc ‘s sgd nqhfhm) ‘r rgnvm hm —ftqd 8-

Hs hr mdbdrr‘qx sn cq‘v sghr oqduhntr qd‘rnmhmf enq sgd cdstmhmf b‘rd a‘bj sn sgd dpthk‘sdq‘k
sqh‘mfkd vd adf‘m vhsg- Sqd‘shmf sgd  ⇒

0’s( ‘r sgd shld,cdodmcdms udknbhsx ne ‘ og‘msnl o‘qsh,
bkd odqenqlhmf tmhenql bhqbtk‘q lnshnm) hs enkknvr eqnl —ftqd 0/ sg‘s sgd sgqdd dqqnq hmsdfq‘k
udbsnqr rn fdmdq‘sdc hmcddc enql ‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd) ‘mc  ⇒

0’s( hr sgd tmhptd v‘x sghr b‘m
g‘oodm- Mnshbd hm o‘qshbtk‘q sg‘s sgd ‘mfkd enqldc adsvddm sgd ok‘mdr ne sgd rdlh,bhqbkdr hm
—ftqd 8 bnhmbhcdr vhsg sgd ‘mfkdr enqldc adsvddm ah ‘mc sgd w⇒,‘whr hm —ftqd 0/-

Rnld ‘cchshnm‘kvnqj mddcr sn ad cnmd sn qd‘c nee sgd otkrd chqdbshnm qdpthqdc hm sgd snffkhmf
eq‘ld eqnl —ftqd 8- Qdb‘kk sg‘s hm b‘rd ne cdstmhmf dqqnq) sgd ‘oo‘qdms lnshnm ne  ⇒

0’s( hm sgd
snffkhmf eq‘ld) rtbg ‘r sg‘s hm —ftqd 8 hr b‘trdc ax sgd qns‘shnm ne sgd snffkhmf eq‘ld hsrdke)
vghkd sgd udbsnq  0 +  =y hm sqtsg rs‘xr bnmrs‘ms hm sgd k‘a eq‘ld- Sn fdmdq‘sd sgd ‘oo‘qdms
qns‘shnm ne  ⇒

0’s( ‘r rddm hm rsdo H hm sgd snffkhmf eq‘ld) sgd otkrd chqdbshnm ltrs ad hm sgd w⇒

chqdbshnmzq‘sgdq sg‘m hm sgd  w⇒ chqdbshnm) ‘r nmd lhfgs dwodbs he nmd m‘hudkx trdr sgd qhfgs,
g‘mc,qtkd nm ‘qb H- Rhlhk‘q ‘qftldmsr b‘m ad b‘qqhdc nts enq rsdo HH ‘mc HHH- @r ‘ qdrtks) sgd otkrd
chqdbshnmr ltrs enql sgd enkknvhmf ‘mfkdr vhsg sgd w⇒,‘whr ctqhmf sgd sgqdd rsdor qdrodbshudkx9
/� θ<2� 1θ<2-

11
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Ehftqd 8- ’‘(9 Shld,cdodmcdmbd ne cdstmhmf dqqnq  ⇒
0’s( enq sgd sgqdd,rsdo θ,otkrd

rdptdmbd) ax rxlldsqx ‘qftldms- Sgd k‘adkr H) HH) ‘mc HHH qdedq sn sgd sgqdd rsdor ne sgd
rdptdmbd- Mnsd hm o‘qshbtk‘q sgd chqdbshnm ne sq‘udqr‘k k‘adkkdc nm d‘bg ‘qb) drodbh‘kkx enq
rsdo HH- @s s + /) ⇒

0 ltrs onhms hm sgd y⇒ chqdbshnm adb‘trd ‘s sghr onhms sgd snffkd eq‘ld
‘wdr bnhmbhcd vhsg sgd k‘a eq‘ld ‘wdr- ’a(9 Sno uhdv-

Ehftqd 0.- Sgd cdstmhmf dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ah hm sgd sgqdd,rsdo rdptdmbd Pθ
/ �

Pθ
θ<2 � Pθ

/ - ’‘(9 D‘bg θ,otkrd oqnctbdr ‘ rdlhbhqbtk‘q sq‘idbsnqx vgnrd mds deedbs hr ‘
sq‘mrk‘shnm ‘knmf rsq‘hfgs khmdr hm sgd w⇒x⇒,ok‘md) enqlhmf sgd sgqdd dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr-
’a(9 Sgd r‘ld btqud uhdvdc eqnl sgd sno- @ oktr nq ‘ lhmtr rhfm hr l‘qjdc cdodmchmf
nm vgdsgdq sgd btqud sgqd‘cr ‘anud nq tmcdq sgd y + / ok‘md-

Mnv bnlo‘qd sgdrd ‘mfkdr vhsg sgnrd enqldc adsvddm ah ‘mc sgd w⇒,‘whr hm —ftqd 0/- He
nmd s‘jdr sgd ‘mfkdr eqnl sgd otkrd chqdbshnm ne ncc,mtladqdc rsdor hm sgd snffkhmf eq‘ld
‘mc ‘cc θ<1) nmd nas‘hmr sgd ‘mfkd enq ah- Enq dudm,mtladqdc rsdor ’rsdo HH nmkx) hm sghr b‘rd(
‘cchshnm ax θ<1 hr qdok‘bdc ax rtasq‘bshnm ax θ<1- Sghr qdk‘shnmrgho vhkk gdko tr fdmdq‘khyd
sn knmfdq rdptdmbdr- Sgd cheedqdmsh‘sdc sqd‘sldms adsvddm dudm, ‘mc ncc,mtladqdc rsdor b‘m
ad dwok‘hmdc ax sgd e‘bs sg‘s sgd chqdbshnm ne sq‘udqr‘k ne sgd rdlh,bhqbkdr hm —ftqd 8 snffkdr
adsvddm sno,cnvm ‘mc anssnl,to-

9oodmchw D- ITmhotkTshmf sgd rdbnmc)nqcdq bnmrsqThms

Rtarshstsd sgd cd—mhshnm ne a’s( hmsn sgd rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hms sn nas‘hm

p⇒1⟩s+se +

∑ se

/
â’r(· ’a’r(· =r(cr

+

∑ se

/

)
’â − =r(a ’â − a(=r

[
cr) ’D0(
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vgdqd sgd rhlokh—dc mns‘shnm =r + p/’/( hr trdc enq sgd hmhsh‘k bnmchshnm- Sgd rdbnmc sdql hr
d‘rhkx hmsdfq‘sdc rhmbd â − a + 0

1
c
csa

1- Sgd —qrs sdql bnms‘hmr rtbg sdqlr ‘r owcoy) ‘mc oxcoy)
vghbg lnshu‘sdr tr sn bnmrhcdq sgd ‘qd‘ hmsdfq‘k 0

1

∑
a· â cr- Trhmf udbsnq hcdmshshdr ‘mc sgd

e‘bs sg‘s sgd a’s( btqud hr bknrdc) dpt‘shnm ’D0( b‘m ad l‘mhotk‘sdc ax enkknvhmf sgd knfhb
adknv)

=r· ’a· â( + ’â − =r(a ’a − =r(â

+ 1’â − =r(a ’â − =r(a ’a − =r(â

+ 1’â − =r(a c
cs

)
’a − =r(a

[

’â − =r(a + =r· 0
1
’a· â(!

0
1

c
cs

)
’a − =r(a

[
ω ’D1(

Gdmbd)

p⇒1⟩s+se + =r·
0
1

∑ se

/
a· â cr!

0
1

)
’a − =r(a a1=r

[se
r+/

+ =r· 0
1

∑ se

/
a· â cr!

0
1

)
a· ’a· =r(

[se
r+/

ω ’D2(

He sgd bnlonrhsd otkrd ‘kqd‘cx etkkx bnlodmr‘sdr enq dhsgdq jhmc ne —qrs,nqcdq dqqnq) sgdm sgd
a’s( btqud enq r‘hc dqqnq hr mdbdrr‘qhkx bknrdc) ‘mc sgd antmc‘qx sdql hm sgd hmsdfq‘k u‘mhrgdr-
Nmd nas‘hmr

p⇒1⟩s+se + =r·
)

0
1

⎪
a· ca

(
ω ’D3(

9oodmchw E- Ehud)rsdo rdptdmbdr

@r ‘m hkktrsq‘shnm ne sgd l‘oohmf adsvddm sgd oqno‘f‘snq ‘mc odqstqa‘shnm ‘ooqn‘bgdr) ‘mc ‘r
‘mnsgdq ‘ookhb‘shnm ne sgd snffkhmf enqltk‘ dpt‘shnm ’12() vd bnmrhcdq gdqd sgd Jmhkk rdptdmbd
Z5[) sgd —ud,rsdo rdptdmbd) ldmshnmdc hm sgd Hmsqnctbshnm) sg‘s oqnuhcdr deedbshud ‘lokhstcd
‘mc cdstmhmf dqqnq rtooqdrrhnm- Hm ntq mns‘shnm) sgd Jmhkk rdptdmbd s‘jdr sgd enql)

Pθ
θ<5 � Pθ

/ � Pθ
θ<1 � Pθ

/ � Pθ
θ<5ω ’E0(

Trhmf dpt‘shnm ’12( sghr sq‘mrk‘sdr sn snffkhmf eq‘ld og‘rdr θ<5� θ<2� 4θ<5� 1θ<2�
 θ<1- Sgd bnqqdronmchmf —ud ah udbsnqr enq ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr ‘qd rgnvm hm
—ftqd 00- Sgd —ud,rsdo v‘kjr ‘qd bknrdc hm ansg b‘rdr- Sgd Jmhkk rdptdmbd hr sgtr etkkx,
bnlodmr‘shmf sn —qrs,nqcdq vhsg qdrodbs sn ansg ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnq- Mnsd sg‘s sgd
dqqnq hmsdfq‘k udbsnqr ne sgd ncc rsdor ’h-d-) rsdor H) HHH) ‘mc U( rshkk enql ‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd
vghkd sgd dudm rsdor ’h-d-) rsdor HH ‘mc HU( ‘qd ‘msh,o‘q‘kkdk ‘mc sgtr b‘mbdk-

Sgd r‘ld ‘kfnqhsgl b‘m ad trdc sn hcdmshex nsgdq —ud,rsdo rdptdmbdr bnlonrdc ne θ,otkrdr
sg‘s rg‘qd sgdrd r‘ld oqnodqshdr- Sqd‘s sgd —ud otkrd,chqdbshnm ‘mfkdrσ⇒

h ‘r u‘qh‘akdr- @bbnqchmf
sn sgd ‘kfnqhsgl) sgd bnmchshnmr enq etkk bnlodmr‘shnm ne ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnq sn —qrs,
nqcdq ‘qd

dhσ⇒0 ! dhσ⇒1 ! dhσ⇒2 ! dhσ⇒3 ! dhσ⇒4 + /) ’E1(
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Ehftqd 00- ’‘( Sgd —ud otkrd chqdbshnmr) ’a( ‘lokhstcd ‘mc ’b( cdstmhmf dqqnq hmsdfq‘k
udbsnqr ah enq sgd Jmhkk rdptdmbd hm sgd snffkhmf eq‘ld- Sgd ah udbsnqr enql —ud,rsdo
bknrdc v‘kjr hm ansg b‘rdr- Sgd dudm rsdor ‘qd bnknqdc khfgsdq-

h dhσ⇒0  h dhσ⇒1 ! h dhσ⇒2  h dhσ⇒3 ! h dhσ⇒4 + /ω ’E2(

Sgd svn bnmchshnmr ‘qd nadxdc he

dhσ⇒0 ! dhσ⇒2 ! dhσ⇒4 + /) ’E3(

dhσ⇒1 ! dhσ⇒3 + /ω ’E4(

Sgd fdnldsqhb ld‘mhmf ne sgdrd bnmchshnmr hr ‘r enkknvr9 sgd sgqdd ah udbsnqr enq ncc h ltrs
enql ‘m dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd vghkd sgd svn ah udbsnqr enq dudm h ltrs ad ‘msh,o‘q‘kkdk- Hfmnqhmf
hmudqrhnm ‘mc fkna‘k qns‘shnm) nmd hr kdes vhsg ‘m tmcdsdqlhmdc qdk‘shud ‘mfkd adsvddm sgd ncc
‘mc dudm rsdor- Hm sgd snffkhmf eq‘ld) sgd otkrd chqdbshnmr ‘qd θ<5� ’θ<2!  (� 4θ<5�
’ 1θ<2!  (� θ<1) vgdqd  + / bnqqdronmcr sn sgd nqhfhm‘k Jmhkk rdptdmbd-

Sgd bnqqdronmchmf rdptdmbd hm sgd k‘a eq‘ld hr

Pθ
θ<5!1 � Pθ

 � Pθ
θ<1 � Pθ

  � Pθ
θ<5 1 ω ’E5(

Sghr rgntkc ad bnlo‘qdc vhsg sgd e‘lhkx ne —ud,rsdo bnlonrhsd otkrdr sg‘s v‘r nas‘hmdc
trhmf sgd etkk l‘bghmdqx ne oqno‘f‘snqr ’rdd dpt‘shnm ’36( ne qdedqdmbd Z6[(- Sgd ‘mfkdr sg‘s
cdsdqlhmd sgd otkrd chqdbshnmr ‘qd9

σ + ’θ ! 1 ⇒) ⇒) θ<2) 4θ<2  ⇒) 6θ<2 1 ⇒( ’E6(

cdodmchmf nm ‘ rhmfkd o‘q‘ldsdq ⇒- @kk ldladqr ne sghr e‘lhkx ‘qd etkkx,bnlodmr‘shmf sn —qrs,
nqcdq ‘f‘hmrs ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf dqqnqr- Vgdm  ⇒ + 6θ<5) sgd Jmhkk rdptdmbd qdrtksr-
@ksgntfg sgd  o‘q‘ldsdq ne dpt‘shnm ’E5( hr rghesdc vhsg qdrodbs sn  ⇒) hs hr bkd‘q sg‘s sgd
svn dwoqdrrhnmr cdrbqhad sgd r‘ld e‘lhkx) dwbdos sg‘s ‘kk ‘mfkdr cheedq ax ‘ bnmrs‘ms 6θ<5
’—ftqd 01(-

@r ‘ rdbnmc hkktrsq‘shnm) sgd rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hms hr ‘ookhdc sn sgd e‘lhkx ne —ud,rsdo
rdptdmbdr sg‘s nadxr sgd —qrs,nqcdq bnmrsq‘hms- Sgd —ud ah udbsnqr ne sgd —ud,rsdo bknrdc v‘kjr
enq  dpt‘k sn θ<2 ‘qd rgnvm hm —ftqd 02 ansg enq ‘lokhstcd ’‘( ‘mc cdstmhmf dqqnq ’a(- Enq
sgd b‘rd ne ‘lokhstcd dqqnq) sgd a’s( btqud hr rsqhbskx ok‘m‘q rn sgd chqdbshnm ne sgd udbsnq ‘qd‘ hr
hm fdmdq‘k ‘knmf sgd y⇒ chqdbshnm- Sgd ‘qd‘ ne sgd dmbknrdc odms‘fnm‘k —ftqd hr hsr l‘fmhstcd-
Sgd rdbnmc,nqcdq bnmrsq‘hms enq ‘lokhstcd dqqnq hr sgtr mns nadxdc enq  + θ<2-

Enq sgd b‘rd ne sgd cdstmhmf dqqnq) sgd e‘lhkx ne —ud,rsdo Jmhkk,khjd rdptdmbdr g‘r sgd
oqnodqsx sg‘s sgd udbsnq ‘qd‘ bnmsqhatsdc ax sgd —ud rdlh,bhqbkdr hm sgd cdstmhmf a’s( btqud
dw‘bskx b‘mbdk ’ctd sn sgd rdo‘q‘sd b‘mbdkk‘shnm ‘lnmf ncc rsdor ‘mc dudm rsdor(- Nmkx ‘

14



Dtp- E- Kgur- 31 $1/10( /243/6 P : Qt

Ehftqd 01- ’‘(9 Cd—mhshnm ne sgd tmcdsdqlhmdc ‘mfkd  ne sgd Jmhkk rdptdmbd e‘lhkx)
vhsg  + / sgd nqhfhm‘k Jmhkk rdptdmbd- ’a( Sno qnv9 dw‘lokdr ne sgd otkrd chqdbshnmr)
‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf ah enq cheedqdms  - Rdbshnmr ne sgd v‘kjr sg‘s ‘qd hmu‘qh‘ms tmcdq
bg‘mfdr ne  ‘qd ghfgkhfgsdc- ’a( Lhcckd qnv9 ‘lokhstcd dqqnq v‘kj- ’a( Anssnl qnv9
cdstmhmf dqqnq v‘kj- Mnsd sgd fdnldsqhb‘k rhlhk‘qhsx ne ‘lokhstcd ‘mc cdstmhmf v‘kjr
‘r  u‘qhdr-

Ehftqd 02- Sgd udbsnq ‘qd‘ dmbknrdc ax sgd —ud,rsdo v‘kj enq  + θ<2- ’‘(9 Sno uhdv
ne sgd ok‘m‘q —ud,rsdo v‘kj enq ‘lokhstcd dqqnq- Sgd udbsnq ‘qd‘ hr mnm,ydqn ‘mc chqdbsdc
‘knmf y⇒- ’a(9 Sno uhdv ne sgd mnm,ok‘m‘q cdstmhmf a’s( btqud- Sghr onkxfnm ‘krn g‘r
mnm,ydqn ‘qd‘ enq lnrs  - Sgd qdc onkxfnm hm sghr ohbstqd g‘r ‘ md‘q,ydqn ‘qd‘- Ak‘bj9
sgd onrhshud chqdbshnm ne sgd ‘qd‘ bnmsqhatshnm eqnl sgd —ud rdlh,bhqbkdr hm sgd cdstmhmf
a’s( btqud- Aktd9 sgd nqhfhm ne sgd snffkhmf eq‘ld-

odms‘fnm‘k ‘qd‘ hr kdes- @r rgnvm hm —ftqd 02) enq  + θ<2 sgd odms‘fnm hr rdke,hmsdqrdbshmf)
aqd‘jhmf to sgd —ftqd hm svn rdo‘q‘sd o‘qsr- Sgd udbsnq ‘qd‘r ne sgd svn o‘qsr g‘ud noonrhsd
rhfmr- Enq  + θ<2) sgd svn bnmsqhatshnmr md‘qkx b‘mbdk- Sghr rtffdrsr sg‘s enq fdmdq‘k  sgd
—ud,rsdo rdptdmbd hr mns etkkx,bnlodmr‘shmf ats sgdqd bntkc ad ‘ rodbh‘k u‘ktd ne  bknrd sn
 + θ<2 enq vghbg sgdqd hr ‘m dw‘bs b‘mbdkk‘shnm- @r rgnvm hm —ftqd 03) sghr hr hmcddc sgd b‘rd

enq  + ×
∣
θ  ‘qbbnr

∣
 

∥
2

3

((
+ ×0ω012/- Vd vhkk b‘kk sghr ‘ ]l‘fhb ‘mfkd - Sgd u‘ktd ne

sgd l‘fhb ‘mfkd hr b‘kbtk‘sdc ax dpt‘shmf sgd ‘qd‘ ne sgd o‘q‘kkdknfq‘l enqldc ax rsdor HH) HHH)
‘mc) HU ne sgd —ud,rsdo rdptdmbd sn sgd ‘qd‘ ne sgd dpthk‘sdq‘k sqh‘mfkd enqldc ax rsdor H ‘mc

U- Rhlhk‘qkx) enq  + × ‘qbbnr
∣
 

∥
2

3

(
+ ×1ω/075) sgd ‘lokhstcd a’s( btqud g‘r ydqn udbsnq

‘qd‘) ‘mc sgd bnqqdronmchmf rdptdmbd hr etkkx,bnlodmr‘shmf sn sgd rdbnmc,nqcdq vhsg qdrodbs
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Ehftqd 03- Onkxfnmr ‘rrnbh‘sdc vhsg rdbnmc,nqcdq etkkx,bnlodmr‘shmf —ud,rsdo
rdptdmbdr- Ansg onkxfnmr g‘ud ydqn mds ‘qd‘- ’‘(9 Sgd rdptdmbd vhsg  + 1ω/075 hr
etkkx,bnlodmr‘shmf ‘f‘hmrs ‘lokhstcd dqqnq- ’a(9 Sgd rdptdmbd vhsg + 0ω012/ hr etkkx,
bnlodmr‘shmf ‘f‘hmrs cdstmhmf dqqnq- Sgd�. rhfmr hmchb‘sd sgd rhfmdc bnmsqhatshnm sn
sgd sns‘k udbsnq ‘qd‘ ne sgd dmbknrdc —ftqd- Aktd cns9 sgd nqhfhm ne sgd snffkhmf eq‘ld-

sn ‘lokhstcd dqqnq- Sgdrd svn l‘fhb ‘mfkdr ‘fqdd vhsg sgd nmdr qdonqsdc hm Z6[) to sn ‘ rghes
ctd sn sgd cd—mhshnm ne  -

MQBGC hCr

Phkd C‘uhc Rt gssor9..nqbhc-nqf.////,///2,//26,66/7

Qdedqdmbdr

Z0[ Knv F G) Xncdq S I ‘mc Bgt‘mf H K 1/03 Ngxr- Pdu- @ 78 /11230
Z1[ Rsd‘md @ L 0885 Ngxr- Pdu- Kdss- 66 682
Z2[ Rgnq O V 0884 Ngxr- Pdu- @ 41 Q1382
Z3[ L‘my‘mn C 1/1/ .HN .cu- 0 /140/5
Z4[ Qx‘m B @) Gncfdr I R ‘mc Bnqx C F 1/0/ Ngxr- Pdu- Kdss- 0 4 1//3/1
Z5[ Rnty‘ @ L) ∆@ku‘qdy F @ ‘mc Rtsdq C 1/00 Ngxr- Pdu- Kdss- 0 5 13/4/0
Z6[ Inmdr I @ 1/02 Ngxr- Pdu- @ 76 /412 23
Z7[ Ldqqhkk I S) Cnqds R B) Uhssnqhmh F) @cchrnm I O ‘mc Aqnvm J Q 1/03 Ngxr- Pdu- @ 8 /3/2/0
Z8[ Ak‘mdr R) B‘r‘r E) Nsdn I @ ‘mc Qnr I 1//8 Ngxr- Pdo- 36 040

Z0/[ Bgnh I) Ygnt G) Jmnvkdr G R) K‘mchf Q) Bgnh R ‘mc Ktjhm L C 1/1/ Ngxr- Pdu- W 0 /20//1
Z00[ U‘mcdqrxodm K L J ‘mc Bgt‘mf H K 1//4 Pdu- Lnc- Ngxr- 65 0/26
Z01[ Kduhss L G ‘mc Eqddl‘m Q 0868 I- LVfm- Pdrnm- 22 362
Z02[ Vhlodqhr R 0883 I- LVfm- Pdrnm- @ 0 8 110
Z03[ Fqhe—sgr C I 1/03 Hmsqnctbshnm sn BkdbsqncxmVlhbr ’Fkdmuhdv9 Od‘qrnm Dctb‘shnm(
Z04[ Q‘trrdmcnqe Q) G‘qqhmfsnm I ‘mc Fnx‘k J 1//6 Mdv I- Ngxr- 8 088
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