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CZ UIF JOEJWJEVBM JSSBEJBUJPOT� 'JOBMMZ
 XF DPODMVEF UIBU UIJT JT EVF UP UIF TZOFSHJTUJD QJOOJOH
FGGFDUT PG UIF JOUSPEVDFE TQMBZFE
 OPO�VOJGPSN DPMVNOBS EFGFDUT BOE TNBMM DMVTUFST�

,FZXPSET� DPBUFE DPOEVDUPS
 TVQFSDPOEVDUPST
 DSJUJDBM DVSSFOU
 WPSUFY QJOOJOH
 DPNQPTJUF
QJOOJOH MBOETDBQF

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� *OUSPEVDUJPO

$PBUFE DPOEVDUPST 	$$T

 :#B�$V�0� 	:#$0
 àMNT EFQPT�
JUFE PO áFYJCMF NFUBM UBQFT
 BSF B MFBEJOH UFDIOPMPHZ GPS
TVQFSDPOEVDUPS BQQMJDBUJPOT� $$T DBO CF QSPEVDFE JO MFOHUIT
FYDFFEJOH � LN
 BOE BSF DVSSFOUMZ CFJOH VTFE JO QSPUPUZQFT
PG QPXFS USBOTNJTTJPO MJOFT
 NPUPST
 HFOFSBUPST
 GBVMU DVS�
SFOU MJNJUFST BOE IJHI�àFME PS 5PLBNBL NBHOFUT <�m�>� 4VT�
UBJOFE SFTFBSDI IBT MFE UP USFNFOEPVT JNQSPWFNFOU JO UIF QFS�
GPSNBODF PG $$T
 FOIBODJOH UIF DSJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ 	+D

CZ PSEFST PG NBHOJUVEF PWFS QSJTUJOF :#$0 TJOHMF DSZTUBMT
<�m��>� *O GBDU
 BU MPX UFNQFSBUVSFT 	5
 BOE NBHOFUJD àFMET
	)

 :#$0 àMNT BOE $$T IBWF UIF TUSPOHFTU WPSUFY QJOOJOH PG
BOZ LOPXO TVQFSDPOEVDUPS
 XJUI +D WBMVFT BCPWF ��." DN−�

	F�H� TFF (VUJFSSF[ FU BM <��> BOE <��>

 FYDFFEJOH UIPTF JO
BOZ PUIFS TVQFSDPOEVDUJOH XJSFT 	TVDI BT /C5J
 CZ BU MFBTU BO
PSEFS PG NBHOJUVEF <��>� 5IVT
 CFTJEFT UIF PCWJPVT UFDIOPMP�
HJDBM JNQBDU
 VOEFSTUBOEJOH QJOOJOH JO UIJT FYUSFNF DBTF IBT
HFOFSBM TDJFOUJàD JOUFSFTU� 4QFDJàDBMMZ
 UIF SBQJE EFDSFBTF PG
+D BT ) JODSFBTFT IBT UIXBSUFE NPSF XJEFTQSFBE EFQMPZNFOU
PG $$T
 UIFSFGPSF GVSUIFS VOEFSTUBOEJOH PG WPSUFY NBUUFS BOE
JNQSPWFNFOUT JO +D BU IJHI àFMET BSF DSJUJDBM�

5IF TUSPOH QJOOJOH JO $$T JT B DPOTFRVFODF PG UIFJS NJYFE
QJOOJOH MBOETDBQFT
 XIJDI BSF UIF NPTU FGGFDUJWF EVF UP BU
MFBTU UXP SFBTPOT� 'JSTU
 EVF UP DIBOHFT JO UIF WPSUFY TJ[F
BOE EFOTJUZ XJUI 5 BOE )
 EJGGFSFOU UZQFT PG EJTPSEFS XJMM CF
NPTU FGGFDUJWF BU QJOOJOH WPSUJDFT JO EJGGFSFOU SFHJPOT PG UIF
)�5 QIBTF EJBHSBN <�>� 4FDPOE
 TPNF DPNCJOBUJPOT PG EJT�
PSEFS QSPEVDF CFOFàDJBM TZOFSHJTUJD FGGFDUT <��
 ��>
 TVDI BT
SFEVDJOH DSFFQ SBUFT� )PXFWFS
 UIF JOUFSBDUJPOT BNPOH EJG�
GFSFOU UZQFT PG EJTPSEFS 	TVDI BT SBOEPNMZ EJTUSJCVUFE OBOP�
QBSUJDMFT BOE QPJOU EFGFDUT
 DPMVNOBS EFGFDUT
 UXJO CPVOEBSJFT
BOE TUBDLJOH GBVMUT
 DBO BMTP QSPEVDF EFUSJNFOUBM DPNQFUJUJWF
FGGFDUT <��
 ��>�

5P GVSUIFS JNQSPWF UIF QFSGPSNBODF PG $$T CFZPOE UIF
+D WBMVFT BDIJFWFE CZ UIF BMSFBEZ RVJUF FGGFDUJWF BT�HSPXO
QJOOJOH MBOETDBQF PG ATUBOEBSE� :#$0 àMNT <�>
 BEEJUJPOBM
EJTPSEFS NVTU CF JOUSPEVDFE� 5IFSF BSF UXP DPNNPO XBZT
UP EP UIJT� DIFNJDBM JODPSQPSBUJPO PG OPO�TVQFSDPOEVDUJOH
TFDPOE QIBTFT <�m��> BOE JSSBEJBUJPO EBNBHF <��>� 5IF GPSNFS
JT OPX TUBOEBSE JO DPNNFSDJBM $$T CFDBVTF JU IBT QSPWFO
JOEVTUSJBMMZ�TDBMBCMF� )PXFWFS
 UIF DIFNJDBMMZ BEEFE EFGFDUT
	F�H� OBOPQBSUJDMFT PS OBOPSPET
 OPU POMZ JOUFSBDU XJUI
 CVU BMTP
BMUFS QSF�FYJTUJOH QJOOJOH DFOUFST
 TVDI BT UXJO CPVOEBSJFT BOE
TUBDLJOH GBVMUT
 JO XBZT UIBU BSF EJGàDVMU UP BOUJDJQBUF BOE DPO�
USPM�

1BSUJDMF JSSBEJBUJPO
 PO UIF PUIFS IBOE
 BMMPXT DPOUSPMMFE
JOUSPEVDUJPO PG XFMM�EFàOFE UZQFT BOE EFOTJUJFT PG EJTPSEFS

UIVT QSPWJEJOH B WBMVBCMF UPPM UP FOHJOFFS QJOOJOH MBOETDBQFT

BOE JNQSPWF PVS VOEFSTUBOEJOH PG WPSUFY NBUUFS� 5IF OBUVSF
PG UIF EBNBHF QSPEVDFE VOEFS EJGGFSFOU JSSBEJBUJPO DPOEJUJPOT
JO :#$0 JT XFMM LOPXO BOE VOEFSTUPPE <��m��>� /VNFSPVT
TUVEJFT IBWF CFFO QFSGPSNFE PO DMFBO TJOHMF DSZTUBMT
 XIFSF
UIF MPX QSF�JSSBEJBUJPO +D DBO CF FOIBODFE CZ PSEFST PG NBH�
OJUVEF BOE UIF JOUFSQSFUBUJPO PG UIF SFTVMUJOH +D JT SFMBUJWFMZ
TUSBJHIUGPSXBSE <��m��>� )PXFWFS
 UIF VTF PG QBSUJDMF JSSBEJ�
BUJPO UP JNQSPWF WPSUFY QJOOJOH JO DPBUFE DPOEVDUPST JT SFMBU�
JWFMZ VOFYQMPSFE <��m��>� $PNCJOJOH EJGGFSFOU UZQFT PG JSSB�
EJBUJPOT FOBCMFT UIF DPOUSPMMFE EFTJHO PG NJYFE QJOOJOH MBOE�
TDBQFT
 CVU FWFO GFXFS TUVEJFT IBWF CFFO QVCMJTIFE <��
 ��>�

$MFBSMZ
 TJODF DPBUFE DPOEVDUPST EJTQMBZ BMSFBEZ IJHI +D

DPSSFTQPOEJOH UP B TJHOJàDBOU GSBDUJPO PG UIF BCTPMVUF MJNJU
TFU CZ UIF EFQBJSJOH DVSSFOU EFOTJUZ
 UIF ESBNBUJD JODSFBTFT
PCTFSWFE JO TJOHMF DSZTUBMT BSF OPU FYQFDUFE IFSF� /FWFSUIF�
MFTT
 B EPVCMJOH PG +D BU IJHI àFMET 	∼� 5
 BOE JOUFSNFEJBUF
UFNQFSBUVSFT 	∼�� ,

 VTJOH QPTU�GBCSJDBUJPO QSPUPO JSSBEJ�
BUJPO
 IBT CFFO PCUBJOFE JO DPNNFSDJBM $$T <��>� &WFO NPSF
SFNBSLBCMF XBT UIF TVCTFRVFOU EFNPOTUSBUJPO UIBU FTTFOUJBMMZ
UIF TBNF CFOFàDJBM FGGFDUT DPVME CF PCUBJOFE CZ PYZHFO JSSB�
EJBUJPO VTJOH B EPTF � PSEFST PG NBHOJUVEF TNBMMFS <��>� 5IJT
BMMPXFE UIF JSSBEJBUJPO UP CF EPOF BU B SBQJE SBUF PG KVTU POF
TFDPOE QFS DN�
 DPNQBUJCMF XJUI UIF UBQF TQFFE PO B $$
QSPEVDUJPO MJOF
 UIVT FOBCMJOH UIF VTF PG UIJT UPPM BU JOEVT�
USJBM TDBMF� *OEFFE
 CSPBE +D JNQSPWFNFOUT VTJOH SFFM�UP�SFFM
�� .F7 "V�+ JSSBEJBUJPO PG �� NN XJEF QSPEVDUJPO UBQFT
XFSF TVCTFRVFOUMZ BDIJFWFE <��>�

)FSF
 XF GVSUIFS CVJME PO UIPTF QSFWJPVT TUVEJFT <��m��> CZ
FYQMPSJOH UIF QJOOJOH FGGFDUT PG DPNQPVOE EFGFDUT
 JOUSPEVDFE
JO QSPEVDUJPO MJOF $$T CZ JSSBEJBUJPO XJUI ��� .F7 HPME JPOT
BOE � .F7 QSPUPOT� 8F BDIJFWF +D WBMVFT UIBU TVSQBTT UIPTF
QSFWJPVTMZ SFBDIFE XJUI QSPUPO JSSBEJBUJPO BOE FYUFOE PWFS B
NVDI XJEFS àFME SBOHF 	+D ∼ �� ." DN−� BOE � ." DN−�

BU �� , JO BQQMJFE àFMET PG � 5]]D BOE � 5]]D
 SFTQFDUJWFMZ
� 8F
VTF UIF 5 BOE ) EFQFOEFODJFT PG +D BOE UIF WPSUFY DSFFQ SBUFT
	4
 UP JOWFTUJHBUF UIF DPOUSJCVUJPO PG UIF UXP UZQFT PG EJTPSEFS
BOE UIF TZOFSHZ CFUXFFO UIFN�

�� &YQFSJNFOUBM EFUBJMT

5IF TBNQMFT TUVEJFE IFSF BSF %Z�EPQFE :#$0 àMNT NBO�
VGBDUVSFE CZ "NFSJDBO 4VQFSDPOEVDUPS $PSQ 	".4$

 XJUI
OPNJOBM UIJDLOFTT δ = ��� µN 	CBTFE PO B :#$0 DPBU�
JOH PG ���� NH N−� BOE FYDMVEJOH QPSPTJUZ BOE BEEFE
%Z�0�

 EFQPTJUFE CZ .0% 	NFUBM PSHBOJD EFQPTJUJPO
 POUP
3"#J54� TVCTUSBUFT 	3PMMJOH "TTJTUFE #J�BYJBMMZ 5FYUVSFE
4VCTUSBUFT
 <��
 ��m��
 ��m��>� "MM TBNQMFT BSF DBQQFE XJUI
B ��� VN UIJDL "H�MBZFS QSPUFDUJOH UIF TVQFSDPOEVDUJOH àMN�

�
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5IF TBNQMFT XFSF JSSBEJBUFE XJUI ��� .F7 HPME JPOT 	"V+��

BMPOH UIF D�BYJT BU SPPN UFNQFSBUVSF UP B EPTF�FRVJWBMFOU
NBUDIJOH àFME #χ = � 5
 VTJOH UIF 5BOEFN�956 GBDJMJUZ PG
UIF -/- MBCPSBUPSJFT PG UIF *UBMJBO /BUJPOBM *OTUJUVUF GPS /VD�
MFBS 1IZTJDT 	*/'/
� 5IF JPO CFBN XBT OPSNBM UP UIF :#$0
$$T 	QBSBMMFM UP UIF D�BYJT

 BOE UIF JPO ƚVY XBT LFQU CFMPX
��� × ��� DN−� T−� UP BWPJE TBNQMF EBNBHF EVF UP IFBU�
JOH� "GUFS DIBSBDUFSJ[BUJPO
 UIFTF TBNQMFT XFSF JSSBEJBUFE XJUI
� .F7 QSPUPOT BMPOH UIF D�BYJT BU UIF � .F7 UBOEFN WBO EF
(SBBGG BDDFMFSBUPS BU 8FTUFSO .JDIJHBO 6OJWFSTJUZ <��
 ��>�
" HPME GPJM XBT VTFE UP IPNPHFOJ[F UIF CFBN PWFS BO BSFB
PG ∼� DN EJBNFUFS
 BOE UZQJDBM Q�CFBN DVSSFOUT PG ��� µ"
XFSF VTFE
 JO BEEJUJPO UP B DPPMJOH TUBHF UP QSFWFOU TBNQMF
IFBUJOH� "MM JSSBEJBUJPOT PDDVSSFE UISPVHI UIF QSPUFDUJWF
"H�MBZFS�

.BHOFUJ[BUJPO 	.
 TUVEJFT XFSF QFSGPSNFE JO UXP DPNNFS�
DJBM 2VBOUVN%FTJHO 426*%NBHOFUPNFUFST VTJOH �× �NN�

SFDUBOHVMBS TBNQMFT
 QBUUFSOFE CZ QIPUPMJUIPHSBQIZ BOE "S�
JPO NJMMJOH� 0OF PG UIF NBHOFUPNFUFST XBT VTFE UP NFBT�
VSF .	)
 MPPQT BU WBSJPVT 5 GPS )]]D�BYJT
 J�F� OPSNBM UP
UIF àMN TVSGBDF
 BOE +D	)
 5
 XBT EFUFSNJOFE GSPN UIF
XJEUI PG UIF IZTUFSFTJT
 ∆.
 VTJOH UIF #FBO DSJUJDBM TUBUF
NPEFM <��>� 5IF TFDPOE NBHOFUPNFUFS XBT VTFE UP JOWFTU�
JHBUF UIF áVY DSFFQ BT B GVODUJPO PG 5 BOE )
 GPS )]]D�
BYJT� 5P QSFQBSF BO JOJUJBM GVMMZ QFOFUSBUFE DSJUJDBM TUBUF GPS
UIF DSFFQ TUVEJFT
 àSTU B MBSHF FOPVHI OFHBUJWF àFME XBT
BQQMJFE
 UIFO UIF àFME XBT TXBQQFE UP UIF NFBTVSJOH àFME
) � � BOE B GFX EBUB QPJOUT 	UZQJDBMMZ �
 XFSF NFBTVSFE
JO UIJT àFME JODSFBTJOH PS MPXFS CSBODI <��>� 4VCTFRVFOUMZ
UIF àFME XBT JODSFBTFE UP B IJHI FOPVHI QPTJUJWF WBMVF BOE
àOBMMZ EFDSFBTFE BHBJO UP UIF NFBTVSJOH )
 XIFSF UIF UJNF
EFDBZ PG . PO UIJT àFME EFDSFBTJOH PS VQQFS CSBODI XBT
SFDPSEFE PWFS B QFSJPE PG ∼� I� 5IF JOJUJBM QPJOUT PO CPUI
CSBODIFT XFSF BWFSBHFE UP PCUBJO .BWH
 XIJDI XBT TVCUSBD�
UFE GSPN. UP PCUBJO UIF JSSFWFSTJCMF DPOUSJCVUJPO.JSS BTTPDJ�
BUFE XJUI UIF DSJUJDBM TUBUF
 BOE UIF DSFFQ SBUFT XFSF DBMDVMBUFE
BT 4M
U =− E	MO.JSS
M
U
�E	MOU
� 5SBOTQPSU NFBTVSFNFOUT BU �� ,
XFSF QFSGPSNFE VTJOH DPOWFOUJPOBM GPVS�UFSNJOBM HFPNFUSZ PO
����� NN × ��� NN CSJEHFT QBUUFSOFE CZ QIPUPMJUIPHSBQIZ
BOE "S JPO NJMMJOH�

$IBSBDUFSJ[BUJPO PG UIF EFGFDU TUSVDUVSF XBT DBSSJFE PVU
VTJOH IJHI�SFTPMVUJPO BOE EJGGSBDUJPO DPOUSBTU USBOTNJTTJPO
FMFDUSPO NJDSPTDPQZ 	5&.
 <��
 ��>� 5&. TBNQMFT XFSF QSF�
QBSFE CZ GPDVTFE JPO CFBN 	'*#
 MJGU�PVU NFUIPET GPMMPXFE CZ
MPX�FOFSHZ "S JPO NJMMJOH� 5IJT BQQSPBDI NJOJNJ[FT BSUJGBDUT
EVF UP TQFDJNFO QSFQBSBUJPO� 4FWFSBM 5&. TBNQMFT XFSF QSF�
QBSFE GSPN EJGGFSFOU SFHJPOT PG FBDI TBNQMF UP FOTVSF UIBU SFT�
VMUT XFSF SFQSFTFOUBUJWF PG FBDI DPOEJUJPO� 5IF QJOOJOH MBOE�
TDBQF PG QSJTUJOF .0%�$$T
 TVDI BT UIPTF VTFE JO UIJT TUVEZ

JT BMSFBEZ WFSZ DPNQMFY� "T TIPXO JO UIF 5&. JNBHF JO àH�
VSF �	B

 JU DPOUBJOT SBOEPNMZ EJTUSJCVUFE %Z�0� OBOPQBSUJDMFT
	/1T
 UIBU BSF∼�� ON JO EJBNFUFS
 XIJDI BSF QVSQPTFMZ JOUSP�
EVDFE EVSJOH GBCSJDBUJPO
 JO BEEJUJPO UP B TNBMM EFOTJUZ PG MBS�
HFS :�$V�0� /1T
 UXJO CPVOEBSJFT BOE TUBDLJOH GBVMUT
 BMM PG
XIJDI BQQFBS TQPOUBOFPVTMZ EVSJOH TZOUIFTJT <��
 ��
 ��m��>�
5IFSF BSF BMTP QPJOU EFGFDUT
 OPU WJTJCMF JO UIF 5&.
JNBHFT�

�� 3FTVMUT BOE EJTDVTTJPO

���� .JDSPTUSVDUVSF

1SPUPO JSSBEJBUJPO IBT CFFO FYUFOTJWFMZ VTFE UP FOIBODF UIF
WPSUFY QJOOJOH JO TVQFSDPOEVDUPST <��
 ��>� &BSMJFS 5&.XPSL
PO :#$0 TIPXFE UIBU Q+ JSSBEJBUJPO QSPEVDFT B IJFSBSDIZ PG
SBOEPNMZ EJTUSJCVUFE EFGFDUT XJUI TJ[FT SBOHJOH GSPN BUPNJD
TDBMF 	'SFOLFM QBJST

 NPTUMZ PO UIF 0 BOE $V TJUFT
 UP DMVTUFST
UIBU BSF �m� ON JO EJBNFUFS <��
 ��
 ��>� " UZQJDBM 5&. JNBHF
GPS B Q+�JSSBEJBUFE TBNQMF <��> TJNJMBS UP UIF QJFDFT VTFE JO
UIJT TUVEZ JT TIPXO JO àHVSF �	C
� 6MUJNBUFMZ
 UIF SFBTPO GPS
UIF FGGFDUJWFOFTT PG Q+ PS PUIFS MJHIU�JPO JSSBEJBUJPOT 	TVDI BT
0
 JT UIBU QJOOJOH JO UIF QSJTUJOF ".4$ $$ JT EPNJOBUFE CZ
UIF %Z�0� /1T
 XIJDI BSF QBSUJDVMBSMZ FGGFDUJWF BU MPX àFMET
XIFSF UIF JOUFSWPSUFY EJTUBODF JT PG UIF PSEFS PG
 PS MBSHFS
UIBO
 UIF BWFSBHF EJTUBODF BNPOH /1T� "U IJHIFS ) UIFSF BSF
OPU FOPVHI /1T BOE UIFJS FGGFDUJWFOFTT EFDSFBTFT� "U OFBS�
PQUJNVN Q+ EPTFT UIF EFOTJUJFT PG UIF TNBMMFS JSSBEJBUJPO�
JOEVDFE EFGFDUT BSF PSEFST PG NBHOJUVEF IJHIFS UIBO UIBU PG UIF
/1T
 BMMPXJOH UIF JSSBEJBUJPO JOEVDFE EFGFDUT UP SFNBJO FGGFDU�
JWF QJOOJOH DFOUFST BU IJHI )�

���� $SJUJDBM DVSSFOU

'JHVSF � TIPXT UIF EPTF EFQFOEFODF PG +D JO PVS QSPUPO�
JSSBEJBUFE $$ TBNQMF� %VF UP UIF DPNQFUJUJPO CFUXFFO JODSFBT�
JOH QJOOJOH GPSDF BOE EFDSFBTJOH TVQFSDPOEVDUJOH WPMVNF
GSBDUJPO
 B OPO�NPOPUPOJD EFQFOEFODF PG +D PO JSSBEJBUJPO
EPTF
 J�F� QJOOJOH TJUFT DPODFOUSBUJPO
 JT UIFPSFUJDBMMZ FYQFDUFE
<��
 ��>� 5IJT CFIBWJPS JT PCTFSWFE JO àHVSF �� 8F GPVOE UIBU

BMUIPVHI +D SFBDIFT JUT NBYJNVN BU B EPTF UIBU JT UFNQFSBUVSF
BOE àFME EFQFOEFOU
 B EPTF PG ∼�� × ���� Q+ DN−� JT B HPPE
DPNQSPNJTF PWFS B CSPBE 5 BOE) SBOHF UIBU JT UFDIOPMPHJDBMMZ
SFMFWBOU� /PUF UIBU UIJT SFMBUJWFMZ IJHI EPTF PG JSSBEJBUJPO POMZ
JOEVDFT B NPEFTU SFEVDUJPO PG 5D� "T TIPXO JO àHVSF �	B


UIF TVQQSFTTJPO SBUF PG 5D JT POMZ ��� , QFS ���� Q+ DN−�

XIJDI JT NVDI MFTT UIBO JO TJOHMF DSZTUBMT� "MTP
 OP CSPBEFO�
JOH BQQFBST JO UIFNBHOFUJ[BUJPO DVSWFT BSPVOE 5D 	àHVSF �	C


FWJEFODJOH UIF IPNPHFOFJUZ PG UIF JSSBEJBUJPOT� " QPTTJCMF
SFBTPO GPS UIJT TNBMM TVQQSFTTJPO SBUF PG 5D JO DPBUFE DPOEVDU�
PST JT UIBU UIF OVNFSPVT CJH EFGFDUT BOE OBOPQBSUJDMFT
 XIJDI
BSF BMSFBEZ QSFTFOU JO UIF QSJTUJOF TBNQMF
 BDU BT TJOLT GPS
UIF NPCJMF QPJOU EFGFDUT JOEVDFE EVSJOH JSSBEJBUJPO� *TPMBUFE
QPJOU EFGFDUT BSF JOEFFE UIF UZQF PG EFGFDUT XJUI UIF TUSPOHFTU
JNQBDU PO 5D 	QBJS�CSFBLJOH GSPN FMFDUSPOJD TDBUUFSJOH JO B E�
XBWF

 XIFSFBT UIF MBSHF DPMVNOBS EFGFDUT BOE DMVTUFST BSF
NVDI CJHHFS BOE UIVT BSF XFBLFS TDBUUFSJOH DFOUFST
 J�F� MFTT
AQBJS�CSFBLJOH� <��>�

'JHVSF � TIPXT +D WT� ) BU GPVS UFNQFSBUVSFT
 BT PCUBJOFE
GSPN NBHOFUJ[BUJPO NFBTVSFNFOUT GPS B QSJTUJOF QJFDF PG $$
	CMBDL TRVBSFT
 UIBU XBT TVCTFRVFOUMZ JSSBEJBUFE XJUI "V 	SFE
DJSDMFT
 UIFO QSPUPOT 	CMVF EJBNPOET

 BT XFMM BT B QJFDF GSPN
UIF TBNF CBUDI UIBU XBT JSSBEJBUFE UP �� × ���� Q+ DN−�

	HSFFO USJBOHMFT
� 5IJT MBTU QJFDF JT UIF POF UIBU XBT TUVE�
JFE BGUFS SFQFBUFE JSSBEJBUJPO JO àHVSF �� 8F àSTU OPUF UIBU BU
5 = � , 	àHVSFT �	B

 BOE 	)
∼ �
 UIF +D PG UIJT $$ JT IJHIFS

�
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'JHVSF �� #SJHIU àFME 5&. JNBHFT SFQSFTFOUBUJWF PG UIF TBNQMFT TUVEJFE JO UIJT QBQFS� 	B
 B QSJTUJOF BT�HSPXO .0%�$$ XJUI %Z�0�
OBOPQBSUJDMFT� 	C
 B QSPUPO JSSBEJBUFE .0%�$$
 XJUI ∼� ON TJ[FE JSSBEJBUJPO�JOEVDFE DMVTUFST� 	D
m	E
 B $$ QJFDF XJUI DPNQPVOE EFGFDUT�
TQMBZFE
 OPO�VOJGPSN USBDLT ∼� ON JO EJBNFUFS DSFBUFE CZ "V JSSBEJBUJPO BOE TNBMM EFGFDU DMVTUFST DSFBUFE CZ QSPUPO JSSBEJBUJPO� *NBHF 	B

SFQSPEVDFE GSPN &MFZ FU BM <��>� *NBHF 	C
 SFQSPEVDFE GSPN +JB FU BM <��>� "QQM� 1IZT� -FUU� ��� ��� ��� 	����

	IUUQT���EPJ�PSH������������������

 XJUI QFSNJTTJPO PG "*1 1VCMJTIJOH�

UIBO UIF +D SFQPSUFE GPS :#$0 TJOHMF DSZTUBMT JSSBEJBUFE BU BOZ
DPOEJUJPOT� 8F BMTP PCTFSWF UIF UZQJDBM GBTU EFDBZ JO +D	)
 5

BT ) PS 5 BSF JODSFBTFE�

*O àHVSFT �	BmE
 XF QMPU UIF àFME EFQFOEFODF PG UIF
+D FOIBODFNFOU GBDUPST
 +D (),5)/+

QSJTUJOF
D (),5) GPS UIF TBNF

UFNQFSBUVSFT BT JO àHVSF � TP BT UP GBDJMJUBUF UIF DPNQBSJTPO
PG UIF FGGFDUJWFOFTT PG QSPUPO
 HPME BOE HPME + QSPUPO JSSBEJ�
BUJPOT� 'JSTUMZ
 MFU VT DPOTJEFS UIF PQUJNVN � .F7 Q+ JSSBEJ�
BUJPO� GSPN àHVSFT �	BmD
 BOE �	BmD

 XF TFF UIBU GPS 5 ≤ �� ,
UIF FGGFDU HPFT GSPN EFUSJNFOUBM UP CFOFàDJBM 	J�F� +D JODSFBTFT
BT DPNQBSFE UP UIF QSJTUJOF TBNQMF
 BCPWF B DSPTTPWFS àFME
)DS
 XJUI µ�)DS ∼ ��� 5 BU � , 	àHVSFT �	B
 BOE �	B


 JODSFBT�
JOH UP ∼� 5 BU �� , 	àHVSFT �	D
 BOE �	D

� 'PS 5 = �� ,

UIF FGGFDU PG UIF 	PQUJNVN
 Q+ JSSBEJBUJPO JT EFUSJNFOUBM BU BMM

àFMET 	àHVSFT �	E
 BOE �	E

� 5IJT TVQQSFTTJPO PG +D BU MPX
) GPMMPXJOH Q+ JSSBEJBUJPO JT MJLFMZ DBVTFE CZ DPNQFUJOH 	BT
PQQPTFE UP TZOFSHJTUJD
 QJOOJOH FGGFDUT� $SFFQ TUVEJFT TIPX
UIBU TVDI DPNQFUJUJPO BSJTFT BU MFBTU JO QBSU GSPN GBTUFS DSFFQ
EVF UP MPXFS BDUJWBUJPO FOFSHJFT GPMMPXJOH JSSBEJBUJPOT <��>�

/PX
 MFU VT DPOTJEFS UIF DBTF PG "V JSSBEJBUJPO� $PMVN�
OBS EFGFDUT 	$%T
 QSPEVDFE CZ TXJGU IFBWZ�JPO JSSBEJBUJPO
BSF UIF NPTU FGGFDUJWF QJOOJOH DFOUFST GPS )]]$%T BOE CFMPX
UIF NBUDIJOH àFME 	#φ

 CFDBVTF UIF XIPMF MFOHUI PG UIF
DPSFT PG BMM UIF WPSUJDFT DBO CF USBQQFE <��>� 5IFZ BMTP
SFUBJO UIFJS FGGFDUJWFOFTT VQ UP IJHIFS 5 UIBO QPJOU EFGFDUT

EVF UP UIFJS MBSHFS QJOOJOH FOFSHZ� 'PS CPUI SFBTPOT
 UIFZ
BSF OBUVSBM DBOEJEBUFT UP DPNQMFNFOU UIF FGGFDU PG UIF Q+

JSSBEJBUJPOT�

�

https://doi.org/10.1063/1.4821440
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'JHVSF �� $SJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ 	+D
 WT� EPTF
 GPS UIF TBNQMF JSSBEJBUFE XJUI � .F7 QSPUPOT
 BU TFWFSBM BQQMJFE NBHOFUJD àFMET 	)
 BOE GPS
5 = �
 ��
 �� BOE �� ,� 5IF WFSUJDBM EPUUFE MJOFT JOEJDBUF UIF QSPUPO EPTF VTFE JO UIF DPNCJOFE�JSSBEJBUJPOT 	� × ���� Q DN−�
�

"T B àSTU TUFQ JO PVS DPNCJOFE JSSBEJBUJPO MBOETDBQF FOHJO�
FFSJOH
 XF JSSBEJBUFE PVS TBNQMF XJUI ��� .F7 "V JPOT�
8F TFMFDUFE UIJT SFMBUJWFMZ MPX FOFSHZ IFBWZ�JPOT UP DSFBUF
$%T UIBU BSF TQMBZFE BOE JOIPNPHFOFPVT BMPOH UIFJS MFOHUI

CFDBVTF UIFTF GFBUVSFT BSF LOPXO UP QSPEVDF UIF CFOFàDJBM
FGGFDU PG TMPXJOH EPXO UIF WPSUFY EZOBNJDT EVF UP MPX�FOFSHZ
LJOL FYDJUBUJPOT <��
 ��
 ��>
 BT XJMM CF EFTDSJCFE CFMPX� 5IF
QSFTFODF PG $%T XJUI UIFTF DIBSBDUFSJTUJDT JT DMFBSMZ PCTFSWFE
JO àHVSFT �	D BOE 	E


 XIJDI XFSF PCUBJOFE PO UIF QJFDF PG
$$ VTFE JO UIJT TUVEZ BGUFS BMM JSSBEJBUJPOT BOE NFBTVSFNFOUT
XFSF DPNQMFUFE� 5IF EJBNFUFS PG UIF $%T JT ∼�m� ON
 TPNF�
XIBU MBSHFS UIBO UIF EJBNFUFS PG UIF WPSUFY DPSFT
 �

√
�ξBC (5)


XIJDI JT ∼� ON GPS :#$0 BU 5& 5D
 NBLJOH UIFN FGGFDUJWF
QJOT 	IFSF ξBC JT UIF JO�QMBOF DPIFSFODF MFOHUI
� 8F DIPTF B
EPTF�FRVJWBMFOU NBUDIJOH àFME #φ = � 5 XIJDI JT TPNFXIBU
MPXFS UIBO UIF PQUJNVN #φ GPS +D FOIBODFNFOU SFQPSUFE JO

UIF MJUFSBUVSF GPS :#$0 <��>
 BOE JT BMTP JO UIF SBOHF PG UBSHFU
NBHOFUJD àFMET GPS SPUBUJOH NBDIJOFSZ BQQMJDBUJPOT <�>�

5IF SFE TZNCPMT JO àHVSFT � BOE � TIPX +D BOE +D/+
QSJTUJOF
D

SFTQFDUJWFMZ
 BGUFS UIF ��� .F7 "V JPOT JSSBEJBUJPO� 5IF EJT�
TJNJMBS FGGFDUT PG UIF Q+ BOE"V JSSBEJBUJPOT BSF BQQBSFOU� 'JSTU

GPS 5 ≤ �� , UIF "V JSSBEJBUJPO QSPEVDFT OP EFUSJNFOUBM FGGFDU
BU MPX )� JO GBDU
 UIFSF JT FWFO B TNBMM JODSFBTF JO +D	) = �

5 = � ,
 	àHVSFT �	B
 C
 BOE �	B
 C

� 'PS 5 = �� , B TMJHIU
EFUFSJPSBUJPO PDDVST BU MPX àFME
 CVU JU JT MFTT QSPOPVODFE UIBO
GPS Q+ BOE )DS JT NVDI TNBMMFS 	àHVSFT �	D
 BOE �	D

� 'PS
5 ≤ �� , UIF FOIBODFNFOU GBDUPS GPS UIF "V JSSBEJBUJPO àSTU
JODSFBTFT XJUI)
 TJNJMBSMZ UP UIF Q+ JSSBEJBUJPO
 CVU UIFO NBY�
JNJ[FT BU BO JOUFSNFEJBUF àFME ∼��� 5m� 5 BOE
 JO DPOUSBTU UP
UIF Q+ DBTF
 EFDSFBTFT GPS IJHIFS àFMET BT NPTU $%T CFDPNF
PDDVQJFE BOE WPSUJDFT JO CFUXFFO UIF $%T TUBSU UP QSPMJGFS�
BUF� "U 5 = � ,
 UIF ��� .F7 "V QSPDFTTJOH CFDPNFT MFTT

�
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'JHVSF �� 	B
 $SJUJDBM UFNQFSBUVSF BT B GVODUJPO PG QSPUPO JSSBEJBUJPO
EPTF GPS CPUI UIF QSPUPO�JSSBEJBUFE TBNQMF BOE UIF DPNCJOFE
"V + QSPUPO�JSSBEJBUFE TBNQMF� 	C
 .BHOFUJ[BUJPO NFBTVSFNFOUT
GSPN XIJDI 5D XBT EFUFSNJOFE� 5IF MBCFMT JOEJDBUF UIF QSPUPO
	DJSDMFT

 "V 	USJBOHMFT

 BOE DPNCJOFE EPTFT 	HSFFO USJBOHMF
�

FGGFDUJWF UIBO UIF �.F7 Q+ QSPDFTTJOH BU∼� 5
 J�F� KVTU BCPWF
#φ� )PXFWFS
 BT 5 JODSFBTFT UIF MBSHFS QJOOJOH FOFSHZ PG UIF
$%T 	EVF UP UIFJS MPOHFS MFOHUI
 DPNFT JOUP QMBZ TVDI UIBU BU
��, UIF $%T SFNBJO CFUUFS VQ UP∼� 5
 BOE BU ��, UIFZ SFNBJO
TVQFSJPS BMM UIF XBZ VQ UP PVS NBYJNVN àFME�

5IF 5 = �� , SFTVMUT 	àHVSFT �	E
 BOE �	E


EFTFSWF QBSUJDVMBS DPOTJEFSBUJPO� 'JSTU
 UIF MPX ) EFUFSJ�
PSBUJPO JT BT CBE GPS "V BT GPS Q+ JSSBEJBUJPO
 XJUI
+D ()∼ �,5= ��,)/+QSJTUJOFD ()∼ �,5= ��,)∼ �.�
 BOE 5D

TVQQSFTTJPO JT BMTP TJNJMBS JO CPUI DBTFT� ���� , BOE ���� ,
SFTQFDUJWFMZ
 TFF àHVSF �� )PXFWFS
 BU IJHI ) UIF "V JSSB�
EJBUJPO EPFT JNQSPWF +D
 JO TIBSQ DPOUSBTU UP UIF Q+ DBTF� *U

NVTU CF SFDPHOJ[FE UIBU UIF ESBNBUJD FOIBODFNFOU GBDUPST
	���
 BU IJHI ) BSF B DPOTFRVFODF PG UIF WFSZ TNBMM +D PG
UIF QSJTUJOF TBNQMF� /FWFSUIFMFTT
 B DSJUJDBM DVSSFOU EFOT�
JUZ +D	) = � 5
 5 = �� ,
 ∼��� ." DN−� JT FODPVS�
BHJOH BOE XPVME FOBCMF BQQMJDBUJPOT PG $$ SFGSJHFSBUFE CZ
MJRVJE /��

5IF GBDU UIBU UIF"V JSSBEJBUJPO IBT BMNPTU OP FGGFDU BU)∼ �
BOE MPX 5 JT OPU USJWJBM BOE DMFBSMZ FWJEFODFT UIBU QJOOJOH JT OPU
BEEJUJWF� "U MPX àFMET
 B NBUFSJBM NBZ IBWF FOPVHI TUSPOH QJO�
OJOH DFOUFST UP QJO BMM UIF WPSUJDFT WFSZ FGGFDUJWFMZ� *O B TJNQMF
TDFOBSJP
 BEEJOH XFBLFS EFGFDUT XJMM OPU DSFBUF CFUUFS QJOOJOH
DPOàHVSBUJPOT� WPSUJDFT XJMM KVTU AJHOPSF� UIFN BOE +D XJMM CF
VOBMUFSFE� 5IF SJDI MBOETDBQF PG UIF QSJTUJOF $$ DPOUBJOT B
TNBMM EFOTJUZ PG QJOOJOH DFOUFST 	PS DPNCJOBUJPOT PG UIFN

UIBU BSF WFSZ TUSPOH� "T ) JODSFBTFT UIPTF GFX EFGFDUT CFDPNF
TBUVSBUFE BOE UIF NVDI MBSHFS EFOTJUZ PG $%T QSPHSFTTJWFMZ
JODSFBTF UIFJS GSBDUJPOBM DPOUSJCVUJPO UP +D
 BT XF PCTFSWFE�8F
LOPX
 IPXFWFS
 UIBU UIJT DBOOPU CF UIF DPNQMFUF QJDUVSF
 BT
 JO
DPOUSBTU UP "V JSSBEJBUJPO
 Q+ JSSBEJBUJPO EFDSFBTFT +D BU) ∼ �
BT BMSFBEZ EJTDVTTFE�

"GUFS FYBNJOJOH UIF FGGFDU PG QSPUPO BOE "V JSSBEJBUJPO
JOEFQFOEFOUMZ
 XF DPNCJOFE CPUI� UIF QJFDF JSSBEJBUFE XJUI
"V XBT BMTP JSSBEJBUFE XJUI � .F7 Q+� 8F TFMFDUFE B EPTF PG
�× ���� Q+ DN−�
 XFMM CFMPX UIF PQUJNVN GPS Q+ JSSBEJBUJPO
BMPOF UP BWPJE FYDFTTJWF EBNBHF
 CVU MBSHF FOPVHI UP QSPEVDF
TJHOJàDBOU +D FOIBODFNFOU JO B QSJTUJOF $$
 BT TIPXO CZ UIF
SJHIU EBTIFE MJOF JO àHVSF �� 5IF TNBMM EFGFDU DMVTUFST DSFBUFE
CZ UIJT TFDPOE JSSBEJBUJPO BSF WJTJCMF JO àHVSF �	E
� /PUF UIBU
JU JT XFMM�LOPXO UIBU Q+ JSSBEJBUJPO BMTP DSFBUFT QPJOU EFGFDUT

CVU UIFTF BSF OPU WJTJCMF JO UIFTF 5&. JNBHFT� 5IF SFTVMUJOH
+D	)
 5
 BOE +D (),5)/+

QSJTUJOF
D (),5) DVSWFT BSF TIPXO BT CMVF

EJBNPOET JO àHVSFT � BOE �
 SFTQFDUJWFMZ� *U JT BQQBSFOU UIBU
UIF NJYFE MBOETDBQF DSFBUFE CZ UIJT DPNCJOFE JSSBEJBUJPO QSP�
EVDFT CFUUFS QFSGPSNBODF UIBO FJUIFS UIF ��� .F7 "V PS UIF
� .F7 Q+ BMPOF� 5IF ZFMMPX DPMPSFE BSFBT JO àHVSF � IJHI�
MJHIU UIF BEEJUJPOBM TZOFSHJTUJD +D FOIBODFNFOU QSPEVDFE CZ
UIF DPNCJOFE JSSBEJBUJPOT
 BT DPNQBSFE UP FJUIFS PG UIF JOEJ�
WJEVBM POFT� #FMPX ∼� 5 BOE GPS BMM 5
 UIF +D SFTVMUJOH GSPN
UIF DPNCJOFE JSSBEJBUJPO QSPDFTT JT NBSHJOBMMZ TNBMMFS UIBO
UIF "V SFTVMU
 CVU GPS µ�) � � 5 BOE 5 ≤ �� , JU QSPEVDFT
DMFBSMZ TUSPOHFS QJOOJOH� "T TFFO JO àHVSF �	C

 GPS 5 = �� ,
BOE àFMET JO UIF �m� 5 SBOHF
 B SFHJNF QBSUJDVMBSMZ SFMFWBOU
GPS TVQFSDPOEVDUJOH SPUBUPSZ NBDIJOFT
 UIF DPNCJOFE JSSBEJ�
BUJPO FYDFFET UIF FGGFDU PG UIF JOEJWJEVBM POFT CZ SPVHIMZ B
GBDUPS PG UXP� 5IJT VOGPSFTFFO TZOFSHFUJD FGGFDU JT UIF DFOU�
SBM SFTVMU PG UIJT TUVEZ� *O àHVSF �
 POF DBO BMTP TFF UIBU BU
�� ,�� 5 B QSPUPO JSSBEJBUJPO EPTF PG ������ Q DN−� TIPVME
ZJFME +D ∼ ��� ." DN−� BOE GSPN àHVSF �	C
 POF DBO TFF UIBU
UIF #χ = � 5 "V JSSBEJBUJPO BMTP ZJFMET +D ∼ ��� ." DN−�

BU �� ,�� 5� )FODF
 UIF WBMVF +D ∼ ��� ." DN−� PG UIF DPN�
CJOFE JSSBEJBUJPOT 	#χ = � 5 "V + ������ Q DN−�
 JT BCPVU
��� IJHIFS UIBO FJUIFS JOEJWJEVBM JSSBEJBUJPOT� 8F CFMJFWF UIJT
TZOFSHZ TUFNT GSPN UIF DPODFQU PG B NJYFE QJOOJOH MBOETDBQF
<��
 ��>
 JO XIJDI UIF SBOEPNMZ EJTUSJCVUFE MPDBMJ[FE EFGFDUT
GSPN QSPUPO JSSBEJBUJPO DBUDI TUSBZ WPSUJDFT BOE TVQQSFTT WPS�
UJDFT KVNQJOH CFUXFFO $%T 	GPS JOTUBODF CZ IBNQFSJOH EPVCMF
LJOLT FYQBOTJPO
 DG QBSU ���
� 'PS 5 = �� ,
 UIF DPNCJOFE JSSB�
EJBUJPO KVTU SFQMJDBUFT UIF "V JSSBEJBUJPO SFTVMU
 XIJDI DPOàSNT

�
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'JHVSF �� $SJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ 	+D
 NFBTVSFE CZ NBHOFUJ[BUJPO WT� BQQMJFE NBHOFUJD àFME 	)
 BU GPVS UFNQFSBUVSFT
 JO TBNQMFT GSPN UIF
TBNF CBUDI
 GPS� 	CMBDL TRVBSFT
 B QSJTUJOF $$� 	HSFFO USJBOHMFT
 B $$ JSSBEJBUFE UP UIF PQUJNVN QSPUPO EPTF 	TFF UFYU
� 	SFE DJSDMFT
 B $$
QJFDF JSSBEJBUFE XJUI "V� BOE 	CMVF EJBNPOET
 UIF TBNF $$ QJFDF BGUFS CPUI "V BOE QSPUPO JSSBEJBUJPO�

UIF JOFGGFDUJWFOFTT PG Q+ JSSBEJBUJPO JOEVDFE EFGFDUT BU �� ,

BT BMSFBEZ PCTFSWFE JO àHVSF ��

*O TVNNBSZ
 BU JOUFSNFEJBUF NBHOFUJD àFMET BOE BMM UFNQFS�
BUVSFT JO àHVSF �
 UIF CMVF DVSWF PG DPNCJOFE "V BOE QSPUPO
JSSBEJBUJPO JT BCPWF BMM PUIFST UIBOLT UP UIF TZOFSHZ CFUXFFO
EFGFDUT� 5IFO BU IJHI NBHOFUJD àFME BOE MPX UFNQFSBUVSF UIF
CFTU QJOOJOH DFOUFST BSF UIF OVNFSPVT DMVTUFST BOE 'SFOLFM
QBJST HFOFSBUFE CZ QSPUPO JSSBEJBUJPO XIJDI DBO BDDPNNPE�
BUF B MBSHF OVNCFS PG WPSUJDFT <��>
 XIFSFBT UIF DPMVNOBS
EFGFDUT GSPN HPME JSSBEJBUJPO BSF TBUVSBUFE XJUI WPSUJDFT BCPWF
UIF NBUDIJOH àFME PG � 5� )FODF
 JO àHVSF � UIF HSFFO DVSWF
	�� × ���� Q+ DN−�
 TIPXT IJHIFS +D UIBO UIF SFE DVSWF 	"V

#φ = � 5
 BU IJHI NBHOFUJD àFME BOE MPX 	B
 PS JOUFSNFEJ�
BUF 	C
 UFNQFSBUVSF� "U IJHI UFNQFSBUVSF 	�� ,
 àHVSF �	E


IPXFWFS
 UIF EFGFDUT GSPN QSPUPO JSSBEJBUJPO BSF UPP TNBMM BOE
XFBL UP QJO WPSUJDFT FGàDJFOUMZ XIFSFBT UIF MPOH DPMVNOBS
EFGFDUT SFUBJO UIFJS TUSPOH QJOOJOH QSPQFSUJFT�

'JOBMMZ
 UP DPOàSN UIBU UIF $%T QSPEVDFE CZ "V JSSBEJ�
BUJPO JOEFFE BDU BT DPSSFMBUFE QJOOJOH DFOUFST JO PVS TBNQMFT

XF QFSGPSNFE BOHVMBS�EFQFOEFOU USBOTQPSU TUVEJFT PG +D PO B

CSJEHF QBUUFSOFE GSPN UIF TBNF $$ CBUDI� 'JHVSF � TIPXT +D
WT� UIF BOHMF CFUXFFO ) BOE UIF D�BYJT 	Θ

 BU 5 = �� , BOE
µ�) = � 5
 GPS UIBU CSJEHF CFGPSF BOE BGUFS JSSBEJBUJPO XJUI
��� .F7 "V UP B EPTF FRVJWBMFOU #φ = � 5� *O UIF QSJTUJOF
TUBUF
 +D	Θ
 TIPXT UIF UZQJDBM BOJTPUSPQZ PG ".4$ $$T
 XJUI
B MBSHF NBYJNVN DFOUFSFE BU )]]BC BTTPDJBUFE XJUI DPSSFM�
BUFE QJOOJOH CZ TUBDLJOH GBVMUT
 BOE B TNBMM D�BYJT QFBL EVF UP
UXJO CPVOEBSJFT� "GUFS JSSBEJBUJPO
 B NVDI MBSHFS D�BYJT QFBL
EFNPOTUSBUFT UIF DPSSFMBUFE QJOOJOH PG UIF BSUJàDJBM $%T�

���� 7PSUFY DSFFQ

"EEJUJPOBM JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QJOOJOH MBOETDBQF DBO CF
PCUBJOFE GSPN UIF WPSUFY EZOBNJDT
 JO QBSUJDVMBS GSPN UIF OPS�
NBMJ[FE áVY DSFFQ SBUFT <��m��> 4	5
 )
� 4VDI JOGPSNBUJPO JT
DPNQMFNFOUBSZ CFDBVTF PG UIF RVJUF EJGGFSFOU EFQFOEFODFT PG
+D BOE 4 PO EJTPSEFS� 5IF GPSNFS JT WFSZ TFOTJUJWF UP UIF EFUBJMT
PG UIF QJOOJOH MBOETDBQF
 BOE DPOTFRVFOUMZ +D WBMVFT EJGGFSJOH
CZ PSEFST PG NBHOJUVEF
 BT XFMM BT DPVOUMFTT WBSJBUJPOT PG UIF
+D	5
 )
 Θ
 GVODUJPOBM EFQFOEFODFT
 IBWF CFFO SFQPSUFE GPS

�
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'JHVSF �� $SJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ FOIBODFNFOU GBDUPST
 +D (),5)/+
QSJTUJOF
D (),5)
 GPS UIF TBNF TBNQMFT BOE BU UIF TBNF UFNQFSBUVSFT TIPXO

JO àHVSF �� 5IF ZFMMPX DPMPSFE BSFBT TIPX UIF 5�) SFHJPOT XIFSF UIF DPNCJOFE JSSBEJBUJPO QSPEVDFT TUSPOHFS QJOOJOH UIBO BOZ PG UIF
JOEJWJEVBM POFT�

:#$0� *O DPOUSBTU
 DSFFQ SBUFT JO :#$0 FYIJCJU NVDI MFTT
WBSJBCJMJUZ
 XJUI BCTPMVUF WBMVFT UIBU BSF TJNJMBS JO BMM DBTFT
BOE GVODUJPOBM EFQFOEFODFT UIBU UZQJDBMMZ GBMM JOUP POF PG B GFX
DBUFHPSJFT�

5IF SFBTPO GPS UIJT JT UIBU 4	5
 )
 JT NBJOMZ EFàOFE CZ UIF
UZQF PG UIF EPNJOBOU EFQJOOJOH FYDJUBUJPOT
 SBUIFS UIBO CZ UIF
RVBOUJUBUJWF WBMVFT PG UIF QJOOJOH QBSBNFUFST <��>� 'JSTU
 UIF
EZOBNJDT DBO CF FJUIFS HMBTTZ PS QMBTUJD <��m��>� *O UIF àSTU
DBTF UIF TJ[F PG UIF FYDJUBUJPO 	FJUIFS B WPSUFY TFHNFOU PS B WPS�
UFY CVOEMF
 EJWFSHFT JO UIF MJNJU PG +→ �
 BOE DPOTFRVFOUMZ UIF
áVY DSFFQ BDUJWBUJPO FOFSHZ EJWFSHFT BT 6	+
∝ 6Q × 	+D�+
µ

XIFSF 6Q	5
 )
 JT UIF QJOOJOH FOFSHZ BOE µ � � JT UIF HMBTTZ
FYQPOFOU� *O UIF TFDPOE DBTF
 JO DPOUSBTU
 UIF TJ[F BOE UIF BDUJW�
BUJPO FOFSHZ PG UIF FYDJUBUJPO SFNBJO àOJUF GPS + → � BOE
UIF MPX + CFIBWJPS 6	+
 ∝ 6Q ×	+D�+
Q JT DIBSBDUFSJ[FE CZ
B QMBTUJD FYQPOFOU Q � �� 8JUIJO FBDI DBUFHPSZ
 EJGGFSFOU FYDJU�
BUJPOT QSPEVDF EJGGFSFOU FYQPOFOUT� 'PS JOTUBODF
 JO DPMMFDU�
JWF QJOOJOH EVF UP SBOEPN QPJOU EJTPSEFS� µ = ���
 ��� PS ���
EFQFOEJOH PO UIF SFHJNF <��>� %FQJOOJOH EVF UP UIF FYDJUBUJPO

PG IBMG�MPPQT BTTPDJBUFE XJUI $%T IBWF <��> µ = �� 5IF USB�
EJUJPOBM "OEFSTPO�,JN 	",
 SFHJNF IBT <��> Q = − �� 5IF
OVNFSJDBM WBMVFT PG 6Q BOE +D IBWF MJNJUFE JOáVFODF PO UIF
WBMVFT PG 4� .BUIFNBUJDBMMZ
 UIJT TUFNT GSPN UIF GBDU UIBU 4 JT
EFàOFE CZ MPHBSJUINJD EFSJWBUJWFT� 5IFTF WBMVFT EFUFSNJOF UIF
DSPTTPWFST BNPOH DSFFQ SFHJNFT JO UIF 5�) QIBTF EJBHSBN�

4FWFSBM FYBNQMFT PG UIF NPTU DPNNPO áVY DSFFQ SFHJNFT
GPS :#$0 BSF JMMVTUSBUFE JO àHVSF �
 XIFSF 4	5
 BU � 5 GPS
)]]D JT QMPUUFE GPS TFWFO TBNQMFT XJUI EJTTJNJMBS QJOOJOH MBOE�
TDBQFT� 8F àSTU OPUF UIBU
 GPS B HJWFO 5
 BMM UIF TBNQMFT 	XJUI
UIF FYDFQUJPO PG TBNQMF �$
 EJTDVTTFE CFMPX
 IBWF 4 WBMVFT
XJUIJO B GBDUPS PG UXP PG FBDI PUIFS
 JO TQJUF PG UIF GBDU UIBU
UIFJS +D�T TQBO B SBOHF PG BMNPTU UXP PSEFST PG NBHOJUVEF
 QBS�
UJDVMBSMZ BU IJHI 5�

"U MPX 5 VQ UP∼�� ,
 BMM TBNQMFT IBWF TJNJMBS DSFFQ SBUFT

XJUI 4	5
 JODSFBTJOH NPOPUPOJDBMMZ XJUI 5� 5IJT JT UIF ",
SFHJNF JO XIJDI
 BT XF IBWF TIPXO SFDFOUMZ <��>
 DSFFQ GPS
BMM :#$0 TBNQMFT JT DMPTF UP UIF VOJWFSTBM MPXFS MJNJU HJWFO
CZ 4",	5
∼(J���	5�5D

 XIFSF(J JT UIF (JO[CVSH OVNCFS� *O

�
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 ������ , + ,JIMTUSPN FU BM

'JHVSF �� $SJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ 	+D
 NFBTVSFE CZ USBOTQPSU WT� BQQMJFE NBHOFUJD àFME PSJFOUBUJPO BU 5 = �� , BOE µ�) = � 5 GPS B $$
GSPN UIF TBNF CBUDI BT UIF TBNQMFT TIPXO JO àHVSFT � BOE �
 CFGPSF 	CMVF DVSWF
 BOE BGUFS 	HSFFO DVSWF
 ��� .F7 "V JSSBEJBUJPO UP
#φ = � 5 BMPOH UIF D�BYJT 	�◦
� 5IF PSBOHF DVSWF TIPXT UIF FOIBODFNFOU GBDUPS�

BEEJUJPO
 UIFSF JT B OPO[FSP 4	5→�
 FYUSBQPMBUJPO UIBU JT GSF�
RVFOUMZ BUUSJCVUFE UP B 5�JOEFQFOEFOU RVBOUVN DSFFQ DPNQPO�
FOU 42� "U IJHI5 	BCPWF∼��,

 4	5
 GPS BMM TBNQMFT JODSFBTFT
GBTU XJUI JODSFBTJOH 5
 TJHOBMMJOH UIF DSPTTPWFS GSPN HMBTTZ UP
QMBTUJD DSFFQ <��> BOE UIF BQQSPBDI UP UIF JSSFWFSTJCJMJUZ MJOF�

"U JOUFSNFEJBUF 5 	CFUXFFO ∼�� , BOE ∼�� ,

 UIFSF
BSF CBTJDBMMZ UISFF UZQFT PG 4	5
 DVSWFT� .BOZ TBNQMFT
FYIJCJU B MBSHF 5�JOEFQFOEFOU AQMBUFBV� BSJTJOH GSPN UIF
HMBTTZ �% DPMMFDUJWF QJOOJOH SFHJNF PG WPSUFY CVOEMFT <��>

4 ∼ <µMO	U�U�
>−�
 XIFSF U� JT B NJDSPTDPQJD BUUFNQU UJNF�
&YBNQMFT GPS UIJT CFIBWJPS BSF TFFO JO TBNQMFT " BOE & JO
àHVSF �
 CPUI PG XIJDI IBWF QJOOJOH EPNJOBUFE CZ SBOEPN
EJTUSJCVUJPOT PG QPJOU EFGFDUT PS TNBMM DMVTUFST
 BMUIPVHI UIF
EFOTJUZ PG TVDI EFGFDUT JT GBS HSFBUFS JO & UIBO JO "� 5IF TFDPOE
DBUFHPSZ DPOTJTUT PG TBNQMFT XJUI $%T
 XIJDI EFWFMPQ B NBY�
JNVN JO 4	5
 BU JOUFSNFEJBUF 5 BSJTJOH GSPN UIF FYQBOTJPO
PG EPVCMF LJOLT <��
 ��
 ��
 ��
 ��>� *O UIF DBTF PG QFSGFDUMZ
QBSBMMFM $%T
 JOJUJBM EPVCMF�LJOL FYQBOTJPO TIPVME OPU CF
HMBTTZ <��> 	CFDBVTF UIF LJOLT IBWF àOJUF TJ[FT
 BOE TIPVME

UVSO HMBTTZ XJUI B MPX µ ∼ ��� 	BU MPX )
 BT + EFDSFBTFT
<��
 ��
 ��
 ��
 ��>� 5IF SFTVMU JT B WFSZ MBSHF 4	5
 QFBL BT JO
UIF DBTF PG UIF TJOHMF DSZTUBM $
 XIFSF $%T XJUI OFHMJHJCMF
TQMBZ XFSF QSPEVDFE CZ WFSZ FOFSHFUJD IFBWZ�JPOT 	� (F7"V

<��>� " OVNCFS PG TUSBUFHJFT DBO CF VTFE UP SFEVDF UIF IFJHIU PG
UIF UFDIOPMPHJDBMMZ VOEFTJSBCMF 4	5
 QFBL CZ NPEFSBUJOH UIF
EPVCMF�LJOLT FYQBOTJPO� 5IF àSTU PQUJPO JT UP JOUSPEVDF TQMBZ
BNPOH UIF $%T <��
 ��> UP HFPNFUSJDBMMZ DPOTUSBJO UIF LJOLT
QSPQBHBUJPO� "O FYBNQMF PG UIJT TJUVBUJPO JT SFBMJ[FE JO TBNQMF
#
 B TJOHMF DSZTUBM XJUI TQMBZFE $%T QSPEVDFE CZ MFTT FOFS�
HFUJD JPOT 	��� (F7 4O
� 5IF EPVCMF LJOLT QFBL JT TUJMM DMFBSMZ
WJTJCMF
 CVU JU JT TNBMMFS UIBO JO "� 5IF TFDPOE PQUJPO JT UIF
JODPSQPSBUJPO PG MPDBMJ[FE EFGFDUT JO CFUXFFO UIF $%T <��> UP
QJO UIF LJOLT� 4BNQMF '
 B àMN HSPXO CZ 1VMTFE -BTFS %FQPT�
JUJPO DPOUBJOJOH TQMBZFE TFMG�BTTFNCMFE #B;S0� OBOPSPET BT
XFMM BT SBOEPNMZ EJTUSJCVUFE OBOPQBSUJDMFT
 JT BO FYBNQMF PG
DPNCJOJOH CPUI TUSBUFHJFT
 BOE DPOTJTUFOUMZ UIF IFJHIU PG UIF
QFBL JT FWFO TNBMMFS UIBO JO #� 5IF UIJSE DBUFHPSZ PG 4	5

DVSWFT BSF .0% àMNT XJUI QJOOJOH EPNJOBUFE CZ SBOEPNMZ

�
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'JHVSF �� /PSNBMJ[FE áVY DSFFQ SBUF 	4 = EMO+D�MOU
 WT� UFNQFSBUVSF BU BO BQQMJFE NBHOFUJD àFME µ�) = � 5 QBSBMMFM UP UIF D BYJT
 GPS
TFWFSBM :#$0 TJOHMF DSZTUBMT
 UIJO àMNT BOE $$T
 TFF UFYU GPS EFUBJMT� %BUB GPS DSZTUBM " GSPN $JWBMF FU BM <��>
 EBUB GPS # BOE $ GPSN
$JWBMF FU BM <��>
 EBUB GPS ' GSPN .BJPSPW FU BM <��>�

EJTQFSTFE OBOPQBSUJDMFT <��
 ��
 ��>
 XIJDI FYIJCJU B NJOJNVN
JO 4	5
 BU MPX) BOE JOUFSNFEJBUF 5
 BT PVS QSJTUJOF àMN % 	UIF
NJOJNVN JT NPSF QSPOPVODFE BM MPXFS )
 TFF àHVSF � JO &MFZ
FU BM <��>�
� *O TFWFSBM QSFWJPVT TUVEJFT
 XF IBWF PCTFSWFE UIBU
JSSBEJBUJPO PG UIF .0% àMNT XJUI MJHIU QBSUJDMFT UIBU JOUSP�
EVDF QPJOU EFGFDUT BOE TNBMM DMVTUFST JODSFBTFT 4 BU MPX ) BOE
JOUFSNFEJBUF 5
 FMJNJOBUJOH UIF NJOJNVN BOE SFDPWFSJOH UIF
QMBUFBV 	TBNQMF &
 <��m��>�

'JOBMMZ
 DVSWF ( JO àHVSF � DPSSFTQPOET UP PVS DPNCJOFE�
JSSBEJBUJPO $$� 5IFTF EBUB TIPX UIF DIBSBDUFSJTUJD 4	5
 QFBL
EVF UP $%T
 CVU UIF IFJHIU JT TNBMMFS UIBO GPS TBNQMF #� 4JN�
JMBSMZ UP UIF DBTF PG TBNQMF '
 UIJT TUSPOHMZ SFEVDFE EPVCMF�
LJOL FYQBOTJPO
 XIJDI JT UFDIOPMPHJDBMMZ EFTJSBCMF
 JT EVF UP
UIF DPNCJOBUJPO PG UIF UXP GBDUPST EJTDVTTFE BCPWF
 OBNFMZ

$%T UIBU BSF TQMBZFE BOE JOIPNPHFOFPVT BMPOH UIFJS MFOHUI BT
XFMM BT UIF QSFTFODF PG Q�JSSBEJBUJPO JOEVDFE BEEJUJPOBM EFGFDUT
UP QJO UIF LJOLT�

'JHVSF � TIPXT 4	5
 DVSWFT GPS UIF DPNCJOFE JSSBEJBUJPO
TBNQMF BU TFWFSBM àFMET
 BT XFMM BT UIF µ�) = � 5 DVSWF GPS
UIF QSJTUJOF àMN % TIPXO JO àHVSF � 	EBTIFE SFE DVSWF
� 5IF
EPVCMF�LJOL QFBL JT FYQFDUFE UP CF IJHIFTU BU UIF MPXFTU àFMET

XIFO WPSUFY�WPSUFY JOUFSBDUJPOT DBO CF OFHMFDUFE BOE FBDI
WPSUFY QJOOFE JO B $% IBT QMFOUZ PG OFBSCZ VOPDDVQJFE $%T
XIFSF LJOLT DBO QSPQBHBUF� 5IJT JT UIF DPOEJUJPO XIFSF UIF

JOJUJBM OPO�HMBTTZ BOE MBUFS HMBTTZ XJUI µ = ��� EZOBNJDT JT
FYQFDUFE <��
 ��
 ��
 ��
 ��
 ��>� *U IBT CFFO TIPXO <��> UIBU
TQMBZ TIPVME JODSFBTF UIF HMBTTZ FYQPOFOU UP µ ∼ ���
 UIVT
SFEVDJOH UIF IFJHIU PG UIF QFBL GSPN 4 ∼ <µMO	U�U�
>−� ∼����
UP ∼����� 6OGPSUVOBUFMZ
 UIFSF BSF OP UIFPSFUJDBM FTUJNBUFT GPS
µ JO UIF QSFTFODF PG MPDBMJ[FE EJTPSEFS JO CFUXFFO UIF $%T
 OPS
PG IPX CPUI FGGFDUT XPVME DPNCJOF� *O BOZ DBTF
 XF DBO UBLF
UIF NBYJNVN 4∼ ����� GPS µ�) = ��� 5 UP FTUJNBUF µ∼ ����
7PSUFY�WPSUFY JOUFSBDUJPOT XJMM TUJGGFO UIF MBUUJDF
 SFEVDJOH 4�
*OUFSBDUJPOT XJMM JODSFBTF XJUI JODSFBTJOH 5
 EVF UP UIF JODSFBTF
PG UIF USBOTWFSTF WPSUFY MPDBMJ[BUJPO MFOHUI BOE UIF QSPMJGFSB�
UJPO PG LJOLT
 QSPEVDJOH UIF PCTFSWFE EFDSFBTF JO 4	5
 XJUI
JODSFBTJOH 5 BGUFS JU QFBLT
 TFF àHVSFT � BOE �� *ODSFBTFT JO
) XJMM BMTP JODSFBTF UIF JOUFSBDUJPOT
 QSPEVDJOH UXP FGGFDUT�
UIF 4	5
 QFBL XJMM TIJGU UP MPXFS 5 BOE EFDSFBTF JO IFJHIU�
#PUI FYQFDUBUJPOT BSF DMFBSMZ PCTFSWFE JO àHVSF �� JO QBSUJD�
VMBS
 BT TIPXO JO UIF JOTFU
 UIF QFBL WBOJTIFT BCPWF #φ = � 5
XIFO BMM $%T BSF PDDVQJFE BOE JOEJWJEVBM WPSUFY EPVCMF
LJOL QSPQBHBUJPO TUPQT 	BOE BSF SFQMBDFE CZ WPSUFY CVOEMF
FYDJUBUJPOT
�

$PNQBSJTPO PG UIF µ�) = � 5 DVSWFT GPS UIF QSJTUJOF BOE
JSSBEJBUFE $$T JO àHVSF � 	DVSWFT % BOE (
 BOE àHVSF � TIPXT
UIBU UIFZ BSF TJNJMBS GPS 5 ≤ �� ,� 5IJT JT GVMMZ DPOTJTU�
FOU XJUI UIF PCTFSWBUJPO UIBU UIF EPVCMF JSSBEJBUJPO EPFT OPU

��
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'JHVSF �� /PSNBMJ[FE áVY DSFFQ SBUF 	4 = EMO+D�MOU
 WT� UFNQFSBUVSF BU TFWFSBM TUSFOHUIT PG BQQMJFE NBHOFUJD àFME 	)
 QBSBMMFM UP UIF D BYJT
GPS UIF $$ QJFDF PG UIJT TUVEZ� 5IF EBTIFE SFE DVSWF TIPXT UIF SFTVMU GPS B QSJTUJOF $$ 	TBNQMF % JO àHVSF �
 BU µ�) = � 5� *OTFU� )FJHIU PG
UIF SFMBYBUJPO QFBL BT B GVODUJPO PG )�

TJHOJàDBOUMZ BGGFDU +D BU MPX 5 BOE )
 BT EJTDVTTFE CFGPSF� *U
JT BMTP DMFBS UIBU UIF NJOJNVN JO 4	5
 BU ∼�� , BTTPDJBUFE
XJUI /1T
 XFMM EFWFMPQFE JO UIF QSJTUJOF TBNQMF
 EJTBQQFBST
BGUFS JSSBEJBUJPO� 5IJT JT DPOTJTUFOU XJUI PVS QSFWJPVT àOEJOH
UIBU
 GPS UIF 4	5
 NJOJNVN UP PDDVS
 /1T OPU POMZ IBWF UP
CF QSFTFOU
 UIFZ NVTU CF UIF EPNJOBOU QJOOJOH TPVSDF <��>�
'JOBMMZ
 JU JT XPSUI OPUJDJOH UIBU JO àHVSF �
 PVUTJEF UIF 5�)
SFHJPOT XIFSF UIF EZOBNJDT JT EPNJOBUFE CZ EPVCMF LJOLT PS
/1T
 BMM UIF 4	5
 )
 EBUB DPOWFSHFT JOUP B OBSSPX QMBUFBV BU
4 ∼ ����� 	MJHIU ZFMMPX CBOE
 DPSSFTQPOEJOH UP UIF ATUBOEBSE�
DPMMFDUJWF DSFFQ PG CVOEMFT 	µ ∼ ���

 BOE TVHHFTUJOH UIBU UIF
EZOBNJDT JT EPNJOBUFE CZ QPJOU BOE TNBMM�DMVTUFST EFGFDUT�

�� $PODMVTJPO

:#$0�CBTFE $$T DPOTUJUVUF UIF FYUSFNF DBTF PG UIF QSFTFOU
DBQBCJMJUZ UP DSFBUF BO FGGFDUJWF WPSUFY QJOOJOH MBOETDBQF�

4VDDFTTGVM OBOPFOHJOFFSJOH PG UIF EJTPSEFS UP QSPEVDF BOZ
GVSUIFS +D FOIBODFNFOU JT B IBSE NBUFSJBMT TDJFODF DIBMMFOHF
UIBU SFRVJSFT B EFFQ VOEFSTUBOEJOH PG UIF NBOZ CPEZ TZTUFN
GPSNFE CZ UIF JOUFSBDUJOH WPSUJDFT BOE UIF DPNQMFY EFGFDUT
TUSVDUVSF� 8F IBWF TIPXO UIBU UIF QFSGPSNBODF PG DPNNFS�
DJBM $$T XJUI BSUJàDJBM QJOOJOH DFOUFST 	DIFNJDBMMZ JODPS�
QPSBUFE TFDPOE�QIBTF OBOPQBSUJDMFT
 DBO CF GVSUIFS JNQSPWFE
CZ DPNCJOJOH JSSBEJBUJPOT XJUI TXJGU "V JPOT BOE GFX .F7
QSPUPOT
 XIJDI DSFBUF TQMBZFE
 OPO�VOJGPSN DPMVNOBS EFGFDUT
BOE B DPNCJOBUJPO PG QPJOU BOE TNBMM�DMVTUFS EFGFDUT
 SFTQFDU�
JWFMZ� 5IF SFTVMUJOH +DT TIPX TUSJLJOH TZOFSHJFT BOE BSF IJHIFS
UIBO UIPTF BDIJFWFE CZ BOZ PG UIF JOEJWJEVBM JSSBEJBUJPOT
 JO
QBSUJDVMBS JO UIF SFHJPO PG NBHOFUJD àFMET PG B GFX 5FTMB BOE
JOUFSNFEJBUF UFNQFSBUVSFT UIBU JT SFMFWBOU GPS BQQMJDBUJPOT� 5IF
FGGFDUJWFOFTT PG UIJT QJOOJOH MBOETDBQF JT B DPOTFRVFODF PG
UIF TZOFSHJTUJD QJOOJOH FGGFDUT BNPOH UIF EFGFDUT PG EJGGFSFOU
NPSQIPMPHZ BOE IJOUT UIBU FWFO GVSUIFS QFSGPSNBODF JNQSPWF�
NFOUT NBZ CF QPTTJCMF�

��
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"DLOPXMFEHNFOUT

1BSUJDMF JSSBEJBUJPO
 NFBTVSFNFOUT PG WPSUFY DSFFQ BOE NBH�
OFUJ[BUJPO IZTUFSFTJT BOE UIFJS BOBMZTJT XFSF TVQQPSUFE BT QBSU
PG UIF $FOUFS GPS &NFSHFOU 4VQFSDPOEVDUJWJUZ
 BO &OFSHZ
'SPOUJFS 3FTFBSDI $FOUFS GVOEFE CZ UIF 6�4� %FQBSUNFOU PG
&OFSHZ
 0GàDF PG 4DJFODF
 BOE 0GàDF PG #BTJD &OFSHZ 4DJ�
FODFT� "OHVMBS EFQFOEFOU NBHOFUPSFTJTUBODF NFBTVSFNFOUT
XFSF TVQQPSUFE CZ UIF 6� 4� %FQBSUNFOU PG &OFSHZ
 0GàDF
PG 4DJFODF
 #BTJD &OFSHZ 4DJFODFT
 .BUFSJBMT 4DJFODFT BOE
&OHJOFFSJOH %JWJTJPO� &MFDUSPO NJDSPTDPQZ XBT QFSGPSNFE JO
UIF &MFDUSPO .JDSPTDPQZ $FOUFS BU UIF $FOUFS GPS /BOPTDBMF
.BUFSJBMT
 B 6�4� %FQBSUNFOU PG &OFSHZ 0GàDF PG 4DJFODF
6TFS 'BDJMJUZ VOEFS $POUSBDU /P� %&�"$�����$)������ 4� &�
BDLOPXMFEHFT TVQQPSU GSPN UIF /BUJPOBM 4DJFODF 'PVOEBUJPO
VOEFS (SBOU /P� ������� 	NBOVTDSJQU QSFQBSBUJPO
�

03$*% J%T

, + ,JIMTUSPNB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
( (IJHPB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
' -BWJBOPB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
. -FSPVYB IUUQT���PSDJE�PSH�������������������9

3FGFSFODFT

<�> .BMP[FNPGG " 1 ���� "OOV� 3FW� .BUFS� 3FT� �� ���
<�> 4IJPIBSB :
 5BOFEB 5 BOE :PTIJ[VNJ . ���� +QO� +� "QQM�

1IZT� �� ������ 1BSU �
<�> 0CSBEPST 9 BOE 1VJH 5 ���� 4VQFSDPOE� 4DJ� 5FDIOPM� ��

������
<�> 8FJKFST ) 8 FU BM ���� *&&& 5SBOT� "QQM� 4VQFSDPOE� �� �
<�> 4FOBUPSF $
 "MFTTBOESJOJ .
 -VDBSFMMJ "
 5FEJPTJ 3
 6HMJFUUJ %

BOE *XBTB : ���� 4VQFSDPOE� 4DJ� 5FDIOPM� �� ������
<�> ,SBNFS % ���� 1IZT� 5PEBZ �� ��
<�> 'PMUZO 4 3
 $JWBMF -
 .BD.BOVT�%SJTDPMM + -
 +JB 2 9


.BJPSPW #
 8BOH ) BOE .BMFZ . ���� /BU� .BUFS� � ���
<�> .BD.BOVT�%SJTDPMM + -
 'PMUZO 4 3
 +JB 2 9
 8BOH )


4FSRVJT "
 $JWBMF -
 .BJPSPW #
 )BXMFZ . &
 .BMFZ . 1
BOE 1FUFSTPO % & ���� /BU� .BUFS� � ���

<�> )BVHBO 5
 #BSOFT 1 /
 8IFFMFS 3
 .FJTFOLPUIFO ' BOE
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