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1 I N T R O D U C TI O N

A g e n e r al  p r oj e cti v e c a m e r a i s a r a n k t h r e e  m at ri x i n
R 3 4 .  Gi v e n a c a m e r a a r r a n g e m e nt A ¼ ð A 1 ; . . . ; An Þ,

t h e i m a g e f o r m ati o n  m a p

’ A : P 3
R K ðP 2

R Þ n ;

s e n d s a  h o m o g e ni z e d  w o rl d  p oi nt q 2 P 3
R t o it s i m a g e s

ðp 1 ¼ A 1 q ; . . . ; p n ¼ A n q Þ 2 ðP 2
R Þ n .  T h e it h c o p y of P 2

R i n

t h e c o d o m ai n of ’ A i s t h e  h o m o g e ni z e d i m a g e  pl a n e of c a m-

e r a i.  T h e  u ni q u e  p oi nt c i 2 P 3
R i n t h e k e r n el of A i i s t h e f o c al

p oi nt of c a m e r a i.  T h e  m a p ’ A i s  d e fi n e d at all  p oi nt s i n P 3
R

e x c e pt at t h e f o ci c 1 ; . . . ; c n .  T ri g g s c all e d ’ A ðP 3
R Þ t h e j oi nt

i m a ge [ 1] a n d  H e y d e n- Ast r €o m c all it t h e n at ur al des cri pt or [ 2].

W e a r e i nt e r e st e d i n st u d yi n g t h e c o m pl et e s et of  p ol y n o-

mi al s t h at v a ni s h o n ’ A ðP 3
R Þ.

D e fi niti o n 1. 1. Gi ve n a set S P d 1
C , t he c olle cti o n of all p ol y-

n o mi als i n C ½x 1 ; . . . ; xd t h at v a nis h o n S is a h o m o ge ne o us
i de al, k n o w n as t he v a ni s hi n g i d e al of S , a n d de n ote d as IðS Þ.
T he v ariet y V ðIðS ÞÞ is t he t he s m allest c o m ple x pr oje cti ve v ari-
et y t h at c o nt ai ns S , k n o w n as t he Z a ri s ki cl o s u r e of S .

W e r ef e r t h e r e a d e r t o [ 3] f o r t h e b a si c s o n i d e al s a n d
v a ri eti e s. I n t hi s  p a p e r  w e  will b e i nt e r e st e d i n t h e v a ni s hi n g
i d e al of t h e j oi nt i m a g e ’ A ðP 3

R Þ.

D e fi niti o n 1. 2. T he m ulti vi e w i d e al of A , de n ote d M A , is t he
v a nis hi n g i de al of ’ A ðP 3

R Þ i n C ½p 1 ; . . . ; pn w here p i ¼ ð x i;
y i ; zi Þ are t he c o or di n ates o n t he it h c o p y of P 2

C .  T he  Z aris ki cl o-
s ure of ’ A ðP 3

R Þ i n ðP 2
C Þ n is t he c o m ple x pr oje cti ve v ariet y

V ðM A Þ,  w hi c h  we c all t he m ulti vi e w v a ri et y of A .

T h e t e r mi n ol o g y m ulti vie w i de al a n d m ulti vie w v ariet y
c o m e s f r o m [ 4]. F oll o wi n g  T ri g g s [ 1],  T r a g e r et al. r ef e r t o
t h e  m ulti vi e w v a ri et y a s t h e j oi nt i m a ge v ariet y.

St a rti n g  wit h t h e s e mi n al  w o r k of  L o n g u et- Hi g gi n s [ 5],
r e s e a r c h e r s h a v e st u di e d v a ri o u s s y st e m s of  p ol y n o mi al s
t h at v a ni s h o n ’ A ðP 3

R Þ. I n t h e c o m p ut e r vi si o n lit e r at u r e t h e s e
e q u ati o n s a r e k n o w n a s m ulti vie w c o nstr ai nts [ 2], [ 6], [ 7], [ 8],
[ 9].  O b vi o u sl y, t h e i d e al s g e n e r at e d b y t h e s e s y st e m s of  p ol y-
n o mi al s a r e c o nt ai n e d i n M A .  H o w e v e r, t h e r e h a s n’t b e e n
m u c h  di s c u s si o n of  w h et h e r t h e s e  p ol y n o mi al s g e n e r at e M A

si n c e t h e f o c u s of all t h e s e  p a p e r s h a s b e e n o n t h e  m ulti vi e w
v a ri et y a n d n ot it s v a ni s hi n g i d e al.  T h e ai m of t hi s  p a p e r i s t o
p r o vi d e a c o m pl et e  d e s c ri pti o n of t h e  m ulti vi e w i d e al a n d
st u d y it s r el ati o n s hi p t o t h e a b o v e s et s of  p ol y n o mi al s.

It c a n b e  dif fi c ult t o  d et er mi n e t h e v a ni s hi n g i d e al of a v ari-
et y.  H o w e v e r, t h e r e a r e v ari o u s a d v a nt a g e s t o k n o wi n g it.  T o
b e a bl e t o  d o a n y c o m p ut ati o n s  wit h a v ari et y or t o st u d y it s
st r u ct ur e  u si n g al g e br a,  w e n e e d a  d e s c ri pti o n i n t er m s of  p ol-
y n o mi al s a n d t h e v a ni s hi n g i d e al i s t h e o pti m al al g e br ai c
d e s c ri pti o n.  T hi s  m a nif e st s it s elf i n a n u m b er of  w a y s.

T h e s et of all  p ol y n o mi al f u n cti o n s o n X i s pr e ci s el y
C ½x 1 ; . . . ; xd = I ðX Þ, k n o w n a s t h e c o or di n at e ri n g of X . I n p ar-
ti c ul ar, a p ol y n o mi al g v a ni s h e s o n X if a n d o nl y if g b el o n g s t o

IðX Þ.  K n o wl e d g e of a g e n er ati n g s et f g 1 ; . . . ; gk g of IðX Þ al s o

i nf or m s  u s a b o ut t h e l o c al str u ct ur e of X , si n c e a  p oi nt x 2 X i s
s m o ot h if a n d o nl y if t h e J a c o bi a n  m atri x ð @ g i

@ x j
Þ h a s r a n k e q u al t o

t h e c o di m e n si o n of X .  M or e g e n er all y, if X P d 1
C i s a  pr oj e c-

ti v e v ari et y t h e n IðX Þ c arri e s all t h e g e o m etri c i nf or m ati o n
a b o ut X all o wi n g al g e br a ( a n d al g e br ai c al g orit h m s) t o i nf er
g e o m etri c  pr o p erti e s of X . F or e x a m pl e, t h e  di m e n si o n a n d
d e gr e e of X c a n b e r e a d off fr o m t h e Hil bert p ol y n o mi al of IðX Þ
w hi c h al s o c arri e s  m a n y  m or e s o p hi sti c at e d i n v ari a nt s of X .
S e e [ 3] f or all t h e a b o v e.

I n  m ulti vi e w g e o m et r y,  m a n y e sti m ati o n  p r o bl e m s c a n
b e  p h r a s e d a s  p ol y n o mi al o pti mi z ati o n  p r o bl e m s o v e r v a ri-
eti e s [ 4], [ 1 0]. I n  p a rti c ul a r, t h e t ri a n g ul ati o n  p r o bl e m  u n d e r
G a u s si a n n oi s e a m o u nt s t o  p r oj e cti n g a  p oi nt o nt o t h e  m ul-
ti vi e w v a ri et y [ 1 1].

I n g e n e r al,  p ol y n o mi al o pti mi z ati o n o n a v a ri et y X R n

b oil s  d o w n t o c e rtif yi n g t h e n o n- n e g ati vit y of a  p ol y n o mi al
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f o n X b y e x p r e s si n g it a s a s u m- of- s q u a r e s ( s o s)  m o d ul o a n
i d e al J v a ni s hi n g o n X [ 1 2].  T hi s  m e a n s  fi n di n g a s o s  p ol y-

n o mi al s ¼
P

p 2
i s u c h t h at f s li e s i n J .  T hi s e x p r e s si bilit y

i s  m a xi mi z e d, a n d t h e al g o rit h m s t e r mi n at e i n t h e l o w e st
p o s si bl e  d e g r e e,  w h e n J ¼ IðX Þ.  W e ill u st r at e t hi s o n a v e r y
s m all e x a m pl e.

E x a m pl e 1. 3. T h e  p ol y n o mi al x þ 1 i s n o n- n e g ati v e o n

X ¼ f 0 g R .  T h e i d e al hx 2 i c ut s o ut X b ut IðX Þ ¼ h x i.

N o w ðx þ 1 Þ 1 2 h x i all o wi n g s ¼ 1 a s t h e s o s c e rti fi c at e.

O n t h e ot h e r h a n d, if x þ 1 s 2 h x 2 i t h e n s h a s t o h a v e

d e g r e e at l e a st 2; f o r i n st a n c e ðx þ 1 Þ ð1 þ 1
2 x Þ 2 2 h x 2 i.

T h e a b o v e  p h e n o m e n o n c a n h a v e a  m aj o r i m p a ct o n t h e
n u m b e r of r o u n d s of c o n v e x r el a x ati o n s n e e d e d t o s ol v e a
p ol y n o mi al o pti mi z ati o n  p r o bl e m s u c h a s t h e  w ell- k n o w n
L asserre/s os hier ar c hies [ 1 3], [ 1 4],  w h e r e e a c h r o u n d l o o k s f o r
s o s c e rti fi c at e s of a  fi x e d  d e g r e e  wit h  d e g r e e s i n c r e a si n g
m o n ot o ni c all y  wit h r o u n d s. I n e a c h r o u n d t h e s e mi d e fi nit e
p r o g r a m b ei n g s ol v e d i s of si z e O ðn d Þ ,  w h e r e n i s t h e n u m-
b e r of v a ri a bl e s a n d d i s  d e g r e e i n t h at r o u n d.  A s a r e s ult, i n
m a n y c a s e s o nl y t h e  fi r st r o u n d  m a y b e c o m p ut ati o n all y f e a-
si bl e a n d h a vi n g a c c e s s t o IðX Þ c a n  m a k e t h e  diff e r e n c e
b et w e e n t h e  p r o bl e m b ei n g t r a ct a bl e o r n ot.

T h e r e st of t h e  p a p e r i s st r u ct u r e d a s f oll o w s.  Aft e r a b ri ef
di s c u s si o n of t h e n ot ati o n  u s e d i n t hi s  p a p e r  w e b e gi n i n
S e cti o n 2 b y i nt r o d u ci n g a f a mil y of i d e al s a s s o ci at e d  wit h
e v e r y c a m e r a a r r a n g e m e nt A w hi c h  w e c all t h e k -f o c al
i d e al s.  W e  d e s c ri b e h o w t h e s e i d e al s b e h a v e  u n d e r c h a n g e
of c o o r di n at e s, a n d  di s p el t h e  p o p ul a r  m yt h t h at,  u n d e r a
c h a n g e of i m a g e c o o r di n at e s, k -f o c al  p ol y n o mi al s g o t o
k -f o c al  p ol y n o mi al s. I n S e cti o n 3,  w e  p r o v e o u r  fi r st  m ai n
t h e o r e m ( T h e o r e m 3. 7), t h at t h e  w ell- k n o w n bif o c al ( e pi p o-
l a r c o n st r ai nt s) a n d t rif o c al  p ol y n o mi al s g e n e r at e M A w h e n
t h e c a m e r a f o ci i n A a r e  di sti n ct.  N e xt, i n S e cti o n 4,  w e c o n-
si d e r t h r e e  diff e r e nt t y p e s of  d et e r mi n a nt al  p ol y n o mi al s
p r o p o s e d t o c ut o ut t h e  m ulti vi e w v a ri et y b y  H e y d e n-
A st r €o m [ 2], F a u g e r a s et al. [ 7] a n d  M a et al. [ 9].  W e s h o w
t h at  w hil e t h e i d e al s t h e y g e n e r at e a r e all c o nt ai n e d i n M A ,
n o n e of t h e m a ct u all y c oi n ci d e  wit h M A .  W e e st a bli s h t h ei r
p r e ci s e al g e b r ai c r el ati o n s hi p  wit h M A . I n S e cti o n 5,  w e c o n-
si d e r t h e r el ati o n s hi p of t h e  m ulti vi e w i d e al t o bif o c al  p ol y-
n o mi al s a n d  p r o v e t h e al g e b r ai c a n al o g of t h e st at e m e nt
t h at t h e bif o c al  p ol y n o mi al s c ut o ut t h e  m ulti vi e w v a ri et y
w h e n t h e c a m e r a f o ci a r e n o n c o pl a n a r. I n S e cti o n 6,  w e
st u d y h o w t h e v a ri o u s i d e al s r el at e t o e a c h ot h e r  w h e n  w e
r e st ri ct o u r att e nti o n t o  fi nit e i m a g e s, i. e., e x cl u d e  p oi nt s at
i n fi nit y.  W e c o n cl u d e i n S e cti o n 7  wit h a s u m m a r y.

M a n y r e s ult s i n t hi s  p a p er r e q u ir e e x pli cit c o m p ut ati o n.  W e
r e c o m m e n d t h e r e a d er h a v e a c o p y of  M a c a ul a y 2 [ 1 5] ( or
e q ui v al e nt s y m b oli c al g e br a s oft w ar e) h a n d y.  T h e  M a c a ul a y 2
c o d e s f or o ur c o m p ut ati o n s c a n b e f o u n d at htt p s: / / sit e s. m at h.
w a s hi n gt o n. e d u / t h o m a s / p a p er s / M ulti vi e w _I d e al. zi p

1. 1  N ot ati o n

I n t h e r e st of t h e  p a p e r,  w e  will  u s e P t o  d e n ot e P C .  T h e i d e al
g e n e r at e d b y t h e  p ol y n o mi al s f 1 ; . . . ; fs will b e  d e n ot e d a s
hf 1 ; . . . ; fs i.

W e  will  u s e A f o r c a m e r a s a n d G f o r  m at ri c e s i n G L n . A
a n d G will  d e n ot e a r r a n g e m e nt s of c o r r e s p o n di n g  m at ri c e s.
B ol d, l o w e r- c a s e r o m a n l ett e r s  will b e  u s e d t o i n di c at e

v e ct o r s, a n d l o w e r- c a s e g r e e k l ett e r s  will b e  u s e d f o r f u n c-
ti o n s.  Gi v e n a  p a rti al s y m b oli c  m at ri x M , mi n o r s ðk;  M Þ will
d e n ot e t h e i d e al g e n e r at e d b y all k k mi n o r s of t h e  m at ri x
M .  T h e s y m b ol ½n d e n ot e s t h e s et f 1 ; . . . ; ng a n d ½n

m

d e n ot e s t h e s et of all si z e m s u b s et s of ½n .

2 T H E k - FO C A L ID E A L S  O F  A C A M E R A

A R R A N G E M E N T

L et p i b e t h e t u pl e of v a ri a bl e s ðx i ; yi ; zi Þ d e n oti n g t h e c o o r-
di n at e s a s s o ci at e d t o t h e  p r oj e cti v e  pl a n e P 2

R c o r r e s p o n di n g
t o t h e it h c a m e r a i m a g e.  W rit e p ¼ ð p 1 ; . . . ; pn Þ, a n d c o n-
si d e r t h e  p a rti all y s y m b oli c  m at ri x

Að p Þ :¼

A 1 p 1

A 2 p 2

..

. . .
.

A n p n

2

6
6
6
4

3

7
7
7
5

: (1 )

L et Að p Þ d e n ot e t h e e v al u ati o n of Að p Þ at p ¼ p . If

p :¼ ð p 1 ; . . . ; p n Þ 2 ’ A ðP 3
R Þ t h e n t h e r e e xi st s s o m e q 2 P 3

R

a n d s c al a r s i 2 R s u c h t h at A i q ¼ i p i f o r all i ¼ 1 ; . . . ; n.

T h e r ef o r e, Að p Þ h a s a n o n-t ri vi al k e r n el si n c e it c o nt ai n s t h e

p oi nt ðq ; 1 ; . . . ; n Þ, a n d  h e n c e t h e  m a xi m al  mi n o r s of

Að p Þ,  w hi c h a r e  p ol y n o mi al s i n p 1 ; . . . ; pn , v a ni s h o n p .

Si n c e p w a s a r bit r a r y, t h e s e  m a xi m al  mi n o r s v a ni s h o n all

of ’ A ðP 3
R Þ a n d o n t h e  m ulti vi e w v a ri et y.  T h e r ef o r e

mi n o r s ð4 þ n; Að p ÞÞ  M A :

I n t hi s s e cti o n,  w e  d e s c ri b e f u rt h e r  mi n o r s of Að p Þ a n d
t h e i d e al s t h e y g e n e r at e,  w hi c h  will  pl a y a n i m p o rt a nt r ol e
i n t h e  d e s c ri pti o n of M A .

D e fi niti o n 2. 1. F or a s u bset s ¼ f s 1 ; . . . ; s k g ½n w here
k 2 , c o nsi der t he p arti all y s y m b oli c  m atri x

A s ð p Þ ¼

A s 1
p s 1

0 . . .  0

A s 2
0 p s 2

. .
.

0

..

. ..
. . .

. . .
. ..

.

A s k
0 . . .  0 p s k

0

B
B
B
B
@

1

C
C
C
C
A

; (2 )

of si ze 3 k ð4 þ k Þ.  A  m a xi m al ð4 þ k Þ ð4 þ k Þ mi n or of

A s ðp Þ is c alle d a k -f o c al  p ol y n o mi al of A .  T he k -f o c al i d e al

of A , H k
A , is t he i de al s u m

H k
A ¼

X

s 2
½n
k

mi n o r s ð4 þ k; A s ðp ÞÞ:

T r a g e r et al. al s o st u d y t h e k -f o c al  p ol y n o mi al s a n d r ef e r
t o t h e m a s k -li ne arities [ 1 6], [ 1 7].  N ot e t h at e v e r y k -f o c al
p ol y n o mi al i s  m ultili n e a r a n d of t ot al  d e g r e e k . S u c h a
mi n o r i n v ol v e s c h o o si n g 4 þ k r o w s of A s ðp Þ, a n d b y a
pi g e o n h ol e a r g u m e nt, at  m o st f o u r c a m e r a s  m a y c o nt ri b ut e
m o r e t h a n o n e r o w t o t h e  mi n o r  w h e n k > 4 . I n d e e d, if
m o r e t h a n f o u r c a m e r a s c o nt ri b ut e d at l e a st t w o r o w s e a c h,
t h e n at l e a st 1 0 r o w s a r e a c c o u nt e d f o r,  w hi c h l e a v e s at
m o st k 6 r o w s t o t a k e f r o m t h e r e m ai ni n g k 5 c a m e r a s.
S o at l e a st o n e c a m e r a  will b e l eft o ut e nti r el y  w hi c h  m e a n s
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t h at t h e s u b m at ri x of t h at 4 þ k mi n o r h a s a z e r o c ol u m n
a n d t h e  mi n o r i s z e r o.

A  u s ef ul f a ct f o r  u s  will b e t h at f o r t w o  p o siti v e i nt e g e r s
l > k 2 , t h e r e i s a si m pl e  w a y t o “ b u m p  u p ” a k -f o c al
p ol y n o mi al t o a n l-f o c al  p ol y n o mi al b y  m ulti pl yi n g t h e
k -f o c al  p ol y n o mi al  wit h a  m o n o mi al.

L e m m a 2. 2. S u p p ose f is a k -f o c al p ol y n o mi al fr o m c a mer as

s ¼ f s 1 ; . . . ; s k g ½n w here k 2 . F or a n y l > k c a mer as

t ¼ f s 1 ; . . . ; s k ; t 1 ; . . .; t l k g , t here is a l-f o c al p ol y n o mi al g

s u c h t h at ð
Q l k

i¼ 1 w t i
Þ f ¼ g f or a n y c h oi ce of v ari a bles

w t i
2 f x t i

; yt i
; zt i

g , o ne f or e a c h c a mer a.

Pr o of. A d d t h e r o w a n d c ol u m n a s s o ci at e d t o c o o r di n at e
w t i

t o A s ð p Þ f o r t 1 ; . . .; t l k a s f oll o w s:

A s 1
p s 1

. . .  0  0 . . .  0

..

. ..
. . .

. ..
. ..

. . .
. ..

.

A s k
0 . . . p s k

0 . . .  0
ðA t 1

Þ w t 1
0 . . .  0 w t 1

. . .  0

..

. ..
. . .

. ..
. ..

. . .
.

0
ðA t l k

Þ w t l k
0 . . .  0  0 . . . w t l k

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

T a ki n g t h e  d et e r mi n a nt of t hi s  m at ri x yi el d s t h e l-f o c al

p ol y n o mi al g ¼ ð
Q l k

i¼ 1 w t i Þ f . tu

C o m bi ni n g t h e a b o v e f a ct s  w e g et t h at a n y l-f o c al  p ol y-

n o mi al f o r l > 4 i s of t h e f o r m ð
Q l k

i¼ 1 w t i Þ f w h e r e f i s a

k 4 f o c al  p ol y n o mi al.  T hi s i s a g e n e r ali z ati o n of  P r o p o si-

ti o n 2 i n [ 1 6] t h at s h o w e d t h at e v e r y n -f o c al  p ol y n o mi al i s a

m o n o mi al  m ulti pl e of a k -f o c al  p ol y n o mi al f o r k 4 . A s a

r e s ult,  w e  will  p ri m a ril y f o c u s o n t h e i d e al s H 2
A , H 3

A , a n d

H 4
A , c all e d t h e bif o c al , trif o c al, a n d q u a drif o c al i de als of A .

A cl o s e r l o o k at H 2
A r e v e al s t h at it i s t h e i d e al g e n e r at e d

b y t h e n
2 e pi p ol a r c o n st r ai nt s, si n c e A f i; jg i s a 6 6 m at ri x,

w h o s e  d et e r mi n a nt i s t h e e pi p ol a r c o n st r ai nt b et w e e n

i m a g e s i a n d j .  B y  L e m m a 2. 2, H 3
A c o nt ai n s t h e b u m p e d  u p

v e r si o n of H 2
A a n d f o r e v e r y t ri pl et of i m a g e s f i; j; kg , t h e 2 7

t rif o c al s i m pli e d b y t h e t h r e e t rif o c al t e n s o r s r el ati n g t h e m.

A n d  fi n all y, H 4
A c o nt ai n s t h e b u m p e d  u p v e r si o n s of H 2

A

a n d H 3
A a n d t h e 8 1 q u a d rif o c al s i m pli e d b y t h e q u a d rif o c al

t e n s o r.  T h e f a ct t h at  w e o nl y n e e d t o st u d y H 2
A , H 3

A , a n d H 4
A

li n e s  u p  wit h t h e  w ell k n o w n f a ct i n  m ulti vi e w g e o m et r y

t h at  w h e n st u d yi n g n - vi e w c o n st r ai nt s, o n e o nl y n e e d s t o

st u d y t h e e pi p ol a r  m at ri x, t h e t rif o c al t e n s o r a n d t h e q u a d ri-

f o c al t e n s o r. S e e  C h a pt e r 1 7 i n t h e b o o k b y  H a rtl e y  &

Zi s s e r m a n [ 8] f o r e x pli cit c o m p ut ati o n s of t h e g e n e r at o r s of

H 2
A ; H3A ; a n d H 4

A a n d t h ei r  hi st o r y.

I n t h e r e m ai n d e r of t hi s s e cti o n,  w e  will i n v e sti g at e h o w
k -f o c al i d e al s t r a n sf o r m  u n d e r c e rt ai n li n e a r t r a n sf o r m a-
ti o n s o n c a m e r a s. It i s  wi d el y k n o w n t h at, f r o m i m a g e  d at a,
t h e g e o m et r y of a c a m e r a a r r a n g e m e nt c a n o nl y b e  d et e r-
mi n e d  u p t o a n a r bit r a r y c h oi c e of P 3 c o o r di n at e s.  T hi s i s
r e fl e ct e d i n t h e f oll o wi n g l e m m a.

L e m m a 2. 3 ( Pr oj e cti v e  A m bi g uit y). S u p p ose G 2 G L 4 .
T he n f or a n y k , H k

A ¼ H k
A G w here A G ¼ ð A 1 G;  A 2 G; . . . ;

A k G Þ .

Pr o of. T hi s f oll o w s si n c e ð AG Þ s ð p Þ ¼ A s ð p Þdi a g ðG; I k Þ f o r
a n y k - el e m e nt s u b s et s ½n w hi c h i m pli e s t h at a n y
k -f o c al of A G diff e r s f r o m t h e s a m e k -f o c al of A b y a f a c-
t o r of d et ðG Þ 6 ¼ 0 . tu

F r o m t h e  p r o of of  L e m m a 2. 3,  w e s e e t h at a P 3 c o o r di n at e
c h a n g e t h at s e n d s q 7 !G q m a p s k -f o c al s t o k -f o c al s,  pi c ki n g
u p o nl y a s c al a r f a ct o r d et G 6 ¼0 .  W e  will n o w s e e t h at
c h a n g e of c o o r di n at e s o n t h e i m a g e  pl a n e s P 2 aff e ct t h e
k -f o c al s i n a  m o r e s u btl e  w a y.

L et G ¼ ð G 1 ; . . . ; Gn Þ 2 ðG L 3 Þ
n b e a s e q u e n c e of i n v e rti bl e

m at ri c e s a n d c o n si d er t h e c a m er a ar r a n g e m e nt G A :¼
ðG 1 A 1 ; . . . ; Gn A n Þ o bt ai n e d f r o m a gi v e n ar r a n g e m e nt A b y

l eft- m ulti pl yi n g A i wit h G i .  N ot e t h at t h e f o c al  p oi nt of t h e

c a m er a A i i s t h e s a m e a s t h e f o c al  p oi nt of t h e c a m er a G i A i .

Si n c e p i ¼ ð x i ; yi ; zi Þ, w e d e n ot e t h e ri n g C ½x 1 ; y1 ; z1 ; . . . ;

x i ; yi ; zi ; . . . ; xn ; yn ; zn b y C ½p 1 ; . . . ; pn a n d a  p ol y n o mi al i n

it b y f ðp 1 ; . . . ; pn Þ.  T h e s e q u e n c e G i n d u c e s a c a m er a- wi s e li n-

e ar c h a n g e of c o o r di n at e s x G o n C ½p 1 ; . . . ; pn b y s e n di n g

x G :
x i

y i

z i

0

@

1

A 7 !G 1
i

x i

y i

z i

0

@

1

A : (3 )

N ot e t h at t hi s a m o u nt s t o a c h a n g e of c o o r di n at e s i n t h e
i m a g e  pl a n e s P 2 of t h e c a m e r a s i n A .  L et G 1 p d e n ot e

x G ðp Þ ¼ ð G 1
1 p 1 ; . . . ; G 1

n p n Þ. I n  w h at f oll o w s  w e  will al s o

n e e d t h e n ot ati o n G 1 :¼ ð G 1
1 ; . . . ; G 1

n Þ, G 1 A :¼ ð G 1
1 A 1

; . . . ; G 1
n A n Þ a n d x G 1 ðp i Þ ¼ G ip i .

T o a n al y z e t h e eff e ct of x G o n k -f o c al i d e al s,  w e r e c all t h e
cl a s si c al  C a u c h y- Bi n et f o r m ul a, a  p r o of of  w hi c h c a n b e
f o u n d i n [ 1 8].

L e m m a 2. 4 ( C a u c h y- Bi n et). If A a n d B are re ct a n g ul ar
m atri ces of si ze m n a n d n m , res pe cti vel y,  w here m n ,
t he n t he deter mi n a nt of t he s q u are  m atri x A B is

d et ðA B Þ ¼
X

s 2 ½n
mð Þ

d et ðA ½:;s Þ d et ðB ½s ;: Þ;

w here : i n di c ates t h at all r o ws/ c ol u m ns are t a ke n.

L e m m a 2. 5. F or t he k -f o c al i de al H k
A , x G ð H k

A Þ ¼ H k
G A . Si mi-

l arl y, x G 1 ðH k
G A Þ ¼ H k

A .

Pr o of. W e  p r o v e t h e  fi r st st at e m e nt a n d t h e ot h e r f oll o w s
si mil a rl y.  W e  will s h o w t h at t h e k -f o c al i d e al of A ½k i s
s e nt t o t h e k -f o c al i d e al of ð G AÞ ½k .  T h e r e s ult t h e n f oll o w s
f o r t h e f ull k -f o c al i d e al H k

A b y s u m mi n g t h e k -f o c al i d e al s
of all A s a s s v a ri e s o v e r all k - s u b s et s of ½n .

R e c all t h at a k -f o c al  p ol y n o mi al of A ½k :¼ ð A 1 ; . . .; Ak Þ
i s a  m a xi m al  mi n o r of

A ½k ðp Þ ¼

A 1 p 1

A 2 p 2

..

. . .
.

A k p k

2

6
6
6
4

3

7
7
7
5

:

A p pl yi n g x G t o t hi s  m a xi m al  mi n o r i s t h e s a m e a s t a ki n g
t h e s a m e  m a xi m al  mi n o r of

A G A R W A L  E T  A L.: I D E A L S  O F  T H E  M U L TI VI E W  V A RI E T Y 1 2 8 1

A ut h ori z e d li c e n s e d u s e li mit e d t o: U ni v er sit y of W a s hi n gt o n Li br ari e s. D o w nl o a d e d o n J ul y 1 9, 2 0 2 1 at 2 3: 0 7: 2 5 U T C fr o m I E E E X pl or e.  R e stri cti o n s a p pl y.  



A ½k ðx G ðp ÞÞ  ¼

A 1 G 1
1 p 1

A 2 G 1
2 p 2

..

. . .
.

A k G 1
k p k

2

6
6
6
4

3

7
7
7
5

:

T h e c o r r e s p o n di n g k -f o c al  p ol y n o mi al of G A i s t h e s a m e
m a xi m al  mi n o r of

ð G AÞ ½k ðp Þ ¼ di a g ðG 1 ; . . .; Gk Þ A ½k ð p Þ: (4 )

T h e i d e al x G ðH k
A ½k

Þ i s g e n e r at e d b y t h e  m a xi m al  mi n o r s
of A ½k ðx G ðp ÞÞ,  n a m el y

d et ð A ½k ðG 1 p Þ ½s ;: Þ : s 2
½3 k

4 þ k
;

w hil e H k
ð G AÞ½k

i s g e n e r at e d b y t h e  m a xi m al  mi n o r s of

ð G AÞ ½k ðp Þ .  W e  n e e d t o s h o w t h at t h e s e i d e al s c oi n ci d e.

L et G d e n ot e t h e bl o c k  di a g o n al  m at ri x  wit h bl o c k s

G 1 ; . . . ; Gn . A ð4 þ k Þ- mi n o r of ð G AÞ ½k ðp Þ i s t h e  d et e r mi-

n a nt of a s u b m at ri x  wit h 4 þ k r o w s i n d e x e d b y s o m e

t 2 ½3 k
4 þ k . S u c h a s u b m at ri x h a s t h e f o r m G t A ½k ðG 1 p Þ

w h e r e G t i s t h e s u b m at ri x of G c o n si sti n g of t h e r o w s of

G i n d e x e d b y t .  B y t h e  C a u c h y- Bi n et f o r m ul a

d et ðG t A ½k ðG 1 p ÞÞ

¼
X

s 2
½3 k
4 þ k

d et ððG t Þ ½:;s Þ d et ð A ½k ð G 1 p Þ ½s ;: Þ:

T hi s i m pli e s t h at d et ðG t A ½k ð G 1 p ÞÞ li e s i n t h e i d e al

x G ðH k
A ½k

Þ , a n d  h e n c e, H k
ð G AÞ ½k

x G ðH k
A ½k

Þ .

T h e r e v er s e c o nt ai n m e nt f oll o w s b y a p pl yi n g t h e s a m e

ar g u m e nt t o A ½k ð p Þ ¼ G 1 G A ½k ðp Þ a n d G A ½k ðp Þ w h er e

G 1 i s t h e bl o c k  di a g o n al  m atri x  wit h bl o c k s G 1
1 ; . . . ; G 1

k .

S u m mi n g o v e r all k c a m e r a s u b s et s, t h e r e s ult f oll o w s:

x G ðH k
A Þ ¼ x G

X

s 2
½n
k

H k
A s

0

B
@

1

C
A ¼

X

s 2
½n
k

x G ðH k
A s

Þ

¼
X

s 2
½n
k

H k
ð G AÞ s

¼ H k
G A :

tu

T hi s  p r o of s h o w s t h at, c o nt r a r y t o  p o p ul a r b eli ef, it i s n ot
t r u e t h at k -f o c al  p ol y n o mi al s g o t o k -f o c al  p ol y n o mi al s
u n d e r t h e c h a n g e of c o o r di n at e s gi v e n b y x G , b ut t h e i d e al s
d o a s i n  L e m m a 2. 5.

3 T H E M U L TI VI E W ID E A L

R e c all f r o m  D e fi niti o n 1. 2 t h at t h e  m ulti vi e w i d e al M A of t h e
c a m e r a a r r a n g e m e nt A i s t h e v a ni s hi n g i d e al of ’ A ðP 3

R Þ,

m e a ni n g t h at it i s t h e s et of all  p ol y n o mi al s i n C ½p 1 ; . . . ; pn

t h at v a ni s h o n ’ A ð P 3
R Þ . Si n c e ’ A ðP 3

R Þ i s a s u b s et of ðP 2
R Þ n , M A

i s, i n f a ct, g e n e r at e d b y  p ol y n o mi al s  wit h r e al c o ef fi ci e nt s.1

T h e c o m pl e x  p r oj e cti v e v a ri et y V ðM A Þ ðP 2 Þ n ,  w hi c h i s

t h e c o m pl e x  Z a ri s ki cl o s u r e of ’ A ðP 3
R Þ, i s t h e  m ulti vi e w v a ri-

et y of A .  O n e  mi g ht  w o n d e r if it i s b ett e r t o st u d y t h e r e al
Z a ri s ki cl o s u r e of ’ A ð P 3

R Þ a n d it s v a ni s hi n g i d e al si n c e c o m-
pl e x  p oi nt s i n t h e  m ulti vi e w v a ri et y  d o n ot h a v e a n y  p h y si-
c al  m e a ni n g, a n d h e n c e n o r el e v a n c e t o  m ulti vi e w
g e o m et r y.  H o w e v e r, o b s e r v e t h at if t h e r e al  Z a ri s ki cl o s u r e
w a s st ri ctl y s m all e r t h a n t h e s et of r e al  p oi nt s i n V ðM A Þ,
t h e n t h e r e  w o ul d b e a  p ol y n o mi al n ot i n M A t h at v a ni s h e s

o n ’ A ðP 3
R Þ,  w hi c h  w o ul d c o nt r a di ct t h at M A i s t h e v a ni s hi n g

i d e al of ’ A ðP 3
R Þ.  T h e r ef o r e, M A i s al s o t h e v a ni s hi n g i d e al of

t h e r e al  Z a ri s ki cl o s u r e of ’ A ðP 3
R Þ, a n d  h e n c e a re al r a di c al

i de al [ 1 9, S e cti o n 1 2. 5].
F u rt h e r, si n c e ’ A i s a  p ol y n o mi al  m a p a n d P 3

R i s i r r e d u c-
i bl e, V ðM A Þ i s a n i r r e d u ci bl e t h r e e- di m e n si o n al v a ri et y i n
ðP 2 Þ n .  H e n c e M A i s a pri me ( h o m o g e n e o u s) i d e al,  m e a ni n g
t h at if f g 2 M A t h e n eit h e r f o r g i s i n M A .

It  w a s s h o w n i n [ 4] t h at t h e bif o c al s, t rif o c al s a n d q u a drif o-
c al s of A f or m a u ni vers al  Gr €o b ner b asis of M A u n d er a c ert ai n
g e n e ri cit y a s s u m pti o n o n t h e c a m er a s.  T hi s  m e a n s t h at t hi s
c oll e cti o n of  p ol y n o mi al s f or m a Gr €o b ner b asis f o r M A wit h
r e s p e ct t o a n y t er m o r d er [ 3].  W e  will  u s e t hi s r e s ult t o e st a b-
li s h a g e n e r ati n g s et f or M A w h e n t h e c a m er a f o ci ar e  di sti n ct.

W e  fir st n ot e  w h at h a p p e n s t o M A u n d er t h e c h a n g e of c o or-
di n at e s x G d e fi n e d i n t h e  pr e vi o u s s e cti o n.  R e c all t h at x G s e n d s

a  p ol y n o mi al f ðp 1 ; . . . ; pn Þ 2 C ½p 1 ; . . . ; pn t o f ðG 1
1 p 1 ; . . . ;

G 1
n p n Þ.

L e m m a 3. 1. T he i m a ge of t he  m ulti vie w i de al M A u n der t he  m a p
x G is M G A , t he  m ulti vie w i de al of G A . i.e., x G ðM A Þ ¼ M G A .
Si mil arl y, x G 1 ðM G A Þ ¼ M A .

Pr o of. A g ai n,  w e  will  p r o v e t h at x G ðM A Þ ¼ M G A .  T h e  p r o of
t h at x G 1 ðM G A Þ ¼ M A i s si mil a r.

F r o m t h e  d e fi niti o n  w e s e e t h at a  p ol y n o mi al f ðp 1 ;
. . . ; pn Þ v a ni s h e s o n t h e  m ulti vi e w v ari et y V ðM A Þ if a n d
o nl y if f ðA 1 q ; . . . ; An q Þ ¼ 0 f or all q 2 P 3 n f c 1 ; . . . ; c n g ,
e q ui v al e ntl y, if a n d o nl y if

f ðG 1
1 ð G 1 A 1 q Þ; . . . ; G 1

n ðG n A n q ÞÞ  ¼ 0 ;

f o r all q 2 P 3 n f c 1 ; . . . ; c n g .  T h e  m ulti vi e w v a ri et y of G A
i s t h e  Z a ri s ki cl o s u r e of t h e  p oi nt s ðG 1 A 1 q ; . . . ; Gn A n q Þ
a s q v a ri e s o v e r P 3 n f c 1 ; . . . ; c n g .  T h e r ef o r e, f v a ni s h e s
o n V ðM A Þ if a n d o nl y if x G ðf Þ v a ni s h e s o n V ðM G A Þ.  T hi s
p r o v e s t h at x G ðM A Þ M G A .

T o  fi ni s h t h e  pr o of  w e n e e d t o ar g u e t h at if g ðp 1 ; . . . ;

p n Þ 2 M G A t h e n g ¼ x G ðf Þ f or s o m e f 2 M A .  A  p ol y n o mi al

g 2 M G A if a n d o nl y if g ðG 1 A 1 q ; . . . ; Gn A n q Þ ¼ 0 f or all

q 2 P 3 n f c 1 ; . . . ; c n g if a n d o nl y if g ðG 1 p 1 ; . . . ; Gn p n Þ ¼ 0

f or all ðp 1 ; . . . ; p n Þ 2 V ðM A Þ. D e fi n e g ðG 1 p 1 ; . . . ; Gn p n Þ ¼

: f 2 M A . T h e n x G ð f Þ ¼ g ðp 1 ; . . . ; pn Þ . tu

W e  will  u s e t h e r e s ult s o bt ai n e d s o f ar t o gi v e a n el e m e nt ar y
pr o of t h at t h e bif o c al s a n d trif o c al s g e n er at e t h e  m ulti vi e w
i d e al M A f or a n y arr a n g e m e nt A of c a m er a s  wit h p air wi s e  di s-
ti n ct f o ci.  A n i m p ort a nt t o ol  will b e tr a nsl ati o n al c a m er a s.

D e fi niti o n 3. 2. A c a mer a T is s ai d t o be tr a nsl ati o n al if its left
3 3 bl o c k is t he i de ntit y  m atri x, i.e., T ¼ ½ I t f or s o me
t 2 R 3 .

1. L et h ðx Þ ¼ f ðx Þ þ i gðx Þ b e a c o m pl e x  p ol y n o mi al,  w h e r e f ðx Þ a n d
g ðx Þ a r e r e al  p ol y n o mi al s.  T h e n if h ðx Þ v a ni s h o n a s et of r e al  p oi nt s,
t h e n s o  m u st f ðx Þ a n d g ðx Þ.
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L e m m a 3. 3. If T is a n arr a n ge me nt of tr a nsl ati o n al c a mer as,
t he n H 4

T H 3
T .

Pr o of. U si n g  M a c a ul a y 2, t hi s st at e m e nt c a n b e c h e c k e d f o r
n ¼ 4 t r a n sl ati o n al c a m e r a s  wit h f o ci r e p r e s e nt e d s y m b oli-

c all y a s ðti1 ; ti2 ; ti3 ; 1 Þ. F o r n 4 , si n c e H 4
T ¼

P
s 2

½n
4

H 4
T s

a n d H 3
T ¼

P
s 2

½n
3

H 3
T s

, t h e st at e m e nt f oll o w s. tu

W e n o w  u s e t r a n sl ati o n al c a m e r a s t o s h o w t h at t h e q u a d-
rif o c al s a r e n ot n e e d e d i n a g e n e r ati n g s et of M A .  T hi s i s
d o n e b y e xt e n di n g t h e r e s ult f o r t r a n sl ati o n al c a m e r a s t o
fi nit e c a m e r a s.  R e c all t h at a fi nite c a m e r a i s a c a m e r a  w h o s e
l eft 3 3 bl o c k i s i n v e rti bl e, o r e q ui v al e ntl y a c a m e r a  w h o s e
f o c al  p oi nt i s n ot a  p oi nt at i n fi nit y.  O b s e r v e t h at a n y  fi nit e
c a m e r a c a n b e o bt ai n e d b y  m ulti pl yi n g s o m e t r a n sl ati o n al
c a m e r a o n t h e l eft b y a n i n v e rti bl e 3 3 m at ri x.

C or oll ar y 3. 4. If A is a n y arr a n ge me nt of c a mer as, t he n

H 4
A H 3

A .

Pr o of. If A i s a n a r r a n g e m e nt of  fi nit e c a m e r a s, t h e n

A i ¼ G i ½I ti f o r s o m e G i 2 G L 3 .  T h e r ef o r e A ¼ G T w h e r e

T i s a n a r r a n g e m e nt of t r a n sl ati o n al c a m e r a s.  B y

L e m m a 3. 3, H 4
T H 3

T .  H e n c e,  L e m m a 2. 5 i m pli e s

H 4
A ¼ H 4

G T ¼ x G ðH 4
T Þ x G ðH 3

T Þ ¼ H 3
G T ¼ H 3

A :

F o r a n y f o u r c a m e r a s i n d e x e d b y s 2 ½n
4 , t h e r e e xi st s

s o m e G 2 G L 4 w hi c h t a k e s t h e f o ci of A s off of t h e  pl a n e at

i n fi nit y, i. e., s o t h at A s G i s a n a r r a n g e m e nt of  fi nit e c a m-

e r a s. I n v e rti n g t hi s P 3 - c o o r di n at e c h a n g e  d o e s n ot c h a n g e

i d e al c o nt ai n m e nt b y  L e m m a 2. 3.  T h e g e n e r al r e s ult f ol-

l o w s si n c e H 4
A ¼

P
s 2

½n
4

H 4
A s

P
s 2

½n
3

H 3
A s

¼ H 3
A : tu

T o g et t o o u r  m ai n r e s ult,  w e  will n e e d a r e s ult f r o m [ 4]
a b o ut c a m e r a a r r a n g e m e nt s A t h at a r e g e n e ri c i n t h e s e n s e
t h at all 4 4 mi n o r s of ½A >

1 A >
2 A >

n a r e  n o n- z e r o.  W e c all
s u c h a n A mi n or- ge neri c .

C or oll ar y 3. 5. S u p p ose A is  mi n or- ge neri c.  T he n M A ¼

H 2
A þ H 3

A .

Pr o of. T h e o r e m 2. 1 i n [ 4] s a y s t h at if A i s  mi n o r- g e n e ri c,
t h e n t h e bif o c al s, t rif o c al s a n d q u a d rif o c al s f o r m a  u ni v e r-
s al  G r €o b n e r b a si s of M A . I n  p a rti c ul a r, t hi s i m pli e s t h at

M A ¼ H 2
A þ H 3

A þ H 4
A .  T h e st at e m e nt i s t h e n i m m e di at e

f r o m  C o r oll a r y 3. 4. tu

Mi n o r- g e n e ri cit y i s a  p u r el y al g e b r ai c c o n diti o n o n c a m-
e r a a r r a n g e m e nt s.  T h e f oll o wi n g st at e m e nt,  w hi c h a p p e a r s
a s a b ri ef c o m m e nt i n [ 4]  wit h o ut  p r o of, gi v e s a g e o m et ri c
r ei nt e r p r et ati o n of t hi s c o n diti o n.

L e m m a 3. 6. If A is  mi n or- ge neri c, t he n t he f o ci of t he c a mer as i n
A are p air wise disti n ct.  C o n versel y, if t he c a mer as i n A h a ve
p air wise disti n ct f o ci, t he n t here e xist G i 2 G L 3 s u c h t h at G A
is  mi n or- ge neri c.

Pr o of. L et L i C 4 d e n ot e t h e t h r e e- di m e n si o n al r o w s p a n
of A i . If A i a n d A j h a v e t h e s a m e f o c al  p oi nt t h e n L i ¼ L j

a n d  h e n c e a n y f o u r of t h e si x r o w s of A i a n d A j a r e li n e-
a rl y  d e p e n d e nt a n d A i s n ot  mi n o r- g e n e ri c.  T hi s  p r o v e s
t h e  fi r st st at e m e nt.

N o w s u p p o s e t h e f o ci of c a m e r a s i n A a r e  p ai r wi s e
di sti n ct.  T hi s  m e a n s t h at t h e  pl a n e s L i a r e  p ai r wi s e  di s-
ti n ct. F o r a n y G i 2 G L 3 , t h e r o w s of G i A i f o r m a b a si s of
L i .  B y c h o o si n g G i a p p r o p ri at el y, t h e t h r e e r o w s of A i

c a n b e s e nt t o a n y c h oi c e of t h r e e li n e a rl y i n d e p e n d e nt
v e ct o r s i n L i .  W e  n e e d t o s h o w t h at t h e r e i s a c h oi c e of G i

s u c h t h at  n o f o u r r o w s f r o m t h e  m at ri c e s G i A i a r e li n e-
a rl y  d e p e n d e nt.

C o n si d e r t h e 3 n 4 m at ri x o bt ai n e d b y v e rti c all y
st a c ki n g t h e c a m e r a s i n A , a s a  p oi nt i n ðC 4 Þ 3 n ,  wit h c o o r-
di n at e s x i

kl r e p r e s e nti n g t h e ðk; l Þ- e nt r y of t h e it h c a m e r a.

W e  will i d e ntif y t hi s  p oi nt i n ðC 4 Þ 3 n wit h t h e c o r r e s p o n d-

i n g 3 n 4 m at ri x, a n d st a c k of n c a m e r a s, a n d c all all of

t h e m A .  L et Að x Þ d e n ot e t h e s y m b oli c 3 n 4 m at ri x  wit h

e nt ri e s x i
kl . F o r s 2 ½3 n

4 , l et d s d e n ot e t h e  d et e r mi n a nt of

t h e 4 4 s u b m at ri x of Að x Þ wit h r o w s i n d e x e d b y s .

T h e s e c ut o ut 3 n
4 q u a rti c  h y p e r s u rf a c e s V ðd s Þ i n ðC 4 Þ 3 n .

L et v i d e n ot e t h e  n o r m al of t h e h y p e r pl a n e L i C 4 .

I m p o s e li n e a r c o n diti o n s s a yi n g t h at t h e r o w s of Að x Þ,

n u m b e r e d 3 i; 3 i þ 1 ; 3 i þ 2 ,  d ot t o z e r o  wit h v i .  T h e s e 3 n

e q u ati o n s  d et e r mi n e a s u b s p a c e L i n ðC 4 Þ 3 n of  di m e n si o n

at l e a st 9 n ¼ 1 2 n 3 n .  T h e gi v e n  p oi nt A li e s i n L . W e

n e e d t o s h o w t h at t h e r e i s a c h oi c e of G 2 ð G L 3 Þ
n s u c h

t h at G A ( w hi c h a g ai n li e s i n L ) a v oi d s t h e  d et e r mi n a nt al

s u rf a c e s.  T hi s i s e q ui v al e nt t o  pi c ki n g a b a si s f o r e a c h L i

t h at st a c k t o g et h e r t o a B 2 L n
S

s V ðd s Þ.
W e  fi r st s h o w t h at L i s n ot c o nt ai n e d i n a n y V ðd s Þ b y

e x hi biti n g a  p oi nt i n L n V ðd s Þ f o r e a c h s . Si n c e at  m o st
f o u r c a m e r a s c a n b e i n v ol v e d i n a n y d s ,  w e  m a y a s s u m e
wit h o ut l o s s of g e n e r alit y t h at s i n v ol v e s o nl y r o w s of
t h e  fi r st f o u r c a m e r a s.  T h e r e a r e f o u r c a s e s t o c o n si d e r
d e p e n di n g o n h o w  m a n y r o w s t h e s e f o u r c a m e r a s c o n-
t ri b ut e t o s — t h e  p o s si biliti e s b ei n g ( 3, 1, 0, 0), ( 2, 2, 0, 0),
( 2, 1, 1, 0), a n d ( 1, 1, 1, 1). I n e a c h c a s e  w e  will  p r o d u c e a
B 2 L n V ðd s Þ.  A k e y o b s e r v ati o n i s t h at A i a n d A j h a vi n g
di sti n ct f o ci i m pli e s L i \ L j i s a  p r o p e r s u b s p a c e of b ot h
L i a n d L j f o r all i; j.  O u r st a rti n g  p oi nt i n e a c h c a s e b el o w
i s A 2 L w hi c h  w e  m o dif y t o t h e n e e d e d B b y r e pl a ci n g
t h e b a s e s of L i t h at  p r o vi d e t h e r o w s of A i .

C a s e 1. ( 3, 1, 0, 0):  M o dif y A t o B b y c h o o si n g a b a si s f o r L 2

t o b e t h e t h r e e r o w s of B 2 s o t h at  n o el e m e nt i n t hi s
b a si s li e s i n L 1 \ L 2 .  T h e n B d o e s  n ot v a ni s h o n d s .

C a s e 2. ( 2, 2, 0, 0):  C h o o s e a b a si s f o r L 1 s u c h t h at t h e t w o
r o w s v 1 ; v2 c o nt ri b uti n g t o s f r o m t h e  fi r st c a m e r a
a r e c h o s e n f r o m L 1 n L 2 .  T h e n L 2 \ S p a n f v 1 ; v2 g i s
a  p r o p e r s u b s p a c e of L 2 of  di m e n si o n at  m o st o n e.
T h e r ef o r e t a ki n g t w o li n e a rl y i n d e p e n d e nt v e ct o r s
v 3 ; v4 o ut si d e of t hi s s u b s p a c e a s t h e t w o r o w s
f r o m L 2 c r e at e s a B t h at  d o e s n ot v a ni s h o n d s .

C a s e 3. ( 2, 1, 1, 0):  C h o o s e a b a si s f o r L 1 s u c h t h at t h e t w o
c o nt ri b uti n g r o w s v 1 ; v2 f r o m t h e  fi r st c a m e r a li e i n
L 1 n ð L 2 [ L 3 Þ.  C h o o s e t h e r o w v 3 f r o m L 2 s u c h

t h at v 3 2 L 2 n ð S p a n f v 1 ; v2 g [ L 3 Þ,  w hi c h f o r c e s

L 3 \ S p a n f v 1 ; v2 ; v3 g t o b e a  p r o p e r s u b s p a c e of L 3 .

T a ki n g v 4 o ut si d e t hi s s u b s p a c e,  w e g et a  p oi nt

B 2 L at  w hi c h d s d o e s  n ot v a ni s h.
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C a s e 4. ( 1, 1, 1, 1):  C h o o s e v 1 2 L 1 n ð L 2 [ L 3 [ L 4 Þ, v 2 2 L 2 n
ð S p a n f v 1 g [ L 3 [ L 4 Þ, v 3 2 L 3 n ð S p a n f v 1 ; v2 g [ L 4 Þ,
a n d v 4 2 L 4 n ð S p a n f v 1 ; v2 ; v3 gÞ .  B y c o n st r u cti o n,
w e g et a  p oi nt i n L at  w hi c h d s d o e s  n ot v a ni s h.

T h e r ef o r e, L \ V ðd s Þ i s a  p r o p e r s u b v a ri et y of L f o r
e a c h s , a n d a g e n e ri c c h oi c e of G will  p ut G A  2 L nS

s V ð d s Þ . tu

W e  n ot e t h at A h a vi n g  di sti n ct f o ci  d o e s n ot i m pl y t h at A
i s  mi n o r- g e n e ri c.  A si m pl e e x a m pl e  w o ul d b e a n a r r a n g e-
m e nt of f o u r t r a n sl ati o n al c a m e r a s; t h e s u b m at ri x c o n si sti n g
of t h e f o u r  fi r st r o w s i n e a c h c a m e r a h a s z e r o  d et e r mi n a nt.
H o w e v e r, h a vi n g  di sti n ct f o ci all o w s t h e c a m e r a a r r a n g e-
m e nt t o b e  m a d e  mi n o r- g e n e ri c b y t h e a cti o n of a t u pl e G .
W e a r e n o w r e a d y t o  p r o v e t h e  m ai n t h e o r e m of t hi s s e cti o n.

T h e or e m 3. 7. Let A be a n arr a n ge me nt of c a mer as  wit h disti n ct
f o ci.  T he n M A ¼ H 2

A þ H 3
A .

Pr o of. B y  L e m m a 3. 6, t h e r e e xi st s G 2 ð G L 3 Þ
n s u c h t h at G A

i s  mi n o r- g e n e ri c.  T h e n, b y  C o r oll a r y 3. 5, M G A ¼ H 2
G A þ

H 3
G A .  T h e r ef o r e, b y  L e m m a s 3. 1 a n d 2. 5,  w e g et

M A ¼ x G 1 ðM G A Þ ¼ x G 1 ð H 2
G A Þ þ x G 1 ðH 3

G A Þ ¼ H 2
A þ H 3

A :

tu

P r o p o siti o n 5( 1) i n [ 1 6] s a y s t h at t h e H 2
A a n d H 3

A t o g et h e r

c ut o ut t h e  m ulti vi e w v a ri et y  w hi c h i m pli e s t h at H 2
A þ H 3

A

M A .  T h e o r e m 3. 7 s h o w s t h at t h e s e  p ol y n o mi al s al s o g e n e r-
at e t h e  m ulti vi e w i d e al  p r o vi di n g t h e a n al o g o u s i d e al-
t h e o r eti c st at e m e nt.

T h e o r e m 3. 7 i m p r o v e s o n  C o r oll a r y 2. 7 i n [ 4]  w hi c h
st at e s t h at  w h e n t h e f o ci of t h e c a m e r a s A i a r e i n li n e a rl y
g e n e r al  p o siti o n, t h e n M A i s g e n e r at e d b y t h e bif o c al s a n d
t rif o c al s.  T h e o r e m 3. 7 r e q ui r e s n o s o p hi sti c at e d c o n diti o n
o n t h e c a m e r a s b e y o n d t h e f o ci b ei n g  p ai r wi s e  di sti n ct.

C o n c a et al. [ 2 0] a n d  Li [ 2 1] al s o c o n si d e r t h e v a ni s hi n g
i d e al of t h e i m a g e of li n e a r  m a p f r o m a  p r oj e cti v e s p a c e t o a
p r o d u ct of  p r oj e cti v e s p a c e s. It i s s h o w n i n [ 2 0] t h at t hi s
i d e al i s  C a rt w ri g ht- St u r mf el s,  m e a ni n g t h at it s i niti al i d e al
i s r a di c al aft e r a g e n e ri c c h a n g e of c o o r di n at e s.  B ot h of t h e s e
w o r k s all o w f o r  p r oj e cti v e s p a c e s of a r bit r a r y  di m e n si o n.
S p e ci ali zi n g t o o u r sit u ati o n,  Li’ s r e s ult s s h o w t h at M A ¼
P n

k ¼ 2 H k
A w hil e  w e  p r o v e t h at M A ¼ H 2

A þ H 3
A .

J u st li k e i n [ 1 6]  w h er e t h e r e s ult s a ut o m ati c all y g e n e r ali z e d
f r o m  p r oj e cti v e c a m er a s t o e u cli d e a n c a m er a s,  T h e or e m 3. 7
al s o g e n e r ali z e s t o e u cli d e a n c a m er a s.  R e c all t h at a c a m er a A i

i s e u cli d e a n if it i s of t h e f or m A i ¼ ½ R i ti w h e r e R i 2 S O 3 .

C or oll ar y 3. 8. Let A be a n arr a n ge me nt of e u cli de a n c a mer as

wit h p air wise disti n ct f o ci.  T he n M A ¼ H 2
A þ H 3

A .

W e st at e o n e  m o r e c o n s e q u e n c e of  T h e o r e m 3. 7  w hi c h
will b e n e e d e d i n t h e n e xt s e cti o n.

C or oll ar y 3. 9. Let A be a c a mer a arr a n ge me nt  wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci.  T he n f or a n y p i 2 P 2 , t he p oi nts ðA 1 c i ; A2 c i ; . . .;
p i ; . . . ; An c i Þ lie i n V ðM A Þ w here c i is t he f o c al p oi nt of A i .

Pr o of. B y  T h e o r e m 3. 7, it s uf fi c e s t o s h o w t h at f o r a n y i, t h e
bif o c al s a n d t rif o c al s v a ni s h o n t h e  p oi nt s ðA 1 c i ;
A 2 c i ; . . .; p i ; . . .; An c i Þ . F o r a n y  p ai r of c a m e r a s f i; jg ,
o b s e r v e t h at ðc i ; 0 ; 1 Þ i s a  n o n z e r o el e m e nt of k er A f i; jg

ðp i ; Aj c iÞ . F o r a n y  p ai r f j; k g n ot c o nt ai ni n g c a m e r a i,
ðc i ; 1 ; 1 Þ i s a  n o n z e r o el e m e nt of k er A f j; k g ð A j c i ; Ak c i Þ.
H e n c e all  p ol y n o mi al s of H 2

A v a ni s h o n ðA 1 c i ; A2 c i

; . . . ; p i ; . . .; An c i Þ .  A si mil a r a r g u m e nt a p pli e s t o a n y t ri-
pl e s of c a m e r a s, f r o m  w hi c h it f oll o w s t h at all  p ol y n o-
mi al s i n H 3

A v a ni s h o n ðA 1 c i ; A2 c i ; . . .; p i ; . . . ; An c i Þ. tu

T h e i m a g e of f o c al  p oi nt i i n i m a g e j , i. e., A j c i , i s c all e d
t h e e pi p ole i n i m a ge j rel ati ve t o i m a ge i.  C o r oll a r y 3. 9 s h o w s
t h at  w hil e t h e  p r o d u ct of a n a r bit r a r y  p oi nt i n i m a g e i wit h
all e pi p ol e s r el ati v e t o i m a g e i d o e s n ot a p p e a r i n t h e i m a g e
of ’ A , t h e s e  p oi nt s a p p e a r i n t h e  m ulti vi e w v a ri et y aft e r t a k-
i n g  Z a ri s ki cl o s u r e. S e e al s o  P r o p o siti o n 1 i n [ 1 6].

W e c o n cl u d e t hi s s e cti o n b y s h o wi n g t h at t h e h y p ot h e si s
i n  T h e o r e m 3. 7 c a n n ot b e r el a x e d, n a m el y if a  p ai r of f o ci of
c a m e r a s i n A c oi n ci d e, t h e n t h e  m ulti vi e w i d e al i s st ri ctl y
l a r g e r t h a n t h e i d e al g e n e r at e d b y bif o c al s a n d t rif o c al s.

E x a m pl e 3. 1 0. C o n si d e r t h e f o u r t r a n sl ati o n al c a m e r a

a r r a n g e m e nt A w h e r e t1 ; t2 ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ, t3 ¼ ð 1 ; 1 ; 1 Þ, t4 ¼

ð 1 ; 1 ; 1 Þ.  Eli mi n ati n g t h e v a ri a bl e s q a n d i f r o m t h e

i d e al hA i q i p i : i ¼ 1 ; . . .; ni,  w e c a n  di r e ctl y o bt ai n M A .

C o m p uti n g a  p ri m a r y  d e c o m p o siti o n of H 2
A þ H 3

A , w e

fi n d t h at

H 2
A þ H 3

A ¼ M A \ h y 4 z 4 ; y3 z 3 ; x4 z 4 ; x3 z 3 i :

T h e e xt r a c o m p o n e nt hy 4 z 4 ; y3 z 3 ; x4 z 4 ; x3 z 3 i

c ut s o ut t h e  p oi nt s ðp 1 ; p 2 ; A3 c 1 ; A4 c 1 Þ, a n d f r o m t h e  p ri-

m a r y  d e c o m p o siti o n  w e s e e t h at t h e  p r oj e cti v e v a ri et y

t h e y f o r m i s n ot c o nt ai n e d i n V ðM A Þ .

4 M O R E ID E A L S  F O R  T H E M U L TI VI E W V A RI E T Y

I n t h e c o m p ut e r vi si o n lit e r at u r e, t h e r e a r e s e v e r al s et s of
p ol y n o mi al s t h at h a v e b e e n s h o w n t o v a ni s h o n t h e s p a c e of

i m a g e s ’ A ðP 3
R Þ, a n d  h e n c e t h e y al s o v a ni s h o n t h e  m ulti vi e w

v a ri et y.  W e n o w c o n si d e r t h r e e s u c h s et s of  p ol y n o mi al s
a n d t h e i d e al s t h e y g e n e r at e, a n d c o m p a r e t h e m t o t h e  m ul-
ti vi e w i d e al M A .

4. 1  H e y d e n a n d  A str €o m [ 2]

H e y d e n a n d  A st r €o m  w e r e t h e  fi r st t o  d o a n al g e b r ai c st u d y of
t h e  m ulti vi e w v a ri et y, b y st u d yi n g t h e n -f o c al i d e al H n

A [ 2].
T h e v a ri et y of t hi s i d e al i s i n d e e d t h e  m ulti vi e w v a ri et y.

L e m m a 4. 1. F or a n y c a mer a arr a n ge me nt A wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci, V ðM A Þ ¼ V ðH n

A Þ .

Pr o of. R e c all fr o m t h e i m a g e f or m ati o n e q u ati o n s, A i q ¼ i p i

f or all i ¼ 1 ; . . . ; n, t h at if p ¼ ð p 1 ; . . . ; p n Þ li e s i n t h e i m a g e

of ’ A t h e n t h e  m atri x Að p Þ h a s a n o n-t ri vi al k e r n el.  T hi s

m e a n s t h at all  m a xi m al  mi n or s of Að p Þ v a ni s h o n t h e i m a g e

of ’ A , a n d t h er ef or e al s o o n it s  Z ari s ki cl o s ur e,  w hi c h i s t h e

m ulti vi e w v ari et y.  T h er ef or e, V ðM A Þ V ðH n
A Þ.

T o s e e t h e r e v e r s e i n cl u si o n, s u p p o s e p ¼ ð p 1 ; . . . ;
p n Þ 2 V ðH n

A Þ w hi c h  m e a n s t h at Að p Þ i s r a n k  d e fi ci e nt
a n d t h e r e i s a n o n z e r o v e ct o r of t h e f o r m ðq ;

1 ; . . . ; n Þ i n t h e k e r n el of Að p Þ. If q ¼ 0 , t h e n  w e  will
g et t h at i p i ¼ 0 f o r all i.  H o w e v e r, si n c e p i 6¼ 0 , it  m u st
b e t h at i ¼ 0 f o r all i a n d h e n c e t h e v e ct o r i n t h e k e r n el
i s t h e z e r o v e ct o r  w hi c h i s a c o nt r a di cti o n.  T h e r ef o r e,
t h e r e i s a n o n z e r o v e ct o r q s u c h t h at A i q ¼ i p i f o r s o m e
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i . If q i s  n ot t h e f o c al  p oi nt of a n y c a m e r a, t h e n p li e s i n

’ A ð P 3
C Þ. Si n c e ’ A i s c o nti n u o u s, ’ A ð P 3

R Þ ’ A ðP 3
R Þ. It f ol-

l o w s t h at ’ A ð P 3
C Þ V ðM A Þ b e c a u s e P 3

R ¼ P 3
C a n d s o

p 2 V ðM A Þ.  O n t h e ot h e r h a n d, if q i s t h e f o c al  p oi nt c i of

c a m e r a i, t h e n p j ¼ A j c i f o r all j 6 ¼i, a n d b y  C o r oll ar y 3. 9,

p 2 V ðM A Þ.  T h u s  w e g et t h at V ðM A Þ V ðH n
A Þ. tu

E x a m pl e 3. 1 0 s h o w s t h at t h e a s s u m pti o n of  di sti n ct f o ci
i s n e c e s s a r y f o r  L e m m a 4. 1. I n t hi s e x a m pl e, n ¼ 4 a n d

H 4
A ¼ H 2

A þ H 3
A b y  C o r oll a r y 3. 4.  W e s e e t h at V ðH 4

A Þ h a s a

c o m p o n e nt ot h e r t h a n V ðM A Þ.

4. 2  F a u g er a s et al. [ 2 2]

T h e s e c o n d s et of  p ol y n o mi al s  w e  will st u d y  w e r e c o n-
st r u ct e d b y F a u g e r a s  &  M o u r r ai n  w hil e  p r o vi n g t h at t h e
m ulti vi e w v a ri et y i s c ut o ut b y e pi p ol a r / bif o c al a n d t rif o c al
p ol y n o mi al s, a n d t h at t h e q u a d rif o c al c o n st r ai nt s c o r r e-
s p o n di n g t o t h e q u a d rif o c al t e n s o r  w e r e n ot n e e d e d [ 7], [ 2 2].

O b s e r v e t h at A i q ¼ i p i i m pli e s A i q p i ¼ 0 , f o r e a c h i,

o r e q ui v al e ntl y, ½p i A i q ¼ 0 ,  w h e r e

½p i ¼
0 z i y i

z i 0 x i

y i x i 0

0

@

1

A ; (5 )

r e p r e s e nt s t a ki n g c r o s s  p r o d u ct  wit h p i , i. e., ½p i v ¼ p i v .

St a c ki n g all 3 4 m at ri c e s ½p i A i,  w e g et t h e 3 n 4 p a r-

ti all y s y m b oli c  m at ri x

A F ðp Þ :¼

½p 1 A 1

½p 2 A 2

..

.

½p n A n

0

B
B
B
@

1

C
C
C
A

: (6 )

If t h e r e i s a  w o rl d  p oi nt q s ati sf yi n g A i q p i ¼ 0 , t h e n t hi s

m at ri x i s r a n k  d e fi ci e nt a n d all  m a xi m al  mi n o r s of A F ðp Þ

v a ni s h e s o n t h e  m ulti vi e w v a ri et y.

D e fi niti o n 4. 2. T he i de al of all  m a xi m al 4 4 mi n ors of A F ðp Þ,
de n ote d b y F A ,  will be c alle d t he F a u g e r a s i d e al of t he

arr a n ge me nt A .  We de n ote t he s u bi de als of F A ge ner ate d b y

mi n ors i n v ol vi n g o nl y t w o a n d t hree c a mer as b y F 2
A a n d F 3

A ,
res pe cti vel y.

W e  n o w  d e s c ri b e a s e q u e n c e of  m at ri x t r a n sf o r m ati o n s

t h at all o w  u s t o o bt ai n A F ðp Þ f r o m Að p Þ.  L et P ðp Þ :¼

di a g ð½p 1 ; . . . ; ½p n Þ b e t h e s y m b oli c bl o c k  di a g o n al  m at ri x

of si z e 3 n 3 n .  M ulti pl yi n g Að p Þ o n t h e l eft b y t h e bl o c k

di a g o n al  m at ri x P ðp Þ a n d  d r o p pi n g t h e ri g ht m o st n c ol-

u m n s of t h e r e s ulti n g  m at ri x,  w e o bt ai n A F ðp Þ

A F ðp Þ ¼ P ðp Þ Aðp Þ
I 4

0 n 4
¼ P ðp Þ A ; (7 )

w h e r e a s b ef o r e,  w e a b u s e n ot ati o n t o l et A al s o r e p r e s e nt s

t h e 3 n 4 m at ri x ½A 1 ; . . .; A n o bt ai n e d b y st a c ki n g t h e c a m-

e r a s v e rti c all y. F r o m t h e  m at ri x c o n st r u cti o n s of H n
A a n d F A ,

w e o b s e r v e t h at t h ei r  p r oj e cti v e v a ni s hi n g s et s i n ðP 2 Þ n

c oi n ci d e.

L e m m a 4. 3. F or a n y c a mer a arr a n ge me nt A wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci, V ðM A Þ ¼ V ðF A Þ.

Pr o of. T h e  p r o of  will f oll o w f r o m  L e m m a 4. 1 if  w e c a n

s h o w t h at V ðF A Þ ¼ V ðH n
A Þ. If p 2 ð P 2 Þ n i s s u c h t h at A F ðp Þ

d r o p s r a n k, t h e n t h e r e e xi st s a n o n z e r o q 2 k er ð A F ðp ÞÞ s o
t h at A i q p i ¼ 0 f o r all i.  T hi s  m e a n s t h e r e e xi st n o n z e r o
s c al e f a ct o r s i s u c h t h at A i q ¼ i p i .  T h e v e ct o r
ðq ; 1 ; . . . ; n Þ i s a  n o nt ri vi al el e m e nt i n k er ð Aðp ÞÞ, s o
Að p Þ i s r a n k  d e fi ci e nt.  T h e r ef o r e V ðF A Þ V ðH n

A Þ
F o r t h e ot h e r i n cl u si o n, if t h e r e i s a n o nt ri vi al

ðq ; 1 ; . . . ; n Þ 2 k er ð Aðp ÞÞ f o r s o m e p 2 ð P 2 Þ n , t h e n

a s i n t h e  p r o of of  L e m m a 4. 1, q m u st b e n o n z e r o, a n d s o

q i s a n o nt ri vi al el e m e nt of k er ð A F ðp ÞÞ.  T hi s s h o w s t h at

V ðF A Þ V ðH n
A Þ ,  h e n c e V ðF A Þ ¼ V ðH n

A Þ ¼ V ðM A Þ. tu

4. 3  M a et al. [ 9]

T h e t hi r d a n d  fi n al s et of  p ol y n o mi al s  w e  will st u d y a r e t h e
s o c all e d m ulti vie w r a n k c o nstr ai nts w hi c h  w e r e  p r o p o s e d b y
M a a n d c oll a b o r at o r s [ 9] a s a n alt e r n ati v e t o t h e  m ultili n e a r
c o n st r ai nt s st u di e d f o r e x a m pl e i n  H a rtl e y  &  Zi s s e r m a n [ 8].

S u p p o s e A 1 ¼ ½ I 0 a n d A i ¼ ½ B i ti f o r i 2 . St a rti n g
wit h Að p Þ, a s e ri e s of  m at ri x o p e r ati o n s a r e  d e s c ri b e d i n
C h a pt e r 8 i n [ 9] t o a r ri v e at a n e w s et of  d et e r mi n a nt al  p ol y-
n o mi al s, a ri si n g a s  m a xi m al  mi n o r s of

A Y ðp Þ :¼

p 1 ðI p 1 Þ p 1 0
p 2 ðB 2 p 1 Þ p 2 t2

..

. ..
.

..

. ..
.

p n ðB n p 1 Þ p n tn

2

6
6
6
6
6
4

3

7
7
7
7
7
5

: (8 )

D e fi niti o n 4. 4. T he i de al of all  m a xi m al 2 2 mi n ors of A Y ðp Þ,
de n ote d b y Y A ,  will be c alle d t he M a i d e al of t he arr a n ge me nt A .

W e o b s e r v e t h at A Y ðp Þ c a n b e o bt ai n e d f r o m A F ð p Þ b y
m ulti pl yi n g b y a si n gl e  m at ri x o n t h e ri g ht

A Y ðp Þ ¼ A F ðp Þ
p 1 0
0 1

: (9 )

F r o m t hi s  w e o b s e r v e t h at Y A h a s t h e s a m e  p r oj e cti v e v a n-
i s hi n g s et a s F A , a n d  h e n c e H n

A a n d M A .

L e m m a 4. 5. F or a n y c a mer a arr a n ge me nt A wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci a n d A 1 ¼ ½ I 0 , V ðM A Þ ¼ V ðY A Þ .

Pr o of. If p 2 ð P 2 Þ n i s s u c h t h at A Y ð p Þ d r o p s r a n k, t h e n t h e r e

e xi st s a n o nt ri vi al ðv 1 ; v2 Þ 2 k er ð A Y ðp ÞÞ.  T h e r ef or e, q ¼

ðv 1 p 1 ; v2 Þ 2 k er ð A F ðp ÞÞ i s  n o nt ri vi al.  N ot e t h at it i s n e c e s-

s a r y t h at  w e a s s u m e A 1 ¼ ½ I 0 s o t h at ½p 1 A 1 ðv 1 p 1 ;

v 2 Þ ¼ v 1 ½p 1 p 1 ¼ 0 .  T hi s s h o w s t h at V ðY A Þ V ðF A Þ.

F or t h e ot h e r i n cl u si o n, if 0 6 ¼q 2 k er ð A F ð p ÞÞ f or s o m e

p 2 ð P 2 Þ n , t h e n si n c e p 1 ½I 0 q ¼ 0 , t h e r e e xi st s a s c al ar v 1

s u c h t h at v 1 p 1 ¼ ð q 1 ; q 2 ; q 3 Þ.  T hi s  m e a n s t h at ðv 1 ; q 4 Þ 2

k er ð A Y ð p ÞÞ,  w hi c h i s n o nt ri vi al b e c a u s e if v 1 ¼ 0 , t h e n

ðq 1 ; q 2 ; q 3 Þ ¼ 0 , s o q 4 6 ¼0 . T hi s s h o w s V ðY A Þ V ðF A Þ,

a n d t h e  d e sir e d r e s ult f oll o w s f r o m  L e m m a 4. 3. tu

O b s er v e t h at Y A i s g e n e r at e d b y  p ol y n o mi al s of t ot al
d e gr e e 3.  T hi s f a ct h a s a n i nt er e sti n g c o n s e q u e n c e.  A s  w e

A G A R W A L  E T  A L.: I D E A L S  O F  T H E  M U L TI VI E W  V A RI E T Y 1 2 8 5

A ut h ori z e d li c e n s e d u s e li mit e d t o: U ni v er sit y of W a s hi n gt o n Li br ari e s. D o w nl o a d e d o n J ul y 1 9, 2 0 2 1 at 2 3: 0 7: 2 5 U T C fr o m I E E E X pl or e.  R e stri cti o n s a p pl y.  



m e nti o n e d e arli e r, Y A h a s b e e n  p r o p o s e d a s a n alt er n at e al g e-
b r ai c f o u n d ati o n f or  m ulti- vi e w g e o m etr y. F r o m  L e m m a 4. 5,
w e k n o w t h at it c ut s o ut t h e  m ulti vi e w v ari et y. Si n c e M A i s
t h e v a ni s hi n g i d e al of t h e  m ulti vi e w v ari et y,  w e g et t h at

Y A M A .  H o w e v e r, f r o m  T h e or e m 3. 7  w e k n o w t h at

M A ¼ H 2
A þ H 3

A , i. e., it i s g e n er at e d b y  p ol y n o mi al s of  d e gr e e

t w o a n d t hr e e,  w hi c h  m e a n s t h at i n g e n e r al Y A 6 ¼ M A a n d

i n st e a d Y A M A o r e q ui v al e ntl y Y A H 2
A þ H 3

A . T hi s m e a n s

t h at t h e bif o c al s a n d t rif o c al s i m pl y t h e  m ulti vi e w r a n k c o n-
str ai nt s, b ut n ot t h e ot h er  w a y a r o u n d. Si mil arl y, H n

A a n d F A ,
w hi c h a r e g e n e r at e d b y  p ol y n o mi al s of t ot al  d e g r e e n a n d
f o u r r e s p e cti v el y, a r e  p r o p erl y c o nt ai n e d i n M A .  W e s e e t hi s
i n  E x a m pl e 4. 6 b el o w.

4. 4  R el ati o n s hi p s t o t h e  M ulti vi e w I d e al

W e  n o w c o m p ut e t h e t h r e e i d e al s o n a n e x a m pl e, f o r-
e s h a d o wi n g t h ei r st r u ct u r al  p r o p e rti e s,  w hi c h  w e e x a m-
i n e  n e xt.

E x a m pl e 4. 6. C o n si d e r t h e t r a n sl ati o n al a r r a n g e m e nt A
w h e r e t1 ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ, t2 ¼ ð 1 ; 0 ; 0 Þ, t3 ¼ ð 0 ; 1 ; 0 Þ w h o s e  m ul-
ti vi e w i d e al i s

M A ¼ h y 1 z 2 y 2 z 1 ; x2 z 3 x 3 z 2 þ y 2 z 3 y 3 z 2 ;

x 1 z 3 x 3 z 1 ; x1 x 3 y 2 þ x 1 y 2 y 3 x 2 x 3 y 1 x 3 y 1 y 2 i :

T h e  p ri m a r y  d e c o m p o siti o n s of H n
A , F A , a n d Y A a r e

H n
A ¼ M A \ h z 1 ; y1 ; x1 i \ hz 2 ; y2 ; x2 i \ hz 3 ; y3 ; x3 i ;

Y A ¼ M A \ h z 1 ; y1 ; x1 i \ hy 3 ; y2 ; x3 ; x2 ; z23 ; z2 z 3 ; z22 i

\ h z 1 ; y2 ; x3 ; x2 ; x1 ; z23 ; z2 z 3 ; z22 i

\ h z 1 ; y3 ; y2 ; y1 ; x3 ; z23 ; z2 z 3 ; z22 i;

F A ¼ M A \ h y 2 ; y1 ; x2 ; x1 ; z22 ; z1 z 2 ; z21 i

\ h y 3 ; y1 ; x3 ; x1 ; z23 ; z1 z 3 ; z21 i

\ h z 2 ; z1 ; y3 ; y2 ; y1 ; x3 ; z23 i

\ h z 3 ; z2 ; y1 ; x3 þ y 3 ; x2 þ y 2 ; x1 ; z21 i

\ y 2 ; x2 ; z23 ; z2 z 3 ; z22 ; y3 z 3 ; y3 z 2 ; y23 ; x3 z 3 ;

x 3 z 2 ; x3 y 3 ; x23 ; x1 x 3 þ x 1 y 3 x 3 y 1

\ z 3 ; y2 ; x2 ; z22 ; z1 z 2 ; z21 ; x3 z 2 ; x3 z 1 ; x23 ;

x 1 z 2 ; x1 z 1 ; x1 y 3 x 3 y 1 ; x1 x 3 ; x21 \ C;

w h e r e C i s a c o m p o n e nt  mi ni m all y g e n e r at e d b y 1 3 3  p ol-
y n o mi al s of t ot al  d e g r e e  u p t o ei g ht.

W hil e e a c h of H n
A , F A , a n d Y A n ot a bl y c o nt ai n s M A a s

a c o m p o n e nt, t h e n at u r e of t h ei r ot h e r c o m p o n e nt s i s
w o rt h f u rt h e r i n v e sti g ati o n.

T o a n al y z e t h e e xt r a c o m p o n e nt s,  w e r el y o n s e v e r al
n oti o n s f r o m c o m m ut ati v e al g e b r a,  w hi c h  w e  d e fi n e n e xt.
T h e  fi r st n oti o n i s t h at of a m ulti gr a de d ri n g.  C o n si d e r t h e
ri n g C ½p 1 ; . . . ; pn e n d o w e d  wit h t h e Z n - g r a di n g ðw i Þ ¼ e i

w h e r e w i 2 f x i ; yi ; zi g a n d e i i s t h e it h st a n d a r d b a si s v e ct o r
i n R n .  W e s a y a  p ol y n o mi al i n t hi s ri n g i s h o m o g e n e o u s if
e a c h of it s t e r m s h a v e t h e s a m e  m ulti d e g r e e.

T h e irrele v a nt i de al i n t hi s g r a di n g,  w hi c h  w e  d e n ot e b y m ,
i s t h e i nt e r s e cti o n of t h e i d e al s m i :¼ h x i ; yi ; zi i

m :¼
\n

i¼ 1

m i ¼
\n

i¼ 1

h x i ; yi ; zii : (1 0 )

O b s e r v e t h at m i s g e n e r at e d b y all  m ultili n e a r  m o n o mi al s of
m ulti d e g r e e ð1 ; 1 ; . . . ; 1 Þ a n d t ot al  d e g r e e n . It i s t h e  m a xi-
m al i d e al i n t h e ri n g C ½p 1 ; . . . ; pn g e n e r at e d b y h o m o g e-
n e o u s el e m e nt s of st ri ctl y  p o siti v e  m ulti d e g r e e.

T h e r a di c al of a n i d e al I i s t h e i d e al
ffiffiffi
I

p
:¼ f f : f k 2

I f or s o m e k 2 N g . If I i s a h o m o g e n e o u s i d e al t h e n s o i s it s
r a di c al, a n d I

ffiffiffi
I

p
.  T h e c ol o n of a n i d e al I wit h t h e i d e al J ,

d e n ot e d a s ðI : J Þ i s t h e s et of all  p ol y n o mi al s f s u c h t h at
f g 2 I f o r all g 2 J , i. e., I : J ¼ f f : f J I g :

R e c all t h at t h e  p r oj e cti v e v a ri eti e s of t h e i d e al s H n
A , F A ,

a n d Y A all a g r e e a n d e q u al t h e  m ulti vi e w v a ri et y V ðM A Þ.

W e c a n  n o w st at e a  fi r st r el ati o n s hi p a m o n g t h e i d e al s t h at
f oll o w s e a sil y f r o m t h e  p r oj e cti v e  N ull st ell e n s at z i n o u r
m ulti g r a d e d s etti n g,  w h o s e st at e m e nt a n d  p r o of  will a p p e a r
i n  A p p e n di x  A.

T h e or e m 4. 7. F or a n y A wit h p air wise disti n ct f o ci,

( a)
ffiffiffiffiffiffiffi
H n

A

p
: m ¼ M A .

( b)
ffiffiffiffiffiffi
F A

p
: m ¼ M A .

( c)
ffiffiffiffiffiffi
Y A

p
: m ¼ M A w he n A 1 ¼ ½ I 0 .

Pr o of. S e e  A p p e n di x  A. tu

I n t h e l a n g u a g e of al g e b r ai c g e o m et r y  w h at t hi s s a y s i s

t h at
ffiffiffiffiffiffiffi
H n

A

p
;

ffiffiffiffiffiffi
F A

p
a n d

ffiffiffiffiffiffi
Y A

p
all c ut o ut t h e  m ulti vi e w v a ri et y

s c he me-t he oreti c all y .  T h e y a r e n ot e q u al a s i d e al s b ut t h e y
a g r e e i n hi g h e n o u g h  m ulti d e g r e e  wit h M A , s e e [ 2 3,  p p 5 0].

W e n o w st r e n gt h e n  T h e o r e m 4. 7 ( a) a n d ( b) t o s h o w t h at
t h e o p e r ati o n of t a ki n g t h e r a di c al i s n ot n e e d e d, i. e.,
H n

A : m ¼ M A a n d F A : m ¼ M A .  T hi s  m e a n s t h at H n
A a n d

F A al r e a d y c ut o ut t h e  m ulti vi e w v a ri et y s c h e m e-t h e o r eti-
c all y.  E x p e ri m e nt al e vi d e n c e s u g g e st s t h at  w h e n A 1 ¼ ½ I j 0 ,
s u c h a r e s ult i s al s o t r u e f o r Y A , b ut a n e x pli cit  p r o of i s
m a d e  dif fi c ult b y t h e c o n v ol ut e d st r u ct u r e of t h e 2 2
mi n o r s of A Y ðp Þ.

W e  fi r st s h o w t h at t h e si m pl e st r u ct u r e of t h e  p ri m a r y
d e c o m p o siti o n of H n

A o b s e r v e d i n  E x a m pl e 4. 6 h ol d s i n
g e n e r al.

L e m m a 4. 8. F or a n y c a mer a arr a n ge me nt A wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci, H n

A ¼ M A \ m . I n p arti c ul ar, H n
A is a r a di c al i de al

wit h pri me de c o m p ositi o n M A \ m 1 \ m 2 \ \ m n .

Pr o of. S u p p o s e f i s a g e n e r at o r of 2 H n
A , i. e., a  m a xi m al

mi n o r of Að p Þ.  T h e n f 2 m .  Al s o, si n c e f v a ni s h e s o n

V ðM A Þ, f 2 M A .  T h e r ef o r e, H n
A M A \ m .

N o w s u p p o s e f 2 M A \ m . Si n c e M A i s g e n e r at e d b y

bif o c al s a n d t rif o c al s f ¼
P

i r i b i þ
P

m j s j tj w h e r e b i ’ s

a r e bif o c al s, tj ’ s a r e t rif o c al s, r i ; sj a r e  m o n o mi al s, a n d

i ; m j a r e s c al a r s. F u rt h e r, si n c e f 2 m , e v e r y t e r m i n f i s

di vi si bl e b y s o m e g e n e r at o r
Q n

i¼ 1 w i of m w h e r e

w i 2 f x i ; yi ; zi g .  N o w c o n si d e r r i b i . Si n c e b i i n v ol v e s o nl y
t w o c a m e r a s, it  m u st b e t h at r i c o nt ai n s a v a ri a bl e w i

f r o m e a c h of t h e ot h e r n 2 c a m e r a s s o t h at e a c h t e r m of
r i b i li e s i n m .  T hi s  m a k e s r i b i a  m o n o mi al  m ulti pl e of a
n -f o c al b y  L e m m a 2. 2.  T h e s a m e a r g u m e nt h ol d s f o r s j tj .
T h u s, f 2 H n

A . tu
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P r o p o siti o n b 3 i n [ 1 7]  p r o v e s t h at  w h e n A i s  mi n o r-
g e n e ri c, H n

A i s a r a di c al i d e al.  L e m m a 4. 8 s h o w s t h at H n
A i s

al w a y s a r a di c al i d e al  u n d e r t h e  w e a k e r a s s u m pti o n of  di s-
ti n ct f o ci.

T h e or e m 4. 9. F or a n y c a mer a arr a n ge me nt A wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci, H n

A : m ¼ M A .

Pr o of. W e  fi r st n ot e t h at M A : m ¼ M A . S u p p o s e f 2 M A :
m .  T h e n f u 2 M A f o r a n y  m o n o mi al g e n e r at o r u of m .
Si n c e M A i s  p ri m e a n d  d o e s n ot c o nt ai n a n y  m o n o mi al s,
f 2 M A . Si n c e H n

A ¼ M A \ m b y  L e m m a 4. 8, H n
A : m ¼

M A : m ¼ M A . tu

W e  n o w c o n si d e r t h e F a u g e r a s i d e al F A a n d  p r o v e t h at
F A : m ¼ M A .  T h e  n o nt ri vi al  p a rt i s t o a r g u e t h at M A i s c o n-
t ai n e d i n F A : m .  T hi s f a ct r eli e s o n t h e f oll o wi n g t e c h ni c al
l e m m a, si mil a r i n  fl a v o r t o  L e m m a 2. 2,  w hi c h s h o w s t h at
bif o c al s a n d t rif o c al s c a n b ot h b e  m ulti pli e d b y a n y g e n e r a-
t o r of m t o f all i nt o F A .

L e m m a 4. 1 0.

a) F or n ¼ 2 c a mer as, a n d a n y  m o n o mi al p 1 j p 2 k , t here
e xists a 4 4 mi n or f of A F ð p Þ s u c h t h at f ¼

ð 1 Þ j þ k p 1 j p 2 k d et Að p Þ.‘

b) Let n ¼ 3 a n d i1 ; i2 ; i3 be p air wise disti n ct.  T he n f or
a n y trif o c al d et Að p Þ f p i1 j 1

p i2 j 2
g a n d a n y c o or di n ate p i3 k ,

t here e xists a 4 4 mi n or f of A F ðp Þ s u c h t h at f ¼

ð 1 Þ k p i3 k d et Að p Þ f p i1 j 1 p i2 j 2
g .

Pr o of. S e e  A p p e n di x  B. tu

T h e or e m 4. 1 1. F or a n y c a mer a arr a n ge me nt A wit h p air wise
disti n ct f o ci, F A : m ¼ M A .

Pr o of. T h e c o nt ai n m e nt F A : m M A f oll o w s a s i n  T h e o-
r e m 4. 9 b e c a u s e F A M A a n d  h e n c e, F A : m M A :

m ¼ M A .  T h e ot h e r c o nt ai n m e nt  will f oll o w b y s h o wi n g

H 2
A ; H3A F A : m . F o r g e n e r al c a m e r a a r r a n g e m e nt s  wit h

n c a m e r a s, r e c all t h at F 2
A ( r e s p. F 3

A ) i s t h e i d e al g e n e r at e d

b y all 4 4 mi n o r s of A F ðp Þ t h at i n v ol v e o nl y t w o ( r e s p.
t h r e e) c a m e r a s.  B y  L e m m a 4. 1 0( a), f o r a n y  m ultili n e a r

m o n o mi al ð
Q n

m ¼ 1 w m Þ a n d a n y bif o c al b i j , ð
Q

w m Þb i j 2 ð f Þ

f o r s o m e F a u g e r a s  mi n o r f 2 F 2
A ,  h e n c e H 2

A F A : m . W e
a d d r e s s t h e t rif o c al s i n t w o c a s e s. Fi r st c o n si d e r t h e c a s e
w h e n t h e t w o r o w s eli mi n at e d f r o m A f i; j; kg ð p Þ t o f o r m a
t rif o c al t 2 H 3

f i; j; kg c o m e f r o m t h e s a m e c a m e r a, s a y  wit h-

o ut l o s s of g e n e r alit y, f r o m c a m e r a i. I n t hi s c a s e,

t ¼ w i b j k f o r s o m e w i , a n d  L e m m a 4. 1 0( a) a g ai n i m pli e s
t 2 F A : m . F o r t h e c a s e  w h e n t h e t w o r o w s f r o m
A f i; j; kg ð p Þ t o f o r m t 2 H 3

f i; j; kg c o m e f r o m  diff e r e nt c a m e r a s,

L e m m a 4. 1 0( b) i m pli e s t h at, f o r a n y ð
Q

w m Þ , ð
Q

w m Þ t 2

ðf Þ f o r s o m e f 2 F 3
A .  W e c o n cl u d e t h at H 3

A F A : m , a s

d e si r e d. tu

5 T H E B I F O C A L ID E A L

W e s a w i n  T h e o r e m 3. 7 t h at t h e bif o c al s a n d t rif o c al s
t o g et h e r g e n e r at e t h e  m ulti vi e w i d e al  w h e n t h e c a m e r a
f o ci a r e  p ai r wi s e  di sti n ct. I n t hi s s e cti o n,  w e i n v e sti g at e

h o w i m p o si n g f u rt h e r c o n diti o n s o n t h e c a m e r a s c a n
l e a d t o a n e v e n si m pl e r  d e s c ri pti o n of t h e  m ulti vi e w
i d e al.  H e y d e n a n d  Ast r €o m [ 2] a n d  T r a g e r et al. [ 1 6]
s h o w t h at  w h e n t h e c a m e r a f o ci a r e  n ot all o n a  pl a n e,
t h e bif o c al s a r e  n e c e s s a r y a n d s uf fi ci e nt t o c ut o ut t h e
m ulti vi e w v a ri et y.  T h e r e  h a s al s o b e e n  w o r k t o f u rt h e r
r e d u c e t hi s  d e s c ri pti o n b y c o n si d e ri n g t h e  mi ni m al  n u m-
b e r of bif o c al s  n e e d e d ([ 2], [ 2 4]), t h o u g h  w e  will  n ot
a d d r e s s t hi s q u e sti o n  h e r e. I n t hi s s e cti o n,  w e f o c u s o n
t h e i d e al-t h e o r eti c r el ati o n s hi p b et w e e n t h e bif o c al i d e al
H 2

A a n d t h e  m ulti vi e w i d e al M A w h e n t h e c a m e r a f o ci
a r e  n o n c o pl a n a r.

T o  m oti v at e o u r i n v e sti g ati o n,  w e st a rt  wit h s o m e e x a m-
pl e s.  W e s a y t h at a c a m e r a a r r a n g e m e nt A i s c o pl a n a r, n o n-
c o pl a n a r o r c olli n e a r if t h ei r f o ci h a v e t h e c o r r e s p o n di n g
p r o p e rt y.

E x a m pl e 5. 1. C o n si d e r t h e f o u r n o n c o pl a n a r t r a n sl ati o n al
c a m e r a a r r a n g e m e nt A 1 w h e r e t1 ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ, t2 ¼ ð 1 ; 0 ; 0 Þ,
t3 ¼ ð 0 ; 1 ; 0 Þ, t4 ¼ ð 0 ; 0 ; 1 Þ.  Eli mi n ati n g t h e v a ri a bl e s q a n d

i f r o m t h e i d e al hA i q i p i : i ¼ 1 ; . . .; ni,  w e o b s e r v e
M A 1

o c c u r s a s a c o m p o n e nt i n H 2
A 1

H 2
A 1

¼ M A 1
\ h x 2 ; y2 ; z2 ; x1 ; x3 ; x4 i

\ h x 1 ; y1 ; z1 ; x2 þ y 2 þ z 2 ; x3 þ y 3 þ z 3 ; x4 þ y 4 þ z 4 i

\ h x 3 ; y3 ; z3 ; y1 ; y2 ; y4 i \ hx 4 ; y4 ; z4 ; z1 ; z2 ; z3 i:

E x a m pl e 5. 2. C o n si d e r t h e f o u r c o pl a n a r t r a n sl ati o n al c a m-
e r a a r r a n g e m e nt A 2 w h e r e t1 ¼ ð 1 ; 0 ; 0 Þ, t2 ¼ ð 0 ; 1 ; 0 Þ, t3 ¼
ð0 ; 0 ; 1 Þ, t4 ¼ ð 1 = 3 ; 1 = 3 ; 1 = 3 Þ.  W e o b s e r v e t h at H 2

A 2
¼ M A 2

\
C w h e r e

C ¼ h x 4 þ y 4 þ z 4 ; x3 þ y 3 þ z 3 ; x2 þ y 2 þ z 2 ; x1 þ y 1 þ z 1 i:

I n  E x a m pl e 5. 1, e a c h e xt r a c o m p o n e nt of H 2
A 1

c o nt ai n s a n
i r r el e v a nt i d e al m i a n d  h e n c e  d o e s n ot c o nt ri b ut e t o V ðH 2

A 1
Þ .

S at u r ati n g t h e bif o c al i d e al H 2
A 1

wit h r e s p e ct t o t h e f ull i r r el-
e v a nt i d e al m r e m o v e s t h e s e c o m p o n e nt s.  W e  will  p r o v e
t h at t hi s i s al w a y s t r u e  w h e n c a m e r a f o ci a r e n o n c o pl a n a r.
W e b e gi n b y  p r o vi n g a s e ri e s of t h r e e l e m m a s.

L e m m a 5. 3. S u p p ose A is a n arr a n ge me nt of n 4 c a mer as
wit h p air wise disti n ct f o ci.  T he n A is n o n c o pl a n ar )
H n

A H 2
A .

Pr o of. n ¼ 4 ; 5 ; 6 . If A i s n o n c o pl a n a r, t h e n t h e r e i s s o m e
s u b s et of f o u r c a m e r a s t h at i s n o n c o pl a n a r.  O r d e r t h e
c a m e r a s i n A s o t h at t h e s e a r e t h e c a m e r a s A 1 ; . . .; A4 . B y
a c h a n g e of c o o r di n at e s o n P 3 ,  w e c a n s e n d t h e f o ci of t h e
c a m e r a s A 1 ; . . .; A4 t o t h e f o ci of t h e c a m e r a s i n A 1 f r o m
E x a m pl e 5. 1.  T h e n, b y  L e m m a 2. 5, a p pl yi n g P 2 c o o r di n at e
c h a n g e s  u si n g s o m e G 2 ð G L 3 Þ

n ,  w e c a n a s s u m e t h at A i s
a n a r r a n g e m e nt of t r a n sl ati o n al c a m e r a s.  T h e s e t r a n sf o r-
m ati o n s  fi x t h e  fi r st f o u r c a m e r a s, a n d  w e t hi n k of t h e
c a m e r a s A i f o r i 5 a s v a ri a bl e, r e p r e s e nt e d s y m b oli c all y
b y t h ei r t r a n sl ati o n s, a n d t h e i m pli c ati o n c a n c o n fi r m e d
b y  di r e ct c al c ul ati o n i n  M a c a ul a y 2.

n ¼ 7 . I n t hi s c a s e, t h e f ull c o m p ut ati o n i s t o o e x p e n-
si v e.  T o  m a k e t h e c o m p ut ati o n f e a si bl e,  w e s plit t h e
p r o of i nt o t w o c a s e s,  d e p e n di n g o n  w h et h e r t h e a r r a n g e-
m e nt h a s  fi v e c olli n e a r c a m e r a s o r n ot.
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C ase I. If a n o n c o pl a n a r a r r a n g e m e nt of s e v e n c a m e r a s
h a s at  m o st f o u r c olli n e a r c a m e r a s, t h e n e v e r y f o u r c a m-
e r a s u b s et c a n b e a u g m e nt e d  wit h t w o a d diti o n al c a m-
e r a s t o g et a n o n c o pl a n a r a r r a n g e m e nt of si x c a m e r a s.
T h u s e v e r y 7-f o c al of s u c h a n a r r a n g e m e nt,  w hi c h l o o k s
li k e w i w j w k q f o r s o m e q u a d rif o c al q , h a s t h e f o r m of a 6-
f o c al f r o m a n o n c o pl a n a r a r r a n g e m e nt, s a y w i w j q ,  m ulti-
pli e d b y a c o o r di n at e w k .  T h e n ¼ 6 c a s e s h o w s t h at
w i w j q i s g e n e r at e d b y 2-f o c al s, h e n c e w i w j w k q i s g e n e r-
at e d b y 2-f o c al s.

C ase II. W e n o w c o n si d e r t h e c a s e of n o n c o pl a n a r
s e v e n c a m e r a a r r a n g e m e nt s i n  w hi c h  fi v e c a m e r a s a r e
c olli n e a r. I n t hi s c a s e, b y a  p r o p e r c h oi c e of c a m e r a o r d e r-
i n g a n d P 3 c o o r di n at e c h a n g e,  w e c a n a s s u m e t h e t r a n sl a-

ti o n s of A 5 ; A6 ; A7 a r e of t h e f o r m t5 ¼ ð 5 ; 0 ; 0 Þ > ; t5 ¼

ð 6 ; 0 ; 0 Þ > ; t5 ¼ ð 7 ; 0 ; 0 Þ > w h e r e t h e i a r e s y m b oli c.  T hi s

m a k e s A 1 ; A2 ; A5 ; A6 ; A7 c olli n e a r.  T h e c h oi c e t o t a k e t h e
li n e t h at t h e c a m e r a s li e o n t o b e t h e x a xi s i s a r bit r a r y,
b ut c a n b e  m a d e  wit h o ut l o s s of g e n e r alit y.  T hi s a r r a n g e-
m e nt i s n o w  d e s c ri b e d b y f e w e n o u g h v a ri a bl e s t o e n a bl e
a  di r e ct c o m p ut ati o n s h o wi n g t h at H 7

A H 2
A .

n 8 .  N o w s u p p o s e n 8 a n d f i s a n n -f o c al of A .
R e c all t h at f i n v ol v e s all n c a m e r a s b ut at  m o st f o u r c a m-
e r a s c a n c o nt ri b ut e t w o r o w s t o t h e  m at ri x  w h o s e  d et e r-
mi n a nt i s f .  At o n e e xt r e m e, t h e s e f o u r c a m e r a s  m a y b e
A 1 ; . . . ; A4 a n d at t h e ot h e r e xt r e m e t h e y  mi g ht b e f o u r
c a m e r a s  diff e r e nt f r o m t h e  fi r st f o u r,  w hi c h  w e c all
A 5 ; . . . ; A8 .  T h u s t h e n -f o c al f 2 H n

A i s a  m o n o mi al  m ul-
ti pl e of a 8-f o c al g ¼ m q of f A 1 ; . . . ; A4 ; A5 ; . . . ; A8 g
w h e r e  w h e r e q i s a q u a d rif o c al a n d m i s a  m o n o mi al.

If t h e f o u r c a m e r a s c o nt ri b uti n g t o q i n v ol v e
A 1 ; . . . ; A4 , t h e n g i s a  m ulti pl e of a 7-f o c al f r o m n o n c o pl a-
n a r c a m e r a s.  O n t h e ot h e r h a n d, if q 2 H 4

A 5 ;...; A8
, t h e n q c a n

b e g e n e r at e d b y t h e t rif o c al s of A 5 ; . . . ; A8 b y  L e m m a 3. 3:

g ¼ m
X

ti 2 H 3
A 5 ;...; A8

h i ti

0

B
@

1

C
A ¼

X

ti 2 H 3
A 5 ;...; A8

h i ðmt i Þ:

I n  p a rti c ul a r, t hi s s h o w s t h at g c a n b e g e n e r at e d f r o m 7-

f o c al s, mt i .  T h e s e c o m e f r o m n o n c o pl a n a r s e v e n c a m e r a

a r r a n g e m e nt s b e c a u s e A 1 ; . . .; A4 a r e  n o n c o pl a n a r. I n

eit h e r c a s e,  w e k n o w t h at s u c h 7-f o c al s c a n b e g e n e r at e d

b y 2-f o c al s, h e n c e g 2 H 2
A . It f oll o w s t h at f 2 H 2

A , a s

d e si r e d. tu

L e m m a 5. 4. S u p p ose A is a n arr a n ge me nt of n 4 c a mer as
wit h p air wise disti n ct f o ci.  T he n H n

A H 2
A ) M A ¼ H 2

A : m .

Pr o of. If f 2 H 2
A : m , t h e n f ð

Q
z i Þ 2 H 2

A M A , v a ni s h e s o n

V ðM A Þ. Si n c e M A i s  p ri m e a n d  d o e s n ot c o nt ai n a n y

m o n o mi al s, f 2 M A .  T h e r ef o r e, H 2
A : m M A . F o r t h e

ot h e r c o nt ai n m e nt, b y  T h e o r e m 3. 7, it s uf fi c e s t o s h o w

t h at H 2
A a n d H 3

A a r e c o nt ai n e d i n H 2
A : m . It i s cl e a r t h at

H 2
A H 2

A : m .  B y  L e m m a 2. 2,  m ulti pl yi n g a n y t 2 H 3
A b y a

g e n e r at o r
Q

w i of m yi el d s a  m o n o mi al  m ulti pl e of a n

n -f o c al.  B y a s s u m pti o n, t hi s n -f o c al li e s i n H 2
A .  T h u s,

t 2 H 2
A : m a n d M A H 2

A : m . tu

L e m m a 5. 5. S u p p ose A is a n arr a n ge me nt of n 4 c a mer as  wit h
p air wise disti n ct f o ci.  T he n M A ¼ H 2

A : m ) A is n o n c o pl a n ar.

Pr o of. W e  p r o v e t h e c o nt r a p o siti v e, n a m el y t h at if A i s
c o pl a n ar t h e n M A 6¼ H 2

A : m .  W e  will c o n st r u ct a  p oi nt
p 2 V ðH 2

A : m Þ n V ðM A Þ, f r o m  w hi c h t h e r e s ult  will f oll o w.
L et n 2 P 3 b e t h e  n o r m al v e ct o r of a  pl a n e c o nt ai ni n g

t h e f o ci of t h e c a m e r a s i n A . If t h e f o ci a r e n ot c olli n e a r
t h e n n i s  u ni q u e, ot h e r wi s e  w e c h o o s e a n y  pl a n e c o nt ai n-
i n g t h e f o ci a n d it s n o r m al n .  L et li P 2 d e n ot e t h e i m a g e
of t h e  pl a n e n ? i n c a m e r a i, a n d l et e i; j d e n ot e t h e i m a g e
of t h e f o c al  p oi nt of c a m e r a j i n i m a g e i.  T h e n e i; j 2 li
si n c e t h e f o c al  p oi nt of c a m e r a j li e s i n n ? .  C h o o s e

p 1 2 l1 n f e 1 ;2 ; e 1 ;3 g a n d p 2 2 l2 n f e 2 ;1 ; e 2 ;3 g .  T h e n t h e r e i s

a  u ni q u e  w o rl d  p oi nt q o n n ? w h o s e i m a g e s i n c a m e r a s 1

a n d 2 a r e p 1 a n d p 2 .  L et ep 3 2 l3 b e t h e ( u ni q u e) i m a g e of

q i n c a m e r a 3.  T h e n p 1 ; p 2 ; ep 3 s ati sf y t rif o c al c o n st r ai nt s.

C h o o s e p 3 2 l3 n f ep 3 g a n d s o m e p i 2 li f o r i 4 .  B y c o n-

st r u cti o n, p =2 V ðM A Þ . Si n c e t h e c a m e r a s a r e c o pl a n a r, t h e
e pi p ol a r  pl a n e gi v e n b y q a n d a n y t w o c a m e r a s i a n d j i s
n ? f o r a n y  p ai r i; j.  B y c h o o si n g p i 2 li f o r all i,  w e f o r c e
e v e r y bif o c al  p ol y n o mi al t o v a ni s h o n p .  T h e r ef o r e b y
c o n st r u cti o n, p 2 V ðH 2

A Þ n V ðM A Þ, b ut si n c e V ðH 2
A Þ ¼

V ðH 2
A : m Þ,  w e c o n cl u d e t h at H 2

A : m 6 ¼M A . tu

T o g et h e r,  L e m m a s 5. 3, 5. 4, 5. 5 i m pl y t h e f oll o wi n g
t h e o r e m.

T h e or e m 5. 6. S u p p ose A is a n arr a n ge me nt of n 4 c a mer as
wit h p air wise disti n ct f o ci.  T he n t he f oll o wi n g are e q ui v ale nt.

( a) A is n o n c o pl a n ar.

( b) H n
A H 2

A .

( c) M A ¼ H 2
A : m .

W e  n o w  m a k e s o m e o b s e r v ati o n s a b o ut  T h e o r e m 5. 6.
T h e o r e m 6. 1 i n [ 2] o b s e r v e s t h at V ðH 2

A Þ ¼ V ðM A Þ f o r
n o n c o pl a n a r A w hil e  P r o p o siti o n 5 ( 2) i n [ 1 6] f u rt h e r s h o w s
t h at V ðH 2

A Þ ¼ V ðM A Þ i s e q ui v al e nt t o t h e f o ci of A b ei n g
n o n c o pl a n a r.  O u r  T h e o r e m 5. 6  p r o v e s t h e a n al o g o u s i d e al
st at e m e nt, n a m el y t h at n o n c o pl a n a rit y of f o ci i s e q ui v al e nt
t o M A ¼ H 2

A : m .
E x a m pl e 5. 2 s h o w s h o w  T h e o r e m 5. 6 f ail s  w h e n A i s

c o pl a n a r.  T h e bif o c al i d e al H 2
A 2

c o nt ai n s t h e c o m p o n e nt
hx 1 þ y 1 þ z 1 ; x2 þ y 2 þ z 2 ; x3 þ y 3 þ z 3 ; x4 þ y 4 þ z 4 i,  w hi c h
c a n n ot b e r e m o v e d b y s at u r ati n g  wit h r e s p e ct t o m . It s v a ri-
et y c ut s o ut t h e  p r oj e cti o n s of t h e  pl a n e c o nt ai ni n g t h e f o ci
of A 2 i n e a c h c a m e r a i m a g e.  T hi s  pl a n e i n P 3 h a s  n o r m al
v e ct o r ð1 ; 1 ; 1 ; 1 Þ.  T h e f oll o wi n g e x a m pl e s h o w s t h at f u r-
t h e r  d e g e n e r a c y o c c u r s  w h e n c a m e r a f o ci a r e c olli n e a r.

E x a m pl e 5. 7. C o n si d e r t h e f o u r c olli n e a r t r a n sl ati o n al c a m-
e r a a r r a n g e m e nt A 3 w h e r e t1 ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ, t2 ¼ ð 1 ; 0 ; 0 Þ, t3 ¼

ð2 ; 0 ; 0 Þ, t4 ¼ ð 3 ; 0 ; 0 Þ.  H e r e, H 2
A 3

M A 3
, b ut b ot h i d e al s

a r e  p ri m e, s o M A 3
c a n n ot o c c u r a s a c o m p o n e nt of H 2

A 3
. I n

a d diti o n, t h e  di m e n si o n of H 2
A 3

i s o n e l a r g e r t h a n t h at of

M A 3
.  T hi s i s e x pl ai n e d b y t h e f a ct t h at t h e r e i s a n e nti r e

o n e- di m e n si o n al f a mil y of  pl a n e s t h at c o nt ai n s t h e c a m-
e r a c e nt e r s of A 3 .

A s s e e n i n t h e a b o v e e x a m pl e s a n d  di s c u s si o n, t h e r el a-
ti o n b et w e e n H 2

A a n d M A c a n b e c o m pli c at e d  w h e n c a m e r a
c e nt e r s a r e c o pl a n a r o r c olli n e a r.  D et e r mi ni n g t h e e x a ct
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r el ati o n s hi p b et w e e n i d e al s i n t h e s e  d e g e n e r at e s etti n g s
w o ul d b e a n i nt e r e sti n g  p r o bl e m f o r t h e f ut u r e.

I n  T h e o r e m 5. 6  w e s h o w e d t h at  w h e n c a m e r a s a r e n o n-
c o pl a n a r, t h e n -f o c al i d e al b e c o m e s a s u b s et of t h e 2-f o c al
i d e al.  W e n o w gi v e a n e x a m pl e t o s h o w t h at t hi s c o nt ai n-
m e nt n e e d n ot h ol d f o r H k

A w h e r e n > k > 2 .  T h e c o n-
st r u cti o n r eli e s o n h a vi n g t h r e e of  fi v e c a m e r a s b ei n g
c olli n e a r.

E x a m pl e 5. 8. C o n si d e r t h e  fi v e t r a n sl ati o n al c a m e r a a r r a n-
g e m e nt B wit h t1 ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ; t2 ¼ ð 0 ; 0 ; 1 Þ; t3 ¼ ð 0 ; 0 ; 2 Þ; t4 ¼
ð 0 ; 1 ; 0 Þ; t5 ¼ ð 0 ; 0 ; 1 Þ.  T h e o r e m 5. 6 s h o w s t h at H 5

B H 2
B

si n c e B i s  n o n c o pl a n a r.  H o w e v e r t h e f oll o wi n g t rif o c al
f r o m B 1 ; B2 ; B3

t ¼ x 1 y 2 y 3 þ 2 x 2 y 1 y 3 x 3 y 1 y 2 ;

i s  n ot i n H 2
B . Si mil a rl y, t h e q u a d rif o c al

q ¼ x 4 t ¼ x 1 x 4 y 2 y 3 þ 2 x 2 x 4 y 1 y 3 x 3 x 4 y 1 y 2 ;

f r o m c a m e r a s B 1 ; B2 ; B3 ; B4 i s  n ot i n H 2
B .

6 F I NI T E IM A G E S

T h e r e s ult s of t h e  p r e vi o u s s e cti o n s h a v e i m p o rt a nt  p r a cti c al
c o n s e q u e n c e s  w h e n  w e r e st ri ct att e nti o n t o t h e s et of all
fi nit e i m a g e s, t h at i s t o all ðp 1 ; . . .; p n Þ 2 V ðM A Þ wit h z i 6¼ 0
f o r all i.  T h e v a ni s hi n g i d e al of t hi s af fi n e  p at c h i s o bt ai n e d
b y  d e h o m o g e ni zi n g M A wit h r e s p e ct t o t h e v a ri a bl e s z i

f r o m e a c h i m a g e  pl a n e.  W e c all t hi s t h e af fi ne  m ulti vie w i de al
of A a n d  d e n ot e it p ðM A Þ,  w h e r e p : C ½x i ; yi ; zi ! C ½x i ; yi i s
t h e  m a p s etti n g e a c h z i t o 1. F r o m  T h e o r e m 3. 7,  w e s e e t h at
p ðM A Þ i s g e n e r at e d b y  d e h o m o g e ni z e d bif o c al s a n d  d e h o-
m o g e ni z e d t rif o c al s  w h e n t h e f o ci of A a r e  p ai r wi s e  di sti n ct.

C or oll ar y 6. 1. If A is a c a mer a arr a n ge me nt  wit h p air wise dis-
ti n ct f o ci, t he n p ðM A Þ ¼ p ðH 2

A Þ þ p ðH 3
A Þ .

U si n g t h e f oll o wi n g f a ct a b o ut  d e h o m o g e ni zi n g c ol o n
i d e al s, t h e r e s ult s of S e cti o n 4 yi el d a ni c e r el ati o n a m o n g
p ðH n

A Þ; p ðF A Þ; p ðY A Þ, a n d t h e af fi n e  m ulti vi e w i d e al, p ðM A Þ .

L e m m a 6. 2. F or i de als I; J C ½x i ; yi; zi , p ðI : J Þ ¼ p ðI Þ :
p ðJ Þ.

Pr o of. If f 2 p ðI : J Þ, t h e n f ¼ p ðg Þ f or s o m e g w hi c h s ati s fi e s

g h 2 I f or all h 2 J .  T h er ef or e f p ðh Þ ¼ p ðg Þp ðh Þ ¼ p ðg h Þ 2

p ðI Þ f or a n y h 2 J , pr o vi n g f 2 p ðI Þ : p ðJ Þ. If f 2 p ðI Þ :

p ðJ Þ, t h e n f or a n y h 2 J , f p ðh Þ 2 p ðI Þ, i. e., t h er e e xi st s g 2 I

s u c h t h at f p ðh Þ ¼ p ðg Þ.  D e n ot e t h e h o m o g e ni z ati o n of f

wit h r e s p e ct t o z 1 ; . . .; zn b y ef . W e cl ai m t h at ef 2 I : J .

I n d e e d f or a n y h 2 J , p ð ef h Þ ¼ p ð ef Þp ðh Þ ¼ f p ðh Þ ¼ p ðg Þ f or

s o m e g 2 I .  H o m o g e ni zi n g b ot h si d e s,  w e g et ef h ¼ g 2 I ,

a n d  w e c o n cl u d e t h at p ðI Þ : p ðJ Þ p ðI : J Þ tu

C or oll ar y 6. 3. If A is a c a mer a arr a n ge me nt  wit h p air wise dis-

ti n ct f o ci, t he n p ðM A Þ ¼ p ðH n
A Þ ¼ p ðF A Þ ¼ p ð

ffiffiffiffiffiffi
Y A

p
Þ.

Pr o of. L e m m a 6. 2 i m pli e s t h at p ðI : m Þ ¼ p ðI Þ : ð1 Þ ¼ p ðI Þ
f o r a n y i d e al I .  D e h o m o g e ni zi n g  T h e o r e m s 4. 9, 4. 1 1,
a n d 4. 7, e a c h e q u alit y f oll o w s. tu

O b s e r v e t h at t h e l a st e q u alit y i n  C o r oll a r y 6. 3 r e q ui r e s
A 1 ¼ ½ I 0 .  G e o m et ri c all y,  C o r oll a r y 6. 3 s h o w s t h at  w hil e

t h e h o m o g e n o u s i d e al s H n
A ; FA ; YA , a n d M A d o  n ot c oi n ci d e,

t h e y a r e t h e s a m e a w a y f r o m t h e o ri gi n i n e a c h i m a g e  pl a n e.
I n  p a rti c ul a r, t hi s i s t h e c a s e o n t h e af fi n e  p at c h f p 2 P 2 n :
z 1 ¼ . . . ¼ z n ¼ 1 g c o r r e s p o n di n g t o  fi nit e i m a g e  d at a.

U si n g  T h e o r e m 5. 6  w e s e e t h at,  w h e n A i s n o n c o pl a n a r,
t h e  d e h o m o g e ni z e d bif o c al s al o n e s uf fi c e t o g e n e r at e t h e
af fi n e  m ulti vi e w i d e al p ðM A Þ .

C or oll ar y 6. 4. S u p p ose A is a n o n c o pl a n ar c a mer a arr a n ge me nt
wit h p air wise disti n ct f o ci.  T he n

p ðM A Þ ¼ p ðH 2
A Þ:

Pr o of. D e h o m o g e ni zi n g t h e r e s ult of  T h e o r e m 5. 6,  w e g et

p ðM A Þ ¼ p ðH 2
A : m Þ ¼ p ðH 2

A Þ : p ðm Þ ¼ p ðH 2
A Þ: tu

C o r oll a r y 6. 4 s h o w s t h at p ðM A Þ i s g e n e r at e d b y q u a d-
r ati c s  w h e n e v e r A s ati s fi e s t h e n o n c o pl a n a rit y a s s u m pti o n.
T hi s o b s e r v ati o n  w a s  u s e d i n [ 1 1] t o c r e at e a s e mi d e fi nit e
p r o g r a m mi n g r el a x ati o n of t h e t ri a n g ul ati o n  p r o bl e m  w hi c h
i s c a n b e s e e n a s  mi ni mi zi n g e u cli d e a n  di st a n c e f r o m a n
o b s e r v e d n oi s y  d at a  p oi nt t o t h e af fi n e  m ulti vi e w v a ri et y. It
w a s s h o w n t h at  w h e n t h e n oi s e i s s m all, t h e s e mi d e fi nit e
r el a x ati o n s ol v e s t ri a n g ul ati o n.  Of c o u r s e,  C o r oll a r y 6. 3
n e e d s t h e f o ci of t h e c a m e r a s t o b e n o n c o pl a n a r a n d i n d e e d,
t h e e x p e ri m e nt s i n [ 1 1] s h o w t h at t h e q u alit y of t h e s e mi d e-
fi nit e  p r o g r a m mi n g s ol uti o n  d et e ri o r at e s a s t h e f o ci b e c o m e
c o pl a n a r a n d t h e n c olli n e a r.

G e o m et ri c all y,  w e c a n  u n d e r st a n d h o w t h e q u alit y of
t h e r el a x ati o n  d et e ri o r at e s b e c a u s e t h e bif o c al i d e al c ut s
o ut  m o r e t h a n t h e  m ulti vi e w v a ri et y f o r c o pl a n a r a r r a n g e-
m e nt s. I n t h e c o pl a n a r c a s e, t h e bif o c al i d e al c ut s o ut t h e
i m a g e of t h e  pl a n e t h at c o nt ai n s t h e c a m e r a c e nt e r s.  T h e s e
p oi nt s a r e n ot t h e i m a g e s of t r u e 3 D  p oi nt s. It i s t h e r ef o r e
p o s si bl e t h at t h e n e a r e st  p oi nt  p r o bl e m yi el d s a s p u ri o u s
s ol uti o n o n t hi s e xt r a c o m p o n e nt. Si mil a rl y, i n t h e c olli n e a r
c a s e, t h e bif o c al i d e al c ut s o ut a st ri ctl y l a r g e r v a ri et y t h a n
j u st t h e  m ulti vi e w v a ri et y. I n t hi s c a s e, t h e  di m e n si o n of
t h e v a ni s hi n g s et of t h e bif o c al i d e al i s o n e l a r g e r t h a n t h e
m ulti vi e w v a ri et y.

7 S U M M A R Y

T h e  m ulti vi e w v a ri et y i s a f o u n d ati o n al g e o m et ri c o bj e ct i n
m ulti vi e w g e o m et r y a n d  u n d e r st a n di n g it s v a ni s hi n g i d e al
M A p r e ci s el y i s i m p o rt a nt f o r a n y al g e b r ai c al g o rit h m t h at
s ol v e s  p r o bl e m s o n t hi s v a ri et y.  T h e r e h a v e b e e n  m a n y
p a rti al r e s ult s a b o ut t h e al g e b r ai c st r u ct u r e of t h e  m ulti-
vi e w v a ri et y.  T h e ai m of o u r  p a p e r i s t o  p ut t h e m all i nt o a
u ni fi e d al g e b r ai c s etti n g a n d gi v e a c o m pl et e  d e s c ri pti o n
of M A .

O u r  m ai n r e s ult i s t h at  w h e n t h e f o ci of t h e c a m e r a s a r e
p ai r wi s e  di sti n ct, M A i s g e n e r at e d b y t h e bif o c al a n d t rif o c al
p ol y n o mi al s of A ( T h e o r e m 3. 7).  T h e  p r o of r e q ui r e s a n
u n d e r st a n di n g of t h e b e h a vi o r of c o o r di n at e c h a n g e s o n
k -f o c al i d e al s ( L e m m a 2. 5), a n d t r a n sl ati o n al c a m e r a s
( L e m m a 3. 3).  T h e  m ai n r e s ult h ol d s f o r e u cli d e a n c a m e r a s
a s  w ell ( C o r oll a r y 3. 8).  W e al s o gi v e a n e x a m pl e t o ill u st r at e
t h at t h e a s s u m pti o n of  di sti n ct f o ci c a n n ot b e r el a x e d f o r
t hi s r e s ult t o h ol d ( E x a m pl e 3. 1 0).

N e xt  w e st u d y t h r e e s et s of  p ol y n o mi al s t h at h a v e b e e n
p r o p o s e d t o c ut o ut t h e  m ulti vi e w v a ri et y, b y  H e y d e n-
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A st r €o m, F a u g e r a s a n d  M a et. al. r e s p e cti v el y.  W e s h o w t h at
t h e i d e al s g e n e r at e d b y t h e s e  p ol y n o mi al s a r e all  p r o p e rl y
c o nt ai n e d i n M A .  W e e st a bli s h t h e e x a ct al g e b r ai c r el ati o n-
s hi p s b et w e e n t h e a b o v e i d e al s a n d M A ( T h e o r e m s 4. 7, 4. 9
a n d 4. 1 1).

W e t h e n  p r o v e t h at if t h e c a m e r a f o ci a r e a s s u m e d t o
b e  n o n c o pl a n a r, t h e n i n f a ct M A i s t h e s at u r ati o n of t h e
bif o c al i d e al b y t h e i r r el e v a nt i d e al ( T h e o r e m 5. 6). I n t hi s
sit u ati o n t h e n -f o c al i d e al i s a s u b s et of t h e bif o c al i d e al.

Fi n all y  w e  p r o v e t h at t h e  d e h o m o g e ni z ati o n of t h e
i d e al s b y  H e y d e n- Ast r €o m, F a u g e r a s a n d  M a et. al. all
a g r e e  wit h t h e  d e h o m o g e ni z ati o n of M A ( C o r oll a r y 6. 3).
Si mil a rl y,  u n d e r  n o n c o pl a n a rit y of f o ci, t h e bif o c al i d e al
al s o  h a s t h e s a m e  d e h o m o g e ni z ati o n ( C o r oll a r y 6. 4).  T hi s
m e a n s t h at all of t h e s e i d e al s c ut o ut t h e s p a c e of  fi nit e
i m a g e s.

T E C H NI C A L P R O O F S

A. 1  M uli gr a d e d  Pr oj e cti v e  N ull st ell e n s at z

I n t hi s s e cti o n,  w e st at e a n d  pr o v e t h e  pr oj e cti v e  N ull st ell e n-
s at z i n o u r  m ulti gr a d e d s etti n g,  w hi c h  w e  u s e t o  p r o v e
T h e or e m 4. 7 i n S e cti o n 4.  L et I C ½p 1 ; . . . ; pn b e h o m o g e-
n e o u s  wit h r e s p e ct t o t h e Z n - gr a di n g d e g w i ¼ e i . T o b e cl e ar
a b o ut  pr oj e cti v e v er s u s af fi n e v ari eti e s,  w e  d e fi n e V P ð I Þ :¼
V ðI Þ ¼ fp 2 ð P 2 Þ n : f ðp Þ ¼ 0 f or all f 2 I g , a n d f or a s et
S ðP 2 Þ n , w e d e fi n e

I P ðS Þ ¼ f f 2 m : f ðp Þ ¼ 0 f or all p 2 S g :

W e s a y t h at V P ðI Þ i s t h e  p r oj e cti v e v a ni s hi n g s et of I i n ðP 2 Þ n

a n d I P ðS Þ i s t h e l a r g e st h o m o g e n e o u s i d e al v a ni s hi n g o n S
c o nt ai n e d i n m .  W hil e  w e f o r c e I P ðS Þ m , it al s o  m a k e s
s e n s e t o c o n si d e r t h e l a r g e st h o m o g e n e o u s i d e al v a ni s hi n g
o n S wit h o ut i nt e r s e cti n g  wit h m .  A s b ef o r e  w e  d e n ot e t hi s
i d e al b y IðS Þ, a n d n oti c e t h at I P ðS Þ ¼ IðS Þ \ m . I n t h e  u s u al
g r a di n g o n C ½p 1 ; . . . ; pn , a v a ni s hi n g i d e al IðS Þ i s h o m o g e-
n e o u s i n t h e  u s u al s e n s e  w hi c h  m e a n s t h at it i s c o nt ai n e d i n
t h e  u s u al i r r el e v a nt i d e al hx 1 ; y1 ; z1 ; . . . ; xn ; yn ; zn i.  U n d e r
t h e  m ulti- g r a di n g, I P ðS Þ i s r e q ui r e d t o b e i n t h e c o r r e s p o n d-
i n g i r r el e v a nt i d e al m .  W e  will  u s e t h e f oll o wi n g v a ri a nt of
t h e  N ull st ell e n s at z.

L e m m a  A. 1. F or a n y h o m o ge ne o us i de al I C ½p 1 ; . . . ; pn s u c h
t h at I m , I P ð V P ðI ÞÞ  ¼

ffiffiffi
I

p
:

Pr o of. D e fi n e t h e af fi n e o p e r ati o n s

V A ð I Þ ¼ fp 2 ð A 3 Þ n : f ðp Þ ¼ 0 f or all f 2 I g

I A ðS Þ ¼ ff 2 C ½p 1 ; . . . ; pn : f ðp Þ ¼ 0 f or all p 2 S g

w h e r e  w e t r e at S a s a s u b s et of ðA 3 Þ n . W e will u s e t h e af fi n e
v er si o n of t h e  N ull st ell e n s at z o n t h e c o n e o v e r V :¼ V P ðI Þ,
i. e., , t h e s et C V ¼ V A ð I Þ ðA 3 Þ n . W e cl ai m t h at

I A ðC V Þ ¼ I P ð V Þ: (1 1 )

Fir st s u p p o s e f 2 I A ð C V Þ . Gi v e n p ¼ ð p 1 ; . . . ; p n Þ 2 V ,
all  h o m o g e n e o u s c o o r di n at e s of p , r e pr e s e nt e d b y s c ali n g s
ð 1 p 1 ; . . . ; n p n Þ, li e i n C V , s o f v a ni s h e s f or all h o m o g e-
n e o u s c o o r di n at e s of p .  T hi s  m e a n s t h at t h e h o m o g e n e o u s
c o m p o n e nt s f i1 ;...;in of f , c o n si sti n g of all t er m s  wit h

m ulti d e gr e e ði1 ; . . . ; in Þ , v a ni s h at p , s o f 2 IðV Þ, h e n c e
I A ðC V Þ I ðV Þ.  B y t h e  N ull st ell e n s at z i n ðA 3 Þ n , I A ðC V Þ ¼
I A ðV A ðI ÞÞ  ¼

ffiffiffi
I

p
, a n d b y t h e a s s u m pti o n t h at I m ,ffiffiffi

I
p ffiffiffiffi

m
p

¼ m .  T hi s s h o w s t h at I A ðC V Þ IðV Þ \ m ¼ I P ðV Þ.
C o n v e r s el y, s u p p o s e f 2 I P ð V Þ. Si n c e a n y  p oi nt p of

C V s u c h t h at p i 6¼ 0 f o r all i gi v e s h o m o g e n e o u s c o o r di-
n at e s f o r a  p oi nt i n V , it f oll o w s t h at f v a ni s h e s o n
C V n

S n
i¼ 1 A

3 f 0 g i A 3 .  W e  n e e d t o s h o w
t h at f v a ni s h e s o n e a c h of t h e s et s A 3 f 0 g i

A 3 . Si n c e f m , it h a s st ri ctl y  p o siti v e  m ulti d e-
g r e e, a n d e v e r y  m o n o mi al i n f c o nt ai n s at l e a st o n e c o o r-
di n at e f r o m e a c h c o p y of A 3 . S etti n g all 3 c o o r di n at e s t o
z e r o i n a n y A 3 f o r c e s f t o b e z e r o, s o  w e c o n cl u d e t h at
f 2 I A ðC V Þ. Fi n all y, f r o m ( 1 1),  w e c o n cl u d e

ffiffiffi
I

p
¼ I A ð V A ðI ÞÞ  ¼ I A ðC V Þ ¼ I P ðV Þ ¼ I P ðV P ð I ÞÞ:

tu

C or oll ar y  A. 2. F or a n y h o m o ge ne o us i de al I C ½p 1 ; . . . ; pn ,
I P ðV P ð I ÞÞ  ¼

ffiffiffi
I

p
\ m .

Pr o of. O b s e r v e t h at

V P ð I \ m Þ ¼ V P ðI Þ [ V P ð m Þ ¼ V P ðI Þ

a n d ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
I \ m

p
¼

ffiffiffi
I

p
\

ffiffiffiffi
m

p
¼

ffiffiffi
I

p
\ m m

T h e r ef o r e b y  L e m m a  A. 1, I P ðV P ð I ÞÞ  ¼
ffiffiffi
I

p
\ m . tu

C or oll ar y  A. 3. F or a n y A wit h p air wise disti n ct f o ci,

M A \ m ¼
ffiffiffiffiffiffiffi
H n

A

q
\ m ¼

ffiffiffiffiffiffi
F A

p
\ m ¼

ffiffiffiffiffiffi
Y A

p
\ m :

Pr o of. W e h a v e al r e a d y s h o w n i n S e cti o n 4 t h at V P ðH n
A Þ ¼

V P ðF A Þ ¼ V P ð Y A Þ ¼ V P ð M A Þ. Si n c e M A i s r a di c al, t h e
r e s ult f oll o w s b y  C o r oll a r y  A. 2. tu

W e c a n n o w  p r o v e  T h e o r e m 4. 7, r e st at e d h e r e, f r o m t h e
m ai n b o d y of t h e  p a p e r.

T h e or e m 4. 7. F or a n y A wit h p air wise disti n ct f o ci,

( 1)
ffiffiffiffiffiffiffi
H n

A

p
: m ¼ M A

( 2)
ffiffiffiffiffiffi
F A

p
: m ¼ M A

( 3)
ffiffiffiffiffiffi
Y A

p
: m ¼ M A w h e n A 1 ¼ ½ I j 0

Pr o of. T a ki n g c ol o n i d e al  wit h m , t h e  d e si r e d r e s ult f oll o w s
f r o m  C o r oll a r y  A. 3 a n d t h e f a ct t h at M A : m ¼ M A ,  w hi c h
w a s  p r o v e n i n  T h e o r e m 4. 9. tu

A. 2  Pr o of  of  L e m m a 4. 1 0

I n t hi s s e cti o n,  w e el a b o r at e o n t h e t e c h ni c al  d et ail s  u s e d t o
p r o v e  T h e o r e m 4. 1 1.  R e c all t h at t h e n o nt ri vi al st at e m e nt
t h e r e  w a s t h at bif o c al s a n d t rif o c al s c a n b e  m ulti pli e d b y
a n y g e n e r at o r of m t o f all i nt o F A .  T hi s r e q ui r e s  u n d e r st a n d-
i n g t h e 4 4 mi n o r s of A F ðp Þ f o r  w hi c h  w e o n c e a g ai n
i n v o k e t h e  C a u c h y- Bi n et f o r m ul a a n d t h e o b s e r v ati o n t h at
A F ðp Þ ¼ P ðp Þ A f r o m ( 7).

Fi r st  w e c h ar a ct eri z e c ert ai n 4 4 mi n or s of P ðp Þ. L et p ij

d e n ot e t h e j t h c o or di n at e of p i , i. e., , p i1 ¼ x i , p i2 ¼ y i , a n d
p i3 ¼ z i .  H a vi n g t h e s u b s cri pt ( r e s p. s u p e r s cri pt) p ij o n P ðp Þ
i n di c at e s eli mi n ati n g fr o m P ðp Þ t h e  u ni q u e r o w ( r e s p. c ol u m n)
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of ½p i t h at  d o e s  n ot c o nt ai n p ij .  O n t h e ot h e r h a n d, h a vi n g
t h e s u b s c ri pt p ij o n t h e  m atri c e s A a n d Að p Þ will st a n d f o r
eli mi n ati n g t h e  u ni q u e r o w of t h e  m at ri x c o nt ai ni n g p ij .

W e  will o nl y  n e e d t o c o n si d e r t h e 4 4 mi n or s of P ðp Þ
w h e n n ¼ 2 a n d n ¼ 3 . L et R i ; Ci f p i1 ; pi2 ; pi3 g d e n ot e c ol-
l e cti o n s of c o o r di n at e s, a n d  writ e R ¼

S n
i¼ 1 R i , C ¼

S n
i¼ 1 C i .

W h e n n ¼ 2 , a 4 4 mi n or of P ðp Þ i s d et ðP ðp Þ C
R Þ f or s o m e R ,

C of si z e jR j ¼ jC j ¼ 2 , a n d  w h e n n ¼ 3 , jR j ¼ jC j ¼ 5 .
O b s e r v e t h at if jR i j 6¼ j C i j f or a n y i, t h e n t h e s u b m atri x P ðp Þ C

R

h a s at l e a st t w o li n e a rl y  d e p e n d e nt r o w s o r c ol u m n s, yi el di n g
a z er o mi n or. W h e n jR i j ¼ jC i j f or all i, P ðp Þ C

R i s bl o c k  di a g o-
n al, s o d et ðP ðp Þ C

R Þ ¼
Q n

i¼ 1 d et ðð½p i Þ
C i
R i

Þ .

L e m m a  A. 2. Let n ¼ 2 .  T he n o n zer o 4 4 mi n ors of P ðp Þ are
deter mi ne d b y c olle cti o ns of c o or di n ates R;  C wit h jR 1 j ¼
jC 1 j ¼ jR 2 j ¼ jC 2 j ¼ 1 . F or R ¼ f p 1 j ; p2 k g a n d C ¼ f p 1 l; p2 m g ,
t he 4 4 mi n or d et ðP ðp Þ C

R Þ is t he  m o n o mi al

d et ðP ðp Þ C
R Þ ¼ ð 1 Þ j þ k þ lþ m p 1 j p 2 k p 1 lp 2 m :

Pr o of. A s n ot e d a b o v e, if jR i j 6¼ j C i j f o r eit h e r i, t h e n
d et ðP ðp Þ C

R Þ ¼ 0 ,  w h e r e a s if jR i j ¼ jC i j ¼ 2 f o r eit h e r i,

t h e n P ðp Þ C
R h a s a r a n k 2 bl o c k o n it s  di a g o n al, h e n c e

d et ðP ðp Þ C
R Þ ¼ 0 ,  p r o vi n g t h e  fi r st st at e m e nt. F o r R ¼

f p 1 j ; p2 k g a n d C ¼ f p 1 l; p2 m g , t h e 4 4 mi n o r d et P ðp Þ C
R i s

d et P ðp Þ C
R ¼ d et ðð½p 1 Þ

C 1
R 1

d et ðð½p 2 Þ
C 2
R 2

Þ

¼ ðð 1 Þ j þ lp 1 j p 1 lÞðð 1 Þ k þ m p 2 k p 2 m Þ

¼ ð 1 Þ j þ k þ lþ m p 1 j p 2 k p 1 lp 2 m :
tu

L e m m a  A. 3. Let n ¼ 3 . S u p p ose jR 3 j ¼ jC 3 j ¼ 1 , a n d jR 1 j ¼
jC 1 j ¼ jR 2 j ¼ jC 2 j ¼ 2 . F or R 3 ¼ f p 3 j g ; C3 ¼ f p 3 k g , t he
4 4 mi n or d et ðP ðp Þ C

R Þ is t he  m o n o mi al

ð 1 Þ j þ k þ lþ m p 3 j p 3 k p 1 lp 2 m if R 1 6¼ C 1 ; R2 6¼ C 2

0 ot h er wis e.

(

w here p 1 l is t he c o or di n ate c o m m o n t o R 1 a n d C 1 a n d p 2 m is
t he c o or di n ate c o m m o n t o R 2 a n d C 2 .

Pr o of. W h e n R i ¼ C i a s s et s f or i ¼ 1 o r i ¼ 2 , t h e n
ð½p i Þ

C i
R i

¼ 0 , h e n c e d et P ðp Þ C
R ¼

Q n
i¼ 1 d et ðð½p i Þ

C i
R i

Þ ¼ 0 .

O n t h e ot h er h a n d,  w h e n R 1 6 ¼C 1 , d et ðð½p 1 Þ
C 1
R 1

Þ ¼ ð 1 Þ lp 1 l

w h e r e p 1 l ¼ R 1 \ C 1 . Si mil arl y d et ðð½p 2 Þ
C 2
R 2

Þ ¼ ð 1 Þ m p 2 m

w h e r e p 2 m ¼ R 2 \ C 2 w h e n R 2 6 ¼C 2 . tu

W e  n o w s h o w t h at bif o c al s a n d t rif o c al s c a n b ot h b e  m ul-
ti pli e d b y a n y g e n e r at o r of m t o f all i nt o F A .

L e m m a  A. 4.

( 1) F o r n ¼ 2 c a m e r a s, a n d a n y  m o n o mi al p 1 j p 2 k ,
t h e r e e xi st s a 4 4 mi n o r f of A F ðp Þ s u c h t h at f ¼
ð 1 Þ j þ k p 1 j p 2 k d et ð Aðp ÞÞ.

( 2)  L et n ¼ 3 a n d i1 ; i2 ; i3 b e  p ai r wi s e  di sti n ct.  T h e n f o r a n y
t rif o c al d et ð Aðp Þ f p i1 j 1

p i2 j 2
g Þ a n d a n y c o o r di n at e p i3 k ,

t h e r e e xi st s a 4 4 mi n o r f of A F ðp Þ s u c h t h at f ¼
ð 1 Þ k p i3 k d et ð Aðp Þ f p i1 j 1

p i2 j 2
g Þ .

Pr o of. ( a) Fi x s o m e p 1 j p 2 k . Si n c e n ¼ 2 , P ðp Þ A i s a 6 4
m at ri x a n d  w e n e e d t o  d el et e t w o r o w s t o g et a 4 4

mi n o r.  U si n g  L e m m a  A. 2 a n d  C a u c h y- Bi n et, t h e r e s ult
f oll o w s f r o m t h e c o m p ut ati o n b el o w:

f ¼ d et P ðp Þ f p 1 j ; p2 k g A

¼
X

jC j ¼2

d et P ðp Þ C
f p 1 j ; p2 k g d et A Cð Þ

¼
X

jC 1 j ¼jC 2 j ¼1

d et P ðp Þ C
f p 1 j ; p2 k g d et A Cð Þ

¼
X

1 l; m 3

d et ½p 1
f p 1 lg

f p 1 j g
d et ½p 2

f p 2 m g

f p 2 k g

d et A f p 1 l; p2 m g

¼
X

1 l; m 3

ð 1 Þ j þ k þ lþ m p 1 j p 2 k p 1 lp 2 m d et A f p 1 l; p2 m g

¼ ð 1 Þ j þ k p 1 j p 2 k

X

1 l; m 3

ð 1 Þ lþ m p 1 lp 2 m d et A f p 1 l; p2 m g

¼ ð 1 Þ j þ k p 1 j p 2 k d et Að p Þð Þ:

w h e r e t h e l a st e q u alit y f oll o w s f r o m e x p a n di n g t h e  d et e r-
mi n a nt of Að p Þ al o n g t h e l a st t w o c ol u m n s.

( b)  Wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, l et i1 ¼ 1 , i2 ¼ 2 , i3 ¼ 3
a n d l et p 3 k b e a r bit r a r y. F o r si m pli cit y, s u p p o s e j 1 ¼ j 2 ¼
1 .  T h e r ef o r e,  w e c o n si d e r t h e t rif o c al d et ð Aðp Þ f p 1 1 ; p2 1 g Þ .
U si n g  L e m m a  A. 3 a n d  C a u c h y- Bi n et,  w e e x p a n d
f ¼ d et ðP ðp Þ R AÞ w h e r e R 1 ¼ f p 1 2 ; p1 3 g , R 2 ¼ f p 2 2 ; p2 3 g ,
R 3 ¼ f p 3 k g a s f oll o w s:

f ¼ d et P ðp Þ R A

¼
X

C : jC 1 j ¼jC 2 j ¼2 ;jC 3 j ¼1

d et P ðp Þ C
f R 1 ; R2 ; R3 g d et ð A C Þ

¼
X

jC 3 j ¼1

d et ½p 3
C 3

R 3

X

jC 1 j ¼jC 2 j ¼2

 

d et ½p 1
C 1

R 1

d et ½p 2
C 2

R 2
d et A Cð Þ

!

¼
X 3

i¼ 1

ð 1 Þ iþ k p 3 k p 3 i

X

jC 1 j ¼jC 2 j ¼2
C 1 6¼ R 1 C 2 6¼ R 2

 

d et ½p 1
C 1

R 1

d et ½p 2
C 2

R 2
d et A f C 1 ; C2 ; p3 i g

!

¼ ð 1 Þ k p 3 k

X 3

i¼ 1

ð 1 Þ i p 3 i

X

2 l; m 3

 

d et ½p 1
f p 1 1 ; p1 lg

f p 1 2 ; p1 3 g

d et ð½p 2 Þ
f p 2 1 ; p2 m g
f p 2 2 ; p2 3 g d et A f p 1 1 ; p1 l; p2 1 ; p2 m ; p3 i g

!

¼ ð 1 Þ k p 3 k

X 3

i¼ 1

ð 1 Þ i p 3 i

X

2 l; m 3

ð 1 Þ lþ m p 1 lp 2 m d et A f p 1 1 ; p1 l; p2 1 ; p2 m ; p3 i g

¼ ð 1 Þ k p 3 k d et ð Aðp Þ f p 1 1 ; p2 1 g Þ

O b s e r v e t h at t h e  fi n al e q u alit y f oll o w s f r o m e x p a n di n g
t h e  d et e r mi n a nt of Að p Þ f p 1 1 ; p2 1 g o n t h e p 3 c ol u m n.
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F or g e n er al j 1 ; j2 ,  p erf or mi n g t h e s a m e c o m p ut ati o n
wit h R 1 ¼ f p 1 1 ; p1 2 ; p1 3 g n f p 1 j 1

g , R 2 ¼ f p 2 1 ; p2 2 ; p2 3 g n
f p 1 j 2

g a n d R 3 ¼ f p 3 k g yi el d s d et P ðp Þ R A ¼
ð 1 Þ k p 3 k d et ð Aðp Þ f p 1 j 1

; p2 j 2
g Þ . tu

A C K N O W L E D G M E N T S

T h e a ut h o r s  w o ul d li k e t o t h a n k t h e r ef e r e e s of t hi s a rti cl e
f o r t h ei r c a r ef ul r e a di n g a n d s u g g e sti o n s. I n  p a rti c ul a r, t h ei r
c o m m e nt s h el p e d  fill a g a p i n t h e  p r o of of t h e  m ai n t h e o r e m
of S e cti o n 5.  A n d r e w  P r y h u b e r a n d  R e k h a  R.  T h o m a s
a c k n o wl e d g e s u p p o rt f r o m t h e  U. S.  N ati o n al S ci e n c e
F o u n d ati o n t h r o u g h t h e g r a nt  D M S- 1 7 1 9 5 3 8.
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