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MINIMIZERS FOR THE CAHN--HILLIARD ENERGY FUNCTIONAL
UNDER STRONG ANCHORING CONDITIONS\ast 

SHIBIN DAI\dagger , BO LI\ddagger , \mathrm{A}\mathrm{N}\mathrm{D} TOAI LUONG\dagger 

Abstract. We study analytically and numerically the minimizers for the Cahn--Hilliard energy
functional with a symmetric quartic double-well potential and under a strong anchoring condition
(i.e., the Dirichlet condition) on the boundary of an underlying bounded domain. We show a bifur-
cation phenomenon determined by the boundary value and a parameter that describes the thickness
of a transition layer separating two phases of an underlying system of binary mixtures. For the case
that the boundary value is exactly the average of the two pure phases, if the bifurcation parameter is
larger than or equal to a critical value, then the minimizer is unique and is exactly the homogeneous
state. Otherwise, there are exactly two symmetric minimizers. The critical bifurcation value is in-
versely proportional to the first eigenvalue of the negative Laplace operator with the zero Dirichlet
boundary condition. For a boundary value that is larger (or smaller) than that of the average of
the two pure phases, the symmetry is broken and there is only one minimizer. We also obtain the
bounds and morphological properties of the minimizers under additional assumptions on the domain.
Our analysis utilizes the notion of the Nehari manifold and connects it to the eigenvalue problem
for the negative Laplacian with the homogeneous boundary condition. We numerically minimize the
functional E by solving the gradient-flow equation of E, i.e., the Allen--Cahn equation, with the des-
ignated boundary conditions, and with random initial values. We present our numerical simulations
and discuss them in the context of our analytical results.
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1. Introduction. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y}
\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} [8]

(1.1) E[u] =

\int 
\Omega 

\Bigl[ \kappa 
2
| \nabla u| 2 +W (u)

\Bigr] 
dx, u \in H1(\Omega ).

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}, \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n} \BbbR d (d = 2 \mathrm{o}\mathrm{r} 3) \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{a} C2 \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}, \kappa > 0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} W \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}-\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a} \mathrm{a}\mathrm{t} u = u - 

\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u = u+, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} u - \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u+ \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}
u - \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u+ \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}-\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}
\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}

W (u) = \gamma (u - u - )2(u - u+)2 (u \in \BbbR ),(1.2)

\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \gamma > 0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}. \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}-\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} (1) W (u) = 18u2(u - 1)2 \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} u - = 0 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}
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u+ = 1, \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r} 18 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}\int 1

0

\sqrt{} 
2W (u) du = 1;

\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (2) W (u) = (1/4)(u2  - 1)2 \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} u - =  - 1 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u+ = 1.
\mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} E[u] \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{a}

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{e}, \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \Omega \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}
\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} \{ u = u - \} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \{ u = u+\} , \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \kappa > 0, \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l},
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} u \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} u \approx u - 

\mathrm{t}\mathrm{o} u \approx u+. \mathrm{T}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{s} O(
\surd 
\kappa ) \mathrm{a}\mathrm{s}

0 < \kappa \ll 1. \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d}, \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{s} \kappa \rightarrow 0 \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E =: E\kappa \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} (\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}); \mathrm{c}\mathrm{f}. [36, 39].
\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{D}\mathrm{a}\mathrm{i}, \mathrm{L}\mathrm{i}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{L}\mathrm{u} [16] \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}, \mathrm{a}\mathrm{s} \kappa \rightarrow 0, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--
\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}--
\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}
\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} H - 1(\Omega ) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} L2(\Omega ) \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}-
\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}-\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}. \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n},
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{d}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{s}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{A}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}
\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}-
\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \partial \Omega . \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s}
\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{n} u. \mathrm{A} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \partial nu = \nabla u \cdot n \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \partial \Omega , \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} n
\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \partial \Omega (\mathrm{c}\mathrm{f}., \mathrm{e}.\mathrm{g}., [3, 1, 2, 7, 19, 26, 32, 38, 40]).
\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} (\mathrm{i}.\mathrm{e}., \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}) \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}
\nabla u \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r} n \mathrm{o}\mathrm{f} \partial \Omega . \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\nabla u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} u, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{a} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o} \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}, \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \partial \Omega , \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} u \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{o}
\partial \Omega . \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \partial \Omega \mathrm{a}ff\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{s} u. \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}, \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} (\mathrm{c}\mathrm{f}., \mathrm{e}.\mathrm{g}.,
[9, 11, 14, 15, 23, 28, 30, 31, 12, 41]).

\mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f}
u \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \partial \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d} (\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} u \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\partial \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}). \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} g \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega , \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h} g \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}
u = g \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h}, \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h}.
\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}
\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l} u \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s} g \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}. \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{y} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} L2(\Omega )-
\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m} \| u  - g\| L2(\partial \Omega ) \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{u}ffi\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}, \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{y} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}.
\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}
\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}. \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}
\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \Omega [18]. \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}
\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} (\mathrm{c}\mathrm{f}. [33] \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}).

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{a} \mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{w} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}, \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{o}\mathrm{r}
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{D}\mathrm{u} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{s} [18] \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}

D
ow

nl
oa

de
d 

08
/1

9/
21

 to
 1

37
.1

10
.3

7.
83

. R
ed

is
tri

bu
tio

n 
su

bj
ec

t t
o 

SI
A

M
 li

ce
ns

e 
or

 c
op

yr
ig

ht
; s

ee
 h

ttp
s:

//e
pu

bs
.si

am
.o

rg
/p

ag
e/

te
rm

s



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. 

MINIMIZERS FOR THE CAHN--HILLIARD ENERGY FUNCTIONAL 2301

\mathrm{a} fi\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} 1\mathrm{D} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}. \mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} [5] \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}
\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y}-\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{s}. \mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{n} [4] \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}-
\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}
\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{o}-
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}. \mathrm{L}\mathrm{i} \mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{l}. [34] \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}
\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{x} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{m}
[25] \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}-\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{x} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}
\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}.

\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{s}.
(1) \mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}

\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}. \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}
\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \kappa /\gamma . \mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}
\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}-
\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}.
\mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}.

(2) \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}
\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{n}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}
\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}.

\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}-
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.
\mathrm{T}\mathrm{o} \mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}-fl\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{i}.\mathrm{e}., \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}--
\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{y}
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{k} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s}: \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} 2, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} 3, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} 4
\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 5, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} 6, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o}
\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s}. \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} 7, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{w} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}
\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}.

2. Main theorems. \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t} g \in H1/2(\partial \Omega ). \mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}
\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}, \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n}
(1.1) \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}

\scrA g :=
\bigl\{ 
u \in H1(\Omega ) : u = g \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega 

\bigr\} 
;(2.1)

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e}, \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, [20, 21]. \mathrm{D}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f}W (u), \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}
\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}. \mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} u \in \scrA g \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}fi\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}--\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}
\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}

(2.2)  - \kappa \Delta u+W \prime (u) = 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 

\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

(2.3) \langle \delta E[u], v\rangle =
\int 
\Omega 

[\kappa \nabla u \cdot \nabla v +W \prime (u)v] dx = 0 \forall v \in H1
0 (\Omega ).
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2302 SHIBIN DAI, BO LI, AND TOAI LUONG

\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \delta E[u] : H1
0 (\Omega ) \rightarrow \BbbR \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}

\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{a}\mathrm{t} u \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{o}\mathrm{f}H1
0 (\Omega ), \mathrm{i}.\mathrm{e}., \delta E[u] \in H - 1(\Omega )

(\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} H1
0 (\Omega )).

\mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a} g \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega :

(\mathrm{i}) g(x) \equiv u++u - 

2 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} x \in \partial \Omega ;

(\mathrm{i}\mathrm{i}) u++u - 

2 < g(x) < u+ \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} x \in \partial \Omega ;

(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) u - < g(x) < u++u - 

2 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} x \in \partial \Omega .
\mathrm{O}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} g \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{y}

g(x) = g\alpha (x) := \alpha (x)u+ + (1 - \alpha (x))u - \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega ,

\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} 0 < \alpha (x) < 1 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega .
\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} (\mathrm{i}) \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} [17] \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}

\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}

u =
u+ + u - 

2
\mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega (2.4)

\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{y} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E, \mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \kappa \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{h}. \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \kappa \mathrm{i}\mathrm{s}
\mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} 4\gamma /\lambda 1, \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \lambda 1 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}

 - \Delta u = \lambda u \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega ,(2.5)

u = 0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega .(2.6)

\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} (\mathrm{i}\mathrm{i}) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}), \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{s},
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E.

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s}.

Theorem 2.1 (\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} g = (u+ + u - )/2 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega ). Assume g = (u+ + u - )/2 on
\partial \Omega .

(\mathrm{i}) If \kappa \geq 4\gamma /\lambda 1, then the constant function u = (u+ + u - )/2 is the only mini-
mizer for E in \scrA g, and

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} \{ E[u] : u \in \scrA g\} =
\gamma (u+  - u - )2

4
| \Omega | .

(\mathrm{i}\mathrm{i}) If \kappa < 4\gamma /\lambda 1, then there are exactly two minimizers, u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} and u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}, for E in
\scrA g, and

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} \{ E[u] : u \in \scrA g\} <
\gamma (u+  - u - )2

4
| \Omega | .

Moreover, these two minimizers u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} and u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} satisfy

u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} + u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} = u - + u+ in \Omega 

and

u - < u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} <
u - + u+

2
< u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < u+ in \Omega .
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Remark. \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e} g = (u++u - )/2 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega . \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}
\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{a} \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{e}, \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{y},

L := \{ x = (x1, x
\prime ) \in \BbbR d : x1 = 0 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} x\prime = (x2, . . . , xd) \} ,

\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} (x1, x
\prime ) \in \Omega \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} ( - x1, x\prime ) \in \Omega . \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{a}

\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{s}, \mathrm{N}\mathrm{i}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{N}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g} [27] (\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} [29]) \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}
\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} L, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s},

ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}( - x1, x\prime ) = ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x1, x
\prime ) \forall (x1, x\prime ) \in \Omega .

\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e},

\partial ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}
\partial x1

(x1, x
\prime ) < 0 \mathrm{i}\mathrm{f} x1 > 0.

\mathrm{I}\mathrm{f} \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}, \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{y}, \Omega = B(0, R), \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\partial ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}
\partial r

< 0 \mathrm{i}\mathrm{f} 0 < r < R.

\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} ug,\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}.

Theorem 2.2 (\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} (u+ + u - )/2 < g < u+ \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega \mathrm{o}\mathrm{r} u - < g < (u+ + u - )/2
\mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega ). Let g \in C(\partial \Omega ).

(\mathrm{i}) If (u+ + u - )/2 < g < u+ on \partial \Omega , then there exists a unique minimizer ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}
for E in \scrA g. Moreover,

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\partial \Omega 

g < ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < u+ in \Omega .

(\mathrm{i}\mathrm{i}) If u - < g < (u+ + u - )/2 on \partial \Omega , then there exists a unique minimizer ug,\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}
for E in \scrA g. Moreover,

u - < ug,\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} < \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\partial \Omega 

g in \Omega .

\mathrm{T}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}
\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a} g. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}

\~u :=
2u - (u+ + u - )

u+  - u - 
,(2.7)

\~g :=
2g  - (u+ + u - )

u+  - u - 
.(2.8)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} u \in \scrA (u++u - )/2 \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} \~u \in H1
0 (\Omega ), \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} u \in \scrA g \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} \~u \in \scrA \~g. \mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r},

E[u] = \gamma (u+  - u - )2
\int 
\Omega 

\biggl[ 
\~\kappa 

2
| \nabla \~u| 2 + 1

4
(\~u2  - 1)2

\biggr] 
dx,(2.9)

\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \~\kappa = \kappa /(4\gamma ). \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}fi\mathrm{c}
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}.
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3. The Nehari manifold. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}

(3.1) E[u] =

\int 
\Omega 

\biggl[ 
\kappa 

2
| \nabla u| 2 + 1

4
(u2  - 1)2

\biggr] 
dx, u \in H1(\Omega ).

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d} [6]

S =
\bigl\{ 
u \in H1

0 (\Omega ) : \langle \delta E[u], u\rangle = 0
\bigr\} 
.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s}, \mathrm{b}\mathrm{y} (2.3), u \in S \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} u \in H1
0 (\Omega ) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\int 

\Omega 

\bigl[ 
\kappa | \nabla u| 2 +W \prime (u)u

\bigr] 
dx = 0.(3.2)

\mathrm{I}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} 0 \in S \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} E \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} S.

Lemma 3.1. The set S is bounded in H1
0 (\Omega ).

Proof. \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t} u \in S. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} S \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

0 =

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2 + u4  - u2

\bigr) 
dx(3.3)

=

\int 
\Omega 

\Biggl[ 
\kappa | \nabla u| 2 + 3u4

4
+

\biggl( 
u2

2
 - 1

\biggr) 2

 - 1

\Biggr] 
dx

\geq 
\int 
\Omega 

\biggl( 
\kappa | \nabla u| 2 + 3u4

4
 - 1

\biggr) 
dx.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} \int 
\Omega 

\biggl( 
\kappa | \nabla u| 2 + 3u4

4

\biggr) 
dx \leq | \Omega | .

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}

\| \nabla u\| L2(\Omega ) \leq 
\sqrt{} 

| \Omega | 
\kappa 

\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\| u\| L2(\Omega ) \leq | \Omega | 1/4\| u\| L4(\Omega ) \leq 
\biggl( 
4

3
| \Omega | 2

\biggr) 1/4

.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f}.

\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t} E| S \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d} S.
\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E| S \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f}
E| S \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} E. \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h} u \in H1(\Omega ), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}

Fu = \{ su : s \in \BbbR \} = \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n} \{ u\} 

\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} u. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p} (\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e}, \mathrm{e}.\mathrm{g}., [6])

\Phi u(s) := E[su] \forall s \in \BbbR .

\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{i}\mathrm{f} u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} E, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \Phi u \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{a}\mathrm{t} s = 1.
\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p} \Phi u \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} E \mathrm{a}\mathrm{t} u, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}. \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t} u \in H1(\Omega ). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \delta E[u] \mathrm{i}\mathrm{s}
\mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (2.3). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \delta 2E[u] : H1

0 (\Omega )\times H1
0 (\Omega ) \rightarrow \BbbR \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}

E \mathrm{a}\mathrm{t} u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{b}\mathrm{y}

(3.4) \delta 2E[u](v, w) =

\int 
\Omega 

[\kappa \nabla v \cdot \nabla w +W \prime \prime (u)vw] dx \forall v, w \in H1
0 (\Omega ).
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Lemma 3.2. If u \in H1
0 (\Omega ), then

\Phi \prime 
u(s) = \langle \delta E[su], u\rangle =

\int 
\Omega 

\bigl[ 
s\kappa | \nabla u| 2 +W \prime (su)u

\bigr] 
dx,(3.5)

\Phi \prime \prime 
u(s) = \delta 2E[su](u, u) =

\int 
\Omega 

\bigl[ 
\kappa | \nabla u| 2 +W \prime \prime (su)u2

\bigr] 
dx.(3.6)

Proof. \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \Phi u \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (2.3), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

\Phi \prime 
u(s) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

h\rightarrow 0

\Phi u(s+ h) - \Phi u(s)

h

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
h\rightarrow 0

E[(s+ h)u] - E[su]

h

= \langle \delta E[su], u\rangle 

=

\int 
\Omega 

\bigl[ 
s\kappa | \nabla u| 2 +W (su)u

\bigr] 
dx,

\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o} (3.5). \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

\Phi \prime \prime 
u(s) =

\int 
\Omega 

\bigl[ 
\kappa | \nabla u| 2 +W \prime \prime (su)u2

\bigr] 
dx = \delta 2E[su](u, u),

\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o} (3.6).

Corollary 3.3. If u \in H1
0 (\Omega ) \setminus \{ 0\} and s \in \BbbR \setminus \{ 0\} , then su \in S if and only if

\Phi \prime 
u(s) = 0.

Proof. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{y} (3.5) \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

\Phi \prime 
u(s) = \langle \delta E[su], u\rangle = 1

s
\langle \delta E[su], su\rangle ,

\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s}, 0 \not = u \in S \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} s = 1 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \Phi u(s), \mathrm{i}.\mathrm{e}., u \mathrm{i}\mathrm{s}
\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} E \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r} Fu. \mathrm{I}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d} S \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{s}, S+, S - , \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} S0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m}, \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{i}\mathrm{n}fl\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} E \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r} Fu. \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{w}\mathrm{e}
\mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}

S+ =
\bigl\{ 
u \in S : \delta 2E[u](u, u) > 0

\bigr\} 
,

S - =
\bigl\{ 
u \in S : \delta 2E[u](u, u) < 0

\bigr\} 
,

S0 =
\bigl\{ 
u \in S : \delta 2E[u](u, u) = 0

\bigr\} 
.

Lemma 3.4. Let u0 \in S  - S0 be a local minimizer for E| S. Then \delta E[u0] = 0.

Proof. \mathrm{I}\mathrm{f} u0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E| S , \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} u0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}
\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}:

\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e} E[u] \mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} u \in H1
0 (\Omega )

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} \Gamma [u] :=

\int 
\Omega 

\bigl[ 
\kappa | \nabla u| 2 +W \prime (u)u

\bigr] 
dx = 0.
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\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r} \mu \in \BbbR \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \delta E[u0] = \mu \delta \Gamma [u0] \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

\langle \delta E[u0], v\rangle = \mu \langle \delta \Gamma [u0], v\rangle \forall v \in H1
0 (\Omega ).(3.7)

\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u0 \in S \subset H1
0 (\Omega ), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

0 = \langle \delta E[u0], u0\rangle = \mu \langle \delta \Gamma [u0], u0\rangle .(3.8)

\mathrm{O}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d},

\langle \delta \Gamma [u0], u0\rangle =
\int 
\Omega 

\bigl[ 
2\kappa | \nabla u0| 2 +W \prime \prime (u0)u

2
0 +W \prime (u0)u0

\bigr] 
dx

=

\int 
\Omega 

\bigl[ 
\kappa | \nabla u0| 2 +W \prime \prime (u0)u

2
0

\bigr] 
dx \mathrm{b}\mathrm{y} (3.2)

= \delta 2E[u0](u0, u0)

\not = 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u0 \not \in S0.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (3.8) \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mu = 0, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{y} (3.7)

\langle \delta E[u0], v\rangle = 0 \forall v \in H1
0 (\Omega ).

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s}, \delta E[u0] = 0.

Corollary 3.5. We have

S =

\biggl\{ 
u \in H1

0 (\Omega ) :

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2 + u4  - u2

\bigr) 
dx = 0

\biggr\} 
,

S+ =

\biggl\{ 
u \in S :

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2 + 3u4  - u2

\bigr) 
dx > 0

\biggr\} 
=

\biggl\{ 
u \in S :

\int 
\Omega 

u4 dx > 0

\biggr\} 
= \{ u \in S : u \not = 0\} ,

S - =

\biggl\{ 
u \in S :

\int 
\Omega 

u4 dx < 0

\biggr\} 
= \emptyset ,

S0 =

\biggl\{ 
u \in S :

\int 
\Omega 

u4 dx = 0

\biggr\} 
= \{ 0\} .

Proof. \mathrm{B}\mathrm{y} (1.2), W \prime (u) =  - u + u3. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} S \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}
\mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}; \mathrm{c}\mathrm{f}. (3.2). \mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{w}, u \in S \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} u \in H1

0 (\Omega ) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\int 
\Omega 

\kappa | \nabla u| 2dx =

\int 
\Omega 

\bigl( 
u2  - u4

\bigr) 
dx.

\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} W \prime \prime (u) = 3u2  - 1, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} S+, S - , \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} S0 \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r}
\mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} (3.4).

Lemma 3.6. Let u \in H1
0 (\Omega ) \setminus \{ 0\} .

(\mathrm{i}) If

(3.9)

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2

\bigr) 
dx \geq 0,
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then \Phi u has no positive critical points or positive turning points, \Phi u is mono-
tonically increasing in s > 0, and

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
s\rightarrow \infty 

\Phi u(s) = \infty .

(\mathrm{i}\mathrm{i}) If

(3.10)

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2

\bigr) 
dx < 0,

then \Phi u has exactly one positive critical point

su =

\Biggl[ 
 - 
\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2

\bigr) 
dx\int 

\Omega 
u4 dx

\Biggr] 1/2

,(3.11)

\Phi \prime \prime 
u(su) > 0, and suu \in S+.

Proof. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} W (u) = (u2  - 1)2/4, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{y} (3.5) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (3.6) \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

\Phi \prime 
u(s) =

\int 
\Omega 

\bigl[ 
s
\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2

\bigr) 
+ s3u4

\bigr] 
dx,

\Phi \prime \prime 
u(s) =

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2 + 3s2u4

\bigr) 
dx.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}, \Phi \prime 
u(s) = 0 \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} s = 0 \mathrm{o}\mathrm{r}

s2 =  - 
\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2

\bigr) 
dx\int 

\Omega 
u4 dx

.

\mathrm{I}\mathrm{f} (3.9) \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{e}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}

\Phi \prime 
u(s) \geq s3

\int 
\Omega 

u4 dx > 0 \forall s > 0

\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\Phi \prime \prime 
u(s) \geq 3s2

\int 
\Omega 

u4 dx > 0 \forall s > 0.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} (\mathrm{i}). \mathrm{I}\mathrm{f} (3.10) \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{e}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} su \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (3.11) \mathrm{i}\mathrm{s}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{o} \Phi \prime 

u(s) = 0 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} s \in (0,\infty ). \mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r},

\Phi \prime \prime 
u(su) =  - 2

\int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla u| 2  - u2

\bigr) 
dx > 0.

\mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} 3.3, suu \in S. \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} 3.5, suu \in S+. \mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} (\mathrm{i}\mathrm{i}) \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}.

4. Proof of Theorem 2.1. \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s} (2.7), (2.8), \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (2.9),
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (3.1). \mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}
\kappa \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} E \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (2.9) \mathrm{i}\mathrm{s} \kappa /(4\gamma ) \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \kappa \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \gamma \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E
\mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (1.1).

Case 1: \kappa \geq 1/\lambda 1. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u = 0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (3.1) \mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} H1

0 (\Omega ) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{s} | \Omega | /4.
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\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \lambda 1 > 0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m} (2.5)
\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (2.6). \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}'\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

\lambda 1 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl\{ \int 
\Omega 
| \nabla u| 2 dx\int 
\Omega 
u2 dx

: u \in H1
0 (\Omega ), u \not = 0

\biggr\} 
.(4.1)

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \int 
\Omega 

| \nabla u| 2 dx \geq \lambda 1

\int 
\Omega 

u2 dx \forall u \in H1
0 (\Omega ).

\mathrm{I}\mathrm{f} \kappa \geq 1/\lambda 1, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} u \in H1
0 (\Omega ) \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

E[u] =

\int 
\Omega 

\biggl( 
1

2
(\kappa | \nabla u| 2  - u2) +

u4 + 1

4

\biggr) 
dx

\geq 
\int 
\Omega 

\biggl( 
1

2
(\kappa \lambda 1  - 1)u2 +

u4

4
+

1

4

\biggr) 
dx

\geq 1

4
| \Omega | .

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{f} u = 0. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}, u = 0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f}
E \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (3.1) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} | \Omega | /4. \mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t} (\mathrm{i}) \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.1 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}.

Case 2: 0 < \kappa < 1/\lambda 1. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s},
u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}, \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} (3.1) \mathrm{i}\mathrm{n} H1

0 (\Omega ), \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s}
\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n} | \Omega | /4, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} + u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} = 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega ,(4.2)

 - 1 < u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} < 0 < u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 1 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega .(4.3)

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{s}. \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{t} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{s} u\ast \in H1
0 (\Omega ) \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} (3.1) \mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} H1
0 (\Omega ); \mathrm{c}\mathrm{f}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 3.3 \mathrm{i}\mathrm{n}

[13].

Step 1. An estimate of the minimum energy. \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t} \psi 1 \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}-
\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o} \lambda 1. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\int 

\Omega 

| \nabla \psi 1| 2 dx = \lambda 1

\int 
\Omega 

\psi 2
1 dx.

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \int 
\Omega 

\bigl( 
\kappa | \nabla \psi 1| 2  - \psi 2

1

\bigr) 
dx = (\kappa \lambda 1  - 1)

\int 
\Omega 

\psi 2
1 dx < 0.

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} s\psi 1 \mathrm{b}\mathrm{y} (3.11) \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \psi 1 \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} u. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}, \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a} 3.6, s\psi 1\psi 1 \in S+ \subset S.
\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} S \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} 3.5, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\int 

\Omega 

\bigl[ 
\kappa | \nabla (s\psi 1\psi 1)| 2 + (s\psi 1\psi 1)

4  - (s\psi 1\psi 1)
2
\bigr] 
dx = 0.
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MINIMIZERS FOR THE CAHN--HILLIARD ENERGY FUNCTIONAL 2309

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s}

E[s\psi 1
\psi 1] =

\int 
\Omega 

\biggl[ 
\kappa 

2
| \nabla (s\psi 1

\psi 1)| 2 +
1

4
((s\psi 1

\psi 1)
4  - 2(s\psi 1

\psi 1)
2 + 1)

\biggr] 
dx

=
1

4

\int 
\Omega 

\bigl[ 
1 - (s\psi 1

\psi 1)
4
\bigr] 
dx

=
| \Omega | 
4

 - 
\bigl[ \int 

\Omega 
(\kappa | \nabla \psi 1| 2  - \psi 2

1) dx
\bigr] 2\int 

\Omega 
\psi 4
1 dx

=
| \Omega | 
4

 - (\kappa \lambda 1  - 1)2
\bigl( \int 

\Omega 
\psi 2
1 dx

\bigr) 2\int 
\Omega 
\psi 4
1 dx

<
| \Omega | 
4
.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e},

E[u\ast ] = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\bigl\{ 
E[u] : u \in H1

0 (\Omega )
\bigr\} 
\leq E[s\psi 1\psi 1] <

| \Omega | 
4
.(4.4)

Step 2. Properties of minimizers u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} and u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} = | u\ast | \in H1
0 (\Omega )

\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} =  - | u\ast | \in H1
0 (\Omega ). \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} | \nabla u\ast | = | \nabla u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}| = | \nabla u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}| \mathrm{a}.\mathrm{e}., \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} W (u) =

(u2  - 1)2/4 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} E[u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}] = E[u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}] = E[u\ast ]. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s}, \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}
u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} H1

0 (\Omega ). \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y},

u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \geq 0, u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} \leq 0, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} + u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} = 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega .

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{z}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}
u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} =  - u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}.

\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}--\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{i}\mathrm{n} H1
0 (\Omega ):

 - \kappa \Delta u+ u3  - u = 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega ,(4.5)

u = 0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega ,(4.6)

u \geq 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega .(4.7)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u \equiv 0. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{i}\mathrm{n} H1
0 (\Omega ),

u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} (4.5)--(4.7). \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v} \mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}
\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} d = 2 \mathrm{o}\mathrm{r} 3, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} f := u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}  - u3\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \in L2(\Omega ). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} - \kappa \Delta u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} = f , \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u \in H2(\Omega ). \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v} \mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} u \in C0,\beta (\=\Omega ) \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \beta = 1/2 \mathrm{i}\mathrm{f} d = 3 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} \beta \in (0, 1) \mathrm{i}\mathrm{f} d = 2.
\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u \in Hm

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}(\Omega )
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r} m, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u \in C\infty (\Omega ). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} u \in C\infty (\Omega ) \cap C0,\beta (\Omega ).

Claim 1. u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} is a positive solution to (4.5)--(4.7). That is, u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} > 0 in \Omega .

Proof of Claim 1. \mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{s} x0 \in \Omega \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) = 0. \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t}
v =  - u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} v \leq 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} v \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{a}\mathrm{t} x0. \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}
u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{s}fi\mathrm{e}\mathrm{s} (4.5), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

\kappa \Delta v  - cv =  - v \geq 0, \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} c = v2 \geq 0.

\mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e} [21, 29], \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} v = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} v = 0 \mathrm{o}\mathrm{n}
\partial \Omega , \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} v \equiv 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega , \mathrm{i}.\mathrm{e}., u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \equiv 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega . \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
0 \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{s} | \Omega | /4, \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{b}\mathrm{y} (4.4). \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m} 1 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}.
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\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m} 1 \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}
\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d}, \mathrm{i}\mathrm{f} v \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{s},
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{s} x0 \in \Omega \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} v(x0) = 0, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} | v(x0)| = 0. \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} | v| 
\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m} 1, | v| \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega . \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.

Claim 2. u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 1 in \Omega .

Proof of Claim 2. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} = 0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega , u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} x0 \in \Omega . \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) > 0 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \Delta u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) \leq 0. \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{b}\mathrm{y} (4.5)
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{t}

u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0)
3 = \kappa \Delta u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) + u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) \leq u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0).

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0)
2 \leq 1 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) \leq 1. \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x) \leq 1 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} x \in \Omega .

\mathrm{T}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 1 \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \Omega , \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) < 1. \mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t},
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}(x0) = 1. \mathrm{D}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} v = u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}  - 1. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}  - 1 \leq v \leq 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} v(x0) = 0 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} v \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega . \mathrm{B}\mathrm{y} (4.5), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

\kappa \Delta v  - (v + 1)(v + 2)v = 0.

\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} (v + 1)(v + 2) \geq 0, \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} v = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}.
\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} v(x0) = 0, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{t} v \equiv 0 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \equiv 1, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} = 0 \mathrm{o}\mathrm{n}
\partial \Omega . \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m} 2 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}.

Step 3. Uniqueness of a positive minimizer. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f}
\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} E \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n} S. \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{n} S \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} 3.5, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} u \in S

E[u] =
1

4

\int 
\Omega 

(1 - u4) dx.(4.8)

\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} u1, u2 \in H1
0 (\Omega ) \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E[u], \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u1 \not \equiv u2 \mathrm{i}\mathrm{n}

\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}
| \{ x \in \Omega : u1(x) \not = u2(x)\} | > 0.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}
E[u1] = E[u2] = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ E[u] : u \in H1

0 (\Omega )\} .
\mathrm{D}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}

\Omega 1 := \{ x \in \Omega : u1(x) \geq u2(x)\} ,
\Omega 2 := \{ x \in \Omega : u1(x) < u2(x)\} .

\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} u \in H1
0 (\Omega )

Ei[u] :=

\int 
\Omega i

\biggl[ 
\kappa 

2
| \nabla u| 2 + 1

4
(u2  - 1)2

\biggr] 
dx, i = 1, 2.(4.9)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} E[u] = E1[u] + E2[u]. \mathrm{I}\mathrm{f} \Omega 1 \mathrm{o}\mathrm{r} \Omega 2 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}, \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{y} | \Omega 2| = 0, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}

u1 \geq u2 \mathrm{a}.\mathrm{e}. \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} | \{ x \in \Omega : u1(x) > u2(x)\} | > 0.

\mathrm{S}\mathrm{o}, \mathrm{b}\mathrm{y} (4.8) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u1 \geq u2 > 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega , \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

E[u1] =
1

4

\int 
\Omega 

(1 - u41) dx <
1

4

\int 
\Omega 

(1 - u42) dx = E[u2],(4.10)
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MINIMIZERS FOR THE CAHN--HILLIARD ENERGY FUNCTIONAL 2311

\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} | \Omega 1| > 0 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} | \Omega 2| > 0.
\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{z}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}

E1[u1] + E2[u1] = E1[u2] + E2[u2] = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} E

\mathrm{b}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}.
(\mathrm{a}) \mathrm{I}\mathrm{f} E1[u1] = E1[u2], \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} E2[u1] = E2[u2]. \mathrm{D}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}

w := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ u1, u2\} =

\biggl\{ 
u1 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 1,
u2 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 2.

(4.11)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w} [21, 22] \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} w \in H1
0 (\Omega ) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\nabla w =

\biggl\{ 
\nabla u1 \mathrm{a}.\mathrm{e}. \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 1,
\nabla u2 \mathrm{a}.\mathrm{e}. \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 2.

(4.12)

\mathrm{S}\mathrm{o}

E[w] = E1[u1] + E2[u2] = E1[u2] + E2[u2] = E[u2] = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} E.

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} w \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} w \in S. \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{t} w \geq u > 0 \mathrm{a}.\mathrm{e}. \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}
| \{ x \in \Omega : w(x) > u1(x)\} | > 0. \mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e},

E[w] =
1

4

\int 
\Omega 

(1 - w4) dx <
1

4

\int 
\Omega 

(1 - u41) dx = E[u1] = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} E,

\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.
(\mathrm{b}) \mathrm{I}\mathrm{f} E1[u1] < E1[u2], \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} E2[u1] > E2[u2]. \mathrm{A}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} w \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{b}\mathrm{y}

(4.11). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}

E[w] = E1[u1] + E2[u2] < E1[u2] + E2[u2] = E[u2] = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} E,

\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.
(\mathrm{c}) \mathrm{I}\mathrm{f} E1[u1] > E1[u2], \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} E2[u1] < E2[u2]. \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}

w2 := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ u1, u2\} =

\biggl\{ 
u2 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 1,
u1 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega 2.

(4.13)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} w2 \in H1
0 (\Omega ) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

E[w2] = E1[u2] + E2[u1] < E1[u1] + E2[u1] = E[u1] = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} E,

\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}.
\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.1 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}.

5. Proof of Theorem 2.2. \mathrm{B}\mathrm{y} (2.7), (2.8), \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (2.9), \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}-
\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.2 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}fi\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s}: (\mathrm{i}) 0 < g < 1, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} (\mathrm{i}\mathrm{i})  - 1 < g < 0. \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{t} u\ast g \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{a}
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{i}\mathrm{n} \scrA g.

Case 0 < g < 1. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} E[| u| ] = E[u] \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} u \in H1(\Omega ), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} =
| u\ast g| \geq 0; \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \in \scrA g \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} E[ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}] = E[u\ast g]. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E
\mathrm{i}\mathrm{n} \scrA g. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}
\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{d}\mathrm{o} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} u\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}. \mathrm{S}\mathrm{o} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{s},
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} E \mathrm{i}\mathrm{n} \scrA g \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 0 < ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 1.
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\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}--\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}

 - \kappa \Delta u+ u3  - u = 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega ,(5.1)

u = g \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega ,(5.2)

\mathrm{b}\mathrm{y} (5.1) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 0 < ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 1, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}

\kappa \Delta ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} = u3g,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}  - ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega .(5.3)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{s} ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} \Omega \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \Omega . \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y},

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\partial \Omega 

g < ug,\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} < 1 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega .

Case  - 1 < g < 0. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} ug,\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} =  - | u\ast g| \leq 0. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}
\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} (\mathrm{i}).

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.2 \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}.

6. Numerical simulations. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}-
\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n}
\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.1. \mathrm{T}\mathrm{o} fi\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{f} E, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} L2-\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}
fl\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{o}\mathrm{f} E, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}--\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}

\partial u

\partial t
= \kappa \Delta u - W \prime (u),(6.1)

\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u = 0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial \Omega . \mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o}
\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}, \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{o}\mathrm{f} (6.1) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}
\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} E. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}, \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} fl\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} E. \mathrm{W}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} (6.1), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}, \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{y} \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}
\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}.

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \Omega = (0, L) \times (0, L) \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} L =
\surd 
2\pi \mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \lambda 1 = 1.

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r} fi\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} 5-\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}
\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}:

un+1
i,j  - uni,j

\Delta t
= \kappa 

uni+1,j + uni,j+1  - 4uni,j + uni - 1,j + uni,j - 1

h2
 - W \prime (uni,j).(6.2)

\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} h = L/128 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \Delta t = 1 \times 10 - 4. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{h}
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}; \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e}, \mathrm{e}.\mathrm{g}., [37] \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}
\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} fi\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} u \mathrm{o}\mathrm{f} E \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e} (2.2),
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m} errn \mathrm{b}\mathrm{y}

errni,j := \kappa 
uni+1,j + uni,j+1  - 4uni,j + uni - 1,j + uni,j - 1

h2
 - W \prime (uni,j).(6.3)

\mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} u0 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} t = 0 \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}
t = 50 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \| errn\| \infty < 1\times 10 - 7, \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}. \mathrm{W}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t},
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} un \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} (6.1) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{t} un \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}
\mathrm{o}\mathrm{f} E. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} [ - 0.5, 0.5]. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} [0, 1]. \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \lambda 1 = 1, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}
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MINIMIZERS FOR THE CAHN--HILLIARD ENERGY FUNCTIONAL 2313

Fig. 6.1. Surface plots of the positive minimizer of the functional E for different values of \kappa .
Left: \kappa = 0.05; middle: \kappa = 0.50; right: \kappa = 0.90.
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Fig. 6.2. Contour plots of the positive minimizer of the functional E for different values of \kappa .
Left: \kappa = 0.05; middle: \kappa = 0.50; right: \kappa = 0.90.

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \kappa \mathrm{i}\mathrm{s} 1. \mathrm{T}\mathrm{o} \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{n} \kappa , \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{b}\mathrm{y}
E\kappa , \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{y} u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u

\kappa 
\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}.

\mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s} 6.1 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 6.2, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}
\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} E, \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}, \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \kappa . \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} 6.3
(\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}), \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}E \mathrm{v}\mathrm{s}. \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \kappa . \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} 6.3 (\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}),
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}fi\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} y = x \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}.

\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}:
(\mathrm{i}) \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \kappa > 1, \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}

\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u = 0. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} E\kappa [un] \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s} E[0] = | \Omega | /4.
(\mathrm{i}\mathrm{i}) \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} 0 < \kappa < 1, \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n} [ - 0.5, 0.5], \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} un

\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} u\kappa \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}. \mathrm{I}\mathrm{n}
\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, u\kappa \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g} =  - u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}.

(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}) \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} 0 < \kappa < 1, u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{o} x = L/2, y = L/2, y = x,
\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} y = L  - x \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}; \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e}
\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s} 6.1 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 6.2. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k} \mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.1.

(\mathrm{i}\mathrm{v}) \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{m} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \kappa \in (0, 1) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{s}
\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \kappa > 1; \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e} \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} 6.3 (\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{b}\mathrm{y}
\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} 0 < \kappa 1 < \kappa 2 < 1, E\kappa 1 [u\kappa 1

\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}] \leq E\kappa 1 [u\kappa 2
\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}] < E\kappa 2 [u\kappa 2

\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}], \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} u
\kappa 2
\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}

\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}.
(\mathrm{v}) \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{a} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} 0 < \kappa < 1; \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{e}

\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s} 6.1 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 6.3 (\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}). \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{y}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}.
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Fig. 6.3. Left: minE vs. κ. The dashed line corresponds to the value |Ω|/4. For κ ≥ 1, minE
remains a constant that is equal to |Ω|/4. For 0 < κ < 1, minE < |Ω|/4. The value minE decreases
as κ decreases. Right: the profiles of the positive minimizer uκ

pos along the diagonal y = x of the
domain. From bottom to top: κ = 0.95, 0.90, 0.85, . . . , 0.05.

For κ = 1 we observe that the solution un converges very slowly to the equilibrium
solution u = 0. A heuristic spectral analysis indicates that it is an intrinsic feature
of the Allen–Cahn equation (6.1) with W (u) = 1

4 (u
2 − 1)2. Namely, the Allen–Cahn

equation (6.1) resolves the lowest frequency very slowly when κ = 1/λ1. Let λi and
{φi} be the eigenvalues and the normalized eigenfunctions for the negative Laplace
operator with homogeneous Dirichlet boundary condition, i.e.,

−Δφi = λiφi in Ω, φi = 0 on ∂Ω, and

∫
Ω

φ2
i (x) dx = 1.

Then we can decompose the solution u(x, t) for (6.1) as u(x, t) =
∑∞

i=1 αi(t)φi(x).
Since W ′(u) = u3−u, we also write u3 =

∑∞
i=1 βi(t)φi(x). Plugging these expressions

into (6.1), we have

∞∑
i=1

α′
i(t)φi(x) =

∞∑
i=1

((1− κλi)αi(t)− βi(t))φi(x).

For each mode we have an ODE

α′
i(t) = (1− κλi)αi(t)− βi(t),

whose solution satisfies

αi(t) = e−(κλi−1)(t−t0)αi(t0)−
∫ t

t0

e−(κλi−1)(t−s)βi(s) ds ∀t > t0 > 0

for any fixed t0 > 0. For the lowest frequency mode i = 1, if κ = 1, since λ1 = 1 we
have

α1(t) = α1(t0)−
∫ t

t0

β1(s) ds.(6.4)
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\mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.1, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s} 0. \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{t}
\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e} t \geq t0 \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} O(\varepsilon ) \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} 0 < \varepsilon < 1 \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \alpha 1(t0) \not = 0. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}

\alpha 1(t0) =

\int 
\Omega 

u(t0, x)\phi 1(x) dx \sim O(\varepsilon ),

\beta 1(t) =

\int 
\Omega 

u(t, x)3\phi 1(x) dx \sim O(\varepsilon 3).

\mathrm{B}\mathrm{y} (6.4), \mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e} O(\varepsilon  - 2) \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \alpha 1(t) \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} O(\varepsilon 2). \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \beta 1 \sim O(\varepsilon 6) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e} O(\varepsilon  - 4)
\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e} \alpha 1 \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} O(\varepsilon 2) \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} O(\varepsilon 3). \mathrm{I}\mathrm{f} \kappa \not = 1, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} i = 1
\mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{o} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \alpha 1(t) \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}
e - (\kappa \lambda 1 - 1)t\alpha 1(t0).

\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{s} i \geq 2, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{o} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{e}. \mathrm{I}\mathrm{f} \kappa \not = 1/\lambda i
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l} i \geq 2, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m} e - (\kappa \lambda i - 1)t\alpha i(t0) \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}. \mathrm{I}\mathrm{f} \kappa = 1/\lambda i
\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} i \geq 2, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \lambda i > \lambda 1, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \kappa < 1/\lambda 1. \mathrm{B}\mathrm{y} \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m} 2.1 \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{k}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{w}
u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s} > 0 \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega . \mathrm{S}\mathrm{o} \mathrm{i}\mathrm{f} u \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} u\kappa \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \beta i =

\int 
\Omega 
u3\phi i dx \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e} O(1), \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}

\alpha i(t) \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{y} (6.4) (\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{t} 1 \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{b}\mathrm{y} i).

7. Discussions. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}
\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}
\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{d}\mathrm{e}fi\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{a} \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}
\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}
\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{a} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}. \mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}, \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{i}fi\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{e}ff\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}. \mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}fi\mathrm{r}\mathrm{m} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}.

\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} fi\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p} \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--
\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}, \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r},
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}. \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}, \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{t}\mathrm{o}
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}
\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} u - \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u+. \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}, \mathrm{i}\mathrm{t} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}
\mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{x} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s}
u - \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} u+ \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \lambda \in (0, 1) \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} 1 - \lambda , \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}. \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}, \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}
\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y}. \mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}, \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g},
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n} \Omega (\mathrm{i}.\mathrm{e}., \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{o}\mathrm{f} u \mathrm{o}\mathrm{n} \Omega ) \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e}
\mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}. \mathrm{W}\mathrm{e} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \kappa . \mathrm{I}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \Omega \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d}
\mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{b}\mathrm{e} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{w}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l} \mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{y} \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{d}, \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}
\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{a} \mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}
\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{a} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{w} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{h} \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m} \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}
\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}. \mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}, \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}
\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{h} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{y} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}, \mathrm{i}.\mathrm{e}., \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}-
\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}, \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n}--\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}--\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{n} \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}. \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r},
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{s}, \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{s}, \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}
\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{s}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{s}
\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{y} \mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s} [42, 10]. \mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t} \mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t} \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t} \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}, \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}
\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{k} \mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}, \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{o}
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\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{i}\mathrm{n}fl\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e} \mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}, \mathrm{a} \mathrm{d}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}
\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}. \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{e} [24, 35] \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{s}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}
\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{r} \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}.
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