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A b str a ct

T h e a p pli c a bilit y of a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g, f o r i nf e r ri n g b ot h hi e r a r c hi c al a n d

fl at cl u st e ri n g, i s li mit e d b y it s s c al a bilit y. E xi sti n g s c al a bl e hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g

m et h o d s s a c ri fi c e q u alit y f o r s p e e d a n d oft e n l e a d t o o v e r- m e r gi n g of cl u st e r s. I n t hi s

p a p e r, w e p r e s e nt a s c al a bl e, a g gl o m e r ati v e m et h o d f o r hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g t h at

d o e s n ot s a c ri fi c e q u alit y a n d s c al e s t o billi o n s of d at a p oi nt s. We p e rf o r m a d et ail e d

t h e o r eti c al a n al y si s, s h o wi n g t h at u n d e r mil d s e p a r a bilit y c o n diti o n s o u r al g o rit h m

c a n n ot o nl y r e c o v e r t h e o pti m al fl at p a rtiti o n b ut al s o p r o vi d e a t w o- a p p r o xi m ati o n

t o n o n- p a r a m et ri c D P- M e a n s o bj e cti v e [3 2 ]. T hi s i nt r o d u c e s a n o v el a p pli c ati o n of

hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g a s a n a p p r o xi m ati o n al g o rit h m f o r t h e n o n- p a r a m et ri c cl u st e ri n g

o bj e cti v e. We a d diti o n all y r el at e o u r al g o rit h m t o t h e cl a s si c hi e r a r c hi c al a g gl o m e r ati v e

cl u st e ri n g m et h o d. We p e rf o r m e xt e n si v e e m pi ri c al e x p e ri m e nt s i n b ot h hi e r a r c hi c al

a n d fl at cl u st e ri n g s etti n g s a n d s h o w t h at o u r p r o p o s e d a p p r o a c h a c hi e v e s st at e- of-t h e-

a rt r e s ult s o n p u bli cl y a v ail a bl e cl u st e ri n g b e n c h m a r k s. Fi n all y, w e d e m o n st r at e o u r

m et h o d’ s s c al a bilit y b y a p pl yi n g it t o a d at a s et of 3 0 billi o n q u e ri e s. H u m a n e v al u ati o n

of t h e di s c o v e r e d cl u st e r s s h o w t h at o u r m et h o d fi n d s b ett e r q u alit y of cl u st e r s t h a n

t h e c u r r e nt st at e- of-t h e- a rt.

1 I ntr o d u cti o n

Cl u st e ri n g i s wi d el y u s e d f o r a n al y zi n g a n d vi s u ali zi n g l a r g e d at a s et s ( e. g, si n gl e c ell

g e n o mi c s [ 5 2 ] u s e r s i n s o ci al n et w o r k s [7 ]), f o r s ol vi n g t a s k s s u c h a s e ntit y r e s ol uti o n

[2 6 , 6 1 , 1 5 ], a n d f o r f e at u r e e xt r a cti o n (i n d e b ati n g s y st e m s [1 9 ] a n d k n o wl e d g e b a s e

c o m pl eti o n [ 1 7 ]). W hil e it i s t h e c a s e t h at m a n y cl u st e ri n g t a s k s a r e N P- h a r d [1 8 , 4 3 ] a n d

W o r k d o n e w hil e N M a n d B T w e r e i nt e r n s at G o o gl e. W o r k d o n e w hil e M T w a s at G o o gl e. C o r r e s p o n di n g

a ut h o r e m ail s: n m o n a t h @ c s . u m a s s . e d u a n d a v i n a v a . d u b e y @ g o o g l e . c o m .
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i m p o s si bl e t o s ati sf y t h r e e si m pl e p r o p e rti e s [3 5 ], cl u st e ri n g i s wi d el y u s e d a n d b e n e fi ci al

t o t h e af o r e m e nti o n e d a p pli c ati o n s i n p r a cti c e.

Hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g, i n w hi c h t h e l e a v e s c o r r e s p o n d t o d at a p oi nt s a n d t h e i nt e r-

n al n o d e s c o r r e s p o n d t o cl u st e r s of t h ei r d e s c e n d a nt l e a v e s, c a n b e u s ef ul t o r e p r e s e nt

cl u st e r s of m ulti pl e g r a n ul a rit y [ 6 0 ] o r t o a ut o m ati c all y di s c o v e r n e st e d st r u ct u r e s [1 6 , 2 3 ].

Hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g s r e p r e s e nt m ulti pl e alt e r n ati v e tree c o nsiste nt p artiti o ns [3 1 ]. E a c h

t r e e c o n si st e nt p a rtiti o n i s a s et of i nt e r n al n o d e s t h at c o r r e s p o n d t o a fl at cl u st e ri n g of t h e

d at a s et. T hi s ill u st r at e s h o w hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g s c a n b e u s e d t o r e p r e s e nt u n c e rt ai nt y

a b o ut a c a n di d at e fl at cl u st e ri n g. Hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g m et h o d s a r e oft e n u s e d t o p r o-

d u c e fl at cl u st e ri n g, wit h a p a rtiti o n s el e ct e d f r o m r el e v a nt n o d e s f r o m t h e t r e e st r u ct u r e.

T hi s i s c o m m o nl y d o n e i n e ntit y r e s ol uti o n [ 2 6 , 6 1 ]. E xt r a cti n g a fl at cl u st e ri n g f r o m a

hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g, r at h e r t h a n di r e ctl y p e rf o r mi n g fl at cl u st e ri n g, h a s b e e n s h o w t o b e

e m pi ri c all y [ 2 6 , 3 7 ] a s w ell a s t h e o r eti c all y [2 8 ] b e n e fi ci al. T h e hi e r a r c hi c al st r u ct u r e h a s

al s o h a s p r o v e d u s ef ul i n i nt e r a cti v e s etti n g s w h e r e u s e r f e e d b a c k i s p r o vi d e d t o i m p r o v e

a n d e xt r a ct a fl at cl u st e ri n g [ 3 6, 5 4].

B e st- fi r st, b ott o m- u p, hi e r a r c hi c al a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g ( H A C) i s o n e of t h e m o st

wi d el y- u s e d cl u st e ri n g al g o rit h m s [ 2 0 , 4 2 , 2 6 , 5 2 ]. It i s u s e d a s t h e b a si s f o r i nf e r e n c e

i n m a n y st ati sti c al m o d el s [9 , 3 1 , 3 0 ], a s a n a p p r o xi m ati o n al g o rit h m f o r hi e r a r c hi c al

cl u st e ri n g c o st s [ 1 8 , 4 7 ] a s w ell a s f o r s u p e r vi s e d cl u st e ri n g [3 4 , 5 5 ]. I nt e r e sti n gl y, t h e

hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g al g o rit h m h a s al s o b e e n s h o w n t o b e eff e cti v e f o r fl at cl u st e ri n g b ot h

t h e o r eti c all y i n t e r m s of K- m e a n s c o st s [2 8 ] a s w ell a s e m pi ri c all y [2 6 , 3 7 ]. O n e c a p a bilit y

t h at c o nt ri b ut e s si g ni fi c a ntl y t o H A C’ s p r e v al e n c e i s t h at it c a n b e u s e d t o c o n st r u ct a

cl u st e ri n g a c c o r di n g t o a n y cl u st e r-l e v el s c o ri n g f u n cti o n, al s o k n o w n a s a li n k a ge f u n cti o n

[ 3 4, 5 5].

A k e y c h all e n g e i n hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g i s s c al a bilit y. F o r e x a m pl e, H A C t a k e s

O ( N 2 l o g( N ) ) ti m e f o r N p oi nt s. C o m p eti n g m et h o d s att e m pt t o a c hi e v e b ett e r s c al a bil-

it y b y o p e r ati n g i n a n o nli n e m a n n e r [4 5 ]. T h e s e i n c r e m e nt al / o nli n e al g o rit h m s, w hil e

oft e n eff e cti v e e m pi ri c all y, a r e i n h e r e ntl y s e q u e nti al a n d s o c a n n ot utili z e p a r all eli s m o r

s c al e t o d at a s et s l a r g e r t h a n a f e w milli o n p oi nt s [ 4 5 ]. O n t h e ot h e r h a n d, r a n d o mi z e d

al g o rit h m s [ 3 0 ] a n d p a r all el / di st ri b ut e d m et h o d s [6 ] t y pi c all y a c hi e v e s c al a bilit y at t h e

c o st of a c c u r a c y.

Af fi nit y cl u st e ri n g [ 6], o v e r c o m e s t h e m ai n c o m p ut ati o n al e x p e n s e i n H A C al g o rit h m

b y l e v e r a gi n g di st ri b ut e d c o n n e ct e d c o m p o n e nt al g o rit h m s. W hil e ef fi ci e nt a n d a st at e- of-

t h e- a rt m et h o d, Af fi nit y cl u st e ri n g s uff e r s f r o m o v e r- m e r gi n g cl u st e r s a s w e e m pi ri c all y

o b s e r v e i n t hi s w o r k.

I n t hi s p a p e r, w e d e si g n a n a c c u r at e a n d s c al a bl e, b ott o m- u p hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g

al g o rit h m, t h e S u b- Cl uster C o m p o ne nt Al g orit h m ( S C C) . We p r o vi d e a d et ail e d t h e o r eti c al

a n d e m pi ri c al a n al y si s of i n t e r m s hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g a s w ell a s fl at cl u st e ri n g. We

m a k e t h e f oll o wi n g c o nt ri b uti o n s:
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T h e or eti c al C o ntri b uti o n s ( § 3)

• S C C p r o d u c e s hi e r a r c hi e s c o nt ai ni n g t h e o pti m al fl at p a rtiti o n f o r d at a t h at s ati s fi e s

δ - s e p a r a bilit y [4 1 ] a n d a c hi e v e s a c o n st a nt f a ct o r a p p r o xi m ati o n of D P- me a ns o bje cti ve

[1 1 ], a fl e xi bl e o bj e cti v e f o r fl at cl u st e ri n g w hi c h a d a pt s t o diff e r e nt n u m b e r s of

cl u st e r s. T hi s i s t o o u r k n o wl e d g e t h e fi r st u s e of hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g t o p r o vi d e

a n a p p r o xi m ati o n al g o rit h m f o r t hi s n o n- p a r a m et ri c o bj e cti v e

• S C C g e n e r ali z e s H A C (i n li mit w e c a n r e c o v e r t h e s a m e t r e e a s H A C). We al s o s h o w

t h at S C C c a n r e c o v e r t h e t a r g et p a rtiti o n of m o d el- b a s e d s e p a r at e d d at a [4 5 ], w hi c h

i s r e c o v e r a bl e b y H A C.

E m piri c al Hi g hli g ht s ( § 4 & § 5)

• St at e- of-t h e- a rt hi e r a r c hi c al a n d fl at cl u st e ri n g r e s ult s o n p u bli cl y a v ail a bl e b e n c h-

m a r k d at a s et s.

• P r o d u c e s l o w e r- c o st cl u st e ri n g s i n t e r m s of D P- M e a n s[ 4 9 ] t h a n c o m p eti n g st at e- of-

t h e- a rt m et h o d s.

• We b s c al e e x p e ri m e nt s e x a mi ni n g t h e c o h e r e n c e of t h e cl u st e r s di s c o v e r e d b y o u r

al g o rit h m, o n 3 0 billi o n u s er q u eri e s . H u m a n e v al u ati o n s h o w s S C C p r o d u c e d

m o r e c o h e r e nt cl u st e r s t h a n Af fi nit y cl u st e ri n g. T o t h e b e st of o u r k n o wl e d g e, t hi s i s

t h e l a r g e st e v al u ati o n of cl u st e ri n g al g o rit h m s, t h e r e b y s h o w c a si n g t h e s c al a bilit y of

S C C.

2 S u b- Cl u st er C o m p o n e nt Al g orit h m

I n t hi s s e cti o n, w e fi r st f o r m all y d e fi n e n ot ati o n a n d t h e n d e s c ri b e o u r p r o p o s e d S C C

al g o rit h m.

2. 1 D e fi niti o n s

Gi v e n a d at a s et of p oi nt s X = { x i}
N
1 , a fl at cl u st e ri n g o r p a rtiti o n i s a s et of di sj oi nt s u b s et s.

F o r m all y:

D e fi niti o n 1. [ Fl at cl u st eri n g] . A fl at cl usteri n g or p artiti o n of X , de n ote d S = { C 1 , . . . , C K } ,

of X , is a set of disj oi nt ( a n d n o n-e m pt y) s u bsets (i.e., C i ∩ C j = ∅ , ∀ C i = C j) t h at c o vers X (i.e.,
K
i= 0 C i = X ).

We r ef e r t o t h e s et of all p a rtiti o n s of a s et X a s P ( X ) . E a c h fl at cl u st e ri n g i s a m e m b e r

of t hi s s et, S ∈ P ( X ) . A hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g i s a r e c u r si v e p a rtiti o ni n g of d at a s et

X = { x i}
N
1 i nt o a t r e e- st r u ct u r e d s et of n e st e d p a rtiti o n s T . F o r m all y:
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Fi g u r e 1: T h e S u b- Cl u st eri n g C o m p o n e nt Al g orit h m . We ill u st r at e S C C o n a s m all

d at a s et. T h e f o r m ati o n of s u b- cl u st e r s i s s h o w n wit h bl a c k a r r o w s f o r p ai r s of p oi nt s

s ati sf yi n g D ef. 3. T h e di r e cti o n i n di c at e s i n di c at e s t h e n e a r e st n ei g h b o r r el ati o n s hi p ( D ef. 3,

c o n diti o n 2). R e d e d g e s i n di c at e t h e n e a r e st n ei g h b o r r el ati o n s hi p s t h at a r e a b o v e t h e

di st a n c e t h r e s h ol d s. T h e g r e y ci r cl e s i n di c at e t h e s u b- cl u st e r c o m p o n e nt s c r e at e d i n t h at

r o u n d. B e st vi e w e d i n c ol o r.

D e fi niti o n 2. [ Hi er ar c hi c al cl u st eri n g [ 3 9]] . A hier arc hi c al cl usteri n g, T , of a d at aset X =

x 1 , x 2 , . . . , x N , is a set of cl usters C 0 = { x i}
N
i= 1 a n d f or e a c h C i, C j ∈ T eit her C j ⊂ C k , C k ⊂ C j

or C j ∩ C k = ∅ . F or a n y cl uster C ∈ T , if ∃ C wit h C ⊂ C , t he n t here e xists a set { C j} j= 1 of

disj oi nt cl usters s u c h t h at i= 1 C j = C.

E q ui v al e ntl y, a hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g c a n b e t h o u g ht of a s a t r e e st r u ct u r e s u c h t h at

l e a v e s c o r r e s p o n d t o i n di vi d u al d at a p oi nt s a n d i nt e r n al n o d e s r e p r e s e nt t h e cl u st e r of

t h ei r d e s c e n d a nt l e a v e s. I n t hi s w o r k, w e will r ef e r t o n o d e s of t h e t r e e st r u ct u r e b y t h e

cl u st e r of p oi nt s t h at t h e n o d e r e p r e s e nt s, C i, a s i n D e fi niti o n 2. P a r e nt / c hil d e d g e s i n t h e

t r e e st r u ct u r e c a n b e i nf e r r e d u si n g t hi s cl u st e r- b a s e d n ot ati o n. A hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g

e n c o d e s m a n y diff e r e nt fl at cl u st e ri n g s, k n o w n a s tree c o nsiste nt p artiti o ns [3 1 ]. A t r e e

c o n si st e nt p a rtiti o n i s a s et of i nt e r n al n o d e s { C 1 , . . . C K } ⊂ T t h at f o r m a fl at cl u st e ri n g.

F oll o wi n g H A C a n d p r e vi o u s w o r k [ 4 5 , 6 ], o u r al g o rit h m s will m a k e u s e of li n k a ge

f u n cti o ns, w hi c h m e a s u r e t h e di s si mil a rit y of t w o s et s of p oi nt s: d : P ( X ) × P ( X ) → R + .

Li n k a g e f u n cti o n s a r e q uit e g e n e r al i n t h at t h e y c a n s u p p o rt a n y f u n cti o n of t h e t w o

s et s [ 4 5 , 4 2 , 3 4 ]. M a n y c o m m o nl y u s e d li n k a g e f u n cti o n s a r e d e fi n e d i n t e r m s p ai r wi s e

di s si mil a riti e s b et w e e n p oi nt s. F o r i n st a n c e, t h e w ell- k n o w n a ver a ge li n k a g e i s t h e a v e r a g e

p ai r wi s e di s si mil a riti e s b et w e e n p oi nt s of o n e s et t o t h e ot h e r a n d si n gle i s t h e mi ni m u m

p ai r wi s e di s si mil a rit y. We will s h o w h o w p a rti c ul a r li n k a g e f u n cti o n s c a n b e u s e d t o

a c hi e v e t h e o r eti c al g u a r a nt e e s a b o ut o u r al g o rit h m’ s p e rf o r m a n c e.
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2. 2 Pr o p o s e d A p pr o a c h

S C C w o r k s i n a b e st- fi r st m a n n e r: d et e r mi ni n g w hi c h p oi nt s s h o ul d b el o n g t o g et h e r i n

cl u st e r s i n a s e q u e n c e of r o u n d s. T h e s e q u e n c e of r o u n d s b e gi n s wit h t h e d e ci si o n s t h at

a r e “ e a s y t o m a k e ” ( e. g., p oi nt s t h at a r e cl e a rl y i n t h e s a m e cl u st e r) a n d p r ol o n g s t h e

l at e r, m o r e dif fi c ult d e ci si o n s u ntil t h e s e c o n fi d e nt d e ci si o n s h a v e b e e n w ell e st a bli s h e d.

S C C st a rt s b y p utti n g e a c h p oi nt i nt o it s o w n s e p a r at e cl u st e r. T h e n i n e a c h r o u n d, w e

m e r g e t o g et h e r g r o u p s of cl u st e r s f r o m t h e p r e vi o u s r o u n d t h at s ati sf y a gi v e n c e rt ai n

“ c o n diti o n ”. T h e m e r gi n g o p e r ati o n c o nti n u e s, u ntil t h e r e a r e n o p ai r s of cl u st e r s r e m ai ni n g

t o b e m e r g e d. E a c h r o u n d of o u r al g o rit h m p r o d u c e s a p a rtiti o n ( fl at cl u st e ri n g) of t h e

d at a s et at a diff e r e nt g r a n ul a rit y a n d t h e c oll e cti o n of r o u n d s t o g et h e r f o r m s a hi e r a r c hi c al

cl u st e ri n g ( wit h n o n- p a r a m et ri c b r a n c hi n g f a ct o r).

L et S ( i) b e t h e p a rtiti o n p r o d u c e d aft e r r o u n d i a n d t h e p a rtiti o n at t h e st a rti n g r o u n d

b e S ( 0 ) = { { x }| x ∈ X } . L et a s u b- cl uster r ef e r t o a m e m b e r a p a rtiti o n, i. e. C ∈ S ( i) . L et

τ 1 , . . . τ L b e a s e ri e s of L p r e d e fi n e d i n c r e a si n g t h r e s h ol d s, gi v e n a s h y p e r p a r a m et e r s t o t h e

al g o rit h m. T o s p e cif y t h e “ c o n diti o n" u n d e r w hi c h w e m e r g e s u b- cl u st e r s i n e a c h r o u n d,

w e d e fi n e s u b- cl uster c o m p o ne nt a s:

D e fi niti o n 3. [ S u b- cl u st er C o m p o n e nt] T w o s u b- cl usters C j, C k ∈ S are de fi ne d t o be p art of t he

s a me s u b- cl u st e r c o m p o n e nt a c c or di n g t o a t hres h ol d τ a n d li n k a ge d : P ( X ) × P ( X ) → R + , de-

n ote d C H d ( C j, C k , τ , S ) = 1 , if t here e xists a p at h P ⊆ S de fi ne d as { C j = C s 0 , C s 1
, C s 2 , . . . C s R − 1

, C s R
=

C k } , w here e a c h t he f oll o wi n g t w o c o n diti o ns are met:

1. d ( C s r , C s r − 1
) ≤ τ f or 0 ≤ r ≤ R, a n d

2. eit her C s r − 1
= a r g mi n C ∈ S d ( C s r , C ) a n d/ or

C s r = a r g mi n C ∈ S d ( C s r − 1
, C ) .

I nf e r e n c e at r o u n d i w o r k s b y m e r gi n g t h e s u b- cl u st e r s i n r o u n d i − 1 t h at a r e i n t h e

s a m e s u b- cl uster c o m p o ne nt . C o m p ut ati o n all y, t h e c o n st r u cti o n of s u b- cl u st e r c o m p o n e nt s

c a n b e t h o u g ht of a s t h e c o n n e ct e d c o m p o n e nt s of a g r a p h wit h n o d e s a s t h e s u b- cl u st e r s

f r o m t h e p r e vi o u s r o u n d a n d e d g e s b et w e e n p ai r s of n o d e s t h at a r e n e a r e st n ei g h b o r s a n d

a r e l e s s t h at τ f r o m o n e- a n ot h e r.

We d e fi n e, S C d ( C j, S , τ ) , a s t h e u ni o n of all s u b- cl u st e r s i n S t h at a r e wit hi n t h e s u b-

cl u st e r c o m p o n e nt of C j, i. e.,

S C d ( C j, S , τ ) :=
C ∈ S ,

C H d ( C j,C ,τ ,S ) = 1

C ( 1)

T h u s, S C d ( C j, S
( i− 1 ) , τ ( i) ) i s a n e w cl u st e r, c r e at e d b y t a ki n g a u ni o n of all cl u st e r s f r o m

r o u n d i − 1 t h at a r e i n t h e s u b- cl u st e r c o m p o n e nt of C j. We c r e at e t h e fl at p a rtiti o n at r o u n d
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Al g orit h m 1 S u b- Cl u st e r C o m p o n e nt Al g. ( S C C)

1: I n p ut: X : d at a s et , d : s et di s si mil a rit y, { τ 1 , . . . , τ L } : a s et of t h r e s h ol d s i n i n c r e a si n g

o r d e r

2: O ut p ut: ( S ( 0 ) , S ( 1 ) , . . .) : O n e fl at p a rtiti o n p e r r o u n d

3: S ( 0 ) ← { { x } | x ∈ X }

4: i d x ← 1, i ← 1

5: w hil e i d x < L d o

6: S et S C d ( C i, S
( i− 1 ) , τ ( i) ) , ∀ C i ∈ S ( i− 1 ) , ( E q. 1)

7: S et S ( i) ( E q. 2)

8: i d x ← i d x + I [S ( i) = S ( i− 1 ) ]

9: i ← i + I [S ( i) = S ( i− 1 ) ]

1 0: τ ( i) ← τ i d x

1 1: r et ur n ( S ( 0 ) , . . . , S ( i− 1 ) )

i, S ( i) , a s t h e s et of all of t h e s e n e wl y f o u n d cl u st e r s:

S ( i) := { S C d ( C , S ( i− 1 ) , τ ( i) ) | C ∈ S ( i− 1 ) } ( 2)

We r ef e r t o o u r al g o rit h m a s t h e S u b- C l u st er Co m p o n e nt al g orit h m ( S C C) . Al g. 1

gi v e s p s e u d o c o d e f o r S C C. We o nl y i n c r e m e nt t h e t h r e s h ol d if n o cl u st e r s a r e m e r g e d

i n t h e p r e vi o u s r o u n d i. e. S ( i− 1 ) = S ( i) . T h e s u b- cl u st e r c o m p o n e nt i n a p a rti c ul a r

r o u n d c a n b e f o u n d ef fi ci e ntl y u si n g a c o n n e ct e d c o m p o n e nt s al g o rit h m [ 1 0 ]. A n y of

t h e r o u n d s c a n b e u s e d a s a p r e di ct e d fl at cl u st e ri n g. A hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g i s gi v e n b y

S C C ( X , d , { τ 1 , . . . , τ L } ) , t h e u ni o n of t h e s u b- cl u st e r s p r o d u c e d b y all r o u n d s. Fi g u r e 1

p r o vi d e s a n ill u st r ati o n of t h e S C C al g o rit h m a n d t h e s u b- cl u st e r f o r m ati o n.

3 A n al y si s

S C C i s a si m pl e, i nt uiti v e al g o rit h m f o r cl u st e ri n g t h at h a s a n u m b e r of d e si r a bl e t h e o r eti c al

p r o p e rti e s. We p r o vi d e t h e o r eti c al a n al y si s of S C C u s e d f o r b ot h fl at a n d hi e r a r c hi c al

cl u st e ri n g. We a n al y z e t h e s e p a r a bilit y c o n diti o n s u n d e r w hi c h S C C r e c o v e r s t h e t a r g et

cl u st e ri n g a n d c o n n e ct t h e s e r e s ult s t o t h e D P- M e a n s o bj e cti v e a s w ell a s hi e r a r c hi c al

cl u st e ri n g e v al u ati o n m e a s u r e s. L a stl y, w e s h o w t h at i n t h e li mit of n u m b e r of r o u n d s o u r

m et h o d will p r o d u c e t h e s a m e t r e e st r u ct u r e a s a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g.

3. 1 R e c o v eri n g Tar g et Cl u st eri n g

S e p a r a bilit y a s s u m pti o n s i n cl u st e ri n g p r o vi d e a m e c h a ni s m t o u n d e r st a n d w h et h e r o r

n ot a n al g o rit h m eff e cti v el y a n d ef fi ci e ntl y r e c o v e r s cl u st e r st r u ct u r e u n d e r “ r e a s o n a bl e ”
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c o n diti o n s. If w e c a n d e fi n e a ce nter f o r a cl u st e r of p oi nt s, t h e n w e c a n d e fi n e δ - s e p a r a bilit y,

w hi c h e x p r e s s e s a r ati o b et w e e n t h e c e nt e r-t o- c e nt e r di s si mil a riti e s a n d t h e p oi nt w hi c h i s

f a rt h e st f r o m it s a s si g n e d c e nt e r.

A s s u m pti o n 1. ( δ - S e p ar a bilit y [ 4 1]) We s a y t h at t he i n p ut d at a X s atis fies δ − se p ar ati o n, wit h

res pe ct t o s o me t ar get cl usteri n g S = { C 1 , C 2 , . . . , C k } if t here e xists ce nters c 1 , . . . c k s u c h t h at

f or all i = j ||c i − c j || ≥ δ · R w here R := m a x l∈ [k ] m a x x ∈ C l
||x − c l || .

E a c h r o u n d of S C C p r o d u c e s a fl at cl u st e ri n g of a d at a s et X . We will s h o w t h at if X

s ati s fi e s t h e a b o v e δ - s e p a r a bilit y a s s u m pti o n s, o n e of t h e r o u n d s of S C C will i n f a ct b e

e q u al t o t h e t a r g et cl u st e ri n g f o r t h e d at a s et, S , c o r r e s p o n di n g t o t h e s e p a r at e d cl u st e r s.

F o r m all y, w e m a k e t h e st at e m e nt:

T h e or e m 1. S u p p ose t he d at aset X s atis fies t he δ -se p ar a bilit y ass u m pti o n wit h res pe ct t o t he

t ar get cl usteri n g S = { C 1 , . . . , C k } f or δ ≥ γ . S C C ( X , d , { τ 0 , . . . , τ L } ) is set of p artiti o ns

pr o d u ce d b y S C C ( Al g. 1) wit h d ( ·, ·) as a ver a ge li n k a ge a n d ge o metri c all y i n cre asi n g t hres h ol ds

i.e. τ i = 2 i · τ 0 . T he t ar get cl usteri n g is e q u al t o o ne of t he cl usteri n g pr o d u ce d b y o ne r o u n d of

S C C, S ∈ S C C ( X , d , { τ 0 , . . . , τ L } ) , w here γ = 6 f or all metri cs a n d γ = 3 0 f or t he 2
2 dist a n ce

a n d τ 0 ≤ mi n x ,x ∈ X 2 ||x − x ||.

T h e p r o of of T h e o r e m 1 i s gi v e n i n t h e s u p pl e m e nt al m at e ri al ( § A. 1). I nt uiti v el y, w e

p r o v e t h at, f o r t h e af o r e m e nti o n e d b o u n d s o n wit hi n / a c r o s s cl u st e r di st a n c e s, a g e o m et ri c

s e ri e s will i n cl u d e a t h r e s h ol d t h at i s l a r g e r t h a n l a r g e st wit hi n cl u st e r di st a n c e a n d s m all e r

t h a n t h e cl o s e st a c r o s s cl u st e r di st a n c e b et w e e n a n y t w o s u b- cl u st e r s. H a vi n g s u c h a

t h r e s h ol d τ , w e will h a v e a r o u n d i wit h a fl at cl u st e ri n g, S ( i) , e q u al t o t h e t a r g et cl u st e ri n g

S , S ( i) = S .

We al s o c o n si d e r a m o r e g e n e r al cl a s s of s e p a r a bl e d at a, m o d el- b a s e d s e p a r ati o n

[4 5 ], w hi c h s p e ci fi e s w h e n a p a rti c ul a r li n k a g e f u n cti o n “ s e p a r at e s ” a d at a s et. I n m o d el-

b a s e d s e p a r ati o n, w e vi e w t h e d at a s et X a s t h e n o d e s i n a n u n di r e ct e d g r a p h wit h l at e nt

( u n o b s e r v e d) e d g e s. T h e e d g e s of t hi s g r a p h p r o vi d e c o n n e ct e d c o m p o n e nt s, w hi c h

c o r r e s p o n d e x a ctl y t o a t a r g et cl u st e ri n g S .

A s s u m pti o n 2. ( M o d el- b a s e d S e p ar ati o n [ 4 5]) Let G = ( X , E ) be a gr a p h. Let t he f u n cti o n
d : P ( X ) × P ( X ) → R be a li n k a ge f u n cti o n t h at c o m p utes t he si mil arit y of t w o gr o u ps of verti ces
a n d let g : P ( X ) × P ( X ) → { 0, 1 } be a f u n cti o n t h at ret ur ns 1 if t he u ni o n of its ar g u me nts is a
c o n ne cte d s u b gr a p h of G. D at aset X is m o del- b ase d se p ar ate d wit h res pe ct t o f if:

∀ C 0 , C 1 , C 2 ⊆ X , g ( C 0 , C 1 ) > g ( C 0 , C 2 ) =⇒ d ( C 0 , C 1 ) < d ( C 0 , C 2 ) .

T he t ar get p artiti o n, S , w hi c h is m o del- b ase d se p ar ate d, c orres p o n ds t o c o n ne cte d c o m p o ne nts i n

G.

We s h o w t h at f o r d at a s et s t h at a r e m o d el s e p a r at e d o u r al g o rit h m will c o nt ai n t h e

t a r g et cl u st e ri n g, i. e.,
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Pr o p o siti o n 1. Gi ve n a d at aset X a n d a s y m metri c i nje cti ve li n k a ge f u n cti o n f s.t. X is m o del-

b ase d se p ar ate d wit h res pe ct t o f , let S be t he t ar get p artiti o n c orres p o n di n g t o t he se p ar ate d

d at a. T here e xists a τ 1 , . . . , τ L s u c h t h at t he hier arc hi c al cl usteri n g S C C ( X , { τ 1 , . . . , τ L } , d )

dis c o vere d b y S C C c o nt ai ns t he t ar get p artiti o n S .

Pl e a s e r ef e r t o t h e s u p pl e m e nt al m at e ri al f o r t h e p r o of ( § A. 2).

3. 2 R el ati o n t o N o n p ar a m etri c Cl u st eri n g

N e xt, w e a n al y z e t h e p e rf o r m a n c e of o u r al g o rit h m wit h r e s p e ct t o n o n p a r a m et ri c, fl at

cl u st e ri n g c o st f u n cti o n s. N o n p a r a m et ri c cl u st e ri n g, w h e r e t h e n u m b e r of cl u st e r s i s

n ot k n o w n a pri ori a n d m u st b e i nf e r r e d f r o m t h e d at a, i s u s ef ul f o r m a n y cl u st e ri n g

a p pli c ati o n s [ 1 , 3 2 , 4 0 ]. D P- m e a n s [3 2 , 4 0 , 1 1 ] i s a n e x a m pl e of a wi d el y u s e d n o n p a r a m et ri c

c o st f u n cti o n, t h at i s o bt ai n e d f r o m t h e s m all v a ri a n c e a s y m pt oti c s of Di ri c hl et P r o c e s s

mi xt u r e m o d el s.

D e fi niti o n 4. [ D P- M e a n s [ 3 2]] Gi ve n a d at aset X , a p artiti o n S = { C 1 , . . . , C K } , s u c h t h at

cl uster C l h as ce nter c l a n d h y per p ar a meter λ , t he D P- M e a n s o bje cti ve is:

D P ( X , λ , S ) = ∑
C l∈ S

∑
x ∈ C l

||x − c l||
2 + λ |S |. ( 3)

Gi ve n a d at aset X a n d h y per p ar a meter λ , cl usteri n g a c c or di n g t o D P- Me a ns see ks t o fi n d:

a r g mi n S ,c D P ( X , λ , S ) w here c are t he ce nters f or e a c h cl uster i n S .

We s h o w t h at S C C yi el d s a c o n st a nt f a ct o r a p p r o xi m ati o n t o D P- M e a n s s ol uti o n u n d e r

δ - s e p a r ati o n ( A s s u m pti o n 1).

T h e or e m 2. S u p p ose t he d at aset X s atis fies t he δ -se p ar a bilit y ass u m pti o n wit h res pe ct t o t he t ar get

cl usteri n g S = { C 1 , . . . , C k } f or δ ≥ γ . S C C ( X , d , { τ 0 , . . . , τ L } ) is set of p artiti o ns pr o d u ce d b y

S C C wit h d ( ·, ·) as t he a ver a ge dist a n ce bet wee n p oi nts a n d ge o metri c all y i n cre asi n g t hres h ol ds

i.e. τ i = 2 i · τ 0 . S C C ( X , d , { τ 0 , . . . , τ L } ) c o nt ai ns a 2 - a p pr o xi m ati o n s ol uti o n t o t he D P- Me a ns

o bje cti ve.

S e e A p p e n di x § A. 1 f o r t h e p r o of. T h e t w o p ri m a r y st e p s a r e: ( 1) U si n g t h e o r e m 1 a n d

s h o w t h at S C C c a n fi n d o pti m al s ol uti o n t o t h e f a cilit y l o c ati o n p r o bl e m a n d ( 2) s h o w t h at

t hi s s ol uti o n i s a c o n st a nt f a ct o r a p p r o xi m ati o n of t h e D P- m e a n s s ol uti o n.

O u r a n al y si s of S C C a s a n a p p r o xi m ati o n al g o rit h m f o r D P- M e a n s s h o w s t h e fi r st

c o n n e cti o n of hi e r a r c hi c al b ott o m u p cl u st e ri n g t o n o n- p a r a m et ri c fl at cl u st e ri n g o bj e cti v e s

s u c h a s D P- m e a n s. T hi s t h e o r eti c al c o n n e cti o n i s al s o e m pi ri c all y u s ef ul a s S C C a c hi e v e s

S O T A f o r t h e D P- m e a n s o bj e cti v e ( § 4. 3).

8



3. 3 Hi er ar c hi c al Cl u st eri n g A n al y si s

S C C i s r e mi ni s c e nt of hi e r a r c hi c al a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g ( H A C), w hi c h, i n e a c h r o u n d,

m e r g e s t h e t w o s u bt r e e s wit h mi ni m u m di st a n c e a c c o r di n g t o t h e li n k a g e f u n cti o n. I n

t h e f oll o wi n g st at e m e nt, w e s h o w t h at t h e r e e xi st s a s e q u e n c e of t h r e s h ol d s τ 0 , . . . , τ L , f o r

w hi c h S C C will p r o d u c e e x a ctl y t h e s a m e t r e e st r u ct u r e a s H A C. T o f o r m all y m a k e t hi s

st at e m e nt, w e n e e d t o m a k e t h e a d diti o n al a s s u m pti o n t h at t h e li n k a g e f u n cti o n i s b ot h

i nj e cti v e ( s o a s t h e r e a r e n o ti e s i n t h e o r d e ri n g of m e r g e r s) a n d r e d u ci bl e.

Pr o p o siti o n 2. Let d : P ( X ) × P ( X ) → R + be a li n k a ge f u n cti o n t h at is s y m metri c a n d

i nje cti ve, C 1 , C 2 , C 3 , C 4 ⊂ X , d ( C 1 , C 2 ) = d ( C 3 , C 4 ) ⇐ ⇒ ( C 1 = C 3 ∧ C 2 = C 4 ) ∨

( C 1 = C 4 ∧ C 2 = C 3 ) . Let T be t he tree f or me d b y H A C a n d let d als o s atisf y re d u ci bilit y,

∀ C , C , C ∈ T , f ( C , C ) ≤ mi n { d ( C , C ) , d ( C , C ) } = ⇒ mi n { d ( C , C ) , d ( C , C ) } ≤

d ( C ∪ C , C ) t he n t here e xists a se q ue n ce of t hres h ol d t1 , . . . , tr s u c h t h at t he tree f or me d b y S C C,

i.e., S C C ( X , f , { τ 1 , . . . , τ r } ) , is t he s a me as T .

P R O O F . E a c h n o d e i n t h e H A C t r e e, C ∈ T , h a s a n a s s o ci at e d li n k a g e f u n cti o n s c o r e,

d e n ot e d ( wit h a b u s e of n ot ati o n) a s d ( C ) . We d e fi n e t h e t h r e s h ol d- b a s e d r o u n d s f o r S C C

s u c h t h at t1 , . . . , tr t o b e t h e v al u e s, { d ( C ) + |C ∈ T } s o rt e d i n a s c e n di n g o r d e r. B e c a u s e f

i s r e d u ci bl e a n d i nj e cti v e, t h e r e i s a u ni q u e p ai r of n o d e s t h at will b e m e r g e d i n e a c h r o u n d.

T hi s p ai r will c o r r e s p o n d e x a ctl y t o t h e p ai r t h at i s m e r g e d b y H A C i n t h e c o r r e s p o n di n g

r o u n d. It f oll o w s t h at t h e r e s ulti n g t r e e st r u ct u r e s will b e i d e nti c al.

T h e c o n n e cti o n b et w e e n S C C a n d a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g i s u s e d t o p r o v e P r o p o si-

ti o n 1. We n ot e t h at S C C p r o d u c e s n o n- bi n a r y t r e e st r u ct u r e s. A n d s o S C C i s n ot m e a nt

t o di r e ctl y a p p r o xi m at e t h e bi n a r y t r e e p r o d u c e d b y H A C, n o r i s it n ot w ell s uit e d f o r

o bj e cti v e s s u c h a s D a s g u pt a’ s c o st [ 1 8].

3. 4 Ti m e A n al y si s

W or st C a s e . B uil di n g t h e s u b- cl u st e r c o m p o n e nt s i n e a c h r o u n d i s a c hi e v e d b y fi r st fi n di n g

t h e 1- n e a r e st n ei g h b o r of e a c h p oi nt t h at i s l e s s t h a n t h e gi v e n r o u n d t h r e s h ol d. T h e n

f o r mi n g w e a kl y c o n n e ct e d c o m p o n e nt s i n t h e g r a p h wit h e d g e s of t h e af o r e m e nti o n e d

1- n e a r e st n ei g h b o r r el ati o n s hi p s. F o r a gi v e n r o u n d, l et O ( T ) b e t h e ti m e r e q ui r e d t o b uil d

a 1- n e a r e st n ei g h b o r g r a p h o v e r t h e s u b- cl u st e r s of a r o u n d. C o v e r Tr e e s [ 8 ] all o w t hi s

t o b e d o n e i n O ( c 1 2 N l o g N ) f o r N el e m e nt s w h e r e c i s t h e e x p a n si o n c o n st a nt. L et O ( S )

b e t h e ti m e r e q ui r e d t o r u n c o n n e ct e d c o m p o n e nt s. Si n c e w e a r e fi n di n g t h e c o n n e ct e d

c o m p o n e nt s of a g r a p h wit h N n o d e s a n d at m o st N e d g e s, a w o r st c a s e r u n ni n g ti m e of

c o n n e ct e d c o m p o n e nt s i s O ( N ) . We n ot e t h at e a c h of t h e o n e n e a r e st n ei g h b o r g r a p h a n d

t h e c o n n e ct e d c o m p o n e nt s al g o rit h m a r e hi g hl y p a r all eli z a bl e i n a m a p- r e d u c e f r a m e w o r k.

I n t h e w o r st c a s e, S C C r e q ui r e s 2 ∗ ( N − 1 ) r o u n d s ( m e r gi n g o n e p ai r of el e m e nt s p e r

r o u n d, m ulti pli c ati v e f a ct o r d u e t o d et e r mi ni n g w h e n t o a d v a n c e i d x i n Al g o rit h m 1). I n
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g e n e r al t hi s i s a O ( N ( T + S ) ) = O ( N T ) r u n ni n g ti m e. We fi n d t h at u si n g a fi x e d n u m b e r

of r o u n d s a n d si m pl y a d v a n ci n g t h e t h r e s h ol d i n e a c h r o u n d e x p e ri m e nt all y w o r k s w ell.

S p ar s e Gr a p h s . T o s p e e d u p c o m p ut ati o n, w e c a n p r e- c o m p ut e a k n e a r e st- n ei g h b o r g r a p h

o v e r t h e d at a s et. O n c e s u c h a g r a p h i s c o n st r u ct e d c o m p uti n g t h e 1- n e a r e st n ei g h b o r

of e a c h n o d e c a n b e a n O ( k ) o p e r ati o n f o r m a n y li n k a g e f u n cti o n s ( s u c h a s a v e r a g e,

si n gl e, c o m pl et e). We c a n u s e t h e s p a r s e k n e a r e st- n ei g h b o r g r a p h t o c o m p ut e “t o p- k ”

a p p r o xi m ati o n of t h e li n k a g e f u n cti o n s. F o r i n st a n c e, t o c o m p ut e t h e a v e r a g e li n k a g e

b et w e e n t w o cl u st e r s of p oi nt s a c c o r di n g t o t h e k - n e a r e st- n ei g h b o r g r a p h, w e c a n d e fi n e

t h e di st a n c e b et w e e n a n y t w o p oi nt s t h at d o n ot s h a r e a n e d g e i n t h e s p a r s e k n e a r e st

n ei g h b o r g r a p h t o b e a fi x e d c o n st a nt ( e. g., 4 i n t h e c a s e of 2
2 o r 0 i n t h e c a s e si mil a riti e s).

4 E x p eri m e nt s

We e m pi ri c all y v ali d at e t h e eff e cti v e n e s s of S C C. P a r all eli n g o u r t h e o r eti c al c o nt ri b uti o n s,

w e a n al y z e t h e m et h o d b ot h a s hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g a p p r o a c h a s w ell a s a fl at cl u st e r-

i n g m et h o d a n d D P- M e a n s a p p r o xi m ati o n al g o rit h m. A n al y si s o n a v a ri et y of p u bli cl y

a v ail a bl e cl u st e ri n g b e n c h m a r k s d e m o n st r at e s t h at S C C:

• R e c o v e r s m o r e a c c u r at e hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g t h a n st at e- of-t h e- a rt m et h o d s ( § 4. 1).

• P r o d u c e s hi g h q u alit y fl at p a rtiti o n s of t h e d at a ( § 4. 2).

• P r o d u c e s l o w e r D P- m e a n s c o st s ol uti o n s ( § 4. 3).

L a stl y, t o d e m o n st r at e t h e s c al a bilit y of S C C w e e v al u at e o n 3 0 billi o n p oi nt w e b- s c al e

d at a s et ( § 5).

4. 1 Hi er ar c hi c al Cl u st eri n g

D at a s et s: We e v al u at e t h e S C C a n d c o m p eti n g m et h o d s o n t h e f oll o wi n g p u bli cl y a v ail a bl e

cl u st e ri n g b e n c h m a r k d at a s et s a s i n [ 3 7 ] ( T a bl e 1): C o v T y p e - f o r e st c o v e r t y p e s; S p e a k er -

i- v e ct o r s p e a k e r r e c o r di n g s, g r o u n d t r ut h cl u st e r s r ef e r e a c h u ni q u e s p e a k e r [2 7 ]; A L OI

- 3 D r e n d e ri n g of o bj e ct s, g r o u n d t r ut h cl u st e r s r ef e r t o e a c h o bj e ct t y p e [ 2 4 ]; I L S V R C

( S m.) ( 5 0 K s u b s et) a n d I L S V R C ( L g.) ( 1. 2 M I m a g e s) i m a g e s f r o m t h e I m a g e N et I L S V R C

2 0 1 2 d at a s et [ 5 0 ] wit h v e ct o r r e p r e s e nt ati o n s of i m a g e s f r o m t h e l a st l a y e r of t h e I n c e pti o n

n e u r al n et w o r k.

M et h o d s We a n al y z e t h e p e rf o r m a n c e of S C C c o m p a r e d t o st at e- of-t h e- a rt hi e r a r c hi c al

cl u st e ri n g al g o rit h m s: Af fi nit y [6 ] - a di st ri b ut e d mi ni m u m s p a n ni n g t r e e a p p r o a c h b a s e d

o n B o r ů v k a’ s al g o rit h m [ 1 0 ]; P er c h [3 7 ] - a n o nli n e hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g al g o rit h m t h at

c r e at e s t r e e s o n e p oi nt at a ti m e b y a d di n g p oi nt s n e xt t o t h ei r n e a r e st n ei g h b o r a n d

p e rf o r m l o c al t r e e r e- a r r a n g e m e nt s i n t h e f o r m of r ot ati o n s; Gri n c h [4 5 ] - si mil a r t o P E R C H

t hi s i s a n o nli n e t r e e b uil di n g m et h o d, t hi s w o r k u s e s a g r afti n g s u b r o uti n e i n a d diti o n t o

r ot ati o n s. T h e g r aft s u b r o uti n e all o w s f o r m o r e gl o b al r e- a r r a n g e m e nt s of t h e t r e e st r u ct u r e;
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C o v T y p e I L S V R C  A L OI  S p kr. I L S V R C
( S m.) ( L g.)

|S | 7 1 0 0 0 1 0 0 0 4 9 5 8 1 0 0 0

|X | 5 0 0 K 5 0 K 1 0 8 K 3 6. 5 K 1. 3 M

di m. 5 4 2 0 4 8 1 2 8 6 3 8 8 2 0 4 8

BI R C H 0. 4 4 0. 2 6 0. 3 2 0. 2 2 0. 1 1

P E R C H 0. 4 4 8 0. 5 3 1 0. 4 4 5 0. 3 7 2 0. 2 0 7

H A C - 0. 6 4 1 0. 5 2 4 0. 5 1 8 -

G R I N C H 0. 4 3 0 0. 5 5 7 0. 5 0 4 0. 4 8 -

H K M 0. 4 4 0. 1 2 0. 4 4 0. 1 2 0. 1 1

g H H C 0. 4 4 4 0. 3 8 1 0. 4 6 2 - 0. 3 6 7

H D B S C A N 0. 4 7 3 0. 4 1 4 0. 5 9 9 0. 3 9 6 -

Af fi nit y 0. 4 3 3 0. 5 8 7 0. 4 7 8 0. 4 2 4 0. 6 0 1

S C C 0. 4 3 3 0. 6 4 4 0. 6 1 9 0. 5 2 8 0. 6 1 4

T a bl e 1: D e n dr o gr a m  P urit y r e s ult s o n b e n c h m a r k  d at a s et s. g H H C  di d n ot  p r o d u c e

m e a ni n gf ul r e s ult s o n S p e a k e r a n d  G R I N C H a n d H D B S C A N di d  n ot s c al e t o I L S V R C ( L g.).

g H H C [4 6 ] - a g r a di e nt- b a s e d hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g  m et h o d t h at  u s e s a c o nti n u o u s t r e e

r e p r e s e nt ati o n i n t h e  u nit b all; hi er ar c hi c al  K- M e a n s ( H K M) - t h e t o p  d o w n  di vi si v e

al g o rit h m; hi er ar c hi c al a g gl o m er ati v e cl u st eri n g ( H A C) - t h e cl a s si c b ott o m  u p a g gl o m e r ati v e

a p p r o a c h; Bir c h [5 9 ] - a cl a s si c t o p- d o w n hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g  m et h o d; H D B S C A N [1 2 ] -

t h e hi e r a r c hi c al e xt e n si o n of t h e cl a s si c  D B S C A N al g o rit h m. F o r  P e r c h,  G ri n c h,  H K M,  Bi r c h,

g H H C  w e r e p o rt r e s ult s f r o m  p r e vi o u s  w o r k [ 3 7 , 4 6 , 4 5 ].  C o si n e si mil a rit y i s  m e a ni n gf ul

f o r e a c h of t h e  d at a s et s. F o r all  m et h o d s t h at  u s e a li n k a g e f u n cti o n,  w e  u s e a v e r a g e li n k a g e

w hi c h  w a s s h o w n t o b e eff e cti v e [ 4 5].

Fi g u r e 2: D P- M e a n s  C o st f o r t h e s ol uti o n s f o u n d  wit h a v a ri et y of  m et h o d s f o r a r a n g e of

λ v al u e s f r o m cl o s e t o 0 t o 2. S C C p r o d u c e s l o w e r c o st s ol uti o n s f o r  diff e r e nt v al u e s of λ

a s c o m p a r e d t o t h e ot h e r  m et h o d s.

Si n c e t h e  d at a s et s  u s e c o si n e si mil a rit y, f o r S C C,  w e  u s e a g e o m et ri c  p r o g r e s si o n

of t h r e s h ol d s f o r S C C b a s e d o n t h e b o u n d s of c o si n e si mil a rit y ( s wit c hi n g t h e si g n of

t h r e s h ol d c o n diti o n),  w hi c h  w e a p p r o xi m at e  wit h  mi ni m u m ( 0. 0 0 1) t o  m a xi m u m ( 1. 0)  wit h
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Fi g u r e 3: P air wi s e F 1  E v al u ati o n .  A s e a c h al g o rit h m  d e p e n d s o n λ i n a  diff e r e nt  w a y, t h e

s etti n g s of λ r e s ulti n g i n t h e b e st  p e rf o r m a n c e  mi g ht  diff e r b et w e e n  m et h o d s.  We  pl ot t h e

p e rf o r m a n c e of e a c h  m et h o d f o r e a c h v al u e of λ .  W h e n c o n si d e ri n g t h e b e st F 1 a c hi e v e d

b y e a c h  m et h o d f o r s o m e v al u e of λ , S C C i s t h e t o p  p e rf o r mi n g  m et h o d o n 4 of 5  d at a s et s.

2 0 0 t h r e s h ol d s f o r t h e al g o rit h m.  We  u s e t h e s p a r si fi e d n e a r e st n ei g h b o r g r a p h a p p r o a c h

wit h k = 2 5 n ei g h b o r s  u si n g  w e S c a N N [ 2 9].

Si n c e e a c h  d at a s et h a s g r o u n d t r ut h  fl at cl u st e r s,  w e e v al u at e t h e q u alit y of hi e r a r c h y

u si n g de n dr o gr a m p urit y a s i n  p r e vi o u s  w o r k [ 3 1 , 3 7 , 4 5 ].  D e n d r o g r a m  p u rit y i s t h e a v e r a g e,

o v e r all  p ai r s of  p oi nt s f r o m t h e s a m e g r o u n d t r ut h cl u st e r, of t h e  p u rit y of t h e l e a st c o m m o n

a n c e st o r of t h e  p ai r.  We h y p ot h e si z e t h at S C C’ s i m p r o v e m e nt o v e r  Af fi nit y cl u st e ri n g

c o m e s f r o m it s  u s e of r o u n d- b a s e d t h r e s h ol d s t o r e d u c e t h e o v e r m e r gi n g of cl u st e r s.

A s s e e n i n  T a bl e 2,  w e o b s e r v e t h at S C C a c hi e v e s t h e hi g h e st  d e n d r o g r a m  p u rit y o n all

d at a s et s e x c e pt  C o v T y p e.  N ot a bl y, b ot h S C C a n d  Af fi nit y cl u st e ri n g s c al e  m u c h b ett e r t o

t h e l a r g e st 1. 2 M i m a g e  d at a s et,  wit h b ot h  m et h o d s h a vi n g n o  d e g r a d ati o n i n  p e rf o r m a n c e

f r o m t h e 5 0 K s u b s et t o t h e l a r g e r 1. 2 M  p oi nt  d at a s et.

We a n al y z e t h e  d e ci si o n t o  u s e g e o m et ri c  p r o g r e s si o n f o r t h r e s h ol d s a s c o m p a r e d t o

li n e a r o n e s i n Fi g u r e 5.  We o b s e r v e t h at S C C  p e rf o r m s sli g htl y b ett e r  wit h g e o m et ri c

s e q u e n c e s c o m p a r e d t o li n e a r o n e s.  We al s o o b s e r v e t h at S C C r e q ui r e s o nl y a f e w  m o r e

r o u n d s t h a n  Af fi nit y t o b e gi n t o a c hi e v e hi g h q u alit y r e s ult s a n d t h at t h e  p e rf o r m a n c e

s at u r at e s aft e r a f e w h u n d r e d r o u n d s.

C o m p ari s o n t o  H A C We s a m pl e  d at a s et s of v a r yi n g si z e s f r o m a  Di ri c hl et  P r o c e s s  Mi xt u r e

M o d el. Fi g u r e 4 r e p o rt s t h e r u n ni n g ti m e a n d  d e n d r o g r a m  p u rit y a s a f u n cti o n of t h e

d at a s et si z e.  We r e p o rt S C C r e s ult s  wit h 2 0 0 r o u n d s.  We o b s e r v e t h at  w hil e t h e ti m e

c o m pl e xit y of  H A C g r o w s q u a d r ati c all y, S C C r e m ai n s  m u c h  m o r e c o n st a nt.  D e s pit e b ei n g

m u c h  m o r e ef fi ci e nt t h a n  H A C  w e o b s e r v e t h at S C C  p r o d u c e s t r e e s  wit h c o m p a r a bl e

d e n d r o g r a m  p u rit y.

4. 2 Fl at  Cl u st eri n g

I n t hi s s e cti o n,  w e e m pi ri c all y e v al u at e S C C a g ai n st st at e- of-t h e- a rt a p p r o a c h e s i n t e r m s

of  p ai r wi s e F 1 of  fl at cl u st e r s  di s c o v e r e d.  We  u s e t h e s a m e e x p e ri m e nt al s etti n g a s i n
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Fi g u r e 4: C o m p ari s o n t o  H A C :  We r e p o rt r u n ni n g ti m e a n d  D e n d r o g r a m  P u rit y of S C C

c o m p a r e d t o  H A C, o n a s y nt h eti c  d at a s et.

C o v T y p e I L S V R C  A L OI  S p kr. I L S V R C
( S m.) ( L g.)

P E R C H 0. 2 3 0 0. 5 4 3 0. 4 4 2 0. 3 1 8 0. 2 5 7

K- M e a n s 0. 2 4 5 0. 6 0 5 0. 4 0 8 0. 3 2 2 0. 5 6 2

Af fi nit y 0. 5 3 6 0. 6 3 2 0. 4 3 9 0. 2 9 9 0. 6 4 1

S C C 0. 5 3 6 0. 6 0 9 0. 5 6 7 0. 4 9 3 0. 6 0 2

Af fi nit y ( b e st F 1) 0. 5 3 6 0. 6 3 2 0. 4 6 5 0. 3 1 4 1 0. 6 4 1

S C C ( b e st F 1) 0. 5 3 6 0. 6 5 4 0. 6 0 5 0. 5 2 6 0. 6 6 4

T a bl e 2: P air wi s e F 1 r e s ult s o n b e n c h m a r k  d at a s et s.

p r e vi o u s  w o r k s [ 3 7 ]. I n t hi s e x p e ri m e nt,  w e  u s e t h e g r o u n d t r ut h n u m b e r of cl u st e r s

w h e n s el e cti n g a  fl at cl u st e ri n g.  We s el e ct t h e r o u n d of S C C  w hi c h  p r o d u c e d t h e cl o s e st

n u m b e r of cl u st e r s t o t h e g r o u n d t r ut h a n d r e p o rt t h e  fl at cl u st e ri n g  p e rf o r m a n c e of t h at

r o u n d.  We  d o t h e s a m e f o r b a s eli n e  m et h o d s.  We e v al u at e t h e q u alit y of t h e  fl at cl u st e ri n g s

u si n g t h e  p ai r wi s e F 1  m et ri c [ 3 7 , 4 4 ], f o r  w hi c h  p r e ci si o n i s  d e fi n e d a s Pr e c = | P∗ ∩ ˆP|

| ˆP|
, a n d

r e c all a s R e c = | P∗ ∩ ˆP|
| P ∗ |

,  w h e r e P ∗ i s all  p ai r s of  p oi nt s t h at a r e a s si g n e d t o t h e s a m e cl u st e r

a c c o r di n g t o t h e g r o u n d t r ut h S ∗ a n d ˆP i s si mil a rl y  d e fi n e d f o r t h e  p r e di ct e d cl u st e ri n g

Ŝ : P ∗ = { ( x i, x j) | x i, x j ∈ X , ∃ C ∗ ∈ S ∗ s.t. { x i, x j} ⊆ C ∗ } a n d ˆP = { ( x i, x j) | x i, x j ∈

X , ∃ C ∈ Ŝ s.t. { x i, x j} ⊆ C }

T a bl e 2 gi v e s t h e F 1  p e rf o r m a n c e f o r e a c h  m et h o d o n e a c h of t h e  d at a s et s  u s e d i n t h e

hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g e x p e ri m e nt s.  We o b s e r v e t h at b ot h S C C a n d  Af fi nit y o ut p e rf o r m t h e

p r e vi o u s st at e- of-t h e- a rt r e s ult s r e p o rt e d b y [ 3 7 ]. S C C i s t h e b e st  p e rf o r mi n g  m et h o d o n
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Fi g u r e 5: N u m b er of  R o u n d & Ki n d s of  T hr e s h ol d s .  We r e p o rt S C C’ s  p e rf o r m a n c e  wit h

b ot h a g e o m et ri c  p r o g r e s si o n of t h r e s h ol d s a n d a li n e a r  p r o g r e s si o n of t h r e s h ol d s.  We al s o

r e p o rt  Af fi nit y’ s  p e rf o r m a n c e,  w hi c h c o n v e r g e s i n a b o ut  fi v e r o u n d s.  R e c all t h at  H A C

w o ul d r e q ui r e n u m b e r of r o u n d s e q u al t o n u m b e r of  p oi nt s ( m u c h  m o r e t h a n 8 0 0).

S p e a k e r a n d  A L OI a n d i s c o m p etiti v e  wit h  Af fi nit y o n t h e r e m ai ni n g  d at a s et s.  We r e p o rt

t h e b e st F 1 a c hi e v e d i n a n y r o u n d of o u r al g o rit h m a n d  Af fi nit y,  w hi c h i s t h e n e xt b e st

p e rf o r mi n g  m et h o d. S C C’ s b e st F 1 i s b ett e r t h a n  Af fi nit y’ s.

4. 3  A p pr o xi m ati o n of  D P- M e a n s  O bj e cti v e

O u r a n al y si s s e cti o n ( § 3. 2) s h o w e d t h at S C C i s a  D P- M e a n s a p p r o xi m ati o n al g o rit h m. I n

t hi s s e cti o n,  w e e m pi ri c all y e v al u at e t h e s e cl ai m s.  We  m e a s u r e t h e q u alit y of t h e cl u st e ri n g

di s c o v e r e d b y o u r al g o rit h m i n t e r m s of t h e  D P- M e a n s o bj e cti v e.

We c o m p a r e S C C t o t h e f oll o wi n g st at e- of-t h e- a rt al g o rit h m s f o r o bt ai ni n g s ol uti o n s t o

t h e  D P- m e a n s o bj e cti v e: S eri al D P M e a n s , t h e cl a s si c it e r ati v e o pti mi z ati o n al g o rit h m f o r

D P- M e a n s [ 1 1 , 3 2 , 4 0 , 4 9 ], i n  w hi c h  d at a  p oi nt i s a d d e d t o a cl u st e r if it i s  wit hi n λ of t h at

cl u st e r c e nt e r a n d ot h e r wi s e st a rt s a n e w cl u st e r; D P M e a n s + + [3 ] a n i niti ali z ati o n- o nl y

m et h o d  w hi c h  p e rf o r m s a  K- M e a n s + + [2 ] st yl e s a m pli n g  p r o c e d u r e. F o r e a c h  m et h o d,

w e r e c o r d t h e a s si g n m e nt of  p oi nt s t o cl u st e r s gi v e n b y i nf e r e n c e.  We  u s e t hi s a s si g n m e nt

of  p oi nt s t o  fl at cl u st e r s t o  p r o d u c e a  D P- M e a n s c o st.  We  p e rf o r m o u r a n al y si s o n t h e

af o r e m e nti o n e d cl u st e ri n g b e n c h m a r k s.

Fi g u r e 2 s h o w s t h e  D P- M e a n s o bj e cti v e a s a f u n cti o n of t h e v al u e of t h e  p a r a m et e r λ .

Fi g u r e 3 s h o w s t h e c o r r e s p o n di n g F 1  p e rf o r m a n c e f o r  diff e r e nt v al u e s of λ ( 0. 0 0 1, 0. 0 0 5,

0. 0 1, 0. 0 5, 0. 1, 0. 2 5, 0. 5, 0. 7 5, 1. 0, 1. 2 5, 1. 5, 1. 7 5, 2. 0).  We r e p o rt t h e  mi n / m a x / a v e r a g e

p e rf o r m a n c e o v e r  m ulti pl e r u n s of t h e S e ri al D P M e a n s a n d  D P M e a n s + + al g o rit h m s  wit h

diff e r e nt r a n d o m s e e d s.  H e r e, e a c h  m et h o d  u s e s n o r m ali z e d 2
2 di st a n c e a s t h e  di s si mil a rit y

m e a s u r e. S C C  u s e s t h r e s h ol d s 0. 0 0 1 t o 4  wit h a g e o m et ri c  p r o g r e s si o n.

F o r e a c h v al u e of λ , S C C a c hi e v e s t h e l o w e st  D P- M e a n s c o st,  w hi c h  w e h y p ot h e si z e
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A si a

A m u r l e o p a r d Ja v a n r hi n o

· · ·

Af ri c a

C a p e V ult u r e

h o w m a n y c a p e v ult u r e s a r e l eft , 
c a p e v ult u r e s e n d a n g e r e d, c a p e 
v ult u r e s h a bit at

E n d a n g e r e d A ni m al s

Pi c k e r s gill’ s R e e d F r o g

w h y i s t h e pi c k e r s gill' s r e e d f r o g 
e n d a n g e r e d, pi c k e r s gill' s r e e d 
f r o g p o p ul ati o n

A u st r ali a

Gr e at e r Bil b y m o u nt ai n p y g m y p o s s u m

· · ·

M o d al J a z z

· · ·

B e b o p

h a r d b o p

h a r d b o p i n st r u m e nt s , w h e r e w a s 
h a r d b o p d e v el o p e d, h a r d b o p 
s o u n d, c h a r a ct e ri sti c of h a r d b o p, 
h a r d b o p c o m p o siti o n al st yl e

J a z z

P o st b o p

· · ·

u n d e r st a n di n g m o d al j a z z, 
m o d al j a z z pi e c e s, m o d al t u n e s 
li st

i n w h at d e c a d e di d p o st b o p 
st yl e s p ri m a ril y e m e r g e, 
diff e r e n c e b et w e e n b e b o p h a r d 
b o p a n d p o st b o p, p o st b o p 
c h o r d s, p o st b o p r e vi v al

O a k

Pi n e O a k R e d O a k

· · ·

B e e c h

C o p p e r B e e c h

p u r pl e b e e c h t r e e s , c o p p e r b e e c h 
t r e e g r o wt h r at e, f a g u s s yl v ati c a f 
p u r p u r e a

Tr e e

D w a rf B e e c h

d w a rf t ri c ol o r b e e c h, o r n a m e nt al 
b e e c h t r e e, t wi st e d b e e c h t r e e

A s h

fr a xi n u s di p et al a f r a xi n u s ni g r a

· · ·

Te n ni s A u st r ali a

Te n ni s A u st r ali a l o g o A u st r ali a n o p e n

· · ·

U S O p e n

U S O p e n W o m e n

b r a c k et U S O p e n w o m e n s , 
W o m e n' s si n gl e s at U S O p e n, U S 
O p e n q u a rt e r fi n al s w o m e n s

T e n ni s

U S O p e n S c h e d ul e

U S O p e n t v s c h e d ul e, U S O p e n 
r e pl a y s, U S O p e n t e n ni s i n 
p r o g r e s s

N o v a k D j o k o vi c

dj o k o vi c g r a n d sl a m s dj o k o vi c c o a c h e s

· · ·

Fi g u r e 6: Hi e r a r c h y i nf e r r e d o n 3 0 billi o n u s e r q u e ri e s u si n g S C C. We r e p r e s e nt t h e

hi e r a r c h y u si n g r e ct a n g ul a r b o x e s. T h e r o ot wit h h e a d e r i s r e p r e s e nt e d b y t h e o ut e r

r e ct a n g ul a r b o x ( s oli d li n e). T h e s e c o n d l e v el of t h e hi e r a r c h y, wit h h e a d e r, i s s h o w n i n

d a s h e d ( − − ) r e ct a n gl e wit hi n g t h e o ut e r b o x. Fi n all y t h e t hi r d l e v el f r o m t h e r o ot i s s h o w n

a s t h e i n n e r m o st d ott e d ( ...) r e ct a n gl e. Pl ai n t e xt wit hi n e a c h of t h e d ott e d r e ct a n gl e a r e

t h e t o p q u e ri e s t h at b el o n g t o t h at cl u st e r. F o r e x a m pl e, E N D A N G E R E D A N I M A L S , i s t h e

r o ot of t h e l eft m o st hi e r a r c h y, E N D A N G E R E D A N I M A L S I N A F R I C A i s a s u b- cl u st e r a n d

P I C K E R G I L L ’S R E E D F R O G i s t h e l o w e st l e v el cl u st e r c o nt ai ni n g q u e ri e s s u c h a s W H Y I S T H E

P I C K E R G I L L ’S R E E D F R O G E N D A N G E R E D .

i s d u e t o S C C di s c o v e ri n g o pti m al cl u st e ri n g i n d e p e n d e ntl y of λ vi a m ulti pl e alt e r n ati v e

p a rtiti o n s i n t h e t r e e. A s e a c h al g o rit h m u s e s t h e v al u e of λ diff e r e ntl y, t h e v al u e of λ

t h at r e s ult s i n t h e b e st F 1 s c o r e o n t h e d at a s et c o ul d b e q uit e diff e r e nt f o r e a c h m et h o d

a n d f o r e a c h d at a s et. If w e c o n si d e r t h e b e st F 1 v al u e a c hi e v e d, S C C i s u s u all y o n e of

t h e b e st p e rf o r mi n g m et h o d s. O n C o v T y p e, S e ri al D P M e a n s p e rf o r m s b e st. b ut F 1 d o e s

n ot s e e m m e a ni n gf ul o n C o v T y p e a s w e o b s e r v e d t h e hi g h e st F 1 v al u e ( 0. 5 3 6) wit h all

p oi nt s i n a si n gl e cl u st e r. S e e A p p e n di x § B f o r I L S V R C ( L g.) r e s ult s a n d c o m p a ri s o n t o

L o w r a n k A L B C D [ 5 7].

5 A p pli c ati o n: L ar g e S c al e Cl u st eri n g of W e b Q u eri e s

We i n v e sti g at e t h e u s e of S C C f o r cl u st e ri n g w e b q u e ri e s. We r u n o u r p r o p o s e d cl u st e ri n g

a p p r o a c h a n d Af fi nit y cl u st e ri n g o n a d at a s et of a r a n d o m s a m pl e of 3 0 billi o n q u e ri e s. T o

t h e b e st of o u r k n o wl e d g e t hi s i s o n e of t h e l a r g e st e v al u ati o n s of a n y cl u st e ri n g al g o rit h m.

D u e t o t h e m a s si v e si z e of t h e d at a, w e li mit o u r e v al u ati o n t o t h e t w o m o st hi g hl y

p e rf o r mi n g m et h o d s, S C C a n d Af fi nit y cl u st e ri n g. Di st a n c e c o m p ut ati o n b et w e e n q u e ri e s

d u ri n g al g o rit h m e x e c uti o n a r e s p e d- u p u si n g h a s hi n g t e c h ni q u e s t o a v oi d t h e N 2 p ai r wi s e

1 5



Fi g u r e 7:  H u m a n e v al u ati o n of cl u st e r s g e n e r at e d b y S C C a n d  Af fi nit y

di s si mil a rit y b ottl e n e c k (f o r b ot h S C C a n d  Af fi nit y).  Q u e ri e s a r e r e p r e s e nt e d  u si n g a s et of

p r o p ri et a r y f e at u r e s c o m p ri si n g l e xi c al a n d b e h a vi o r al si g n al s a m o n g ot h e r s.  We e xt r a ct

m a n u all y a  fi n e- g r ai n e d l e v el of  fl at cl u st e ri n g s a n d c o m p a r e d t h e cl u st e ri n g q u alit y of t h e

fl at cl u st e ri n g s  di s c o v e r e d b y b ot h al g o rit h m s.

H u m a n  E v al u ati o n: T o e v al u at e t h e q u alit y of  fl at cl u st e r s  di s c o v e r e d b y S C C,  w e

c o n d u ct e d a n e m pi ri c al e v al u ati o n  wit h h u m a n a n n ot at o r s.  We a s k e d t h e m t o r at e ∼ 1 2 0 0

r a n d o ml y s a m pl e d cl u st e r s f r o m - 1 (i n c o h e r e nt) t o  + 1 ( c o h e r e nt). F o r e x a m pl e, a a n n ot at o r

mi g ht r e c ei v e a h e a d q u e r y of h o m e  i m p r o v e m e n t a n d a t ail q u e r y of l o w e s  n e a r  m e

f r o m t h e s a m e cl u st e r.  T h e a n n ot at o r t h e n r at e s e a c h of t h e s e  p ai r s f r o m - 1 (i n c o h e r e nt) t o

+ 1 ( c o h e r e nt).  We r e p o rt t h e a g g r e g at e d r e s ult s i n Fi g u r e 7.  We f o u n d t h at t h e a n n ot at o r s

l a b el e d 6. 0 % of  Af fi nit y cl u st e ri n g’ s cl u st e r s a n d o nl y 2. 7 % of S C C cl u st e r s a s i n c o h e r e nt.

T h e a n n ot at o r s l a b el e d 5 5. 8 % of  Af fi nit y’ s cl u st e r s a n d 6 5. 7 % of S C C cl u st e r s a s c o h e r e nt.

We  h o p e t hi s  d e m o n st r at e s t h e c o g e n c y of t h e cl u st e r s f o u n d b y S C C.

Q u alit ati v e  E v al u ati o n: I n  T a bl e 3,  w e s h o w t h e cl u st e r s  di s c o v e r e d b y b ot h S C C a n d

Af fi nit y t h at c o nt ai n t h e q u e r y Gree n  Vel vet (t h e h o u s e /t e c h n o  m u si c a rti st).  We o b s e r v e

t h at S C C’ s cl u st e r i s c o n si d e r a bl y  m o r e  p r e ci s e a n d o n t o pi c.  T a bl e 4, s h o w s a d diti o n al

e x a m pl e s.  We  fi n d t h e cl u st e r s t o b e  p r e ci s e a n d c o h e r e nt.  T h e al g o rit h m  di s c o v e r s a

cl u st e ri n g r el at e d t o t e n ni s st r at e gi e s,  w hi c h c o nt ai n s  m e a ni n gf ul q u e ri e s s u c h a s b aseli ne

t a cti cs a n d te n nis str ate g y a n gles.  We i n v e sti g at e t h e hi e r a r c hi c al st r u ct u r e i n Fi g u r e 6.  We

di s c o v e r  m e a ni n gf ul cl u st e r s at  m ulti pl e g r a n ul a riti e s  wit h t h e t r e e st r u ct u r e i n di c ati n g

m e a ni n gf ul r el ati o n s hi p s b et w e e n t o pi c s. F o r i n st a n c e,  w e  di s c o v e r s u b g e n r e s of j a z z s u c h

a s be b o p a n d m o d al j a z z .  We f u rt h e r  di s c o v e r t h at h ar d b o p i s a s u b g e n r e of be b o p .

6  R el at e d  W or k

P a r all el a n d  di st ri b ut e d a p p r o a c h e s f o r hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g h a v e b e e n c o n si d e r e d b y

p r e vi o u s  w o r k [ 4 8 , 3 3 , 6 , 5 6 , 5 1 ].  Y a r o sl a vt s e v a n d  V a d a p alli [ 5 6] u s e a g r a p h s p a r si fi c ati o n

a p p r o a c h al o n g  wit h  p a r all el  mi ni m u m s p a n ni n g t r e e a p p r o a c h t o a c hi e v e  p r o v a bl y g o o d

a p p r o xi m at e  mi ni m u m s p a n ni n g t r e e s.  Ot h e r  w o r k h a s  p r o p o s e d t o a c hi e v e s c al a bilit y
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Af fi nit y Cl u st eri n g S C C

g r e e n v el v et li v e g r e e n v el v et mi x

g r e e n v el v et t al ki n g dj g r e e n v el v et

k e st r a fi n a n ci al b u si n e s s wi r e t o m o r r o wl a n d g r e e n v el v et

t o m o r r o w l a n d g r e e n v el v et g r e e n v el v et 2 0 1 5

dj g r e e n h ai r g r e e n v el v et m u si c

ri n v elt & d a vi d k e st r a b u si n e s s wi r e g r e e n v el v et dj s et

T a bl e 3: S C C a n d Af fi nit y Cl u st e ri n g f o r cl u st e r s c o r r e s p o n di n g t o gree n vel vet o n t h e 3 0

billi o n q u e r y d at a s et.

Te a R e ci p e s El e ctri c Pi a n o Te n ni s Str at e g y

t e a d ri n k s di git al pi a n o p ri c e  pl a yi n g st r at e gi e s i n t e n ni s

t e a r e ci p e s el e ct ri c pi a n o s al e  u n d e r st a n di n g t e n ni s t a cti c s

f a n c y t e a r e ci p e s el e ct ri c pi a n o s m all b a s eli n e t a cti c s.

bl a c k t e a fl a v o r s b e st di git al pi a n o e b a y t e n ni s st r at e g y a n gl e s

T a bl e 4: Fi n e- g r ai n e d Q u e r y Cl u st e r s Di s c o v e r e d b y S C C

b y b uil di n g hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g s i n a n o nli n e, i n c r e m e nt al, o r st r e a mi n g m a n n e r [ 5 9 ,

3 8 , 3 7 , 4 5 ]. BI R C H, o n e of t h e m o st wi d el y u s e d al g o rit h m s, b uil d s a t r e e i n a t o p d o w n

f a s hi o n s plitti n g n o d e s u n d e r a c o n diti o n o n t h e m e a n / v a ri a n c e of t h e p oi nt s a s si g n e d t o a

n o d e. P E R C H [ 3 7 ] a n d G RI N C H [4 5 ] a d d p oi nt s n e xt t o t h e n e a r e st n ei g h b o r n o d e i n t h e

t r e e st r u ct u r e a n d p e rf o r m t r e e r e- a r r a n g e m e nt s. K r a n e n et al. [ 3 8] b uil d a n a d a pti v e i n d e x

st r u ct u r e f o r st r e a mi n g d at a wit h all o w s f o r r e c e n c y w ei g hti n g.

O u r w o r k i s cl o s el y r el at e d t o t h e t r e e- b a s e d cl u st e ri n g m et h o d s p r o p o s e d b y B al c a n

et al. [ 4, 5] . T h e s e m et h o d s al s o b uil d a t r e e st r u ct u r e i n a b ott o m u p m a n n e r u si n g r o u n d-

s p e ci fi c t h r e s h ol d s t o d et e r mi n e t h e m e r g e r s. T h e s e m et h o d s i n f a ct r e c o v e r cl u st e ri n g s

u n d e r m o r e fl e xi bl e s e p a r ati o n c o n diti o n s t h a n t h e o n e u s e d i n t hi s p a p e r. H o w e v e r, t h e

li n k a g e f u n cti o n c o m p ut ati o n u s e d i s m u c h m o r e c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e t h a n t h e o n e

u s e d i n t hi s p a p e r. We s h o w a n e m pi ri c al c o m p a ri s o n of t hi s t o S C C i n A p p e n di x § B .

W hil e t hi s p a p e r h a s f o c u s e d o n li n k a g e- b a s e d hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g i n g e n e r al,

d e n sit y- b a s e d cl u st e ri n g al g o rit h m s li k e D B S C A N [ 2 2 ] c o r r e s p o n d t o s p e ci fi c li n k a g e

f u n cti o n s. T h e r e h a v e b e e n s e v e r al hi e r a r c hi c al v a ri a nt s of t h e s e a p p r o a c h e s p r o p o s e d

i n cl u di n g, m o st r e c e ntl y H D B S C A N∗ [1 2 ]. T h e r e a r e ot h e r r el at e d d e n sit y a n d s p a n ni n g-

t r e e- b a s e d a p p r o a c h e s [ 1 3, 6 2].

Ot h e r w o r k h a s u s e t e c h ni q u e s t o r e d u c e t h e n u m b e r of di st a n c e c o m p ut ati o n s r e q ui r e d

t o p e rf o r m hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g [2 1 , 3 9 ]. K ri s h n a m u rt h y et al. [ 3 9] u s e s o nl y O ( n l o g2 ( n ) )
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di st a n c e c o m p ut ati o n s b y r e p e at e dl y r u n ni n g a fl at cl u st e ri n g al g o rit h m o n s m all s u b s et s

of t h e d at a t o di s c o v e r t h e c hil d r e n of e a c h n o d e i n a t o p- d o w n w a y. Ot h e r w o r k u s e s

n e a r e st n ei g h b o r g r a p h s p a r si fi c ati o n t o r e d u c e t h e c o m pl e xit y of al g o rit h m s [ 5 8].

A v a ri et y of o bj e cti v e f u n cti o n s h a v e b e e n p r o p o s e d f o r hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g. S o m e

w o r k h a s u s e d i nt e g e r li n e a r p r o g r a m mi n g t o p e rf o r m hi e r a r c hi c al a g gl o m e r ati v e cl u s-

t e ri n g [2 5 ]. N ot a bl y, D a s g u pt a’ s c o st f u n cti o n [1 8 ] h a s b e e n wi d el y st u di e d, i n cl u di n g it s

c o n n e cti o n s t o a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g [ 4 7, 1 4].

7 C o n cl u si o n

We i nt r o d u c e t h e S u b- Cl u st e r C o m p o n e nt al g o rit h m ( S C C) f o r s c al a bl e hi e r a r c hi c al a s

w ell a s fl at cl u st e ri n g. S C C u s e s a n a g gl o m e r ati v e, r o u n d- b a s e d, a p p r o a c h i n w hi c h a

s e ri e s of i n c r e a si n g di st a n c e t h r e s h ol d s a r e u s e d t o d et e r mi n e w hi c h s u b- cl u st e r s c a n b e

m e r g e d i n a gi v e n r o u n d. We p r o vi d e a t h e o r eti c al a n al y si s of S C C u n d e r w ell st u di e d

s e p a r a bilit y a s s u m pti o n s a n d r el at e it t o t h e n o n- p a r a m et ri c D P- m e a n s o bj e cti v e. We

p e rf o r m a c o m p r e h e n si v e e m pi ri c al a n al y si s of S C C d e m o n st r ati n g it s p r o fi ci e n c y o v e r

st at e- of-t h e- a rt cl u st e ri n g al g o rit h m s o n b e n c h m a r k cl u st e ri n g d at a s et s. We f u rt h e r p r o vi d e

a n a n al y si s of t h e m et h o d wit h r e s p e ct t o t h e D P- m e a n s o bj e cti v e. Fi n all y, w e d e m o n st r at e

t h e s c al a bilit y of S C C b y r u n ni n g o n a n i n d u st ri al w e b- s c al e d at a s et of 3 0 B u s e r q u e ri e s. We

e v al u at e cl u st e ri n g q u alit y o n t hi s w e b- s c al e d at a s et wit h h u m a n a n n ot ati o n s t h at i n di c at e

t h at t h e cl u st e r s p r o d u c e d b y S C C a r e m o r e c o h e r e nt t h a n st at e- of-t h e- a rt m et h o d s.

A c k n o wl e d g e m e nt s

We t h a n k A v ri m Bl u m a n d Ni n a B al c a n f o r t h ei r i n si g htf ul c o m m e nt s a n d s u g g e sti o n s.

A n d r e w M c C all u m a n d Ni c h ol a s M o n at h a r e s u p p o rt e d b y t h e C e nt e r f o r D at a S ci e n c e a n d

t h e C e nt e r f o r I nt elli g e nt I nf o r m ati o n R et ri e v al a n d b y t h e N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n

u n d e r G r a nt s N o. 1 7 6 3 6 1 8. S o m e of t h e w o r k r e p o rt e d h e r e w a s p e rf o r m e d u si n g hi g h

p e rf o r m a n c e c o m p uti n g e q ui p m e nt o bt ai n e d u n d e r a g r a nt f r o m t h e C oll a b o r ati v e R & D

F u n d m a n a g e d b y t h e M a s s a c h u s ett s Te c h n ol o g y C oll a b o r ati v e. A n y o pi ni o n s, fi n di n g s

a n d c o n cl u si o n s o r r e c o m m e n d ati o n s e x p r e s s e d i n t hi s m at e ri al a r e t h o s e of t h e a ut h o r s

a n d d o n ot n e c e s s a ril y r e fl e ct t h o s e of t h e s p o n s o r.
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[ 1 0] O. B o r ů v k a. O ji st é m p r o bl é m u mi ni m ál ní m. 1 9 2 6.

[ 1 1] T. B r o d e ri c k, B. K uli s, a n d M. J o r d a n. M a d- b a y e s: M a p- b a s e d a s y m pt oti c d e ri v ati o n s

f r o m b a y e s. I C M L, 2 0 1 3.

[ 1 2] R. J. G. B. C a m p ell o, D. M o ul a vi, a n d J. S a n d e r. D e n sit y- b a s e d cl u st e ri n g b a s e d o n

hi e r a r c hi c al d e n sit y e sti m at e s. A d v a n ces i n K n o wle d ge Dis c o ver y a n d D at a Mi ni n g , 2 0 1 3.

[ 1 3] F. C a o, M. E st e r, W. Qi a n, a n d A. Z h o u. D e n sit y- b a s e d cl u st e ri n g o v e r a n e v ol vi n g

d at a st r e a m wit h n oi s e. I C D M, 2 0 0 6.

[ 1 4] M. C h a ri k a r, V. C h at zi af r ati s, a n d R. Ni a z a d e h. Hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g b ett e r t h a n

a v e r a g e-li n k a g e. S O D A , 2 0 1 9.

[ 1 5] B. C h e n, A. S h ri v a st a v a, R. C. St e o rt s, et al. U ni q u e e ntit y e sti m ati o n wit h a p pli c ati o n

t o t h e s y ri a n c o n fli ct. T he A n n als of A p plie d St atisti cs , 2 0 1 8.

[ 1 6] K. C r a n m e r, S. M a c al u s o, a n d D. P a p p a d o p ul o. T o y g e n e r ati v e m o d el f o r j et s. 2 0 1 9.

[ 1 7] R. D a s, A. G o d b ol e, N. M o n at h, M. Z a h e e r, a n d A. M c C all u m. P r o b a bili sti c c a s e- b a s e d

r e a s o ni n g f o r o p e n- w o rl d k n o wl e d g e g r a p h c o m pl eti o n. Fi n di n gs of E M N L P , 2 0 2 0.

[ 1 8] S. D a s g u pt a. A c o st f u n cti o n f o r si mil a rit y- b a s e d hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g. S y m p osi u m

o n T he or y of C o m p uti n g ( S T O C) , 2 0 1 6.

1 9



[ 1 9] L. Ei n D o r, Y. M a s s, A. H alf o n, E. Ve n e zi a n, I. S h n a y d e r m a n, R. A h a r o n o v, a n d

N. Sl o ni m. L e a r ni n g t h e m ati c si mil a rit y m et ri c f r o m a rti cl e s e cti o n s u si n g t ri pl et

n et w o r k s. A C L .

[ 2 0] M. B. Ei s e n, P. T. S p ell m a n, P. O. B r o w n, a n d D. B ot st ei n. Cl u st e r a n al y si s a n d di s pl a y

of g e n o m e- wi d e e x p r e s si o n p att e r n s. Pr o cee di n gs of t he N ati o n al A c a de m y of S cie n ces ,

1 9 9 8.

[ 2 1] B. E ri k s s o n, G. D a s a r at h y, A. Si n g h, a n d R. N o w a k. A cti v e cl u st e ri n g: R o b u st a n d

ef fi ci e nt hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g u si n g a d a pti v el y s el e ct e d si mil a riti e s. AI S T A T S , 2 0 1 1.

[ 2 2] M. E st e r, H.- P. K ri e g el, J. S a n d e r, X. X u, et al. A d e n sit y- b a s e d al g o rit h m f o r di s c o v e r-

i n g cl u st e r s i n l a r g e s p ati al d at a b a s e s wit h n oi s e. K D D , 1 9 9 6.

[ 2 3] A. G a v r y u s h ki n a n d A. J. D r u m m o n d. T h e s p a c e of ult r a m et ri c p h yl o g e n eti c t r e e s.

J o ur n al of t he oreti c al bi ol o g y, 2 0 1 6.

[ 2 4] J. G e u s e b r o e k, G. J. B u r g h o ut s, a n d A. W. M. S m e ul d e r s. T h e a m st e r d a m li b r a r y of

o bj e ct i m a g e s. IJ C V, 2 0 0 5.

[ 2 5] S. Gil pi n, S. Nij s s e n, a n d I. D a vi d s o n. F o r m ali zi n g hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g a s i nt e g e r

li n e a r p r o g r a m mi n g. A A AI , 2 0 1 3.

[ 2 6] S. G r e e n, N. A n d r e w s, M. R. G o r ml e y, M. D r e d z e, a n d C. D. M a n ni n g. E ntit y cl u st e ri n g

a c r o s s l a n g u a g e s. N A A C L- H L T , 2 0 1 2.

[ 2 7] C. S. e. a. G r e e n b e r g. T h e ni st 2 0 1 4 s p e a k e r r e c o g niti o n i- v e ct o r m a c hi n e l e a r ni n g

c h all e n g e. O d ysse y: T he S pe a ker a n d L a n g u a ge Re c o g niti o n W or ks h o p , 2 0 1 4.

[ 2 8] A. G r o ß w e n dt, H. R ö gli n, a n d M. S c h mi dt. A n al y si s of w a r d’ s m et h o d. S O D A , 2 0 1 9.

[ 2 9] R. e. a. G u o. A c c el e r ati n g l a r g e- s c al e i nf e r e n c e wit h a ni s ot r o pi c v e ct o r q u a nti z ati o n.

I n I C M L, 2 0 2 0.

[ 3 0] K. H ell e r a n d Z. G h a h r a m a ni. R a n d o mi z e d al g o rit h m s f o r f a st b a y e si a n hi e r a r c hi c al

cl u st e ri n g. E U- P A S C A L St atisti cs a n d O pti mi z ati o n of Cl usteri n g W or ks h o p , 2 0 0 5.

[ 3 1] K. A. H ell e r a n d Z. G h a h r a m a ni. B a y e si a n hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g. I C M L, 2 0 0 5.

[ 3 2] K. Ji a n g, B. K uli s, a n d M. I. J o r d a n. S m all- v a ri a n c e a s y m pt oti c s f o r e x p o n e nti al f a mil y

di ri c hl et p r o c e s s mi xt u r e m o d el s. Ne urI P S , 2 0 1 2.

[ 3 3] C. e. a. Ji n. A s c al a bl e hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g al g o rit h m u si n g s p a r k. Bi g D at a Ser vi ce ,

2 0 1 5.

2 0



[ 3 4] K. K e n y o n- D e a n, J. C. K. C h e u n g, a n d D. P r e c u p. R e s ol vi n g e v e nt c o r ef e r e n c e wit h

s u p e r vi s e d r e p r e s e nt ati o n l e a r ni n g a n d cl u st e ri n g- o ri e nt e d r e g ul a ri z ati o n. * S E M ,

2 0 1 8.

[ 3 5] J. Kl ei n b e r g. A n i m p o s si bilit y t h e o r e m f o r cl u st e ri n g. Ne urI P S , 2 0 0 2.

[ 3 6] A. K o b r e n, N. M o n at h, a n d A. M c C all u m. I nt e g r ati n g u s e r f e e d b a c k u n d e r i d e ntit y

u n c e rt ai nt y i n k n o wl e d g e b a s e c o n st r u cti o n. A K B C , 2 0 1 9.

[ 3 7] N. K o b r e n, A. a n d M o n at h, A. K ri s h n a m u rt h y, a n d A. M c C all u m. A hi e r a r c hi c al

al g o rit h m f o r e xt r e m e cl u st e ri n g. K D D , 2 0 1 7.

[ 3 8] P. K r a n e n, I. A s s e nt, C. B al d a uf, a n d T. S ei dl. T h e cl u st r e e: i n d e xi n g mi c r o- cl u st e r s f o r

a n yti m e st r e a m mi ni n g. KI S , 2 0 1 1.

[ 3 9] A. K ri s h n a m u rt h y, S. B al a k ri s h n a n, M. X u, a n d A. Si n g h. Ef fi ci e nt a cti v e al g o rit h m s

f o r hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g. I C M L, 2 0 1 2.

[ 4 0] B. K uli s a n d M. I. J o r d a n. R e vi siti n g k- m e a n s: N e w al g o rit h m s vi a b a y e si a n n o n p a r a-

m et ri c s. I C M L, 2 0 1 2.

[ 4 1] S. K u s h a g r a, S. S a m a di, a n d S. B e n- D a vi d. Fi n di n g m e a ni n gf ul cl u st e r st r u ct u r e

a mi d st b a c k g r o u n d n oi s e. A L T , 2 0 1 6.

[ 4 2] H. L e e, M. R e c a s e n s, A. C h a n g, M. S u r d e a n u, a n d D. J u r af s k y. J oi nt e ntit y a n d e v e nt

c o r ef e r e n c e r e s ol uti o n a c r o s s d o c u m e nt s. E M N L P- C o N L L , 2 0 1 2.

[ 4 3] M. M a h aj a n, P. Ni m b h o r k a r, a n d K. V a r a d a r aj a n. T h e pl a n a r k- m e a n s p r o bl e m i s

n p- h a r d. W A L C O M , 2 0 0 9.

[ 4 4] C. D. M a n ni n g, P. R a g h a v a n, a n d H. S c h üt z e. I ntr o d u cti o n t o I nf or m ati o n Retrie v al.

2 0 0 8.

[ 4 5] N. M o n at h, A. K o b r e n, A. a n d K ri s h n a m u rt h y, M. R. Gl a s s, a n d A. M c C all u m. S c al a bl e

hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g wit h t r e e g r afti n g. K D D , 2 0 1 9.

[ 4 6] N. M o n at h, M. Z a h e e r, D. Sil v a, A. M c C all u m, a n d A. A h m e d. G r a di e nt- b a s e d

hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g u si n g c o nti n u o u s r e p r e s e nt ati o n s of t r e e s i n h y p e r b oli c s p a c e.

K D D , 2 0 1 9.

[ 4 7] B. M o s el e y a n d J. W a n g. A p p r o xi m ati o n b o u n d s f o r hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g: A v e r a g e

li n k a g e, bi s e cti n g k- m e a n s, a n d l o c al s e a r c h. Ne urI P S , 2 0 1 7.

[ 4 8] C. F. Ol s o n. P a r all el al g o rit h m s f o r hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g. P ar allel c o m p uti n g , 1 9 9 5.

2 1



[ 4 9] X. P a n, J. E. G o n z al e z, S. J e g el k a, T. B r o d e ri c k, a n d M. I. J o r d a n. O pti mi sti c c o n c u r r e n c y

c o nt r ol f o r di st ri b ut e d u n s u p e r vi s e d l e a r ni n g. Ne urI P S , 2 0 1 3.

[ 5 0] O. e. a. R u s s a k o v s k y. I m a g e n et l a r g e s c al e vi s u al r e c o g niti o n c h all e n g e. IJ C V, 2 0 1 5.

[ 5 1] J. S a nt o s, T. S y e d, M. C. N al di, R. J. C a m p ell o, a n d J. S a n d e r. Hi e r a r c hi c al d e n sit y-

b a s e d cl u st e ri n g u si n g m a p r e d u c e. T B D , 2 0 1 9.

[ 5 2] G. W. e. a. S c h w a rt z. T o o M a n y C ell s i d e nti fi e s a n d vi s u ali z e s r el ati o n s hi p s of si n gl e- c ell

cl a d e s. N at. Met h o ds , 2 0 2 0.

[ 5 3] V. V. V a zi r a ni. A p pr o xi m ati o n al g orit h ms . 2 0 1 3.

[ 5 4] F. Vit al e, A. R aj a g o p al a n, a n d C. G e ntil e. Fl att e ni n g a hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g t h r o u g h

a cti v e l e a r ni n g. Ne urI P S , 2 0 1 9.

[ 5 5] N. Y a d a v, A. K o b r e n, N. M o n at h, a n d A. M c c all u m. S u p e r vi s e d hi e r a r c hi c al cl u st e ri n g

wit h e x p o n e nti al li n k a g e. I C M L, 2 0 1 9.

[ 5 6] G. Y a r o sl a vt s e v a n d A. V a d a p alli. M a s si v el y p a r all el al g o rit h m s a n d h a r d n e s s f o r

si n gl e-li n k a g e cl u st e ri n g u n d e r p di st a n c e s. I C M L, 2 0 1 8.

[ 5 7] I. E. Ye n, D. M ali o ut o v, a n d A. K u m a r. S c al a bl e e x e m pl a r cl u st e ri n g a n d f a cilit y

l o c ati o n vi a a u g m e nt e d bl o c k c o o r di n at e d e s c e nt wit h c ol u m n g e n e r ati o n. AI S T A T S ,

2 0 1 6.

[ 5 8] M. Z a h e e r, S. K ott u r, A. A h m e d, J. M o u r a, a n d A. S m ol a. C a n o p y —f a st s a m pli n g

wit h c o v e r t r e e s. I C M L, 2 0 1 7.

[ 5 9] T. Z h a n g, R. R a m a k ri s h n a n, a n d M. Li v n y. Bi r c h: a n ef fi ci e nt d at a cl u st e ri n g m et h o d

f o r v e r y l a r g e d at a b a s e s. SI G M O D , 1 9 9 6.

[ 6 0] Y. Z h a n g, A. A h m e d, V. J o sif o v s ki, a n d A. S m ol a. T a x o n o m y di s c o v e r y f o r p e r s o n al-

i z e d r e c o m m e n d ati o n. W S D M , 2 0 1 4.

[ 6 1] Y. Z h a n g, F. Z h a n g, P. Y a o, a n d J. T a n g. N a m e di s a m bi g u ati o n i n A Mi n e r: Cl u st e ri n g,

m ai nt e n a n c e, a n d h u m a n i n t h e l o o p. K D D , 2 0 1 8.

[ 6 2] H. Z h u a n d W. St u et zl e. A si m pl e a n d ef fi ci e nt m et h o d t o c o m p ut e a si n gl e li n k a g e

d e n d r o g r a m. ar Xi v , 2 0 1 9.

2 2



S c al a bl e Hi er ar c hi c al A g gl o m er ati v e Cl u st eri n g – A p p e n di x

A Pr o of s

A. 1 Pr o of of T h e or e m 1

H e r e w e s h o w a p r o of f o r t h e 2
2 c a s e, t h e 2 c a s e f oll o w s t h e s a m e p r o of b ut u s e s t h e

t ri a n gl e i n e q u alit y i n st e a d of t h e r el a x e d t ri a n gl e i n e q u alit y. R e c all t h e a s s u m pti o n of

δ - s e p a r a bilit y ( A s s u m pti o n 1) i n w hi c h t h e m a xi m u m di st a n c e f r o m a n y p oi nt t o it s t r u e

c e nt e r i s d e fi n e d a s R := m a x i∈ [k ] m a x x ∈ C ∗
i

x − C ∗
i

2
2 . We m a k e t h e a d diti o n al a s s u m pti o n

t h at t h e t h r e s h ol d of t h e fi r st r o u n d, τ 0 , i s l e s s t h a n R , i. e., τ 0 < R .

T h e al g o rit h m b e gi n s wit h S ( 0 ) s et t o b e t h e s h att e r e d p a rtiti o n, wit h e a c h d at a p oi nt i n

it s o w n cl u st e r, S ( 0 ) = { { x }| x ∈ X } .

We w a nt t o s h o w t h at s o m e r o u n d, r wit h t h r e s h ol d τ r p r o d u c e s t h e g r o u n d t r ut h

p a rtiti o n, S ( r ) = S ∗ = { C ∗
1 , . . . , C ∗

k } . We will s h o w b y i n d u cti o n t h at f o r e a c h r o u n d p ri o r

r ≤ r t h at t h e cl u st e ri n g S ( r ) i s p ure , i. e. ∀ C ∈ S ( r ) , ∃ C ∗ ∈ S ∗ C ⊆ C ∗ ( e q u alit y will b e f o r

r o u n d r ). We will s h o w t h e r o u n d r wit h S ( r ) = S ∗ m u st e xi st.
I n o u r i n d u cti v e h y p ot h e si s, w e a s s u m e t h at f o r r o u n d s b ef o r e a n d i n cl u di n g τ r , w e

h a v e p ure s u b- cl u st e r s s u c h t h at X , X ⊆ C ∗
i , w hi c h a r e di sj oi nt, X ∩ X = ∅ , a n d Y ⊆ C ∗

j

f o r i = j (S ( 0 ) b y d e fi niti o n h a s p u r e s u b- cl u st e r s). We w a nt t o s h o w: e v e r y s u c h X a n d X
m u st f o r m a s u b- cl u st e r c o m p o n e nt wit h o ut a n y s u c h Y . I n t hi s w a y, w e e n s u r e t h at C ∗

i

e xi st s a s a p u r e cl u st e r i n s o m e r o u n d. U si n g t h e r el a x e d t ri a n gl e i n e q u alit y [ 2 8 ] f o r 2
2 , w e

h a v e:

c ∗
i − c ∗

j
2
2 ≤ 3



 1

|X ||Y | ∑
x ∈ X

∑
y ∈ Y

c ∗
i − x 2

2 + x − y 2
2 + y − c ∗

j
2
2





c ∗
i − c ∗

j
2
2 ≤ 3



 1

|X | ∑
x ∈ X

c ∗
i − x 2

2 +
1

|X ||Y | ∑
x ∈ X

∑
y ∈ Y

x − y 2
2 +

1

|Y | ∑
y ∈ Y

y − c ∗
j

2
2





1

3
c ∗
i − c ∗

j
2
2 −

1

|X | ∑
x ∈ X

c ∗
i − x 2

2 −
1

|Y | ∑
y ∈ Y

y − c ∗
j

2
2 ≤

1

|X ||Y | ∑
x ∈ X

∑
y ∈ Y

x − y 2
2

Si n c e c ∗
i − c ∗

j
2
2 ≥ δ · R a n d b y t h e d e fi niti o n of R ,

(
1

3
δ − 2 ) · R ≤

1

3
c ∗
i − c ∗

j
2
2 −

1

|X | ∑
x ∈ X

c ∗
i − x 2

2 −
1

|Y | ∑
y ∈ Y

y − c ∗
j

2
2 ≤

1

|X ||Y | ∑
x ∈ X

∑
y ∈ Y

x − y 2
2

H o w e v e r, f o r a n y t w o s u b cl u st e r s X , X ⊂ C ∗
i w e k n o w t h at:

1

|X ||X | ∑
x ∈ X

∑
x ∈ X

x − x 2
2 ≤ 2

1

|X | ∑
x ∈ X

c ∗
i − x 2

2 + ≤
1

|X | ∑
x ∈ X

c ∗
i − x 2

2 ≤ 4 R .

F o r δ ≥ 3 0, w e k n o w t h at t h e r e e xi st s a 4 R ≤ τ r ≤ 8 R f o r w hi c h X a n d X w o ul d f o r m

a s u b- cl u st e r c o m p o n e nt wit h o ut Y . Si n c e w e u s e a g e o m et ri c s e q u e n c e of τ 1 , τ 2 , . . . , w e
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k n o w t h at τ r will e xi st si n c e it i s b et w e e n 4 R a n d t h e d o u bli n g of 4 R . X a n d X a r e a n y

s u b- cl u st e r s of a n y g r o u n d t r ut h cl u st e r C ∗
i . T h e r e s ult a b o v e i n di c at e s t h at at a n y r o u n d

b ef o r e t h e o n e u si n g τ r t h at t a k e s a s i n p ut p u r e s u b- cl u st e r s will p r o d u c e p u r e s u b- cl u st e r s

a s n o s u b- cl u st e r s wit h p oi nt s b el o n gi n g t o diff e r e nt g r o u n d t r ut h cl u st e r s will b e m e r g e d.

M o r e o v e r, t h e e xi st e n c e of τ r i n di c at e s t h at t h e p a rtiti o n gi v e n b y s u b- cl u st e r c o m p o n e nt

f r o m a r o u n d u si n g τ r , will c o nt ai n e v e r y g r o u n d t r ut h cl u st e r i n S ∗ . I n p a rti c ul a r, t h e

l a st r o u n d t h at u s e s τ r will b e t h e r t o d o t hi s, i. e., S ( r ) = S . O b s e r v e t h at t h e s e p a r ati o n

c o n diti o n r e q ui r e s t h at wit hi n cl u st e r di st a n c e s f o r a n y t w o s u b s et s will b e l e s s t h a n τ r

a n d s o s u b- cl u st e r s will c o nti n u e t o b e m e r g e d t o g et h e r u ntil e a c h g r o u n d t r ut h cl u st e r i s

f o r m e d b y t h e l a st r o u n d u si n g τ r .

A. 2 Pr o of of Pr o p o siti o n 1

P r e vi o u s w o r k s h o w s t h at hi e r a r c hi c al a g gl o m e r ati v e cl u st e ri n g ( H A C) c a n r e c o v e r m o d el-

b a s e d s e p a r at e d d at a [ 4 5 ]. P r o p o siti o n 2 s h o w s t h at t h e r e e xi st s a s e q u e n c e of t h r e s h ol d s

f o r w hi c h S C C p r o d u c e s t h e s a m e t r e e st r u ct u r e a s H A C a n d t h u s t hi s s a m e s e q u e n c e of

t h r e s h ol d s c o ul d b e u s e d t o r e c o v e r m o d el- b a s e d s e p a r at e d at a. It w o ul d al s o b e p o s si bl e t o

c o m p r e s s t hi s s e q u e n c e of t h r e s h ol d s t o c o nt ai n o nl y t h o s e t h r e s h ol d s n e c e s s a r y t o p r e v e nt

t h e o v e r m e r gi n g of cl u st e r s wit h p oi nt s f r o m diff e r e nt g r o u n d t r ut h cl a s s e s ( w hi c h m u st

e xi st b y t h e p r e vi o u s r e s ult).

A. 3 Pr o of of T h e or e m 2

We s h o w e d t h at u n d e r δ - s e p a r ati o n S C C will r e c o v e r t h e t a r g et p a rtiti o n ( T h e o r e m 1). We

fi r st r el at e t hi s t a r g et p a rtiti o n t o t h e f a cilit y l o c ati o n u si n g t h e D P- F a cilit y P r o bl e m a n d

t h e n u s e t h e r el ati o n s hi p b et w e e n F a cilit y L o c ati o n a n d D P- M e a n s [4 9 ]. F a cilit y L o c ati o n

p r o bl e m i s d e fi n e d a s:

D e fi niti o n 5. [ F a cilit y L o c ati o n] Gi ve n a set of clie nts H as well as f a cilities F , a n d a set

f = { f1 , . . . , fK } of f a cilit y o pe ni n g c osts, t h at is let fj be t he c ost of o pe ni n g f a cilit y j a n d let e ( i, j)

be t he c ost of c o n ne cti n g clie nt i t o t he o pe n f a cilit y j. Let I ⊆ F be t he set of o pe ne d f a cilities a n d

let φ : H → I be t he m a p pi n g fr o m clie nts t o f a cilities. T he t ot al c ost of o pe ni n g a set of f a cilities is:

c o st ( H , F , I, φ , f ) = ∑
i∈ H

e ( i, φ ( i) ) + ∑
i∈ I

fi ( 4)

T he f a cilit y l o c ati o n pr o ble m is t o s ol ve: a r g mi n I,φ c o st ( H , F , I, φ , f ) gi ve n e, F a n d f.

A s s h o w n b y P a n et al. [ 4 9], F a cilit y L o c ati o n i s cl o s el y r el at e d t o D P- M e a n s. I n p a rti c ul a r,

t h e s ol uti o n of F a cilit y L o c ati o n gi v e s a s ol uti o n t o D P- M e a n s:
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D e fi niti o n 6. [ D P- F a cilit y [ 4 9]] We de fi ne t he D P- F a cilit y pr o ble m t o be t he f a cilit y l o c ati o n

pr o ble m w here fj = λ f or all f a cilities j ∈ F , H = F = X a n d e be s q u a r e d e u cli d e a n

di st a n c e . Gi ve n a s ol uti o n I, φ = a r g mi n I,φ c o st ( X , X , I, φ , ˘) , we de fi ne t h at c . := I a n d

C k = { i|φ ( i) = x k } , K = |I | a n d s a y t h at S = ( C 1 , . . . , C K ) is a s ol uti o n t o D P- Me a ns gi ve n b y

t he s ol uti o n of D P- F a cilit y.

Fi r st, w e c o n si d e r δ - s e p a r at e d d at a i n D P- F a cilit y p r o bl e m a n d s h o w t h at t h e t a r g et

s e p a r at e d p a rtiti o n gi v e s a n o pti m al s ol uti o n t o D P- F a cilit y:

Pr o p o siti o n 3. S u p p ose t he d at aset X s atis fies t he δ -se p ar a bilit y ass u m pti o n wit h res pe ct t o

cl usteri n g C 1 , . . . , C k , t he n t his cl usteri n g is a n o pti m al s ol uti o n t o t he D P- F a cilit y pr o ble m wit h

λ = ( δ − 2 ) · R. w here R := m a x l∈ [k ] m a x x ∈ C l
||x − c ∗

l ||.

Pr o of. T o s h o w t h at t hi s cl u st e ri n g i s a n o pti m al s ol uti o n t o t h e D P- F a cilit y p r o bl e m, w e

will u s e li n e a r p r o g r a m mi n g d u alit y. I n p a rti c ul a r, w e will e x hi bit a f e a si bl e d u al, α , t o t h e

li n e a r p r o g r a m mi n g r el a x ati o n of t h e D P- F a cilit y P r o bl e m, w h o s e c o st i s t h e s a m e a s t h e

cl u st e ri n g { C ∗
1 , . . . , C ∗

k } . F r o m li n e a r p r o g r a m mi n g d u alit y, w e k n o w t h at t h e f oll o wi n g s et

of r el ati o n s a r e t r u e : C O S T ( α ) ≤ O P T ( D U A L ) = O P T( P R I M A L ) ≤ C O S T ( C ∗ ) . C o m bi n e d

wit h t h e f a ct t h at C O S T ( α ) = C O S T ( C ∗ ) , t hi s will s h o w t h at cl u st e ri n g i s a n o pti m al s ol uti o n

t o t h e D P- F a cilit y p r o bl e m.

C o n si d e r t h e li n e a r p r o g r a m mi n g r el a x ati o n t o D P- F a cilit y p r o bl e m. T hi s L P i s a n

a d a pti o n of t h e cl a s si c al L P u s e d f o r t h e f a cilit y l o c ati o n p r o bl e m c o n si d e r e d i n [ 5 3 ][ C h. 1 7].

mi n ∑
i∈ F

∑
j∈ C

e ( i, j) · z i,j + λ ∑
i∈ F

y i

∑
i∈ F

z ij ≥ 1 f o r all j ∈ C

y i − z ij ≥ 0 f o r all j ∈ C

z , y ≥ 0

T h e a b o v e p r o g r a m c o nt ai n s t w o v a ri a bl e s z ij i n di c ati n g if cli e nt j i s c o n n e ct e d t o f a cilit y i

a n d v a ri a bl e s y i i n di c at e s if f a cilit y i i s o p e n. I n p a rti c ul a r, e v e r y f e a si bl e s ol uti o n t o t h e

D P- F a cilit y p r o bl e m i s a c a n di d at e s ol uti o n t o t h e a b o v e L P. T h e d u al t o t h e a b o v e p r o g r a m

i s gi v e n b el o w:

m a x ∑
j∈ C

α j

∑
j

β ij ≤ λ f o r all i ∈ F

( α j − e ( i, j) ) ≤ β ij f o r all i ∈ F , j ∈ C

α , β ≥ 0

2 5



Fi g u r e 8: D P- M e a n s a n d F 1 a c c u r a c y f o r I L S V R C ( L g.) d at a s et

F o r e a c h cl u st e r C i, a n d e a c h p oi nt i n t h e cl u st e r x ∈ C i, α x = ( ( δ − 2 ) R + e ( c ∗
i , x ) / r

w h e r e r i s t h e si z e of cl u st e r r := |C j|. B y δ - s e p a r a bilit y a s s u m pti o n, w e c a n d e d u c e

t h at β ĩ x = 0 f o r all ot h e r cl u st e r s C ∗
ĩ

= C ∗
i . H o w e v e r, f o r all x ∈ C i, w e will h a v e

∑ x ∈ C i
β i x = r · λ

r = λ . T hi s s h o w s t h at α i s a v ali d d u al t o t h e L P.

T h e n e xt p r o p o siti o n f o r m all y r el at e s t h e D P- F a cilit y p r o bl e m t o a n a p p r o xi m at e s ol u-

ti o n t o t h e D P- M e a n s o bj e cti v e.

Pr o p o siti o n 4. [4 9 ] Let µ , Z , K be a n o pti m al s ol uti o n t o t he D P- Me a ns pr o ble m a n d let

µ † , Z † , K † be t he D P- Me a ns s ol uti o n gi ve n b y a n o pti m al s ol uti o n, I † , φ † t o t he D P-f a cilit y l o c ati o n

pr o ble m. T he n, D P ( X , λ , Z † , µ † , K † ) ≤ 2 · D P ( X , λ , Z ∗ , µ ∗ , K ∗ )

Fi n all y, w e c a n a n al y z e t h e q u alit y of t h e s ol uti o n s f o u n d b y S C C o n δ - s e p a r at e d d at a,

s h o wi n g t h at it i s a c o n st a nt f a ct o r a p p r o xi m ati o n. U si n g t h e o r e m 1 a n d P r o p o siti o n

3, w h e n t h e d at a s ati s fi e s t h e δ − s e p a r ati o n a s s u m pti o n, t h e n S C C c o nt ai n s t h e o pti m al

s ol uti o n t o D P-f a cilit y p r o bl e m. Fi n all y u si n g P r o p o siti o n 4, w e s e e t h at t hi s s ol uti o n i s

wit hi n 2 f a ct o r of t h e D P- m e a n s s ol uti o n.
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A L OI I L S V R C ( S m.) I L S V R C ( L g.)

H D B S C A N 1 6 3 5 7 9 0 2. 9 0 D N F

G R I N C H 3 8 5. 1 1 3 8 3 6. 7 4 8 D N F

A F FI N I T Y 2 9. 0 1 + 0. 8 3 4 2 6 1. 8 3 1 + 0. 2 9 8 8 4 9. 8 4 6 + 9. 8 8 6

S C C 2 9. 0 1 + 2. 7 9 2 6 1. 8 3 1 + 4. 2 9 8 4 9. 8 4 6 + 6 5. 6 2 1

T a bl e 5: R u n ni n g Ti m e ( s e c o n d s) of T o p P erf or mi n g M et h o d s . E a c h r u n o n m a c hi n e

u si n g 2 4 2. 4 0 G H z C P U s. G ri n c h a n d H D B S C A N di d n ot fi ni s h o n l a r g e st d at a s et i n 1 0

h o u r s. Af fi nit y a n d S C C r e p o rt S p a r s e G r a p h C o n st r u cti o n Ti m e + Al g o rit h m E x e c uti o n

Ti m e f o r gi v e n g r a p h. D N F = Di d n ot fi ni s h i n 1 0 h o u r s.

B E x p eri m e nt s

I L S V R C ( L g.) D P- M e a n s . We r e pl a c e t h e S e ri al D P M e a n s b a s eli n e wit h it s p a r all el / di st ri b ut e d

v a ri a nt O C C [4 9 ]. O C C c a n o nl y b e r u n wit h λ < 4. 0 ( m a x n o r m ali z e d 2
2 di st a n c e). We

fi n d t h at it t a k e s l o n g e r t h a n 1 0 h o u r s t o r u n m o r e t h a n 2 it e r ati o n s of O C C, f o r l a m b d a

v al u e s l e s s t h a n 0. 7 5. Aft e r t h e s e it e r ati o n s, w e o b s e r v e t h at t h e l a m b d a v al u e of 0. 7 5 gi v e s

a r e a s o n a bl e F 1 s c o r e f o r O C C. We o b s e r v e t h at S C C a c hi e v e s hi g h e r F 1 s c o r e s w h e n t h e

v al u e of λ i s l a r g e r, a s h a vi n g t o o s m all a λ v al u e c r e at e s t o o m a n y cl u st e r s. We o b s e r v e t h at

S C C p r o d u c e s l o w e r c o st s t h a n D P M e a n s + + a n d a c hi e v e s a hi g h e r F 1 v al u e f o r p a rti c ul a r

v al u e s of λ .

L o wr a n k A L B C D [ 5 7] u s e s v al u e s of l a m b d a at t h e s c al e of λ = 0. 0 1 · N a n d n o r m al-

i z e d 2
2 . A n y v al u e of λ g r e at e r t h a n t h e m a xi m u m p ai r wi s e di st a n c e ( 4) will r e s ult i n

S e ri al D P M e a n s a n d O C C n e c e s s a ril y gi vi n g s ol uti o n s of e v e r y d at a p oi nt i n t h e s a m e

cl u st e r. We e v al u at e d L o w r a n k A L B C D o n C o v T y p e, A L OI, S p e a k e r, a n d I L S V R C ( S m all).

We u s e t h e c o d e p r o vi d e d b y t h e a ut h o r s of L o w r a n k A L B C D t o s ol uti o n s wit h s m all v al u e s

of λ i n t h e r a n g e 0 t o 4, f o r l a r g e n u m b e r s of it e r ati o n s w e f o u n d t h e c o d e eit h e r r e q ui r e d

m o r e t h a n 1 0 0 G B of R A M o r t o o k l o n g e r t h a n 1 0 h o u r s. I n st e a d, w e c o m p a r e o u r m et h o d

a n d L o w r a n k A L B C D f o r l a r g e r v al u e s of l a m b d a, s p e ci fi c all y t h e a ut h o r s s u g g e sti o n of

0. 0 1 N . We o b s e r v e t h at o n S C C a n d L o w r a n k A L B C D p e rf o r m si mil a rl y o n s e v e r al of t h e

d at a s et s a n d L o w r a n k A L B C D p e rf o r m s b ett e r o n C o v T y p e. H o w e v e r, w e n oti c e t h at f o r

all d at a s et s e x c e pt C o v T y p e, t h e s e v al u e s of λ p r o d u c e u n r e a s o n a bl y f e w cl u st e r s.

R u n ni n g Ti m e s . We r e p o rt r u n ni n g ti m e s i n T a bl e 5. T h e ti m e r e q ui r e d b y S C C a n d

Af fi nit y i s d o mi n at e d b y t h e c o n st r u cti o n of t h e s p a r s e n e a r e st n ei g h b o r g r a p h. We u s e t h e

p u bli cl y a v ail a bl e i m pl e m e nt ati o n s of H D B S C A N a n d G ri n c h.

R o b u st Hi er ar c hi c al Cl u st eri n g ( R H C) [ 5] R H C h a s st r o n g e r t h e o r eti c al g u a r a nt e e s

t h a n S C C. I n T a bl e 6, w e c o m p a r e t h e b e st d e n d r o g r a m p u rit y a c hi e v e d b y S C C a n d R H C

o n t h e I ri s a n d Wi n e d at a s et s u si n g a g ri d s e a r c h o v e r e a c h m et h o d’ s h y p e r p a r a m et e r s
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R H C S C C

I ri s 0. 9 5 5 0. 9 2 6

Wi n e 0. 9 4 4 0. 9 7 5

T a bl e 6: C o m p ari s o n t o R H C We r e p o rt t h e b e st d e n d r o g r a m p u rit y a c hi e v e d a c r o s s

v a ri o u s h y p e r p a r a m et e r s etti n g s of e a c h m et h o d.

(α + ν f o r R H C, n u m b e r of n e a r e st n ei g h b o r s a n d r o u n d s f o r S C C). We u s e t h e p u bli cl y

a v ail a bl e M A T L A B i m pl e m e nt ati o n of R H C.
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