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1 I N T R O D U C TI O N

IM A G E s e g m e nt ati o n  pl a y s a cr u ci a l r ol e i n c o m p ut er vi si o n
a n d  p att er n r e c o g niti o n.  Pr o mi n e nt a p pli c ati o n s s u c h a s

m e di c al i m a gi n g [ 1], [ 2], [ 3], [ 4],  m a c hi n e vi si o n [ 5], [ 6], [ 7] a n d
tr a c ki n g [ 8], [ 9], [ 1 0] h a v e l e v er a g e d t h e  d e v el o p m e nt of a n
e xt e n si v e n u m b er of  m et h o d s f or s e g m e nti n g i m a g e s.  A m o n g
t hi s  di v er sit y of a p pr o a c h e s, t h e pr o c e d ur e of i nt er pr eti n g a
di git al i m a g e a s a gr a p h b e c a m e a c o n s oli d at e d  fi el d.  C o n v ert-
i n g i m a g e s i nt o gr a p h s e n a bl e s t h e  u s e of s oli d  m at h e m ati c al
t o ol s s u c h a s e n er g y  mi ni mi z ati o n  m o d el s [ 1 1], [ 1 2], [ 1 3], [ 1 4],
s p e ctr al gr a p h t h e or y [ 1 5], [ 1 6] , [ 1 7], [ 1 8] a n d n u m eri c al o pti mi-
z ati o n s c h e m e s [ 1 9], [ 2 0] t o eff e cti v el y s ol v e t h e s e g m e nt ati o n
pr o bl e m.  T h e v er s atilit y  pr o vi d e d b y gr a p h r e pr e s e nt ati o n s a s
t o  d at a c h ar a ct eri z ati o n, t o p ol ogi c al arr a n g e m e nt, a n d t h e fr e e-
d o m t o  pr o p erl y s et e d g e  w ei g ht s gr e atl y i n cr e a s e s t h e c a p a bil-
it y of s e g m e nt ati o n  m et h o d s i n  di sti n g ui s hi n g  p att er n s a n d
s h a p e s.  H o w e v er, it i s  u n a ni m o u s t o  p o st ul at e t h at o ut p erf or m-
i n g h u m a n s kill s i n t er m s of r e co g niti o n i s a v er y c h all e n gi n g
t a s k,  p arti c ul arl y  d u e t o t h e h u m a n s u bj e cti vit y i n i d e ntif yi n g

b o u n d ari e s a n d cl u st er s.  T o b ett er  d e al  wit h t hi s criti ci s m, t h e
s o- c all e d see de d/ user- assiste d i m a ge se g me nt ati o n al g orit h ms [ 2 1],
[ 2 2], [ 2 3], [ 2 4], [ 2 5], [ 2 6] h a v e t ur n e d a tr e n d,  m oti v at e d b y t h e
u s er’ s a ut o n o m y, f a st i nt er a cti v e f e e d b a c k, a n d t h e v er s atilit y
of  pr o c e s si n g gr a p h s a s e n er g y mi ni mi z ati o n  pr o bl e m s.  T hi s
cl a s s of  m et h o d s  u s u all y s e e k t o a c c o m m o d at e gr a p h  L a pl a-
ci a n s [ 2 7], [ 2 8], [ 2 9] a n d ot h er  w ell- p o s e d gr a p h o p er at or s [ 3 0],
[ 3 1] i nt o a si mil arit y / af fi nit y gr a p h  w hi c h e n c o d e s i m a g e
attri b ut e s li k e c ol or s, t e xt ur e s a n d gr a di e nt s.  T h e s e g m e nt ati o n
i s t h e n a c c o m pli s h e d b y  mi nimi zi n g a n e n er g y f u n cti o n
d e fi n e d o n t hi s af fi nit y g ui d a n c e gr a p h.

D e s pit e t h ei r  p o w e rf ul n e s s a n d eff e cti v e n e s s, i nt e r a cti v e
s e g m e nt ati o n  m et h o d s b e a r a n u m b e r of  d r a w b a c k s n ot
p r o p e rl y t a c kl e d b y s e v e r al st at e- of-t h e- a rt  p a rtiti o n e r s [ 3 2],
[ 3 3], [ 3 4], i n  p a rti c ul a r:

1)  T h e s e g m e nt ati o n g e n e r all y e x hi bit s l o w a d h e r e n c e
o n t h e o bj e ct c o nt o u r s, f aili n g t o c a pt u r e t h e  w h ol e
t a r g et o r  p r o d u ci n g a l o w- q u alit y s e g m e nt ati o n.

2)  T h e n e e d f o r s o p hi sti c at e d o pti mi z ati o n t o ol s o r  m a n y
p r e / p o st- p r o c e s si n g or l e a r ni n g st e p s t o e n s ur e s ati s-
f a ct or y r e s ult s, l e a di n g t o  u n a c c e pt a bl e c o m p ut ati o n al
c o st e s p e ci all y f or hi g h-r e s ol uti o n i m a g e s.

3)  T h e al g o rit h m s a r e hi g hl y s e n siti v e t o t h e c h oi c e of
p a r a m et e r s, e s p e ci all y t h e e d g e  w ei g ht s, a s l o c al
c h a n g e s c a n l e a d t o v e r y c o nt r a sti n g o ut p ut s.

4)  E n s u ri n g a c c ur a c y a n d  u ni q u e n e s s of s ol uti o n i s a h ur-
dl e f or s e v er al s e e d- b a s e d s e g m e nt ati o n  m et h o d s.

I n t hi s  p a p e r,  w e  p r e s e nt L a pl a ci a n  C o o r di n at e s ( L C), a
n e w g r a p h- b a s e d e n e r g y  mi ni mi z ati o n f r a m e w o r k f o r
s e e d e d i m a g e s e g m e nt ati o n t h at t a c kl e s  m o st of t h e
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i s s u e s li st e d a b o v e.  O u r f r a m e w o r k r eli e s o n q u a d r ati c
e n e r g y  m o d el s t h at c o m bi n e g r a p h  L a pl a ci a n a n d  u s e r-
p r o vi d e d s e e d s i nt o a  m at h e m at i c all y  w ell- p o s e d cl u st e r-
i n g a p p r o a c h. I n c o nt r a st t o  m o st e xi sti n g  m et h o d s
w hi c h s e a r c h f o r s ol uti o n s t h at  mi ni mi z e t h e “ di st a n c e ”
b et w e e n  p ai r wi s e  pi x el / s u p e r pi x el s (i. e., g r a p h  n o d e s),
o u r f o r m ul ati o n ai m s t o  mi ni mi z e t h e a v e r a g e  di st a n c e
b et w e e n t h e  n o d e s,  p r o m oti n g a b ett e r a ni s ot r o pi c
b e h a vi o r t o t h e l a b el  p r o p a g ati o n  w hil e e n s u ri n g c o nt o u r
a d h e r e n c e a n d s m o ot h n e s s.  M o r e o v e r, t h e s ol uti o n gi v e n
b y t h e  L C e n e r g y f u n cti o n i s  n ot  p r o n e t o b e t r a p p e d i n
l o c al  mi ni m a. I n f a ct, it i s g u a r a nt e e d t h at t h e s ol uti o n i s
t h e gl o b all y o pti m al o n e, a  d e si r a bl e  p r o p e rt y  n ot al w a y s
p r e s e nt i n  m a n y i m a g e s e g m e nt ati o n  m et h o d s.  A n ot h e r
i m p o rt a nt t r ait of  L a pl a ci a n  C o o r di n at e s i s t h at it s  mi ni-
mi z e r i s gi v e n b y t h e s ol uti o n of a c o n st r ai n e d s p a r s e
li n e a r s y st e m,  m a ki n g it si m pl e t o b e c o d e d  w hil e still
b ei n g c o m p ut ati o n all y ef fi ci e nt.

A  p r eli mi n ar y st u d y of  L a pl a ci a n  C o or di n at e s a p p e ar s i n
o u r  C V P R’ s  p a p e r [ 2 4]  p u bli s h e d a f e w y e ar s a g o,  w hi c h h a s
s e r v e d a s b a s eli n e f or ot h er c o m p ut er vi si o n a p pli c ati o n s s u c h
a s  M o vi n g  O bj e ct  D et e cti o n [ 3 5], 3 D  R e c o n st r u cti o n of  C o n e
B e a m  C o m p ut e d  T o m o gr a p h y [ 3 6], I m a g e  E n h a n c e m e nt [ 6],
P h ot o  C ol ori z ati o n [ 3 7], a n d  M e s h  C utti n g [ 3 8].  G oi n g b e y o n d
o u r  pr e vi o u s i n v e sti g ati o n,  w e  d e si g n a n e w q u a dr ati c e n er g y
m o d el t h at s et s t h e  u s e r- s p e ci fi e d s e e d s a s h ar d c o nstr ai nts i n
t h e  L C o pti mi z ati o n.  A s a r e s ult, t h e  L a pl a ci a n  m atri x
i n v ol v e d i n t h e  mi ni mi z ati o n  p r o bl e m i s of r e d u c e d si z e,
t h er ef or e l e s s e ni n g t h e b ur d e n f or g etti n g t h e s ol uti o n.  W e
al s o e xt e n d t h e h ar d v er si o n of t h e  L a pl a ci a n  C o or di n at e s
e n er g y t o  p erf or m s u p er pi x el s e g m e nt ati o n o n hi g h- r e s ol uti o n
i m a g e s at i nt e r a cti v e r at e s, a t a s k n ot o c c a si o n all y c o nf r o nt e d
b y s e v e r al s e e d e d s e g m e nt ati o n  m et h o d s i n  p r a cti c e  d u e t o
t h eir hi g h c o m p ut ati o n al c o st.  W e c arr y o ut a n e xt e n si v e
e x p eri m e nt al e v al u ati o n c o v e ri n g ni n e st at e- of-t h e- art  m et h-
o d s a n d r e pr e s e nt ati v e  p u bli c b e n c h m ar k s  wit h s e v er al n at u-
r al /r e al- w orl d i m a g e s. Fi n all y,  pr o of s a n d t h e or eti c al a n al y si s
i n v ol vi n g t h e  L C e n e r g y f u n cti o n i n b ot h h ar d a n d s oft  d e si g n s
ar e al s o gi v e n ( s e e t h e S u p pl e m e nt ar y  M at e ri al,  w hi c h c a n b e
f o u n d o n t h e  C o m p ut e r S o ci et y  Di git al  Li br ar y at htt p: / / d oi.
i e e e c o m p ut er s o ci et y. or g / 1 0. 1 1 0 9 / T P A MI. 2 0 2 0. 2 9 7 4 4 7 5).
Fi g. 1 ill u str at e s s o m e of t h e c a p a biliti e s of t h e  L C fr a m e w or k. 1

S u m m ar y of  C o ntri b uti o ns .  T h e  m ai n c o nt ri b uti o n s i nt r o-
d u c e d b y t h e  L a pl a ci a n  C o o r di n at e s f r a m e w o r k a r e:

A f u n cti o n al a n d si m pl e-t o- s ol v e e n e r g y  mi ni mi z ati o n
f or m ul ati o n f or s e g m e nti n g s e e d e d i m a g e s.
T h e s e g m e nt ati o n t a s k i s f or m ul at e d a s a q u a dr ati c
mi ni mi z ati o n  p r o bl e m  w h er e t h e s e e d s c a n b e c o n v e n-
ti o n all y i m p o s e d a s s oft or h a r d c o n str ai nt s, b ei n g
al s o a bl e t o h a n dl e s u p er pi x el s e g m e nt ati o n i n hi g h-
r e s ol uti o n i m a g e s at i nt er a cti v e r at e s.
L a pl a ci a n  C o or di n at e s g at h er s attr a cti v e c h a r a ct eri s-
ti c s s u c h a s b o u n d ar y  fitti n g, a ni s ot r o pi c b e h a vi or,
s m o ot h n e s s a n d  u ni q u e n e s s of s ol uti o n.
T h e s e g m e nt ati o n t ri vi all y c o n si st s of s ol vi n g a c o n-
st r ai n e d s p a r s e s y st e m of li n e a r e q u ati o n s.

2 R E L A T E D W O R K

T o b ett er c o nt e xt u ali z e o u r c o ntri b uti o n s  w hil e f oll o wi n g t h e
t a x o n o m y gi v e n b y  C o u st y et al. [ 3 9] a n d  C o u pri e et al. [ 4 0],
w e f o c u s o u r  di s c u s si o n o n f o u r v er y i n fl u e nti al gr o u p s of
gr a p h- b a s e d s e g m e nt ati o n  m et h o d s:

1) Gr a p h  C uts [ 2 2], [ 3 0], [ 4 1], [ 4 2], [ 4 3], [ 4 4].
2) R a n d o m  W al ks [ 2 1], [ 4 5], [ 4 6], [ 4 7], [ 4 8].
3) W aters he ds [ 2 3], [ 3 9], [ 4 0], [ 4 9], [ 5 0], [ 5 1].
4) S h ortest  P at hs [ 5 2], [ 5 3], [ 5 4], [ 5 5], [ 5 6], [ 5 7].

A d diti o n all y,  w e  p r o vi d e a  di s c u s si o n o n s e e d e d i m a g e
s e g m e nt ati o n  u n d e r t h e  d e e p l e a r ni n g  p a r a di g m, gi v e n it s
o m ni p r e s e n c e a n d r el e v a n c e i n  m a n y  fi el d s of a p pli c ati o n s.

Gr a p h  C uts. T h e Gr a p h- C ut a p p r o a c h ( G C)  w a s  fi r st i nt r o-
d u c e d b y  B o y k o v a n d J oll y [ 5 8] a n d i m p r o v e d l at er o n [ 2 2] t o
a d dr e s s t h e  p r o bl e m of i nt er a cti v e  N- di m e n si o n al i m a g e cl u s-
t eri n g.  T h e r ati o n al e b e hi n d t h e  G C i s t o c o n si d e r t h e i m a g e a s
a gr a p h, s e a r c hi n g f or t h e  mi ni m u m c ut b et w e e n t h e s e e d e d
r e gi o n s. F or i n st a n c e, a s s u mi n g a 4- or 8- c o n n e ct e d g r a p h t h at
r e pr e s e nt s t h e i m a g e, o n e c a n o bt ai n f or e gr o u n d ( o bj e ct) a n d
b a c k gr o u n d s e g m e nt s b y  mi ni mi zi n g t h e f oll o wi n g e n e r g y
f u n cti o n:

E G C ðx Þ ¼
X

i 2 B [ F

D i ð x i Þ þ
X

ði;jÞ 2 E

V ij ð x i; xj Þ; (1 )

w h e r e x i i s t h e  u n k n o w n l a b el  w. r.t.  pi x el i, D i i s t h e  d at a
t e r m, V i j r e p r e s e nt s t h e r e g ul a ri z ati o n / b o u n d a r y t e r m, a n d
B [ F gi v e s t h e  u ni o n of t h e b a c k g r o u n d a n d f o r e g r o u n d
i n p ut l a b el s. D i m e a s u r e s t h e c o st of a s si g ni n g t h e l a b el x i

t o t h e  pi x el i,  w hil e V i j i m p o s e s s p ati al s m o ot h n e s s t o t h e
s e g m e nt ati o n, e n s u ri n g t h at  pi x el s n e a r b y t h e b o r d e r of t h e
o bj e ct  will a s s u m e o p p o sit e l a b el s.  Diff e r e nt c h oi c e s of V i j

l e a d t o  diff e r e nt s m o ot h n e s s c h a r a ct e ri z ati o n s.  T o g et t h e
mi ni mi z e r f o r  E q. ( 1), t h e  G C g e n e r all y  utili z e s t h e mi n- c ut/
m a x- fl o w al g orit h m [ 5 9], [ 6 0].  B ut if t h e e n e r g y i n v ol v e s  m ul-
ti pl e l a b el s i n st e a d of o nl y a bi n a r y  p a rtiti o n,  mi ni mi zi n g
E n e r g y ( 1) t u r n s a n  N P- H a r d  p r o bl e m [ 1 2], a n d a n a p p r o xi-
m ati o n of t h e gl o b al o pti m al i s t h e n r e q ui r e d.

M a n y e xt e n si o n s of  G C h a v e b e e n  pr o p o s e d i n t h e lit er a-
t ur e, e s p e ci all y  w.r.t. alt er n ati v e  w a y s of  pr o m oti n g  u s er i nt er-
a cti o n a n d n e w v ari a nt s t o t h e gr a p h- c ut e n er g y. F or e x a m pl e,
t h e  L a z y s n a p pi n g  m et h o d [ 4 1] i ntr o d u c e s a fri e n dl y  u s er i nt er-
f a c e a s a c o ar s e-t o- fi n e t o ol o p er at e d at i nt er a cti v e r at e s b y t h e
u s er. I n a si mil ar  w or k, t h e s o- c a ll e d  Gr a b c ut [ 3 0] s et s b o u n d-
i n g b o x e s a s i n p ut  d at a t o  dri v e t h e gr a p h c utti n g,  w h er e t h e
f or e / b a c k gr o u n d r e gi o n s ar e o bt ai n e d b y c o m p uti n g a  G a u s s-
i a n  Mi xt ur e  M o d el ( G M M). Si g ni fi c a nt i m pr o v e m e nt s of t h e
pri m ar y a p pr o a c h e s [ 2 2] a n d [ 3 0] h a v e b e e n al s o r e p ort e d [ 6 1],
[ 6 2], [ 6 3], [ 6 4], i n a d diti o n t o s u p p ort ot h er a p pli c ati o n s s u c h a s
h u m a n f a c e s e g m e nt ati o n [ 6 5],  m e di c al i m a gi n g [ 4], [ 6 6], a n d
m o bil e a p p s [ 6 7]. I n t hi s li n e,  T a n g et al. [ 6 3] r e d e si g n e d t h e
Gr a b c ut [ 3 0] t o  d e al  wit h a p p e ar a n c e  m o d el s t o i m pr o v e t h e
c ol or s e p ar a bilit y of t h e i m a g e,  w hil e  B ai et al. [ 6 8]  pr e s e nt s a
r ati o- b a s e d f u n cti o n t h at t a k e s t h e  u s er s cri b bl e s a s s oft c o n-
str ai nt s  w hil e  mi ni mi zi n g t h e gr a p h- c ut e n er g y.

Alt h o u g h v e r s atil e a n d  m at h e m ati c all y s o u n d, t e c h ni-
q u e s i n s pi r e d o n g r a p h c ut s t e n d t o s uff e r f r o m t h e g e n e r a-
ti o n of s m all s e g m e nt e d r e gi o n s,  w hi c h a ri s e  d u e t o t h e
u n d e rl yi n g  m at h e m ati c al f o r m ul ati o n t h at l o o k s f o r
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s ol uti o n s  wit h  mi ni m al b o u n d a r y l e n gt h [ 4 5].  A n ot h e r i s s u e
i s t h e  N P- h a r d n e s s of t h e  m ultil a b el s e g m e nt ati o n c a s e [ 1 2].

R a n d o m  W al ks. T h e R a n d o m  W al ker s e g m e nt ati o n ( R W)
[ 2 1] i s a  u s ef ul a n d e a s y-t o-i m pl e m e nt a p p r o a c h t h at r eli e s
o n t h e st a n d a r d g r a p h  L a pl a ci a n f o r m ul ati o n L x ¼ 0 ,  w h e r e
L i s t h e g r a p h  L a pl a ci a n o p e r at o r [ 2 7].  Gi v e n a g r a p h G r e p-
r e s e nti n g t h e i m a g e, t h e  R W  m et h o d  mi ni mi z e s t h e f oll o w-
i n g q u a d r ati c e n e r g y f u n cti o n o n G :

E R W ð x Þ ¼
X

ði; jÞ 2 E

w i j ðx i x j Þ
2 ; (2 )

c o n st r ai n e d t o t h e i n p ut s e e d e d v e rti c e s: x i ¼ x B ; i 2 B , a n d
x i ¼ x F ; i 2 F ,  wit h W ¼ ð w i j Þ d e n oti n g t h e  w ei g ht s
a s si g n e d t o t h e e d g e s of G .  G r a d y [ 2 1]  p r e s e nt s a n i nt e r e st-
i n g i nt e r p r et ati o n of t h e st a n d a r d  L a pl a ci a n f o r m ul ati o n
L x ¼ 0 , b y a s s o ci ati n g t o e a c h  u n s e e d e d  pi x el, t h e  p r o b a bil-
it y of a r a n d o m  w al k e r st a rti n g o n it t o r e a c h a b a c k g r o u n d
s e e d.  T h e s e g m e nt ati o n i s t h e n  p e rf o r m e d b y a s si g ni n g a
b a c k g r o u n d l a b el t o a  pi x el if t h e  p r o b a bilit y i s g r e at e r t h a n
0. 5 a n d a f o r e g r o u n d l a b el ot h e r wi s e. I n  p r a cti c e, i n st e a d of
s ol vi n g L x ¼ 0 , t h e  R W s ol v e s D 1 W x ¼ x , i m p o si n g t h e
i n p ut s e e d s a s c o n st r ai nt s t o e n s u r e  u ni q u e n e s s of s ol uti o n,
w h e r e D i s t h e  di a g o n al  w ei g ht e d v al e n c y  m at ri x.

A s t h e  G C a p pr o a c h, t h e  R W h a s al s o str o n gl y i n fl u e n c e d
s e v e r al i nt er a cti v e s e g m e nt ati o n  m et h o d s. F or i n st a n c e, ai m-
i n g at q ui c kl y c o m p uti n g t h e s ol uti o n of t h e  R W e n er g y, [ 4 6]
a n d [ 6 9] o pti mi z e a s p e ctr al  d e c o m p o siti o n  pr o bl e m. Si mil arl y,
C a s a c a et al. [ 7 0] i nt er pr et e d t h e  R W  m o d el a s a s p e ctr al cl u s-
t eri n g  pr o bl e m,  w h er e t h e i m a g e i s s u b di vi d e d i nt o t w o  p arti c-
ul ar b a n d s: c art o o n ( s m o ot h) a n d t e xt ur e.  W hil e t h e c art o o n
b a n d i s t a k e n t o b uil d t h e af fi nit y gr a p h, t h e t e xt u r e i s  u s e d t o
i nt e r a cti v el y t u ni n g t h e cl u st eri n g  pr o c e s s. S e g m e nti n g t e x-
t ur e d i m a g e s i n a  m or e ef fi ci e nt  w a y  w a s al s o t h e f o c u s of  Ki m
et al. [ 7 1],  w h e r e t h e n oti o n of “ r e st art ”  w a s i ntr o d u c e d i nt o t h e
R W  m o d el a s a  pr o b a bili sti c  m e a s ur e r e fl e cti n g t h e si mil arit y
b et w e e n t h e gr a p h n o d e s.  E xt e n si o n s of t h e a b o v e- m e nti o n e d
m et h o d h a v e r e c e ntl y a p p e ar e d [ 7 2] t o  pr o c e s s  d y n a mi c
gr a p h s a s  w ell a s t o s e g m e nt s e q u e n c e of si mil ar i m a g e s [ 7 3].

Fi n all y, t h er e ar e still  R W v ari a nt s b uilt t o t a k e a d v a nt a g e of
n at u r al o b s er v ati o n s a n d bi ol o gi c al  m et a p h or s.  T h e  m et h o d ol-
o g y  d e s cri b e d b y  B a m pi s a n d c oll e a g u e s [ 4 8], [ 7 4] i s a g o o d
r e p r e s e nt ati v e of t hi s ki n d of a p p r o a c h,  w h er e t h e  R W i s
r el at e d t o s p e ci fi c  m at h e m ati c al  m o d el s of  di s e a s e s [ 7 5].  T h e
Gr o w- C ut [ 7 6] i s a n ot h e r s e e d e d s e g m e nt ati o n  m et h o d
i n s pir e d o n bi ol o gi c al  pr o c e s s e s, a s it si m ul at e s t h e gr o w a n d
str u g gl e f or  d o mi n ati o n of t h e  u n s e e d e d  pi x el s b y b a ct eri a
c ol o ni e s,  pr e vi o u sl y l a b el e d b y t h e  u s e r a s a c e rt ai n  fi g ur ati v e
t y p e of “ b a ct e ri al ” s e e d.

D e s pit e t h e g o o d  p r o p e rti e s, hi g h  u s a bilit y a n d e a s e of c o d-
i n g,  m et h o d s  d eri v e d fr o m t h e cl a s si c  R W f or m ul ati o n a r e
p r o n e t o  p r e s e nt a n i s ot r o pi c b e h a vi or  w h e n c a pt u ri n g o bj e ct
b o u n d ari e s, l e a di n g t o “ fl at ” s ol uti o n s, a s  p r e vi o u sl y s h o w n
i n [ 2 4], [ 7 7].  N oti c e t h at o ur e n e r g y  m o d el s h ar e s  m a n y of t h e
g o o d  p r o p e rti e s of  R W s u c h a s  u ni q u e n e s s of s ol uti o n a n d a
f o r m ul ati o n gi v e n b y a q u a d r ati c  mi ni mi z ati o n  p r o bl e m
w hil e still  p r o p a g ati n g t h e s e e d s  m or e s m o ot hl y ( s e e Fi g. 1 a).

W aters he ds. T h e c or e i d e a of W aters he ds/ M a xi m u m S p a n ni n g
F orest al g orit h m s ( M S F) i s t o r e pr e s e nt t h e i m a g e o bj e ct s a s
“ c at c h m e nt b a si n s ”,  p erf or mi n g t h e s e g m e nt ati o n fr o m t h e s e
b asi ns a n d t h eir  w at er s h e d li n e s ( p oi nt s e q u all y li k el y t o a s s u m e
m or e t h a n o n e  mi ni m u m).  Gi v e n a s e e d e d i m a g e, tr e e s ar e
c o m p ut e d fr o m t h e c o n n e ct e d s e e d c o m p o n e nt s b y s p a n ni n g
t h e n o d e s of t h e  w ei g ht e d gr a p h s o t h at t h e s et of tr e e s ( a f or e st)
will b e  m a xi m u m  w.r.t.  w ei g ht i nt e n siti e s.  T h e r e s ulti n g s e g-
m e nt ati o n i s c all e d a W aters he d if t h e s e e d s c orr e s p o n d t o t h e
m a xi m a. I n pr a cti c e, o pti m al s p a n ni n g f or e st s c a n b e ef fi ci e ntl y
c o m p ut e d b y t h e cl a s si c Kr us k al’s [ 7 8] or Pri m’s [ 7 9] al g orit h m s.

V ari o u s  w at e r s h e d- b a s e d a p pr o a c h e s h a v e g ai n e d a l ot of
p o p ul arit y i n r e c e nt y e ar s [ 4 0], [ 5 0], [ 8 0], [ 8 1], b ei n g t h e  u ni-
fi e d f r a m e w o r k P o wer  W aters he d ( P W S) [ 4 0] o n e of t h e  m o st
i n fl u e nti al  m et h o d s f or s e e d e d s e g m e nt ati o n  d u e t o  m at h e-
m ati c al li n k s e st a bli s h e d b et w e e n s e v e r al  p o p ul ar cl u st eri n g
al g orit h m s, r e pr e s e nt e d a s a c o m m o n e n e r g y f u n cti o n.  Ot h er
t h e or eti c al st u di e s i n v ol vi n g t h e  P W S a p p e a r e d r e c e ntl y i n
[ 8 2], [ 8 3].  Alt h o u g h  w at er s h e d s a r e v er y t r a diti o n al i n t h e
c o m p ut e r vi si o n lit er at ur e, t h e y a r e n ot q uit e ef fi ci e nt i n  fitti n g
o bj e ct s  w h er e t h e gr a di e nt i s l o c all y i rr e g ul a r [ 2 4].  Al s o,

Fi g. 1.  A s u m m ar y of diff er e nt c a p a biliti e s of t h e L a pl a ci a n  C o or di n at e s fr a m e w or k.  Fr o m l eft t o ri g ht, ( a)  S m o ot h n e s s a n d s e e d pr o p a g a bilit y: L a pl a-
ci a n  C o or di n at e s s ol uti o n t h e  w ell- e st a bli s h e d  R a n d o m  W al k er [ 2 1] f or li n e gr a p h s a s s h o w n i n t h e t o p r o w,  wit h u nit ar y  w ei g ht s a n d s e e d s i n y el-
l o w a n d p ur pl e, ( b)  C o nt o ur a d h er e n c e/ b o u n d ar y fitti n g, ( c)  M ulti pl e-r e gi o n s e g m e nt ati o n, ( d)  F a st s u p er pi x el s e g m e nt ati o n f or l ar g e si z e i m a g e s, ( e)
I n v ari a n c e t o s e e d pl a c e m e nt.
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r e a c hi n g a t r a d e- off b et w e e n o v e r- s e g m e nt ati o n a n d hi g h
a c c ur a c y i s a n ot h e r h ur dl e [ 8 4], a s  w at e r s h e d s  m a y s uff er
f r o m  d r o p s a n d t h e  d e gr a d ati o n of t h e s ol uti o n o n t h e  pl a-
t e a u s of t h e  w ei g ht f u n cti o n [ 4 0].

S h ortest  P at hs. T h e g o al of S h ortest  P at hs/ Ge o desi c al g o rit h m s
( S P) i s t o  mi ni mi z e t h e s u m of t h e e d g e  w ei g ht s f or g e o d e si c
p at h s c o n n e cti n g t w o v erti c e s.  M o r e s p e ci fi c all y, t h e s e g m e n-
t ati o n  p r o bl e m i s f or m ul at e d i n t h e s e n s e of s e a r c hi n g t h e
mi ni m u m c o st  p at h s b et w e e n t w o v erti c e s s o t h at t h e o pti m al
s ol uti o n c a n b e eff e cti v el y c o n st r u ct e d f r o m t h e gi v e n s e e d s.
A t y pi c al r e pr e s e nt ati v e of S P i s t h e  m et h o d  p r o p o s e d b y
F al c ~a o et al. [ 5 2], [ 8 5], c all e d I m a g e F o r e sti n g  T r a n sf or m (I F T).
T hi s t e c h ni q u e a c c o m pli s h e s t h e i m a g e  p artiti o ni n g b y  fi n d-
i n g  p at h s of  mi ni m u m c o st b et w e e n s e e d e d n o d e s  w hil e still
all o wi n g f or  u s e r i nt er v e nti o n t o t u n e t h e e d g e  w ei g ht s.  T h e
u s e of I F T f or hi g h- p r e ci si o n i nt er a cti v e s e g m e nt ati o n h a s
b e e n r e p o rt e d i n  p r e vi o u s st u di e s [ 8 6], [ 8 7].  A n ot h e r t y pi c al
G e o d e si c- b a s e d  m et h o d i s t h e o n e  p r o p o s e d b y  B ai  &
S a pir o [ 5 4], [ 5 5],  w h e r e t h e  pi x el l a b eli n g i s a c c o m pli s h e d b y
c o m p uti n g t h e s h ort e r  w ei g ht e d  p at h f r o m t h e t ar g et  pi x el t o
t h e f or e / b a c k g r o u n d s e e d s.  T h e e n e r g y f u n cti o n s ol v e d b y
t hi s  m et h o d i s v er y att r a cti v e i n t er m s of c o m p ut ati o n al c o st,
b ut it hi g hl y  d e p e n d s o n t h e f or e / b a c k g r o u n d c ol or  m o d el
d e si g n at e d t o a s si g n t h e  p r o b a biliti e s t o t h e  pi x el s [ 8 8].  C o n-
si d eri n g t h e  di v er sit y of  w a y s i n t r a v e r si n g a gr a p h a n d t h e
g o o d  m et ri fi c ati o n  p r o p e rti e s of S P-i n s pi r e d al g o rit h m s, n e w
g e o d e si c  di st a n c e s h a v e b e e n r e p ort e d [ 8 9], [ 9 0], [ 9 1],  w hi c h
al s o  p erf or m  w ell i n t er m s of ti m e c o m pl e xit y.  H o w e v e r, t h e s e
m et h o d s ar e hi g hl y i n fl u e n c e d b y t h e l o c ati o n  w h e r e t h e s e e d s
a r e  pl a c e d [ 4 5].

Ot her  A p pr o a c hes ( Dee p Le ar ni n g). D e e p l e a r ni n g- b a s e d
a p p r o a c h e s f o r s e e d e d s e g m e nt ati o n c o m bi n e eit h e r s e e d
m a p s o r  d e n s e g r o u n d-t r ut h  d at a, o r b ot h  wit h s oli d l a b el
p r o p a g at o r s s u c h a s  R W,  G C o r  W at e r s h e d s t o t r ai n  D e e p
C o n v ol uti o n al  N e u r al  N et w o r k s ( C N N s).  T hi s i s t h e c a s e of
[ 9 2],  w h e r e s e e d s a n d l a b el  m a s k s a r e t a k e n t o  p r e di ct e d g e
w ei g ht s of i m a g e- d e ri v e d g r a p h s,  u s e d s u b s e q u e ntl y b y t h e
cl a s si c  R W  m o d el f o r l a b el  p r o p a g ati o n. Si mil a rl y, [ 9 3]
t r ai n s a  C N N t o  diff u s e, vi a  R W, t h e s e e d s t o t h e  u nl a b el e d
pi x el s t o g et  d e n s e i m a g e l a b el s. S u c h a t r ai ni n g  p r o c e s s
w a s al s o  d e pl o y e d i n [ 9 4], b ut a p pl yi n g t h e  W at e r s h e d
f r a m e w o r k i n st e a d. Si n c e  W at e r s h e d i s a v e r y  p o p ul a r s e g-
m e nt ati o n  m et h o d, it h a s b e e n t h e b a si s of  m o d e r n a p pli c a-
ti o n s t h at r el y o n  C N N s [ 9 5], [ 9 6].  G oi n g  d e e p e r o n  C N N s,
n e w i nt e r a cti v e s c h e m e s h a v e b e e n  p r o p o s e d a s  p a rt of
d e e p l e a r ni n g  m o d el s, a s i n [ 9 7],  w h e r e t h e  G C  p a rtiti o n e r i s
t u n e d  wit h  di st a n c e  m a p s a n d  u s e r- p r o vi d e d cli c k s, a n d
i n [ 9 8],  w h e r e t h e t a r g et s a r e  m a r k e d b y l o o s e r e ct a n gl e s.
Fi n all y,  C N N s h a v e e v e n b e e n t r ai n e d t o a ut o m ati c all y
mi mi c  u s e r- gi v e n t ri m a p s, a s i n [ 9 9],  w h e r e a s p e ct r al  m at-
ti n g  p r o bl e m [ 1 7] i s s ol v e d t o  p r o d u c e s oft s e g m e nt s, a s et
of  m ulti pl e l a y e r s c o m m o nl y  utili z e d i n i m a g e e diti n g s oft-
w a r e s [ 1 0 0].  D e s pit e t h e r e c e nt a d v a n c e s of  d e e p l e a r ni n g
f o r i nt e r a cti v e s e g m e nt ati o n,  C N N- b a s e d a r c hit e ct u r e s
r e q ui r e l a r g e a m o u nt s of  d at a t o s u c c e s sf ull y t r ai n t h e n et-
w o r k  p a r a m et e r s [ 1 0 1].  A n ot h e r i s s u e f a c e d b y  C N N s i s t h at
t h e y hi g hl y  d e p e n d o n  d e n s e g r o u n d-t r ut h  m a s k s [ 9 2], a n d
a r e c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e,  m a ki n g i nt e r a cti v e f e e d b a c k
u nf e a si bl e t o t h e  u s e r s [ 1 0 2]. Fi n all y, a s  C N N s  u s u all y a p pl y
g r a di e nt  d e s c e n d e nt t o o pti mi z e t h e  p a r a m et e r s,  diff e r e nti a-
bilit y i s c r u ci al i n  m o st c a s e s [ 9 2].

A s st at e d b y  C o u pri e et al. [ 4 0] a n d  C err o n e et al. [ 9 2], a c o m-
m o n c h ar a ct eri sti c of  m o st vi sit e d gr o u p s of s e g m e nt ati o n
m et h o d s i s t h at t h e y  mi ni mi z e t h e s a m e e n er g y f u n cti o n,
w h o s e f or m ul ati o n t a k e s i nt o a c c o u nt t h e  fir st- or d er  p air wi s e
pi x el s,  diff eri n g o nl y i n t er m s of a s et of e x p o n e nt v al u e s. I n
c o ntr a st, t h e  L C e n er g y  m o d el i ntr o d u c e d i n t hi s  p a p er r eli e s
o n t h e  mi ni mi z ati o n of a  w ei g ht e d a v er a g e of n ei g h b or  pi x el s,
w hi c h l e a d s t o a b ett er c o nt o ur a d h er e n c e of t h e s e g m e nt s.
M or e o v er, t h e  L C f or m ul ati o n a d mit s a  u ni q u e s ol uti o n,  w hi c h
c a n b e q ui c kl y c o m p ut e d b y s ol vi n g a s p ar s e li n e ar s y st e m.
F urt h er, t h e  m et h o d c a n b e e xt e n d e d t o s e g m e nt l ar g e i m a g e s
at it er ati v e r at e s, i n a d diti o n t o a d dr e s si n g  m ulti pl e s e g m e nt a-
ti o n t ar g et s. Fi n ally,  w e o b s er v e d t h at t h e  L C e n er g y i s r o b u st
w.r.t. t h e s e e d  pl a c e m e nt, a n d it  w or k s  w ell e v e n f or v er y el e-
m e nt ar y e d g e  w ei g ht f u n cti o n s.  T hi s s et of tr ait s i s h ar d t o b e
c o n c o mit a ntl y f o u n d i n a n y o t h er s e e d- b a s e d  m et h o d.

I n t h e f oll o wi n g,  w e  d et ail t h e t e c h ni c al a s p e ct s of t h e
L a pl a ci a n  C o o r di n at e s f r a m e w o r k.

3 L A P L A CI A N C O O R DI N A T E S F R A M E W O R K

3. 1  Af fi nit y  Gr a p h  S et u p

L et I b e a c ol o r o r g r a y s c al e i m a g e.  T o c o m p ut e t h e  L C
e n e r g y,  w e  d e fi n e a  w ei g ht e d g r a p h G ¼ ð V;  E;  W E Þ,  w h e r e
V i s t h e s et of n o d e s  w h o s e el e m e nt i c o r r e s p o n d s t o t h e
i m a g e  pi x el P i 2 I , E i s t h e e d g e s s et li n ki n g  pi x el s t h at a r e
n ei g h b o r s i n a n 8- c o n n e ct e d l atti c e, a n d W E i s t h e s et of
w ei g ht s a s s o ci at e d t o t h e e d g e s.  T h e l o c al n ei g h b o r h o o d s et
N ðiÞ ¼ fj : ði; jÞ 2 E g r et u r n s t h e li st of n o d e s j t h at s h a r e
a n e d g e  wit h n o d e i,  w hil e d i ¼

P
j 2 N ðiÞ w i j a c c o u nt s f o r t h e

w ei g ht e d v al e n c y of i.
T h e r e a r e  m a n y  diff e r e nt  w a y s t o  d et er mi n e W E ,  w hi c h

i n cl u d e s  pi x el i nt e n sit y, gr a di e nt, s c al a bilit y a n d c o nt o ur-
b a s e d str at e gi e s [ 7 0], [ 1 0 3], [ 1 0 4], [ 1 0 5].  Ai mi n g at k e e pi n g o ur
fr a m e w o r k a s si m pl e a s  p o s si bl e, s p e ci all y f r e e of s p e ci fi c f e a-
t ur e s etti n g s a n d t w e a k s,  w e o nl y c o n si d e r t h e l o c al r a n g e of
t h e  pi x el i nt e n siti e s I i a n d I j i n b ot h  R G B a n d  L a b c o m p o-
n e nt s, a s c o n c at e n at e d c ol o r v e ct o r s t o  d et e r mi n e t h e  w ei g ht s
w ij 2 W E .  M o r e  p r e ci s el y, w ij i s c al c ul at e d a s f oll o w s:

w i j ¼ e x p
b jjI i I j k

2
1

s

 !

; s ¼ m a x
ði; jÞ 2 E

jjI i I j jj1 ; (3 )

w h e r e b i s a t u ni n g c o n st a nt.  N oti c e t h at t h e  w ei g ht s a r e
p o siti v e a n d s y m m et ri c i n t h e s e n s e t h at w i j ¼ w ji . I n  p r a c-
ti c e, a s m all c o n st a nt ¼ 1 0 6 i s a d d e d i nt o  E q. ( 3) t o a v oi d
n ull  w ei g ht s, a s s u g g e st e d b y  G r a d y [ 1 0 6].

3. 2  S oft- C o n str ai n e d  L a pl a ci a n  C o or di n at e s

Gi v e n t h e b a c k gr o u n d ( B ) a n d f or e gr o u n d (F ) s e e d e d pi x el s
a n d t h eir c or r e s p o n di n g s c al a r l a b el s x B a n d x F , t h e f oll o wi n g
e n e r g y f u n cti o n i s  mi ni mi z e d:

E s ð x Þ ¼
X

i2 B

k x i x B k 2
2 þ

X

i2 F

k x i x F k 2
2 þ

X

i2 V

d i x i

X

j 2 N ðiÞ

w i jx j

2

2

;

(4 )

w h e r e x ¼ ð x 1 ; x2 ; . . . ; xn Þ i s t h e s o u g ht s ol uti o n, t h at i s, t h e
s c al a r v al u e s a s si g n e d t o t h e  pi x el s ðP 1 ; P2 ; . . . ; Pn Þ s o a s t o
mi ni mi z e E s ðx Þ, a n d w i j i s c o m p ut e d a s i n  E q. ( 3).
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N oti c e f r o m  E q. ( 4) t h at t h e v al u e s x i , i 2 S : ¼ B [ F a r e
e nf o r c e d t o b e a s cl o s e a s  p o s si bl e t o t h e r ef e r e n c e v al u e s x F

a n d x B i n a s oft  m a n n e r, a v oi di n g t o st ri ctl y i m p o s e h a r d
c o n st r ai nt s t o t h e o pti mi z ati o n  p r o bl e m.  L a pl a ci a n  C o o r di-
n at e s  E n e r g y ( 4) i s  m a d e  u p of t w o c o r e c o m p o n e nt s, o n e
a c c o u nti n g f o r t h e s oft c o n st r ai nt s i m p o s e d b y t h e s e e d s i n
B a n d F , c all e d fi delit y ter m , a n d a s e c o n d c o m p o n e nt c o n-
t r olli n g t h e l a b el s p r e a d i n t h e n ei g h b o r h o o d of e a c h  pi x el,
c all e d L C e ner g y ter m . I n  m at ri ci al f o r m, t h e  L C e n e r g y t e r m
c a n b e r e w ritt e n a s f oll o w s:

X

i2 V

d i x i

X

j 2 N ðiÞ

w i j x j

2

2

¼ x T L 2 x ¼ k L x k 2
2 ; (5 )

w h e r e L ¼ D W i s t h e gr a p h L a pl a ci a n  m atri x , D i s t h e
di a g o n al  m at ri x D ii ¼ d i , a n d W d e n ot e s t h e  w ei g ht e d a dj a-
c e n c y  m at ri x, i. e.,

W i j ¼
w i j ; if ði; jÞ 2 E
0 ; ot h er wis e

: (6 )

N oti c e t h at e a c h r o w i n L x c o r r e s p o n d s t o t h e differe nti al
( o r a v e r a g e) o per at or

d i ¼ x i
1

d i

X

j 2 N ðiÞ

w i j x j ; t h at is, ðL x Þ i ¼ d i d i : (7 )

I n l e s s  m at h e m ati c al t e r m s, d i m e a s u r e s  h o w  m u c h e a c h
n o d e  d e vi at e s f r o m t h e  w ei g ht e d a v e r a g e of it s n ei g h b o r s.

3. 2. 1  S oft- C o n str ai n e d  E n er g y  Mi ni mi z ati o n

L et  u s  d e n ot e b y N B a n d N F t h e  n u m b e r of  pi x el s  m a r k e d a s
b a c k g r o u n d a n d f o r e g r o u n d i n t h e i m a g e.  E q. ( 4) c a n b e
r e w ritt e n i n a  m o r e g e n e r al  m at ri x f o r m a s f oll o w s [ 2 9]:

E s ðx Þ ¼ x T ðI S þ L 2 Þx 2 x tb þ c; (8 )

w h e r e I S i s a  di a g o n al  m at ri x s u c h t h at I S i i ¼ 1 , i 2 S , a n d
z e r o, ot h e r wi s e, b i s t h e v e ct o r  w h o s e b i ¼ x B ; i 2 B ,
b i ¼ x F ; i 2 F , a n d z e r o, ot h e r wi s e, a n d c ¼ N B x 2

B þ N F x 2
F

i s a r e al c o n st a nt. It i s cl e a r t h at  E q. ( 8) i s a q u a d r ati c f o r m,
t h e r ef o r e it h a s a  u ni q u e  mi ni mi z e r si n c e ðI S þ L 2 Þ i s s y m-
m et ri c a n d  p o siti v e  d e fi nit e ( s e e t h e  A p p e n di x  B,  w hi c h c a n
b e f o u n d o n t h e  C o m p ut e r S o ci et y  Di git al  Li b r a r y at htt p: / /
d oi.i e e e c o m p ut e r s o ci et y. o r g / 1 0. 1 1 0 9 / T P A MI. 2 0 2 0. 2 9 7 4 4 7 5,
f o r t h e  p r o of).  M o r e o v e r, it s  mi ni mi z e r v e ct o r ex i s t h e s ol u-
ti o n of t h e f oll o wi n g li n e a r s y st e m [ 1 0 7]:

ðI S þ L 2 Þex ¼ b : (9 )

T h e r ef o r e,  mi ni mi zi n g E s ðx Þ i s e q ui v al e nt t o s ol vi n g t h e
li n e a r s y st e m ( 9),  w hi c h, i n t u r n, h ol d s q uit e att r a cti v e  p r o p-
e rti e s s u c h a s s y m m et r y,  p o siti v e  d e fi nit e n e s s a n d s p a r sit y.

3. 2. 2  P erf or mi n g t h e  S e g m e nt ati o n

O n c e t h e  E n e r g y ( 4) i s  mi ni mi z e d, t h e s e g m e nt ati o n c a n b e
r e a c h e d b y a p pl yi n g a c o n v e nti o n al cl u st e ri n g al g o rit h m
s u c h a s K- Me a ns , Ots u o r ot h e r t h r e s h ol di n g s c h e m e s t o t h e
v al u e s x i . F o r i n st a n c e, a s s u mi n g t h at x F > x B , a st r ai g ht-
f o r w a r d  w a y t o o bt ai n  p a rtiti o n s i s t o a s si g n f o r e / b a c k-
g r o u n d l a b el s y i 2 f x B ; xF g ; i 2 V , a c c o r di n g t o t h e
f oll o wi n g s e g m e nt ati o n c rit e ri u m:

y i ¼ x F ; if x i
x B þ x F

2
x B ; ot h er wis e

(

: (1 0 )

3. 3  H ar d- C o n st r ai n e d  L a pl a ci a n  C o or di n at e s

I n  E q. ( 4), x i , i 2 S , a r e s oft c o nstr ai nts i n t h e s e n s e t h at t h e
s ol uti o n ex d o e s n ot st ri ctl y i m p o s e x i ¼ x B a n d x i ¼ x F . T o
h ol d s u c h e q u aliti e s, i. e., h ar d c o nstr ai nts ,  w e r e w rit e t h e  L C
E n e r g y ( 4) a s f oll o w s:

mi ni mi z e
x

E h ð x Þ ¼ x T L 2 x

s u bj e ct t o x i ¼ x B ; i 2 B

x i ¼ x F ; i 2 F:

(1 1 )

3. 3. 1  H ar d- C o n str ai n e d  E n er g y  Mi ni mi z ati o n

T o  mi ni mi z e  E q. ( 1 1),  w e n e e d t o a d e q u at el y g r o u p t h e
l a b el e d n o d e s a p a rt f r o m t h e  u n-l a b ell e d o n e s ( u n k n o w n
v a ri a bl e s).  T hi s c a n b e ef fi ci e ntl y  d o n e b y r e o r d e ri n g t h e
r o w s a n d c ol u m n s of L b y  u si n g t h e r o w- c ol u m n  p e r m ut a-
ti o n P L P T ,  w hi c h  p r e s e r v e s t h e t o p ol o gi c al r el ati o n s hi p s of
t h e i n p ut  L a pl a ci a n  m at ri x L

P L P T ¼
D S 0

0 D U

W S R

R T W U

¼
L S R

R T L U

;

(1 2 )

w h e r e P d e n ot e s t h e r e s ulti n g  p e r m ut ati o n  m at ri x s o t h at
E q. ( 1 2) h ol d s, a n d U ¼ S c ¼ ð B [ F Þ c ,  w h e r e c st a n d s f o r t h e
c o m pl e m e nt a r y s et, g at h e ri n g t h e  u n-l a b el e d n o d e s.  N oti c e
t h at b ot h s u b m at ri c e s L S a n d L U a r e s y m m et ri c, si n c e t h e
L a pl a ci a n  m at ri x L i s s y m m et ri c.  M o r e o v e r,  m at ri x R st a n d s
f o r t h e  w ei g ht e d a dj a c e n c y  m at ri x  w h o s e r o w s r e p r e s e nt t h e
n o d e s  m a r k e d a s s e e d s, a n d c ol u m n s t h e  u n-l a b el e d o n e s.

F r o m  E q s. ( 1 1) a n d ( 1 2), E h ðx Þ b e c o m e s

E h ð x Þ ¼ x T
S x T

U
L S R
R T L U

T
L S R
R T L U

x S

x U
;

(1 3 )

w h e r e x ¼
x S

x U
, x S ¼ ð x B Þ 1 N B

ð x F Þ 1 N F

h i T
,  w hil e x U

a c c o u nt s f o r t h e  u n k n o w n n o d e s.

E x p a n di n g  E q. ( 1 3), t h e e n e r g y f u n cti o n i s r e d u c e d t o

E h ðx Þ ¼ x T
S L T

S L S x S x T
S L T

S R x U x T
U R T L S x S

þ x T
U R T R x U þ x T

S R R T x S x T
S R L U x U

x T
U L T

U R T x S þ x T
U L 2

U x U

¼ x T
S L 2

S þ R R T x S x T
S L T

S R þ R L U x U

x T
U R T L S þ L T

U R T x S þ x T
U R T R þ L 2

U x U

¼ x T
S L 2

S þ R R T x S 2 x T
U R T L S þ L T

U R T x S

þ x T
U R T R þ L 2

U x U :

(1 4 )

A g ai n, o n e c a n o b s e r v e t h at t h e r e s ulti n g  L C  E n e r g y ( 1 4)
i s q u a d r ati c.  O u r g o al i s t o  fi n d t h e gl o b al  mi ni m u m of
E q. ( 1 4),  w hi c h c o r r e s p o n d s t o t h e s ol uti o n of

@ E h

@ x U
¼ 0 ) R T R þ L 2

U x U ¼ R T L S þ L T
U R T x S : (1 5 )
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E q. ( 1 5) r e m ai n s s p ar s e a n d a d mit s  u ni q u e s ol uti o n i n x U if
t h e a s s o ci at e d af fi nit y gr a p h i s c o n n e ct e d a n d B [ F 6¼ ; ( s e e
t h e S u p pl e m e nt ar y  M at e ri al -  A p p e n di x  A, a v ail a bl e o nli n e).

Aft e r s ol vi n g  E q. ( 1 5), t h e s e g m e nt ati o n i s o bt ai n e d b y
l a b eli n g t h e  u n-l a b el e d  pi x el s a s i n t h e s oft c a s e.

3. 4  B a si c  F e at ur e s a n d  B e h a vi or al  Pr o p erti e s

B e si d e s b ei n g  m at h e m ati c all y si m pl e a n d e n s uri n g a  u ni q u e
s ol uti o n,  L a pl a ci a n  C o or di n at e s h a s a d diti o n al  p r o p e rti e s
t h at r e n d er it s uit a bl e t o s e g m e nt i m a g e s a s  di s c u s s e d b el o w.

3. 4. 1  S m o ot h n e s s Gr a p h L a pl a ci a n  V ari a nt s

L a pl a ci a n  C o o r di n at e s  m ai nl y  diff e r s f r o m ot h e r t y pi c al s e g-
m e nt ati o n  m et h o d s  w. r.t. c a p a bilit y of  p r o p a g ati n g t h e s e e d s
m or e s m o ot hl y. I n Fi g. 1 a,  w e  pl ot t h e  L C s ol uti o n a g ai n st t h e
o n e gi v e n b y t h e  R W f or li n e gr a p h s  wit h  u nit a r y  w ei g ht s,
w h e r e t h e s e e d s a r e  m ar k e d i n y ell o w a n d  p ur pl e.  O n e  m a y
n oti c e t h at t h e  L C e n e r g y t e n d s t o s m o ot hl y  d e c r e a s e  w hil e
t h e  R W  diff u s e s t h e l a b el s li n e a rl y. S u c h a b e h a vi o r c o m e s
f r o m t h e  u s e of L 2 o p e r at o r i n t h e  L C e n e r g y i n st e a d of t h e
st a n d ar d gr a p h  L a pl a ci a n L , a s  u s u all y t a k e n b y ot h e r e n e r g y-
b a s e d  m o d el s.  M or e o v er, a s t h e c o m bi n at ori al ( gr a p h) f or m u-
l ati o n of t h e  w ell- k n o w n  L a pl a c e e q u ati o n e n c o d e s t h e c a n o n-
i c al g r a p h  L a pl a ci a n [ 2 1], it i s n ot s ur p ri si n g t h at t h e L 2

o p e r at or i s st ri ctl y r el at e d t o t h e bi h ar m o ni c e q u ati o n , a hi g h e r-
o r d er  diff e r e nti al f or m ul ati o n  w hi c h l e a d s t o s m o ot h er s ol u-
ti o n s a s s h o w n i n ot h e r r el at e d  fi el d s [ 1 0 8], [ 1 0 9].

T h e r e ar e still ot h er gr a p h  L a pl a ci a n v ari a nt s b e si d e s L 2 ,
s u c h a s t h e o n e  pr o p o s e d b y  L e vi n et al. [ 1 7], n a m e d m atti n g
L a pl aci a n  m atri x : a g e n e r ali z ati o n t h at  pr e s e r v e s s e v er al  u s ef ul
c h ar a ct eri sti c s of t h e st a n d ar d gr a p h  L a pl a ci a n [ 1 7], [ 9 9]. J u st
li k e t h e m atti n g L a pl aci a n , i n o u r  L C e n er g y, t h e L 2 o p e r at or
e xt e n d s t h e gr a p h  L a pl a ci a n t o k e e p it s g o o d  pr o p e rti e s s u c h
a s s y m m et r y a n d  p o siti v e- s e mi d e fi nit e n e s s.  D e s pit e t h e c o m-
m o n f a c et s of b ot h m atti n g [ 1 7] a n d o ur s q u are d L a pl a ci a n-
d e ri v e d f or m ul ati o n, t h e y  diff er s u b st a nti all y i n t h e  w a y of
h a n dli n g t h e e n er g y f u n cti o n s a s  w ell a s t h e n at ur e of t h e  pr o b-
l e m:  w hil e t h e f or m e r s ol v e s a s p e ctr al s e g m e nt ati o n  pr o bl e m
f or n at u r al i m a g e  m atti n g, t h e l att e r  mi ni mi z e s a n e n e r g y f u n c-
ti o n i n o n e s h ot t o i nt er a cti v el y s e g m e nt t h e i m a g e.

3. 4. 2  E x pli cit  S ol uti o n L o c all y  E xt e n d e d  N ei g h b or s

A n i nt e r e sti n g i nt e r p r et ati o n of  L a pl a ci a n  C o o r di n at e s i s
t h at t h e s ol uti o n x i f o r e a c h  n o d e i i s  w ritt e n n ot i n t e r m s of
t h e  fi r st- o r d e r n ei g h b o r s, b ut r at h e r i n v ol v e s  m o r e  di st a nt
n ei g h b o r s.  M at h e m ati c all y, f o r a n o n-l a b el e d  pi x el P i , t h e
f oll o wi n g e q u ati o n h ol d s:

ðL x Þ i ¼
1

d i

X

j 2 N ðiÞ

w i j ðL x Þ j ; (1 6 )

w h e r e ðL x Þ i i s c o m p ut e d a s i n  E q. ( 7).  T h e s ol uti o n x i i s t h e n
m at h e m ati c all y e x p r e s s e d b y

x i ¼
1

d i

X

j 2 N ðiÞ

w i j x j þ
d j

d i

¼
1

d i

X

j 2 N ðiÞ

w i j x j þ
1

d 2
i

X

j 2 N ðiÞ

w i j

X

p 2 N ðj Þ

w j p ð x j x p Þ

0

@

1

A :

(1 7 )

T h e s ol uti o n x i i n v ol v e s b ot h t h e  w ei g ht e d a v e r a g e of
t h e  fi r st- o r d e r  n ei g h b o r s j 2 N ðiÞ a n d t h e  d e ri v ati v e s d j i n
t h e s e c o n d- o r d e r  n ei g h b o r s ( s e e Fi g. 2). It  diff e r s f r o m
ot h e r  w ell- k n o w n s ol uti o n s gi v e n  u ni q u el y i n t e r m s of
t h e  fi r st- o r d e r  n ei g h b o r s a s, f o r e x a m pl e, t h e o n e c o m-
p ut e d f r o m t h e st a n d a r d g r a p h  L a pl a ci a n b y  R W.  T h e
r e s ulti n g s ol uti o n i s l a r g el y r e gi o n- e x p a n d a bl e a n d c a n b e
s ai d t o b e a ni s ot r o pi c i n b e h a vi o r [ 1 1 0], a s t h e  d e ri v ati v e s
d j i n  E q. ( 1 7) c a pt u r e t h e i m a g e  pi x el  di s c r e p a n ci e s t h at
a r e a w a y f r o m t h e c e nt r al  n o d e a s  w ell.  T h e r ef o r e, t h e
i nf o r m ati o n c o mi n g f r o m t h e c on st r ai nt s i s b ett e r  diff u s e d
b y t h e  L a pl a ci a n  C o o r di n at e s t o  di st a nt  pi x el s  w hil e still
e n s u ri n g s m o ot h n e s s t o t h e s e g m e nt ati o n s ol uti o n, a s  p r e-
vi o u sl y  di s c u s s e d.

3. 4. 3  M ulti pl e- R e gi o n  S e g m e nt ati o n

L a pl a ci a n  C o o r di n at e s c a n b e e a sil y e xt e n d e d t o s e g m e nt
i m a g e s i nt o s e v e r al  p a rt s, i n b ot h s oft a n d h a r d  m o d aliti e s.
C o n si d e ri n g t h e s oft s ol uti o n gi v e n b y  E q. ( 9),  m ulti pl e s e g-
m e nt ati o n s c a n b e r e a c h e d b y si m pl y s ol vi n g ðN 1 Þ s y s-
t e m s of li n e a r e q u ati o n s, si mil a r t o t h e bi n a r y c a s e:

ðI S þ L 2 Þx ðjÞ ¼ b ðjÞ ; (1 8 )

b ut s etti n g I S i i ¼ 1 f o r all s e e d e d  pi x el s i n t h e i m a g e, a n d
s p e cif yi n g  diff e r e nt b ðjÞ f o r e a c h o n e of t h e gi v e n l a b el s j ,
1 j ðN 1 Þ,  w h o s e i n di c e s a r e r a n gi n g i n K j , t h e s et of
t h e s e e d e d n o d e s K j 2 K ¼

S N
i¼ 1 K i .  M o r e s p e ci fi c all y, l et

C b e a  p o siti v e c o n st a nt.  W e s et b
ðj Þ
i ¼ C , i 2 K j , b

ðj Þ
i ¼ C ,

i 2 K n K j , z e r o, ot h e r wi s e.
A s s u mi n g t h at all x ðjÞ a r e b o u n d e d b y ½ C;  C , t h e l a st

s c al a r  m a p x ðN Þ i s t h e n o bt ai n e d a s f oll o w s:

x
ðN Þ
i ¼ C m a x

1 j ðN 1 Þ
f x

ðj Þ
i g : (1 9 )

Fi n all y, f o r e a c h j : 1 j N , t h e s e g m e nt ati o n y ðj Þ (i. e., a
bi n a r y i m a g e) i s  p e rf o r m e d b y

y ðjÞ ¼
\

p ¼ 1 ;...; N
p 6 ¼j

ð x ðjÞ > x ðp Þ Þ ; (2 0 )

Fi g. 2.  S ol uti o n x i (f or i ¼ 7 ) i n t er m s of it s l o c al n ei g h b or h o o d n o d e s.
T h e gr a y cir cl e ill u str at e s t h e p oi nt s u s e d t o c o m p ut e t h e diff er e nti al
c o or di n at e d j at n o d e j ¼ 1 1 .
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w h e r e t h e s y m b ol > i s c o m p ut e d f o r all  pi x el s of t h e i m a g e.
Si mil arl y, f or t h e h a r d c o n st r ai n e d  m ulti pl e s e g m e nt ati o n,

t h e f oll o wi n g s et of s p ar s e li n e ar s y st e m s  m u st b e s ol v e d:

R T R þ L 2
U x

ðjÞ
U ¼ R T L S þ L T

U R T x
ðjÞ
S : (2 1 )

E q. ( 2 1)  d e ri v e s f r o m t h e bi n a r y c a s e a s i n  E q. ( 1 5).  M o r e-
o v e r,  m at ri c e s i n v ol v e d i n  E q. ( 2 1) o nl y r e q ui r e h a n dli n g
t h e f ull li st of t h e s e e d e d  pi x el s, i. e., n o n e of t h e  p a rti c ul a r
s et s of t h e  u s e r- p r e s c ri b e d s e e d s K j a r e  n e c e s s a r y t o  d et e r-
mi n e t h e l eft- h a n d  m at ri x i n  E q. ( 2 1).  T h e i n di vi d u al s et s of
s e e d s K j a r e l at e r i m p o s e d i nt o x

ðjÞ
S , b y s etti n g x S

ðj Þ
i ¼ C ,

i 2 K j , x S
ðj Þ
i ¼ C , i 2 K n K j , z e r o, ot h e r wi s e ( s e e Fi g. 3).

Fi n all y, t o c o m p ut e t h e l a st s c al a r  m a p pi n g x ðN Þ a s  w ell a s
t h e o ut p ut s y ðjÞ ,  w e  p r o c e e d si mil a rl y t o t h e s oft c a s e.

3. 4. 4  S e e di n g  Fl e xi bilit y a n d  A d a pt a bilit y

I n Fi g. 4,  w e ill u str at e t h e r o b u st n e s s of t h e  L a pl a ci a n  C o o r di-
n at e s i n  p r o d u ci n g  diff e r e nt s e g m e nt ati o n s j u st b y  m ar ki n g
di sti n ct o bj e ct s i n t h e i m a g e. Fr o m t h e t hr e e i n p ut c o n fi g u r a-
ti o n s i n Fi g. 4 (l eft,  mi d dl e a n d ri g ht c ol u m n s),  m ulti pl e t ar-
g et s c a n b e a c c ur at el y s e g m e nt e d b y si m pl y s e e di n g t h e m
f r o m b ot h s oft a n d h ar d  L C  m o d el s.

4 L A P L A CI A N C O O R DI N A T E S S U P E R PI X E L

S E G M E N T A TI O N

W e al s o i nt r o d u c e a s u p e r pi x el v e r si o n of  L a pl a ci a n  C o o r di-
n at e s  d e si g n e d t o o p e r at e o n l a r g e  di git al i m a g e s.  A s t h e
m at ri c e s i n  E q s. ( 9) a n d ( 1 5) a r e f ai rl y s p a r s e, t h e  L C- b a s e d

m o d el s  p e rf o r m t h e s e g m e nt ati o n at i nt e r a cti v e r at e s  w h e n
h a n dli n g i m a g e s of  m o d e r at e si z e ( 2 s e c o n d s f o r 6 0 0
6 0 0 i m a g e s).  H o w e v e r, t h e c o m p ut ati o n al ti m e c a n g r o w f o r
l a r g e i m a g e s.  T o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al b u r d e n  w h e n
d e ali n g  wit h l a r g e i m a g e s,  w e h a v e a d a pt e d t h e  L a pl a ci a n
C o o r di n at e s f r a m e w o r k t o  d e al  wit h s u p e r pi x el  d o m ai n s.
T h e S u per pi xel L a pl a ci a n  C o or di n ates ( S P L C)  p e rf o r m s s e g-
m e nt ati o n s at i nt e r a cti v e f r a m e r at e s  w hil e  p r o vi di n g c o m-
p etiti v e r e s ult s a s t o s e g m e nt ati o n q u alit y a n d a c c u r a c y
w h e n c o m p a r e d a g ai n st t h e r e g ul a r  pi x el- b a s e d v e r si o n.

I n t h e f oll o wi n g,  w e  d et ail t h e b a si c st e p s of t h e  p r o p o s e d
S P L C s e g m e nt ati o n a p p r o a c h.

4. 1  S u p er pi x el I niti ali z ati o n

T h e r e a r e s e v e r al a p p r o a c h e s t o c r e at e a n i niti al s u p e r pi x el
r e p r e s e nt ati o n of a n i m a g e.  T h o s e a p p r o a c h e s v a r y c o n si d-
e r a bl y a s t o t h e cl u st e ri n g r ul e s, i m a g e  d e s c ri pt o r s, s h a p e
a n al y si s, a m o n g ot h e r f a ct o r s. I n o u r a p p r o a c h,  w e  u s e S LI C
s u p e r pi x el s [ 1 1 1], b e c a u s e it i s b r o a dl y  u s e d a n d it h a s b e e n
p r o v e d t o b e v e r y eff e cti v e i n  p r a cti c e.

S u p er pi x el s a r e  m ar k e d a s b ac k gr o u n d o r f ore gr o u n d
d e p e n di n g o n t h e  u n d erl yi n g l a b eli n g of t h eir  pi x el s.  A si m pl e

Fi g. 3.  T h e u s e of  E q. ( 2 1) f or  m ulti pl e s e g m e nt ati o n.  Fir st t o f o urt h r o w s:
m ulti pl e s e e d s ar e s k et c h e d a s c ol or e d str o k e s, fr o m  w hi c h L a pl a ci a n
C o or di n at e s pr o d u c e s t h e s e g m e nt e d r e gi o n s.  B ott o m r o w: t h e fi v e c o m-
p ut e d s ol uti o n s x ðj Þ t h at gi v e ri s e t o t h e  m ulti pl e p artiti o n s y ðj Þ m er g e d i n
t h e  w o m a n’ s s e g m e nt ati o n.

Fi g. 4.  S el e cti n g diff er e nt t ar g et s b y e x pl oiti n g t h e s e e di n g fl e xi bilit y of L a p-
l a ci a n  C o or di n at e s.  O d d r o w s:  m ulti pl e  m ar ki n g s ar e gi v e n a s i n p ut t o t h e
s oft ( fir st e x a m pl e) a n d h ar d ( mi d dl e a n d b ott o m e x a m pl e s) L C  m o d aliti e s.
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v oti n g s c he me i s  u s e d t o l a b el a s u p er pi x el, t h at i s, if t h e n u m-
b er of  pi x el s l a b el e d a s b a c k gr o u n d i s g r e at er t h a n t h e n u m b er
of  pi x el s  m a r k e d a s f or e gr o u n d, t h e s u p er pi x el i s l a b el e d a s
b a c k gr o u n d, a n d vi c e v er s a. If a s u p e r pi x el  d o e s n ot c o nt ai n
a n y l a b el e d  pi x el, t h e n it i s s et a s u n k n o w n .

4. 2  S P L C  Af fi nit y  Gr a p h  S et u p

O n c e t h e s e e d s a r e gi v e n,  w e a p pl y t h e  diff e r e nti al o p e r a-
t o r ( 7) t o t h e s u p e r pi x el  d o m ai n, a s ill u st r at e d i n Fi g. 5. I n
c o nt r a st t o t h e  pi x el- b a s e d  m o d alit y, t h e n u m b e r of n ei g h-
b o r s N ðiÞ i n t h e S P L C v a ri e s b e y o n d 4 o r 8 n ei g h b o r s. I n o u r
a p p r o a c h,  w e c o n si d e r t h at t w o s u p e r pi x el s i a n d j a r e a dj a-
c e nt if at l e a st o n e  pi x el i n i h a s a  pi x el of j i n it s 4- c o n n e ct e d
n ei g h b o r h o o d ( e. g., s e e s u p e r pi x el s i n Fi g. 5).

T h e  w ei g ht f u n cti o n w i j u s e d i n S P L C al s o  diff e r s f r o m
t h e  pi x el- b a s e d a p p r o a c h.  W hil e i n t h e  pi x el- b a s e d  L C t h e
w ei g ht  d e p e n d s o nl y o n t h e  pi x el c ol o r att ri b ut e s, i n t h e
s u p e r pi x el f o r m ul ati o n,  w e t a k e i nt o a c c o u nt b ot h t h e i m a g e
c ol o r s ( a s a fe at ure ve ct or) a n d t h e g e o m et ri c  d at a, gi v e n b y
t h e  di st a n c e b et w e e n t h e c e nt r oi d s of t h e s u p e r pi x el s.  A s a
r e s ult, a s s u mi n g t h at  w e h a v e c o m p ut e d t h e f e at u r e v e ct o r s
f i a n d f j , a s  w ell a s t h e c e nt r oi d s c i a n d c j of t w o a dj a c e nt
s u p e r pi x el s i a n d j , t h e  w ei g ht w i j a s si g n e d t o t h e e d g e ði; jÞ
i s c o m p ut e d a s f oll o w s:

w i j ¼ e x p b f k f i f j k 1 e x p b d k c i c j k 2 ; (2 2 )

w h e r e  w e  fi n d b d o v e r a r a n g e ½p; p þ D . . .q u si n g a si m pl e
w ei g ht- diff er e n c e h e uri sti c ( s e e t h e S u p pl e m e nt ar y  M at e ri al -
A p p e n di x  C, a v ail a bl e o nli n e). I n o ur e x p eri m e nt s,  w e s et
b f ¼ 8 8 , p ¼ 0 :1 , q ¼ 0 :5 , a n d D ¼ 0 :0 1 . F o r c ol or i m a g e s,  w e
s et a s f e at u r e v e ct or f i ¼ R i ; G i; B i i n  E q. ( 2 2),  w h er e R i , G i

a n d B i a r e t h e a rit h m eti c  m e a n f or e a c h c ol or c h a n n el Re d
(R i ), Gree n (G i ) a n d Bl ue (B i ) of t h e  pi x el s  wit hi n s u p er pi x el i.

4. 3  S P L C  S e g m e nt ati o n

I n t h e l a st st e p of t h e S P L C,  w e  mi ni mi z e o n e of t h e  L C
E n e r gi e s: s oft, E s ð x Þ ( 8), o r  h a r d, E h ðx Þ ( 1 4), b ut a s s u mi n g a s
i n p ut t h e af fi nit y g r a p h r e s ulti n g f r o m t h e s u p e r pi x el
m o d el. I n eit h e r c a s e, t h e li n e a r s y st e m t o b e s ol v e d i s s p a r s e
wit h t h e n u m b e r of r o w s a n d c ol u m n s gi v e n b y t h e n u m b e r
of n o d e s i n t h e i n p ut g r a p h ( s e e  E q s. ( 9)-( 1 5)).

Aft e r s ol vi n g t h e li n e a r s y st e m c o r r e s p o n di n g t o t h e c h o-
s e n e n e r g y  m o d el (i. e., s oft o r h a r d), t h e f o r e g r o u n d s u p e r-
pi x el s a r e a s si g n e d b y  u si n g  Ot s u’ s t h r e s h ol di n g, t h e r e b y

p r o d u ci n g a s o ut p ut t h e s o u g ht s e g m e nt ati o n of t h e i m a g e
( s e e Fi g. 1 d f o r a n ill u st r ati o n).

5 R E S U L T S  A N D E V A L U A TI O N S

I n t hi s s e cti o n,  w e  p r o vi d e a c o m pr e h e n si v e e x p eri m e nt al
e v al u ati o n of t h e  p r o p o s e d  L C a n d S P L C  m et h o d s i n t h e h a r d
m o d e, r ef e r r e d  h e r e a s  L C H a n d S P L C H, r e s p e cti v el y.
W e t h e n c o m p a r e t h e  L C H a n d S P L C H a g ai n st ni n e  w ell-
e st a bli s h e d g r a p h- b a s e d a p p r o a c h e s f o r s e e d e d i m a g e
s e g m e nt ati o n, n a m el y G r o w C ut s ( G R O) [ 7 6], O n e C ut
( O N E) [ 6 3],  P o w er  W at er s h e d ( P W S) [ 4 0],  M a xi m u m S p a n-
ni n g F or e st  wit h  K r u s k al’ s al g o rit h m ( M S F K) [ 2 3], [ 4 0], I m a g e
F o r e sti n g  Tr a n sf or m  wit h S u b- pi x el  P r e ci si o n (I F T S) [ 8 6],
R a n d o m  W al k e r ( R W) [ 2 1],  N or m ali z e d  R a n d o m  W al k e r
( N R W) [ 7 4],  N o r m ali z e d  L a z y  R a n d o m  W al k e r ( N L R W) [ 4 8],
a n d t h e  p ri or  L a pl a ci a n  C o o r di n at e s ( L C)  m et h o d [ 2 4].  W e
u s e  p u bli cl y a v ail a bl e i m pl e m e nt ati o n s of t h o s e  m et h o d s
wit h  d ef a ult  p ar a m et er s o r t u n e d a c c or di n g t o  w h at i s
r e p o rt e d i n t h e c orr e s p o n di n g  p a p er s. F o r t h e S LI C  p ar a m e-
t er s i n S P L C H,  w e  u s e c o m p a ct ness 1 0, s u p e r pi x el si z e 1 0 0 a n d
c e nt er s i niti ali z e d i n a h e x a g o n  di stri b uti o n.

5. 1  M etri c s a n d  D at a s et s

I n or d e r t o q u a ntit ati v el y a s s e s s t h e s e g m e nt ati o n r e s ult s,  w e
c o m p a r e t h e q u alit y of t h e s e g m e nt e d o bj e ct s i n t er m s of
o bj e ct /r e gi o n  d et e cti o n a s  w ell a s t h e a c c ur a c y i n  p r e s e r vi n g
t h e g r o u n d-t r ut h b o u n d ari e s. F or t h at,  w e g et a n u m b e r of
w ell- k n o w n  m et ri c s, n a m el y:  R a n d I n d e x ( R I ) [ 1 1 2],  V ari ati o n
of I nf or m ati o n ( V o I ) [ 1 1 3],  B o u n d ar y  Di s pl a c e m e nt  E rr o r
(B D E ) [ 1 1 4],  Di c e  C o ef fi ci e nt (Di c e ) [ 4 0], F- S c or e [ 1 1 5], a n d
P r e ci si o n R e c all c ur v e s [ 1 1 5].  W e  p erf or m e d a b att er y of
e x p eri m e nt s e m pl o yi n g t h e s e  m et ri c s t o a s s e s s t h e s e g m e nt a-
ti o n r e s ult s i n t w o  wi d el y  u s e d b e n c h m ar k s i n t h e c o nt e xt of
s e e d- b a s e d i m a g e s e g m e nt ati o n: t h e  G r a b c ut  Mi cr o s oft
R e s e ar c h ( M S R C)  d at a s et [ 3 0], a n d t h e  B S D  d at a s et [ 1 1 6].  B ot h
b e n c h m ar k  d at a s et s a r e  p u bli cl y a v ail a bl e f or n o n- c o m m er-
ci al  p ur p o s e s.  M S R C  d at a s et c o nt ai n s 5 0 r e al- w o rl d i m a g e s
wit h c or r e s p o n di n g gr o u n d-tr ut h s e g m e nt ati o n s ( o bt ai n e d b y
m a n u al h u m a n l a b eli n g) a n d s e e d e d  m a p s  m ar ki n g t h e f or e-
gr o u n d a n d b a c k gr o u n d r e gi o n s of t h e i m a g e s.  B S D  d at a b a s e
c o nt ai n s a l ar g e r n u m b e r of s e g m e nt e d i m a g e s ( 9 6 r e al- w orl d
s c e n e s) c oll e ct e d f r o m t h e  B er k el e y S e g m e nt ati o n  d at a s et
[ 1 1 7],  m o st of t h e m b e ari n g  p att e r n s t h at  m a k e t h e s e g m e nt a-
ti o n a h ar d er t a s k, a s f or e x a m pl e t h e  p r e s e n c e of t e xt u r e s,
cl utt eri n g a n d  diff e r e nt t y p e s of li g hti n g c o n diti o n s.

T o g o f u rt h e r i n o u r a n al y si s,  w e al s o  m a k e  u s e of t w o
v a ri a nt s of t h e  M S R C  wit h v e r y s p a r s el y s e e d e d i m a g e s, a s
d e s c ri b e d b y  A n d r a d e  &  C a r r e r a [ 1 1 8].  T h e s e s et s of s c ri b-
bl e s, n a m el y h e r e a s S 1 a n d S 2, all o w  u s t o b ett e r c h e c k t h e
l e v el of a s s e rti v e n e s s of t h e  m et h o d s i n c e rt ai n  p r a g m ati c
s c e n a ri o s  w h e r e o nl y a li mit e d a m o u nt of s e e d s a r e a v ail-
a bl e f o r  u s e. Fi n all y,  w e al s o c o m p ut e t h e ti m e  p e rf o r m a n c e
of S P L C H o n t h e I N RI A  H oli d a y s [ 1 1 9]  d at a s et,  w hi c h c o n-
t ai n s 5 0 0 i m a g e g r o u p s of l a r g e si z e  p h ot o s.

5. 2  T h e  Cl a s si c  M S R C  B e n c h m ar k

W e st a rt o u r e x p e ri m e nt al a n al y si s b y b uil di n g  T a bl e 1  wit h
s o m e st ati sti c s s u c h a s me di a n , me a n a n d st a n d ar d de vi ati o n
f o r t h e  m et ri c s  RI,  V oI,  B D E a n d  Di c e c o ef fi ci e nt  w h e n
a p pli e d t o a s s e s s t h e s e g m e nt ati o n s of t h e i m a g e s i n t h e

Fi g. 5.  S u p er pi x el gr a p h r e pr e s e nt ati o n. ( L eft)  A s u p er pi x el p artiti o n of
t h e i m a g e. ( Ri g ht)  Diff er e nti al o p er at or d i e v al u at e d at n o d e i ¼ 5 .

2 6 7 2 I E E E  T R A N S A C TI O N S  O N  P A T T E R N  A N A L Y SI S  A N D  M A C HI N E I N T E L LI G E N C E,  V O L. 4 3,  N O. 8,  A U G U S T 2 0 2 1

A ut h ori z e d li c e n s e d u s e li mit e d t o: Br o w n U ni v er sit y. D o w nl o a d e d o n S e pt e m b er 0 6, 2 0 2 1 at 1 5: 3 5: 1 5 U T C fr o m I E E E X pl or e.  R e stri cti o n s a p pl y.  



MSRC dataset. From the collected statistics, one can see that
both Laplacian Coordinates approaches in the hard ver-
sions, LCH and SPLCH, outperform existing competitors in
almost all the quality measurements, mainly regarding the
median and mean scores. In fact, for these particular sum-
maries, LCH and SPLCH obtain either the best or the sec-
ond best scores in all numerical verifications.

The Precision-Recall curves plotted in Fig. 6a endorses
the previous claim, but now assessing how well a certain
segmentation method behaves in terms of boundary fitting
capability. Here, the higher the Precision and Recall, the bet-
ter the method’s performance. A composite index that bal-
ances the Precision and Recall is the F-score, whose values
are exposed in Fig. 6b. LCH, SPLCH, and GRO are the
methods that produce higher F-scores in all the four evalu-
ated scenarios.

5.3 MSRC Benchmark With Sparse Seed Maps

A. S1 Seed Set
We also performed a deeper and more comprehensive

evaluation of the segmentation techniques when they
take as input sets of sparsely seeded annotations. Table 2
summarizes the comparative analysis when using the
sparsely seeded of MSRC called S1 set [118]. By analyz-
ing the tabulated scores, one may conclude that LCH
and SPLCH lead to better accuracies for the mean and
median calculations for most of the validation metrics,
attesting their efficiency when handling images with a
small portion of annotated pixels. They also yield the
best scores, being followed by NLRW and NRW, when
one computes boundary adherence criteria, as shown in
the Precision-Recall curves in Fig. 7a and F-score compu-
tations in Fig. 7b.

TABLE 1
RI, VoI, BDE and Dice Scores Obtained from the Original MSRC Dataset for Each Segmentation Method

Values in bold indicate the best scores while the red ones indicate the second best.

Fig. 6. Quantitative evaluation concerning the boundary-based metrics Recall, Precision and F-measure score over different neighborhood radius
R [115] for the MSRC dataset with usual seeds.

TABLE 2
RI, VoI, BDE and Dice Scores Obtained from the MSRCWith the S1 Seed Set for Each Segmentation Method

Values in bold indicate the best scores while the red ones indicate the second best.
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B. S2 Seed Set
Table 3 and Fig. 8 show another comparison involving

the 50 MSRC images, but on a different set of sparse seeds,
the S2 set, as previously described in [118]. The proposed
LCH and SPLCH approaches surpass other image segmen-
tation methods acquiring higher average and lower std val-
ues. For the median, the One Cut algorithm performs better
than others in three assessments, however, one may note
that LCH and SPLCH give rise to the second-best scores
for these particular cases. Considering the boundary preser-
vation criteria, the LCH and SPLCH clearly overcome all
the nine competitors, specially the LCH, as one can see by
the F-Score values exposed in Fig. 8b.

5.4 The BSD Benchmark

5.4.1 Quantitative Assessments

Table 4 shows RI, VoI, BDE, Dice of the eleven analyzed
techniques when applied to the classic BSD data set [116].
Notice that the new proposed methods, LCH and SPLCH,
resulted in the best mean and std scores for most of the
quality metrics. Regarding the median, LCH yields the
higher scores, while the SPLCH turns out to be very com-
petitive with the recently released image segmentation
methods NRW and NLRW. Similarly, the Recall-Precision
curves and the F-score chart displayed in Fig. 9 also empha-
size the suitable performance of our LC Hard-based frame-
works, but in the sense of quality boundary metrics as well.

Fig. 7. Quantitative evaluation concerning the boundary-based metrics Recall, Precision and F-measure score over different neighborhood radius
R [115] for the MSRC with the S1 seed set.

TABLE 3
RI, VoI, BDE and Dice Scores Obtained from the MSRCWith the S2 Seed Set for Each Segmentation Method

Values in bold indicate the best scores while the red ones indicate the second best.

Fig. 8. Quantitative evaluation concerning the boundary-based metrics Recall, Precision and F-measure score over different neighborhood radius
R [115] for the MSRC with the S2 seed set.
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5. 4. 2  Q u alit ati v e  R e s ult s

T o f u rt h e r e x a mi n e t h e  p e rf o r m a n c e of t h e st at e- of-t h e- a rt
m et h o d s i n a n ot h e r li g ht o n t h e  B D S  d at a s et,  w e  d e pi ct i n
Fi g. 1 0 t h e s e g m e nt ati o n o bt ai n e d b y t h e t e c h ni q u e s f o r ni n e
s a m pl e i m a g e s.  O v e r all,  m a n y of t h e  m et h o d s  p r o d u c e si mi-
l a r r e s ult s, b ut t h e r e a r e n u a n c e s t h at  d e s e r v e t o b e
hi g hli g ht e d. F o r i n st a n c e, i n t h e c h u r c h i m a g e,  O N E,  R W,
L C,  L C H, a n d S P L C H  p r o d u c e d t h e b e st r e s ult s.  W h e n c o m-
p a ri n g t h e r e s ult of  N L R a n d  N L R W i n t h e st a r fi s h  pi ct u r e
a g ai n st ot h e r  m et h o d s, o n e c a n n oti c e t h at t h e t h r e e t e c h ni-
q u e s  p r o d u c e g o o d r e s ult s, b ut sli g htl y  w o r s e t h a n  L C H
a n d S P L C H.  C o m p a ri n g t h e r e s ult s of  p r o p o s e d a p p r o a c h e s
i n t h e r e m ai ni n g i m a g e s, o n e c a n cl e a rl y n oti c e t h at  L C a n d
S P L C  d eli v e r  m o r e a c c u r at e o ut p ut s, gi vi n g ri s e t o b e st c o n-
t o u r a d h e r e n c e a n d f ull o bj e ct s e g m e nt ati o n.

5. 5  S e e d  Q u a ntit y a n d  Pl a c e m e nt I n v ari a n c e

W e al s o e v al u at e t h e s e n siti vit y of  L C H a n d S P L C H a s t o s e e d
q u a ntit y a n d s e e d  pl a c e m e nt, f oll o wi n g t h e  p r ot o c ol gi v e n
i n [ 2 5], [ 4 5], [ 1 2 0].  M or e  p r e ci s el y,  w e  fi r st t a k e a s b e n c h m ar k
t h e s e g m e nt ati o n s f r o m t h e o ri gi n al t ri m a p s a s  p r o vi d e d b y
t h e  M S R C  d at a s et. Fr o m t h e i n p ut t ri m a p s, s e e d s a r e r a n-
d o ml y c h o s e n f r o m 5 0 t o 1  p er c e nt of t ot al s e e d s.  T h e s e g m e n-
t ati o n s ar e t h e n c o m p ut e d f r o m t h e “ p e rt ur b e d ” s e e d s a n d
c o m p a r e d a g ai n st t h e g r o u n d-t r ut h.  T h e n or m ali z e d o v e rl a p

m e a s ur e a 0 ¼ F 1 \ F 2
F 1 [ F 2

i s a p pli e d t o c h e c k t h e a m o u nt of o v er-

l a p b et w e e n t h e c o m p ut e d a n d g r o u n d-t r ut h s e g m e nt ati o n s,
w h e r e F 1 a n d F 2 a c c o u nt f o r t h e s et of  pi x el s l a b el e d a s f or e-
g r o u n d i n t h e t w o s e g m e nt ati o n s [ 4 5].

T a bl e 5  p r e s e nt s t h e n or m ali z e d o v erl a p a v e r a g e s  w h e n t h e
a m o u nt of s e e d s i s r e d u c e d t o 5 0, 3 0, 1 0 a n d 1  p er c e nt of t ot al
i n p ut s e e d s.  N oti c e t h at f or r e d u cti o n s of 5 0 a n d 3 0  p er c e nt,
t h e  m et h o d s  p r o d u c e si mil ar r e s ult s.  H o w e v e r,  w h e n t h e
n u m b er of s e e d s i s  dr o p p e d t o 1 0 a n d 1  p er c e nt, b ot h  L C H
a n d S P L C H a p p r o a c h e s  p r o d u c e c o n si d e r a bl y b ett er r e s ult s,
t h u s b ei n g l e s s  d e p e n d e nt o n  u s e r-i n p ut s t h a n ot h e r  m et h o d s.

5. 6  S u p er pi x el  L a pl a ci a n  C o or di n at e s Hi g h-
R e s ol uti o n I m a g e s

W e al s o att e st e d t h e  p e rf o r m a n c e of t h e s u p e r pi x el v e r si o n
of t h e  L C  m et h o d f o r l a r g e si z e i m a g e s.  W e  u s e a s b e n c h-
m a r k t h e I N RI A  H oli d a y s  d at a s et [ 1 1 9], 2 w hi c h i s f o r m e d
b y s e v e r al hi g h- r e s ol uti o n  p h ot o s c o v e ri n g b ot h n at u r al a n d
m a n- m a d e s c e n e s. Fi g. 1 1 s h o w s t h e a c c u r a c y of S P L C H f o r
diff e r e nt c h oi c e s of s u p e r pi x el si z e s i n si x of t h e s e i m a g e s.
I n o u r t e st s,  w e n oti c e d t h at s ati sf a ct o r y r e s ult s a r e o bt ai n e d
f o r s u p e r pi x el si z e s r a n gi n g f r o m 1 0 0 t o 6 0 0.

T h e  m ai n a d v a nt a g e of t h e S P L C H i s t h at t h e s e g m e nt ati o n
c a n b e  d o n e at i nt er a cti v e r at e s. Fi g. 1 2  p r e s e nt s t h e ti mi n g s of
t h e  m ai n st e p s of t h e S P L C H  w h e n a p pli e d t o s e g m e nt i m a g e s
fr o m t h e I N RI A  d at a s et.  O ur a p p r o a c h t o o k l e s s t h a n 1 s e c o n d
t o s e g m e nt a n i m a g e of si z e 1 6 0 0 1 2 0 0 , a n d a r o u n d 1 s e c o n d
f o r i m a g e s  wit h si z e 2 0 4 8 1 5 3 6 . F or i m a g e s  wit h r e s ol uti o n
a s l ar g e a s 2 5 6 0 1 9 2 0 , o u r a p pr o a c h t o o k a p pr o xi m at el y 1. 5
s e c o n d s a n d, i n t h e s c e n a ri o  wit h s u p e r pi x el si z e of 1 0 0  pi x el s,
t h e  m et h o d t o o k ar o u n d 2. 3 s e c o n d s t o s e g m e nt t h e i m a g e
c o m pl et el y.

T A B L E 4
RI,  V oI,  B D E a n d  Di c e  S c or e s  O bt ai n e d fr o m t h e  B S D  D at a s et f or  E a c h  S e g m e nt ati o n  M et h o d

V al ues i n b ol d i n di c ate t he best s c ores  w hile t he re d o nes i n di c ate t he se c o n d best.

Fi g. 9.  Q u a ntit ati v e e v al u ati o n c o n c er ni n g t h e b o u n d ar y- b a s e d  m etri c s  R e c all,  Pr e ci si o n a n d  F- s c or e o v er diff er e nt n ei g h b or h o o d r a di u s R [ 1 1 5] f or
t h e  B S D d at a s et.

2. P u bli cl y a v ail a bl e at htt p: / /l e a r.i n ri al p e s.f r / ~j e g o u / d at a. p h p

C A S A C A  E T  A L.: L A P L A CI A N  C O O R DI N A T E S:  T H E O R Y  A N D  M E T H O D S  F O R  S E E D E D I M A G E  S E G M E N T A TI O N 2 6 7 5
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An important aspect that one may take into consider-
ation from Fig. 12 is that the SLIC pre-partitioner [111] is the
most time-consuming task of our pipeline and it is not tied
to the size of superpixel, but rather to the image resolution.
In future versions, other superpixel pre-clusterizers can be
used, including hardware-accelerated implementations as

well. Finally, it is worth mentioning that, in our prototype,
the computation of Superpixel Graph, Features and the System
Setup has not been optimized to support parallelism, a feasi-
ble architecture which could turn the implementation even
faster in practice, and no effective computational gain was
found between the pixel and superpixel versions for images

Fig. 10. From top to bottom: sample images + scribbles from BSD dataset, and the outputs produced by each method.
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with small and moderate sizes. We ran our tests on a Mac-
Book Pro Intel Core i7 Quad Core with 2.2 GHz and 16 GB
of RAM. Our superpixel prototype was implemented in C+
+ using the Qt framework with the Eigen Library to solve
the linear system, and OpenCV for image routines.

6 CONCLUSION

In this paper we propose Laplacian Coordinates, a quadratic
energy minimization framework which combines simplicity,
uniqueness of solution and accuracy into a new seeded image
segmentation approach. Our formulation enables freely man-
aging the seeds as both soft or hard constraints into the opti-
mization problem so that the minimizer lies in the solution of
a sparse system of linear equations, making the technique
mathematically concise and simpler to be coded and run.
Moreover, its solution is not prone to be trapped in local min-
ima, on the contrary, it is guaranteed to be globally optimal,

Fig. 11. From top to bottom: Six seeded high-resolution images from the INRIA dataset, ground-truth images, and SPLCH segmentations for super-
pixels of size 100, 300, and 600, respectively.

TABLE 5
Sensitivity of the Segmentation Methods w.r.t. Seed Quantity
and Seed Placement When Measured by the Average of a0

Overlap Measure

The percentages regulate the quantity of seeds used to produce the segmenta-
tions by the methods. Values in bold indicate the best scores while the red ones
indicate the second best.

Fig. 12. Time measurements (on average) of the main steps of the Superpixel Laplacian Coordinates.
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a n i m p ort a nt t r ait n ot al w a y s  p r e s e nt i n  m a n y ot h e r i m a g e
s e g m e nt ati o n  m et h o d s.  W e al s o e xt e n d t h e h ar d v er si o n of
L a pl a ci a n  C o or di n at e s t o  p erf or m s u p e r pi x el s e g m e nt ati o n
o n hi g h- r e s ol uti o n i m a g e s at i nt er a cti v e r at e s,  w hi c h i s
a n ot h e r i s s u e n ot al w a y s c o nf r o nt e d b y s e v er al i nt er a cti v e
s e g m e nt ati o n  m et h o d s i n  p r a cti c e.  O ur e n e r g y  m o d el  mi ni-
mi z e s t h e a v e r a g e of  di st a n c e s b et w e e n i m a g e n o d e s i n st e a d
of t h e  p ai r wi s e n o d e s a s ot h e r e xi sti n g  m et h o d s,  w hi c h  w a s
f o u n d e x p eri m e nt all y t o h a v e hi g h c o nt o ur a d h e r e n c e a n d
f ull o bj e ct s e g m e nt ati o n.

W e att e st e d t h e  p erf or m a n c e of o u r f r a m e w o r k a g ai n st
s e v er al st at e- of-t h e- a rt  m et h o d s, f r o m  w ell- e st a bli s h e d b e n c h-
m ar k s a n d q u a ntit ati v e  m e a s ur e s s y st e m ati c all y  u s e d i n t h e
i m a g e s e g m e nt ati o n  fi el d.  T h e t e c h ni q u e r e m ai n s st a bl e a n d
q uit e a s s e rti v e f o r a g r e at v ari et y of s e e d s et s, i n cl u di n g v er y
p o p ul ar  d at a s et s.  All t h o s e  p r o p e rti e s r e n d e r  L a pl a ci a n  C o or-
di n at e s a  u s ef ul a n d c o m p elli n g g r a p h cl u st eri n g f r a m e w or k
t o s e g m e nt i m a g e s i nt er a cti v el y.

A C K N O W L E D G M E N T S

T h e a ut h o r s a c k n o wl e d g e t h e  C e nt e r f o r  M at h e m ati c al S ci-
e n c e s  A p pli e d t o I n d u st r y ( C e M E AI- F A P E S P, g r a nt # 2 0 1 3 /
0 7 3 7 5- 0), S ~a o  P a ul o  R e s e a r c h F o u n d ati o n ( F A P E S P, g r a nt
# 2 0 1 4 / 1 6 8 5 7- 0),  N ati o n al  C o u n cil f o r S ci e nti fi c a n d  T e c h n o-
l o gi c al  D e v el o p m e nt ( C N P q, g r a nt # 2 0 1 6 / 0 4 3 9 1- 2), a n d
C A P E S- B r a sil ( Fi n a n c e  C o d e 0 0 1) f o r  p r o vi di n g r e s o u r c e s
t h at c o nt ri b ut e d g r e atl y t o t hi s r e s e a r c h.
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ti v e e v al u ati o n of i m a g e s e g m e nt ati o n al g o rit h m s, ” I E E E  Tr a ns.
P atter n  A n al.  M a c h. I ntell. , v ol. 2 9, n o. 6,  p p. 9 2 9 – 9 4 4, J u n. 2 0 0 7.

[ 1 1 3]  M.  M eli v a, “ C o m p a ri n g cl u st e ri n g s:  A n a xi o m ati c vi e w, ” i n Pr o c.
I nt.  C o nf.  M a c h. Le ar n., 2 0 0 5,  p p. 5 7 7 – 5 8 4.

[ 1 1 4]  R.  U n ni k ri s h n a n,  C.  P a nt of a r u, a n d  M.  H e b e rt, “ A  m e a s u r e f o r
o bj e cti v e e v al u ati o n of i m a g e s e g m e nt ati o n al g o rit h m s, ” i n Pr o c.
I E E E  C o m p ut. S o c.  C o nf.  C o m p ut.  Vis.  P atter n  Re c o g nit.  W or ks h o ps,
2 0 0 5,  p p. 3 4 – 3 9.

[ 1 1 5] F. J.  E st r a d a a n d  A.  D. J e p s o n, “ B e n c h m ar ki n g i m a g e s e g m e nt ati o n
al g orit h m s, ” I nt. J.  C o m p ut.  Vis., v ol. 8 5, n o. 2, p p. 1 6 7 – 1 8 1, 2 0 0 9.

[ 1 1 6]  K.  M c G ui n n e s s a n d  N.  E.  O’ C o n n o r, “ A c o m p a r ati v e e v al u ati o n
of i nt e r a cti v e s e g m e nt ati o n al g o rit h m s, ” P atter n  Re c o g nit. ,
v ol. 4 3, n o. 2,  p p. 4 3 4 – 4 4 4, 2 0 1 0.

[ 1 1 7]  P.  A r b ela e z,  M.  M ai r e,  C. F o wl k e s, a n d J.  M ali k, “ C o nt o u r  d et e c-
ti o n a n d hi e r a r c hi c al i m a g e s e g m e nt ati o n, ” I E E E  Tr a ns.  P atter n
A n al.  M a c h. I ntell. , v ol. 3 3, n o. 5,  p p. 8 9 8 – 9 1 6,  M a y 2 0 1 1.

[ 1 1 8] F.  A n d r a d e a n d  E.  V.  C a r r e r a, “ S u p e r vi s e d e v al u ati o n of s e e d-
b a s e d i nt e r a cti v e i m a g e s e g m e nt ati o n al g o rit h m s, ” i n Pr o c. I E E E
S y m p.  C o m p ut. I ntell.  M ulti me di a Si g n al  Vis. , 2 0 1 5,  p p. 1 – 7.

[ 1 1 9]  H. J e g o u,  M.  D o u z e, a n d  C. S c h mi d, “ H a m mi n g e m b e d di n g a n d
w e a k g e o m et r y c o n si st e n c y f o r l a r g e s c al e i m a g e s e a r c h, ” i n
Pr o c.  E ur.  C o nf.  C o m p ut.  Vis. , 2 0 0 8,  p p. 3 0 4 – 3 1 7.

[ 1 2 0]  T.  H.  Ki m,  K.  M.  L e e, a n d S.  U.  L e e, “ N o n p a r a m et ri c hi g h e r-
o r d e r l e a r ni n g f o r i nt e r a cti v e s e g m e nt ati o n, ” i n Pr o c. I E E E  C o nf.
C o m p ut.  Vis.  P atter n  Re c o g nit. , 2 0 1 0,  p p. 3 2 0 1 – 3 2 0 8.

W all a c e  C a s a c a r e c ei v e d t h e  B S c a n d  m a st er’ s
d e gr e e s i n p ur e a n d a p pli e d  m at h e m ati c s fr o m
S ~a o  P a ul o  St at e  U ni v er sit y ( U N E S P),  S ~a o  P a ul o,
Br a zil, i n 2 0 0 8 a n d 2 0 1 0, r e s p e cti v el y, a n d t h e  P h D
d e gr e e i n c o m p ut er s ci e n c e s a n d a p pli e d  m at h e-
m ati c s fr o m t h e  U ni v er sit y of  S ~a o  P a ul o ( U S P),
S ~a o  P a ul o,  Br a zil, i n 2 0 1 4.  A s p art of hi s d o ct or al
st u di e s, h e al s o  w or k e d a s a vi siti n g r e s e ar c h er
wit h  Br o w n  U ni v er sit y, t h e  S c h o ol of  E n gi n e eri n g.
Hi s r e s e ar c h i nt er e st s i n cl u d e i m a g e s e g m e nt ati o n,
i m a g e r e st or ati o n, i m a g e r etri e v al, r e m ot e s e n si n g,

i nf or m ati o n vi s u ali z ati o n, o pti mi z ati o n t e c h ni q u e s, p arti al diff er e nti al e q u a-
ti o n s, a n d n u m eri c al a n al y si s.

J o ~a o  P a ul o  G oi s r e c ei v e d t h e  m at h e m ati c s
d e gr e e fr o m  S ~a o  P a ul o  St at e  U ni v er sit y ( U N E S P),
S ~a o  P a ul o,  Br a zil, i n 2 0 0 1, a n d t h e  M S c a n d  P h D
d e gr e e s i n c o m p ut er s ci e n c e a n d c o m p ut ati o n al
m at h e m ati c s fr o m t h e  U ni v er sit y of  S ~a o  P a ul o
( U S P),  S~a o  P a ul o,  Br a zil, i n 2 0 0 4 a n d 2 0 0 8,
r e s p e cti v el y.  C urr e ntl y, h e i s a s s o ci at e pr of e s s or
wit h t h e  C e nt er of  M at h e m ati c s,  C o m p uti n g, a n d
C o g niti o n,  F e d er al  U ni v er sit y of  A B C,  U F A B C,
Br a zil.  Hi s r e s e ar c h i nt er e st s i n cl u d e i nt er a cti v e
c o m p ut er gr a p hi c s, g e o m etri c  m o d eli n g, a n d c o m-
p ut er a ni m ati o n.

H arl e n  C o st a  B at a g el o r e c ei v e d t h e  B S c d e gr e e
i n c o m p ut er s ci e n c e fr o m t h e  U ni v er sit y of  W e st
S a nt a  C at ari n a,  Br a zil, a n d t h e  M S c a n d  P h D
d e gr e e s i n el e ctri c al e n gi n e eri n g fr o m t h e  St at e
U ni v er sit y of  C a m pi n a s,  U NI C A M P,  C a m pi n a s,
Br a zil.  H e i s c urr e ntl y a pr of e s s or  wit h t h e  F e d er al
U ni v er sit y of  A B C,  U F A B C,  Br a zil.  Hi s r e s e ar c h
i nt er e st s i n cl u d e i nt er a cti v e c o m p ut er gr a p hi c s,
r e alti m e r e n d eri n g, u s er i nt erf a c e, g a m e s, a n d g e o-
m etri c  m o d eli n g.

2 6 8 0 I E E E  T R A N S A C TI O N S  O N  P A T T E R N  A N A L Y SI S  A N D  M A C HI N E I N T E L LI G E N C E,  V O L. 4 3,  N O. 8,  A U G U S T 2 0 2 1

A ut h ori z e d li c e n s e d u s e li mit e d t o: Br o w n U ni v er sit y. D o w nl o a d e d o n S e pt e m b er 0 6, 2 0 2 1 at 1 5: 3 5: 1 5 U T C fr o m I E E E X pl or e.  R e stri cti o n s a p pl y.  
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G a bri el  T a u bi n ( F ell o w, I E E E) i s pr of e s s or of e n gi-
n e eri n g a n d c o m p ut er s ci e n c e  wit h  Br o w n  U ni v er-
sit y. I n 1 9 9 0, h e j oi n e d t h e I B M  R e s e ar c h  Di vi si o n,
w h er e h e h el d v ari o u s p o siti o n s, i n cl u di n g r e s e ar c h
st aff  m e m b er a n d r e s e ar c h  m a n a g er. I n 2 0 0 3, h e
j oi n e d t h e  Br o w n  U ni v er sit y  S c h o ol of  E n gi n e eri n g
a s a n a s s o ci at e pr of e s s or of e n gi n e eri n g a n d c o m-
p ut er s ci e n c e.  D uri n g t h e 2 0 0 0- 2 0 0 1 a c a d e mi c
y e ar, o n s a b b ati c al fr o m I B M, h e  w a s vi siti n g pr o-
f e s s or of el e ctri c al e n gi n e eri n g  wit h t h e  C alif or ni a
I n stit ut e of  T e c h n ol o g y.  D uri n g t h e  S pri n g s e m e s-

t er of 2 0 1 0, o n s a b b ati c al fr o m  Br o w n, h e  w a s vi siti n g a s s o ci at e pr of e s s or
of  m e di a art s a n d s ci e n c e s  wit h  MI T.  H e  w a s t h e e dit or-i n- c hi ef of t h e I E E E
C o m p ut er  Gr a p hi c s a n d  A p pli c ati o n s  M a g a zi n e fr o m 2 0 1 0 t o 2 0 1 3, a n d
h a s s er v e d a s a  m e m b er of t h e e dit ori al b o ar d of t h e G e o m etri c  M o d el s
J o ur n al , a n d a s a s s o ci at e e dit or of t h e I E E E  Tr a n s a cti o n s o n  Vi s u ali z ati o n
a n d  C o m p ut er  Gr a p hi c s .  H e i s al s o a  m e m b er of t h e  F ul bri g ht  S p e ci ali st
R o a st er, a n d a  F ul bri g ht  S p e ci ali st gr a nt e e a n d  w a s n a m e d I B M  m a st er
i n v e nt or.  T h e 3 D g e o m etr y c o m pr e s si o n t e c h n ol o g y t h at h e h a s d e v el o p e d
at I B M  w a s i n c or p or at e d i nt o t h e  M P E G- 4 st a n d ar d, a n d b e c a m e a n i nt e-
gr al p art of I B M pr o d u ct s.

L ui s  G u st a v o  N o n at o ( M e m b er, I E E E) r e c ei v e d
t h e  P h D d e gr e e i n a p pli e d  m at h e m ati c s fr o m t h e
P o ntif ı ci a  U ni v er si d a d e  C atoli c a,  Ri o d e J a n eir o,
Br a zil, i n 1 9 9 8.  H e i s c urr e ntl y a f ull pr of e s s or
wit h t h e I n stit ut e of  M at h e m ati c al a n d  C o m p ut er
S ci e n c e s,  U ni v er sit y of  S ~a o  P a ul o,  S ~a o  C arl o s,
Br a zil.  H e  w a s a vi siti n g pr of e s s or  wit h t h e  C e nt er
f or  D at a  S ci e n c e,  N e w  Y or k  U ni v er sit y,  N e w  Y or k
fr o m 2 0 1 6 t o 2 0 1 8.  Fr o m 2 0 0 8 t o 2 0 1 0, h e  w a s a
vi siti n g s c h ol ar  wit h t h e  S ci e nti fi c  C o m p uti n g a n d
I m a gi n g I n stit ut e,  U ni v er sit y of  Ut a h,  S alt L a k e

Cit y.  B e si d e s h a vi n g s er v e d i n s e v er al pr o gr a m c o m mitt e e s, i n cl u di n g
I E E E  S ci Vi s, I E E E I nf o Vi s, a n d  E ur o Vi s, h e  w a s a s s o ci at e e dit or of t h e
C o m p ut er  Gr a p hi c s  F or u m a n d c urr e ntl y h e i s a s s o ci at e e dit or of t h e
I E E E  Tr a n s a cti o n s o n  Vi s u ali z ati o n a n d  C o m p ut er  Gr a p hi c s.  H e i s al s o
t h e e dit or of t h e  S B M A C  S pri n g er Bri ef s i n A p pli e d  M at h e m ati c s a n d
C o m p ut ati o n al  S ci e n c e s .  Hi s r e s e ar c h i nt er e st s i n cl u d e vi s u ali z ati o n,
vi s u al a n al yti c s,  m a c hi n e l e ar ni n g, a n d d at a s ci e n c e.

" F or  m or e i nf or m ati o n  o n t hi s  or a n y  ot h er c o m p uti n g t o pi c,
pl e a s e vi sit  o ur  Di git al  Li br ar y at w w w. c o m p ut er. or g/ c s dl.

C A S A C A  E T  A L.: L A P L A CI A N  C O O R DI N A T E S:  T H E O R Y  A N D  M E T H O D S  F O R  S E E D E D I M A G E  S E G M E N T A TI O N 2 6 8 1

A ut h ori z e d li c e n s e d u s e li mit e d t o: Br o w n U ni v er sit y. D o w nl o a d e d o n S e pt e m b er 0 6, 2 0 2 1 at 1 5: 3 5: 1 5 U T C fr o m I E E E X pl or e.  R e stri cti o n s a p pl y.  
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