
Ar e   F e d er at e d   Cl o u d   S h ari n g   S y st e m s
S u st ai n a bl e ?: O n   D y n a mi c   S h ari n g

M ar k et s  a n d   T h eir   St a bilit y
R a nj a n   P al , M e m b er, I E E E ,   S u n g- H a n  Li n , M e m b er, I E E E ,   A dit y a   A h uj a, St u d e nt   M e m b er, I E E E ,

N a c hi k et h a s J a g a d e e s a n , M e m b er, I E E E ,   A b hi s h e k   K u m ar , St u d e nt   M e m b er, I E E E ,

a n d  L e a n a   G ol u b c hi k, S e ni or   M e m b er, I E E E

A b str a ct — T h e r e c e nt e m er g e n c e of t h e s m all cl o u d ( S C), b ot h i n c o n c e pt a n d i n pr a cti c e, h a s b e e n dri v e n   m ai nl y b y i s s u e s r el at e d t o

s er vi c e c o st a n d c o m pl e xit y of c o m m er ci al cl o u d pr o vi d er s ( e. g.,   A m a z o n) e m pl o yi n g   m a s si v e d at a c e nt er s.   H o w e v er, t h e r e s o ur c e

i n el a sti cit y pr o bl e m f a c e d b y t h e   S C s d u e t o t h eir r el ati v el y s c ar c e r e s o ur c e s   mi g ht l e a d t o a p ot e nti al d e gr a d ati o n of c u st o m er   Q o S a n d l o s s

of r e v e n u e.   A pr o p o s e d s ol uti o n t o t hi s pr o bl e m r e c o m m e n d s t h e f e d er at e d s h ari n g of r e s o ur c e s b et w e e n c o m p eti n g   S C s t o all e vi at e t h e

r e s o ur c e i n el a sti cit y i s s u e s t h at   mi g ht ari s e.   B a s e d o n t hi s i d e a, a r e c e nt eff ort pr o p o s e d S C- S h ar e , a p erf or m a n c e- dri v e n st ati c   m ar k et

m o d el f or c o m p etiti v e s m all cl o u d e n vir o n m e nt s t h at r e s ult s i n a n ef fi ci e nt   m ar k et e q uili bri u m j oi ntl y o pti mi zi n g c u st o m er   Q o S s ati sf a cti o n

a n d   S C r e v e n u e g e n er ati o n.   H o w e v er, a n i m p ort a nt q u e sti o n   wit h a n o n- o b vi o u s a n s w er still r e m ai n s t o b e a n s w er e d,   wit h o ut   w hi c h   S C

s h ari n g   m ar k et s   m a y n ot b e g u ar a nt e e d t o s u st ai n i n t h e l o n g-r u n - i s it still p o s si bl e t o a c hi e v e a st a bl e   m ar k et ef fi ci e nt st at e   w h e n t h e

s u p pl y of   S C r e s o ur c e s i s d y n a mi c i n n at ur e ?. I n t hi s arti cl e,   w e t a k e a fir st st e p t o a d dr e s si n g t h e pr o bl e m of ef fi ci e nt   m ar k et d e si g n f or

si n gl e   S C r e s o ur c e s h ari n g i n d y n a mi c e n vir o n m e nt s.   W e a n s w er o ur pr e vi o u s q u e sti o n i n t h e af fir m ati v e t hr o u g h t h e u s e of   Arr o w a n d

H ur wi c z’ s di s e q uili bri u m pr o c e s s i n e c o n o mi c s, a n d t h e gr a di e nt pl a y t e c h ni q u e i n g a m e t h e or y t h at all o w s u s t o it er ati v el y c o n v er g e u p o n

ef fi ci e nt a n d st a bl e   m ar k et e q uili bri a.

I n d e x   T er m s —S m all cl o u d,  d y n a mi c   m ar k et, st a bilit y

Ç

1 I N T R O D U C TI O N

C L O U D c o m p uti n g  i s  b e c o mi n g  i n c r e a si n gl y   p o p ul a r
a n d   p e r v a si v e i n t h e i nf o r m a ti o n t e c h n ol o g y (I T)   m a r-

k et pl a c e   d u e  t o  it s  o n- d e m a n d  r e s o u r c e   p r o vi si o ni n g,
hi g h  a v ail a bilit y,  a n d  el a sti cit y.   T h e s e  f e at u r e s  all o w
cl o u d  e n d   u s e r s  ( e. g.,  i n di vi d u al s,  s m all- s c al e  c o m p a ni e s,
w o rl d- wi d e  e nt e r p ri s e s)  t o  a c c e s s  r e s o u r c e s  i n  a   p a y-
a s- y o u- g o   m a n n e r  a n d  t o   m e et  v a r yi n g   d e m a n d s  s a n s
u pf r o nt  r e s o u r c e  c o m mit m e nt s  [ 5].   Cl o u d  s e r vi c e   p r o-
vi d e r s  ( A m a z o n   A W S  [ 6],   G o o gl e   C o m p ut e   E n gi n e  [ 7],
a n d   Mi c r o s oft   A z u r e  [ 8])  all o w  c u st o m e r s  t o  q ui c kl y
d e pl o y  t h ei r  s e r vi c e s   wit h o ut  a l a r g e i niti al i nf r a st r u ct u r e
i n v e st m e nt.

1. 1   T h e   Ri s e   of   S m all- S c al e   D at a   C e nt er s

T h e r e  a r e  s o m e  n o n-t ri vi al  c o n c e r n s  i n  o bt ai ni n g  s e r vi c e
f r o m  l a r g e- s c al e   p u bli c  cl o u d s,  i n cl u di n g c ost a n d c o m ple x-
it y.   M a s si v e  cl o u d  e n vi r o n m e nt s  c a n  b e  c o stl y  a n d  i n ef fi-
ci e nt f o r s o m e c u st o m e r s ( e. g.,   Bli p p e x [ 9]), t h u s r e s ulti n g i n
m o r e  a n d   m o r e  c u st o m e r s  b uil di n g t h ei r  o w n  s m all e r   d at a
c e nt e r s [ 1 0] f o r  b ett e r c o nt r ol of r e s o u r c e   u s a g e; f o r e x a m pl e,
it  i s  h a r d  t o  g u a r a nt e e  n et w o r k   p e rf o r m a n c e  i n  l a r g e- s c al e
p u bli c  cl o u d s   d u e  t o  t h ei r   m ulti-t e n a nt  e n vi r o n m e nt s  [ 1 1].
M o r e o v e r, s m all e r  d at a c e nt e r  p r o vi d e r s e x hi bit g r e at e r  fl e xi-
bilit y  i n  c u st o mi zi n g  s e r vi c e s  f o r  t h ei r   u s e r s,   w hil e  l a r g e-
s c al e  p u bli c  p r o vi d e r s   mi ni mi z e t h ei r   m a n a g e m e nt o v e r h e a d
b y  si m plif yi n g t h ei r  s e r vi c e s;  e. g.,   Li n o d e [ 1 2]   di sti n g ui s h e s
it s elf  b y   p r o vi di n g  cli e nt s   wit h  e a si e r  a n d   m o r e   fl e xi bl e s e r-
vi c e  c u st o mi z ati o n. T he  use  of  s m all-s c ale  cl o u ds  ( S Cs)  is  o ne
a p pr o a c h t o s ol vi n g c ost a n d c o m ple xit y iss ues.

D e s pit e t h e  p ot e nti al e m er g e n c e of s m all- s c al e cl o u d s,   d u e
t o t h ei r   m o d e r at e si z e s, t h e y a r e li k el y t o s uff e r f r o m r e s o ur c e
u n d e r- p r o vi si o ni n g,  t h u s  f aili n g  t o   m e et   p e a k   d e m a n d  at
ti m e s.   T hi s l e a d s t o  a r e s o ur c e   p r o vi si o ni n g   dil e m m a   w h er e
t h e  S C s  h a v e t o   m a k e t h e t r a d e off  b et w e e n r e q u e st l o s s  a n d
t h e c o st of o v e r- p r o vi si o ni n g.   O n e   w a y o ut of t hi s   dil e m m a i s
f or s u c h s m all cl o u d s t o c o o p e r at e   wit h e a c h ot h e r vi a a f e d e r-
ati o n  t o  h el p   m e et  e a c h  ot h e r s’   u s er   d e m a n d  vi a  r e s o ur c e
s h a ri n g  at  l o w  c o st s 1 ,  t h e r e b y  i n c r e a si n g  t h ei r  i n di vi d u al
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r e s o u r c e s   w h e n  i n  n e e d   wit h o ut  h a vi n g  t o  si g ni fi c a ntl y
i n v e st  i n   m o r e.  S u c h  c o o p e r ati o n  i s  a n al o g o u s  t o B usi ness
Cl usters d e s c ri b e d i n   m ai n st r e a m  e c o n o mi c s   w hi c h  e m e r g e
d u e t o, a m o n g  ot h e r f a ct o r s, s h a r e d i nt e r e st s a n d  g e o g r a p hi-
c al   p r o xi mit y [ 1 3].

1. 2   R e s e ar c h   M oti v ati o n

I d e all y,  a n  S C   w o ul d   w a nt t o s er vi c e  all it s c u st o m e r s s ol el y
u si n g it s o w n r e s o ur c e s.   H o w e v er, t h e   p ri m a r y b ar ri er t o t hi s
g o al i s it s i n di vi d u al  r e s o ur c e  c a p a cit y   w hi c h   mi g ht  n ot  b e
e n o u g h t o s e r vi c e   p e a k c u st o m e r   d e m a n d. I n s u c h a c a s e, t h e
S C  c a n  eit h er  r e s o rt  t o   p e er  S C s  f or  a d diti o n al  r e s o ur c e s,
t h er e b y i n c ur ri n g  b o rr o wi n g  c o st s,  a n d / or  b u y t h e  s er vi c e s
of a  bi g   p u bli c cl o u d ( e. g.,   A m a z o n).   A n e x a m pl e  of t hi s   p r o-
c e d u r e   wit h t hr e e S C s i s ill u st r at e d i n Fi g. 1.   T h e l att er o pti o n
i s   p ot e nti all y   m or e  e x p e n si v e t h a n t h e f or m er  b e c a u s e  a  bi g
p u bli c cl o u d   mi g ht si m pl y t r e at a n S C a s a c u st o m e r a n d it i s
h a r d e r  ( or   m or e  e x p e n si v e)  t o  r e g ul at e   w h e r e  a  bi g   p u bli c
cl o u d  pl a c e s t h ei r  d at a, r e s ulti n g i n   m o r e  p ri v a c y t hr e at e ni n g.
T h u s, f r o m  a n  S C’ s  vi e w p oi nt, it s  c h all e n g e i s t o s ati sf y t w o
c o n fli cti n g o bj e cti v e s: (i) t o s er v e a s   m a n y c u st o m e r   d e m a n d s
t o g e n e r at e   m o r e r e v e n u e, a n d (ii) t o i n c u r a s l o w a s   p o s si bl e,
b o rr o wi n g  a n d / o r  b u yi n g  r e s o u r c e s  f r o m  ot h e r  cl o u d s  i n
o r d e r t o r e d u c e  c o st s.   Wit h o ut l o si n g  g e n er alit y,   w e  a s s u m e
t h at b u yi n g r e s o ur c e s f r o m bi g cl o u d s ( e. g.,   G o o gl e,   A m a z o n)
i s t h e l a st r e s o rt f o r a n S C i n e v e nt s  of l o w r e s o ur c e a v ail a bil-
it y,  a n d i n  s u c h  e v e nt s it   w o ul d t r y it s  b e st t o  g et  r e s o ur c e s
f r o m   p e er S C s, i n o r d e r t o   m a xi mi z e t h e   p r o fit.   A n ot h er c h al-
l e n g e i s t o e n s u r e t h at at   m a r k et e q uili b ri u m ( s e e  b el o w), t h e
S C s  a n d t h ei r  c u st o m e r s i d e all y  o p e r at e  o n   p a r a m et er s ( s e e
S e cti o n  2)  t h at  all o w  t h e   m a r k et  t o  b e ef fi cie nt,  a  c o n diti o n
c o m m o nl y c h ar a ct e ri z e d i n   mi cr o e c o n o mi c s b y c e rt ai n   p o p u-
l a r f u n cti o n s ( s e e  S e cti o n  2. 3)  of   m ar k et st a k e h ol d er   utiliti e s,
a n d o n e t h at e nt ail s o pti m al s o ci al   w elf a r e all o c ati o n a m o n g st
t h e  S C s  a n d t h ei r  c u st o m e r s.   T hi s i s  a  n o n-t ri vi al  a n d  c h al-
l e n gi n g t a s k a s t h e e xi st e n c e of a   m ar k et e q uili b ri u m  d o e s n ot
n e c e s s a ril y  i m pl y   m a r k et  ef fi ci e n c y  [ 1 4].  I n  a d diti o n  t o  t h e
a b o v e   m e nti o n e d  c h all e n g e s,  t h e  S C   m ar k et  i s   d y n a mi c  i n
n at u r e  d u e t o t h e n o n- st ati c n at u r e of t h e s u p pl y of S C r e s o ur-
c e s, a s   w ell a s   d u e t o t h e v a ri ati o n s i n c u st o m e r   d e m a n d o v e r
ti m e,  a n d f ail ur e s.   T hi s   d y n a mi c  n at u r e  of t h e  S C   m ar k et i s
li k el y  t o  l e a d  t o  f r e q u e nt   m ar k et  e q uili b ri u m   p e rt u r b ati o n s
a n d  p ot e nti all y a st at e of   m a r k et  di s e q uili b ri u m.   C o n diti o n e d
o n t h e a c hi e v a bilit y  of a   m ar k et st ati c ef fi ci e nt e q uili b ri u m, a
st at e  of  e v e nt u al   di s e q uili b ri u m   will t h r e at e n t h e l o n g-t e r m
s u st ai n a bilit y  of  S C   m a r k et s,  i. e.,  a   d e vi ati o n  f r o m  ef fi ci e nt
m a r k et e q uili b ri a.   H er e, t h e t e r m ‘ m a r k et e q uili b ri u m’ r ef e r s
t o  a  sit u ati o n  i n   w hi c h  all   m a r k et  st a k e h ol d e r s   m ut u all y

s ati sf y t h ei r i nt e r e st s, i n   w hi c h  c a s e  a n i m p o rt a nt  c h all e n g e
i s  t o   d e si g n  a  st a bl e   m a r k et  t h at  i s  r o b u st  t o   p e rt u r b ati o n s
a n d al w a y s r et ur n s t o it s e q uili b ri u m  p oi nt( s)   w h e n  p e rt u r b a-
ti o n s  d o o c c u r.

O ur   G o al. I n t hi s   p a p e r,  o ur  g o al i s t o f or m ul at e t h e j oi nt
‘ st a k e h ol d er  s ati sf a cti o n   p r o bl e m’  i n   d y n a mi c  S C  e n vi r o n-
m e nt s  a s  a n  ef fi ci e nt,  st a bl e,  a n d  s u st ai n a bl e   d y n a mi c   m ar-
k et / e c o s y st e m   d e si g n t a s k, a n d   p r o p o s e a n eff e cti v e s ol uti o n
f or it.   H e r e,   w e  c o n si d er t h r e e   diff er e nt  st a k e h ol d e r s: (i) t h e
S C  c u st o m e r s,  (ii)   p r o fit   m a xi mi zi n g  a ut o n o m o u s  S C s,  a n d
(iii) a r e g ul at o r y a g e n c y ( e. g., l o c al  g o v e r n m e nt  o r  g o v e r ni n g
b o di e s,  [ 1 5],[ 1 6])  o v e r s e ei n g  c e rt ai n  f u n cti o ni n g  a s p e ct s  of
t h e a ut o n o m o u s S C s ( e. g., e n s uri n g c u st o m e r  d at a  p ri v a c y).

1. 3   R e s e a r c h   C o nt ri b uti o n s

W e   m a k e t h e f oll o wi n g r e s e a r c h c o nt ri b uti o n s i n t hi s   p a p e r.

W e   p r o p o s e  a   utilit y t h e o r y  b a s e d  s m all  cl o u d  c o m-
p etiti v e   m a r k et   m o d el  c o m p ri si n g  of  f e d e r at e d  S C
c u st o m e r s,   p r o fit   m a xi mi zi n g  a ut o n o m o u s  S C s,  a n d
a  r e g ul at o r y  a g e n c y  o v e r s e ei n g  s o m e  f u n cti o n alit y
a s p e ct s  of  t h e  f e d e r at e d  S C s,  a s  t h e   m a r k et  st a k e-
h ol d e r s.   T h e   m o d el   m at h e m ati c all y  e x p r e s s e s  t h e
st a k e h ol d e r i nt e r e st s i n t e r m s  of   utilit y f u n cti o n s a n d
p a v e s t h e   p at h f o r  a n al y zi n g  S C   m a r k et s f o r   m a r k et
e q uili b ri u m   p r o p e rti e s ( s e e S e cti o n 2).
W e  a n al y z e  o ur   p r o p o s e d   m ar k et   m o d el  vi a  a c o n v e x
o pti mi z ati o n f r a m e w or k f or t h e e xi st e n c e a n d   u ni q u e-
n e s s  of  a  st ati c   m ar k et  e q uili bri u m  at   w hi c h  (i)  t h e
utilit ari a n s oci al   welf are f u ncti o n ( s e e S e cti o n 3 f or a   d e fi-
niti o n)  i s   m a xi mi z e d,  i. e.,  t h e   m ar k et  e q uili b ri u m  i s
s o ci all y  ef fi ci e nt, (ii) t h e   m ar k et  e q uili bri u m i s P aret o
ef ficie nt ( s e e  S e cti o n  3 f or  a   d e fi niti o n), (iii) t h e   m ar k et
i s  cl e ar e d,  i. e.,  t h e  S C  s u p pl y  b al a n c e s  c u st o m er
d e m a n d,  a n d (i v)  n o st a k e h ol d er  h a s  a n y i n c e nti v e t o
d e vi at e  f r o m  t h e  e q uili b ri u m.   W e  s h o w  t h at  t h e r e
e xi st s  a   u ni q u e st ati c  c o m p etiti v e   m ar k et  e q uili bri u m
j oi ntl y  s ati sf yi n g (i), (ii), (iii),  a n d (i v),  h o w e v e r t h e r e
ar e  s e v e r al  st ati c   m ar k et  e q uili bri a  j oi ntl y  s ati sf yi n g
(ii), (iii), a n d (i v). ( s e e S e cti o n 3).
U si n g t h e  n oti o n  of  a dise q uili bri u m  pr o cess p r o p o s e d
b y   A r r o w  a n d   H u r wi c z [ 3], [ 4],   w e a p pl y t h e gr a die nt
pl a y t e c h ni q u e  i n  g a m e  t h e o r y  [ 1 7]  t h at  i s  b a s e d  o n
t h e t h e o r y  of   diff e r e nti al e q u ati o n s, t o i n v e sti g at e t h e
d y n a mi c   m a r k et  s etti n g   w h e r e  a  st ati c   m a r k et  e q ui-
li b ri u m ( c o n diti o n e d  o n t h ei r e xi st e n c e) i s   p ot e nti all y
s u bj e ct t o  p e rt u r b ati o n s t h at   mi g ht l e a d t o   m a r k et  di s-
e q uili bri u m. I n t hi s r e g a r d,   w e  s h o w (i n t h e o r y) t h at
st ati c   m a r k et  e q uili bri a  a c hi e v e d i n s m all cl o u d   m a r-
k et s  ( s e e  S e cti o n  3  f o r   d et ail s  o n  st ati c   m a r k et s)  i s
as y m pt oti c all y  st a ble i n   d y n a mi c   m a r k et  s etti n g s  ( s e e
S e cti o n  4).   O u r   u s e  of t h e  g r a di e nt   pl a y t e c h ni q u e i s
m oti v at e d  b y t h e  f a ct t h at i n   m a n y   p r a cti c al   m a r k et
e n vi r o n m e nt s st a k e h ol d e r s (i)  fi n d it b e h a vi o r all y   dif-
fi c ult  o r  c o m p ut ati o n all y  e x p e n si v e t o   pl a y t h ei r best
res p o nses [ 1 8], (ii)  h a v e z e r o o r i n c o m pl et e k n o wl e d g e
of  t h e   utiliti e s  of  ot h e r  st a k e h ol d e r s  i n  t h e   m a r k et,
a n d  (iii)  c a n n ot  e v e n  o b s e r v e  t h e  a cti o n s  of  ot h e r
st a k e h ol d e r s i n t h e   w o r st c a s e. I n s u c h e n vi r o n m e nt s,
g r a di e nt   pl a y i s  a s uit a bl e t e c h ni q u e t o  a c hi e v e st ati c
m a r k et  e q uili bri u m  st a bilit y  it e r ati v el y  [ 1 9],  f r o m  a

Fi g.  1.   S C s y st e m  o v er vi e w.
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st at e  of   di s e q uili b ri u m.   M o r e  s p e ci fi c all y,  f o r  o u r
m a r k et s etti n g t h e o c c u r r e n c e of (i)-(iii) i s q uit e li k el y.
G r a di e nt   pl a y  al s o   w o r k s   w h e n i s s u e s (i)-(iii)   d o  n ot
a ri s e ( s e e S e cti o n 2. 3).

2 C O M P E TI TI V E M A R K E T M O D E L

I n t hi s s e cti o n,   w e   p r o p o s e a   utilit y t h e o r y b a s e d s m all cl o u d
W alr asi a n c o m p etiti v e   m a r k et   m o d el  c o m p ri si n g  of   p r o fit
m a xi mi zi n g  a ut o n o m o u s  S C s i n  a f e d e r ati o n, t h ei r  c u st o m-
e r s,  a n d  a  r e g ul at o r y  a g e n c y  o v e r s e ei n g  s o m e f u n cti o n alit y
a s p e ct s of t h e S C s.   A   W al r a si a n c o m p etiti v e   m a r k et [ 1 4] r e p-
r e s e nt s  a p ure  e x c h a n ge  e c o n o m y wit h o ut   p r o d u cti o n,   w h e r e
t h e r e  a r e  a   fi nit e  n u m b e r  of  a g e nt s,  i. e.,  S C s  i n  o u r   w o r k,
e n d o w e d   wit h a   fi nit e  n u m b e r  of c o m m o diti e s, i. e., c o m p ut-
i n g r e s o u r c e s i n o u r   w o r k, t h at a r e t r a d e d   wit h S C c u st o m er s
a n d   p e e r  S C s. T he ai m be hi n d  pr o p osi n g t he   m o del is t o  p a ve t he
p at h f or   m at he m ati c all y a n al y zi n g  S C   m ar kets f or   m ar ket e q uili b-
ri u m pr o perties, a n d deri ve t heir pr a cti c al i m pli c ati o ns.

I n t hi s   p a p er,   w e  c o n si d e r  e a c h  S C  c u st o m er t o   d e al   wit h
t hr e e j o b t y p e s,   w h e r e  e a c h j o b  c o m pri s e s   m ulti pl e t a s k s: (i)
T y p e I j o b s t h at  n e e d t o  b e s er vi c e d w h oll y/e ntirel y w h e n t h e y
a rri v e ( e. g.,  a   u s e r  c o ul d i n v o k e  a  r e g ul ar   M a p R e d u c e  b at c h
j o b t h at   d e fi n e s a s et of   M a p p er s a n d   R e d u c e r s t o b e e x e c ut e d
f or t h e j o b t o c o m pl et e i n it s e ntir et y.), (ii)   T y p e II j o b s t h at c a n
b e c urt aile d t o f e w er t a s k s ( e. g.,  a n  a p p r o xi m at e c o m p ut ati o n
j o b  a s i n [ 2 0]),   w h er e t h e c urt ail m e nt   d e ci si o n   p ri m a ril y  a ri s-
i n g f r o m ( a) t h e n at ur e of   V M i n st a n c e   p ri c e s, ( b) t h e   u n n e c e s-
sit y of t h e j o b t o c o nti n u e e x e c uti n g b e y o n d a c ert ai n a c c ur a c y
alr e a d y  a c hi e v e d,  a n d  ( c)  t h e   u n n e c e s sit y  of  t h e j o b  t o  c o n-
ti n u e  e x e c uti n g  b e y o n d  a  c ert ai n   d e a dli n e,  a n d (iii)   T y p e III
j o b s   w h e r e  c ert ai n  t a s k s  c a n  b e s hifte d o v e r  ti m e  f or  f ut ur e
p r o c e s si n g, t h e r e m ai ni n g j o b t a s k s r e q uiri n g s er vi c e  a s t h e y
a rri v e ( e. g., a n al y zi n g a   D N A s e q u e n c e, r e-r u n ni n g   p arti all y /
e ntir el y  a c urr e nt j o b l at er   w h e n it  g et s  kill e d i n  a s p ot cl o u d
e n vir o n m e nt   d u e t o   m o m e nt a r y   u n a v ail a bilit y  of r e s o ur c e s.).
N e xt,   w e   m o d el t h e st a k e h ol d e r s i n t h e S C   m ar k et.

2. 1   M o d eli n g t h e   S C s

L et t h e r e  b e n a ut o n o m o u s   p r o fit   m a xi mi zi n g  S C s.   E a c h  S C
c a n  b e  g e o g r a p hi c all y   di st ri b ut e d.   C u st o m e r   d e m a n d f o r  S C
i i s  a  s et  of   p r o c e s si n g  t a s k s  f r o m it s  c u st o m e r s  ( b ot h  e n d-
u s e r s a n d   p e e r  S C s) t h at r e q ui r e t h e   u s e  of  vi rt u al   m a c hi n e s.
W e  a s s u m e t h at  e a c h  S C i r e s e r v e s ( all o c at e s)  a t ot al  of v m r

i

vi rt u al   m a c hi n e s ( V M s) i n it s   d at a c e nt e r t o s e r vi c e   d e m a n d
f r o m it s c u st o m e r s.   W e t e r m s u c h   V M s  a s reser ve d V M s.   T h e
v al u e of v m r

i i s   p r e- d et er mi n e d b y S C i b a s e d o n t h e st ati sti c s
of  c u st o m e r   d e m a n d   p att e r n s  o b s e r v e d  o v e r  a   p e ri o d  of
ti m e. F or si m pli cit y,   we   will f o c us  o n   V Ms re prese nti n g  a si n gle
res o ur ce  t y pe  i n  t his  p a per.   T he  c ase  f or   m ulti-res o ur ces   will  be
de alt i n f ut ure   w or k. I n t h e e v e nt t h at v m r

i m a c hi n e s a r e i n s uf fi-
ci e nt  t o  s ati sf y  c o n s u m e r   d e m a n d,  S C i b o r r o w s v m b

i V M s
f r o m   p e e r  S C s.   H e r e, v m b

i i s  t h e  n u m b e r  of b orr o we d V M s
a v ail a bl e  t o  S C i f r o m  it s   p e e r s.  I n  t h e  e v e nt  t h at  b ot h
r e s e r v e d  a n d  b o r r o w e d   V M s  a r e  i n s uf fi ci e nt  t o   m e et  c u s-
t o m e r   d e m a n d,  S C i r e s o rt s  t o  a p u bli c  cl o u d f o r v m p c

i V M
i n st a n c e s.   W e  a s s u m e  h e r e  t h at  a   p u bli c  cl o u d  i s  l a r g e
e n o u g h t o   p r o vi d e  a n y r e q ui r e d  n u m b e r  of   V M i n st a n c e s t o
S C s.   W e   d o  n ot  c o n si d e r  c o m m u ni c ati o n  n et w o r k  b a n d-
wi dt h  i s s u e s  b et w e e n   p ri v at e  cl o u d s  t o  b e  a  b ottl e n e c k  t o
c u st o m e r s e r vi c e s ati sf a cti o n i n t hi s  p a p e r.

L et c ðv m r
i Þ b e  t h e  a s s o ci at e d  o p e r ati n g  c o st  t o  S C i f o r

r e s e r vi n g v m r
i vi rt u al   m a c hi n e s  t o  s e r v e  it s  c u st o m e r s.   W e

d e fi n e c ðv m r
i Þ vi a a s e p a r a bl e e q u ati o n of t h e f oll o wi n g f o r m.

c ðv m r
i Þ ¼ f 1 ð v m r

i Þ þ f 2 ðv m r
i Þ; (1 )

w h e r e f 1 ð Þ ( a li n e a r  f u n cti o n)  a n d f 2 ð Þ ( a  n o n-li n e ar  f u n c-
ti o n) a r e f u n cti o n s s u c h t h at t h e m ar gi n al o per ati n g c ost f o r S C
i i s  a ge ner al  de cre asi n g li ne ar f u n cti o n of  t h e  n u m b e r  of   V M
i n st a n c e s,  i. e.,  t h e  a d diti o n al  o p e r ati n g  c o st, d c

d v m r
i
,   d u e  t o  a

u nit i n c r e a s e i n t h e  n u m b e r  of   V M s r e q ui r e d t o s e r vi c e  c u s-

t o m e r   d e m a n d  v a ri e s  i n  a  n e g ati v e li n e a r  f a s hi o n   wit h  t h e

n u m b e r of   V M s. S u c h   m a r gi n al c o st f u n cti o n s a r e al s o   p o p u-

l a r  i n  e c o n o mi c s  t o   m o d el   di mi ni s hi n g  c o st s / r et ur n s  [ 1 4].

W e a p p r o xi m at e t h e  n u m b e r of   V M s a s a  n o n- di s c r et e  q u a n-

tit y.  S p e ci fi c all y, f o r t h e   p u r p o s e  of  a n al y si s,   w e  a s s u m e t h e

c o st  f u n cti o n c ð Þ t o  b e c o n c a ve , q u a dr ati c ,  a n d t wi ce  c o nti n u-

o usl y differe nti a ble , i. e., t h e   m a r gi n al c o st s  b e c o m e   d e c r e a si n g

li n e a r  f u n cti o n s  of  t h e  n u m b e r  of   V M  i n st a n c e s.   W e  c a n

d e fi n e o n e s u c h c ðv m r
i Þ f u n cti o n a s f oll o w s.

c ðv m r
i Þ ¼ a i

r v m r
i þ

b i
r

2
ð v m r

i Þ
2 ; (2 )

w h e r e a i
r ( a   p o siti v e  v al u e)  a n d b i

r ( a   n e g ati v e  v al u e)  a r e  S C

i’ s  c o st  c o ef fi ci e nt s  f o r  it s  r e s e r v e d  r e s o u r c e s,  i. e.,  vi rt u al

m a c hi n e s, s u c h t h at t h e   m a r gi n al  o p e r ati n g c o st f o r  S C i i s  a

n e g ati v e  li n e a r  f u n cti o n.   T h e  a b o v e  q u a d r ati c  f o r m  of  t h e

c o st f u n cti o n,  a p a rt f r o m s ati sf yi n g t h e   p r o p e rt y  of  n e g ati v e

li n e a r   m a r gi n al s,  n ot  o nl y  all o w s f o r t r a ct a bl e  a n al y si s,  b ut

al s o  s e r v e s  a s  a  g o o d  s e c o n d- o r d e r  a p p r o xi m ati o n  f o r  t h e

b r o a d e r cl a s s  of c o n c a v e   p a y off s [ 2 1].   W e   d e fi n e p r
i t o  b e t h e

p r o fit t h at  S C i m a k e s t h r o u g h it s  r e s e r v e d   V M s f o r  s e r vi c-

i n g c u st o m e r s,  a n d   d e fi n e t h e   m a xi m u m   p r o fit t h at  S C i c a n

m a k e,  vi a t h e f oll o wi n g  o pti mi z ati o n   p r o bl e m.

m a x
v m r

i

p r
i ¼ m a x

v m r
i

½r i v m r
i c ðv m r

i Þ

s u bj e ct t o

v m r
mi n i

v m r
i v m r

m a x i
;

w h e r e r i i s t h e   p e r- u nit   V M i n st a n c e   p ri c e c h a r g e d b y S C i t o

it s c u st o m e r s, a n d v m r
mi n i

a n d v m r
m a x i

a r e t h e l o w e r a n d  u p p e r

b o u n d s f o r t h e  n u m b e r  of   V M i n st a n c e s r e s e r v e d  b y  S C i f o r

it s c u st o m e r s.   W e a s s u m e t h at e a c h  S C i i s s m all e n o u g h  n ot

t o b e a bl e t o e x e rt   m a r k et   p o w e r o v e r it s   p e e r S C s a n d st r at e-

gi c all y i n fl u e n c e t h e   p ri c e s t h e y  c h a r g e t h ei r  c u st o m er s. i. e.,

e a c h  S C i s  a pri ce  t a ker [ 1 4].   T h e   p ri c e s  t h at i n di vi d u al  S C s

c h a r g e t h ei r c u st o m e r s  a r e   d et e r mi n e d  b y i n di vi d u al  S C s i n

p ri c e  c o m p etiti o n   wit h  o n e  a n ot h e r i n t h e   p r o c e s s  of   m a xi-

mi zi n g t h ei r o w n n et  utiliti e s.
L et c ðv m b

i Þ b e  t h e  a s s o ci at e d  o p e r ati n g  c o st  t o  S C i f o r
b o r r o wi n g v m b

i vi rt u al   m a c hi n e s f r o m   p e e r S C s t o s e r v e c u s-
t o m e r s,   w h e n  t h e  r e s e r v e d   V M s  a r e  n ot  e n o u g h  t o  s ati sf y
c u st o m e r  s e r vi c e   d e m a n d s.   Li k e i n  t h e  c a s e  of  f o r m ul ati n g
c ðv m r

i Þ ,   w e f o r m ul at e c ðv m b
i Þ i n  a   m a n n e r s u c h t h at t h e  a s s o-

ci at e d   m a r gi n al  o p e r ati n g c o st s f o r  b o r r o wi n g  a n  a d diti o n al
V M i n st a n c e   d e c r e a s e s i n  a  n e g ati v e li n e a r f a s hi o n   wit h t h e
n u m b e r  of   V M s.   M at h e m ati c all y,   w e  r e p r e s e nt c ðv m b

i Þ b y
t h e f oll o wi n g e q u ati o n:
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c ðv m b
i Þ ¼ a i

b v m b
i þ

b i
b

2
ðv m b

i Þ
2 ; (3 )

w h e r e a i
b ( a  p o siti v e q u a ntit y) a n d b i

b ( a  n e g ati v e q u a ntit y) a r e
S C i’ s  c o ef fi ci e nt s  f or  it s  b o rr o w e d  virt u al   m a c hi n e s.   W e
d e n ot e b y p b

i t h e   p r o fit t h at S C i m a k e s   w h e n b or r o wi n g   V M s
f r o m   p e e r  S C s f or  s er vi ci n g  c u st o m e r s,  a n d   d e fi n e t h e   m a xi-
m u m  p r o fit t h at S C i c a n   m a k e, vi a t h e f oll o wi n g o pti mi z ati o n
p r o bl e m:

m a x
v m b

i

p b
i ¼ m a x

v m b
i

½r i v m b
i c ðv m b

i Þ c ðv m p c
i Þ

s u bj e ct t o

v m b
mi n i

v m b
i v m b

m a x i
:

H e r e, (i) v m b
mi n i

a n d v m b
m a x i

a r e t h e l o w e r  a n d   u p p e r  b o u n d s
f o r t h e  n u m b e r of   V M i n st a n c e s b o r r o w e d b y S C i f o r it s c u s-
t o m e r s, f r o m  p e e r S C s, (ii) c ðv m p c

i Þ i s t h e c o st t o S C i t o of fl o a d
v m p c

i V M  i n st a n c e s   w o rt h  of  c u st o m e r   d e m a n d  t o  a   p u bli c
cl o u d i n t h e  e v e nt t h at v m r

i a n d v m b
i V M i n st a n c e s t o g et h e r

a r e  n ot e n o u g h t o s e r vi c e i’ s t ot al c u st o m e r   d e m a n d.   W e r e p-
r e s e nt c ðv m p c

i Þ i n t h e s a m e   m a n n e r a s c ðv m r
i Þ a n d c ðv m b

i Þ, a n d
e x p r e s s it vi a t h e f oll o wi n g e q u ati o n:

c ðv m p c
i Þ ¼ a i

p c v m p c
i þ

b i
p c

2
ðv m p c

i Þ 2 ; (4 )

w h e r e a i
p c ( a   p o siti v e  q u a ntit y)  a n d b i

p c ( a   n e g ati v e  q u a ntit y)
a r e  S C i’ s c o ef fi ci e nt s f o r t h e r e s o u r c e s t h e   p u bli c cl o u d   u s e s
t o  s e r vi c e i’ s  of fl o a d e d  c u st o m e r   d e m a n d   p o rti o n s.   W e   d o
n ot  a s s u m e  a n y c o n st r ai nt s  o n t h e r e s o u r c e s  a v ail a bl e t o t h e
p u bli c cl o u d f o r s e r vi ci n g  of fl o a di n g r e q u e st s  b y S C s.

2. 2   M o d eli n g   S C   C u st o m er s

F o r  a  c u st o m e r j w h o  h a s  a   T y p e I j o b,   w e  e x p r e s s t hi s  c u s-
t o m e r’ s   utilit y f o r t h at j o b a s a c o n c a v e,  q u a d r ati c, a n d t wi c e
c o nti n u o u sl y   diff e r e nti a bl e s e p a r a bl e f u n cti o n, U j ð Þ,  d e fi n e d
a s f oll o w s.

U j ð v m e
j Þ ¼ a e

j v m e
j þ

b e
j

2
ðv m e

j Þ
2 ; (5 )

w h e r e v m e
j i s t h e  a m o u nt  of   V M i n st a n c e s  r e q ui r e d t o   p r o-

c e s s j ’ s  e nti r e  j o b.  Si mil a r  t o  t h e   m oti v ati o n  a n d  r ati o n al e
b e hi n d  t h e  c o n c a v e  q u a d r ati c  c o st  f u n cti o n s  f o r  S C s,  t h e
utilit y f u n cti o n  of  a n  S C  c u st o m e r i s   d e si g n e d  s u c h t h at t h e
m a r gi n al   utilit y  f o r  t h e  c u st o m e r  i s  a de cre asi n g li ne ar f u n c-
ti o n of t h e  n u m b e r  of   V M i n st a n c e s, i. e., t h e  a d diti o n al   util-
it y  i n c r e a s e   d u e  t o  a   u nit  i n c r e a s e  i n  t h e  n u m b e r  of   V M s
v a ri e s i n  a  n e g ati v e li n e a r f a s hi o n   wit h t h e  n u m b e r  of   V M s.
a e

j ( a   p o siti v e  q u a ntit y)  a n d b e
j ( a   n e g ati v e  q u a ntit y)  i n  t h e

a b o v e e q u ati o n a r e j ’ s   utilit y c o ef fi ci e nt s.
A s i n t h e  c a s e  of  a  c u st o m e r   wit h  a   T y p e I j o b, f o r  a  c u s-

t o m e r j w h o  h a s  a   T y p e II j o b,   w e  e x p r e s s  hi s   utilit y f o r t h at
j o b  a s  a  q u a d r ati c  t wi c e  c o nti n u o u sl y   diff e r e nti a bl e  f u n c-
ti o n, U j ð Þ,   d e fi n e d a s f oll o w s:

U j ð v m c
j Þ ¼ a e

j v m c
j þ

b e
j

2
ð v m c

j Þ
2 ; (6 )

w h e r e v m c
j i s t h e  a m o u nt  of   V M i n st a n c e s  r e q ui r e d t o   p r o-

c e s s j ’ s c u rt ail e d j o b, a n d i s e x p r e s s e d a s

v m c
j ¼ k 1

j v m e
j þ k 2

j v m e
j ; k

1
j ; k

2
j 2 ð 0 ; 1 Þ:

H e r e, a e
j ( a   p o siti v e  v al u e)  a n d b e

j ( a   n e g ati v e  v al u e)  a r e j ’ s
utilit y c o ef fi ci e nt s f o r   T y p e I j o b s.   T h e i nt e r p r et ati o n of v m c

j i s
a s f oll o w s: k 1

j v m e
j i s t h e  n u m b e r  of   V M s  r e q ui r e d t o  a c c o m-

pli s h j ’ s c u rt ail e d t a s k,   w h e r e a s k 2
j v m e

j i s t h e a d diti o n al  n u m-
b e r of  u n u s e d   V M s t h at c o nt ri b ut e t o j ’ s e xt r a  utilit y   w h e n it s
j o b i s c u rt ail e d, a n d  p r o vi d e s it   wit h a n o v e r all per cei ve d s ati s-
f a cti o n  g r e at e r  t h a n  t h at  o bt ai n e d  f r o m  t h e   utilit y   d e ri v e d
s ol el y  u si n g k 1

j v m e
j u s e d   V M s f o r t h e c u rt ail e d j o b.

F o r  a  c u st o m e r j w h o  h a s  a   T y p e  III  j o b,  si mil a r  t o  t h e
c a s e  of   T y p e  I  a n d   T y p e  II  j o b s,   w e  e x p r e s s  hi s   utilit y  f o r
t h o s e t a s k s  a s  a  q u a d r ati c t wi c e  c o nti n u o u sl y   diff e r e nti a bl e
f u n cti o n, U j ð Þ,   d e fi n e d a s f oll o w s:

U j ð v m s
j Þ ¼ a s

j v m s
j þ

b s
j

2
ð v m s

j Þ
2 ; (7 )

w h e r e v m s
j i s t h e a m o u nt  of   V M i n st a n c e s r e q ui r e d t o   p r o c e s s

j ’ s ti m e- s hift a bl e t a s k s, a n d a s
j ( a  p o siti v e v al u e) a n d b s

j ( a n e g-
ati v e v al u e) a r e j ’ s  utilit y c o ef fi ci e nt s f o r ti m e- s hift a bl e j o b s.

A  c u st o m er j c a n  h a v e  j o b s  of  all  t hr e e  t y p e s.   T h u s,
hi s  a g gr e g at e  t a s k s  a r e   w o rt h v m a g

j ¼ v m e
j þ v m c

j þ v m s
j V M

i n st a n c e s.   T h er ef or e,  c u st o m er j ’ s  a g gr e g at e   utilit y  t a k e s  a
si mil ar f or m t o hi s  utilit y f or a s p e ci fi c j o b t y p e, a n d i s gi v e n b y

U j ðv m a g
j Þ ¼ a a g

j v m a g
j þ

b a g
j

2
ðv m a g

j Þ 2 ; (8 )

w h e r e a a g
j ( a   p o siti v e  q u a ntit y)  a n d b a g

j ( a   n e g ati v e  q u a ntit y)
a r e j ’ s   utilit y c o ef fi ci e nt s f o r  hi s j o b a g g r e g at e.

W e   d e n ot e p t y p e
j t o  b e t h e  n et   utilit y t h at  c u st o m e r j g e n-

e r at e s t h r o u g h  g etti n g s e r vi c e f o r  a  gi v e n j o b t y p e   = f e; c; s g
f r o m it s  c o nt r a ct e d  S C,  a n d   d e fi n e t h e   m a xi m u m  n et   utilit y
t h at c u st o m e r j c a n  g e n e r at e,  vi a t h e f oll o wi n g  o pti mi z ati o n
p r o bl e m:

m a x
v m

t y p e
j

p t y p e
j ¼ m a x

v m
t y p e
j

½U j ðv m t y p e
j Þ r j v m t y p e

j

s u bj e ct t o

v m
mi n

t y p e
j

v m t y p e
j v m

m a x
t y p e
j

:

H e r e, v m
mi n

t y p e
j

a n d v m
m a x

t y p e
j

a r e t h e l o w e r a n d   u p p e r b o u n d s

f o r t h e  n u m b e r  of   V M i n st a n c e s   u s e d   u p  b y c u st o m e r j ’ s j o b

t y p e ( b e it   w h ol e,  c u rt ail e d,  s hift e d,  o r  a g g r e g at e). r j i s t h e

p ri c e   p ai d  b y  c u st o m e r j t o  hi s  c h o s e n  S C   p e r   V M i n st a n c e

u s e d.

2. 3   M o d eli n g t h e   R e g ul at or

T h e  r ol e  of  t h e  r e g ul at o r  ( e. g., t h e  g o v e r n m e nt,  a  f e d e r at e d
a g e n c y)  a s  a p pli c a bl e t o  o ur   w o r k i s t o  e n s u r e  (i)  g o o d   p ri-
v a c y  p r a cti c e s b et w e e n S C s, (ii) t h e  d e si g n of  p oli ci e s / m e c h a-
ni s m s  t h at  e n a bl e  a ut o n o m o u s  S C s  t o   p ri c e  c u st o m e r s
a p p r o p ri at el y   wit h o ut   m a ki n g e x c e s si v e  p r o fit s t hr o u g h   m ar-
k et  e x pl oit ati o n,  a n d (iii)  a n  o pti m u m l e v el  of  s o ci al   w elf a r e
all o c ati o n  a m o n g st  t h e  a ut o n o m o u s  S C s  at   m a r k et  e q uili b-
ri u m. (i) i s  s p e ci fi c t o  o ur   p r o bl e m  s etti n g  a n d i s  o n e  of t h e
m o st i m p o rt a nt   m oti v ati o n s  f o r  t h e   p r e s e n c e  of  a  r e g ul at o r
( s e e  S e cti o n  1) i n t h e   fi r st   pl a c e.2 H o w e v er, t h e   p r e s e n c e  of  a
r e g ul at o r  b ri n g s i n  ot h e r i m p o rt a nt  b e n e fit s t hr o u g h (ii)  a n d

2. I n   p r a cti c e,   u si n g   m e c h a ni s m   d e si g n  t h e o r y,  t h e  r e g ul at o r  c a n
d e vi s e  ef fi ci e nt  e c o n o mi c   m e c h a ni s m s t h at  e n a bl e  S C s t o   fi n d it i n c e n-
ti v e  c o m p ati bl e i n   p r ot e cti n g t h e   p ri v a c y  of t h ei r  c u st o m e r s.   H o w e v er,
w e   d o  n ot f o c u s  o n t h e   d e si g n  of s u c h   m e c h a ni s m s i n t hi s   p a p e r.
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(iii). (ii) i s n e c e s s a r y t o  p r e v e nt a n y S C f r o m e x pl oiti n g it s c u s-
t o m e r s  o n s er vi c e c o st s. I n t hi s   w o r k   w e   d o  n ot f o c u s  o n t h e
d e si g n  of  s u c h   m e c h a ni s m s,  a n d  a s s u m e  t h e  e xi st e n c e  of

o n e, 3 w h e r e a s (iii) i s i m p o rt a nt f r o m a n e c o n o mi c  p e r s p e cti v e
a s m a xi mi zi n g s o ci al   w elf a r e i s a  k e y  o bj e cti v e i n   w elf ar e e c o-
n o mi c s  b e c a u s e it l e a d s t o ( a) a c e rt ai n l e v el  of e q uit a bilit y  of
all o c ati o n s (i n r e s o ur c e s  o r i n  n et   utilit y)  a m o n g st t h e  st a k e-
h ol d e r s, ( b)   mi g ht  g u a r a nt e e P aret o ef ficie n c y at   m a r k et  e q ui-
li bri u m [ 1 4],  a n d ( c)  a n  o pti m al  s o ci al   w elf a r e  st at e   d e n ot e s
t h e  b e st   p o s si bl e  o p e r ati n g   p oi nt  of  a n  e c o n o mi c  s y st e m.   A
P a r et o  ef fi ci e nt  all o c ati o n  of   utiliti e s  a m o n g st  a  s et  of  st a k e-
h ol d e r s e n s u r e s t h at at   m ar k et e q uili b ri u m  n o n e of t h e st a k e-
h ol d e r s  c a n i n cr e a s e t h ei r  n et   utilit y   wit h o ut   d e cr e a si n g  a n y
ot h e r  st a k e h ol d e r’ s  n et   utilit y.   T h e  n oti o n  of  e q uit a bilit y  i s
i m p o rt a nt i n t h e c o nt e xt  of  a ut o n o m o u s  S C   m a r k et s  b e c a u s e
t h e y  oft e n o p e r at e i n a   d e c e nt r ali z e d f a s hi o n, a n d i d e all y,   w e
w o ul d   w a nt a s o ci al   w elf a r e all o c ati o n at   m ar k et e q uili b ri u m
t h at   d o e s  n ot  r e s ult  i n  c o n si d e r a bl e   di s p a rit y  a m o n g st  t h e
pl a y er s’ all o c ati o n s ( d e s pit e b ei n g  P a r et o ef fi ci e nt).

I n t hi s   p a p e r,   w e   d e fi n e t h e s o ci al   w elf a r e f u n cti o n  of t h e
r e g ul at o r  t o  b e  t h e  s u m  of  t h e  n et   utiliti e s  of  t h e  S C s  a n d
t h ei r c u st o m e r s  at   m a r k et e q uili b ri u m.   W e   d e n ot e t hi s f u n c-
ti o n  b y S W, a n d e x p r e s s it a s

S W ¼
X

j 2 C

U j ð v m a g
j Þ

X

i2 S C

c ðv m r
i Þ þ c ðv m b

i Þ þ c ðv m p c
i Þ ;

(9 )

w h e r e C i s  t h e  s et  of  c o n s u m e r s, S C i s  t h e  s et  of  s m all
cl o u d s,  t h e   fi r st  t e r m  i s  t h e  s u m  of  t h e   utiliti e s  of  t h e  c o n-
s u m e r s, a n d t h e s e c o n d t e r m i s t h e s u m  of t h e c o st s f a c e d  b y
t h e  S C s  i n S C f o r  s e r vi ci n g  c u st o m e r   d e m a n d s.   T h e  af o r e-
m e nti o n e d  s o ci al   w elf a r e  e x p r e s si o n  i s  t h e  st a n d a r d   B e r g-
s o n- S a m u el s o n utilit ari a n s o ci al   welf are f u n cti o n i n  e c o n o mi c s
[ 2 3],  [ 1 4]   w h o s e  o pti m alit y   d o e s  n ot  f o c u s  o n  e q u alit y  of
r e s o u r c e  o r   utilit y  all o c ati o n s  a m o n g st st a k e h ol d e r s, i. e., t h e
S C s  a n d  t h e  c u st o m e r s,  b ut  o nl y  o n   P a r et o  ef fi ci e n c y  of
r e s o u r c e  all o c ati o n s  a m o n g st t h e st a k e h ol d e r s,  a n d  e q u alit y
of   m a r gi n al   utilit y  all o c ati o n s  a m o n g st  t h e  st a k e h ol d e r s.
N ot e  t h at   d u e t o  o u r  a ut o n o m o u s  S C  s etti n g,  t h e  r e g ul at o r
i n   p r a cti c e   mi g ht  n ot  h a v e  e n o u g h  s a y i n   w elf a r e   m a xi mi z-
i n g  r e s o u r c e  all o c ati o n,  a n d  c a n  o nl y  e x p e ct  t o  h a v e  t h e
s o ci al   w elf a r e f u n cti o n   m a xi mi z e d i n t h e  b e st  c a s e  b e c a u s e
it  c a n n ot   di r e ctl y  e nf o r c e  o pti m al  st r at e g y  c h oi c e s  o n  t h e
S C s li k e i n  a  c e nt r ali z e d  c o nt r ol  s etti n g. T he i m p ort a nt  q ues-
ti o n  here  is   w het her  t he  utilit ari a n  s o ci al   welf are  f u n cti o n  is
i n dee d t he   m ost a p pr o pri ate c h oi ce f or t his   w or k.

W e c h o o s e t o   w o r k   wit h t h e   utilit a ri a n f u n cti o n  o v e r t w o
ot h e r   p o p ul a r   B e r g s o n- S a m u el s o n  s o ci al   w elf a r e  f u n cti o n s
u s e d  i n  e c o n o mi c  a p pli c ati o n s:  t h e e g alit ari a n  f u n cti o n ,  a n d
t h e R a wl’s f u n cti o n , f o r t h e f oll o wi n g r e a s o n s:

T h e   p a r a m et e r s c o r r e s p o n di n g t o t h e   u ni q u e  o pti m al
s ol uti o n  of  t h e   m a xi m u m   utilit a ri a n  s o ci al   w elf a r e
p r o bl e m c oi n ci de wit h  t h o s e  o bt ai n e d  at  t h e   u ni q u e
e q uili b ri u m  of  a   p u r el y   di st ri b ut e d   m a r k et  c o m p ri s-
i n g  a ut o n o m o u s  S C’ s wit h o ut t h e   p r e s e n c e  of  a

r e g ul at o r,  a n d  a r e   P a r et o  o pti m al.   T hi s  r e s ult i s   d u e
t o   A r r o w- D e b r e u’ s   fi r st  a n d  s e c o n d  f u n d a m e nt al
t h e o r e m s  of   w elf a r e  e c o n o mi c s  [ 1 4].  I n  a d diti o n,  at
m a r k et  e q uili b ri u m, t h e r e i s  e q uit a bilit y i n t h e   m a r-
gi n al   utiliti e s  of  all  t h e  a ut o n o m o u s  S C s  (i n  c a s e  of
S C s,  t h e   utilit y  i s  r e p r e s e nt e d  b y  c o st  a n d  i s  t h u s  a
n e g ati v e   utilit y)  a n d t h ei r  c u st o m e r s.   T h e   p a r a m et e r
c oi n ci d e n c e   p r o p e rt y   d o e s  n ot  n e c e s s a ril y  h ol d  f o r
n o n- utilit a ri a n s o ci al   w elf a r e f u n cti o n s.
T h e   R a wl’ s  s o ci al   w elf ar e f u n cti o n f o c u s s e s  o n   m a xi-
mi zi n g  t h e   mi ni m u m  r e s o ur c e / utilit y  all o c ati o n  t o
a n y  st a k e h ol d e r  ( e. g.,  S C)   wit hi n  t h e  cl a s s  of   m ar k et
st a k e h ol d e r s.   A   m aj or   d r a w b a c k  of  a d o pti n g  t hi s
s o ci al   w elf ar e f u n cti o n i s t h at it   will i n g e n er al  di s c o ur-
a g e  S C s f r o m  s h a ri n g t h eir  r e s o u r c e s ( e v e n  at   P ar et o
o pti m al s y st e m s etti n g s)   wit h ot h er S C s ( c o n s e q u e ntl y
aff e cti n g c u st o m er   Q o S s ati sf a cti o n), t h e r e b y c h all e n g-
i n g t h e c or e   p hil o s o p h y b e hi n d a n S C   m ar k et, a n d   will
n ot li k el y b e   p o p ul ar   wit h eit h e r t h e S C s o r t h e r e g ul a-
t or.   A   m a xi mi n   utilit y  all o c ati o n  a m o n g  S C s   w o ul d
f a v or, f or  e x a m pl e,  a r e gi m e t h at r e d u c e s  e v e r y  S C t o
c o m pl et e “ mi s e r y ” if it   p r o m ot e s t h e   w ell- b ei n g  of t h e
m o st “ mi s e r a bl e ” S C b y e v e n a v er y s m all a m o u nt.
T h e  e g alit a ri a n  s o ci al   w elf a r e  f u n cti o n  f o c u s e s  o n
e q u ali zi n g  t h e   utiliti e s  of  all   m a r k et  st a k e h ol d e r s i n
t h e a b s ol ut e s e n s e.  Si mil a r t o t h e c a s e  of   R a wl’ s f u n c-
ti o n, it s uff e r s f r o m t h e   m aj o r   d r a w b a c k t h at it   will i n
g e n e r al   di s c o u r a g e  S C s f r o m  s h a ri n g t h ei r  r e s o u r c e s
( e v e n  at   P a r et o  o pti m al  s y st e m  s etti n g s)   wit h  ot h e r
S C s.   Li k e wi s e,  it  i s   u nli k el y  t o  b e   p o p ul a r  a m o n g st
eit h e r t h e r e g ul at o r o r a ut o n o m o u s S C s. F o r e x a m pl e,
if   w e  h a d t o  c h o o s e  b et w e e n t w o  all o c ati o n   p oli ci e s,
o n e   u n d e r   w hi c h all S C s   w o ul d h a v e a c a r di n al   utilit y
of  1 0 0,  b ut  o n e  S C   w o ul d  h a v e  a   utilit y  of  9 9; t h e s e c-
o n d   p oli c y   u n d e r   w hi c h  e v e r y  S C i s  “ mi s e r a bl e ”  a n d
will  h a v e  a  c a r di n al   utilit y  of  1   u nit.   T h e  e g alit a ri a n
r e g ul at o r   w o ul d   p r ef e r t h e l att e r  b e c a u s e   u n d e r t hi s
o pti o n, e v e r y S C h a s e x a ctl y t h e s a m e  utilit y l e v el.

3 S T A TI C M A R K E T A N A L Y SI S

A s a   p r e c u r s or t o a n al y zi n g   d y n a mi c   m a r k et s, i n t hi s s e cti o n
w e   fi r st   d e ri v e  a n d  a n al y z e   p e rf e ctl y  c o m p etiti v e  st ati c  S C
m a r k et  e q uili b ri a.   W e  a s s u m e   p e rf e ct  c o m p etiti o n  a m o n g st
S C s   d u e t o t h ei r l a c k  of e c o n o mi c   p o w e r i n i n fl u e n ci n g  ot h e r
S C s  b a s e d  o n t h ei r  q u a ntit y  of   V M  a v ail a bilit y.  Si n c e   p ri c e s
i n   p e rf e ct c o m p etiti o n a r e str ate gi c c o m ple me nts (i n t h e t e r mi-
n ol o g y  of   B ul o w,   G e a n a k o pl o s  a n d   Kl e m p e r e r [ 2 4]), i. e., t h e
d e c r e a s e i n  a n  S C’ s c u st o m e r   p ri c e r e s ult s i n t h e   d e c r e a s e  of
c u st o m e r   p ri c e s c h a r g e d b y ot h e r S C s i n c o m p etiti o n,   w e a r e
g oi n g t o  e v e nt u all y  c o n v e r g e t o  a  st a g e   w h e r e  a  si n gl e   u ni-
f o r m  c u st o m e r   p ri c e   will   p r e v ail i n t h e  S C   m a r k et [ 2 4].   W e
a r e i nt e r e st e d t o  k n o w   w h et h e r s u c h  a   p ri c e r e s ult s i n s o ci al
w elf a r e  o pti m alit y.   E q ui v al e ntl y, if  a f e d e r at e d  a g e n c y   w e r e
t o  c e nt r all y  i m p o s e  a  c u st o m e r  c h a r gi n g   p ri c e  o n  all  S C s
(t h e r e b y  b r e a ki n g  t h ei r  a ut o n o m y)  t h at   w o ul d   m a xi mi z e
s o ci al   w elf a r e,   w h at   w o ul d  b e t h e r el ati o n s hi p  b et w e e n s u c h
a   p ri c e  ( q u a ntit y)  a n d  t h e   m a r k et  e q uili b ri u m   p ri c e  ( q u a n-
tit y) o ut c o m e of t h e   p ri c e- q u a ntit y c o m p etiti o n g a m e ? I n t hi s
r e g a r d,   w e ( a) f o r m ul at e  a n d s ol v e  a n  o pti mi z ati o n   p r o bl e m
f o r  a  r e g ul at o r   w h o   wi s h e s  t o  a c hi e v e  s o ci all y  o pti m al

3. E c o n o mi st s   L aff o nt a n d   Ti r ol e  h a v e   p r o p o s e d pri n ci p al- a ge nt m o d-
el s  i n  t hi s  r e g a r d  [ 2 2]   w hi c h   will  e n a bl e  a ut o n o m o u s  S C s  t o  c h a r g e
a p p r o p ri at e   p ri c e s t o c u st o m e r s   p u r el y  o ut  of s elf-i nt e r e st.
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m a r k et  e q uili b ri a  t h at   m a xi mi z e s   utilit a ri a n  s o ci al   w elf a r e
a m o n g st  t h e   m a r k et  st a k e h ol d e r s,  ( b)  c h a r a ct e ri z e   m a r k et
e q uili b ri a i n t h e  a b s e n c e  of  a  r e g ul at o r  a n d   d r a w  c o m p a r a-
ti v e  r el ati o n s hi p s  b et w e e n  t h e  e q uili b ri a  o bt ai n e d,   wit h
s o ci all y  o pti m al   m a r k et  e q uili b ri a. I n   p r a cti c e, t h e  c o m p eti-
ti o n  b et w e e n S C   fi r m s i s li k el y t o  b e i m p e rf e ct i n  n at u r e, a n d
L aff o nt  a n d   Ti r ol e  h a v e  a d d r e s s e d   m o d el s [ 2 5]   u n d e r  s u c h
s etti n g s   w hi c h r e s ult i n   m a r k et ef fi ci e n c y.

O pti mi z ati o n   Pr o ble m  F or m ul ati o n .   H e r e,   w e  f o r m ul at e  a
r e g ul at o r’ s  o pti mi z ati o n   p r o bl e m  s o  a s  t o  a c hi e v e  s o ci all y
o pti m al   m a r k et  e q uili bri a.   T h e   p ri m a r y  g o al  of t h e f o r m ul a-
ti o n i s t o   m a xi mi z e t h e  n et   utiliti e s f o r t h e S C c u st o m e r s, a n d
mi ni mi z e t h e n et c o st of o p e r ati o n of S C s t o r e a c h a n et   m a xi-
m u m s o ci al   w elf a r e sit u ati o n a m o n g st t h e S C s a n d t h ei r c u s-
t o m e r s.   W e   d e fi n e t hi s  p r o bl e m   m at h e m ati c all y a s f oll o w s:

O P T : m a x S W

s u bj e ct t o

X

j 2 C i

v m a g
j ðv m r

i þ v m b
i þ v m p c

i Þ ¼ 0 ; 8 i 2 S C;

w h e r e  t h e  o bj e cti v e  f u n cti o n  i s  t o   m a xi mi z e  s o ci al   w elf a r e
S W ( s e e   E q u ati o n  9 i n   m ai n   p a p e r)  a n d t h e  c o n st r ai nt i s t h e
s u p pl y- d e m a n d  b al a n c e  e q u ati o n,   wit h

P
j 2 C i

v m a g
j r e p r e-

s e nti n g t ot al c u st o m e r  d e m a n d, a n d ðv m r
i þ v m b

i þ v m p c
i Þ r e p-

r e s e nti n g t ot al  S C i s u p pl y. C i i s t h e s et  of c u st o m e r s s e r v e d

b y S C i.   A   p ot e nti al s ol uti o n t o t h e a b o v e o pti mi z ati o n   p r o b-

l e m i n di c at e s t h e   p a r a m et e r s at   w hi c h t h e S C   m a r k et c a n i d e-

all y  o p e r at e a n d (i)   m a k e all st a k e h ol d e r s s ati s fi e d t o a   p oi nt

t h at  n o o n e  h a s a n i n c e nti v e t o   d e vi at e, a n d (ii)   m a xi mi z e t h e

t ot al s ati sf a cti o n  of  all t h e st a k e h ol d e r s t o g et h e r.   W e   d e n ot e

s u c h a n i d e al st at e  of   m a r k et  o p e r ati o n a s  a st ati c s o ci all y ef fi-

cie nt   m ar ket e q uili bri u m.
D u al  Pr o ble m F or m ul ati o n .   W e   will s ol v e   O P T  u si n g t h e pri-

m al- d u al a p p r o a c h [ 2 6].   T h e  a d v a nt a g e  of   u si n g t h e   p ri m al-
d u al  a p p r o a c h i s t h at t h e   d u al  o pti mi z ati o n   p r o bl e m  of t h e
p ri m al i s al w a y s c o n v e x [ 2 6], a n d it s s ol uti o n r e s ult s i n gl o b al
o pti m a   w hi c h c a n  b e r el at e d  b a c k t o t h e  o pti m al s ol uti o n  of
t h e   p ri m al   p r o bl e m.   B ef o r e   d e ri vi n g  t h e   d u al  o pti mi z ati o n
p r o bl e m,   w e   fi r st   d e fi n e t h e   L a g r a n gi a n f u n cti o n  of   O P T  a s
f oll o w s:

L ¼
X

i2 S C

c ðv m r
i Þ þ c ðv m b

i Þ þ c ðv m p c
i Þ

X

j 2 C

U j ðv m a g
j Þ

þ
X

i2 S C

r i

X

j 2 C i

v m a g
j r i ð v m r

i þ v m b
i þ v m p c

i

 !

;

w h e r e r ¼ ð r 1 ; ::::; r n Þ i s  t h e  v e ct o r  of   L a g r a n g e   m ulti pli e r s
f o r  t h e  c o n st r ai nt  i n   O P T.   T h e   d u al  o pti mi z ati o n   p r o bl e m,
D O P T, i s t h e n   d e fi n e d a s f oll o w s.

D O P T : m a x i nf
t:¼ f v m e ; v mc ; v ms ; v mr ; v mb ; v mp c ;r g

L;

w h e r e v m e ; v mc ,  a n d v m s a r e  v e ct o r s  of  c u st o m e r   V M t y p e s
a n d v m r ; v mb ,  a n d v m p c a r e  v e ct o r s  of  S C   V M  t y p e s.   N ot e
t h at v m a g

i f o r  a n y  c u st o m e r i e q u al s v m e
i þ v m c

i þ v m s
i . T h us,

t he  g o al  here is t o  fi n d  a n o pti m al t u ple t, t h at is  a n o pti m al s ol u-
ti o n t o b ot h   O P T a n d its d u al.

S ol vi n g t he   D u al. T h e   d u al  o pti mi z ati o n   p r o bl e m i s c o n v e x
a n d  it s  o pti m al  s ol uti o n  i s  f o u n d  b y  a p pl yi n g  t h e K ar us h-
K u h n- T u c ker ( K K T)  c o n diti o n s  [ 2 6]  t h at  a r e  st at e d  t h r o u g h
E q u ati o n s  (( 1 0 a),  ( 1 0 b),  ( 1 0 c),  ( 1 0 d),  ( 1 0 e),  ( 1 0f),  a n d  ( 1 0 g)).
S ol vi n g  t h e s e  e q u ati o n s,   w e  o bt ai n  t h e  o pti m al  s ol uti o n  t o
D O P T.   T h e  o pti m al  s ol uti o n  t o   D O P T  i s  t h e  st ati c   m ar k et
e q uili b ri u m.   W e   d e n ot e  t hi s  s ol uti o n  b y  t h e  t u pl e f v m e ;
v m c ; v ms ; v mr ; v mb ; v mp c ; r g .   W e n o w st at e t h e   K K T c o n-
diti o n s  i n  t h e  f or m  of   E q u ati o n s  (( 1 0 a),  ( 1 0 b),  ( 1 0 c),  ( 1 0 d),
( 1 0 d), a n d ( 1 0 e)) a s f oll o w s.

d ðc ðv m r
i ÞÞ

d v m r
i

jv m r
i r i ¼ 0 ; 8 i 2 S C: (1 0 a )

d ðc ðv m b
i ÞÞ

d v m b
i

jv m b
i r i ¼ 0 ; 8 i 2 S C: (1 0 b )

d ðc ðv m p c
i ÞÞ

d v m p c
i

jv m p c
i r i ¼ 0 ; 8 i 2 S C: (1 0 c )

r i

@ ðU i ðv m e
i ÞÞ

@ v m e
i

jv m e
i ¼ 0 ; 8 i 2 C: (1 0 d )

r i

@ ðU i ð v m c
i ÞÞ

@ v m c
i

jv m c
i ¼ 0 ; 8 i 2 C: (1 0 e )

r i

@ ðU i ðv m s
i ÞÞ

@ v m s
i

jv m s
i ¼ 0 ; 8 i 2 C: (1 0f )

X

j 2 C i

v m a g
j ð1 k 1

j k 2
j Þ ¼ ð v m r

i þ v m b
i þ v m p c

i Þ; 8 i 2 S C:

(1 0 g )

E q uili bri u m i n   A ut o n o m o us  Setti n gs . T he ke y q uesti o n is   w het her
t he  s ol uti o n t o   D O P T  c a n  be  re ali ze d  as  a   m ar ket  e q uili bri a i n  a
distri b ute d  a ut o n o m o us  setti n g. B a s e d  o n t h e  g e n e r al  e q uili b-
ri u m  t h e o r y i n   mi c r o e c o n o mi c s  [ 1 4],   m a r k et  e q uili b ri a i n  a
p e rf e ctl y c o m p etiti v e  a ut o n o m o u s s etti n g  of   fi r m s i s  k n o w n
a s W alr asi a n e q uili bri a . It t u r n s  o ut f r o m  g e n e r al  e q uili b ri u m
r e s ult s i n [ 1 4] t h at t h e   u ni q u e  o pti m al  s ol uti o n t o   D O P T (i)
i s  a  c o m p etiti v e   W al r a si a n  e q uili b ri u m  t h at  i s   P a r et o  ef fi-
ci e nt,  (ii)  s ati s fi e s Arr o w- De bre u’s fi r st  a n d  s e c o n d  f u n d a-
m e nt al t h e o r e m s  of   w elf a r e e c o n o mi c s t h at e st a bli s h e s t h e if
a n d o nl y if r el ati o n b et w e e n t h e e xi st e n c e of a   W al r a si a n e q ui-
li b ri u m a n d it s   P a r et o ef fi ci e n c y [ 1 4], (iii)   m a xi mi z e s   utilit ar-
i a n s o ci al   w elf a r e ( a g ai n   d e ri v e d f r o m   A r r o w- D e b r e u’ s   fi r st
a n d s e c o n d f u n d a m e nt al t h e o r e m s),  a n d (i v) cl e a r s t h e   m a r-
k et  b y  b al a n ci n g  t ot al  S C  r e s o u r c e  s u p pl y   wit h  c o n s u m e r
a n d  S C r e s o u r c e   d e m a n d.   T h u s, i n  vi e w  of   p oi nt s (i) - (i v),  a
r e g ul at o r’ s  s o ci al   w elf a r e   m a xi mi z ati o n  o bj e cti v e  c oi n ci d e s
wit h  t h e   w elf a r e  st at e  o bt ai n e d  at   m a r k et  e q uili bri u m  i n  a
di st ri b ut e d  a ut o n o m o u s   fi r m  s etti n g. We c o nsi der t his  u ni q ue
e q uili bri u m  st ate  t o  be  t he  be n c h m ar k  at   w hi c h  t he  S C   m ar ket
w o ul d  be   willi n g t o  al w a ys  o per ate. H o w e v e r, i n   p r a cti c e, f o r  a
p e rf e ctl y c o m p etiti v e   m a r k et   wit h  n o n- utilit a ri a n s o ci al   w el-
f a r e f u n cti o n s, t h e r e   m a y  b e   m ulti pl e   P a r et o ef fi ci e nt   W al r a-
si a n   m a r k et e q uil b ri a t h at a r e n ot s o ci all y ef fi ci e nt.

C o m p uti n g  S o ci all y   O pti m al   E q uili bri u m. T h e  o pti m al s ol u-
ti o n  t o  t h e   d u al  o pti mi z ati o n   p r o bl e m,   D O P T,  c a n  b e
o bt ai n e d i n  a n it e r ati v e   m a n n e r   u si n g  a  g r a di e nt  a p p r o a c h,
t h e   p ri n ci pl e  b e hi n d   w hi c h i s  t h e Pri m al- D u al  I nteri or   P oi nt
Met h o d [ 2 6].   W e a d o pt t h e  P ri m al- D u al I nt e ri o r  P oi nt   m et h o d
i n  o u r   w o r k  b e c a u s e it  h a s  a   p ol y n o mi al-ti m e  c o m pl e xit y t o
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a r ri v e  at t h e  o pti m al  s ol uti o n t o  c o n v e x   p r o g r a m s [ 2 7].   T h e
b a si s  of t h e   m et h o d i s t o pr o gressi vel y c h a n g e t h e  a r g u m e nt
v e ct o r  of   D O P T s o t h at   mi ni m al- L a g r a n g e   m ulti pli e r r s ati s-
fi e s t h e   K K T c o n diti o n s.

D e n ot e  b y v ,   D O P T’ s  a r g u m e nt  v e ct o r s a n s t h e   L a g r a n g e
m ulti pli e r r , f v m e ; v mc ; v ms ; v mr ; v mb ; v mp c g .   A p pl yi n g  t h e
I nt e ri o r   P oi nt   m et h o d  t o   D O P T  gi v e s   u s  t h e  t h e  f oll o wi n g
e q u ati o n s:

v ðt þ Þ ¼ v ðtÞ k v r x L : (1 1 a )

r ðt þ Þ ¼ r ðtÞ þ k r r x L : (1 1 b )

H e r e, k v a n d k r a r e   p o siti v e  s c ali n g   p a r a m et e r s   w hi c h
c o nt r ol  t h e  a m o u nt  of  c h a n g e i n  t h e   di r e cti o n  of t h e  g r a di-
e nt.   L etti n g ! 0 ,   w e  g et

t v _v ðtÞ ¼ r v L; (1 2 a )

t v _r ðtÞ ¼ r r L; (1 2 b )

w h e r e t y ¼ 1
k y

f o r y ¼ v; r .   T h e I nt e ri o r   P oi nt   M et h o d c o n-
v e r g e s i n   p ol y n o mi al ti m e   w h e n t h e   d u alit y  g a p a p p r o a c h e s
z e r o,   d u e t o t h e li n e a r  a n d  s u p e r-li n e a r  c o n v e r g e n c e r at e  of
t h e   m et h o d [ 2 6].

4 D Y N A MI C S C   M A R K E T S

I n  t hi s  s e cti o n   w e   d e s c ri b e  t h e  n oti o n  of   d y n a mi c  S C   m a r-
k et s,   p r o vi d e  a f o r m ali z e d   m o d el t o   d e s c ri b e  s u c h   m a r k et s,
a n d   fi n all y i n v e sti g at e t h ei r st a bilit y a s p e ct s.

T he   N oti o n of   D y n a mi c  S C   M ar kets . I n   p r a cti c e,  a n  S C   m a r-
k et c a n  b e   d y n a mi c i n  n at u r e   d u e t o t h e  n o n- st ati c  n at u r e  of
t h e s u p pl y  of  S C r e s o u r c e s  a n d  v a ri a bilit y  o v e r ti m e  of  c u s-
t o m e r   d e m a n d.   T hi s   d y n a mi c  n at u r e  of  t h e  S C   m a r k et  i s
li k el y  t o  l e a d  t o  f r e q u e nt  st ati c   m a r k et  e q uili b ri u m (see
Se cti o n  3  f or  t he  a n al ysis  of  st ati c   m ar ket  e q uili bri a) p e rt u r b a-
ti o n s,   w hi c h  i n  t u r n   mi g ht  ( n ot  al w a y s)  l e a d  t o  a  st at e
of   m a r k et   di s e q uili b ri u m.   H e r e,  t h e  t e r m  ‘ di s e q uili b ri u m’
r ef e r s t o  a st at e   w h e n   m a r k et s u p pl y   d o e s  n ot  e q u al   m a r k et
d e m a n d   d u e  t o   p e rt u r b ati o n s  i n   m a r k et   p a r a m et e r s  ( e. g.,
c u st o m e r   p ri c e s),  a n d  a s  a  r e s ult  all  st a k e h ol d e r s   d o  n ot
m ut u all y s ati sf y t h ei r i nt e r e st s.

T o   p r o vi d e  a  cl e a r   u n d e r st a n di n g  of t h e  st a r k   di sti n cti o n
b et w e e n  st ati c  a n d   d y n a mi c   m a r k et s, i n  t h e  f o r m e r,  o n c e  a
u ni q u e   m a r k et  e q uili b ri u m  st at e  ( a  v e ct o r  c h a r a ct e ri z e d  b y
o pti m al c u st o m e r   p ri c e c h a r g e d,  o pti m al   V M r e s o u r c e s all o-
c at e d  b et w e e n  t h e  st a k e h ol d e r s,  et c.)  i s  r e a c h e d  ( c all  it A )
t h e r e i s  n o   d e vi ati o n f r o m t h at  s y st e m  st at e i n i n e rti a, i. e.,  a
st a bl e   p oi nt,   u nl e s s t h e s y st e m v a ri a bl e s c h a n g e - b ut t h e y   d o
n ot a s t h e s y st e m i s a s s u m e d t o b e st ati c.   N ot e t h at A i s i n t h e
s et  of f e a si bl e   p oi nt s t h e s y st e m c o ul d  o p e r at e i n.   N o w  c o n-
si d e ri n g t h e  c o nt r a r y  sit u ati o n  of   d y n a mi c   m a r k et s,  s y st e m
v a ri a bl e s c h a n g e  o v e r ti m e   d u e t o t h e i nt e r mitt e nt  n at u r e  of
r e s o u r c e s   d ri vi n g  t h e m  ( e. g.,  v a ri a bilit y  i n  t h e  e q uili b ri u m
V M r e s o u r c e s  all o c at e d   d u e t o   p oli c y c o n st r ai nt s  of   m e eti n g
cli e nt   Q o s a s   ut m o st   p ri o rit y).   A s a r e s ult, t h e   m a r k et s y st e m
o p e r ati n g at st a bl e o p e r ati n g   p oi nt A will  n e e d t o e xit A o n c e
r e s o u r c e v a ri ati o n s a r e i n e vit a bl e.   A s s u mi n g A t o b e a b e n c h-
m a r k e d   p oi nt ( a s s o ci al   w elf a r e i s   m a xi mi z e d i n t hi s   u ni q u e
st at e - s e e S e cti o n 3)   T h e q u e sti o n  h e r e i s   w h et h e r t h e   m a r k et
s y st e m  c a n i d e all y  r et u r n t o A e v e nt u all y.   N ot e t h at if A i s
n o n- u ni q u e, t h e s y st e m   will b e e q u all y   willi n g t o b e i n a   w el-
f a r e   m a xi mi zi n g   m a r k et e q uili bri u m st at e B .

I n s u c h a c ase, a n i m p ort a nt c h alle n ge is t o desi g n a st a ble   m ar-
ket t h at is r o b ust t o pert ur b ati o ns a n d al w a ys ret ur ns t o its e q uili b-
ri u m  p oi nt(s)   w he n   m ar ket  dise q uili bri u m  res ults. I n s pi r e d  b y
t h e  n oti o n  of dise q uili bri u m  pr o cess [ 3],   w e   p r o p o s e  a d y n a mi c
m ar ket   me c h a nis m f o r  S C s.   T h e  c o n c e pt  of   di s e q uili b ri u m
p e rt ai n s t o  a  sit u ati o n   w h e r e  a  st ati c   m a r k et  e q uili bri u m i s
p e rt u r b e d,   p ot e nti all y  t o  a   di s e q uili bri u m  st at e,  a n d  t h e
u n d e rl yi n g   pl a y e r s ( st a k e h ol d er s)   w o r k t o g et h e r t o r e- att ai n
t h e e q uili b ri u m. T he   m ai n i de a be hi n d t he dise q uili bri u m pr o cess
is a n iter ati ve se q ue n ce of a cti o n a n d st at e pr o files (see bel o w), i.e.,
i nf or m ati o n  e x c h a n ge  bet wee n t he  d o mi n a nt   m ar ket st a ke h ol ders,
of   V M  i nst a n ce  s u p pl y  a n d  de m a n d  le vels,  a n d  per- u nit   V M
i nst a n ce  pri ces, t o  arri ve  at  a  desire d st ati c e q uili bri u m. S u c h  a n
it e r ati v e   p r o c e s s  e s s e nti all y  i m pli e s  a n  o v e r all   d y n a mi c
m o d el   wit h f e e d b a c k.   O u r  p r o p o s e d  d y n a mi c   m a r k et   m e c h a-
ni s m c a n al s o b e  u s e d t o r e- att ai n a s p e ci fi c  p r ef e r r e d e q uili b-
ri u m   p oi nt f r o m  a  gi v e n  e q uili bri u m   p oi nt.   W e   fi r st   p r e s e nt
o u r   d y n a mi c   m a r k et   m o d el a n d t h e n f oll o w it   u p   wit h it s st a-
bilit y a n al y si s.

4. 1   D y n a mi c   M o d el

O u r   d y n a mi c   m o d el  of  S C   m a r k et s  c o n si st  of  a st ate  s p a ce ,
X R n ,   w h e r e  e a c h  st at e, f r i g 2 X ,  i s  t h e   p r o fil e  of   p e r-
u nit   V M i n st a n c e   p ri c e s at e a c h  S C i.   T h e st ate de pe n de nt p a y-
off , i. e.,   p r o fit f u n cti o n f o r  e a c h  S C f r o m it s r e s e r v e d r e s o u r-
c e s i s  gi v e n  b y

p r
i ¼ r i v m r

i c ðv m r
i Þ:

T h e  st at e   d e p e n d e nt   p a y off  f o r  e a c h  S C  f r o m it s  b o r r o w e d
r e s o u r c e s i s  gi v e n  b y

p b
i ¼ r i v m b

i c ðv m b
i Þ:

Si mil a rl y, st at e   d e p e n d e nt   p a y off f o r e a c h S C f r o m r e s o u r c e s
b o r r o w e d f r o m a  p u bli c cl o u d i s gi v e n b y

p p c
i ¼ r i v m p c

i c ðv m p c
i Þ:

T h e   p a y off f u n cti o n f o r t h e S C c u st o m er s f o r a gi v e n j o b t y p e
2 f e; c; s g , i s gi v e n b y

U j ð v m t y p e
j Þ r j v m t y p e

j :

E a c h  S C i s  a s si g n e d  a st ate  de pe n de nt  a cti o n t h at   p e r mit s t h e
S C s a n d t h ei r c u st o m e r s t o c h a n g e t h ei r   V M i n st a n c e g e n e r a-
ti o n  a n d  c o n s u m pti o n l e v el s r e s p e cti v el y.   W e  a s s u m e  a per-
fe ct c o m petiti o n [ 1 8] of   V M i n st a n c e   p ri c e s a m o n g st t h e S C s i n
c o m p etiti o n, a n d f oll o wi n g t h at t h e a cti o n f o r e a c h  S C i c o n-
si st s  of  c o m mitti n g  a  c e rt ai n  a m o u nt  of   V M  i n st a n c e s  t h at
i n fl u e n c e s t h e   m a r k et- cl e a ri n g   p r o c e s s. I n t hi s   p a p e r,   w e   u s e
t h e gr a die nt  pl a y t e c h ni q u e i n  g a m e t h e o r y [ 1 7] t o   d e ri v e t h e
st at e   d e p e n d e nt  a cti o n s  of t h e  S C s  a n d t h ei r c u st o m e r s.   O u r
u s e  of  t h e  g r a di e nt   pl a y  t e c h ni q u e i s   m oti v at e d  b y  t h e  f a ct
t h at i n   m a n y   p r a cti c al   m a r k et e n vi r o n m e nt s st a k e h ol d e r s (i)
fi n d it  b e h a vi or all y   dif fi c ult o r c o m p ut ati o n all y e x p e n si v e t o
pl a y  t h ei r best  res p o nses [ 1 8],  (ii)  h a v e  z e r o  o r  i n c o m pl et e
k n o wl e d g e  of t h e   utiliti e s  of  ot h e r  st a k e h ol d e r s i n t h e   m a r-
k et,  a n d (iii)  c a n n ot  e v e n  o b s e r v e t h e  a cti o n s  of  ot h e r  st a k e-
h ol d e r s  i n  t h e   w o r st  c a s e.  I n  s u c h  e n vi r o n m e nt s,  g r a di e nt
pl a y i s  a s uit a bl e t e c h ni q u e t o  a c hi e v e st ati c   m a r k et  e q uili b-
ri u m st a bilit y it e r ati v el y [ 1 9].   M o r e s p e ci fi c all y, f o r  o u r   m a r-
k et  s etti n g t h e  o c c u r r e n c e  of (i)-(iii) i s  q uit e li k el y.   G r a di e nt
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pl a y al s o   w o r k s   w h e n i s s u e s (i)-(iii)  d o n ot a ri s e. T he   m ai n i de a
be hi n d t he gr a die nt pl a y te c h ni q ue is t he use of or di n ar y differe nti al
e q u ati o ns ( O D Es) t o des cri be t he p at h of a pert ur be d s yste m st ate t o
t he  st ati c   m ar ket  e q uili bri u m  st ate. U si n g  g r a di e nt   pl a y,  t h e
a cti o n f o r t h e t h e it h S C i s gi v e n b y

t r
i

_v m r
i ¼ r i b r

i v m r
i a r

i : (1 3 a )

t b
i

_v m b
i ¼ r i b b

i v m b
i a b

i : (1 3 b )

t p c
i

_v m p c
i ¼ r i b p c

i v m p c
i a p c

i : (1 3 c )

H e r e, t h e   p a r a m et e r s t r
i , t

b
i , a n d t

p c
i a r e ti m e c o n st a nt s t h at

d e s c ri b e  t h e  s p e e d   wit h   w hi c h  t h e  a cti o n  of   V M  i n st a n c e
c o m mit m e nt b y S C i c a n b e a dj u st e d, a n d a r e f r e e  p a r a m et e r s
t o  b e   d et e r mi n e d.   T h e  g o al  of  S C i’ s  a cti o n  i s  t o   d ri v e  t h e
s ol uti o n v m r

i , v m b
i ,  a n d v m p c

i t o v m r
i , v m b

i ,  a n d v m p c
i ,  t h e

s ol uti o n t o   E q u ati o n s ( 1 0 a), ( 1 0 b), a n d ( 1 0 c) ( s e e S e cti o n 3) at
st ati c   m a r k et  e q uili b ri u m.  It  c a n  b e  s e e n  t h at  t h e   R H S s  of
( 1 0 a), ( 1 0 b),  a n d ( 1 0 c) ( s e e  S e cti o n  3)  a r e   p r o p o rti o n al t o t h e
g r a di e nt r v m r

i
L , r v m b

i
L ,  a n d r v m

p c
i

L r e s p e cti v el y,   w h e r e L i s

t h e   L a g r a n gi a n  of   O P T.   T h e  s uit e  of   E q u ati o n s ( 1 0 a), ( 1 0 b),
a n d ( 1 0 c) ( s e e  S e cti o n  3) c a n  b e s ol v e d i n d e p e n d e ntl y  b y  S C
i. I n  a  si mil a r f a s hi o n,   u si n g  g r a di e nt   pl a y, t h e  st at e   d e p e n-
d e nt a cti o n f o r a n y S C c u st o m e r i 2 C i s gi v e n b y

t a g
i

_v m a g
i ¼ b a g

i v m a g
i þ a a g

i r i : (1 4 )

t a g
i i s  a  f r e e   p a r a m et e r  t o  b e   d et e r mi n e d  t h at   d e n ot e s  t h e

s p e e d   wit h   w hi c h t h e  c o n s u m pti o n  a cti o n  of  S C  c u st o m er i
c a n  b e  a dj u st e d.   T h e  g o al  of  t h e  S C  c u st o m er  a cti o n  h e r e
i s  t o   d ri v e  t h e  s ol uti o n v m a g

i t o v m a g
i ,  t h e  s ol uti o n  t o

E q u ati o n ( 1 0 d) ( s e e S e cti o n 3) at st ati c   m a r k et e q uili b ri u m. It
c a n b e s e e n t h at t h e   R H S of 1 5 i s   p r o p o rti o n al t o t h e  g r a di e nt
r v m

a g
i

L , i 2 C ,   w h e r e L i s  t h e   L a g r a n gi a n  of   O P T.   E q u a-
ti o n ( 1 5) c a n b e s ol v e d i n d e p e n d e ntl y b y e a c h S C c u st o m e r i.

T h e   d y n a mi c s  of t h e   p ri ci n g   m e c h a ni s m c a n  b e  e x p r e s s e d
vi a t h e f oll o wi n g e q u ati o n.

t r i
_r i ¼

X

j 2 C i

v m a g
j ð 1 k 1

j k 2
j Þ ðv m r

i þ v m b
i þ v m p c

i Þ ; (1 5 )

w h er e t h e  g o al i s t o   d ri v e t h e  s ol uti o n r i ; 8 i 2 S C t o r i , t h e
s ol uti o n  of   E q u ati o n  1 0 e ( s e e  S e cti o n 3) at st ati c   m ar k et e q ui-
li bri u m.   H er e, t r i

i s  t h e  f r e e   p a r a m et er   d e n oti n g  t h e  s p e e d
wit h   w hi c h r i c a n  b e  a dj u st e d.   E q u ati o n s ( 1 3), ( 1 4),  a n d ( 1 5)
r e p r e s e nt a  d y n a mi c   m o d el of t h e o v er all S C   m a r k et. It r e s e m-
bl e s a r e p e at e d n e g oti ati o n   p r o c e s s   w h e r e S C i r e s p o n d s   wit h
a  c o m mit m e nt  of v m x

i , x 2 f r; b; p c g t o  s u g g e st e d   p ri c e s r i

r e c ei v e d f r o m t h e  r e g ul at o r;  S C  c u st o m e r i r e s p o n d s   wit h  a
c o n s u m pti o n  a m o u nt  of v m t y p e

j , t y p e 2 f e; c; s g , t o  t h e  s a m e
p ri c e s.   T h e r e g ul at o r i n t u r n a dj u st s it s   p ri c e s t o t h e s e a cti o n s
b y t h e S C s a n d t h ei r c u st o m e r s, a n d r et u r n s  n e w   p ri c e s, f r i g ,
a n d  t h e   p r o c e s s  c o nti n u e s  till  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  st ati c
m a r k et  e q uili b ri u m. A  c o m p a ct  r e p r e s e nt ati o n  of  t h e  a b o v e-
m e nti o n e d  d y n a mi c  S C   m a r k et i s  p r e s e nt e d  i n  S e cti o n  2.   T hi s
r e p r e s e nt ati o n  p a v e s t h e   w a y f o r  a n al yti c all y  a n al y zi n g t h e  st a-
bilit y of s u c h m a r k et s.

4. 1. 1   A   C o m p a ct   R e pr e s e nt ati o n

W e  n e e d t o c o m p a ctl y r e p r e s e nt t h e a b o v e   d y n a mi c S C   m a r-
k et   m o d el t o   p a v e t h e   w a y f o r a n al y zi n g t h e st a bilit y  of s u c h
m a r k et s  vi a t h e Arr o w- H ur wi c z c rit e ri o n t h at i s  b a s e d  o n t h e

t h e o r y  of   L y a p u n o v  st a bilit y ( s e e  S e cti o n  4. 2).   U si n g   E q u a-
ti o n s  ( 1 3),  ( 1 4),  a n d  ( 1 5),  o u r   p r o p o s e d   d y n a mi c   m a r k et
m e c h a ni s m c a n b e c o m p a ctl y r e p r e s e nt e d i n t h e   m at ri x f o r m
vi a t h e f oll o wi n g e q u ati o n:

_x 1 ð tÞ
_x 2 ð tÞ

¼
A 1 þ D A 1 A 2

0 0
x 1 ð tÞ
x 2 ð tÞ

þ
a

f 2 ð x 1 x 2 Þ:

(1 6 )

De fi niti o n of  E q u ati o n  P ar a meters. W e n o w  d e s c ri b e t h e  p a r a m-
et e r s of   E q u ati o n 1 6.   W e h a v e

x 1 ðtÞ ¼ ½V M r
S C V M b

S C V M p c
S C V M e

C V M c
C V M s

C D r T ;

t h at  i s  a  v e ct o r  of   di m e n si o n ðjS C j þ jC j þ 2 jS C j 1 Þ 1 .
H e r e, jS C j ¼ n .   W e al s o  h a v e

x 2 ðtÞ ¼ ½0 n 1 1 ;

a n d

A 1 ¼

M 1 0 0 M 2

0 M 3 0 M 4

0 0 0 M 5

M 6 M 7 M 8 0

2

6
6
4

3

7
7
5 ;

A 2 ¼ ½ 0 0 M 9 0 :

W e   d e fi n e   m at ri c e s M 1 t o M 9 a s  f oll o w s: M 1 ¼ Di a g
ð 1

t
t y p e
i

b t y p e
i Þ , t y p e 2 f r; b; p c g . W e a s s u m e t h at all f or a

gi v e n t y p e, t t y p e
i ’ s ar e e q u al f or all i 2 S C . M 2 ¼ Di a g ð 1

t
t y p e
i

A T
S C Þ,

t y p e 2 f r; b; p c g , w h er e A S C ¼ Di a g ð1 Þ. M 3 ¼ Di a g ð 1

t
t y p e
i

b t y p e
i Þ,

t y p e 2 f e; c; s g . M 4 ¼ Di a g ð 1

t
t y p e
i

A T
C Þ, t y p e 2 f e; c; s g , w h er e

A C ¼ Di a g ð1 Þ. M 5 ¼ Di a g ðA 0T B A Þ, w h er e A 0 i s  a n ðn Þ ðn

1 Þ m atri x of 1’ s e x c e pt f or t h e 0   di a g o n al el e m e nt s, B i s a n n n

m atri x   wit h  all  e ntri e s  1  e x c e pt f or  e ntri e s  of t h e f or m B ii t h at

t a k e  a  v al u e  of  z er o,  a n d A i s  a n n n 1 m atri x.

M 6 ¼ Di a g ð 1

t
t y p e
r i

A S C Þ, t y p e 2 f r; b; p c g . M 7 ¼ Di a g ð 1

t
t y p e
r i

A C Þ,

t y p e 2 f e; c; s g . M 8 ¼ Di a g ð 1

t
t y p e
r i

A T B A 0Þ, w h er e A i s  a n ðn

1 Þ n m atri x. M 9 ¼ ½ 1 n n .
T h e  e x p r e s si o n f 2 ðx 1 ; x2 Þ i s  a   p r oj e cti o n f u n cti o n  o nt o t h e

n o n- n e g ati v e  o rt h a nt, a n d i s  gi v e n  b y

f 2 ð x 1 ; x2 Þ ¼ ½ c x 1 V M m a x þ
x 2

; (1 7 )

w h e r e c ¼ B A 0R , R b ei n g a r ot ati n g   m at ri x. of   di m e n si o n alit y
ððjS C j 1 Þ jS C j þ jC j þ 2 jS C j 1 Þ 1 , a n d V M m a x d e n ot e s
a  v e ct o r  of   m a xi m u m   V M i n st a n c e s c o m mitt e d  b y  e a c h i n di-
vi d u al  S C.   T h e n t h  r o w  of  t h e   p r oj e cti o n ½c x 1 V M m a x þ

x 2
i s

d e n ot e d a s

½c x 1 V M m a x þ
x 2

h i

n
¼

m a x ð0 ; ½c x 1 n V M m a x
n ; if ½x 2 n ¼ 0

½c x 1 n V M m a x
n ; if½x 2 n > 0

(

;

(1 8 )

D A 1 i n   E q u ati o n  ( 1 6)  r e p r e s e nt s  t h e  r e s o u r c e  a v ail a bilit y
p e rt u r b ati o n s   d u e t o   d y n a mi c s  of t h e  S C   m a r k et.   T h e  v al u e
li e s i n a   p e rt u r b ati o n s et E ,   w h e r e E i s  gi v e n  b y

E ¼ f D A ¼ D S C D C jD S C 2 E S C ; D C 2 E C :g : (1 9 )
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H e r e,

D S C ¼

M 1 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

M 1 1 0 0 0

2

6
6
4

3

7
7
5 ;

w h e r e   m at ri x M 1 0 i s  gi v e n  b y Di a g ð 1

t
t y p e
i

b t y p e
i ðD S C Þ 2 Þ, t y p e 2

f r; b; p c g ,  a n d D S C ¼ Di a g ðD t y p e
S C Þ.   M at ri x M 1 1 i s  gi v e n  b y

Di a g ð 1

t
t y p e
r i

A T
S C ð I D t y p e

S C ÞÞ ,  a n d A S C ¼ Di a g ð1 Þ.   W e  al s o  h a v e

E S C e x p r e s s e d  vi a t h e f oll o wi n g:

E S C ¼ D S C jjjD S C jj   ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

m a x ðD T
S C D S C Þ

q

p S C ;

w h e r e p S C i s  a   fi nit e  c o n st a nt.  Si mil a r t o t h e  e x p r e s si o n f o r

D S C ,   w e  h a v e

D C ¼

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 M 1 2 0 0

2

6
6
4

3

7
7
5 ;

w h e r e t h e   m at ri x M 1 2 i s  gi v e n  b y Di a g ð 1

t
t y p e
r i

A T
C ð I k 1

j k 2
j ÞÞ .

W e al s o  h a v e

E C ¼ D C jjjD C jj   ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

m a x ðD T
C D C Þ

q

p C ;

w h e r e p C i s a   fi nit e c o n st a nt.  Fi n all y,   w e e x p r e s s b a s

b ¼ Di a g

 
1

t x
i

a t y p e
i

!

þ Di a g

 
1

t x
i

a x
i

!

D t y p e
S C Di a g

 
1

t y
i

a t y p e
i

!

0

" # T

;

w h e r e x 2 f r; b; p c g ,  a n d y 2 f e; c; s g .   W e  a s s u m e  t h at  f o r

gi v e n x; y , t h e  v al u e s  of a x
i a n d a y

i a r e e q u al f o r all i.

4. 2   St a bilit y   A n al y si s   of   D y n a mi c   M ar k et s

I n  t hi s  s e cti o n,   w e   d e ri v e  r e s ult s  r e g a r di n g  t h e  st a bilit y  of
st ati c   m ar k et e q uili b ri a i n a   d y n a mi c  S C   m a r k et s etti n g.  S p e-
ci fi c all y, (i)   w e  d e ri v e t h e  d y n a mi c   m ar k et e q uili b ri a o bt ai n e d
t h r o u g h  g r a di e nt   pl a y   m e c h a ni c s  a n d  c o m p ar e  it   wit h  t h e
s o ci all y  ef fi ci e nt  st ati c   m ar k et  e q uili b ri a,  a n d  (ii)  st u d y  t h e
r e gi o n  of  attr a cti o n  a r o u n d   d y n a mi c   m ar k et  e q uili b ri a  t o
d e ri v e st a bilit y c o n n ot ati o n s.   T h e  o ut c o m e  of  o ur st u d y   p r o-
vi d e s  i n si g ht s  i nt o  o p er ati n g  z o n e s  f o r  t h e  f e d e r at e d  cl o u d
s h ari n g   m a r k et s  s h ari n g  a  si n gl e  r e s o ur c e  t y p e,  t h at   will
r e s ult  i n   m ar k et  st a bilit y  i n  t h e   p r e s e n c e  of  r e s o ur c e  v ari a-
ti o n s.   W e  al s o  e m p h a si z e  h e r e t h at  o u r  n oti o n  of  st a bilit y i s
wit h  r e s p e ct  t o  o p e r ati n g  at  t h e  st ati c  e q uili b ri u m,  a s  c o m-
p a r e d t o t h e  n oti o n of f or mi n g st a bl e c o aliti o n s i n a f e d e r at e d
cl o u d a s v e r y r e c e ntl y st u di e d i n [ 2 8].

C ase  -  1: W e first c o n si d e r  st a bilit y  a s p e ct s   w h e n k 1
j ; k

2
j

e q u al s  z e r o, i. e., t h e r e  a r e  n o  c u rt ail e d j o b s. I n t hi s  c a s e, t h e
e q uili b ri a  of  t h e   d y n a mi c  S C   m a r k et   d e s c ri b e d  t h r o u g h
E q u ati o n s ( 1 0 a), ( 1 0 b),  a n d ( 1 0 c) ( s e e  S e cti o n  3) ( vi a t h e   u s e
of t h e  g r a di e nt   pl a y t e c h ni q u e), li e s i n t h e s et

E ¼ fð x 1 ; x2 ÞjA 1 x 1 þ A 2 x 2 þ a ¼ 0 \ f 2 ðx 1 ; x2 Þ ¼ 0 g :

L et ðx 1 ; x2 Þ b e a n e q uili b ri u m  p oi nt i n s et E .   W e t h e n h a v e t h e
f oll o wi n g t h e o r e m  st ati n g t h e  r el ati o n s hi p  b et w e e n ðx 1 ; x2 Þ

a n d  t h e   u ni q u e  st ati c  S C   m a r k et  e q uili b ri u m  o bt ai n e d
t h r o u g h   E q u ati o n s  ( 1 0 a),  ( 1 0 b),  ( 1 0 c),  ( 1 0 d),  a n d  ( 1 0 e)  ( s e e
S e cti o n 3).

T h e or e m  1. T he  e q uili bri u m ðx 1 ; x2 Þ is i de nti c al  t o  t he  u ni q ue
st ati c   m ar ket e q uili bri u m o bt ai ne d fr o m t he s ol uti o n of   O P T.

Pr o of. T h e e q uili b ri u m ðx 1 ; x2 Þ w h e n s etti n g k 1
j ; k

2
j t o  z e r o,

i s a s ol uti o n  of t h e f oll o wi n g.

r i b r
i v m r

i a r
i ¼ 0 ; 8 i 2 S D C: (2 0 a )

r i b b
i v m b

i a b
i ¼ 0 ; 8 i 2 S D C: (2 0 b )

r i b p c
i v m p c

i a p c
i ¼ 0 ; 8 i 2 S D C: (2 0 c )

b t y p e
i v m t y p e

i þ a t y p e
i r i ¼ 0 ; 8 i 2 C;  t y p e 2 f e; c; s; a g g :

(2 0 d )
X

j 2 C i

v m a g
j ð1 k 1

j k 2
j Þ ¼ ðv m r

i þ v m b
i þ v m p c

i Þ ; 8 i 2 S D C:

(2 0 e )

U si n g   T h e or e m  3 i n [ 2 9], str o n g   d u alit y i m pli e s t h at e q ui-
li b ri u m ðx 1 ; x2 e xi st s i s i d e nti c al  t o  t h e  s ol uti o n  of  t h e   K K T
c o n diti o n s i n   E q u ati o n s ( 1 0 a), ( 1 0 b), ( 1 0 c), ( 1 0 d), a n d ( 1 0 e)). It
c a n  b e s e e n t h at   E q u ati o n ( 2 0 a) f oll o w s  b y r e pl a ci n g t h e c o st
f u n cti o n  f o r  S D C s  i n   E q u ati o n s  (( 2),  ( 3),  a n d  ( 4))  ( s e e   m ai n
p a p e r) i n ( 1 0 a). Si mil a rl y,  E q u ati o n ( 2 0 b) f oll o w s b y r e pl a ci n g
t h e   utilit y  f u n cti o n  of  S D C  c u st o m e r s i n   E q u ati o n s  (( 5),  ( 6),
( 7),  a n d  8) ( s e e   m ai n   p a p e r) i n   E q u ati o n ( 1 0 d).  F u rt h e r m o r e
E q u ati o n ( 2 0 c) i s i d e nti c al t o   E q u ati o n ( 1 0 e).   T h u s, ðx 1 ; x2 i s
i d e nti c al  t o  t h e  e q uili b ri u m i n   E q u ati o n s  ( 1 0 a),  ( 1 0 b),  ( 1 0 c),
( 1 0 d), a n d ( 1 0 e).   H e n c e,   w e  p r o v e d  T h e o r e m 1.

T he ore m  I m plic ati o ns. T h e  t h e o r e m  s u g g e st s  t h at  i n  t h e
a b s e n c e  of c urt ail e d j o b s, t h e  e q uili b ri u m i n  a   d y n a mi c   m ar-
k et s etti n g i s   u ni q u e, a n d c o n v e r g e s t o t h e st ati c   m ar k et e q ui-
li b ri u m  i n   w hi c h  t h e   m ar k et  e xi st e d  i niti all y  b ef o r e  it   w a s
p e rt u r b e d. I nt uiti v el y,   w h e n t h e S C   m ar k et i s  p e rt u r b e d f r o m
it s  e q uili b ri u m  s etti n g,  a   di s e q uili b ri u m  st at e   mi g ht  r e s ult,
w hi c h   will  g et  r e s ol v e d   d u e  t o  o ur   p r o p o s e d  g r a di e nt- pl a y
b a s e d  a p pr o a c h  t h at  r oll s  b a c k  t h e   di s e q uili b ri u m  st at e  t o
t h e  o ri gi n al  s o ci all y  o pti m al  st ati c  e q uili b ri u m  st at e.  I n t hi s
p a p e r,   w e  a r e  a bl e t o r oll  b a c k t o t h e  o ri gi n al st at e i n t h e o r y
b e c a u s e  of  o ur  a s s u m pti o n s  r e g a r di n g  t h e  n at u r e  of   utilit y
f u n cti o n s. I n pr actice, gr a die nt pl a y   will g u ar a ntee a r oll b a c k of a
dise q uili bri u m   m ar ket st ate t o a n e q uili bri u m st ate  n ot  ne cess aril y
t he ori gi n al e q uili bri u m st ate fr o m   w hi c h it   w as pert ur be d.

W e  n o w i n v e sti g at e  t h e  st a bilit y  of  t h e   d y n a mi c   m a r k et
e q uili b ri u m t o   fi n d t h e r e gi o n  of att r a cti o n a r o u n d it s elf.   W e
i nt r o d u c e  a f e w   d e fi niti o n s i n t hi s  r e g a r d.   L et y 1 ¼ x 1 x 1 ,
y 2 ¼ x 2 x 2 .   D e n ot e  b y V ðy 1 ; y2 Þ a  s c al a r,   p o siti v e   d e fi nit e
L y a p u n o v f u n cti o n e x p r e s s e d a s

V ðy 1 ; y2 Þ ¼ y T
1 y 1 þ y T

2 P 2 y 2 ; (2 1 )

w h e r e P 1 a n d P 2 a r e   di a g o n al   m at ri c e s.   W e   u s e L y a p u n o v
f u n cti o ns f r o m c o nt r ol t h e o r y [ 3 0]  a s  a st a n d a r d t o   p r o v e t h e
st a bilit y  of  a n  e q uili b ri u m  of  a s y st e m r e p r e s e nt e d  vi a  o r di-
n a r y   diff e r e nti al e q u ati o n s ( O D E s).   L et d b e e x p r e s s e d a s

d ¼
2 mi n ðP 2 Þc mi n mi n ðQ Þ

b 2
; (2 2 )
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w h e r e mi n ð Þ d e n ot e s t h e   mi ni m u m ei g e n v al u e  of Q ,

b jjP 1 A 2 þ R T ½1 n n P 2 jj2 ;

w h e r e R i s  a  r ot ati n g   m at ri x,  a n d c mi n ¼ mi n ðc i Þ, c i b ei n g
t h e  c o ef fi ci e nt  of t h e  o rt h o g o n al  v e ct o r w i t o  e x p r e s s V M m a x

a s
P n

i¼ 1 c i w i .   W e  n o w  h a v e  t h e  f oll o wi n g  t h e o r e m  c h a r a c-
t e ri zi n g  st a bilit y  of  t h e   d y n a mi c   m a r k et  e q uili b ri u m.   T h e
p r o of  of t h e t h e o r e m i s i n S e cti o n 3.

T h e or e m  2. Let A 1 be   H ur wit z.   T he n t he e q uili bri u m ðx 1 ; x2 Þ is
as y m pt oti c all y st a ble f or all i niti al c o n diti o ns i n

V c m a x ¼ fð y 1 ; y2 ÞjjV ðy 1 ; y2 Þ c m a x g f or c m a x > 0 ;

s u c h t h at

V c m a x z D ¼ f y 2 0 jjjy 2 jj2 d g :

Pr o of. Si n c e st r o n g   d u alit y  h ol d s, it f oll o w s f r o m   T h e o r e m 1
t h at  e q uili b ri u m ðx 1 ; x2 2 E e xi st s.   W e   fi r st   p r o v e  t h e
st a bilit y  of  t hi s  e q uili b ri u m   p oi nt  a n d  t h e n   p r o c e e d  t o
it s  a s y m pt oti c  st a bilit y.   Diff e r e nti ati n g  t h e   p o siti v e   d e fi-
nit e   L y a p u n o v f u n cti o n V ðy 1 ; y2 Þ ¼ y T

1 P 1 y 1 þ y T
2 P 2 y 2 ,   wit h

r e s p e ct  t o ti m e   w h e r e y 1 ¼ x 1 x 1 a n d y 2 ¼ x 2 x 2 ,  a n d
b y   u si n g  t h e  n o n- e x p a n si v e   p r o p e rt y  of  t h e   p r oj e cti o n
o p e r ati o n,   w e  h a v e

V ðy 1 ; y2 Þ y T
1 ðP 1 A 1 þ A T

1 P 1 Þ y 1 þ y T
1 P 1 A 2 y 2 þ y 2 A

T
2 P 1 y 1 :

(2 3 )

If A 1 i s   H u r wit z,  f o r  a n y Q > 0 ,  t h e r e  e xi st s  a   p o siti v e
d e fi nit e   m at ri x P 1 s u c h  t h at P 1 A 1 þ A T

1 P 1 ¼ Q .   L et

mi n ðQ Þ d e n ot e t h e   mi ni m u m ei g e n v al u e  of Q .  Si n c e P 2 i s
a s y m m et ri c   p o siti v e   d e fi nit e   m at ri x   wit h a s et n o rt h o g o-
n al,  r e al,  a n d  n o n- z e r o  ei g e n v e ct o r s x 1 ; ::::; xn ,  c a n  b e
w ritt e n a s

P 2 ¼
X n

i¼ 1

i x i x
T
i ;

w h e r e i > 0 i s t h e  ei g e n v al u e  c o r r e s p o n di n g t o x i . W e
c a n e x p a n d t h e  v e ct o r V M m a x u si n g t h e  o rt h o g o n al  v e ct o r
w i a s

V M m a x T
½1 n n P 2 y 2 mi n ðP 2 Þ c mi n jjy 2 jj2 ; (2 4 )

w h e r e c mi n ¼ mi n ðc i Þ ; 8 i ¼ 1 ; . . . ; n.   N o w l et

b jjP 1 A 2 þ R T ½1 n n P 2 jj2 :

U si n g   E q u ati o n ( 2 3) a n d ( 2 4),   w e  o bt ai n

V ðy 1 ; y2 Þ ðQ Þ jj y 1 jj2
b

mi n ðQ Þ
jjy 2 jj2

2

jjy 2 jj 2 mi n ð P 2 c mi n

b 2

mi n ðQ Þ
jjy 2 jj :

F o r  all V m a x z D , it f oll o w s t h at f o r  all s ol uti o n s  b e gi n ni n g
i n V m a x , V 0 .   H e n c e, t h e e q uili b ri u m i s st a bl e  a n d V m a x

i s t h e r e gi o n  of att r a cti o n.
Si n c e t h e i niti al c o n diti o n s st a rt i n V D a n d t h e l att e r i s a

stri ct s u b s et of D D , y 2 c a n n ot b e e q u al t o 2 mi n ð P 2 Þc mi n
mi n ðQ Þ

b 2 .

T hi s  i n  t ur n  i m pli e s  t h at ðjjy 1 jj; jjy 2 jj   ¼ ð0 ; 0 Þ i s  t h e  o nl y

i n v ari a nt  s et.   H e n c e,  all  s ol uti o n s  st a rti n g i n V D c o n v e r g e

t o  t h e  e q uili b ri u m   p oi nt ðx 1 ; x2 Þ ¼ ð x 1 ; x2 Þ . T h u s, w e

p r o v e d  T h e or e m 2. tu

T he ore m  I m pli c ati o ns. I nt uiti v el y,  t h e  t h e o r e m  st at e s  t h at
i r r e s p e cti v e  of  a n y  i niti al  st at e  t h e   m a r k et  i s  i n,  o n  b ei n g
p e rt u r b e d, it   will  al w a y s  c o m e  b a c k t o  a n  e q uili b ri u m  st at e
f r o m  a   di s e q uili b ri u m  st at e.   T h e H ur wit z ( n ot  t h e  s a m e  a s
H u r wi c z)  n at u r e  of   m at ri x A 1 i s   d et e r mi n e d  f r o m  t h e  ti m e
c o n st a nt s i n   E q u ati o n s ( 1 3), ( 1 4), a n d ( 1 5).   M o st r e al s y st e m s
s ati sf y t h e   H u r wit z  c rit e ri o n i n t h at A 1 will  b e  a re al  s q u are
m atri x c o n st r u ct e d   wit h c o ef fi ci e nt s  of a r e al   p ol y n o mi al.

C ase  2: W e n o w c o n si d e r st a bilit y  a s p e ct s   w h e n k 1
j ; k

2
j d oes

n ot e q u al  z e r o. I n t hi s c a s e, t h e  e q uili b ri a  of t h e   d y n a mi c  S C
m a r k et   d e s c ri b e d t h r o u g h   E q u ati o n s ( 1 3 a), ( 1 3 b),  a n d ( 1 3 c),
al s o li e s i n t h e s et E .   W e   d e fi n e y 1 ; y2 , a n d V ðy 1 ; y2 Þ a s  b ef o r e
b ut   d e fi n e d D a s

d D ¼ d d D S C
þ d D C

; (2 5 )

w h e r e d i s t h e s a m e  a s i n   E q u ati o n ( 2 2), D S C a n d D S C r e p r e-
s e nt  t h e  s u p pl y   d e m a n d   p e rt u r b ati o n   m at ri c e s,  a n d d D S C

a n d d D C
a r e  gi v e n  b y

d D S C
¼

4 mi n ð P 2 Þc mi n jjP 1 jj2 p i ji 2 S C

b 2
: (2 6 a )

d D C
¼

4 mi n ðP 2 Þc mi n jjP 1 jj2 p j jj 2 C

b 2
: (2 6 b )

W e  n o w  h a v e t h e f oll o wi n g t h e o r e m  c h a r a ct e ri zi n g   m a r-
k et st a bilit y.   T h e   p r o of  of t h e t h e o r e m i s i n S e cti o n 3.

T h e or e m 3. Let A 1 be   H ur wit z, a n d let

p S C p C <
mi n ðQ Þ

2 jjP 1 jj2
(2 7 )

T he n  t he  e q uili bri u m ðx 1 ; x2 Þ is  as y m pt oti c all y  st a ble  f or  all
i niti al c o n diti o ns i n

V c m a x ¼ fð y 1 ; y2 ÞjjV ðy 1 ; y2 Þ c m a x g f o r c m a x > 0 ;

s u c h t h at V c m a x z D ¼ f y 2 0 jjjy 2 jj2 d D g .

Pr o of. Diff e r e nti ati n g  t h e   L y a p u n o v  f u n cti o n V ðy 1 ; y2 Þ
al o n g t h e t r aj e ct o ri e s  of 1 6 ( s e e   m ai n   p a p e r),   w e  g et

V ðy 1 ; y2 Þ a D jjy 1 jj  
b

a D
jjy 2 jj

2

jjy 2 jj e
b 2

a D
jjy 2 jj ;

(2 8 )

w h e r e a D ¼ mi n ðQ Þ 2 jjP 1 jjp S D C þ 2 jjP 1 jjp C ,  a n d e ¼ 2 mi n

ðP 2 Þc mi n .
F r o m   E q u ati o n  ( 2 7)  ( s e e   m ai n   p a p e r)  it  f oll o w s  t h at

a D > 0 .   T h e r ef o r e, ( 2 0) i m pli e s t h at f o r  all V c m a x z D D , f o r  all
s ol uti o n s  b e gi n ni n g  i n V D , V 0 .   H e n c e,  t h e   m a r k et  e q ui-
li b ri u m st at e i s st a bl e, a n d V D i s t h e r e gi o n  of att r a cti o n.

T h e  a s y m pt oti c  st a bilit y  of  t h e   p e rt u r b e d   m a r k et  c a n  b e
s h o w n  vi a  t h e  f oll o wi n g  a r g u m e nt:  si n c e  t h e  i niti al  c o n di-
ti o n s st a rt i n V D a n d t h e l att e r i s a st ri ct s u b s et  of D D , y 2 c a n-
n ot  b e  e q u al  t o 2 mi n ðP 2 Þc mi n

mi n ðQ Þ

b 2 .   T hi s  i n  t u r n  i m pli e s

t h at ðjjy 1 jj; jjy 2 jj   ¼ ð0 ; 0 Þ i s  t h e  o nl y i n v a ri a nt  s et.   H e n c e,  all
s ol uti o n s  st a rti n g  i n V D c o n v e r g e  t o  t h e  e q uili b ri u m   p oi nt
ðx 1 ; x2 Þ ¼ ðx 1 ; x2 Þ.   T h u s,   w e  h a v e   p r o v e d   T h e o r e m 3.
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T he ore m I m pli c ati o ns. Si mil a r t o t h e i m pli c ati o n s  of   T h e o-
r e m 2, t hi s t h e o r e m st at e s t h at i r r e s p e cti v e of a n y i niti al st at e
t h e   m a r k et  i s  i n,  o n  b ei n g   p e rt u r b e d,  it   will  al w a y s  c o m e
b a c k t o a n e q uili bri u m st at e f r o m a   di s e q uili b ri u m st at e.

5 N U M E RI C A L E V A L U A TI O N

I n  t hi s  s e cti o n,   w e   p r o vi d e  a  n u m e ri c al  e x a m pl e  of  o ur
d y n a mi c   m ar k et   m o d el t o li g htl y ill u st r at e s y st e m a s p e ct s  n ot
c o v er e d i n t h e t h e or y of t hi s   p a p er: ( a) st ati c   m ar k et ef fi ci e n c y
a n d  a v e r a g e  st a k e h ol d er   utilit y   u n d er   diff e r e nt  S a m u el s o n-
B er g s o n   w elf a r e   m et ri c s, a n d ( b) st a bilit y b e h a vi or of  d y n a mi c
m ar k et s, a n d t h e c or r e s p o n di n g s p e e d at   w hi c h   m ar k et s r e a c h
st a bilit y. I n t h e a b s e n c e of a t h e or eti c al st u d y ( n ot o ur f o c u s i n
t hi s   p a p er), ( a) i s i m p ort a nt t o  g et a n a p p r o xi m at e i d e a  of t h e
g a p s i n  n et st a k e h ol d e r   utilit y  a c hi e v e d  vi a   diff e r e nt   w elf ar e
f u n cti o n s. ( b) i s i m p ort a nt t o c h a r a ct e ri z e t h e s p e e d of c o n v e r-
g e n c e of a n S C   m ar k et t o g o f r o m a st at e of  di s e q uili bri u m t o a
st at e of e q uili bri u m.   T h e   fi r st   p art of t hi s s e cti o n   d e s c ri b e s t h e
e x a m pl e s etti n g, a n d t h e s e c o n d  p art a n al y z e s t h e r e s ult s.

5. 1   E v al u ati o n   S et u p

A s a n e x a m pl e e v al u ati o n s etti n g,   w e c o n si d e r  fi v e S C s a n d 1 5
c u st o m er s ( n ot i n cl u di n g ot h er S C s).  E a c h S C h a s  fi v e c u st o m-
e r s  e a c h  a n d  t h e y  a r e  l o c k e d  i n  t o  t h e  S C s  t hr o u g h o ut  t h e
e ntir e   d ur ati o n  of t h e  e x p eri m e nt.   E a c h  c u st o m e r  r e q u e st s  a
j o b  a n d   w ait s  f or  it  t o  c o m pl et e  b ef o r e  r e q u e sti n g  a n ot h er.
P e e r S C s a r e  a s s u m e d t o  b e  alt r ui sti c   w. r.t.   V M  b o rr o wi n g.   A
r e a s o n a bl e s et  of   m ar k et   p ar a m et e r s f or t h e  S C s  a n d t h e c u s-
t o m er s a r e s h o w n i n  T a bl e s 1 a n d 2 r e s p e cti v el y.   W e n ot e h er e
t h at t h e r ati o n al e b e hi n d o u r   p ar a m et er s el e cti o n ( s p e ci fi c all y
t h e t v al u e s) f oll o w s   di r e ctl y f r o m   p ar a m et e r e x pl a n ati o n s i n
S e cti o n  4,  a n d  al s o  n ot e d  b el o w.   W e  al s o  n ot e t h at   T a bl e s  1
a n d  2  a r e j u st  o n e t a bl e i n st a n c e, i. e., r e pr e s e nt ati v e e x a m pl e,
i n  t h e  s et  of   p ar a m et e r  i n st a n c e s   u s e d  f or  o ur  e v al u ati o n s.
O ur r e s ult s f or  ot h er t a bl e i n st a n c e s  a r e  v er y si mil ar t o t h o s e
r e p ort e d i n t h e  p a p er.   W e si m ul at e a  p erf e ct  p ri c e c o m p etiti o n

g a m e  b et w e e n t h e  S C s,  a n d   u s e t h e t at o n ne me nt  pr o cess ( T P)
[ 3 1] t o c o n v e r g e t o a st ati c   m ar k et e q uili b ri u m i n  p r a cti c e f or a
di st ri b ut e d  s etti n g. T at o n ne me nt i s  a  t ri al- a n d- e rr o r   p r o c e s s
si mil a r t o t h e hill cli m bi n g a p p r o a c h i n l o c al s e ar c h t h e or y  b y
w hi c h  e q uili b ri u m  i s  r e a c h e d  i n  c o m p etiti v e   m ar k et s  vi a  a
di st ri b ut e d f a s hi o n.   A s  a   m e a s u r e  of  st ati c   m ar k et  ef fi ci e n c y
w e i n v e sti g at e a n d c o m p ar e t h e  utilit ari a n S W f u n cti o n v al u e s
at   m ar k et  e q uili b ri u m f or utilit ari a n, e g alit ari a n , a n d R a wlsi a n
(see  Secti o n 2. 3 i n p a per f or   m ore det ails) r e g ul at or s. N ote t h at t he
utilit ari a n  S W f u n cti o n re flects t he  net st a ke h ol der  utilit y, a n d o ur
g o al is t o st u d y t he  net st a ke h ol der  utilit y at   m ar ket e q uili bri u m f or
re g ul at ors   wit h  differe nt  utilit y  e q uit a bilit y   mi n dsets. F o r  t h e
p ar a m et e r v al u e s i n   T a bl e s 1 a n d 2,   w e r u n  n u m eri c al e v al u a-
ti o n s f or all  p ossi ble  per m ut ati o ns (i n st a n c e s)  of  v al u e s t h at  a r e
a p pli c a bl e t o  S C s  a n d t h eir  c u st o m e r s,  a n d  r e p o rt t h e   m e a n
9 5   p er c e nt  c o n fi d e n c e  v al u e  of t h e  r e s ult s  o bt ai n e d ( wit h t he
e x ce pti o n  of  Fi g.  2 c   w hi c h  re p orts  ( wit h o ut  l oss  of  ge ner alit y)  o n
i n di vi d u al per m ut ati o ns).   N ot e t h at e a c h   p er m ut ati o n  of  v al u e s
c a n b e c o n si d e r e d a s a  diff e r e nt   m ar k et s etti n g.  T o e x p eri m e nt
wit h   d y n a mi c   m ar k et s, a s a r e p r e s e nt ati v e e x a m pl e,   w e   fi x t r

t o  b e  t h e  s a m e  f or  all  S C s  a n d   wl o g.  v ar y  it  i n  t h e  i nt er v al
½0 ; 5 .  Si mil arl y   w e   fi x t a g t o  b e t h e s a m e f or  all  1 5 c u st o m er s
a n d  v ar y it i n t h e i nt er v al ½:0 5 ; :2 . W e al s o m a k e k 1 a n d k 2 t o
b e  e q u al f or  all c u st o m e r s  a n d  v ar y it i n t h e i nt er v al ½0 ; 0 :0 5 .
T o  p r o vi d e a r ati o n al e b e hi n d t h e v al u e s f or t h e ti m e c o n st a nt,
t r ,   fi r st  n ot e  t h at it  r e p r e s e nt s  t h e   m ar k et  ti m e  s c al e  f or  t h e
u p d at e  of   p ri c e s.  S m all  v al u e s  of t r i m pl y  a  f a st   u p d at e  i n
r e al-ti m e   p ri c e,   w hi c h  c a n i nt r o d u c e  v ol atilit y.   O n t h e  ot h e r
h a n d,  hi g h  v al u e s  of t r c o ntri b ut e t o r e d u c e d  v ol atilit y.   T h e
ti m e  c o n st a nt, t a g ,  r e pr e s e nt s  t h e  r e ci pr o c al  of  c o n s u m er
d e m a n d el a sti cit y.

5. 2   A n al y si s   of   E v al u ati o n   R e s ult s

I n t h e   fi r st   p a rt  of t hi s  s e cti o n,   w e  a n al y z e  S C  c o st  a n d  c u s-
t o m e r   utilit y  all o c ati o n s  at   m a r k et  e q uili b ri u m   u n d e r  t h e

T A B L E  1
P ar a m et er s  of   C o st   F u n cti o n s f or   S C s

S C # V M mi n V M m a x t S C b a

S C 1  0  2 0 0  0. 6 0. 3  9 0
S C 2  0  2 0 0  0. 2 0. 6  1 0 2
S C 3  0  2 5 0  0. 6 0. 2 5  8 0
S C 4  0  2 5 0  0. 6 0. 2 5  8 0
S C 5  0  2 0 0  0. 2 0. 0 1  2 0

T A B L E  2
P ar a m et er s  of   Utilit y   F u n cti o n s f or   C u st o m er s

C u st o m e r( C) # V M mi n V M m a x t C b a

C 1,   C 2 6 0  1 0 0  0. 1 0. 5  1 6 8
C 3,   C 4 6 0  1 0 0  0. 1 0. 1 5  1 4 0
C 5,   C 6 7 0  8 0  0. 2 0. 3 5  1 4 0
C 7,   C 8 2 0  6 0  0. 2 0. 2  1 0 0
C 9,   C 1 0 3 0  6 0  0. 2 0. 3  1 2 0
C 1 1,   C 1 2 2 0  4 0  0. 2 0. 1  1 2 5
C 1 3,   C 1 4,   C 1 5  3 0  6 0  0. 2 0. 5  1 3 5

Fi g.  2.   M E   P erf or m a n c e ( a)   S C   C o st s, ( b)   C u st o m er   Utiliti e s,  a n d ( c)   S o ci al   W elf ar e   R ati o   w.r.t t o v ari o u s   S W   m etri c s.
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utilit a ri a n,  e g alit a ri a n,  a n d   R a wl si a n  S W   p a r a di g m s. I n t h e
s e c o n d   p a rt,   w e  a n al y z e  t h e  st a bilit y  of  v a ri o u s   d y n a mi c
m a r k et  s etti n g s,  a n d  al s o  h o w  f a st  a   d y n a mi c   m a r k et  c o n-
v e r g e s t o a st a bl e e q uili b ri u m.

St ati c   M ar ket   E q uili bri u m   Perf or m a n ce. U si n g   T P  a n d i n t h e
p r e s e n c e  of  a  r e g ul at or   wit h   diff e r e nt  s o ci al   w elf ar e  ( S W)
mi n d s et s,   w e  a rri v e  at  a   diff e r e nt  si n gl e   m ar k et  e q uili b ri u m
( M E)   m a xi mi zi n g  S W.   N ot e  h er e  t h at   M E   mi g ht  n ot  b e
u ni q u e, a n d i n t hi s c a s e   T P   will c o n v e r g e l o c all y t o a   M E i n a
di st ri b ut e d   m a n n e r.   T h e r e g ul at o r   will t h e n  h a v e t h e  o pti o n
t o   w o r k   u p o n  t h e   M E  t o   m a xi mi z e  S W.   W e  o b s e r v e  ( a s  a
m e a n  of   m ulti pl e i n st a n c e s)  f r o m  Fi g s.  2 a  a n d  2 b t h at   wit h
r e s p e ct t o S C a n d c u st o m e r all o c ati o n r ati o e q uit a bilit y,   E g al-
it a ri a n   M E s  a r e t h e  b e st  a s t h e y  e n s u r e  n e a rl y i d e nti c al  c o st
a n d   utilit y  all o c ati o n  r ati o s  a c r o s s  all  a ut o n o m o u s  S C s  a n d
c u st o m e r s  r e s p e cti v el y,  f oll o w e d  cl o s el y  b y   R a wl si a n   M E s,
a n d   utilit a ri a n   M E s  t h at  a r e  n ot  v e r y  f ai r  ( e q uit a bl e) i n  t h e
utilit y  all o c ati o n s e n s e.   H e r e,   w e   d e fi n e all o c ati o n r ati o a s t h e
r ati o  of t h e  c o st ( utilit y)  of  S C ( c u st o m e r) i t o t h e   m a xi m u m
c o st ( utilit y) of a n y S C ( c u st o m e r) at   M E, f o r e a c h gi v e n   m a r-
k et t y p e.   O n t h e  ot h e r  h a n d,   w e s e e t h at   m a r k et e q uili b ri u m
i n   utilit a ri a n   m a r k et s,   M E s  l e a d  t o  a  c o n si d er a bl y  g r e at e r
a d diti v e st a k e h ol d e r  s ati sf a cti o n ( utilit y) ( s e e  Fi g.  2 c.)   w h e n
c o m p a r e d t o e g alit a ri a n a n d   R a wl si a n   m a r k et s., i. e., t h e   utili-
t a ri a n S W   m et ri c i s  hi g h e st i n   utilit a ri a n   m a r k et s.   T hi s i s t r u e
f r o m t h e o r y a s   m a r gi n al st a k e h ol d e r   utilit y at   utilit a ri a n   M E
i s e q u al a c r o s s all st a k e h ol d e r s. I n a d diti o n, f r o m t h e o r y, S W
m a xi mi zi n g   M E i n   utilit a ri a n c o m p etiti v e   m a r k et s a r e al w a ys
P a r et o o pti m al. I n Fi g. 2 c, U S W O P T;t , t 2 f U;   E;   R g ,  d e n ot e s
t h e  utilit a ri a n s o ci al   w elf a r e v al u e at t h e o pti m al   m a r k et sit u-
ati o n  of  t y p e t,  a n d

U S W O P T;t

U S W O P T; U
i s  t h e  r ati o  of  t h e   utilit a ri a n

s o ci al   w elf a r e  v al u e at t h e  o pti m al   m a r k et sit u ati o n  of t y p e t
t o t h e o pti m al  utilit a ri a n s o ci al   w elf a r e at  utilit a ri a n   M E.

D y n a mi c   M ar ket  St a bilit y   Perf or m a n ce. T h r o u g h  Fi g s.  3,  4,
a n d  5,   w e st u d y   d y n a mi c   m a r k et s f o r t h r e e   diff e r e nt i n st a n-
c e s  of ðk 1 ; k 2 Þ p ai r s, f o r   utilit a ri a n,   R a wl si a n,  a n d  e g alit a ri a n
m a r k et  t y p e s,  r e s p e cti v el y.  F o r  e a c h  i n st a n c e,  a n d  f o r  a n y
m a r k et  t y p e,   w e  o b s e r v e  t h at  l o w  v al u e s  of t r f o r  a  gi v e n

i n st a n c e  c o r r e s p o n d t o   m a r k et i n st a bilit y, i. e.,  a  st at e  of   di s-
e q uili b ri u m,  b e c a u s e t h e y i m pl y  a  f a st   u p d at e i n  S C   p ri c e s
c h a r g e d t o c u st o m e r s, i n di c ati n g   m a r k et  v ol atilit y i n s u p pl y
a n d   d e m a n d  a s   w ell.   H e r e,  st a bilit y  i s  i n di c at e d  t h r o u g h
t h e   m a xi m u m  of t h e  ei g e n v al u e s  of   H u r wit z   m at ri x A 1 ( s e e
S e cti o n 3) f o r m e d f r o m t h e   m a r k et i n st a n c e,   w hi c h a r e  n e g a-
ti v e i n t h e st a bl e z o n e, a n d   p o siti v e i n t h e   u n st a bl e z o n e. It i s
l o gi c al t o e x p e ct t h at   m a r k et i n st a bilit y c a n  b e r e d u c e d if t h e
p ri c e   u p d at e i s  sl o w e r, i. e., if t r i s l a r g e r. I n t hi s r e g a r d,   w e
o b s e r v e t h at t h e  r e d u cti o n i n   m a r k et i n st a bilit y t a k e s   pl a c e
t h e  sl o w e st  f o r  e g alit a ri a n   m a r k et  t y p e s  b e c a u s e  i n  s u c h
m a r k et s  a  st a bl e  c o n diti o n  n e e d s  t o  s ati sf y  a  st ri ct  r e q ui r e-
m e nt  of a bs ol ute st a k e h ol d e r   utiliti e s  t o  b e  e q u al  at  a n  ef fi-
ci e nt   M E  ( s e e  S e cti o n  2. 3),  a n d  t hi s  c o n diti o n  i s  q uit e  h a r d
f o r t h e s y st e m t o r e- s ati sf y  o n c e   m a r k et   p a r a m et e r s  a r e s u b-
j e ct t o  v a ri ati o n s -  h e n c e t h e sl o w   p a c e of c o n v e r gi n g t o   m a r-
k et  st a bilit y.   O n  a  si mil a r  n ot e,  t h e   R a wl si a n   m a r k et  t y p e
i s  r el ati v el y  f a st e r  t o   m a r k et  st a bilit y  i n  e v e nt s  of  s y st e m
p a r a m et er  v a ri ati o n s  b e c a u s e  at  a n  ef fi ci e nt   M E  a   m a x / mi n
utilit y  all o c ati o n i s  t h e i n di c at o r  of  st a bilit y,  a n d t hi s i nt ui-
ti v el y  i s  f a st e r  t o  a c hi e v e  t h a n  a  st ri ct  a b s ol ut e  e q u alit y  of
st a k e h ol d e r   utiliti e s  a s  i n  t h e  e g alit a ri a n  c a s e.  Fi n all y,  t h e
r e d u cti o n  i n   m a r k et  i n st a bilit y  i s  t h e  f a st e st  f o r   utilit a ri a n
m a r k et  t y p e s,  a s  t h e  s y st e m  n e e d s  t o  o nl y  g u a r a nt e e  e q u al
m a r gi n al ( a n d  n ot  a b s ol ut e)   utiliti e s  at  a n  ef fi ci e nt   M E,  a n d
t hi s st at e i s c o m p a r ati v el y f a st e r t o att ai n i n e v e nt s of s y st e m
p a r a m et er  v a ri ati o n s c o m p a r e d t o t h e  e g alit a ri a n  a n d   R a wl-
si a n  p a r a di g m s.

W e al s o  o b s e r v e f r o m  Fi g s. 3, 4, a n d 5 t h at   m a r k et  v ol atil-
it y i s i n c r e a s e d   d u e t o  a   d e c r e a s e i n t a g v al u e s  b e c a u s e t h e
l att e r t r e n d c o r r e s p o n d s t o t h e i n c r e a s e i n   d e m a n d el a sti cit y
( a n d  h e n c e   p ri c e  v a ri ati o n s)  t h at  c o nt ri b ut e s  t o  a   m a r k et
b ei n g  v ol atil e.   W e i nf e r  f r o m t h e   pl ot s t h at it i s   p o s si bl e t o
d e si g n  a n  S C   m a r k et   w h e r e  v ol atilit y ( a ri si n g   d u e t o  eit h e r
l o w t r o r  l o w t a g v al u e s)  c a n  b e  c o nt ai n e d  b y  i n c r e a si n g
m a r k et l at e n c y, i. e., i n c r e a si n g t r v al u e s.   A n i n c r e a s e i n t h e
m a r k et l at e n c y r e fl e ct s t h e sit u ati o n  of  a   m a r k et  of r el ati v el y
l o w   d e m a n d  el a sti cit y  o n  v a ri ati o n s i n  s y st e m s   p a r a m et e r s

Fi g.  3.   M ar k et   St a bilit y   P erf or m a n c e   w h e n ( a) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 , ( b) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 :0 2 ,  a n d ( c) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 :0 5 [ Utilit ari a n].

Fi g.  4.   M ar k et   St a bilit y   P erf or m a n c e   w h e n ( a) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 , ( b) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 :0 2 ,  a n d ( c) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 :0 5 [ R a wl si a n].
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( e. g.,  n u m b e r  of  a v ail a bl e   V M s) t h e r e b y l e a di n g t o t h e  s y s-
t e m  s p e n di n g   m o r e  ti m e  i n  a  ‘ st a bl e’  st at e,  a n d  b ei n g  l e s s
v ol atil e i n t e r m s  of  e xiti n g  a n d  e nt e ri n g  s u c h ‘ st a bl e’  st at e s.
Wit h  r e s p e ct  t o  t h e  s p e e d  of  c o n v e r g e n c e,  f r o m  Fi g s.  3,  4,
a n d  5,   w e  o b s e r v e i n  g e n e r al t h at  S C   m a r k et s  c o n v e r g e f a st
( a p p r o xi m at el y  e x p o n e nti all y,  b a s e d  o n  o u r   m o d el)  t o  t h e
st a bl e  z o n e, i, e.,  e v e n  at l o w  v al u e s  of t r h o - t hi s i r r e s p e cti v e
of  t h e  s o ci al   w elf a r e   p a r a di g m  t y p e,  a n d t h e  s p e e d  of  c o n-
v e r g e n c e  i n c r e a s e s   wit h  i n c r e a si n g k 1 ; k 2 v al u e s.   T h e  l att e r
i s  b e c a u s e  i n c r e a si n g k v al u e s  i n di c at e   m o r e   d e m a n d  c u r-
t ail m e nt  b y  S C  c u st o m e r s, t h e r e b y l e a di n g t o  s y st e m  st at e s
w h e r e t h e r e  a r e l e s s e r  c h a n c e s  of  s c a r cit y  of r e s o u r c e s.   T hi s
l a c k  of  s c a r cit y  s u st ai n s  a n  ef fi ci e nt  st ati c   m a r k et  e q uili b-
ri u m  f o r  c o m p a r ati v el y  l o n g e r   p e ri o d s  of  ti m e   w h e n  c o m-
p a r e d  t o  t h e  c a s e   w h e n  t h e r e  i s  a  l e s s e r  r e s o u r c e   d e m a n d
c u rt ail m e nt  b y  t h e  S C  c u st o m e r s  -  c o n s e q u e ntl y l e a di n g  t o
i n c r e a si n g  n o n- v ol atilit y i n r e s o u r c e s u p pl y a n d   p ri c e s.

6 R E L A T E D W O R K

W e  gi v e  a n  o v e r vi e w  of  eff o rt s r el at e d t o  o u r s  a n d  hi g hli g ht
t h e  r el e v a nt   diff e r e n c e s.   W o r k s  o n  h y b ri d  cl o u d s  [ 3 2],  [ 3 3]
a r e r el at e d  a s t h e y  all o w   p ri v at e ( o r s m all e r- s c al e) cl o u d s t o
o ut s o u r c e  t h ei r  r e q u e st s  t o  l a r g e- s c al e   p u bli c   p r o vi d e r s.
H o w e v e r, si n c e t h at c a n  p ot e nti all y b e c o stl y f o r a s m all- s c al e
p r o vi d e r,  o u r   w o r k   diff e r s  i n  t h at  it  f o c u s e s  o n  a  s h a ri n g
f r a m e w o r k,   w hil e   mi ni mi zi n g c o st of  u si n g  p u bli c cl o u d s.

E a rli e r eff o rt s al s o st u d y t h e c o m p etiti o n a n d c o o p e r ati o n
wit hi n  a  f e d e r at e d  cl o u d.  F o r i n st a n c e,  a ut h o r s i n  [ 3 4],  [ 3 5]
c h a r a ct e ri z e  t h e  cl o u d  f e d e r ati o n  t o  h el p  cl o u d   p r o vi d e r s
m a xi mi z e  t h ei r   p r o fit s  vi a   d y n a mi c   p ri ci n g   m o d el s.   E a rli e r
eff o rt s  [ 3 6],  [ 3 7],  [ 3 8],  [ 3 9]  al s o  st u d y  t h e  c o m p etiti o n  a n d
c o o p er ati o n  a m o n g  cl o u d   p r o vi d er s,  b ut  a s s u m e  t h at  e a c h
cl o u d   p r o vi d e r  h a s  s uf fi ci e nt  r e s o ur c e s  t o  s e r v e  all   u s e r s’
r e q u e st s,   w hil e  [ 3 7]  i n c or p o r at e s  a   p e n alt y  f u n cti o n  t o
a d d r e s s t h e s e r vi c e   d el a y   p e n alt y.   A ut h o r s i n [ 4 0]   p r o p o s e  a
hi e r a r c hi c al  c o o p e r ati v e  g a m e  t h e o r eti c   m o d el  f o r  b ett e r
r e s o ur c e s i nt e gr ati o n a n d a c hi e vi n g a hi g h e r  p r o fit i n t h e f e d-
e r ati o n.   E a rli e r  eff ort s [ 2 8], [ 4 1]   p r o p o s e d  c o aliti o n al  g a m e s
t o  f o r m  a  f e d e r ati o n  a m o n g  hi g hl y  r e p ut e d   p r o vi d e r s  t o
a c hi e v e  hi g h  i n di vi d u al   p r o fit s  a n d  hi g h  r e p ut ati o n   w hil e
m ai nt ai ni n g  t h e  l e v el  of  c o m mitt e d   Q o S.   T o  c o m pl et el y
r e m o v e c o stl y   fi n a n ci al t r a n s a cti o n s, [ 4 2]   p ri oriti z e s t h e   m o st
u r g e nt r e q u e st s i n  a  n e w   m ulti- a g e nt  b a s e d   Cl o u d   R e s o u r c e
B a rt e ri n g S y st e m ( C R B S) t o   m ai nt ai n c o n si st e nt s e r vi c e  d eli v-
e r y. Si mil a rl y t o o u r   w o r k, [ 4 3] st u di e s a f e d er ati o n f o r m ati o n
g a m e  b ut  a s s u m e s  t h at  cl o u d   p r o vi d e r s  s h ar e  e v e r yt hi n g
wit h  ot h e r s,   w hil e  [ 4 4]  a d o pt s  c o o p e r ati v e  g a m e  t h e or eti c
a p p r o a c h e s t o   m o d el  a cl o u d f e d e r ati o n  a n d st u d y t h e   m oti-
v ati o n  f o r  cl o u d   p r o vi d e r s  t o   p a rti ci p at e  i n  a  f e d er ati o n.
A n ot h e r li n e of   w o r k f o c u s e s o n   d e si g ni n g s h a ri n g  p oli ci e s i n

t h e f e d er ati o n t o  o bt ai n  hi g h er   p r o fit.  F o r i n st a n c e, [ 4 5]   p r o-
p o s e s  a   d e c e nt r ali z e d  cl o u d   pl atf o r m S p ot Cl o u d [ 4 6],  a  r e al-
w o rl d s y st e m all o wi n g c u st o m e r s o r S C s t o s ell i dl e c o m p ut e
r e s o u r c e s at s p e ci fi e d   p ri c e s, a n d   p r e s e nt s a r e s o ur c e   p ri ci n g
s c h e m e ( r e s ulti n g f r o m  a r e p e at e d s ell er  g a m e)   pl u s  a n  o pti-
m al  r e s o ur c e   p r o vi si o ni n g  al g o rit h m.  [ 4 7]  e m pl o y s  v a ri o u s
c o o p e r ati o n  st r at e gi e s   u n d e r  v a r yi n g   w o r kl o a d s,  t o  r e d u c e
t h e  r e q u e st  r ej e cti o n  r at e  (i. e.,  t h e  ef fi ci e n c y   m et ri c i n  [ 4 7]).
A n ot h e r eff o rt [ 4 8] c o m bi n e s r e s o u r c e o ut s o u r ci n g a n d r ej e c-
ti o n  of l e s s   p r o fit a bl e  r e q u e st s i n  o r d e r t o i n c r e a s e  r e s o ur c e
utili z ati o n a n d   p r o fit. [ 4 9], [ 5 0]   p r o p o s e s t o ef fi ci e ntl y   d e pl o y
di stri b ut e d  a p pli c ati o n s  o n f e d er at e d  cl o u d s  b y  c o n si d e ri n g
s e c u rit y  r e q ui r e m e nt s,  t h e  c o st  of  c o m p uti n g   p o w e r,   d at a
st o r a g e  a n d i nt e r- cl o u d  c o m m u ni c ati o n. [ 5 1]  g r o u p s r e s o u r-
c e s of  v a ri o u s S C s i nt o c o m p ut ati o n al   u nit s, i n o r d e r t o s e r v e
c u st o m e r s’ r e q u e st s. [ 5 2]  p r o p o s e s t o i n c or p o r at e b ot h hi st o r-
i c al  a n d  e x p e ct e d f ut ur e r e v e n u e i nt o   V M s h ari n g   d e ci si o n s
i n  o r d e r t o   m a xi mi z e  a n  S C’ s   p r o fit. [ 5 3]   d e si g n s  a  r ei n s u r-
a n c e- e m ul at e d  c oll a b o r ati o n   m e c h a ni s m  t o   m a xi mi z e  t h e
s h ar e d r e s o ur c e  utili z ati o n.

Differe n ces  a n d   Dr a w b a c ks. O u r   w o r k  i s  a  n e c e s s a ril y
i m p o rt a nt  t h e o r eti c al  e xt e n si o n  of  a  v e r y  r e c e nt  a n al yti c al
w o r k  i n  [ 2]  t h at   w a s  t h e   fi r st  of  it s  ki n d  i n  t h e  a n al y si s  of
s m all  cl o u d   m a r k et s.   T h e r e,  t h e  a ut h o r s  c o n si d e r e d  c o n s e-
q u e n c e s  of   p e rf o r m a n c e (i. e.,  q u e u ei n g t h e o r y)   d ri v e n  n o n-
c o o p e r ati v e  g a m e-t h e o r eti c ( wit h  n o  S C   willi n g t o  s h a r e it s
utilit y  a n d  c a p a cit y i nf o r m ati o n   wit h  ot h e r s, i. e.,  a n i n c o m-
pl et e  i nf o r m ati o n  g a m e-t h e o r eti c  s etti n g)  r e s o u r c e  s h a ri n g
o n t h e r e s ulti n g   p e rf o r m a n c e   d eli v e r e d t o c u st o m e r s at st ati c
m ar ket  e q uili bri u m ,  s o m et hi n g n ot  c o nsi dere d  b y  a n y  of  t he
a b o ve- me nti o ne d eff orts.I n t his re g ar d, t he a ut h ors i n [ 2] s h o w t he
e xiste n ce of  S C   m ar ket e q uili bri u m f or t heir  g a me setti n g t hr o u g h
n u meri c al  si m ul ati o ns,  a n d  d o  n ot  pr o vi de  a  ge ner al  t he or y  f or
e q uili bri u m  e xiste n ce. I n  a d diti o n,  [ 2]   d o e s  n ot  c o n si d e r  t h e
i m p o rt a nt   p r o bl e m  of  a n al y zi n g  e q uili bri u m st a bilit y   u n d e r
v a ri ati o n s  i n  S C  r e s o u r c e  a v ail a bilit y, i n  a  n o n- c o o p e r ati v e
g a m e-t h e o r eti c  S C  e n vi r o n m e nt. A   m aj or  dr a w b a c k of o ur  pre-
vi o us   w or k is  t h at   Wit h o ut  s h o wi n g  t he  e xiste n ce  of  a  st a ble  S C
m ar ket ( c o nser v ati vel y ass u mi n g t h at t he res o ur ce all o c ati o n c o m-
petiti o n  h as  atle ast  o ne   m ar ket  e q uili bri a,  a n d  t h at  o ne   w o ul d
l o c all y or gl o b all y e n c o u nter s u c h e q uili bri a vi a si m ul ati o ns), c a n-
n ot n ot s a y   m u c h re g ar di n g t he s ust ai n a bilit y of  S C   m ar kets i n t he
f ut ure. Wit h o ut  c e rt ai n  g u a r a nt e e s  o n  t h e  s u st ai n a bilit y  of
s u c h   m a r k et s, cl o u d   fi r m s   will  n ot b e e n c o ur a g e d t o b e i n t h e
r e s o ur c e s h a ri n g b u si n e s s.   A c h a r a ct eri z ati o n of t hi s s c e n a ri o
i s a n i m p o rt a nt c o nt ri b uti o n  of t hi s   w o r k.   A   m aj o r   diff e r e n c e
of o u r   w or k   wit h t h e o n e i n [ 2], i s t h e l a c k of a q u e ui n g- dri v e n
p e rf or m a n c e   m o d el t o  r e d u c e t h e  e q uili b ri u m  s e a r c h  s p a c e.
H o w e v e r,  o u r   w o r k i s  o rt h o g o n al i n t h e s e n s e t h at,  gi v e n t h e
e xi st e n c e  of  ( ef fi ci e nt)   m ar k et  e q uili b ri a,   w e  i n v e sti g at e
w h et h e r s u c h a st at e i s s u st ai n a bl e i n t h e l o n g r u n. I n c o nt r a st

Fi g.  5.   M ar k et   St a bilit y   P erf or m a n c e   w h e n ( a) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 , ( b) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 :0 2 ,  a n d ( c) k 1 ¼ k 2 ¼ 0 :0 5 [ E g alit ari a n].
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t o t h e   w o r k i n [ 2],   w e  al s o   m at h e m ati c all y c h a r a ct eri z e e q ui-
li bri u m i n   m ar k et c o m p etiti o n. I n a v e r y r e c e nt eff o rt [ 2 8], t h e
a ut h o r s st u d y st a bilit y  of  a   m a r k et c o aliti o n al  e q uili b ri u m i n
a  st r at e gi c all y  c o o p er ati v e f e d e r at e d s etti n g.   Wit h r e s p e ct t o
st a bilit y,  o ur   w o r k i s   diff er e nt f r o m t h ei r s  o n t w o  c o u nt s: (i)
w e st u d y st a bilit y of st a yi n g at a n ef fi ci e nt st ati c   m a r k et e q ui-
li bri u m  i n  t h e   p r e s e n c e  of  r e s o ur c e  v ari ati o n s,   w h er e a s  t h e
a ut h o r s  i n  [ 2 8]  st u d y  st a bilit y  of  a  c o aliti o n  f or m ati o n
b et w e e n t h e   m e m b e r s  of  a  cl o u d s h ari n g f e d e r ati o n,  a n d (ii)
o u r  n oti o n  of  a f e d e r ati o n i s  a  str at e gi c all y  n o n- c o o p e r ati v e
s etti n g   w h e r e  a ut o n o m o u s  a n d  s el fi s h  cl o u d   p r o vi d e r s   d o
b u si n e s s b y b ei n g c o m p etit o r s t o ot h e r cl o u d   p r o vi d e r s b ut at
t h e s a m e ti m e t hi n k of t h e o v e r ar c hi n g i nt e r e st s of t h e f e d e r a-
ti o n i n s h ari n g t h ei r r e s o ur c e s ‘ n o n- alt r ui sti c all y’   w h e n f e a si-
bl e.   Wit h  r e s p e ct  t o  t h e   w o r k  i n  [ 2 8],   w hil e  st a bl e  c o aliti o n
f o r m ati o n i s   d e fi nit el y  a  r el e v a nt  a r e a f o r  r e s e ar c h i n f e d e r-
at e d  cl o u d  s etti n g s,   w e  a r e  n ot  q uit e  c e rt ai n  a b o ut  c o o p e r a-
ti v e b e h a vi o r b et w e e n   p r o fit   m a xi mi zi n g S C s i n   p r a cti c e, a n d
w o ul d  a r g u e i n f a v o r  of  a  c o- o p etiti v e  r e s o ur c e  s h ari n g  s et-
ti n g   w h e n c o m p ar e d t o a c o o p e r ati v e o n e.

7 D I S C U S SI O N   A N D S U M M A R Y

Dis c ussi o n .  T h e   m o d el  p r e s e nt e d i n t hi s  p a p e r i s q uit e g e n e r al
f o r r e s o u r c e all o c ati o n s etti n g s   w h e r e ( a) r e s o u r c e s i n fl u e n c-
i n g t h e   Q o S of a n e n gi n e e ri n g s y st e m ( e. g., r e n e w a bl e e n e r g y
i n t h e s m a rt  g ri d)  a r e  n ot  o w n e d i n  e n o u g h  q u a ntiti e s  at  all
ti m e s  b y a n y  of t h e s e r vi c e   p r o vi di n g   fi r m s a n d ( b) t h e   fi r m s
f o r m a c o m p etiti v e   m a r k et, a n d n e e d t o   m ut u all y r el y o n o n e
a n ot h e r at ti m e s  of r e s o u r c e   d e fi ci e n c y, r at h e r t h a n r e s o rti n g
t o  e x p e n si v e  t hi r d   p a rt y  ( e. g.,  c o m m e r ci al   p u bli c  cl o u d.
e n e r g y   utilit y, et c.)  b u y o ut s.   O n t o p of t hi s, o u r   m o d el i s al s o
e xt e n si bl e t o  a  g r a p hi c al s etti n g   w h e r e  a   p a rti c ul a r   fi r m  c a n
o nl y h a v e a c c e s s t o r e s o u r c e s f r o m a c e rt ai n s et of  fi r m s b a s e d
o n  g e o g r a p hi c al   p r o xi mit y.   A n ot h e r i m p o rt a nt t hi n g t o  n ot e
a b o ut  o u r   m o d el i s t h e  si n gl e r e s o u r c e  e c o n o mi c s,   w hi c h i n
p r a cti c e  c a n  b e   m ulti- r e s o ur c e d  ( e. g.,  # V M s,  e n e r g y  c o n-
s u m pti o n  a m o u nt s   wit h  a n  e y e t o w a r d s  a  g r e e n e r  e n vi r o n-
m e nt).  I n  o r d e r  t o  e xt e n d  o u r   m o d el  t o  s u c h  s etti n g s,   w e
n e e d t o r e s o rt t o ge ner al e q uili bri u m t he or y i n   mi c r o e c o n o mi c s
( u nli k e  o u r a n al y si s t h at i s  b a s e d  o n p arti al e q uili bri u m t he or y
of  a si n gl e c o m m o dit y t y p e, i. e.,   V M s i n  o u r c a s e) t o c a pt u r e
( a)  t h e  t r a d e off s  b et w e e n  all o c ati n g   diff e r e nt  c o m m o diti e s,
u si n g  i n diff e r e n c e  c u r v e s,  a n d  ( b)  o pti mi z e  s o ci al   w elf a r e
o v e r  a   m ulti- v a ri at e  f u n cti o n  of  i n di vi d u al   fi r m   utiliti e s.
C o n s e q u e ntl y,  o n e  n e e d s  t o  st u d y  t h e  e xi st e nti al  n at u r e  of
r e s o u r c e s h a ri n g   m a r k et e q uili b ri a   u si n g   A r r o w- D e b r e u t h e-
o r e m s [ 1 4],  a c c o r di n g t o   w hi c h  at  a n  e q uili b ri u m   p oi nt, t h e
m a r gi n al  r at e  of  s u b stit uti o n  ( M R S)  [ 1 4]  b et w e e n   diff e r e nt
c o m m o diti e s f o r t h e   diff e r e nt  fi r m s a r e e q u al.

S u m m ar y . I n t hi s  p a p er,   w e a d dr e s s e d t h e  p r o bl e m of eff e c-
ti v e  r e s o ur c e  s h a ri n g  b et w e e n  s m all  cl o u d s ( S C s).   W e   m o d-
el e d  t h e   p r o bl e m  a s  a n  ef fi ci e nt  s u p pl y- d e m a n d   m ar k et
d e si g n  t a s k  c o n si sti n g  of  (i)  a ut o n o m o u s  S C s,  (ii)  t h eir  c u s-
t o m er s,  a n d (iii)  a  r e g ul at or,  a s t h e   m ar k et  st a k e h ol d er s.   W e
fi r st s h o w e d t h at a   w elf ar e all o c ati o n   p oli c y f or t h e st a k e h ol d-
e r s b y t h e r e g ul at or   m a xi mi z e s   utilit a ri a n s o ci al   w elf a r e at t h e
st ati c   m ar k et  e q uili bri u m  a n d  r e s ult s  i n  t h e  b e st / m o st  ef fi-
ci e nt st at e at   w hi c h t h e S C   m ar k et s c o ul d o p e r at e. F ort u n at el y,
c o u rt e s y Arr o w- De bre u w elf a r e t h e or e m s i n   w elf a r e  e c o n o m-
i c s, t hi s   u ni q u e  o pti m al  o p e r ati n g   p oi nt i s  al s o  a c hi e v e d i n  a

di st ri b ut e d   m a n n e r  b y t h e  a ut o n o m o u s  S C s i n   p erf e ct   p ri c e
c o m p etiti o n   wit h  o n e  a n ot h e r, t h e r e b y  g u a r a nt e ei n g  n o  ef fi-
ci e n c y l o s s i n  a  n o n- c e ntr ali z e d   m ar k et  s etti n g.   T h e  o pti m al
m ar k et e q uili b ri u m   p oi nt i s   p r o n e t o   p ert ur b ati o n s   d u e t o t h e
d y n a mi c  n at ur e of t h e S C   m ar k et, t h e r e b y   p ot e nti all y l e a di n g
t o   m ar k et   di s e q uili bri u m.  I n  t hi s  c o nt e xt,   w e   d e si g n e d  a
d y n a mi c   m ar k et   m e c h a ni s m  b a s e d  o n   Ar r o w  a n d   H ur wi c z’ s
di s e q uili b ri u m   p r o c e s s t h at   u s e s t h e  g r a di e nt   pl a y t e c h ni q u e
i n  g a m e  t h e or y  t o  c o n v e r g e   u p o n  t h e  o pti m al  st ati c   m ar k et
ef fi ci e nt  e q uili bri u m f r o m  a   di s e q uili b ri u m  st at e  c a u s e d   d u e
t o s u p pl y- d e m a n d  p ert ur b ati o n s, a n d r e s ult s i n   m ar k et st a bil-
it y.   A s   p art  of f ut ur e   w o r k,   w e   pl a n t o   d e si g n   p r o v a bl y f a st
di st ri b ut e d  al g o rit h m s  t o  all o w   m ar k et s  t o  r oll  b a c k  t o  ef fi-
ci e nt  e q uili bri a   w h e n   p ert u r b e d  f r o m  a n  e q uili bri u m  st at e,
a n d st u d y  d y n a mi c S C   m ar k et s  u n d er (i) a s etti n g of i m p erf e ct
( m ulti- r e s o ur c e) c o m p etiti o n  b et w e e n  S C s a n d (ii)   u n d er  h et-
e r o g e n e o u s   V M  p r o fil e s.

A C K N O W L E D G M E N T S

T h e  a ut h or s   w o ul d  li k e  t o  t h a n k  t h e   m ulti pl e  r e vi e w er s  f or
t h eir  v al u a bl e  s u g g e sti o n s  t o i m pr o v e  t hi s  arti cl e.   T hi s   w or k
w a s  s u p p ort e d  i n   p art  b y  t h e   N S F   C N S- 1 8 1 6 8 8 7  a w ar d.
S u n g- H a n   Li n a n d   A dit y a   A h uj a c o ntri b ut e d e q u all y.
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I n di a, a n d h a s b e e n a vi siti n g r e s e ar c h s c h ol ar   wit h
t h e   U ni v er sit y  of   S o ut h er n   C alif or ni a.   Hi s  pri m ar y
r e s e ar c h  i nt er e st s  li e  i n  n et w or k  a n d  di stri b ut e d
s y st e m s  s e c urit y,  cr y pt o gr a p h y,  a n d  g a m e t h e or y.
H e i s a st u d e nt   m e m b er of t h e I E E E.
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N a c hi k et h a s   A.  J a g a d e e s a n r e c ei v e d t h e   B T e c h
d e gr e e  i n  e n gi n e eri n g  p h y si c s  fr o m  t h e  I n di a n
I n stit ut e  of   T e c h n ol o g y   M a dr a s, i n  2 0 1 1,  a n d t h e
fir st   M S  d e gr e e i n  el e ctri c al  e n gi n e eri n g, t h e  s e c-
o n d   M S  d e gr e e i n  st ati sti c s,  a n d t h e   P h D  d e gr e e
i n  el e ctri c al  e n gi n e eri n g  fr o m  t h e   U ni v er sit y  of
S o ut h er n   C alif or ni a,  i n  2 0 1 5,  2 0 1 7,  a n d  2 0 1 8,
r e s p e cti v el y.   H e   w a s  a n   A n n e n b er g   F ell o w  d uri n g
hi s   P h D  st u di e s.   H e i s  a r e s e ar c h er  a n d  s oft w ar e
e n gi n e er  at   G o o gl e,   U S A.   Hi s  r e s e ar c h i nt er e st s
br o a dl y  li e  i n   wir el e s s  n et w or k s,  st ati sti c s,  a n d
m a c hi n e l e ar ni n g.   H e i s a   m e m b er of t h e I E E E.

A b hi s h e k   K u m ar r e c ei v e d  t h e   B T e c h  d e gr e e  i n
c o m p ut er  s ci e n c e   &  e n gi n e eri n g fr o m t h e   N ati o n al
I n stit ut e  of   T e c h n ol o g y   P at n a,  I n di a, i n  2 0 1 4,  a n d
t h e   M S  d e gr e e  i n  k n o wl e d g e  s er vi c e  e n gi n e eri n g
fr o m t h e   K or e a   A d v a n c e d I n stit ut e  of   S ci e n c e  a n d
T e c h n ol o g y ( K AI S T), i n  2 0 1 6.   H e i s  c urr e ntl y   w or k-
i n g t o w ar d t h e   P h D  d e gr e e i n  c o m p ut er  s ci e n c e  at
t h e   U ni v er sit y  of   H el si n ki.   Hi s  r e s e ar c h  i nt er e st s
br o a dl y li e i n  s e c urit y  a n d  pri v a c y i n   A p p s  a n d I o T
s p a c e,  h u m a n  c o m p ut er  i nt er a cti o n,  a n d  a p pli e d
m a c hi n e  l e ar ni n g.   H e  i s  a  st u d e nt   m e m b er  of
t h e I E E E.

L e a n a   G ol u b c hi k i s  a   St e p h e n  a n d   Ett a   V arr a
pr of e s s or  of  c o m p ut er  s ci e n c e  a n d   E C E  s y st e m s
wit h  t h e   U ni v er sit y  of   S o ut h er n   C alif or ni a,  L o s
A n g el e s,   C A.   Pri or t o t h at,  s h e   w a s   wit h t h e   U ni-
v er sit y  of   M ar yl a n d  a n d   C ol u m bi a   U ni v er sit y.   H er
r e s e ar c h i nt er e st s  ar e  br o a dl y i n t h e  d e si g n  a n d
e v al u ati o n  of  l ar g e  s c al e  di stri b ut e d  s y st e m s
i n cl u di n g  h y bri d  cl o u d s  a n d  t h eir  a p pli c ati o n s  i n
d at a  a n al yti c s,   Q o S- b a s e d  d e si g n  of   P 2 P  a n d
m ulti m e di a  s y st e m s,  a n d  r eli a bilit y  of  s oft w ar e
ar c hit e ct ur e s.   S h e  i s  a  p a st  c h air  of   A C M   SI G-

M E T RI C S  a n d  a   m e m b er  of t h e I FI P   W G  7. 3.   S h e   w a s t h e r e ci pi e nt  of
s e v er al  a w ar d s, i n cl u di n g t h e   N S F   C A R E E R  a w ar d, t h e   O k a w a   F o u n d a-
ti o n  a w ar d,  a n d t h e I B M  a n d   N S F  d o ct or al f ell o w s hi p s.   S h e i s  a  s e ni or
m e m b er of t h e I E E E.

" F or   m or e  i nf or m ati o n   o n  t hi s   or  a n y   ot h er  c o m p uti n g  t o pi c,
pl e a s e  vi sit   o ur   Di git al   Li br ar y  at w w w. c o m p ut er. or g/ c s dl.

5 0 0 I E E E   T R A N S A C TI O N S   O N   S U S T AI N A B L E   C O M P U TI N G,   V O L.  5,   N O.  4,   O C T O B E R- D E C E M B E R  2 0 2 0


