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W hil e t h e s e   m o d el s  a c hi e v e i n cr e a si n gl y  b ett er  pr e di cti v e  p erf or m a n c e, t h eir str u ct ur e s  h a v e  al s o  b e c o m e   m u c h   m or e c o m pl e x.   A

c o m m o n  a n d  dif fi c ult  pr o bl e m f or c o m pl e x   m o d el s i s  o v er fitti n g.   R e g ul ari z ati o n i s  u s e d t o  p e n ali z e t h e c o m pl e xit y  of t h e   m o d el i n  or d er

t o  a v oi d o v er fitti n g.   H o w e v er, i n   m o st l e ar ni n g fr a m e w or k s, r e g ul ari z ati o n f u n cti o n i s  u s u all y s et   wit h s o m e  h y p er- p ar a m et er s   w h er e t h e

b e st s etti n g i s  dif fi c ult t o fi n d. I n t hi s p a p er,   w e pr o p o s e a n  a d a pti v e r e g ul ari z ati o n   m et h o d, a s  p art of  a l ar g e  e n d-t o- e n d  h e alt h c ar e d at a

a n al yti c s s oft w ar e st a c k,   w hi c h  eff e cti v el y a d dr e s s e s t h e  a b o v e  dif fi c ult y.   Fir st,   w e  pr o p o s e  a  g e n er al  a d a pti v e r e g ul ari z ati o n   m et h o d

b a s e d  o n   G a u s si a n   Mi xt ur e ( G M) t o l e ar n t h e  b e st r e g ul ari z ati o n f u n cti o n  a c c or di n g t o t h e  o b s er v e d  p ar a m et er s.   S e c o n d,   w e  d e v el o p

a n  eff e cti v e  u p d at e  al g orit h m   w hi c h i nt e gr at e s   E x p e ct ati o n   M a xi mi z ati o n ( E M)   wit h   St o c h a sti c   Gr a di e nt   D e s c e nt ( S G D).   T hir d,   w e

d e si g n  a l a z y  u p d at e  a n d s p ar s e  u p d at e  al g orit h m t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al c o st  b y  4 x  a n d  2 0 x, r e s p e cti v el y.   T h e  o v er all

r e g ul ari z ati o n fr a m e w or k i s f a st,  a d a pti v e,  a n d  e a s y-t o- u s e.   W e v ali d at e t h e  eff e cti v e n e s s  of  o ur r e g ul ari z ati o n   m et h o d t hr o u g h  a n

e xt e n si v e  e x p eri m e nt al st u d y  o v er  1 4 st a n d ar d  b e n c h m ar k  d at a s et s  a n d t hr e e ki n d s  of  d e e p l e ar ni n g/ m a c hi n e l e ar ni n g   m o d el s.   T h e

r e s ult s ill u str at e t h at  o ur  pr o p o s e d  a d a pti v e r e g ul ari z ati o n   m et h o d  a c hi e v e s si g ni fi c a nt i m pr o v e m e nt  o v er st at e- of-t h e- art r e g ul ari z ati o n

m et h o d s.
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1 I N T R O D U C TI O N

R E C E N T d e v el o p m e nt s  i n   D e e p   L e ar ni n g  a n d   M a c hi n e
L e a r ni n g t e c h n ol o g y [ 1], [ 2], [ 3], [ 4]  h a v e l e d t o  a  s eri e s

of  b r e a kt hr o u g h s  i n   m a n y  r e al   w orl d  a p pli c ati o n s  [ 5],  [ 6],
[ 7],  [ 8].   T h a n k s  t o  t h e  l ar g e   p u bli c   d at a s et s  [ 9]  a n d  hi g h-
p e rf or m a n c e c o m p uti n g s y st e m s, e. g., l ar g e- s c al e   di stri b ut e d
cl u st e r s  of c o m p ut er s e q ui p p e d   wit h   G P U s,   w e a r e  n o w a bl e
t o  b uil d   m or e  c o m pl e x  a n d  b ett er- p e rf or mi n g   p r e di cti v e
m o d el s [ 1 0], [ 1 1], [ 1 2], [ 1 3].

I n  t h e   p a st  f e w  y e a r s,   m a n y  a d v a n c e d   d e e p  l e a r ni n g
m o d el s   h a v e  b e e n   d e v el o p e d.   A n i m p o rt a nt t r e n d i n t h e s e
r e c e nt   d e v el o p m e nt s i s  t h at  t h e   n u m b e r  of l a y e r s i n t h e s e
m o d el s ( a n d t h u s t h ei r  c o m pl e x it y)   h a s i n c r e a s e d  r a pi dl y.

T a k e  I L S V R C, t h e f a m o u s  vi s u al  r e c o g niti o n  c h all e n g e,  a s
a n  e x a m pl e.   T h e   n u m b e r  of  l a y e r s  of  t h e  a n n u al   wi n ni n g
m o d el   h a s  i n c r e a s e d  f r o m  8  l a y e r s  i n  2 0 1 2  t o  1 5 2  l a y e r s
i n  2 0 1 5.

U nf o rt u n at el y,  a s t h e   m o d el s  b e c o m e   m o r e  c o m pl e x, t h e
o v e r fitti n g   p r o bl e m  i s  b e c o mi n g   m o r e  s e v e r e  a s   w ell.   L et’ s
u s e  a  st a n d a r d  b e n c h m a r k  i m a g e   d at a s et,   CI F A R- 1 0,  a s  a n
e x a m pl e  t o  ill u st r at e  t h e  o v er fitti n g   p r o bl e m.   U si n g  t h e
CI F A R- 1 0   d at a s et, t h e t a s k i s t o t r ai n a cl a s si fi e r t h at cl a s si fi e s
a  gi v e n i m a g e i nt o  o n e  of  t h e  1 0  cl a s s e s  ( ai r pl a n e,  a ut o m o-
bil e, t r u c k, et c.)   T h e a c c u r a c y of   Al e x- CI F A R- 1 0   m o d el o n t h e
CI F A R- 1 0  i m a g e  cl a s si fi c ati o n   p r o bl e m  i s  s h o w n  i n  Fi g.  1.
L et   u s   fi r st f o c u s  o n t h e   pl ai n   Al e x- CI F A R- 1 0   m o d el.   A s   w e
c a n  o b s er v e  f r o m  t h e   fi g u r e,  t h e  t r ai ni n g  a c c u r a c y  of   pl ai n
Al e x- CI F A R- 1 0  i s  v e r y  hi g h  ( a p p r o a c hi n g  1 0 0   p e r c e nt)  b ut
t h e t e st  a c c u r a c y i s  q uit e l o w ( o nl y  a b o ut  7 6   p e r c e nt)   w h e n
t h e   m o d el  c o n v e r g e s.   T hi s i s  b e c a u s e t h e   m o d el i s li k el y t o
fit t h e  n oi s e i n t h e t r ai ni n g   d at a s o t h at it   d o e s  n ot  g e n e r ali z e
v er y   w ell t o t h e t e st   d at a.   T hi s  p h e n o m e n o n of o v e r fitti n g [ 1 4]
i s  c o m m o n  i n  c o m pl e x   m o d el s  a n d  si g ni fi c a ntl y  aff e ct s  t h e
p r e di cti v e a bilit y of   m o d el s.

F o rt u n at el y,  o v e r fitti n g   p r o bl e m  [ 1 4]  c a n  b e  eff e cti v el y
a d d r e s s e d  b y  r e g ul a ri z ati o n  [ 1 5],   w hi c h  t y pi c all y  i n v ol v e s
a d di n g  a   p e n alt y  t e r m  o n  t h e  c o m pl e xit y  of  t h e   m o d el.
E q u ati o n  ( 1)  s h o w s  t h e  o v e r all  l o s s  f u n cti o n  t h at  a   m o d el
ai m s  t o   mi ni mi z e.  It  c o n si st s  of  t w o  t e r m s,  t h e   fi r st  t e r m,
d at a- mi s fit, al s o c all e d t h e t r ai ni n g l o s s, i s a n e r r o r t e r m t h at
i n di c at e s  h o w   w ell t h e   m o d el   fit s t h e t r ai ni n g   d at a  a n d t h e
s e c o n d t e r m i s t h e   p e n alt y t e r m,   w hi c h i s  c all e d r e g ul a ri z a-
ti o n  t e r m.  It  c o n si st s  of  a  st r e n gt h   p a r a m et e r b a n d  a
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f u n cti o n f of t h e   m o d el   p a r a m et e r s ww .

L oss( w) ¼ d at a- misfit þ f ðb ; ww Þ: (1 )

T y pi c all y, t h e f u n cti o n f i s r el at e d t o   L 1- n o r m (f ðb ; ww Þ ¼
b jjww jj1 )  o r   L 2- n o r m  (f ðb ; ww Þ ¼ b jjww jj22 )  of  t h e   p a r a m et e r ww .
W e  r ef e r  b a c k  t o  Fi g.  1.  F o r   Al e x n et- CI F A R- 1 0,  h u m a n
e x p e rt s  [ 1 6],  [ 1 7]  h a v e  s et f ðb ; ww Þ ¼ b jjww jj22 ,  a n d   diff e r e nt b
v al u e s  f o r   diff e r e nt  l a y e r s.   W e  c a n  o b s e r v e  t h at   w h e n  t h e
r e g ul a ri z ati o n  i s  a p pli e d,  t h e  t r ai ni n g  a c c u r a c y   d e c r e a s e s
w hil e t h e t e st a c c u r a c y i n c r e a s e s si g ni fi c a ntl y.

M a n y r e g ul a ri z ati o n   m et h o d s  h a v e  b e e n   p r o p o s e d i n t h e
lit e r at u r e.   H o w e v e r, t h e   u s e  of t h e s e   m et h o d s i s t y pi c all y  a d
h o c  a n d  e x p e ri m e nt al  i n  n at u r e.   Gi v e n  a  s p e ci fi c  a p pli c a-
ti o n,   d at a  s ci e nti st s t y pi c all y  n e e d t o   m a k e   m a n y   p ai n st a k-
i n g  att e m pt s t o  c h o o s e t h e  o pti m al t y p e  of f ( e. g.,   L 1- n o r m,
L 2- n o r m)  a n d  st r e n gt h  of  t h e  r e g ul a ri z ati o n, b ,  o n  a  h el d-
o ut  v ali d ati o n   d at a s et, t o   d e ci d e t h e  b e st f a n d b w hi c h   will
b e a p pli e d  o n t h e t e st   d at a s et.

I n [ 1 7],   m o d el s  a r e c a r ef ull y t u n e d  b y t h e  h u m a n  e x p e rt s
a n d it  h a s  b e e n s h o w n t h at   u si n g   diff e r e nt  v al u e s  of b at   dif-
f e r e nt  l a y e r s  of  a   d e e p  l e a r ni n g   m o d el   m a y  l e a d  t o  b ett e r
p e rf o r m a n c e i n t h e t e st   d at a.   N e v e rt h el e s s, t h e s h a r p ri s e i n
t h e  n u m b e r  of   d e e p l e a r ni n g l a y e r s   p o s e s  a  g r e at  c h all e n g e
f o r   m a n u al s etti n g  of eff e cti v e r e g ul a ri z ati o n f o r e a c h l a y e r.

D ri v e n  b y t h e   dif fi c ult y  of  s etti n g t h e  b e st  r e g ul ari z ati o n,
w e  a s k  t h e  f oll o wi n g  q u e sti o n:  I s  it   p o s si bl e  t o  a d a pti v el y
l e a r n t h e  b e st r e g ul ari z ati o n t er m ?   T h e  a n s w e r i s   Y E S.  F r o m
t h e   B a y e si a n vi e w   p oi nt, r e g ul a ri z ati o n t er m c or r e s p o n d s t o a
p ri or   di stri b uti o n f or t h e   m o d el   p ar a m et e r s ww .  F or i n st a n c e,
L 1- n o r m r e g ul a ri z ati o n c orr e s p o n d s t o a   L a pl a ci a n   p ri or  a n d
t h e   L 2- n o r m r e g ul a ri z ati o n  c or r e s p o n d s t o  a   G a u s si a n   p ri or.
T h e  b e st  r e g ul a ri z ati o n  s h o ul d  b e t h e  o n e t h at  e q u al s t o t h e
a ct u al   di st ri b uti o n  of   m o d el   p ar a m et e r s ww .   H o w e v e r,  t h e
a ct u al   di stri b uti o n  of   m o d el   p ar a m et e r s ww f or   diff e r e nt t a s k s
m a y  v ar y  q uit e si g ni fi c a ntl y, a n d a s a r e s ult, t h e r e i s  n o si n gl e
r e g ul ari z ati o n  s etti n g  ( st r e n gt h b a n d  t y p e  of f ) t h at c a n fit
e v e r y  p r o bl e m   w ell.

F o rt u n at el y, t h e i nt er m e di at e   m o d el   p ar a m et er s ww l e ar n e d
d uri n g t r ai ni n g   pr o c e s s  c a n  b e  v er y i nf o r m ati v e t o  a p p r o xi-
m at e t h e a ct u al  di stri b uti o n.  B a s e d o n t hi s i n si g ht,   w e  p r o p o s e
a n a d a pti v e r e g ul a ri z ati o n t o ol   d e si g n e d t o l e ar n t h e  b e st r e g-
ul ari z ati o n t er m   d uri n g t h e   m o d el t r ai ni n g   p r o c e s s. I n st e a d of
e m pl o yi n g a  fi x e d  p ri or  di st ri b uti o n (i. e., b y  fi xi n g f a n d b ) f or
t h e   m o d el   p ar a m et e r s ww a s t h e  r e g ul ari z ati o n t er m,  o u r  k e y
i d e a i s t o  c a pt u r e  t h e   m o d el   p ar a m et er   di stri b uti o n   wit h  a n
a d a pti v e   di stri b uti o n f u n cti o n. I n ot h e r   w or d s,   w e   p r o p o s e t o

fit  a n  a d a pti v e   di st ri b uti o n  f u n cti o n   u si n g  t h e  i nt er m e di at e
m o d el   p ar a m et er s  o bt ai n e d   d u ri n g  t h e   m o d el  t r ai ni n g   p r o-
c e s s. S u b s e q u e ntl y, t hi s a d a pti v e   di st ri b uti o n f u n cti o n   will  b e
u s e d t o i m p o s e r e g ul a ri z ati o n o n t h e   m o d el  p ar a m et er s.

B a s e d o n t h e a b o v e   p ri n ci pl e,   w e  p r o p o s e a   p r a cti c al a d a p-
ti v e r e g ul ari z ati o n t o ol  b a s e d  o n t h e   G a u s si a n   Mi xt u r e ( G M)
f r a m e w o r k.   W e c h o o s e   G M  b e c a u s e it   p r o vi d e s a ri c h e r cl a s s
of   d e n sit y   m o d el s, t h u s c a n   m o d el t h e   p ri or of   m o d el   p ar a m e-
t er s ww b ett e r.  Fi g. 2 ill u str at e s t h e c or e i d e a: t h e   d e e p l e a r ni n g
m o d el i n p ut s   m o d el   p ar a m et er s ww t o t h e a d a pti v e r e g ul ari z a-
ti o n t o ol; t h e t o ol   will t h e n it e r ati v el y l e ar n t h e   G a u s si a n   Mi x-
t ur e  a s  a ct u al   p ri or  o v e r ww a n d  a d a pti v el y  c al c ul at e  t h e
r e g ul a ri z ati o n t er m f or t h e   m o d el.

H o w e v e r,  a d a pti v el y  l e a r ni n g  s u c h   G M  f r o m  t h e  i nt e r-
m e di at e   m o d el   p a r a m et e r s ww i s  c h all e n gi n g f o r  s e v e r al  r e a-
s o n s.   T w o  s et s  of   p a r a m et e r s,  n a m el y   G M   p a r a m et e r s  a n d
m o d el   p a r a m et e r s ww n e e d t o  b e   u p d at e d.   T h e s e t w o  s et s  of
p a r a m et e r s a r e cl o s el y r el at e d t o e a c h  ot h e r.   A n a p p r o p ri at e
al g o rit h m  s h o ul d  b e   d e si g n e d  t o   u p d at e  t h e s e  t w o  s et s  of
p a r a m et e r s   p r o p e rl y.   Al s o, l e a r ni n g   G M i s  a n it e r ati v e  a n d
ti m e- c o n s u mi n g   p r o c e s s.   W e  n e e d t o   d e si g n  a n  a p p r o p ri at e
al g o rit h m t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al c o st.

I n  o r d er t o   u p d at e   G M   p ar a m et e r s  a n d   m o d el   p ar a m et e r s
p r o p e rl y,   w e   d e si g n  a n  i n n o v ati v e  a n d  eff e cti v e   u p d at e
m et h o d   w h er e   G M   p ar a m et er s a r e   u p d at e d  vi a a li g ht w ei g ht
E x p e ct ati o n- M a xi mi z ati o n ( E M) al g o rit h m [ 1 8] a n d t h e   m o d el
p ar a m et e r s  c a n  b e  l e ar n e d   u n d er  a  c o m m o n  o pti mi z ati o n
f r a m e w o r k  s u c h  a s  St o c h a sti c   G r a di e nt   D e s c e nt  ( S G D)  [ 1 9].
T o  r e d u c e  t h e  c o m p ut ati o n al  c o st,   w e   p r o p o s e  l a z y   u p d at e
a n d s p ar s e   u p d at e  al g o rit h m s t h at r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al
ti m e b y   m or e t h a n 4 ti m e s a n d 2 0 ti m e s r e s p e cti v el y.

O ur  p r o p o s e d r e g ul a ri z ati o n   m et h o d i s a g e n e r al a n d  fl e xi-
bl e t o ol   d e si g n e d t o  s u p p o rt   diff e r e nt   m a c hi n e l e a r ni n g  a n d
d e e p l e a r ni n g   m o d el s.   T h e r e g ul ari z ati o n t o ol  h a s  b e e n i nt e-
gr at e d i nt o  o ur   G E MI NI s oft w a r e st a c k [ 2 0]   d e si g n e d t o s u p-
p ort  h e alt h c a r e   d at a  a n al yti c s.  Fi g.  3  s h o w s   G E MI NI,   w h er e
v ari o u s  s u b s y st e m s  f or m  a n  e n d-t o- e n d  bi g   d at a  a n al yti c s
pi p eli n e, f r o m   d at a cl e a n si n g t o  vi s u ali z ati o n.   W h e n t h e r a w
d at a i s   fi r st f e d i nt o   G E MI NI, t h e   d at a  cl e a ni n g  a n d i nt e g r a-
ti o n  s y st e m,   DI C E,  cl e a n s  t h e   d at a.  It   w o r k s   wit h  a  c r o w d-
s o ur ci n g   pl atf or m,   C D A S,  t o  i m p r o v e   d at a  q u alit y   u si n g
s u bj e ct   m att e r e x p ert s ( e. g., cli ni ci a n s).   T h e cl e a n s e d   d at a c a n
t h e n  b e   p r o c e s s e d  b y a   di stri b ut e d a n d s c al a bl e   d at a   p r o c e s s-
i n g s y st e m, e pi C [ 2 1],   w hi c h  p r o vi d e s bi g  d at a  p r o c e s si n g a n d
a n al yti c s s u c h  a s  a g g r e g ati o n  a n d s u m m a ri z ati o n.   D e e p  a n a-
l yti c s i s s u p p o rt e d  b y   A p a c h e SI N G A [ 2 2], a   di stri b ut e d   d e e p
l e a r ni n g   pl atf or m.   T h e  r e d  b o x  ill u str at e s  t h e  i nt er a cti o n  of

Fi g.  1.   Tr ai ni n g  a n d t e st l o s s   wit h  a n d   wit h o ut r e g ul ari z ati o n.
Fi g.  2.   O v er vi e w  of  a d a pti v e r e g ul ari z ati o n t o ol.
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t h e   p r o p o s e d   G M r e g ul a ri z ati o n t o ol ( G M   R e g)   wit h   A p a c h e
SI N G A t o   p r o vi d e  a d a pti v e r e g ul ari z ati o n f or   d e e p l e ar ni n g
m o d el s. I n t h e   m e a nti m e, t h e   d at a c a n b e f e d i nt o   C o h A n a f or
c o h ort  a n al y si s [ 2 3], [ 2 4].   L a stl y, t h e  r e s ult s  c o ul d  b e  vi s u al-
i z e d  vi a i D at. I n  o r d er t o s u p p o rt  s u c h  a l ar g e   d at a  a n al yti c s
s oft w ar e  st a c k,  a d v a n c e d   d at a b a s e  s u p p ort s  a r e  n e e d e d  f or
t h e  st o r a g e l a y er [ 2 5]. I n  o ur  c a s e, t h e   d at a i s  st or e d i n  F o r k-
b a s e  [ 2 6],  a   u ni v e r s al  i m m ut a bl e  st or a g e  s y st e m.   G E MI NI
r u n s eit h e r o n a si n gl e   m a c hi n e o r i n a   C P U- G P U cl u st er.

C o ntri b uti o ns. T h e c o nt ri b uti o n s  of t hi s   p a p e r i n cl u d e:

W e  p r o p o s e a g e n e r al a d a pti v e r e g ul ari z ati o n   m et h o d
b a s e d  o n   G M t o l e ar n t h e  b e st r e g ul a ri z ati o n  a c c o r d-
i n g t o t h e i nt e r m e di at e   m o d el   p a r a m et e r s i n st e a d  of
m a ki n g  a d- h o c  att e m pt s t o  o bt ai n  a s uit a bl e r e g ul a ri-
z ati o n s etti n g.
W e   p r o p o s e  a n  ef fi ci e nt   u p d at e  f r a m e w o r k   w h er e
G M i s t r ai n e d b y a li g ht w ei g ht  E M al g o rit h m  [ 2 7] a n d
t h e   m o d el   p a r a m et e r s  a r e   u p d at e d  vi a  S G D.   W e  al s o
p r o p o s e ef fi ci e nt l a z y   u p d at e a n d s p a r s e   u p d at e al g o-
rit h m s  t o  r e d u c e  t h e  c o m p ut ati o n al  c o st  b y  4  ti m e s
a n d  2 0  ti m e s  r e s p e cti v el y.   A p a rt  f r o m  e x p e ri m e nt al
r e s ult s,  t h e or eti c al  a n al y si s  i s  al s o  gi v e n  f or  t h e s e
u p d at e al g orit h m s.
W e  c o n d u ct  e xt e n si v e  e x p e ri m e nt s   u si n g  b ot h  r e al
w o rl d   d at a s et s  a n d  st a n d ar d  b e n c h m a r k   m a c hi n e
l e ar ni n g   d at a s et s.   W e  al s o   p r o p o s e  a s u p e r vi s e d   w a y
t o e v al u at e t h e eff e cti v e n e s s of t h e   G M r e g ul ari z ati o n.
R e s ult s  o n  all t h e   d at a s et s   d e m o n str at e t h at  o ur r e g u-
l ari z ati o n c a n  a c hi e v e  b ett er ( or e q u all y  g o o d)   p e rf or-
m a n c e  t h a n  all  t h e  b a s eli n e  r e g ul ari z ati o n   m et h o d s
( L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n  [ 2 8],   L 2- n o r m  r e g ul ari z a-
ti o n  [ 1 5],   El a sti c- n et  r e g ul ari z ati o n  [ 2 9]  a n d   H u b e r-
n o r m r e g ul ari z ati o n [ 3 0])  u n d e r t h ei r b e st s etti n g s.
W e   d e si g n  o u r  r e g ul a ri z ati o n   m et h o d t o  b e  a n  e a s y-
t o- u s e  a n d  g e n e r al  t o ol.   W e  al s o   p r o vi d e  g ui d a n c e
o n  s etti n g t h e  a p p r o p ri at e  h y p e r- p a r a m et e r s f o r   dif-
f e r e nt  ki n d s  of   m o d el s.

T hi s a rti cl e i s a n e xt e n si o n  of o ur c o nf e r e n c e   p a p er [ 3 1]. I n
t hi s   w o r k,   w e e xt e n d t h e   G M r e g ul a ri z ati o n t o s p ar s e  d at a s et s
a n d  al s o   p r o vi d e  a s u p er vi s e d   w a y t o s h o w t h e  eff e cti v e n e s s
of o ur   G M r e g ul a ri z ati o n   m et h o d.   A d diti o n all y,   w e  p r o vi d e a
t h e or eti c al  a n al y si s  o n t h e eff e cti v e n e s s  of  o ur   p r o p o s e d l a z y
u p d at e  al g orit h m  a n d   d e si g n  e a s y-t o- u s e   A PI s  f or  t h e   G M
r e g ul a ri z ati o n t o ol.   T h e r e m ai n d er  of t h e   p a p er i s str u ct ur e d
a s  f oll o w s.  S e cti o n  2  gi v e s  s o m e  r el at e d  b a c k gr o u n d  o n

B a y e si a n  i nt er pr et ati o n  of  r e g ul a ri z ati o n,   G M  a n d  s e v er al
u s ef ul  p ri or s. S e cti o n 3 i nt r o d u c e s o ur  p r o p o s e d   G M r e g ul a ri-
z ati o n   m et h o d.  S e cti o n  4  i nt r o d u c e s  t h e  t h e or eti c al  a n al y si s
f or  l a z y   u p d at e  al g orit h m  a n d  S e cti o n  5  i nt r o d u c e s  o ur
d e si g n e d   A PI s  f or  o ur  r e g ul ari z ati o n  t o ol.  S e cti o n  6  r e p o rt s
t h e e x p eri m e nt al r e s ult s.   R el at e d   w or k i s r e vi e w e d i n S e cti o n 7
a n d  fi n all y S e cti o n 8 c o n cl u d e s t hi s  p a p er.

2 P R E LI MI N A RI E S

I n t hi s  s e cti o n,   w e   di s c u s s t h e  r e q ui r e d   p ri o r  k n o wl e d g e  of
r e g ul a ri z ati o n.   T a bl e  1 li st s t h e   d e fi niti o n s  of  s y m b ol s   u s e d
i n t hi s   p a p e r.

2. 1   B a y e si a n I nt er pr et ati o n   of   R e g ul ari z ati o n

Fr o m t h e   B a y e si a n   p er s p e cti v e, r e g ul ari z ati o n c or r e s p o n d s t o
a   p ri or   di st ri b uti o n  o v e r  t h e   m o d el   p ar a m et er s ww . L et D
d e n ot e t h e o b s er v e d  d at a a n d ww d e n ot e t h e   m o d el  p ar a m et e r s.

A c c o r di n g  t o   B a y e s’   T h e o r e m,  t h e   p o st e ri o r   p r o b a bilit y
of   m o d el   p a r a m et e r s ww i s  gi v e n  b y

p ðww j DÞ   ¼ p ð Djww Þp ðww Þ
p ð DÞ ; (2 )

w h e r e p ð Djww Þ i s  t h e  li k eli h o o d  f u n cti o n  a n d p ð DÞ i s  a
c o n st a nt.

F o r ww ,  t h e   p r o b a bilit y  i s   u s u all y  e sti m at e d   u si n g   m a xi-
m u m a   p o st ei o r ( M A P) e sti m ati o n [ 3 2], [ 3 3].   T h e   M A P   p r o b-
l e m c a n  b e   w ritt e n a s  b el o w.

Fi g.  3.   G E MI NI  h e alt h c ar e  d at a  a n al yti c s s oft w ar e st a c k.

T A B L E  1
T a bl e  of   S y m b ol s

S y m b ol D e fi niti o n

M n u m b e r  of f e at u r e s
N n u m b e r  of s a m pl e s
xx ðn Þ 2 R M 1 f e at u r e s  of t h e n t h s a m pl e i n t h e t r ai ni n g s et
y ðn Þ l a b el  of t h e n t h s a m pl e i n t h e t r ai ni n g s et
ww 2 R M 1 m o d el   p a r a m et e r s

D ð xx ðn Þ ; yðn Þ Þ
N

n ¼ 1 , f e at u r e s /l a b el   p ai r s i n t h e
t r ai ni n g s et

K n u m b e r  of   G a u s si a n c o m p o n e nt s

pp ½p 1 ; p 2 ; . . . ; p k
T ,   mi xi n g c o ef fi ci e nt ( s ati sf y t h e

c o n st r ai nt
P K

k ¼ 1 p k ¼ 1 )

½ 1 ; 2 ; . . . ; k
T ,   p r e ci si o n (i n v e r s e  of  v a ri a n c e)

N ð x jm k ; k Þ G a u s si a n   di st ri b uti o n  of t h e k t h   G a u s si a n
c o m p o n e nt

aa ½a 1 ; . . . ; a K
T ,   p a r a m et e r s  of   Di ri c hl et

di st ri b uti o n
gg ll t h e  g r a di e nt s  of   m o d el   p a r a m et e r s   wit h

r e s p e ct t o t h e  n e g ati v e l o g li k eli h o o d f u n cti o n
gg r e g t h e  g r a di e nt s  of   m o d el   p a r a m et e r s   wit h

r e s p e ct t o t h e r e g ul a ri z ati o n t e r m
L l e a r ni n g r at e
B t h e  n u m b e r  of   mi ni- b at c h e s i n t h e t r ai ni n g s et
I g G M   p a r a m et e r   u p d at e i nt e r v al
I m m o d el   p a r a m et e r   u p d at e i nt e r v al
E n u m b e r  of   fi r st f e w e p o c h s   w h e n l a z y   u p d at e

i s  n ot e m pl o y e d
tll t h e ti m e f o r c al c ul ati n g gg ll f o r e a c h   mi ni- b at c h
R L t h e r ati o  of ti m e f o r   E- st e p,   M- st e p a n d  S G D

st e p   w h e n l a z y   u p d at e i s e m pl o y e d t o tll

R N L t h e r ati o  of ti m e f o r   E- st e p,   M- st e p a n d  S G D
st e p   w h e n l a z y   u p d at e i s  n ot e m pl o y e d t o tll
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ww M A P ¼ ar g   m a x
ww

p ðww j DÞ

¼ ar g   m a x
ww

p ð Dj ww Þp ðww Þ

¼ ar g   m a x
ww

l o g p ð Djww Þ þ l o g p ðww Þ:

(3 )

T h e t er m l o g p ðww Þ i s t h e l o g  of   m o d el   p ar a m et er   p ri or   di s-
t ri b uti o n  a n d  it  i s  t h e  r e g ul ari z ati o n  t er m  ( c o rr e s p o n d s  t o
f ðb ; ww Þ i n   E q u ati o n ( 1). S p e ci fi c all y, if p ðww Þ i s a   L a pl a ci a n   di s-
t ri b uti o n  o r   G a u s si a n   di st ri b uti o n,  t hi s  t er m  c or r e s p o n d s  t o
L 1- n o r m  a n d   L 2- n o r m  r e g ul ari z ati o n  r e s p e cti v el y.  F or   El a s-
ti c- n et r e g ul a ri z ati o n, t h e   p ri or   di st ri b uti o n p ðww Þ c orr e s p o n d s
t o  a c o m pr o mi s e  b et w e e n t h e   L a pl a ci a n  a n d   G a u s si a n   di stri-
b uti o n s.  F or   H u b e r- n o r m  r e g ul ari z ati o n,  t h e  c orr e s p o n di n g
p ri or  di stri b uti o n i s  pi e c e wi s e:   G a u s si a n  di st ri b uti o n f or s m all
v al u e   m o d el   p ar a m et e r s  a n d   L a pl a ci a n   di st ri b uti o n f or l ar g e
v al u e   m o d el   p ar a m et e r s.  I n  o ur   w o r k,   w e  a s s u m e p ðww Þ f ol-
l o w s  a   G M   di stri b uti o n   w h e r e  e a c h   G a u s si a n  c o m p o n e nt i s
c e nt e r e d at z er o b ut   m a y h a v e  diff e r e nt v ari a n c e s.

2. 2   G a u s si a n   Mi xt ur e   Di stri b uti o n

G M i s  a  s u p e r p o siti o n  of   m ulti pl e   G a u s si a n   di stri b uti o n s. I n
o ur   G M  r e g ul ari z ati o n,   w e  a s s u m e  all   m o d el   p ar a m et e r s ww
a r e s a m pl e d f r o m t h e s a m e o n e- di m e n si o n al   G M  di st ri b uti o n.
T h e o n e- di m e n si o n al   G M   di stri b uti o n c a n b e e x p r e s s e d i n t h e
f or m b el o w.

p ðx Þ ¼
X K

k ¼ 1

p k N ð x jm k ; k Þ ; (4 )

w h e r e K i s  t h e  n u m b e r  of   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  a n d p k i s
t h e   mi xi n g  c o ef fi ci e nt s   w hi c h  s ati sf y  t h e  c o n st r ai ntP K

k ¼ 1 p k ¼ 1 ,  a n d N ð x jm k ; k Þ i s   G a u s si a n   di st ri b uti o n. m k i s
t h e   m e a n  a n d k i s t h e   p r e ci si o n (i n v e r s e  of   G a u s si a n  v a ri-
a n c e)  of t h e k t h   G a u s si a n c o m p o n e nt.

2. 3   Diri c hl et  a n d   G a m m a   Pri or

T h e i nt e r m e di at e   m o d el   p a r a m et e r s   d u ri n g t h e t r ai ni n g   p r o-
c e s s   d o  n ot  h a v e  a  st ati o n a r y   di st ri b uti o n.   T h e r ef o r e,  t h e
a ct u al   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  c a n n ot  b e  l e a r n e d   di r e ctl y
f r o m t h e s e i nt e r m e di at e   m o d el   p a r a m et e r s. I n  o r d e r t o l e a r n
t h e   G M   p ri o r f o r t h e   m o d el   p a r a m et e r s ww , t w o   p ri o r   di st ri-
b uti o n s a r e i nt r o d u c e d f o r   mi xi n g c o ef fi ci e nt s p k a n d   G a u s s-
i a n   p r e ci si o n s k r e s p e cti v el y.

Di ri c hl et   di st ri b uti o n,   w hi c h i s   u s e d a s t h e   p ri o r   di st ri b u-
ti o n f o r   mi xi n g c o ef fi ci e nt s p k , i s   d e fi n e d a s f oll o w s.

Dir ðpp jaa Þ ¼
G ða 0 Þ

G ða 1 Þ . . . G ða K Þ

YK

k ¼ 1

p
a k 1
k ; (5 )

w h e r e a 1 ; . . . ; a K a r e  t h e   p a r a m et e r s  f o r  t h e   di st ri b uti o n,

a 0 ¼
P K

k ¼ 1 a k ,  a n d aa d e n ot e s ½a 1 ; . . . ; a K
T . G ðx Þ i s  t h e

G a m m a  f u n cti o n.   T hi s   p ri o r   di st ri b uti o n  i s  i nt r o d u c e d  i n
o r d e r t o l e a r n   m o r e   G a u s si a n c o m p o n e nt s.

A s   m e nti o n e d i n  S e cti o n  2. 1, t h e   m e a n s  of  all t h e   G a u s s-
i a n  c o m p o n e nt s  of  t h e   G M   di st ri b uti o n  a r e  s et  t o  z e r o.
W h e n  t h e   m e a n  of  a   G a u s si a n   di st ri b uti o n  i s   fi x e d,  t h e
G a m m a   di st ri b uti o n i s t h e  c o nj u g at e   p ri o r f o r t h e   G a u s si a n
p r e ci si o n.   G a m m a   di st ri b uti o n i s   d e fi n e d a s f oll o w s.

G a m ð ja; b Þ ¼
1

G ða Þ
b a a 1 e x p ð b Þ; (6 )

w h e r e a a n d b a r e  t h e  t w o   p a r a m et e r s  f o r  t h e   di st ri b uti o n.
T h e y c o nt r ol t h e s h a p e  a n d t h e   d e c a yi n g r at e  of t h e   G a m m a
di st ri b uti o n.

I n t h e   p r o c e s s  of   G M l e a r ni n g, a a n d b a r e   u s e d f o r  c o n-
t r olli n g t h e  s c al e  of .   T hi s i s   d u e t o t h e f a ct t h at t h e  v al u e s
of   m o st   m o d el   p a r a m et e r s  a r e s m all. If   G M i s l e a r n e d  b a s e d
o n  t h e s e   m o d el   p a r a m et e r s,  l a r g e will  b e  l e a r n e d   w hi c h
will i m p o s e  v e r y  st r o n g  r e g ul a ri z ati o n  a n d  t h at i s  h a r mf ul
t o t h e   m o d el. a a n d b c a n  h el p t o s m o ot h e n t h e l e a r ni n g  of .

3 P R O P O S E D A D A P TI V E R E G U L A RI Z A TI O N

I n t hi s s e cti o n,   w e i nt r o d u c e  o u r   p r o p o s e d a d a pti v e r e g ul a r-
i z ati o n   m et h o d  b a s e d  o n   G M.

3. 1   G M   R e g ul a ri z ati o n   T er m

I n  t hi s   p a p e r,   G M   di st ri b uti o n  i s   u s e d  a s   m o d el   p ar a m et er
p ri or. I n   p arti c ul ar,   w e a s s u m e t h at all t h e   m o d el   p ar a m et e r s
a r e i n d e p e n d e nt a n d i d e nti c all y   di stri b ut e d (t hi s a s s u m pti o n
i s  c o m m o nl y   u s e d i n   G a u s si a n   p ri o r,   L a pl a ci a n   p ri o r,  et c.).
Al s o,   w e a s s u m e all t h e   m o d el  p ar a m et e r s f oll o w a   G M  di stri-
b uti o n   w h e r e  e a c h   G a u s si a n  c o m p o n e nt i s  c e nt e r e d  at  z er o
b ut   m a y h a v e  diff e r e nt v a ri a n c e s.

D ¼ ð xx ðn Þ ; yðn Þ Þ
N

n ¼ 1 ,   wit h xx
ðn Þ 2 R M 1 a n d y ðn Þ 2 R , i s   u s e d

t o   d e n ot e  t h e  s et  of  i n p ut / o ut p ut   p ai r s  i n  t h e  t r ai ni n g  s et,
ww 2 R M 1 d e n ot e s   m o d el   p a r a m et e r s,   w h e r e N i s t h e  n u m-
b e r  of  s a m pl e s  a n d M i s  t h e  n u m b e r  of  f e at u r e s.   Mi xi n g
c o ef fi ci e nt s ½p 1 ; p 2 ; . . . ; p k

T a r e   d e n ot e d  a s pp a n d   p r e ci si o n s

½ 1 ; 2 ; . . . ; k
T a s .   C o n si d e ri n g  t h e   p ri o r   di st ri b uti o n s

i nt r o d u c e d  i n  S e cti o n  2. 3,  t h e   p ri o r   di st ri b uti o n  of   m o d el
p a r a m et e r s ww c a n t h e n  b e   w ritt e n a s  b el o w.

p ðww; pp ; jaa ; a; bÞ ¼ p ðww jpp ; Þp ðpp jaa Þp ð ja; b Þ

¼ð
YM

m ¼ 1

ð
X K

k ¼ 1

p k N ð w m j0 ; k ÞÞÞDir ðpp jaa Þ
YK

k ¼ 1

G a m ð k ja; b Þ;
(7 )

w h er e K i s t h e  n u m b er  of   G a u s si a n  c o m p o n e nt s, p ðpp jaa Þ a n d
p ð ja; b Þ ar e t h e  pri or  di stri b uti o n s f or   G M  p ar a m et e r s pp a n d .

3. 2   L o s s   F u n cti o n – O pti mi z ati o n   F u n cti o n

I n  o r d e r  t o  s ol v e  t h e   M A P   p r o bl e m  f o r m ul at e d  i n   E q u a-
ti o n ( 3),  gi v e n t h e   G M r e g ul a ri z ati o n t e r m, t h e l o s s f u n cti o n
( o pti mi z ati o n f u n cti o n) i s   d e fi n e d a s  b el o w.

G ¼ l o g p ð Djww Þ l o g p ðww; pp ; jaa ; a; bÞ; (8 )

w h e r e t h e   fi r st  t e r m i s  t h e  n e g ati v e l o g li k eli h o o d  f u n cti o n
a n d  t h e  s e c o n d  t e r m  i s  t h e  r e g ul a ri z ati o n  t e r m.   T hi s i s  t h e
f u n cti o n t h at i s  o pti mi z e d f o r t h e   p r e di cti o n  a n d  cl a s si fi c a-
ti o n t a s k s.

3. 3   O pti mi z ati o n

A s   m e nti o n e d i n t h e i nt r o d u cti o n, f o r  o u r a d a pti v e r e g ul a ri-
z ati o n   m et h o d,  t w o  s et s  of  r el at e d   p a r a m et e r s  n e e d  t o  b e
u p d at e d,  n a m el y,   G M   p a r a m et e r s  a n d   m o d el   p a r a m et e r s.
T y pi c all y, t h e   m o d el   p a r a m et e r s  a r e l e a r n e d t h r o u g h  S G D,
w hi c h  i s  e m pl o y e d  f o r   u p d ati n g   m o d el   p a r a m et e r s  h e r e.
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F o r   G M   p a r a m et e r s,  a  li g ht w ei g ht   E M  al g o rit h m  i s
d e si g n e d.  Fi g.  4  s h o w s  h o w  S G D i nt e r a ct s   wit h   E M i n  o u r
u p d at e   m et h o d.   Aft e r  b ot h  ki n d s  of   p a r a m et e r s  a r e i niti al-
i z e d,  r e g ul a ri z ati o n  b a s e d  o n   G M  i s  c al c ul at e d.   T h e  c al c u-
l at e d  r e g ul a ri z ati o n t h e n  aff e ct s   m o d el   p a r a m et e r s t h r o u g h
S G D.   Aft e r  t h e   m o d el   p a r a m et e r s  a r e   u p d at e d  vi a  a n  S G D
st e p,  o n e  st e p  of   E M i s  e m pl o y e d  t o   u p d at e t h e   G M  b a s e d
o n t h e   u p d at e d   m o d el   p a r a m et e r s. S u b s e q u e ntl y, a  n e w r e g-
ul a ri z ati o n i s c al c ul at e d f o r t h e   m o d el   p a r a m et e r s.   T hi s   p r o-
c e s s it e r at e s   u ntil t h e al g o rit h m c o n v e r g e s.

3. 3. 1   R e s p o n si bilit y   F u n cti o n

R e s p o n si bilit y  f u n cti o n  of  t h e k t h   G a u s si a n  c o m p o n e nt  f o r
t h e m t h   m o d el   p a r a m et e r, w m , i s   d e fi n e d a s f oll o w s.

r k ðw m Þ ¼
p k p k ðw m Þ

P K
j ¼ 1 p j p j ðw m Þ

; (9 )

w h er e p k ðw m Þ i s t h e  p r o b a bilit y  d e n sit y of w m u n d e r   G a u s si a n
c o m p o n e nt k .   T hi s f u n cti o n c al c ul at e s t h e c o n diti o n al   p r o b a-
bilit y t h at a  p arti c ul a r   m o d el  p ar a m et e r of ww , w m , i s g e n er at e d
b y  a   p arti c ul ar   G a u s si a n  c o m p o n e nt k .   T hi s  r e s p o n si bilit y
f u n cti o n  i s   u s e d  f or  c al c ul ati n g   m o d el   p ar a m et e r  g r a di e nt s
a n d   G M  p ar a m et er  u p d at e f or m ul a s i nt r o d u c e d b el o w.

3. 3. 2   Gr a di e nt   D e s c e nt f or   M o d el   P ar a m et er s

W h e n   G M   p a r a m et e r s  a r e   fi x e d,  g r a di e nt   d e s c e nt   m et h o d i s
u s e d  t o   u p d at e   m o d el   p a r a m et e r s ww .   T h e  g r a di e nt  f o r  t h e
m t h   m o d el   p a r a m et e r ww wit h r e s p e ct t o G i s  gi v e n  b y

@ G

@ w m
¼

l o g p ð Djww Þ

@ w m
þ

X K

k ¼ 1

ðr k ðw m Þð k w m ÞÞ ; (1 0 )

w h e r e xx ðn Þ
m i s t h e m t h   di m e n si o n  of s a m pl e n .  F o r si m pli cit y,

w e   d e n ot e  t h e   fi r st  t e r m  a s  t h e gg ll ( all   m o d el   p a r a m et e r s)
a n d t h e s e c o n d t e r m a s t h e gg r e g ( all   m o d el   p a r a m et e r s).

T h e gg r e g i s  a   w ei g ht e d  s u m  of  t h e   p r o d u ct  of   G a u s si a n
p r e ci si o n a n d t h e   m o d el   p a r a m et e r  v al u e.   T h e r e s p o n si bilit y
f u n cti o n r k ðw m Þ d et e r mi n e s t h e   w ei g hti n g  v al u e.   T hi s  e q u a-
ti o n  s h o w s  t h e  r e g ul a ri z ati o n  eff e ct  i s  a  c oll e cti v e  eff e ct  of
diff e r e nt   G a u s si a n c o m p o n e nt s.

Si n c e t h e  p r o b a bilit y  d e n sit y f u n cti o n p k ð w m Þ i s i n t h e f or m
of  e x p o n e nti al f u n cti o n, it  aff e ct s t h e  r e s p o n si bilit y f u n cti o n
si g ni fi c a ntl y.   T hi s   p r o vi d e s  a n  o p p ort u nit y f or  gi vi n g   diff e r-
e nt  r e g ul ari z ati o n  str e n gt h s  t o   diff e r e nt   m o d el   p ar a m et e r s.
F o r a r e a s t h at a r e n e a r z er o, t h e   G a u s si a n c o m p o n e nt t h at h a s
t h e l ar g e st   p r e ci si o n   d o mi n at e s  ot h e r   G a u s si a n  c o m p o n e nt s.
C o n s e q u e ntl y,  f or   m o d el   p ar a m et er s   wit h  s m all  v al u e s,  t h e
r e g ul ari z ati o n i s str o n g  b e c a u s e it i s   m ai nl y i m p o s e d  b y t hi s

G a u s si a n  c o m p o n e nt   wit h t h e l ar g e st   p r e ci si o n.   O n t h e  c o n-
t r a r y, f or   m o d el   p a r a m et e r s   wit h l ar g e v al u e s, t h e r e g ul ari z a-
ti o n i s   w e a k.

3. 3. 3   U p d at e f or   G M   P ar a m et er s

I n  t hi s  s e cti o n,  t h e   u p d at e  f o r m ul a s  f o r   G M   p a r a m et e r s pp
a n d a r e i nt r o d u c e d.

T h e   d e ri v ati v e s  f o r  t h e   G a u s si a n   p r e ci si o n s  a n d   mi xi n g
c o ef fi ci e nt s a r e a s f oll o w s.

@ G

@ k
¼ ð

a 1

k
b Þ

XM

m ¼ 1

r k ð w m Þð
1

2 k

w 2
m

2
Þ (1 1 )

@ G

@ p k
¼

a k 1

p k

XM

m ¼ 1

r k ðw m Þ

p k
; (1 2 )

w h e r e k a n d p k a r e t h e k t h   di m e n si o n  of a n d pp .
T h e s e c o n d t e r m of @ G

@ k
i s a   w ei g ht e d s u m of t h e   diff e r e n c e

b et w e e n t h e  s q u a r e d   m o d el   p a r a m et e r  a n d  t h e  v a ri a n c e  of
G M   di st ri b uti o n.   T h e   fi r st  t e r m  i s  c o nt r oll e d  b y  t h e   G M
h y p e r- p a r a m et e r s a a n d b .

Gi v e n   fi x e d  r e s p o n si bilit y  v al u e s,  t h e   mi ni mi z e r  f o r k

a n d p k c a n  b e  o bt ai n e d f r o m   E q u ati o n s ( 1 1)  a n d ( 1 2).   D e ri v-
i n g  t h e   u p d at e  f o r m ul a  f o r k i s  st r ai g htf o r w a r d.  S etti n g
E q u ati o n ( 1 1) t o z e r o  gi v e s t h e f oll o wi n g e q u ati o n.

k ¼
2 ða 1 Þ þ

P M
m ¼ 1 r k ðw m Þ

2 b þ
P M

m ¼ 1 r k ðw m Þw 2
m

: (1 3 )

H e r e 2 ða 1 Þ a n d 2 b w o r k  a s s m o ot hi n g t e r m s   w hi c h c o r r e-
s p o n d  t o  a d di n g  ” p s e u d o ”   m o d el   p a r a m et e r s  t o  t h e k t h
cl u st e r.

Si n c e
P M

m ¼ 1 r k ðw m Þ c or r e s p o n d s t o t h e r e s p o n si bilit y of t h e
k t h   G a u s si a n  c o m p o n e nt.   T h e   m a g nit u d e  of

P M
m ¼ 1 r k ð w m Þ i s

t h e  s a m e  a s t h e  n u m b er  of   m o d el   p ar a m et er s ( W e   u s e M t o
d e n ot e  t h e  n u m b er  of   m o d el   p ar a m et e r s).  I n s pi r e d  b y  t hi s
o b s er v ati o n, b i s s et a s a   p r o p orti o n al f u n cti o n t o M . a pl a y s a
si mil a r r ol e  a s b a n d   fi n e-t u n e s t h e  v al u e  of l e ar n e d .  F o r a ,
t h e   p r o p orti o n   wit h b aff e ct s t h e   m a g nit u d e  of t h e l e a r n e d .
S o a i s  s et  a s  a   p r o p orti o n al  f u n cti o n  t o b .   B ut  si n c e
P M

m ¼ 1 r k ð w m Þ pl a y s  t h e   m aj o r  r ol e  i n  t h e  n u m e r at o r  of

E q u ati o n ( 1 3), t h e s etti n g of a i s n ot s o si g ni fi c a nt.

F o r   mi xi n g c o ef fi ci e nt pp ,   d e ri vi n g t h e   u p d at e f o r m ul a i s a
bit c o m pl e x  b e c a u s e t h e c o n st r ai nt

P K
k ¼ 1 p k ¼ 1 m u st  b e s at-

i s fi e d.   T h u s  a   L a g r a n g e   m ulti pli e r  h a s t o  b e   u s e d  h e r e.   T h e
L a g r a n gi a n  of t h e l o s s f u n cti o n i s   d e fi n e d a s f oll o w s.

L ¼ G þ l a g

X K

k ¼ 1

p k 1 ; (1 4 )

w h e r e l a g i s t h e   L a g r a n g e   m ulti pli e r.  S et t h e   d e ri v ati v e s  of
L wit h r e s p e ct t o p k a n d l a g t o z e r o

@ L

@ p k
¼

a k 1

p k

XM

m ¼ 1

r k ð w m Þ

p k
þ l a g ¼ 0 (1 5 )

@ L

@ l a g
¼

X K

k ¼ 1

p k 1 ¼ 0 : (1 6 )

Fi g.  4.   O v er vi e w  of   S G D  a n d   E M.
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S ol vi n g   E q u ati o n s  ( 1 5)  a n d  ( 1 6),  t h e   u p d at e  f o r m ul a  f o r p k

c a n  b e  gi v e n a s f oll o w s.

p k ¼

P M
m ¼ 1 r k ð w m Þ þ ða k 1 Þ

M þ
P K

j ¼ 1 ða j 1 Þ
; (1 7 )

w h e r e p k i s t h e k t h   di m e n si o n  of pp .
T hi s  e q u ati o n  s h o w s  t h at a gr e atl y  aff e ct s  t h e  n u m b er  of

G a u s si a n c o m p o n e nt s l e ar n e d. If a i s l ar g e, t h e n   m o st  pr o b a bl y
o n e   G a u s si a n   will  b e l e ar n e d  b e c a u s e  all   di m e n si o n s  of pp will
b e t h e s a m e.  T y pi c all y, a i s s et t o t h e  p o w er of M ( e. g., M 0 :5 ).

Gi v e n   E q u ati o n s ( 9), ( 1 0), ( 1 7)  a n d ( 1 3), r e s p o n si bilit y  v al-
u e s  c a n  b e  c o m p ut e d  a n d  t h e n   m o d el   p ar a m et e r s ww c a n  b e
u p d at e d.   Aft er t h e   m o d el   p ar a m et er s a r e   u p d at e d, t h e  v al u e s
f or   G M  p ar a m et er s a n d pp c a n b e  u p d at e d s u b s e q u e ntl y.

3. 4   L a z y   U p d at e

C al c ul ati n g gg r e g (i. e., t h e  s e c o n d t e r m  of   E q u ati o n ( 1 0))  a n d
u p d ati n g   G M   p a r a m et e r s pp ; a r e ti m e- c o n s u mi n g  b e c a u s e
t h e   G a u s si a n   P r o b a bilit y   D e n sit y  F u n cti o n  n e e d s t o  b e c o m-
p ut e d.   T hi s i s t h e  b ottl e n e c k  of t h e al g o rit h m.

I n  o r d er t o  r e d u c e t h e  c o m p ut ati o n al ti m e,  a l a z y   u p d at e
m et h o d  i s  e m pl o y e d  f or   m o d el s   wit h  a  l ar g e  n u m b er  of
p ar a m et e r s.   T h e i nt uiti o n f or t h e l a z y   u p d at e i s  e x pl ai n e d  a s
f oll o w s.   B ot h gg r e g a n d   G M   p ar a m et e r s pp ; d o  n ot c h a n g e t o o
m u c h  aft e r  t h e   fi r st  f e w  e p o c h s.   C o n s e q u e ntl y,  t h e y   d o  n ot
n e e d t o b e  u p d at e d i n e v e r y it e r ati o n aft e r t h e  fi r st f e w e p o c h s.

Al g orit h m 1. L a z y   U p d at e f o r   G M   R e g ul a ri z ati o n

I n p ut : ww , aa , a , b , pp , , L , I g , I m , E , B
1: i ni ti ali z e: it   0 ; e p o c h it   0
2: w hil e n ot c o n v e r g e d d o
3:   C o m p ut e gg ll

/*   E st e p * /
4: if e p o c h it   <   E o r it   m o d  Im ¼ 0 t h e n
5:   C o m p ut e r e s p o n si bilit y f u n cti o n  b a s e d  o n   E q u ati o n ( 9)
6:   C o m p ut e gg r e g

7: e n d if
8:   C o m p ut e @ G

@ w m
b a s e d  o n   E q u ati o n ( 1 0)

/*   M st e p * /
9: if e p o c h it   <   E o r it   m o d  Ig ¼ 0 t h e n

1 0:   C o m p ut e pp a n d a c c o r di n g t o   E q u ati o n s ( 1 7) a n d ( 1 3)
1 1: e n d if

/*  S G D st e p * /

1 2: ww ðitþ 1 Þ   ww
ðitÞ
j - L @ G

@ ww

1 3: it   it þ 1
1 4: if e p o c h it   m o d   B ¼ 0 t h e n
1 5: e p o c h it   e p o c h it þ 1
1 6: e n d if
1 7: e n d   w hil e

Al g o rit h m  1 s h o w s t h e l a z y   u p d at e  al g o rit h m.   H e r e, L i s
t h e l e a r ni n g r at e f o r  S G D a n d E i s   d e n ot e d a s t h e  n u m b e r  of
t h e   fi r st  f e w  e p o c h s   w h e n l a z y   u p d at e i s  n ot  e m pl o y e d, I g

a n d I m a s t h e   u p d at e i nt e r v al f o r   G M   p a r a m et e r s a n d   m o d el
p a r a m et e r s. gg r e g i s   u p d at e d  e v e r y it e r ati o n   w h e n t h e  e p o c h
n u m b e r i s l e s s t h a n E .   T h e r e aft e r, gg r e g i s   u p d at e d  e v e r y I m

st e p s  a s s h o w n i n li n e  6  of   Al g o rit h m  1.   H e r e, B i s t h e  n u m-
b e r  of   mi ni- b at c h e s  i n  t h e  t r ai ni n g  s et.   W h e n @ G

@ w m
i s  c al c u-

l at e d,  t h e gg r e g c al c ul at e d  i n   E- st e p  i s   u s e d .  Si n c e   E- st e p  i s
n ot c a r ri e d  o ut i n  e v e r y it e r ati o n, t h u s gg r e g i s   n ot   u p d at e d i n

e v e r y it e r ati o n.  F o r   G M   p a r a m et e r s pp a n d ,  aft e r E e p o c h s,
t h e y a r e   u p d at e d e v e r y I g st e p s.

Al g orit h m 2. S p a r s e   U p d at e f o r   G M   R e g ul a ri z ati o n

I n p ut: ww , aa , a , b , pp , , L , I g , E , B , N B

1: i ni ti ali z e: it   0 ; e p o c h it   0
2: i ni ti ali z e:
3:  it   = 0
4: w hil e n ot c o n v e r g e d d o
5:   C o m p ut e gg ll

6: f or j   0 t oN B 1 d o
7: f or m s u c h   t h a t xx j; m 6¼ 0 d o
8:   C o m p ut e  r e s p o n si bilit y  f u n cti o n  f o r ww m b a s e d  o n

E q u ati o n ( 9)
9:   C o m p ut e gg r e g; m f o r ww m b a s e d  o n   E q u ati o n ( 1 8)

1 0: uu m   it
1 1: e n d f or
1 2: e n d f or

/*   E st e p a n d   M st e p * /
1 3: if e p o c h it   <   E o r it   m o d  Ig ¼ 0 t h e n
1 4:   C o m p ut e r e s p o n si bilit y f u n cti o n  b a s e d  o n   E q u ati o n ( 9)
1 5:   C o m p ut e pp a n d a c c o r di n g t o   E q u ati o n s ( 1 7) a n d ( 1 3)
1 6: e n d if

/* S G D st e p * /

1 7: ww ðitþ 1 Þ   ww
ðitÞ
j - L @ G

@ ww

1 8: it   it þ 1
1 9: if e p o c h it   m o d   B ¼ 0 t h e n
2 0: e p o c h it   e p o c h it þ 1
2 1: e n d if
2 2: e n d   w hil e

3. 5   S p ar s e   U p d at e

F or  s p a r s e   d at a s et s, t h e   fi r st t e r m  of   E q u ati o n ( 1 0) i s  s p a r s e
b e c a u s e it  o nl y t o u c h e s   di m e n si o n s   w h er e t h e i n p ut  v e ct or i s
n o n- z er o.   H o w e v er, t h e s e c o n d t e r m i s n ot s p a r s e a n d it t a k e s
m u c h  ti m e  t o  c al c ul at e  t h e  r e s p o n si bilit y  v al u e s.   C o n s e-
q u e ntl y,   w e   d o  n ot c al c ul at e   E q u ati o n ( 1 0) i n e v er y it er ati o n.
I n st e a d,   w e   p e rf or m a ” s p a r s e   u p d at e ” i n o r d e r t o r e d u c e t h e
c o m p ut ati o n al  ti m e.  F or  t h e m t h   m o d el   p ar a m et e r w m , w e
b at c h t h e  d e n s e ” r e g ul ari z ati o n  u p d at e ”  u p a n d t h e n  p erf or m
u p d at e o n w m o nl y   w h e n t h e c or r e s p o n di n g i n p ut   di m e n si o n
x m i s  n o n- z e r o.   W e i nt r o d u c e  a  v e ct o r uu , i n w hi c h uu m st o r e s
t h e l a st it e r ati o n   w h e n t h e m t h   m o d el   p ar a m et er   w a s r e g ul ar-
i z e d.   C o n s e q u e ntl y,  if x m i s  n o n- z e r o,  t h e  g r a di e nt  f or  t h e
m t h   m o d el  p a r a m et e r   wit h r e s p e ct t o G i s  d eri v e d a s f oll o w s.

@ G

@ w m
¼

l o g p ð Djww Þ

@ w m
þ ð it uu m Þ

X K

k ¼ 1

ð r k ðw m Þð k w m ÞÞ; (1 8 )

w h e r e it i s  t h e  c u r r e nt  it e r ati o n,  t h e  s e c o n d  t e r m  of  t h e
e q u ati o n i s   d e n ot e d  a s gg r e g; m .   W e   m ulti pl y ðit uu m Þ b y t h e
o ri gi n al gg r e g t e r m i n   E q u ati o n ( 1 0)  b e c a u s e   w e  n e e d t o  b at c h
t h e r e g ul a ri z ati o n   u p d at e s   u p.

Al g o rit h m  2  s h o w s  t h e   d et ail e d   u p d at e  al g o rit h m  f o r
s p a r s e   u p d at e.  I n  t hi s  al g o rit h m, N B i s  t h e  n u m b e r  of
s a m pl e s  i n  a   mi ni- b at c h  a n d xx j; m i s  t h e m t h   di m e n si o n  of
t h e j t h s a m pl e i n t h e   mi ni- b at c h. I n li n e 7 a n d li n e 8, r e s p o n-
si bilit y  a n d gg r e g a r e  o nl y  c al c ul at e d  f o r  t h e   di m e n si o n s
w h e r e  t h e  i n p ut  v e ct o r  i s  n o n- z e r o,   w hi c h  r e d u c e s  a  l ot  of
c o m p ut ati o n al ti m e  b e c a u s e t h e i n p ut  v e ct o r s a r e s p a r s e.
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F o r t h e   u p d at e  of   G M   p a r a m et e r s pp ; ,  si n c e   w e  n e e d t o
c al c ul at e t h e r e s p o n si bilit y  v al u e s f o r  e v e r y   m o d el   p a r a m e-
t e r,   w e c h o o s e t o   u p d at e t h e m i n  e v e r y it e r ati o n f o r t h e   fi r st
E e p o c h s,  a n d  aft e r t h at,   w e   u p d at e t h e   p a r a m et e r s e v e r y I g

it e r ati o n s,   w hi c h  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  l a z y   u p d at e  al g o rit h m
d e s c ri b e d i n S e cti o n 3. 4.

4 T H E O R E TI C A L T I M E A N A L Y SI S   F O R

L A Z Y U P D A T E

I n t hi s s e cti o n,   W e  gi v e  a   m at h e m ati c al f o r m ul a r f o r t h e c al-
c ul ati o n  of  t ot al  c o m p ut ati o n al  ti m e  a n d  a n al y z e  t h e  eff e ct
of   G M   p a r a m et e r   u p d at e  i nt e r v al I g ,   m o d el   p a r a m et e r
u p d at e i nt e r v al I m a n d  n u m b e r  of t h e   fi r st f e w e p o c h s   w h e n
t h e l a z y   u p d at e i s  n ot e m pl o y e d, E .   H e r e   w e a s s u m e I g = I m .

F r o m   Al g o rit h m  1,   w e  c a n  s e e  t h e r e  a r e  f o u r  st e p s  t h at
c o n s u m e c o m p ut ati o n al ti m e,  n a m el y c o m p uti n g gg ll,   E st e p,
M  st e p  a n d  S G D  st e p.   W e   u s e tll t o  i n di c at e  t h e  ti m e  f o r
c o m p uti n g gg ll f o r  e a c h  it e r ati o n.  F o r  t h e  ot h e r  t h r e e  st e p s,
si n c e   w e s et I g = I m , r e s p o n si bilit y f u n cti o n, gg r e g , pp a n d a r e
u p d at e d i n t h e s a m e it e r ati o n.   w e   u s e R N L a n d R L t o i n di-
c at e t h e  r ati o  of t ot al ti m e f o r   E  st e p,   M  st e p  a n d  S G D  st e p
w h e n l a z y   u p d at e i s a n d i s  n ot e m pl o y e d t o tll, r e s p e cti v el y.

A s s u m e P i s t h e t ot al n u m b e r of e p o c h s f or c o n v e r g e n c e, B
i s t h e t ot al  n u m b e r of   mi ni- b at c h e s e v e r y e p o c h. F o r t h e s a m e
d at a s et  a n d   m o d el, tll, B , E a n d P a r e   fi x e d f or   diff e r e nt I m .
T h e t ot al ti m e T f or  diff e r e nt I m a n d E i s c al c ul at e d a s f oll o w s:

T ¼ tll B E ð1 þ R N L Þ

þ tll B ðP E Þ

ð1 þ R L þ ð R N L R L Þ= I m Þ:

(1 9 )

I n   E q u ati o n ( 1 9), t h e   fi r st t e r m i s t h e ti m e f o r t h e   fi r st f e w
e p o c h s   w h e n t h e l a z y   u p d at e i s  n ot  e m pl o y e d  a n d t h e  s e c-
o n d t e r m i s t h e ti m e f o r t h e r e m ai ni n g e p o c h s.   E q u ati o n ( 1 9)
c a n  b e r ef o r m ul at e d a s f oll o w s:

T ¼ tll B P þ P R L þ ð R N L R L Þ

E þ
ðP E Þ

I m
:

(2 0 )

F r o m   E q u ati o n ( 2 0),   w e c a n s e e t h at E h a s a   p o siti v e c orr e-
l ati o n   wit h t h e t ot al ti m e T a n d I m h a s  a  n e g ati v e c or r el ati o n
wit h t h e t ot al ti m e T . If E i s  s et  s m all, I m pl a y s  a  si g ni fi c a nt
r ol e i n r e d u ci n g t h e t ot al ti m e T .   O n t h e  c o nt r ar y, if E i s  s et
l ar g e, t h e i m p a ct of I m i s g r e atl y r e d u c e d.  P r a cti c all y,   w e s et E
t o a r el ati v el y s m all v al u e a n d s et I m t o a r el ati v el y l ar g e v al u e.

5 R E G U L A RI Z A TI O N T O O L   WI T H G E N E R A L A PI S

A s   m e nti o n e d e a rli e r a n d s h o w n i n  Fi g. 3, o u r   p r o p o s e d r e g-
ul a ri z ati o n   m et h o d i s   d e si g n e d a s a  g e n e r al a n d   fl e xi bl e t o ol

t h at  c a n  b e  e a sil y i nt e g r at e d   wit h  a   d e e p l e a r ni n g   pl atf o r m
i n t h e  bi g   d at a a n al yti c s   pi p eli n e.

I n  t hi s  s e cti o n,   w e   d e s c ri b e  h o w   w e   d e si g n t h e   A PI s f o r
o u r  r e g ul a ri z ati o n t o ol  s o t h at it i s  e a s y-t o- u s e  a n d  g e n e r al
e n o u g h f o r   diff e r e nt   d at a s et s,   m o d el s a n d   pl atf o r m s.

Fi g.  5  s h o w s  t h e   A PI s   w e   d e si g n  f o r  t h e  r e g ul a ri z ati o n
t o ol.   T h e   p a r a m et e r s a r e e x pl ai n e d a s f oll o w s:

i n p ut _ di m:   di m e n si o n  of i n p ut
a ( o pti o n al):   G M   p a r a m et e r a ( d ef a ult: 1 + 0. 1* b)
b  ( o pti o n al):   G M   p a r a m et e r b ( d ef a ult:  r el at e d  t o
i n p ut _ n u m, s e e S e cti o n 6. 2. 1)
al p h a  ( o pti o n al):   G M   p a r a m et e r a ( d ef a ult:
i n p ut n u m 0 :5 )
g m _ n u m ( o pti o n al): i niti al  n u m b e r  of   G a u s si a n c o m-
p o n e nt s ( d ef a ult: 4)
s p a r s e  ( o pti o n al):  s p e cif y   w h et h e r  s p a r s e   u p d at e  i s
e m pl o y e d ( d ef a ult:  F al s e)
u pti nt  ( o pti n al):  a  t u pl e  i n cl u di n g   G M  a n d   m o d el
p a r a m et e r   u p d at e i nt e r v al s f o r l a z y   u p d at e. If  eit h e r
of  t h e s e  t w o  v al u e s  i s  l a r g e r  t h a n  1,  l a z y   u p d at e  i s
e m pl o y e d ( d ef a ult: ( 1, 1))

O u r   G M   R e g ul a ri z ati o n  t o ol  i s  e a s y-t o- u s e:  f o r  t h e
p a r a m et e r s,  o nl y i n p ut _ di m i s r e q ui r e d.   Ot h e r s  a r e  o pti o n al
a n d   G M r e g ul a ri z ati o n   p r o vi d e s   d ef a ult  v al u e s f o r t h e m.

I n  t h e   m e a nti m e,  o u r   G M   R e g ul a ri z ati o n  t o ol   p r o vi d e s
diff e r e nt  ki n d s  of  o pti o n s f o r   u s e r s,  s u c h  a s l a z y   u p d at e f o r
c o m pl e x   m o d el s,  s p a r s e   u p d at e f o r  s p a r s e   d at a s et s, t u n a bl e
u p d at e i nt e r v al s f o r   u s e r s t o t r a d e  off  b et w e e n   m o d el  a c c u-
r a c y a n d c o m p ut ati o n al ti m e.

Ke y  F u n cti o ns. G M  r e g ul a ri z ati o n  t o ol   p r o vi d e s  t h r e e
f u n cti o n s:

c al R e s p o n si bilit y(i n p ut,   m o d el _ p a r a m):  c al c ul ati n g
r e s p o n si bilit y  v al u e s
c al c R e g G r a d(i n p ut,   m o d el _ p a r a m): c al c ul at e gg r e g

u pt G M P a r a m(i n p ut,   m o d el _ p a r a m):   u p d ati n g   G M
p a r a m et e r s   u si n g   E M al g o rit h m

A s  s h o w n i n  Fi g.  2,   wit h t hi s t o ol,  a   m o d el  o nl y  n e e d s t o
i n p ut   m o d el   p a r a m et e r s  a n d i n p ut  v e ct o r s t o   G M  r e g ul a ri-
z ati o n t o ol. I n t u r n,  o u r   G M  r e g ul a ri z ati o n t o ol  r et u r n s gg r e g

aft e r  c al c ul ati n g  r e s p o n si bilit y  v al u e s, gg r e g a n d   G M   p a r a-
m et e r s. It i s s uf fi ci e ntl y  g e n e r al t o s u p p o rt   diff e r e nt  ki n d s  of
m o d el s.

I n  o r d e r t o   d e m o n st r at e t h at  o u r r e g ul a ri z ati o n i s  g e n e r al
f o r   diff e r e nt   pl atf o r m s,   w e  i m pl e m e nt e d  o u r  r e g ul a ri z a-
ti o n  t o ol   wit h   m a c hi n e l e a r ni n g li b r a ri e s i n   p yt h o n  a s   w ell
a s  i nt e g r at e d  o u r  r e g ul a ri z ati o n  t o ol   wit h   d e e p  l e a r ni n g
m o d el s  o n  a n  o p e n- s o u r c e   d e e p  l e a r ni n g   pl atf o r m   A p a c h e
Si n g a [ 2 2].

6 E X P E RI M E N T A L R E S U L T S

I n t hi s s e cti o n,   w e e v al u at e t h e   p e rf or m a n c e  of  o ur   p r o p o s e d
G M r e g ul ari z ati o n   m et h o d t hr o u g h  e x p e ri m e nt s   u si n g  st a n-
d ar d  b e n c h m a r k   d at a s et s.   T h e  b a s eli n e r e g ul ari z ati o n   m et h-
o d s  i n cl u d e   L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n  ( L 1  r e g)  [ 2 8],   L 2- n o r m
r e g ul ari z ati o n ( L 2  r e g) [ 1 5],   El a sti c- n et ( El a sti c- n et  r e g) [ 2 9],
H u b er- n o r m  r e g ul ari z ati o n  ( H u b er  r e g)  [ 3 0].  F o r  all  t h e s e
b a s eli n e   m et h o d s,  b ot h   G ri d  S e ar c h  ( G S)  [ 3 4]  a n d   B a y e si a n
O pti mi z ati o n ( B O) [ 3 5], [ 3 6], [ 3 7], [ 3 8], [ 3 9]  a r e  e m pl o y e d t o
fi n d t h eir b e st r e g ul ari z ati o n str e n gt h s.

Fi g.  5.   T h e   G M r e g ul ari z ati o n   A PI.
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6. 1   E x p eri m e nt   S etti n g s

D at asets. E x p e ri m e nt s  o n  b ot h  r e al   d at a s et s  a n d   m a c hi n e
l e a r ni n g / d e e p l e a r ni n g  b e n c h m a r k   d at a s et s a r e c o n d u ct e d.

1)   CI F A R- 1 0. 1 T hi s i s  a  b e n c h m a r k   d at a s et f o r i m a g e cl a s-
si fi c ati o n,   w hi c h  c o n si st s  of  6 0, 0 0 0  3 2 3 2  c ol o u r i m a g e s i n
1 0 cl a s s e s,   wit h  6, 0 0 0 i m a g e s   p e r cl a s s.   T h e t r ai ni n g  a n d t e st
d at a s et s c o nt ai n 5 0, 0 0 0 a n d 1 0, 0 0 0 i m a g e s r e s p e cti v el y.

2)   H os pit al  Fre q ue nt   A d mitter  ( H os p- F A)   D at aset. T hi s  i s  a
r e al   d at a s et f r o m a  h o s pit al,   w hi c h c o n si st s  of i n p ati e nt  vi sit s
(i. e., c a s e s) of  p ati e nt s, i n cl u di n g v ari o u s t y p e s of   m e di c al f e a-
t u r e s (i. e.,   di a g n o si s,   d e m o gr a p hi c s,  et c.)   O n t hi s   d at a s et,   w e
p r e di ct   w h et h e r  a   p ati e nt  i s  r e a d mitt e d  i nt o  t h e  h o s pit al
wit hi n 3 0   d a y s.   T hi s   d at a s et c o n si st s  of 1, 7 5 5   p ati e nt s a m pl e s
e a c h of   w hi c h h a s 3 7 5 f e at u r e s.   D e ali n g   wit h   m e di c al f e at u r e s
w hi c h  h a v e  v ar yi n g  n u m b er s  of  o b s e r v ati o n s i s c h all e n gi n g.
I n t hi s  d at a s et, t h e r e a r e  diff e r e nt ki n d s of f e at u r e s, e. g., i nf or-
m ati v e  a n d  l e s s  i nf or m ati v e  f e at u r e s.   T h e   di stri b uti o n s  of
m o d el   p ar a m et e r s t h at  c or r e s p o n d t o   diff er e nt  ki n d s  of f e a-
t u r e s  a r e  q uit e   diff e r e nt.   T o  b e  s p e ci fi c,  t h e   di stri b uti o n  of
m o d el   p ar a m et er s  t h at  c or r e s p o n d  t o  i nf or m ati v e  f e at u r e s
u s u all y  h a s a l ar g e r  v ari a n c e   w hil e t h e   di st ri b uti o n  of   m o d el
p ar a m et e r s t h at c or r e s p o n d t o l e s s i nf or m ati v e f e at ur e s  h a s a
s m all e r v ari a n c e.

3)   U CI   M a c hi ne  Le ar ni n g   Re p osit or y   D at asets. T h e s e  a r e t h e
b e n c h m a r k   d at a s et s f r o m t h e   U CI   m a c hi n e l e a r ni n g r e p o si-
t o r y [ 4 0].   T h e s e   d at a s et s a r e al s o r ef e r r e d t o a s   U CI   d at a s et s.
T o  a v oi d s el e cti o n  bi a s,   w e  c h o o s e t h e   fi r st  1 1 (i n  al p h a b eti-
c al  o r d e r)  bi n a r y  cl a s si fi c ati o n   d at a s et s  ( b y  s ki p pi n g  t h o s e
d at a s et s   w h e r e  all  r e g ul a ri z ati o n   m et h o d s  a c hi e v e   p e rf e ct
p e rf o r m a n c e).   O n e- h ot  e n c o di n g   m et h o d  i s   u s e d  t o  t r a n s-
f o r m t h e  c at e g o ri c al f e at u r e s t o  bi n a r y f e at u r e s  a n d   w e   p r e-
p r o c e s s t h e c o nti n u o u s f e at u r e s t o  h a v e  z e r o   m e a n  a n d   u nit
v a ri a n c e.   Mi s si n g  v al u e s  i n  t h e  c at e g o ri c al  f e at u r e s  a r e  a
s e p a r at e cl a s s a n d   mi s si n g  v al u e s i n t h e c o nti n u o u s f e at u r e s
a r e i m p ut e d  b y t h e   m e a n  v al u e.

T a bl e 2 s h o w s t h e c h a r a ct e ri sti c s  of   U CI   d at a s et s,   w h e r e #
F e at u r e s  i s  t h e  n u m b e r  of  f e at u r e s  aft e r  o n e- h ot  e n c o di n g.
T h e f e at u r e s  of t hi s   d at a s et c a n  b e eit h e r, c at e g o ri c al, c o nti n-
u o u s  o r c o m bi n e d (t h e   d at a s et  h a s  b ot h c at e g o ri c al  a n d c o n-
ti n u o u s  f e at u r e s).   M o st  of  t h e s e   d at a s et s  h a v e  l e s s  t h a n
1, 0 0 0  s a m pl e s,  b ut  t h e  n u m b e r  of  f e at u r e s  i s  l a r g e  b e c a u s e
t h e  r ati o s  of  #  F e at u r e s  t o  #  S a m pl e s  of   m o st   d at a s et s  a r e
m o r e t h a n 1 0   p e r c e nt.

4)  S y nt hetic   D at aset. T h e  s y nt h eti c   d at a s et  i s  o bt ai n e d  b y
g e n er ati n g f e at u r e s f r o m a   m ulti v ari at e   G a u s si a n  di stri b uti o n
wit h i d e ntit y   m at ri x  a n d  g e n er ati n g   m o d el   p ar a m et e r s  t h at
s a m pl e f r o m  a   G a u s si a n   Mi xt u r e   m o d el   wit h   mi xi n g  c o ef fi-
ci e nt s [ 0. 7 5, 0. 2 5] a n d   p r e ci si o n [ 2 0 0, 1 0].   T h e  n u m b er s of f e a-
t ur e s  a n d   m o d el   p ar a m et e r s  a r e  1, 0 0 0  a n d  t h e  n u m b e r s  of
g e n er at e d  t r ai ni n g  s a m pl e s  a n d  g e n er at e d  t e st  s a m pl e s  a r e
1 0, 0 0 0  a n d  4 0, 0 0 0  r e s p e cti v el y.  I n  t hi s   d at a s et,  e a c h   m o d el
p ar a m et e r i s c o n n e ct e d   wit h a f e at u r e, if t h e  v al u e of a   m o d el
p ar a m et e r i s  s m all, it s  c or r e s p o n di n g f e at u r e i s  r e g ar d e d  a s
l e s s  i nf or m ati v e  b e c a u s e  it s  c o ntri b uti o n  i s  s m all.  F r o m
t h e   G M   mi xi n g  c o ef fi ci e nt s  a n d   p r e ci si o n,   w e  c a n  s e e  t h at
7 5   p er c e nt  f e at u r e s  a r e l e s s i nf or m ati v e   w h e r e a s  2 5   p e r c e nt
f e at u r e s a r e i nf or m ati v e.

5)   U R L   Re p ut ati o n   D at a Set  [ 4 1]. T hi s  i s  a n  e xt r e m el y
s p a r s e   d at a s et.  It  h a s  a r o u n d  2. 4   milli o n  s a m pl e s  a n d
3. 2   milli o n  f e at u r e s,  l e s s  t h a n  1   p e r c e nt  of  t h e  f e at u r e s  a r e
n o n- z e r o.   T h e  f e at u r e s  of  t hi s   d at a s et  a r e  a n o n y mi z e d  a n d
c o r r e s p o n d  t o  l e xi c al  a n d  h o st- b a s e d  f e at u r e s  g at h e r e d  f o r
e a c h   U R L.   T h e  t a s k  i s  t o  i d e ntif y   m ali ci o u s   U R L s.   W e   u s e
8 0   p e r c e nt  of  s a m pl e s  f o r  t r ai ni n g  a n d  2 0   p e r c e nt  s a m pl e s
f o r t e sti n g  vi a st r ati fi e d s a m pli n g.

E v al u ati o n   Metri c. W e   u s e a c c ur a c y , i. e., t h e r ati o  of c o r r e ct
p r e di cti o n s,  o n t h e t e st   d at a s et t o   m e a s u r e t h e  cl a s si fi c ati o n
p e rf o r m a n c e  of r e g ul a ri z ati o n   m et h o d s   u n d e r e x a mi n ati o n.

Dee p  Le ar ni n g   M o del  Str u ct ures. T a bl e  3  s h o w s t h e   m o d el
str u ct ur e s f or  o u r   d e e p l e ar ni n g   m o d el s.  F o r   Al e x- CI F A R- 1 0,
t h e   fi r st  c o n v ol uti o n al  l a y er   filt e r s  t h e  3 2 3 2 3  i n p ut
i m a g e s   wit h 3 2 k er n el s of si z e 5 5 3   wit h a stri d e of 1  pi x el.
T h e s e c o n d c o n v ol uti o n al l a y er  h a s 3 2  k er n el s of si z e 5 5
3 2 a n d t h e t hi r d c o n v ol uti o n al l a y er  h a s 6 4 k er n el s of si z e 5
5 3 2.   T h e l a st l a y er i s t h e  1 0- w a y f ull y- c o n n e ct e d  s oft m a x
l a y er.   P o oli n g  l a y er,   R E L U  l a y er  a n d   L R N  l a y er  [ 7]  a r e
i n s e rt e d  b et w e e n c o n v ol uti o n al l a y er s.   T h e  n u m b er  of   m o d el
p ar a m et e r s i s 8 9 4 4 0.

T h e s e c o n d   m o d el i s t h e t w e nt y-l a y e r   R e s N et [ 1 0],   w hi c h i s
a r e pr e s e nt ati v e   m o d el   wit h a l ar g e  n u m b e r of st a c k e d l a y e r s.
W e e x p eri m e nt o n t hi s   m o d el t o st u d y t h e b e h a vi or of o u r   G M
r e g ul ari z ati o n i n c o m pli c at e d a n d   d e e p  n e ur al  n et w o r k s.   T h e
i n p ut s  of t h e  n et w or k  ar e  3 2 3 2 i m a g e s,   wit h t h e   p er- pi x el
m e a n s u bt r a ct e d.   T h e   fi r st l a y er i s 3 3 c o n v ol uti o n s, f oll o w-
e d b y a st a c k of 6 n (n ¼ 3 h e r e) l a y e r s   wit h 3 3 c o n v ol uti o n s
wit h  1 6,  3 2,  6 4   filt er s  r e s p e cti v el y.   T h e  s u b s a m pli n g  i s   p e r-
f or m e d  b y  c o n v ol uti o n s   wit h  st ri d e  2  a n d t h e  n et w or k  e n d s
wit h  a  1 0- w a y s oft m a x f u n cti o n. I n t ot al, t h e r e  ar e  2 0 st a c k e d
w ei g ht e d l a y e r s.  T h e n u m b e r of   m o d el  p ar a m et e r s i s 2 7 0 8 9 6.

F o r  t h e s e  t w o   m o d el s,  t h e   m o m e nt u m  i s  s et  t o  0. 9,  t h e
l e a r ni n g r at e i s  0. 0 0 1 f o r   Al e x- CI F A R- 1 0  a n d  0. 1 f o r   R e s N et.
F o r  ot h e r  h y p e r- p a r a m et e r s  s u c h  a s  st o p pi n g  c rit e ri a  a n d
w ei g ht   d e c a y,  t h e y  a r e  s et  t o  b e  t h e  s a m e  a s  [ 7]  a n d  [ 1 0]
r e s p e cti v el y.

D at a  a u g m e nt ati o n  i s   p e rf o r m e d  f o r   R e s N et  b ut  n ot  f o r
Al e x- CI F A R- 1 0.   B y   d oi n g t hi s,   w e ai m t o s h o w t h e eff e cti v e-
n e s s  of  o u r   p r o p o s e d r e g ul a ri z ati o n  b ot h  o n  a  si m pl e  st r u c-
t u r e  n e u r al  n et w o r k   wit h o ut  a n y   d at a  a u g m e nt ati o n  a n d  o n
a c o m pl e x  n e u r al  n et w o r k   wit h   d at a a u g m e nt ati o n.

E n vir o n me nt. L o gi sti c   R e g r e s si o n  ( L R)  i s  i m pl e m e nt e d
u si n g   p yt h o n  a n d   C o n v ol uti o n al   N e u r al   N et w o r k ( C N N) i s
i m pl e m e nt e d  o n   A p a c h e  Si n g a [ 2 2].   E x p e ri m e nt s  a r e r u n  o n
a  s e r v e r  e q ui p p e d   wit h  I nt el i 7- 4 9 3 0 K   C P U  a n d t h r e e   G T X
Tit a n   X   G P U c a r d s.

T A B L E  2
U CI   D at a S et   C h ar a ct eri sti c s

D at a s et # S a m pl e s  #  F e at u r e s  F e at u r e   T y p e

b r e a st- c a n c 6 9 9 8 1  c at e g o ri c al
b r e a st- c a n c- di a  5 6 9 3 0  c o nti n u o u s
b r e a st- c a n c- p r o  1 9 8 3 3  c o nti n u o u s
cli m at e- m o d el  5 4 0 1 8  c o nti n u o u s
c o n g r e s s- v oti n g  4 3 5 3 2  c at e g o ri c al
c o n n- s o n a r 2 0 8 6 0  c o nti n u o u s
c r e dit- a p p r o v al  6 9 0 4 2  c o m bi n e d
c yli n d a r- b a n d s  5 4 1 9 3  c o m bi n e d
h e p atiti s 1 5 5 3 4  c o m bi n e d
h o r s e- c oli c 3 6 8 5 8  c o m bi n e d
i o n o s p h e r e 3 5 1 3 3  c o m bi n e d

1. htt p s: / / w w w. c s.t o r o nt o. e d u / k ri z / cif a r. ht ml
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6. 2   C a s e   St u d y:   A d a pti v e   R e g ul ari z ati o n   T o ol   o n
D e e p   L e ar ni n g   M o d el s

I n t hi s  s e cti o n,   w e  s h o w  a  c a s e  st u d y  o n  h o w  o u r  a d a pti v e
r e g ul a ri z ati o n  t o ol  c a n  b e   u s e d t o l e a r n   G a u s si a n   Mi xt u r e s
i n   d e e p  l e a r ni n g   m o d el s  a n d  h o w  a p p r o p ri at e  r e g ul a ri z a-
ti o n i s  g e n e r at e d  b y  o u r  a d a pti v e  r e g ul a ri z ati o n t o ol.   Al e x-
CI F A R- 1 0 a n d   R e s N et a r e   u s e d i n t hi s s e cti o n.

6. 2. 1   E a s y   S etti n g  of   G M   H y p er- P ar a m et er s

T h e  s etti n g  of   G M  h y p e r- p a r a m et e r s  i s  st r ai g htf o r w a r d.  It
c a n  b e  a ut o m ati c all y   d e fi n e d  b y  t h e  c h a r a ct e ri sit c s  of  t h e
d at a s et.   T h e s a m e s etti n g  of   G M   p ri o r  h y p e r p a r a m et e r s a , b ,
a a n d K (i niti al  n u m b e r  of   G a u s si a n  c o m p o n e nt s)  i s   u s e d
f o r   diff e r e nt  l a y e r s  t o  a d a pti v el y  l e a r n  t h ei r  b e st   G M s  f o r
r e g ul a ri z ati o n.

I niti al   N u m ber  of   G a ussi a n   C o m p o ne nts. T h e i niti al  n u m b e r
of   G a u s si a n c o m p o n e nt s, K , i s  fi x e d t o 4.   A n i nt er e sti n g o b s e r-
v ati o n i s t h at o ur   G M r e g ul a ri z ati o n t e n d s t o l e a r n o n e or t w o
G a u s si a n  c o m p o n e nt s  f or   diff e r e nt   m o d el s  e v e nt u all y,
b e c a u s e  s o m e  of  t h e   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  ar e  g r a d u all y
m er g e d  t o  o n e   d uri n g  t h e   G M  l e a r ni n g   p r o c e s s.   T h e   fi n al
n u m b e r  of   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  ( w h et h e r  o n e  o r  t w o)  i s
l e a r n e d  a ut o m ati c all y.   W e  e x p eri m e nt   wit h   diff e r e nt  i niti al

n u m b e r  of   G a u s si a n c o m p o n e nt s a n d   fi n d f o u r t o  b e t h e  b e st
a c c o r di n g t o t h e e x p eri m e nt al r e s ult s s h o w n i n S e cti o n 6. 7.

H y per- P ar a meters a , b a n d a . b i s s et t o g M ,   w h er e M i s t h e
n u m b e r  of   m o d el   p ar a m et e r s f or e a c h l a y e r, a n d t h e   p ar a m e-
t er  gri d f or g i s [ 0. 0 0 0 2,  0. 0 0 0 5,  0. 0 0 1,  0. 0 0 2,  0. 0 0 5,  0. 0 1,  0. 0 2,
0. 0 5].   A s   m e nti o n e d i n S e cti o n 3. 3. 3, a i s  n ot a si g ni fi c a nt   p ar-
a m et er, it i s s et t o 1  + 1 0 2 b o r 1  + 1 0 1 b . F or a , it i s s et t o M 0 :5 .

6. 2. 2  L e ar n e d   G M   R e g ul ari z ati o n

T hi s s e cti o n s h o w s t h e l e a r n e d   G M s f o r   Al e x- CI F A R- 1 0  a n d
R e s N et  r e s p e cti v el y.  I n  t e r m s  of  b a s eli n e   m et h o d s,  f o r   L 2
R e g   u si n g   G S  ( G S   L 2   R e g), i s   m a n u all y  s et  b y  e x p e rt s
u si n g  g ri d  s e a r c h [ 1 0], [ 3 5],   w hil e f o r   L 2   R e g   u si n g   B O ( B O
L 2   R e g), t h e s e a r c h s p a c e f o r r e g ul a ri z ati o n st r e n gt h i s f r o m
0. 0 0 0 0 1 t o  1. 0  a n d f r o m  0. 0 0 0 0 0 0 5 t o  0. 0 5 f o r   Al e x- CI F A R- 1 0
a n d   R e s N et r e s p e cti v el y.

T a bl e s 4 a n d 5 s h o w t h e l e ar n e d   G M s  u n d e r t h e b e st  p ar a m-
et er s etti n g. Si n c e   R e s N et h a s 2 0 l a y er s, o nl y t h e l e ar n e d pp a n d

f or  t h e  r e pr e s e nt ati v e  l a y e r s  ar e  s h o w n  h er e.   L a y er s   wit h
a st e ri s k i n di c at e t h at t h er e  ar e  s e v er al  ot h er l a y er s t h at  h a v e
v er y si mil ar pp a n d .   C o m p ar e d   wit h  b ot h   G S   L 2   R e g a n d   B O
L 2   R e g,   G M   R e g l e ar n s   m or e t h a n  o n e   G a u s si a n f or e a c h l a y e r
b y  a d a pti v el y l e ar ni n g   diff e r e nt   G M   p ar a m et e r s pp a n d f or
diff er e nt  l a y er s  a ut o m ati c all y.   T hi s  r e s ult  c o n fi r m s  t h at  o ur
G M r e g ul ari z ati o n i s  a d a pti v e t o t h e   m o d el   p ar a m et er   di st ri-
b uti o n s  of   diff er e nt  l a y er s  s o  t h at  t h e  b e st  r e g ul ari z ati o n  f or
e a c h  l a y er  c a n  b e  l e ar n e d.   T h e  t w o   G a u s si a n  c o m p o n e nt s
l e ar n e d f or e a c h l a y er c orr e s p o n d t o i nf or m ati v e a n d l e s s i nf or-
m ati v e f e at ur e s r e s p e cti v el y.   T h e l e ar n e d f or   Al e x- CI F A R- 1 0
i s  l ar g er  t h a n  t h at  of   R e s N et,   w hi c h  i n di c at e s  t h at   Al e x-
CI F A R- 1 0  n e e d s str o n g er r e g ul ari z ati o n; t hi s i s   d u e t o l a c k  of
B at c h- n or m ali z ati o n  ( B N)  l a y e r s  i n  t h e   Al e x- CI F A R- 1 0.  F or
R e s N et,   m a n y l a y er s  h a v e si mil ar pp a n d b e c a u s e  of t h e   G M
i niti ali z ati o n   m et h o d   w hi c h  i s   di s c u s s e d  i n   d et ail  i n  S e cti o n
6. 8.   A c c or di n g t o [ 4 2], t h e i niti ali z ati o n   di st ri b uti o n s  of   m o d el
p ar a m et e r s  b et w e e n t w o  c o n v ol uti o n al l a y er s  ar e t h e  s a m e if
t h e t w o l a y er s h a v e t h e s a m e n u m b e r of filt er s. A s s h o w n i n
T a bl e 3, t h er e ar e t hr e e st a c k s of   filt er s, 1 6, 3 2 a n d 6 4 r e s p e cti v-
el y.   T h e l a y e r s i n e a c h st a c k h a v e t h e s a m e i niti ali z e d   G a u s si a n
v ari a n c e, l e a di n g t o si mil ar l e ar n e d   G M  p ar a m et er s a n d pp .

6. 2. 3   C o m p ari s o n  o n   A c c ur a c y

I n  t hi s  e x p e ri m e nt,   w e  st u d y  t h e  eff e ct s  of   G M  r e g ul a ri z a-
ti o n  o n  t h e   p r e di cti v e  a bilit y  of   d e e p  l e a r ni n g   m o d el s.  I n
t e r m s of  b a s eli n e   m et h o d s, t h e s etti n g s a r e t h e s a m e a s t h o s e

T A B L E  3
D e e p  L e ar ni n g   M o d el   Str u ct ur e s

M o d el L a y e r s

Al e x- CI F A R- 1 0

5 5 ; 3 2
M a x P o oli n g

R E L U
L R N

9
>>=

>>;
1

5 5 ; 3 2
R E L U

A v g P o oli n g
L R N

9
>>=

>>;
1

5 5 ; 6 4
R E L U

A v g P o oli n g

9
=

;
1 S oft m a x

R e s N et
3 3 ; 1 6

B N
R E L U

9
=

;
1

3 3 ; 1 6
B N

R E L U
3 3 ; 1 6

9
>>=

>>;
3 3 3 ; 3 2

3 3 ; 3 2
B N

R E L U
3 3 ; 3 2

9
>>=

>>;
3 3 3 ; 6 4

3 3 ; 6 4
B N

R E L U
3 3 ; 6 4

9
>>=

>>;
3 A v g p o oli n g  S oft m a x

T A B L E  4
L e ar n e d   R e g ul ari z ati o n f or   Al e x- CI F A R- 1 0

G M   R e g

L a y e r   N a m e pp

c o n v 1 / w ei g ht  [ 0. 2 1 6, 0. 7 8 4]  [ 1 0. 7 2 7, 8 3 5. 9 5 9]
c o n v 2 / w ei g ht  [ 0. 0 1 9, 0. 9 8 1]  [ 0. 6 4 0, 1 9 0 4. 0 2 4]
c o n v 3 / w ei g ht  [ 0. 0 1 3, 0. 9 8 7]  [ 0. 0 9 5, 2 0 1 7. 9 3 1]
d e n s e / w ei g ht  [ 0. 0 3 6, 0. 9 6 4]  [ 3. 9 3 9, 1 2 7 7. 5 7 8]

G S   L 2   R e g ( e x p ert-t u n e d)

L a y er   N a m e pp
c o n v 1 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 2 0 0. 0 0 0]
c o n v 2 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 2 0 0. 0 0 0]
c o n v 3 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 2 0 0. 0 0 0]
d e n s e / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 5 0 0 0 0. 0 0 0]

B O   L 2   R e g

L a y er   N a m e pp
c o n v 1 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 4 2 9. 2 0 0]
c o n v 2 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 6 3. 9 5 0]
c o n v 3 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 5 0 0. 0 0 0]
d e n s e / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 1 2 5 0 0. 0 0 0]
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i n  S e cti o n 6. 2. 2.   T h e r e s ult s   u n d e r t h e  b e st   p a r a m et e r s etti n g
o n t h e t e st   d at a s et a r e s u m m a ri z e d i n   T a bl e 6.

F o r t h e   Al e x- CI F A R- 1 0, t h e   G S   L 2   R e g i s  c a r ef ull y t u n e d
b y t h e  h u m a n  e x p e rt,   w h e r e t h e  st r e n gt h s  of  r e g ul a ri z ati o n
a r e   diff e r e nt  f o r   diff e r e nt l a y e r s.  F r o m   T a bl e  6,   w e  c a n  s e e
G S   L 2   R e g i m p r o v e s  t h e  a c c u r a c y  f r o m  0. 7 7 7  ( wit h o ut  a n y
r e g ul a ri z ati o n)  t o  0. 8 2 2,   w hi c h  i n di c at e s  t h e  i m p o rt a n c e  of
r e g ul a ri z ati o n  i n   d e e p  l e a r ni n g   m o d el s.  F o r   B O   L 2   R e g,  it
f u rt h e r  i m p r o v e s   G S   L 2   R e g   w hi c h  i s  c o n si st e nt   wit h  t h e
o b s e r v ati o n i n  [ 3 5] f o r t h e f oll o wi n g t w o r e a s o n s.  Fi r st,   B O
i s  a bl e t o  o bt ai n   diff e r e nt r e g ul a ri z ati o n st r e n gt h s f o r   diff e r-
e nt  l a y e r s  a s  s h o w n  i n   T a bl e  4.  S e c o n d,   B O   fi n d s  t h e  b e st
r e g ul a ri z ati o n  st r e n gt h s  i n  a   m o r e   p ri n ci pl e d   w a y  b y  o nl y
e v al u ati n g  t h e   m o st   p r o mi si n g  r e g ul a ri z ati o n  st r e n gt h s.
O u r   G M  r e g ul a ri z ati o n  f u rt h e r  i m p r o v e s  t h e   B O   R e g  f r o m
0. 8 2 4  t o  0. 8 3 i n  t e r m s  of  a c c u r a c y.   T hi s  r e s ult  c o n fi r m s  t h e
a d v a nt a g e  of  a d a pti v e   G M  r e g ul a ri z ati o n  o v e r  b ot h   G S   L 2
R e g a n d   B O   L 2   R e g.

F o r  t h e   R e s N et,  si n c e  t h e   B N  l a y e r  s e r v e s  a s  a  f o r m  of
r e g ul a ri z ati o n, t h e i m p r o v e m e nt  of   L 2   R e g  o v e r  n o r e g ul a ri-
z ati o n i s  n ot  s o   d r a m ati c  a s t h at i n   Al e x- CI F A R- 1 0.  Si mil a r
t o   Al e x- CI F A R- 1 0,   B O   L 2   R e g i s  a bl e t o i m p r o v e   G S   L 2   R e g.
I n t h e   m e a nti m e,  o u r   G M   R e g f u rt h e r i m p r o v e s   B O   L 2   R e g
f r o m  0. 9 1 2  t o  0. 9 2 0.   T hi s  r e s ult  i s  n e a rl y  t h e  s a m e  a s  t h e
r e s ult  of  a   R e s N et   wit h  1 2 0 2 l a y e r s [ 1 0],   w hi c h  c o n fi r m s t h e
eff e cti v e n e s s  of  o u r   p r o p o s e d   G M r e g ul a ri z ati o n.

6. 3   C o m p ari s o n   o n   S m all   D at a s et

I n  t hi s  s e cti o n,   w e  e v al u at e  o u r   G M  r e g ul a ri z ati o n   wit h
L o gi sti c   R e g r e s si o n   m o d el  o n  o n e r e al  h o s pit al r e a d mi s si o n
d at a s et  a n d  1 1   m a c hi n e l e a r ni n g  b e n c h m a r k   d at a s et s.  Si n c e

t h e  n u m b e r  of  s a m pl e s i s  s m all, f o r  e a c h   d at a s et,   w e  r u n  a
5-f ol d c r o s s- v ali d ati o n.  F o r  all t h e  b a s eli n e   m et h o d s,   w e   u s e
b ot h   G S  a n d   B O t o   fi n d t h e  b e st r e g ul a ri z ati o n st r e n gt h.  F o r
G S,  t h e  g ri d  of  r e g ul a ri z ati o n  st r e n gt h  i s ½1 0 4 ; . . . ; 1 0 3 ,
w hi c h i s  c o n si st e nt   wit h  [ 3 0].  F o r   B O, t h e  s e a r c h  s p a c e f o r
r e g ul a ri z ati o n st r e n gt h i s f r o m 1 0 4 t o 1 0 3 a c c o r di n gl y.

T h e  a v er a g e  a n d  st a n d ar d  e rr or s  of  a c c u r a ci e s   u n d er  t h e
b e st  p ar a m et er s etti n g o n t h e t e st  d at a s et ar e s h o w n i n  T a bl e 7.
T h e  hi g h e st  a v er a g e  a c c u r a c y  r e s ult s  a r e  i n di c at e d  i n  b ol d.
T h e r e s ult s h o w s t h at t h e   G M r e g ul a ri z ati o n   m et h o d  o ut p er-
f o r m s  t h e  ot h e r  f o ur  r e g ul a ri z ati o n   m et h o d s  o pti mi z e d  b y
b ot h   G S a n d   B O i n 9  o ut  of 1 2   d at a s et s a n d a c hi e v e s t h e s a m e
b e st  p erf o r m a n c e a s ot h er b a s eli n e   m et h o d s i n t w o of t h e ot h e r
t hr e e   d at a s et s.   G M r e g ul ari z ati o n   d o e s  n ot   p r e v ail a g ai n st t h e
b a s eli n e   m et h o d s  o nl y i n t h e  br e a st- c a n c- di a   d at a s et.  F or t hi s
d at a s et,  o u r  a d a pti v e   G M  r e g ul ari z ati o n i s  c o m p ar a bl e   wit h
t h e  b a s eli n e s a n d  o ur st a n d ar d e rr or s ar e s m all e r t h a n   H u b e r
R e g.   T h e s e r e s ult s a g ai n  p r o vi d e cl e ar e vi d e n c e f or t h e   p erf or-
m a n c e b e n e fit s of o ur a d a pti v e   G M r e g ul ari z ati o n.

C o m p ar e d   wit h   L 1- n o r m r e g ul ari z ati o n   m et h o d,   G M r e g-
ul a ri z ati o n  a c hi e v e s  b ett er  r e s ult s i n  all t h e   d at a s et s.   T hi s i s
b e c a u s e   L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n  t e n d s  t o  r e d u c e  t h e   m o d el
p ar a m et e r s  of l e s s i nf or m ati v e f e at u r e s t o z er o,   w hi c h t ot all y
r e m o v e s t h e eff e ct of t h e s e f e at u r e s.   O n t h e c o ntr ar y,   G M r e g-
ul a ri z ati o n   m et h o d l e ar n s  a s m all  v ari a n c e   G a u s si a n c o m p o-
n e nt f or t h e s e f e at ur e s s o t h at t h e eff e ct s  of t h e s e f e at u r e s a r e
r et ai n e d i n st e a d of b ei n g r e m o v e d.

L 2- n o r m  r e g ul a ri z ati o n i m p o s e s t h e  s a m e  r e g ul a ri z ati o n
st r e n gt h f o r  all t h e f e at u r e s,  s o it i s li k el y t h at t h e i nf o r m a-
ti v e  f e at u r e s   wit h  l a r g e   m o d el   p a r a m et e r  v al u e s  a r e  o v e r-
r e g ul a ri z e d. I n c o nt r a st,   G M r e g ul a ri z ati o n   d o e s n ot r e g ul a r-
i z e t h e s e i nf o r m ati v e f e at u r e s st r o n gl y si n c e a l a r g e  v a ri a n c e
G a u s si a n c o m p o n e nt i s l e a r n e d t o e x e rt   w e a k r e g ul a ri z ati o n.

B ot h   El a sti c- n et  a n d   H u b er- n o r m  r e g ul ari z ati o n  t r a d e off
b et w e e n   L 1- n o r m  a n d   L 2- n o r m  r e g ul ari z ati o n.  F or   El a sti c-
n et, it   u s e s  a   p ar a m et e r l1 r ati o t o  c o ntr ol t h e   p r o p orti o n  of
L 1- n o r m r e g ul ari z ati o n  a n d   L 2- n o r m r e g ul ari z ati o n.   B y t u n-
i n g t hi s   p ar a m et e r,   El a sti c- n et  e n a bl e s   L 1- n o r m  o r   L 2- n o r m
r e g ul ari z ati o n t o   d o mi n at e.   A s s u c h,   El a sti c- n et a c hi e v e s  b et-
t er r e s ult s t h a n   L 1- n o r m r e g ul ari z ati o n a n d   L 2- n o r m r e g ul ar-
i z ati o n f or n e a rl y all t h e   d at a s et s i n t e r m s of b ot h   G S a n d   B O.

H u b er- n o r m  r e g ul a ri z ati o n i s  i n  t h e  f or m  of  a   pi e c e wi s e
f u n cti o n; t h at i s,   H u b e r- n o r m r e g ul a ri z ati o n i s   L 2- n o r m r e g u-
l ari z ati o n f or s m all   m o d el   p ar a m et e r s a n d it i s   L 1- n or m r e g u-
l ari z ati o n  f or  l ar g e   m o d el   p ar a m et er s.   T h e  t w o   p ar a m et e r s
m a n d c o nt r ol t h e t hr e s h ol d  b et w e e n   L 1- n or m a n d   L 2- n o r m
r e g ul a ri z ati o n.   B y  t u ni n g  t h e  t hr e s h ol d  v al u e,   H u b e r- n o r m
r e g ul a ri z ati o n  c a n  t r a d e off  b et w e e n   L 1- n or m  a n d   L 2-
n o r m  r e g ul ari z ati o n  t o   d o mi n at e  t h e s e  t w o  r e g ul a ri z ati o n
m et h o d s i n t er m s of b ot h   G S a n d  B O.

C o m p a ri n g   B O   wit h   G S,   w e  c a n   fi n d   B O  a c hi e v e s  b ett e r
r e s ult s  i n   m o st   d at a s et s,   d u e  t o  t h e  f a ct  t h at   B O  i s  a bl e  t o

T A B L E  5
R e pr e s e nt ati v e  L e ar n e d   R e g ul ari z ati o n f or   R e s N et

G M   R e g

L a y e r   N a m e pp

c o n v 1 / w ei g ht [ 0. 3 7 7, 0. 6 2 3]  [ 0. 3 0 1, 8. 1 0 6]
2 a- b r 1- c o n v 1 / w ei g ht  [ 0. 0 6 6, 0. 9 3 4]  [ 0. 1 4 9, 2 2. 6 2 0]
2 a- b r 1- c o n v 2 / w ei g ht*  [ 0. 0 6 2, 0. 9 3 8]  [ 0. 1 4 5, 2 3. 0 1 6]
3 a- b r 2- c o n v / w ei g ht  [ 0. 1 5 2, 0. 8 4 8]  [ 0. 1 9 5, 2 2. 0 1 0]
3 a- b r 1- c o n v 1 / w ei g ht  [ 0. 0 4 7, 0. 9 5 3]  [ 0. 1 4 1, 2 2. 8 2 4]
3 a- b r 1- c o n v 2 / w ei g ht*  [ 0. 0 3 2, 0. 9 6 8]  [ 0. 1 2 1, 2 3. 6 1 7]
4 a- b r 2- c o n v / w ei g ht  [ 0. 0 6 8, 0. 9 3 2]  [ 0. 1 5 7, 2 2. 7 3 3]
4 a- b r 1- c o n v 1 / w ei g ht  [ 0. 0 2 3, 0. 9 7 7]  [ 0. 1 1 4, 2 3. 8 6 8]
4 a- b r 1- c o n v 2 / w ei g ht*  [ 0. 0 1 6, 0. 9 8 4]  [ 0. 1 0 9, 2 4. 3 9 6]
i p 5 / w ei g ht [ 0. 2 3 0, 0. 7 7 0]  [ 0. 8 6 5, 6. 9 7 9]

G S   L 2   R e g

L a y er   N a m e pp
All   L a y e r s [ 1. 0 0 0] [ 5 0. 0 0 0]

B O   L 2   R e g

L a y er   N a m e pp
c o n v 1 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 1 5. 9 5 0]
2 a- b r 1- c o n v 1 / w ei g ht  [ 1. 0 0 0] [ 2 4. 8 5 0]
2 a- b r 1- c o n v 2 / w ei g ht*  [ 1. 0 0 0] [ 2 5. 0 0 0]
3 a- b r 2- c o n v / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 2 5. 0 0 0]
3 a- b r 1- c o n v 1 / w ei g ht  [ 1. 0 0 0] [ 2 5. 0 0 0]
3 a- b r 1- c o n v 2 / w ei g ht*  [ 1. 0 0 0] [ 2 1. 2 5 0]
4 a- b r 2- c o n v / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 2 5. 0 0 0]
4 a- b r 1- c o n v 1 / w ei g ht  [ 1. 0 0 0] [ 7. 0 5 0]
4 a- b r 1- c o n v 2 / w ei g ht*  [ 1. 0 0 0] [ 2 5. 0 0 0]
i p 5 / w ei g ht [ 1. 0 0 0] [ 2 5. 0 0 0]

T A B L E  6
A c c ur a c y  o n   D e e p  L e ar ni n g   M o d el

Al e x- CI F A R- 1 0   R e s N et

n o r e g ul a ri z ati o n 0. 7 7 7 0. 9 0 1
G S   L 2   R e g 0. 8 2 2( e x p e rt-t u n e d)  0. 9 0 9
B O   L 2   R e g 0. 8 2 4 0. 9 1 2
G M r e g ul a ri z ati o n 0. 8 3 0 0. 9 2 1
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e x pl o r e   diff e r e nt  r e g ul a ri z ati o n  st r e n gt h s i n  a   m o r e   p ri n ci-
pl e d  a n d  a ut o m ati c   w a y.   O nl y t h e   m o st   p r o mi si n g r e g ul a ri-
z ati o n  st r e n gt h s   will  b e  e v al u at e d,  t h u s  hi g h e r- q u alit y
r e g ul a ri z ati o n st r e n gt h s c a n  b e  o bt ai n e d.

B y a s s u mi n g a   G M   p ri o r   di stri b uti o n  o v e r   m o d el   p ar a m e-
t e r s,  o ur  a d a pti v e   G M  r e g ul ari z ati o n   m et h o d   m o d el s  t h e
m o d el   p ar a m et e r   p ri o r  b ett e r, t h u s i m p o si n g   m or e a p p r o pri-
at e r e g ul ari z ati o n. It l e a r n s t w o   G a u s si a n c o m p o n e nt s  a s t h e
m o d el   p ar a m et e r   p ri or   di st ri b uti o n t o  r e g ul ari z e  b ot h i nf or-
m ati v e  a n d  l e s s  i nf or m ati v e  f e at u r e s,  i m p o si n g   diff er e nt
str e n gt h s  of  r e g ul ari z ati o n  o n  t h e s e  t w o  ki n d s  of  f e at u r e s,
w hi c h  r e s ult s i n  b ett er   p e rf or m a n c e t h a n t h e  b a s eli n e s  o pti-
mi z e d  b y  b ot h   G S  a n d   B O.   D et ail s  o n t h e l e ar n e d   G a u s si a n
c o m p o n e nt s a r e   di s c u s s e d i n S e cti o n 6. 4.

6. 4   L e ar n e d   G a u s si a n   C o m p o n e nt s f or
S m all   D at a s et s

I n t hi s  s e cti o n,   w e  e v al u at e t h e  a d a pti v el y l e a r n e d   G a u s si a n
c o m p o n e nt s f o r t w o r e pr e s e nt ati v e s m all   d at a s et s,  h o r s e- c oli c
a n d c o n n- s o n ar   d at a s et s. Fi g. 6 s h o w s t h e   mi xt ur e   p r o b a bilit y
d e n sit y  f or   diff e r e nt  v al u e s  of   m o d el   p a r a m et e r s  f or  t w o
G a u s si a n c o m p o n e nt s i n  b ot h   d at a s et s.  F or  b ot h  of t h e s e t w o
d at a s et s, t w o   G a u s si a n c o m p o n e nt s a r e l e ar n e d.   T h e  h o ri z o n-
t al a xi s i n di c at e s t h e   m o d el   p ar a m et er v al u e w m a n d t h e v erti-
c al  a xi s s h o w s t h e   mi xt u r e   p r o b a bilit y   d e n sit y, p k p k ðw m Þ , t h e
n u m e r at or i n  E q u ati o n ( 9).  P oi nt s   A a n d  B l a b el e d i n t h e  fi g u r e
s h o w   w h er e  t w o   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  h a v e t h e  s a m e   mi x-
t ur e   p r o b a bilit y   d e n sit y.  I n  b ot h   fi g u r e s,  t h e  s m all  v a ri a n c e
G a u s si a n  c o m p o n e nt   d o mi n at e s i n t h e  ar e a  n e ar  z e r o.   W h e n
m o d el   p ar a m et e r s  ar e  g etti n g  b e y o n d   A / B   p oi nt s,  t h e l ar g e
v ari a n c e   G a u s si a n c o m p o n e nt b e gi n s t o  d o mi n at e.  T hi s s h o w s

t h at o u r   G M r e g ul a ri z ati o n e x e rt s str o n g eff e ct s o n s m all v al u e
m o d el   p ar a m et er s   w hi c h  c orr e s p o n d t o l e s s i nf or m ati v e f e a-
t ur e s  a n d  e x e rt s  l e s s  str o n g  r e g ul ari z ati o n  o n  l ar g e  v al u e
m o d el   p ar a m et e r s   w hi c h c orr e s p o n d t o i nf or m ati v e f e at ur e s.
A n ot h e r o b s e r v ati o n i s t h at t h e   G a u s si a n s h a p e s of t h e t w o  fi g-
ur e s   diff er a l ot,   w hi c h ill u st r at e s t h at  o u r a d a pti v e   G M r e g u-
l a ri z ati o n   m et h o d  c a n  l e ar n   diff e r e nt   G M   di st ri b uti o n s  f o r
diff e r e nt  d at a s et s.  T h e v ari a n c e of t h e s m all v ari a n c e   G a u s si a n
i n  h o r s e- c oli c   d at a s et i s   m u c h s m all er t h a n t h at i n c o n n- s o n a r
d at a s et, t hi s s h o w s t h at t h e   m o d el   p ar a m et e r s c orr e s p o n di n g
t o t h e l e s s i nf or m ati v e f e at ur e s i n t h e  h o r s e- c oli c   d at a s et  a r e
m u c h s m all e r a n d n e e d t o b e r e g ul a ri z e d   m or e st r o n gl y.

Fi g. 7 s h o w s t h e c h a n g e of r e s p o n si bilit y v al u e s al o n g   wit h
t h e  c h a n g e  of   m o d el   p ar a m et er  v al u e s  f or  t h e  t w o  l e ar-
n e d   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  i n  b ot h   d at a s et s.   T h e  bl u e  a n d
gr e e n  li n e s  s h o w  t h e  l a r g e   p r e ci si o n   G a u s si a n  c o m p o n e nt
a n d  s m all   pr e ci si o n   G a u s si a n  c o m p o n e nt  r e s p e cti v el y.   T h e

T A B L E  7
C o m p ari s o n  o n   A c c ur a ci e s  a n d   St a n d ar d   Err or s

D at a s et M et h o d   L 1   R e g L 2   R e g   El a sti c- n et   R e g   H u b e r   R e g G M   R e g

H o s p- F A G S  0. 8 4 4 0. 0 2 3  0. 8 4 2 0. 0 2 1  0. 8 4 7 0. 0 2 2  0. 8 4 5 0. 0 2 2 0. 8 4 8 0. 0 2 1
B O  0. 8 4 6 0. 0 2 3  0. 8 4 2 0. 0 2 2  0. 8 4 7 0. 0 2 0  0. 8 4 8 0. 0 2 2

b r e a st- c a n c G S  0. 9 6 3 0. 0 1 2  0. 9 6 9 0. 0 1 2 0. 9 7 0 0. 0 1 1  0. 9 7 0 0. 0 1 1  0. 9 7 0 0. 0 1 1
B O  0. 9 6 4 0. 0 1 1 0. 9 7 0 0. 0 1 1  0. 9 7 0 0. 0 1 1 0. 9 7 0 0. 0 1 4

b r e a st- c a n c- di a   G S  0. 9 7 2 0. 0 1 2  0. 9 7 9 0. 0 0 8  0. 9 8 1 0. 0 0 7 0. 9 8 2 0. 0 1 1 0. 9 8 1 0. 0 0 7
B O  0. 9 7 2 0. 0 0 8  0. 9 8 1 0. 0 0 7 0. 9 8 2 0. 0 1 1 0. 9 8 1 0. 0 0 7

b r e a st- c a n c- p r o   G S  0. 8 1 8 0. 0 4 4  0. 8 3 4 0. 0 5 0  0. 8 3 9 0. 0 4 0  0. 8 3 4 0. 0 5 1 0. 8 5 9 0. 0 3 6
B O  0. 8 1 9 0. 0 4 6  0. 8 3 4 0. 0 5 1  0. 8 4 4 0. 0 4 0  0. 8 3 9 0. 0 4 1

cli m at e- m o d el   G S  0. 9 6 5 0. 0 1 0  0. 9 6 3 0. 0 1 3  0. 9 6 5 0. 0 1 0  0. 9 6 7 0. 0 1 1 0. 9 6 9 0. 0 1 1
B O  0. 9 6 5 0. 0 1 0  0. 9 6 7 0. 0 1 1  0. 9 6 7 0. 0 1 1  0. 9 6 7 0. 0 1 1

c o n g r e s s- v oti n g   G S  0. 9 6 8 0. 0 1 5  0. 9 7 0 0. 0 1 5  0. 9 7 2 0. 0 1 7  0. 9 7 2 0. 0 1 3 0. 9 7 7 0. 0 1 8
B O  0. 9 7 2 0. 0 1 3  0. 9 7 0 0. 0 1 5  0. 9 7 5 0. 0 1 2  0. 9 7 5 0. 0 1 7

c o n n- s o n a r G S  0. 8 0 3 0. 0 3 4  0. 8 3 2 0. 0 4 2  0. 8 3 7 0. 0 5 0  0. 8 3 0 0. 0 5 2 0. 8 4 7 0. 0 5 7
B O  0. 8 1 3 0. 0 3 7  0. 8 3 7 0. 0 5 5  0. 8 3 2 0. 0 5 5  0. 8 3 2 0. 0 6 3

c r e dit- a p p r o v al   G S  0. 8 6 7 0. 0 3 2  0. 8 6 8 0. 0 2 2  0. 8 7 5 0. 0 3 2  0. 8 7 4 0. 0 2 8 0. 8 7 8 0. 0 3 3
B O  0. 8 6 8 0. 0 2 8  0. 8 6 8 0. 0 1 8  0. 8 7 7 0. 0 3 7  0. 8 7 7 0. 0 3 5

c yli n d a r- b a n d s   G S  0. 7 8 2 0. 0 3 8  0. 7 9 1 0. 0 1 7  0. 7 9 5 0. 0 2 0  0. 7 9 1 0. 0 2 3 0. 7 9 8 0. 0 1 6
B O  0. 7 8 4 0. 0 2 3  0. 7 8 9 0. 0 2 0  0. 7 9 7 0. 0 2 0  0. 7 9 5 0. 0 1 8

h e p atiti s G S  0. 8 6 6 0. 0 6 7  0. 8 9 8 0. 0 4 0 0. 9 0 4 0. 0 3 8 0. 8 9 8 0. 0 4 0 0. 9 0 4 0. 0 3 8
B O  0. 8 6 5 0. 0 4 5  0. 8 9 8 0. 0 4 0 0. 9 0 4 0. 0 3 8 0. 8 9 1 0. 0 4 8

h o r s e- c oli c G S  0. 8 3 5 0. 0 6 4  0. 8 4 2 0. 0 4 0  0. 8 6 4 0. 0 4 0  0. 8 5 9 0. 0 6 0 0. 8 7 0 0. 0 4 7
B O  0. 8 3 5 0. 0 4 6  0. 8 4 5 0. 0 2 8  0. 8 6 7 0. 0 3 7  0. 8 6 2 0. 0 4 9

i o n o s p h e r e G S  0. 9 0 6 0. 0 2 9  0. 9 0 3 0. 0 2 8  0. 9 0 9 0. 0 2 7  0. 9 0 9 0. 0 3 7 0. 9 2 0 0. 0 2 4
B O  0. 9 0 9 0. 0 3 3  0. 8 9 8 0. 0 2 7  0. 9 0 3 0. 0 2 5  0. 9 1 2 0. 0 3 0

Fi g. 6.   T h e  h ori z o nt al a xi s i n di c at e s t h e   m o d el p ar a m et er  a n d t h e v erti c al
a xi s  s h o w s  t h e   mi xt ur e  pr o b a bilit y  d e n sit y.   T h e   G M  p ar a m et er s  f or
h or s e- c oli c  d at a s et  ar e pp =  [ 0. 3 2 6  0. 6 7 4], =  [ 1. 2 7 0  3 1. 2 9 5],  a n d  f or
c o n n- s o n ar  d at a s et  ar e pp = [ 0. 3 4 5,  0. 6 5 5], = [ 0. 0 6 2,  0. 6 0 7].
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r e s p o n si bilit y  v al u e s  of t h e s e t w o   G a u s si a n c o m p o n e nt s s u m
u p t o  1.   T h e t w o   p oi nt s i n t h e  v e rti c al   d ott e d li n e t h at   p a s s e s
t hr o u g h t h e ori gi n s h o w t h e r e s p o n si bilit y v al u e s of t h e s e t w o
G a u s si a n c o m p o n e nt s f or z e r o v al u e   m o d el   p a r a m et e r s. Fr o m
t h e   fi g u r e s,   w e  s e e  t h at  t h e  r e s p o n si bilit y  v al u e  of  t h e  l a r g e
p r e ci si o n   G a u s si a n c o m p o n e nt i s   m u c h l ar g e r t h a n t h at of t h e
s m all   pr e ci si o n   G a u s si a n  c o m p o n e nt,   w hi c h  s h o w s  t h at  t h e
l ar g e   pr e ci si o n   G a u s si a n  c o m p o n e nt   d o mi n at e s  i n  t h e  ar e a
n e a r z er o.   T h e n t h e r e s p o n si bilit y  v al u e  of t h e l ar g e   pr e ci si o n
G a u s si a n c o m p o n e nt   d e c a y s f a st.   T w o c u r v e s cr o s s   w h e n t h e
a b s ol ut e  v al u e s of t h e   m o d el   p ar a m et e r s a r e 0 :3 9 a n d 2 :5 6
f or   H or s e- c oli c  a n d   C o n n- s o n ar   d at a s et s  r e s p e cti v el y.   W h e n
t h e  a b s ol ut e  v al u e s  of   m o d el   p ar a m et e r s  ar e  b e y o n d  0. 3 9  o r
2. 5 6, t h e s m all   pr e ci si o n   G a u s si a n c o m p o n e nt b e gi n s t o   d o mi-
n at e a n d e x e rt   w e a k e r r e g ul ari z ati o n o n t h e   m o d el  p ar a m et e r s
wit h  l ar g e  v al u e s.   T hi s  s h o w s  t h at  o ur   G M  r e g ul ari z ati o n
e x e rt s  st r o n g  eff e ct s  o n  s m all  v al u e   m o d el   p ar a m et e r s  a n d
e x e rt s   w e a k e r  r e g ul ari z ati o n  o n  l a r g e  v al u e   m o d el   p ar a m e-
t er s,   w hi c h i s c o n si st e nt   wit h t h e o b s er v ati o n s   m a d e i n Fi g. 6.

6. 5   C o m p ari s o n   o n   S y nt h eti c   D at a s et

T hi s s e cti o n   d e m o n st r at e s t h e eff e cti v e n e s s of   G M r e g ul ari z a-
ti o n   u si n g  a  s u p e r vi s e d   m et h o d.   T h e  g e n er ati o n  of  t h e  s y n-
t h eti c   d at a s et  i s  e x pl ai n e d  i n  S e cti o n  6. 1.   A s  i nt r o d u c e d  i n
S e cti o n  1,  o u r   G M  r e g ul a ri z ati o n  l e ar n s  a   G M   di st ri b uti o n
u si n g t h e i nt e r m e di at e   m o d el   p ar a m et e r s   d uri n g t r ai ni n g t o
a p p r o xi m at e t h e  a ct u al   di st ri b uti o n  of t h e   m o d el   p ar a m et e r s
w hil e  i m p o s e s  a p pr o p ri at e  r e g ul ari z ati o n  o n  t h e   m o d el
p ar a m et e r s. I n t hi s s e cti o n,   w e s h o w t w o o b s e r v ati o n s: ( 1)  T h e
G M l e a r n e d  b y  o u r   G M r e g ul a ri z ati o n i s  a  g o o d  a p pr o xi m a-
ti o n of t h e a ct u al  di st ri b uti o n of t h e   m o d el  p ar a m et e r s. ( 2)  T h e
di stri b uti o n of t h e  fi n al l e ar n e d   m o d el  p ar a m et e r s r e g ul a ri z e d
b y   G M r e g ul a ri z ati o n r e s e m bl e s t h e a ct u al   di st ri b uti o n  of t h e
m o d el   p ar a m et e r s   m or e  t h a n  ot h e r  b a s eli n e  r e g ul a ri z ati o n
m et h o d s.  F or t hi s s y nt h eti c   d at a s et,   w e a d d s o m e  n oi s e   w h e n
g e n e r ati n g t h e l a b el s.   A s t h e  a c c u r a c y   m a y  n ot  b e c o n vi n ci n g
b e c a u s e  of t h e  n oi s e,   w e  al s o   p r e s e nt  t h e  c r o s s  e nt r o p y l o s s
t h at  c o m p a r e s t h e   p r e di ct e d   p r o b a bilit y   wit h t h e l a b el (l a b el
l o s s) a n d t r u e  p r o b a bilit y ( p r o b a bilit y l o s s).

T h e s a m e  a s  S e cti o n  6. 3,  b ot h   G S a n d   B O a r e e m pl o y e d t o
fi n d t h e b e st r e g ul ari z ati o n str e n gt h s f or b a s eli n e   m et h o d s. I n
t hi s  e x p e ri m e nt,  f or  g ri d  s e a r c h,  t h e  g ri d  of  r e g ul ari z ati o n
str e n gt h i s ½1 0 4 ; . . . ; 1 0 3 ,   w hil e f or   B O   R e g, t h e s e a r c h s p a c e
f or  r e g ul ari z ati o n  str e n gt h  i s  f r o m 1 0 4 t o 1 0 3 a c c or di n gl y.
T h e r e s ult s   u n d er t h e  b e st   p ar a m et e r s etti n g  o n t h e t e st   d at a-
s et  a r e s h o w n i n   T a bl e  8.  F r o m t h e t a bl e,   w e c a n s e e t h at  o u r
G M  r e g ul ari z ati o n  a c hi e v e s  t h e  b e st  r e s ult s  i n  t er m s  of  all

m et ri c s.   L 2   R e g   p e rf or m s t h e   w o r st i n l a b el l o s s a n d   p r o b a bil-
it y l o s s t h a n  ot h er  b a s eli n e   m et h o d s i n t e r m s  of  b ot h   G S  a n d
B O  b e c a u s e t h e  g e n er at e d   d at a s et  h a s  a l ar g e   p r o p orti o n  of
l e s s  i nf or m ati v e  f e at u r e s,  i. e.,  7 5   p e r c e nt  f e at ur e s  a r e  l e s s
i nf or m ati v e.   N ot e t h at   L 2   R e g   d o e s n ot   p erf or m a s g o o d a s   L 1
r e g,   w hi c h r e g ul ari z e s t h e l e s s i nf or m ati v e f e at u r e s str o n gl y,
i n t e r m s of b ot h   G S a n d  B O.   H u b e r   R e g a c hi e v e s b ett e r r e s ult s
t h a n  ot h e r   m et h o d s i n  t e r m s  of  b ot h   G S  a n d   B O  e x c e pt  f or
G M r e g ul ari z ati o n  b e c a u s e  of it s  a bilit y t o t r a d e  off  b et w e e n
L 1 a n d  L 2 a s   m e nti o n e d i n S e cti o n 6. 3.

C o m p a ri n g   B O   wit h   G S,   w e  c a n   fi n d   B O  a c hi e v e s  b ett e r
r e s ult s t h a n   G S,   w hi c h i s c o n si st e nt   wit h t h e  o b s e r v ati o n s i n
S e cti o n 6. 3.

T a bl e  9 s h o w s t h e   mi xi n g c o ef fi ci e nt pp a n d   p r e ci si o n of
t h e  l e a r n e d   G M.   T h e  t a bl e  s h o w s  t h at  o u r   G M  r e g ul a ri z a-
ti o n  l e a r n s  t w o   G a u s si a n  c o m p o n e nt s   wit h pp ¼ ½ 0 :2 4 ; 0 :7 6 ,

¼ ½ 2 7 :2 3 ; 2 7 7 :6 5 .   T h e  l e a r n e d   mi xi n g  c o ef fi ci e nt pp i s
n e a rl y t h e s a m e a s t h e  o ri gi n al pp .   B ot h  of t h e l e a r n e d   G a u s s-
i a n  c o m p o n e nt s  h a v e  hi g h e r   p r e ci si o n s  t h a n  t h e  o ri gi n al
G M  b e c a u s e  t h e  r e g ul a ri z ati o n  t e n d s  t o  ” p ull ”  t h e   m o d el
p a r a m et e r s cl o s e r t o z e r o, l e a di n g t o t h e l e a r n e d   G M  h a vi n g
s m all e r  v a ri a n c e s a n d l a r g e r   p r e ci si o n s.

I n  or d e r t o s h o w t h e   di st ri b uti o n  of t h e   m o d el   p ar a m et e r s
r e g ul a ri z e d  b y  o ur   G M  r e g ul a ri z ati o n  b ett er  r e s e m bl e s  t h e
a ct u al   m o d el   p ar a m et er   di stri b uti o n t h a n ot h er b a s eli n e r e g u-
l ari z ati o n   m et h o d s,  Fi g.  8 s h o w s t h e   di stri b uti o n  of t h e  o ri gi-
n al   m o d el   p ar a m et e r s  a n d  t h e   di stri b uti o n s  of  t h e   m o d el
p ar a m et e r s  r e g ul a ri z e d  b y   diff e r e nt  r e g ul ari z ati o n   m et h o d s
o pti mi z e d  b y   B O.   W e  c h o o s e   B O  h e r e  b e c a u s e   B O  a c hi e v e s
b ett er  r e s ult s t h a n   G S  a s  s h o w n i n   T a bl e  8.  Fr o m t h e   fi g u r e,
w e c a n s e e t h at   m or e t h a n 8   m o d el   p ar a m et e r s r e g ul a ri z e d b y
L 1 r e g,   El a sti c- n et   R e g  a n d   H u b e r   R e g  a r e  n e a rl y  z er o,   m or e
t h a n t h o s e  of  o ri gi n al   di stri b uti o n,   G M   R e g  a n d   L 2   R e g.   T hi s
i s  att ri b ut e d t o t h e l e s s i nf or m ati v e f e at u r e s.   L 1  r e g,   El a sti c-
n et   R e g  a n d   H u b e r   R e g i m p o s e str o n g r e g ul ari z ati o n  o n l e s s
i nf or m ati v e f e at u r e s, r e d u ci n g t h e v al u e s of t h eir c orr e s p o n d-
i n g   m o d el  p ar a m et e r s t o z e r o o r n e arl y z er o i n o r d e r t o r e st ri ct
t h e  eff e ct s  of t h e s e l e s s i nf or m ati v e  f e at u r e s.  I n t hi s   d at a s et,

T A B L E  8
C o m p ari s o n  o n   S y nt h eti c   D at a s et

R e g ul a ri z ati o n   M et h o d   A c c u r a c y   L a b el   L o s s   P r o b a bilit y   L o s s

L 1 r e g G S  0. 8 3 6 3  1 4 0 7 7. 3 6  1 4 1 1 7. 0 0
B O  0. 8 3 6 5  1 4 0 4 6. 2 4  1 4 0 8 1. 1 2

L 2 r e g G S  0. 8 3 6 5  1 4 0 9 1. 4 4  1 4 1 3 6. 1 2
B O  0. 8 3 6 5  1 4 0 8 8. 0 4  1 4 1 3 3. 9 6

El a sti c- n et r e g   G S  0. 8 3 6 3  1 4 0 7 9. 7 2  1 4 1 1 9. 6 0
B O  0. 8 3 6 3  1 4 0 1 5. 5 6  1 4 0 5 4. 3 6

H u b e r r e g   G S  0. 8 3 6 8  1 4 0 6 4. 6 8  1 4 1 0 4. 2 0
B O  0. 8 3 7 3  1 4 0 0 7. 1 6  1 4 0 4 4. 2 0

G M r e g 0. 8 3 7 7  1 3 9 9 5. 0 4  1 4 0 2 6. 1 6

T A B L E  9
L e ar n e d   G a u s si a n   C o m p o n e nt s  o n

S y nt h eti c   D at a s et

o ri gi n al pp o ri gi n al

[ 0. 7 5, 0. 2 5] [ 2 0 0, 1 0]
l e a r n e d pp l e a r n e d
[ 0. 7 6, 0. 2 4] [ 2 7 7. 6 5, 2 7. 2 3]

Fi g.  7.   T h e h ori z o nt al a xi s i n di c at e s t h e   m o d el p ar a m et er a n d t h e v erti c al
a xi s  s h o w s t h e r e s p o n si bilit y.   T h e   G M  p ar a m et er s f or  h or s e- c oli c  d at a-
s et  ar e pp = [ 0. 3 2 6  0. 6 7 4], = [ 1. 2 7 0  3 1. 2 9 5],  a n d f or c o n n- s o n ar  d at a s et
ar e pp = [ 0. 3 4 5,  0. 6 5 5], = [ 0. 0 6 2,  0. 6 0 7].
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b e c a u s e   m o st f e at u r e s, i. e.,  7 5   p er c e nt f e at u r e s,  ar e l e s s i nf or-
m ati v e,  str o n gl y  r e g ul ari zi n g t h e s e l e s s i nf or m ati v e f e at u r e s
r e m o v e s t h e b e n e fi ci al eff e ct s of t h e s e f e at u r e s,   w hi c h i s h ar m-
f ul  t o  t h e   m o d el.   C o m p ari n g   L 2   R e g   wit h   G M   R e g,   w e  c a n
o b s e r v e  t h at  f or   L 2   R e g, l e s s   m o d el   p ar a m et er s  a r e  b e y o n d

0 :4 b ut t h e r e  a r e   m or e   m o d el   p ar a m et er s  a r o u n d  z er o   d u e
t o t h e r e g ul ari z ati o n str e n gt h. F o r   L 2 r e g, it i s a s p e ci al c a s e of
t h e   G M   R e g   wit h  n u m b e r  of   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  e q u ali n g
t o  o n e.   C o n s e q u e ntl y, t h e st r e n gt h  of r e g ul ari z ati o n i m p o s e d
b y  L 2   R e g i s t h e s a m e f or all   m o d el  p ar a m et er s. I n t hi s  d at a s et,
t h e  o pti m al  l e a r n e d   p r e ci si o n  f or   L 2   R e g  i s  9 1. 5 6,   w hi c h
r e s ult s i n  o v e rl y   w e a k  r e g ul ari z ati o n  f or  s m all  v al u e   m o d el
p ar a m et er s  a r o u n d  z er o  a n d  o v e rl y st r o n g r e g ul a ri z ati o n f or
l ar g e  v al u e   m o d el   p ar a m et e r s.   O n  t h e  c o ntr a r y,   G M   R e g
l e a r n s t w o   p r e ci si o n s,  n a m el y  2 7 7. 6 5  a n d  2 7. 2 3,  r e g ul a ri zi n g
s m all v al u e   m o d el  p ar a m et e r s a n d l ar g e v al u e   m o d el  p ar a m e-
t er s r e s p e cti v el y.   T hi s r e s ult c o n fir m s t h at o ur   G M r e g ul a ri z a-
ti o n i s  a bl e t o i m p o s e  a p p r o pri at e r e g ul a ri z ati o n st r e n gt h s t o
diff e r e nt ki n d s of f e at u r e s.

6. 6   C o m p ari s o n   o n   U R L   R e p ut ati o n   D at a s et

I n  t hi s  s e cti o n,   w e  s h o w  t h e  eff e cti v e n e s s  of  s p a r s e   u p d at e
m et h o d   p r o p o s e d  f o r  e xt r e m el y  hi g h- di m e n si o n al  a n d
s p a r s e   d at a s et s.  I n  t hi s   d at a s et,  o u r  s p a r s e   G M  r e g ul a ri z a-
ti o n  a c hi e v e s t h e s a m e  b e st  a c c u r a c y  a s t h e  b a s eli n e,  0. 9 8 7 0,
w hi c h i s  c o n si st e nt   wit h [ 4 1].   T a bl e  1 0  s h o w s t h e  c o m p ut a-
ti o n al  ti m e  (i n  s e c o n d s)  f o r   G M  r e g ul a ri z ati o n  a n d  s p a r s e
G M  r e g ul a ri z ati o n i n  e a c h it e r ati o n.  F r o m t h e t a bl e,   w e  c a n
s e e  t h at  t h e  s p a r s e   u p d at e   m et h o d   d e c r e a s e s  t h e

c o m p ut ati o n al  ti m e  b y  a b o ut  2 0  ti m e s,   w hi c h  c o n fi r m s  t h e
eff e cti v e n e s s  of  o u r   p r o p o s e d s p a r s e   u p d at e al g o rit h m.

6. 7   E x p eri m e nt   o n I niti al   N u m b er   of   G a u s si a n
C o m p o n e nt s

I n t hi s s e cti o n,   w e s h o w t h e   p erf or m a n c e  of t h e   G M r e g ul ari-
z ati o n   m et h o d b y v ar yi n g t h e i niti al n u m b e r of   G a u s si a n c o m-
p o n e nt s.  Si n c e a al s o  aff e ct s  t h e   fi n al  n u m b e r  of   G a u s si a n
c o m p o n e nt s l e ar n e d,   w e a r e t h e r ef o r e i nt er e st e d i n i n v e sti g at-
i n g t h e eff e ct s of i niti al  n u m b e r of   G a u s si a n c o m p o n e nt s   wit h
r e s p e ct t o   diff e r e nt a v al u e s.  Fi g. 9 s h o w s t h e a c c ur a c y  of   dif-
f er e nt  c o m bi n ati o n s  of  i niti al  n u m b e r  of   G a u s si a n  c o m p o-
n e nt s a n d a .  F r o m t h e   fi g u r e,   w e c a n s e e t h at   w h e n t h e i niti al
n u m b e r of   G a u s si a n c o m p o n e nt s i s t w o, t h e r e s ult s ar e   w o r s e
t h a n t h o s e of f o u r o r si x;   w h e n t h e i niti al  n u m b e r of   G a u s si a n
c o m p o n e nt s i s   m or e t h a n si x, eit h e r t h e r e s ult s  a r e  b e c o mi n g
w o r s e  o r t h e r e i s  n o  si g ni fi c a nt i m p r o v e m e nt.   T h e  r e a s o n i s
e x pl ai n e d  a s  f oll o w s.   W h e n  t h e  i niti al  n u m b e r  of   G a u s si a n
c o m p o n e nt s i s t w o, all t h e   m o d el   p ar a m et er s   will b e a s si g n e d
t o  t h e  t w o   G a u s si a n  c o m p o n e nt s i n  t h e  b e gi n ni n g.  Si n c e  i n
t h e  e n d,  at   m o st t w o   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  a r e l e a r n e d, t h e
i niti al a s si g n m e nt of t h e   m o d el  p ar a m et e r s l ar g el y  d et er mi n e s
t h e   fi n al  a s si g n m e nt  of   m o d el   p ar a m et e r s   w h e n  t h e   m o d el
c o n v er g e s,   w hi c h i s n ot a p p r o pri at e.   O n t h e c o ntr a r y, if   w e s et
t h e i niti al n u m b e r of   G a u s si a n c o m p o n e nt s t o b e f o u r o r si x i n
t h e b e gi n ni n g, t h e s e i niti al   G a u s si a n c o m p o n e nt s c a n b e gr a d-
u all y   m er g e d i nt o t w o   G a u s si a n c o m p o n e nt s.   H o w e v e r, if t h e
i niti al  n u m b e r  of   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  i s  s et  t o   m or e  t h a n
si x, t h e a c c ur a c y  d e c r e a s e s b e c a u s e t h e   m o d el i s   m or e  dif fi c ult
t o c o n v e r g e t o t w o   G a u s si a n c o m p o n e nt s if   w e st a rt   wit h t o o
m a n y   G a u s si a n  c o m p o n e nt s  i n  t h e  b e gi n ni n g.   C o m p ari n g
f o u r   wit h si x,   w e c h o o s e f o u r  b e c a u s e  h a vi n g   m or e   G a u s si a n
c o m p o n e nt s i n c ur s   m or e c o m p ut ati o n c o st a n d it i s   m or e   dif-
fi c ult f or t h e   m o d el t o c o n v er g e.

6. 8   Eff e cti v e n e s s   of   Pr o p o s e d I niti ali z ati o n
M et h o d s f or   G M

It i s   w ell  k n o w n t h at   fitti n g   G M c a n  b e  v er y s e n siti v e t o   p o o r
i niti al  c o n diti o n s. I n t hi s  s e cti o n,  s e v e r al   p r o p o s e d i niti ali z a-
ti o n   m et h o d s f or   G M a r e c o m p a r e d. F or t h e s e  p r o p o s e d   m et h-
o d s, t h e i niti ali z ati o n  of   G M i s r el at e d t o t h e i niti ali z ati o n  of
m o d el   p ar a m et er s. I n b ot h   D e e p   L e a r ni n g   m o d el a n d   L o gi sti c
R e gr e s si o n   m o d el, t h e   m o d el  p ar a m et e r s ar e i niti ali z e d   wit h a

Fi g.  8.   Hi st o gr a m  of   m o d el  p ar a m et er s f or  ori gi n al  di stri b uti o n  a n d  diff er-
e nt r e g ul ari z ati o n   m et h o d s.

T A B L E  1 0
C o m p ut ati o n al   Ti m e  o n   U R L   R e p ut ati o n   D at a S et

M et h o d G M   R e g  s p a r s e   G M   R e g

Ti m e ( S e c) 4. 0 0 0 0. 2 0 6

Fi g.  9.   A c c ur a c y f or  diff er e nt i niti al  n u m b er s  of   G a u s si a n c o m p o n e nt s.
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z er o- m e a n   G a u s si a n   di st ri b uti o n.   T h e  v ari a n c e s  of   diff e r e nt
c o m p o n e nt s  of t h e i niti ali z e d   G M  s h o ul d  b e l ar g e r t h a n t h e
v ari a n c e of t h e i niti ali z e d   m o d el   p ar a m et e r s s o t h at t h e i niti al
r e g ul a ri z ati o n i s  n ot t o o  st r o n g.   W e  s h all  c o n si d er t hr e e i ni-
ti ali z ati o n   m et h o d s, n a m el y i d e nti c al, li n e a r a n d  p r o p orti o n al.
F or  e a s e  of  e x pl a n ati o n, i n t h e  r e m ai ni n g  of t hi s   p ar a gr a p h,
w e   w o r k   wit h   p r e ci si o n,  t h e  i n v e r s e  of  t h e  v ari a n c e.  I n  t h e
i d e nti c al   m et h o d, t h e   p r e ci si o n s  of   diff e r e nt   G M c o m p o n e nt s
a r e s et i d e nti c all y t o mi n .  F or   R e s N et, si n c e t h e   p r e ci si o n s  of
e a c h l a y e r’ s i niti ali z e d   m o d el   p ar a m et e r s ar e   diff er e nt, mi n i s
s et t o o n e-t e nt h of t h e i niti ali z e d   m o d el   p ar a m et e r   p r e ci si o n s.
F or  ot h e r   m o d el s,  si n c e  t h e   p r e ci si o n s  of  i niti ali z e d   m o d el
p ar a m et e r s a r e 1 0 0, all t h e mi n v al u e s a r e s et t o 1 0. I n t h e s e c-
o n d   m et h o d, li n e ar i niti ali z ati o n, t h e  p r e ci si o n s of t h e K i niti al
G M c o m p o n e nt s ar e li n e arl y s p a c e d b et w e e n [ mi n , K mi n ].
T h e t hi r d i niti ali z ati o n   m et h o d i s   p r o p o rti o n al i niti ali z ati o n.
I n t hi s   m et h o d, t h e   p r e ci si o n  of t h e l att e r   G M  c o m p o n e nt i s
s et  t o  b e  t w o  ti m e s  t h e   p r e ci si o n  of  t h e  f or m e r  c o m p o n e nt.
T h e   p r e ci si o n  of t h e   fi r st   G M  c o m p o n e nt i s mi n . B ot h li n e a r
a n d   p r o p orti o n al   m et h o d s  c a u s e  t h e i niti al  r e s p o n si bilit y  of
diff e r e nt   G M c o m p o n e nt s t o b e  diff e r e nt.

A s   m e nti o n e d i n  S e cti o n  2. 3, a al s o  aff e ct s t h e  n u m b e r  of
G a u s si a n  c o m p o n e nt s l e a r n e d.   W e  t h e r ef o r e  i n v e sti g at e  t h e
eff e ct s  of   G M i niti ali z ati o n   m et h o d s   wit h r e s p e ct t o   diff e r e nt
a v al u e s. Fi g. 1 0 s h o w s t h e a c c ur a c y of   diff e r e nt c o m bi n ati o n s
of   G M  i niti ali z ati o n   m et h o d s  a n d a .   T h e  r e s ult s  s h o w,  f or
b ot h   Al e x- CI F A R- 1 0 a n d   R e s N et, li n e ar a n d   p r o p orti o n al i ni-
ti ali z ati o n   m et h o d s  p erf or m f ar b ett e r t h a n i d e nti c al i niti ali z a-
ti o n   m et h o d.   T a bl e 1 1 s h o w s t h e a v e r a g e a c c ur a c y of   diff e r e nt
G M i niti ali z ati o n   m et h o d s  o v e r   diff e r e nt a v al u e s.   T h e  a v e r-
a g e a c c ur a c y of li n e a r a n d  p r o p orti o n al i niti ali z ati o n   m et h o d s
a r e al s o f ar  b ett er t h a n i d e nti c al i niti ali z ati o n   m et h o d,   m ai nl y
d u e t o t h e  fi n al st at e. F or   Al e x- CI F A R- 1 0 a n d   R e s N et, t h e  fi n al
st at e  of t h e l e a r n e d   G M i s t w o   G a u s si a n  c o m p o n e nt s. If t h e
G M  c o m p o n e nt s  h a v e   diff e r e nt  v ari a n c e s i niti all y, t h e y   will
c o n v e r g e t o t h e   fi n al st at e f a st e r.   A n ot h e r  o b s e r v ati o n i s t h at

li n e a r i niti ali z ati o n i s  b ett er  t h a n   p r o p o rti o n al  i niti ali z ati o n,
b e c a u s e li n e ar i niti ali z ati o n   m et h o d  g e n e r at e s   G a u s si a n c o m-
p o n e nt s t h at  a r e   m or e s c att er e d.   W h e n a i s s et t o  0. 5,   w e  g et
t h e  b e st   p erf or m a n c e  a s  t h e   G M  l e a r n s   m ulti pl e   G a u s si a n
c o m p o n e nt s t h at l e a d t o f a st er c o n v e r g e n c e.

6. 9   Eff e cti v e n e s s   of   L a z y   U p d at e

I n t hi s  e x p e ri m e nt,   w e i n v e sti g at e t h e  eff e ct  of   G M   p a r a m e-
t e r   u p d at e i nt e r v al I g ,   m o d el   p a r a m et e r   u p d at e i nt e r v al I m

a n d  n u m b e r  of t h e   fi r st f e w  e p o c h s   w h e n t h e l a z y   u p d at e i s
n ot e m pl o y e d, E .

6. 9. 1   P erf or m a n c e  of   U p d at e I nt er v al   V al u e s

Fi g s. 1 1 a a n d 1 1 b s h o w t h e t r ai ni n g el a p s e d ti m e   wit h r e s p e ct
t o t h e  n u m b e r  of e p o c h s f or   diff e r e nt I m v al u e s a n d t h e  b a s e-
li n e ( L 2   R e g). I n t hi s e x p eri m e nt,   w e s et I g ¼ I m a n d E t o t w o
s o t h at aft er t w o e p o c h s, t h e i n c r e a s e  of ti m e i s   m ai nl y   d u e t o
l a z y   u p d at e.   T h e r e s ult s s h o w t h at  all  si x  s etti n g s  g r o w li n e-
arl y i n ti m e a s t h e n u m b e r of e p o c h s i n c r e a s e s,   w hi c h c o n fi r m
t h e  eff e cti v e n e s s  of  o ur   p r o p o s e d l a z y   u p d at e  al g o rit h m.   W e
c a n  o b s er v e  t h at  t h e  al g o rit h m   wit h I m =  1,   w h e r e  n o  l a z y
u p d at e i s  e m pl o y e d, t a k e s t h e l o n g e st ti m e t o  c o n v e r g e  a n d
t h e  al g o rit h m   wit h I m =  5 0 t a k e s t h e s h o rt e st.   T hi s i s  b e c a u s e
t h e  al g o rit h m   wit h  a l ar g er I m u p d at e s   G M   p ar a m et er s  a n d
m o d el   p ar a m et e r s l e s s f r e q u e ntl y.  Fi g.  1 1 c s h o w s t h e c o n v e r-
g e n c e ti m e f or   diff e r e nt I m v al u e s  a n d t h e  b a s eli n e ( L 2   R e g).
T h e  n u m b e r  of  e p o c h s  f or  c o n v e r g e n c e  i s  1 6 0  f or   Al e x-
CI F A R- 1 0 a n d 2 0 0 f or   R e s N et. I n t hi s e x p eri m e nt,   w e s et I m =
I g .   A m o n g t h e si x s etti n g s, t h e  al g o rit h m   wit h I m = 1 t a k e s t h e
l o n g e st ti m e a n d t h e al g o rit h m   wit h I m = 5 0 t a k e s t h e s h ort e st.
T hi s i s c o n si st e nt   wit h t h e o b s er v ati o n s   m a d e i n Fi g s. 1 1 a a n d
1 1 b.  F o r  b ot h   Al e x- CI F A R- 1 0  a n d   R e s N et,  al g o rit h m   wit h
I m = 5 0 t a k e s  al m o st  o n e f o u rt h t h e ti m e  of t h e  al g o rit h m   wit h
I m = 1,   w h e r e  n o l a z y   u p d at e i s  e m pl o y e d.  Fi g.  1 2  s h o w s t h e
a c c u r a c y  of   diff e r e nt I m v al u e s  f or  b ot h   m o d el s.  F r o m  t h e
fi g u r e,   w e  c a n  s e e  t h at  e v e n  if   G M   p ar a m et e r s  a n d   m o d el
p ar a m et e r s a r e   u p d at e d l e s s f r e q u e ntl y, t h e r e i s n o si g ni fi c a nt

Fi g.  1 0.   A c c ur a c y f or  diff er e nt  al p h a v al u e s  a n d i niti ali z ati o n   m et h o d s.

T A B L E  1 1
A v er a g e   A c c ur a c y f or   Diff er e nt I niti ali z ati o n   M et h o d s

M et h o d Al e x- CI F A R- 1 0 R e s N et

li n e a r 0. 8 1 9 0. 9 1 8
i d e nti c al 0. 8 0 2 0. 9 1 2
p r o p o rti o n al 0. 8 1 7 0. 9 1 6

Fi g.  1 1.   Ti m e f or  diff er e nt  u p d at e i nt er v al v al u e s.
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d r o p i n  a c c ur a c y.   T hi s  a g ai n  s h o w s t h e  eff e cti v e n e s s  of l a z y
u p d at e al g o rit h m.

6. 9. 2   P erf or m a n c e  of   G M   P ar a m et er   U p d at e

I nt er v al   V al u e s

A n ot h e r f a ct o r t h at c a n f u rt h e r r e d u c e ti m e i s I g b e c a u s e t h e
u p d at e  of   G M   p a r a m et e r s i n cl u d e s c al c ul ati n g t h e r e s p o n si-
bilit y  v al u e  a s   w ell  a s  c al c ul ati n g  n e w a n d p u si n g  t h e
hi g h- di m e n si o n al   m o d el   p a r a m et e r  v e ct o r,   w hi c h  i s  q uit e
ti m e- c o n s u mi n g.   C o n si d e ri n g t h e f a ct t h at t h e   G M   p a r a m e-
t e r s  c o n v e r g e  f a st e r  t h a n  t h e   m o d el   p a r a m et e r s,   w e  s et I g

l a r g e r t h a n I m .  Fi g s. 1 3 a a n d 1 3 b s h o w t h e c o n v e r g e n c e ti m e
f o r   diff e r e nt c o m bi n ati o n s  of I g a n d I m ,   w h e r e I m i s   fi x e d t o
5 0  a n d I g i s i n c r e a s e d f r o m  5 0 t o  5 0 0.  Fi g.  1 3 s h o w s t h at t h e
c o n v e r g e n c e ti m e c a n  b e f u rt h e r r e d u c e d if I g i s i n c r e a s e d.

6. 9. 3   P erf or m a n c e  of E V al u e s

A s   m e nti o n e d  i n  S e cti o n  3. 4,  t h e  n u m b e r  of  t h e   fi r st  f e w
e p o c h s   w h e n t h e l a z y   u p d at e i s  n ot  e m pl o y e d, E , i s a n ot h er
f a ct or  t h at  aff e ct s  t h e  ti m e  a n d  a c c u r a c y.  Fi g s.  1 4 a  a n d  1 4 b
s h o w t h e t r ai ni n g el a p s e d ti m e   wit h r e s p e ct t o e p o c h s f or   dif-
f er e nt E v al u e s  a n d  b a s eli n e ( L 2   R e g).   T h e r e s ult s  s h o w t h at
t h e l a z y  u p d at e al g o rit h m t a k e s   m or e ti m e f or c o m p ut ati o n of
e a c h  e p o c h  b ef or e E e p o c h s,  si n c e   u p d ati n g   m o d el   p ar a m e-
t er s  a n d   G M   p ar a m et e r s e a c h st e p c o n s u m e s   m or e ti m e t h a n
n ot   u p d ati n g t h e m.   Aft er 7 0 e p o c h s,   w e c a n  o b s e r v e t h e al g o-
rit h m   wit h E = 5 0 t a k e s t h e   m o st ti m e f or  c o m p ut ati o n   w hil e

t h e  al g o rit h m   wit h E = 1  t a k e s  t h e  l e a st.   T hi s  i s  b e c a u s e  t h e
al g o rit h m   wit h l ar g e r E t a k e s   m or e ti m e i n t h e   fi r st E e p o c h s
w h e n l a z y  u p d at e i s n ot e m pl o y e d. Fi g. 1 4 c s h o w s t h e c o n v e r-
g e n c e  ti m e  f or   diff e r e nt E v al u e s  a n d  b a s eli n e.   T h e  r e s ult
s h o w s t h at t h e  d e c r e a s e of ti m e i s  p r o p o rti o n al t o t h e  d e c r e a s e
of E . W h e n E i s   d e c r e a s e d  t o  1,  t h e  c o n v e r g e n c e  ti m e  c o n-
s u m e d  i s  o nl y  a b o ut  7 0   p er c e nt  t h e  ti m e  f or  t h e  al g orit h m
wit h E =  5 0.  Fi g.  1 5 s h o w s t h e  a c c ur a c y  of   diff e r e nt E v al u e s
f or b ot h   m o d el s. F r o m t h e  fi g u r e,   w e c a n s e e t h at e v e n s m all e r
E v al u e s   d o  n ot   d e g r a d e  t h e   fi n al  a c c ur a c y  t o o   m u c h.   B y
c h o o si n g  a  r el ati v el y  s m all E v al u e,   w e  c a n  o bt ai n  a  hi g h-
p erf o r m a n c e   m o d el   wit hi n a s h o rt t r ai ni n g ti m e.

7 R E L A T E D W O R K

O u r   w o r k  e xt e n d s t w o  v ei n s  of r e s e a r c h:   B a y e si a n i nt e r p r e-
t ati o n  of r e g ul a ri z ati o n a n d  h y p e r- p a r a m et e r  o pti mi z ati o n.

7. 1   B a y e si a n I nt er pr et ati o n   of   R e g ul ari z ati o n

M a n y  r e g ul ari z ati o n  str at e gi e s  c a n  b e  i nt er p r et e d  a s   M a xi-
m u m  a   p o st eri ori   B a y e si a n  i nf e r e n c e  [ 3 2],  [ 3 3].   O n e  of  t h e
m o st f r e q u e ntl y   u s e d r e g ul ari z ati o n   m et h o d s i s   L 2- n o r m r e g-
ul ari z ati o n  [ 4 3],   w hi c h  i s  al s o  k n o w n  a s   w ei g ht   d e c a y  [ 4 4],
ri d g e  r e gr e s si o n  o r   Ti k h o n o v  r e g ul a ri z ati o n.   L 2- n or m  r e g u-
l ari z ati o n a d d s a  q u a d r ati c t er m t o t h e o bj e cti v e f u n cti o n.   T h e
a d diti o n of t hi s   w ei g ht  d e c a y t er m s h ri n k s t h e v al u e s of   m o d el
p ar a m et er s.   L 2- n or m r e g ul ari z ati o n c a n  b e r e g ar d e d a s   M A P
B a y e si a n i nf er e n c e [ 3 2], [ 3 3]   wit h   G a u s si a n  p ri or o n t h e   m o d el
p ar a m et er s. It i s a s p e ci al c a s e of   G M r e g ul a ri z ati o n   w h e n t h e
n u m b er of   G a u s si a n c o m p o n e nt s i s r e st ri ct e d t o o n e.

W hil e  L 2- n o r m r e g ul ari z ati o n i s t h e   m o st c o m m o n f or m of
r e g ul ari z ati o n,  a n ot h e r  c o m m o n   m et h o d  t o  r e g ul ari z e  t h e
m o d el i s   L 1- n o r m r e g ul ari z ati o n [ 3 2],   w hi c h i s al s o k n o w n a s
L a s s o [ 4 5].   L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n i s   d e fi n e d  a s  a d di n g t h e
a b s ol ut e v al u e s of t h e   m o d el  p ar a m et e r s t o t h e o bj e cti v e f u n c-
ti o n.   T h e   L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n  f or c e s  i n si g ni fi c a nt   m o d el

Fi g.  1 2.   A c c ur a c y  f or  diff er e nt  u p d at e  i nt er v al  v al u e s  f or   Al e x n et  a n d
R e s n et.

Fi g.  1 3.   Ti m e f or  diff er e nt c o m bi n ati o n s  of I g a n d I m .

Fi g.  1 4.   Ti m e f or  diff er e nt E v al u e s.
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p ar a m et e r s t o b e z er o,   w hi c h i s  d e si r a bl e i n sit u ati o n s   w h e r e a
s p a r s e  s ol uti o n  i s   p r ef er a bl e.   L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n  c or r e-
s p o n d s t o a  L a pl a ci a n  p ri o r o n   m o d el  p ar a m et e r s.

T h er e  a r e  al s o   m a n y  ot h er f or m s  of r e g ul ari z ati o n t ar g et-
i n g  at   diff e r e nt  s c e n a ri o s  [ 2 9],  [ 3 0].  F o r  e x a m pl e,   H u b e r-
n o r m  r e g ul ari z ati o n  i nt e r p ol at e s  b et w e e n   L 2- n o r m  a n d   L 1-
n o r m  r e g ul ari z ati o n  b y   u si n g  a   pi e c e wi s e  f u n cti o n.   U nli k e
L 1- n o r m  r e g ul ari z ati o n,   H u b e r  f u n cti o n  i s   diff e r e nti a bl e.
H u b e r- n o r m r e g ul ari z ati o n al s o i m p o s e s l e s s  p e n alt y o n l ar g e
m o d el   p ar a m et er s  c o m p ar e d   wit h   L 2- n o r m  r e g ul ari z ati o n.
R e c e nt e x p e ri m e nt s [ 3 0] s u g g e st t h at   H u b e r- n o r m r e g ul ari z a-
ti o n i s   m or e r o b u st a n d c a n a c hi e v e hi g h er a c c u r a c y i n   L o gi s-
ti c   R e g r e s si o n.   El a sti c- n et r e g ul ari z ati o n [ 2 9], [ 4 6] i s  a n ot h e r
n o r m  r e g ul ari z ati o n   m et h o d  c o m bi ni n g   L 1- n o r m  a n d   L 2-
n o r m  r e g ul ari z ati o n.   T h e   El a sti c- n et  r e g ul ari z ati o n  e n c o u r-
a g e s  a  g r o u pi n g  eff e ct,   w h e r e  str o n gl y  c or r el at e d   p r e di ct or s
t e n d t o  b e i n  o r  o ut  of t h e   m o d el t o g et h er. I n  cir c u m st a n c e s
w h er e t h e  n u m b er  of  f e at ur e s i s   m u c h l ar g e r t h a n  o b s e r v a-
ti o n s,   El a sti c- n et  r e g ul ari z ati o n  o ut p erf o r m s   L 1- n o r m  r e g u-
l ari z ati o n si g ni fi c a ntl y.

C o m p a r e d   wit h   L a pl a ci a n   di st ri b uti o n  a n d   G a u s si a n   di s-
t ri b uti o n,   G M   p r o vi d e s  a  ri c h e r  cl a s s  of   d e n sit y   m o d el s,
m o d elli n g  t h e   p a r a m et e r   p ri o r  b ett e r  a n d  t h u s  i m p o si n g  a
m o r e  a p p r o p ri at e r e g ul a ri z ati o n.   Al s o,   diff e r e nt f r o m   p r e vi-
o u s   w o r k s   w hi c h   d e fi n e  a  s p e ci fi c  r e g ul a ri z ati o n  f u n cti o n,
w e  ai m  t o   d e v el o p  a n  a d a pti v e  r e g ul a ri z ati o n   m et h o d  t h at
c a n  l e a r n  t h e  b e st  r e g ul a ri z ati o n  f u n cti o n.   W e  a s s u m e  t h at
t h e   m o d el   p a r a m et e r s f oll o w  a   G M   p ri o r   di st ri b uti o n   w hi c h
p r o vi d e s  a  ri c h e r  cl a s s  of   d e n sit y   m o d el s.   T hi s   G M  i s
l e a r n e d  a d a pti v el y  vi a  a  li g ht w ei g ht   E M  al g o rit h m  s o  t h at
n o   p ai n st a ki n g  a d- h o c  att e m pt s  n e e d t o  b e   m a d e i n  o r d e r t o
o bt ai n t h e  o pti m al r e g ul a ri z ati o n f u n cti o n.

7. 2   H y p er- P ar a m et er   O pti mi z ati o n

D e ci di n g t h e st r e n gt h  of r e g ul a ri z ati o n i s t y pi c all y   m o d el e d
a s  a  h y p e r- p a r a m et e r  o pti mi z ati o n   p r o bl e m [ 3 5], [ 4 7].   G ri d
s e a r c h [ 3 4]  h a s l o n g  b e e n  a c o n v e nti o n al   m et h o d f o r  o bt ai n-
i n g t h e r e g ul a ri z ati o n  st r e n gt h.   T hi s   m et h o d,  alt h o u g h  si m-
pl e  a n d  e a s y t o i m pl e m e nt, i s s h o w n t o  b e  n ot  ef fi ci e nt [ 3 4],
[ 4 8].   R a n d o m  s e a r c h  i m p r o v e s  g ri d  s e a r c h  b y  r a n d o ml y
c h o o si n g t ri al s i n st e a d  of t ri al s  o n a  g ri d [ 3 4].

R e c e ntl y, it  h a s  b e e n s h o w n t h at   m et h o d s   w hi c h  o pti mi z e
h y p e r- p ar a m et e r s  i n  a   m or e   p ri n ci pl e d  a n d  a ut o m ati c   w a y

c a n  o bt ai n  hi g h e r- q u alit y  h y p e r- p a r a m et er s.   B a y e si a n  o pti-
mi z ati o n [ 3 5], [ 3 6], [ 3 7], [ 3 8], [ 3 9] i s o n e of t h e s e   m et h o d s.   T h e
k e y i d e a  of   B O i s t o  vi e w t h e  h y p e r- p ar a m et e r  o pti mi z ati o n
a s t h e  o pti mi z ati o n  of  a n   u n k n o w n  bl a c k  b o x f u n cti o n,  a n d
b uil d s  a   p r o b a bili sti c   m o d el  f or  t h e  bl a c k  b o x  f u n cti o n  b y
u si n g   m ulti pl e   p ai r s  of  h y p e r- p a r a m et er s  a n d  t h ei r  c or r e-
s p o n di n g v ali d ati o n l o s s.   O n e a d v a nt a g e of   B O i s t h at  h y p e r-
p ar a m et e r s  t h at  n e e d  t o  b e  e v al u at e d  c a n  b e  a ut o m ati c all y
d et e r mi n e d.  I n t hi s   m a n n e r,   B O i s  a bl e t o   fi n d  hi g h- q u alit y
h y p e r- p a r a m et er s.   T h e   B O  f r a m e w o r k  f or  h y p e r- p a r a m et er
o pti mi z ati o n  h a s  s e v e r al   d e gr e e s  of  f r e e d o m  t o  b e i n st a nti-
at e d,  s u c h  a s i niti ali z ati o n,  t h e  a c q ui siti o n  f u n cti o n  a n d  t h e
p r o b a bili sti c   m o d el.   Alt h o u g h   B O i s   wi d el y   u s e d a n d s h o w n
t o b e eff e cti v e i n   m a n y a p pli c ati o n s [ 3 5], [ 3 6], [ 3 7], [ 3 8], [ 3 9], it
c a n h ar dl y s c al e   u p t o h a n dl e l ar g e n u m b e r s of h y p e r- p a r a m-
et e r s a n d i s n ot ef fi ci e nt f or bi g  d at a s et s.

T h e  k e y i d e a of  o ur   p r o p o s e d a d a pti v e   G M r e g ul ari z ati o n
i s  t o  l e ar n  t h e  str e n gt h  of  r e g ul ari z ati o n  a d a pti v el y.   O ur
m et h o d  i s  e a s y  t o  s c al e   u p  b e c a u s e  of  t h e  ef fi ci e nt   u p d at e
m et h o d t h at i n c or p o r at e s  S G D  a n d   E M.   Al s o,   diff e r e nt f r o m
B O   w hi c h   d o e s  n ot e x pl oit t h e i nf or m ati o n of   m o d el   p ar a m e-
t er s   dir e ctl y,  o ur   m et h o d  i nt e r a ct s   wit h   m o d el   p ar a m et e r s
d uri n g t h e   w h ol e t r ai ni n g  p r o c e s s.

8 C O N C L U SI O N S

I n t hi s   p a p e r,   w e   p r o p o s e a n a d a pti v e r e g ul ari z ati o n   m et h o d
b a s e d  o n   G M t o i m p o s e a p p r o p ri at e r e g ul ari z ati o n  o n   diff e r-
e nt  ki n d s  of  f e at ur e s.   Diri c hl et  a n d   G a m m a   p ri o r   di stri b u-
ti o n s  a r e  i nt r o d u c e d  f or  t h e   G M   p a r a m et e r s  t o  c o ntr ol  t h e
l e a r ni n g  of   mi xi n g  c o ef fi ci e nt s  a n d  t h e  s h a p e s  of   diff e r e nt
G a u s si a n  c o m p o n e nt s.   W e   d e si g n  a  li g ht w ei g ht   E M  al g o-
rit h m  t o   u p d at e   G M   p a r a m et e r s  a n d t h e   m o d el   p ar a m et e r s
a r e  l e a r n e d   u n d er  t h e  S G D  f r a m e w o r k.  I n  o r d e r  t o  r e d u c e
c o m p ut ati o n al  c o st s,   w e   d e si g n  l a z y   u p d at e  a n d  s p a r s e
u p d at e  al g orit h m s t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al ti m e  b y f o u r
ti m e s  a n d t w e nt y ti m e s r e s p e cti v el y.   E x p e ri m e nt s s h o w t h at
o ur   G M r e g ul ari z ati o n   m et h o d  yi el d s  b ett er   p e rf or m a n c e i n
t er m s of a c c ur a c y t h a n e xi sti n g   m et h o d s.
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Z h a oji n g   L u o r e c ei v e d t h e   B E n g d e gr e e fr o m t h e
S c h o ol  of   C o m p ut er   S ci e n c e  a n d   T e c h n ol o g y,
H u a z h o n g   U ni v er sit y  of   S ci e n c e  a n d   T e c h n ol o g y,
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P h D  d e gr e e i n t h e   S c h o ol  of   C o m p uti n g,   N ati o n al
U ni v er sit y  of   Si n g a p or e.   Hi s  r e s e ar c h  i nt er e st s
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S c h o ol  of   C o m p uti n g,   N ati o n al   U ni v er sit y  of   Si n-
g a p or e.   Hi s  r e s e ar c h i nt er e st s i n cl u d e t h e  ar e a s
of  d e e p l e ar ni n g  a n d   m a c hi n e l e ar ni n g.
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G a n g   C h e n r e c ei v e d t h e   B S c,   M S c,  a n d t h e   P h D
d e gr e e s  i n  c o m p ut er  s ci e n c e  a n d  e n gi n e eri n g
fr o m   Z h eji a n g   U ni v er sit y,  i n  1 9 9 3,  1 9 9 5,  a n d
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b a s e s, i nf or m ati o n r etri e v al, i nf or m ati o n  s e c urit y,
a n d  c o m p ut er- s u p p ort e d  c o o p er ati v e   w or k.   H e i s
al s o t h e  e x e c uti v e  dir e ct or of t h e   Z h eji a n g   U ni v er-
sit y   N et e a s e  J oi nt  L a b  o n  I nt er n et   T e c h n ol o g y.
H e i s  a   m e m b er  of t h e I E E E.
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S ci e n c e,   P e ki n g   U ni v er sit y,   C hi n a,  a n d  t h e   P h D
d e gr e e  i n  c o m p ut er  s ci e n c e  fr o m  t h e   N ati o n al
U ni v er sit y  of   Si n g a p or e,  i n  2 0 1 2  a n d  2 0 1 6,
r e s p e cti v el y.   H e i s  c urr e ntl y  a  r e s e ar c h f ell o w  of
t h e   S c h o ol  of   C o m p uti n g,   N ati o n al   U ni v er sit y  of
Si n g a p or e.   Hi s  r e s e ar c h  i nt er e st s  i n cl u d e  t h e
ar e a s  of  d at a b a s e,  d e e p  l e ar ni n g,  a n d   m a c hi n e
l e ar ni n g.

W a n g- C hi e n   L e e r e c ei v e d  t h e   P h D  d e gr e e  i n
c o m p ut er  a n d i nf or m ati o n  s ci e n c e fr o m t h e   O hi o
St at e   U ni v er sit y.   C urr e ntl y,  h e  i s  a n  a s s o ci at e
pr of e s s or   wit h t h e   D e p art m e nt  of   C o m p ut er   S ci-
e n c e  a n d   E n gi n e eri n g,  t h e   P e n n s yl v a ni a   St at e
U ni v er sit y, l e a di n g t h e I nt elli g e nt   P er v a si v e   D at a
A c c e s s  (i P D A)  r e s e ar c h  gr o u p  t o  p ur s u e  cr o s s-
ar e a  r e s e ar c h  i n  d at a   m a n a g e m e nt,  p er v a si v e/
m o bil e  c o m p uti n g,  a n d  n et w or ki n g.   H e  h a s  p u b-
li s h e d   m or e  t h a n  2 8 0  r e s e ar c h  p a p er s  i n  t h e s e
ar e a s.   H e  s er v e s  a s  a n  a s s o ci at e  e dit or  o n  t h e

e dit ori al  b o ar d s  of t h e I E E E   Tr a n s a cti o n s  o n   S er vi c e   C o m p uti n g (T S C )
a n d  t h e A C M   Tr a n s a cti o n s  o n  I nt elli g e nt   S y st e m s  a n d   T e c h n ol o g y
(TI S T ).   H e i s  a   m e m b er  of t h e I E E E.

K e e   Y u a n   N gi a m r e c ei v e d  t h e   M B B S  d e gr e e
fr o m   U ni v er sit y   C oll e g e  L o n d o n,   U nit e d   Ki n g d o m,
i n  2 0 0 3,  a n d t h e   m a st er’ s  d e gr e e i n  s ur g er y fr o m
t h e   N ati o n al   U ni v er sit y  of   Si n g a p or e, i n  2 0 0 7  a n d
w a s  i n d u ct e d  a s  f ell o w  of  t h e   R o y al   C oll e g e  of
P h y si ci a n s  a n d   S ur g e o n s  of   E di n b ur g h, i n  2 0 1 2.
H e  i s  c urr e ntl y  a n  a s si st a nt  pr of e s s or   wit h  t h e
N ati o n al   U ni v er sit y  of   Si n g a p or e,   S c h o ol  of   M e di-
ci n e  a n d  c o n c urr e ntl y t h e  gr o u p  c hi ef t e c h n ol o g y
of fi c er  of t h e   N ati o n al   U ni v er sit y   H e alt h   S y st e m,
Si n g a p or e.   Hi s r e s e ar c h i nt er e st s i n cl u d e  cli ni c al

a p pli c ati o n s  of  arti fi ci al i nt elli g e n c e,  bi g  d at a  a n al yti c s,  a n d s ur gi c al t e c h-
n ol o g y r e s e ar c h,  e s p e ci all y i n   T h yr oi d  a n d  e n d o cri n e  s ur g er y.   H e i s  a n
a s s o ci at e  e dit or  of t h e A C M   Tr a n s a cti o n s i n   D at a s ci e n c e .

M ei h ui   Z h a n g r e c ei v e d t h e   B E n g  d e gr e e i n c o m-
p ut er  s ci e n c e  fr o m  t h e   H ar bi n  I n stit ut e  of   T e c h-
n ol o g y,   C hi n a,  a n d t h e   P h D  d e gr e e i n  c o m p ut er
s ci e n c e  fr o m  t h e   N ati o n al   U ni v er sit y  of   Si n g a-
p or e, i n  2 0 0 8  a n d  2 0 1 3, r e s p e cti v el y.   S h e i s  c ur-
r e ntl y  a  pr of e s s or   wit h  t h e   B eiji n g  I n stit ut e  of
T e c h n ol o g y,  a n d   w a s  a n  a s si st a nt  pr of e s s or   wit h
t h e   Si n g a p or e   U ni v er sit y  of   T e c h n ol o g y  a n d
D e si g n ( S U T D) fr o m  2 0 1 4 t o  2 0 1 7.   H er r e s e ar c h
i nt er e st  i n cl u d e s  cr o w d s o ur ci n g- p o w er e d  d at a
a n al yti c s,   m a s si v e  d at a i nt e gr ati o n,  s p ati ot e m p o-
r al  d at a b a s e s,  bl o c k c h ai n,  a n d   AI.   S h e i s  a   m e m-
b er  of t h e I E E E.

" F or   m or e  i nf or m ati o n   o n  t hi s   or  a n y   ot h er  c o m p uti n g  t o pi c,
pl e a s e  vi sit   o ur   Di git al   Li br ar y  at w w w. c o m p ut er. or g/ c s dl.
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