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S u rf a c e  w a v e  p att e r n f o r m ati o n i n a
c yli n d ri c al c o nt ai n e r
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1 D e p art m e nt of  M e c h a ni c al  E n gi n e eri n g,  Cl e ms o n  U ni v ersit y,  Cl e ms o n, S C 2 9 6 3 4,  U S A

( R e c ei v e d 1 6 J ul y 2 0 2 0; r e vis e d 8 J a n u ar y 2 0 2 1; a c c e pt e d 2 5 J a n u ar y 2 0 2 1)

S urf a c e  w a v es ar e e x cit e d b y  m e c h a ni c al vi br ati o n of a c yli n dri c al c o nt ai n er h a vi n g a n
air/ w at er i nt erf a c e pi n n e d at t h e ri m, a n d t h e d y n a mi cs of p att er n f or m ati o n is a n al ys e d
fr o m b ot h a n e x p eri m e nt al a n d t h e or eti c al p ers p e cti v e.  T h e  w a v e c o nf or ms t o t h e g e o m etr y
of t h e c o nt ai n er a n d its s p ati al str u ct ur e is d es cri b e d b y t h e  m o d e n u m b er p air ( n , ) t h at
is i d e nti fi e d b y l o n g e x p os ur e ti m e  w hit e li g ht i m a gi n g.  A l as er li g ht s yst e m is us e d
t o d et e ct t h e s urf a c e  w a v e fr e q u e n c y,  w hi c h e x hi bits eit h er a (i) h ar m o ni c r es p o ns e f or
l o w dri v i n g a m plit u d e e d g e  w a v es or (ii) s u b- h ar m o ni c r es p o ns e f or dri vi n g a m plit u d e
a b o v e t h e F ar a d a y  w a v e t hr es h ol d.  T h e first 5 0 r es o n a nt  m o d es ar e dis c o v er e d.  C o ntr ol
of t h e  m e nis c us g e o m etr y is us e d t o gr e at eff e ct. S p e ci fi c all y,  w h e n fl at, e d g e  w a v es ar e
s u p pr ess e d a n d o nl y F ar a d a y  w a v es ar e o bs er v e d. F or a c o n c a v e  m e nis c us, e d g e  w a v es ar e
o bs er v e d a n d, at hi g h er a m plit u d es, F ar a d a y  w a v es a p p e ar as  w ell , l e a di n g t o c o m pli c at e d
m o d e  mi xi n g.  T h e or eti c al pr e di cti o ns f or t h e n at ur al fr e q u e n c y of s urf a c e os cill ati o ns f or
a n i n vis ci d li q ui d i n a c yli n dri c al c o nt ai n er  wit h a pi n n e d c o n t a ct li n e ar e  m a d e usi n g t h e
R a yl ei g h – Rit z pr o c e d ur e a n d ar e i n e x c ell e nt a gr e e m e nt  wit h e x p eri m e nt al r es ults.

K e y  w o r d s: F ar a d a y  w a v es, p ar a m etri c i nst a bilit y, p att er n f or m ati o n

1. I nt r o d u cti o n

P att er n f or m ati o n o n li q ui d i nt erf a c es is us e d i n i n d ustri al a p pli c ati o ns li k e s pr a y c o oli n g
( Ki m 2 0 0 7 ) a n d bi o m e di c al t e c h n ol o gi es s u c h as dr o p at o mi z ati o n f or dr u g d eli v er y
(J a m es et al. 2 0 0 3 ;  V u k asi n o vi c, S mit h  &  Gl e z er 2 0 0 7 ; Ts ai et al. 2 0 1 4 ), a n d h as r e c e ntl y
b e e n s h o w n t o f a cilit at e t h e ass e m bl y of p arti cl es o n t h e  mi cr os c al e ( C h e n et al. 2 0 1 4 ),
w hi c h i n cl u d es or g a n oi d c ells ( C h e n et al. 2 0 1 5 ) t h at ar e us e d i n tiss u e e n gi n e eri n g
a p pli c ati o ns ( G u v e n et al. 2 0 1 5 ).  Oft e n,  m o d er n bi o pri nti n g t e c h n ol o gi es r e q uir e pr e cis e
s p ati al a n d t e m p or al c o ntr ol of s urf a c e p att er ns i n li q ui ds c o n fi n e d t o s m all c o nt ai n ers,
s u c h t h at c o nt ai n er g e o m etr y d et er mi n es t h e  w a v e s y m m etr y , a n d t h at is o ur f o c us. I n
t his p a p er,  w e c h ar a ct eri z e t h e s urf a c e  w a v e d y n a mi cs of a c yli n dri c al c o nt ai n er  wit h

† E m ail a d dr ess f or c orr es p o n d e n c e: j b ost wi @ cl e ms o n. e d u

©  T h e  A ut h or(s), 2 0 2 1. P u blis h e d b y  C a m bri d g e  U ni v ersit y Pr ess 9 1 5 A 1 9- 1

D
o

w
nl

o
a

d
e

d 
fr

o
m 

ht
t

ps
:/

/
w

w
w.

c
a

m
br

i
d

g
e.

or
g/

c
or

e
. 
Cl

e
ms

o
n 

U
ni

v
er

si
t
y

, 
o

n 
0
9 

M
ar

 
2
0
2
1 

at
 
1
7:

3
0:

3
8
, 

s
u

bj
ec

t 
t

o 
t

h
e 

C
a

m
br

i
d

g
e 

C
or

e 
t
er

ms
 

of
 

us
e,
 
a
v
ai
l
a

bl
e 

at
 h

tt
ps

:/
/

w
w

w.
c
a

m
br

i
d

g
e.

or
g/

c
or

e/
t
er

ms
. 
ht

t
ps

:/
/

d
oi
.

or
g/

1
0.

1
0
1
7/

jf
m.

2
0
2
1.

9
7

mailto:jbostwi@clemson.edu
https://crossmark.crossref.org/dialog?doi=10.1017/jfm.2021.97&domain=pdf
https://www.cambridge.org/core
https://www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1017/jfm.2021.97


X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

t w o  m e nis c us c o n fi g ur ati o ns t h at is m e c h a n ic all y vi br at e d a n d r e p ort t h e first 5 0 p ur e
r es o n a n c e  m o d es, as  w ell as  m or e c o m pli c at e d s p ati al p att er ns t h at i n v ol v e t h e  mi xi n g of
t w o  w a v es  wit h c o m pl et el y diff er e nt d y n a mi cs.

F ar a d a y  w a v es ar e s y n o n y m o us  wit h p att er n f or m ati o n a n d h a v e b e e n  wi d el y st u di e d
f or t h eir a bilit y t o, e. g. r e distri b ut e p arti cl es ( Wri g ht  & S a yl or 2 0 0 3 ; S a yl or  &  Ki n ar d
2 0 0 5 ) a n d s urf a ct a nts ( Stri c kl a n d, S h e ar er  &  D a ni els 2 0 1 5 ) o n t hi n li q ui d fil ms, r e arr a n g e
l a y ers of gr a n ul ar  m e di a ( M el o,  U m b a n h o w ar  & S wi n n e y 1 9 9 4 ), a n d i n d u c e t ur b ul e nt
mi xi n g of t w o  mis ci bl e fl ui ds ( Bri ar d,  G osti a u x  &  Gr é a 2 0 2 0 ).  T his c a n o ni c al pr o bl e m
i n fl ui d  m e c h a ni cs  w as first st u di e d b y F ar a d a y (1 8 3 1 ),  w h o s h o w e d t h e i nt erf a c e of a
v er tic all y vi br at e d li q ui d b at h  will l os e st a bilit y t o st a n di n g s urf a c e  w a v es,  w hi c h os cill at e
at h alf t h e dri vi n g fr e q u e n c y.  T his is t er m e d a s u b- h ar m o ni c r es p o ns e a n d is c h ar a ct eristi c
of p ar a m etri c os cill ati o ns.  B e nj a mi n  &  Urs ell ( 1 9 5 4 ) us e d a li n e ar st a bilit y a n al ysis
t o s h o w t h at F ar a d a y  w a v es o b e y a  M at hi e u e q u ati o n f or t h e d y n a mi cs,  wit h st a n di n g
w a v es a p p e ari n g i nsi d e t h e ‘t o n g u es of i nst a bilit y’ i n t h e dri vi n g fr e q u e n c y – a m plit u d e
s p a c e.  H er e , t h e  w a v e fr e q u e n c y c a n b e s u b- h ar m o ni c ( h alf t h e dri vi n g fr e q u e n c y),
h ar m o ni c ( e q u al t o t h e dri vi n g fr e q u e n c y), or s u p er- h ar m o ni c (i nt e g er  m ulti pl es of t h e
dri vi n g fr e q u e n c y).  M ost st u di es of F ar a d a y  w a v es r e p ort a s u b- h ar m o ni c r es p o ns e as
t his i nst a bilit y t o n g u e t y pi c all y h as t h e l o w est o ns et a c c el er ati o n, b ut t h er e ar e e x c e pti o ns
s u c h as t h e c as e of t hi n vis c o us fl ui d l a y ers  w h er e t h e h ar m o ni c i nst a bilit y t o n g u e h as
l o w er o ns et a c c el er ati o n t h a n t h e s u b- h ar m o ni c o n e ( K u m ar 1 9 9 6 ;  M üll er et al. 1 9 9 7 ).
C o m pl e x q u asi- p att er ns c a n b e o bs er v e d  w h e n t h er e ar e  m ulti pl e dri vi n g fr e q u e n ci es
pr es e nt ( E d w ar ds  & F a u v e 1 9 9 4 ;  B ats o n,  Z o u es hti a g h  &  N ar a y a n a n 2 0 1 5 ). F or r efer e n c es
t o t h e v ast lit er at ur e, s e e t h e r e vi e w arti cl es b y  Mil es  &  H e n d ers o n (1 9 9 0 ) a n d P erli n  &
S c h ult z ( 2 0 0 0 ).

T h e pr es e n c e of a m e nis c us at t h e c o n t a ct li n e b et w e e n t h e i nt erf a c e a n d vi br ati n g
c o nt ai n er i n d u c es  m oti o ns t h at ar e h ar m o ni c  wit h r es p e ct t o t h e dri vi n g fr e q u e n c y a n d
ar e r ef err e d t o as e d g e  w a v es.  T h es e t y pi c all y a p p e ar f or dri vi n g a m plit u d es  m u c h l o w er
t h a n t h e F ar a d a y  w a v e t hr es h ol d a n d r es e ar c h ers oft e n tr y t o s u p pr ess s u c h  w a v es b y
usi n g l ar g e as p e ct r ati o (r el ati v e t o t h e  w a v el e n gt h) c o nt ai n ers ( C hristi a ns e n,  Alstr ø m  &
L e vi ns e n 1 9 9 5 ), usi n g hi g h c o n c e ntr ati o ns of s ol u bl e s urf a ct a nts t o e n a bl e a n u n pi n n e d,
sli di n g,  m e nis c us ( H e n d ers o n  &  Mil es 1 9 9 0 , 1 9 9 1 ), or b y usi n g a hi g hl y vis c o us fl ui d
s u c h t h at t h e e d g e  w a v es ar e q ui c kl y d a m p e d ( B e c h h o ef er et al. 1 9 9 5 ). I n g e n er al, f or hi g h
dri vi n g fr e q u e n ci es , t h e s p ati al  w a v e n u m b er is c o nti n u o us a n d t h e e d g e c o n diti o ns a n d/ or
c o nt ai n er g e o m etr y d o n ot aff e ct F ar a d a y  w a v es, as s h o w n b y  E d w ar ds  & F a u v e ( 1 9 9 4 )
f or s o m e irr e g ul ar c o nt ai n er g e o m etri es.  N ot a bl y,  G h a diri  &  Kr e c h et ni k o v (2 0 1 9 ) h a v e
st u di e d F ar a d a y  w a v es i n ti m e- d e p e n d e nt d o m ai ns, r e v e ali n g a n u m b er of n e w d y n a mi cs,
i n cl u di n g a s e c o n d ar y  E c k h a us i nst a bilit y of t h e pri m ar y  w a v e p att er n.

F or s m all c o nt ai n ers, s urf a c e  w a v es c o nf or m t o t h e c o nt ai n er g e o m etr y , as s h o w n b y
D o u a d y  & F a u v e ( 1 9 8 8 ) a n d  D o u a d y (1 9 9 0 ). I n t his c as e, t h e all o w a bl e s urf a c e  m o d es
h a v e l ar g e  w a v el e n gt h, e x hi bit a dis cr et e  m o d e n u m b er p air d et er mi n e d b y t h e c o nt ai n er
g e o m etr y, a n d h a v e a fi nit e b a n d wi dt h o v er  w hi c h t h at p arti c ul ar  m o d e c a n b e e x cit e d,
as s h o w n b y  H e n d ers o n  &  Mil es ( 1 9 9 0 ) i n a c yli n dri c al c o nt ai n er.  N ot a bl y, t h e n at ur al
fr e q u e n ci es a n d d e c a y r at es f or s urf a c e  w a v es i n a bri mf ul c yli n dri c al c o nt ai n er h a v e
b e e n e x p eri m e nt all y  m e as ur e d b y  H e n d ers o n  &  Mil es ( 1 9 9 4 ).  Cili b ert o  &  G oll u b (1 9 8 4 ,
1 9 8 5 ) h a v e s h o w n t h at, i n fi nit e-si z e c yli n dri c al c o nt ai n ers, t w o  m o d es t h at s h ar e n e arl y
t h e s a m e fr e q u e n c y  m a y i nt er a ct a n d gi v e ris e t o c h a oti c d y n a mi cs ( Gl u c k m a n et al.
1 9 9 3 ).  C o nt a ct-li n e c o n diti o ns b e c o m e p arti c ul arl y i m p ort a nt f or l o w  m o d e n u m b er s h a p es
b e c a us e dissi p ati o n fr o m c o nt a ct-li n e  m oti o n ( D a vis 1 9 8 0 ;  H o c ki n g 1 9 8 7 ;  B ost wi c k
& St e e n 2 0 1 5 ) c a n b e c o m p ar a bl e t o b ul k vis c o us dissi p ati o n a n d t his c a n aff e ct t h e
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

t hr es h ol d a c c el er ati o n.  T o eli mi n at e c o nt a ct-li n e dissi p ati o n, o n e c a n eit h er cr e at e a pi n n e d
c o n t a ct li n e or a fr e e-sli di n g c o n t a ct li n e b y eit h er usi n g s urf a ct a nts ( H e n d ers o n  &
Mil es 1 9 9 0 ) or t w o or m or e c ar e f ull y c h o s e n i m mis ci bl e li q ui ds ( B ats o n,  Z o u es hti a g h  &
N ar a y a n a n 2 0 1 3 ;  War d,  Z o u es hti a g h  &  N ar a y a n a n 2 0 1 9 ).  T h e a d v a nt a g e of t h e fr e e-sli di n g
c o nt a ct-li n e c o n diti o n is t h at it c a n b e c o m p ar e d t o t h e t h e or y of  K u m ar  &  T u c k er m a n
(1 9 9 4 ). I n o ur e x p eri m e nts,  w e us e a pi n n e d c o nt a ct-li n e c o n diti o n a n d c ar ef ull y c o ntr ol
t h e  m e nis c us g e o m etr y t o eit h er (i) s u p pr ess e d g e  w a v es t o st u d y t h e o ns et of p ur e F ar a d a y
w a v es or (ii) p ur p os ef ull y e x cit e e d g e  w a v es t o o bs er v e c o m pl e x  m o d e  mi xi n g p h e n o m e n a.

T h e or eti c al m o d elli n g a n d a n al ysis of s urf a c e  w a v es i n c o nt ai n ers  wit h pi n n e d c o n t a ct
li n es ( as cr e at e d i n e x p eri m e nt b y filli n g a t a n k u ntil t h e  m e nis c us is pi n n e d at t h e t a n k ri m)
ar e n ot as str ai g htf or w ar d t o a n al ys e as t h e fr e e-sli di n g c o nt a ct-li n e c as e.  T his is b e c a us e
t h e pi n n e d c o nt a ct-li n e c o n diti o n is i n c o m p ati bl e  wit h t h e n o- p e n etr ati o n c o n diti o n at t h e
c o nt ai n er si d e w all,  w hi c h  m a k es it i m p ossi bl e t o f a ct or a s p ati al n or m al  m o d e t hr o u g h
t h e g o v er ni n g e q u ati o ns t o d eli v er a p ur el y ti m e- d e p e n d e nt e v ol uti o n e q u ati o n fr o m  w hi c h
t h e dis p ersi o n r el ati o ns hi p c a n b e o bt ai n e d.  T his  m a k es t h e pr o bl e m o v er c o nstr ai n e d.
I n c o ntr ast, t h e fr e e c o n t a ct li n e is t h e n at ur al b o u n d ar y c o n diti o n, i. e. c o m p ati bl e  wit h
t h e n o- p e n etr ati o n c o n diti o n,  m a ki n g t h e a n al ysis  m or e str ai g htf or w ar d, as s h o w n i n
t h e d eri v ati o n of t h e  M at hi e u e q u ati o n b y  B e nj a mi n  &  Urs ell (1 9 5 4 ).  N e w a n al yti c al
t e c h ni q u es h a v e b e e n d e v el o p e d t o a d dr ess t h e pi n n e d c o n t a ct li n e i n cl u di n g usi n g a
v ari ati o n al a p pr o a c h  wit h  L a gr a n g e  m ulti pli er ( B e nj a mi n  & S c ott 1 9 7 9 ;  Gr a h a m- E a gl e
1 9 8 3 ), i ntr o d u ci n g a si n g ul ar pr ess ur e (c o n t a ct f or c e) at t h e c o n t a ct li n e ( Pr os p er etti
2 0 1 2 ), or usi n g a  R a yl ei g h – Rit z v ari ati o n al pr o c e d ur e o v er a c o nstr ai n e d f u n cti o n s p a c e
( B ost wi c k  & St e e n 2 0 0 9 ).  Wit h r e g ar d t o c yli n dri c al c o nt ai n ers  wit h pi n n e d c o n t a ct li n es,
vis c o us dissi p ati o n h as b e e n t h e or eti c all y c o nsi d er e d b y  H e n d ers o n  &  Mil es ( 1 9 9 4 ) f or
t h e first -or d er a p pr o xi m ati o n  wit hi n t h e St o k es b o u n d ar y l a y er a n d  w as l at er e xt e n d e d
t o hi g h er -or d er a p pr o xi m ati o ns b y  M art el,  Ni c ol as  &  Ve g a ( 1 9 9 8 ).  Mil es  &  H e n d ers o n
(1 9 9 8 ) f urt h er c o nsi d er t h e a d d e d eff e ct of vis c o us dissi p ati o n  wit hi n t h e b ul k li q ui d
a n d h o w t his aff e cts t h e d e c a y r at e.  T h e t h e or eti c al d e v el o p m e nt  w e pr es e nt h er e us es
t h e  R a yl ei g h – Rit z a p pr o a c h  w hi c h s h o ws e x c ell e nt a gr e e m e nt b et w e e n t h e pr e di ct e d
r es o n a n c e fr e q u e n ci es a n d e x p eri m e nt al o bs er v ati o ns of o ur  m o d e c at al o g u e.

We b e gi n t his p a p er b y d es cri bi n g t h e e x p eri m e nt al s et-u p a n d t e c h ni q u es t o d et er mi n e
t h e s p ati al  w a v e str u ct ur e a n d ass o ci at e d d y n a mi cs i n § 2 .  E x p eri m e nt al r es ults ar e
r e p ort e d i n § 3 w h er e  w e pr es e nt t h e o bs er v ati o n of t h e first 5 0 r es o n a nt  m o d es, c o ntr ast
t h e d y n a mi c r es p o ns e of h ar m o ni c e d g e  w a v es fr o m s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v es, a n d
r e v e al c o m pl e x  m o d e  mi xi n g p h e n o m e n a of e d g es  w a v es  wit h F ar a d a y  w a v es at a fi x e d
dri vi n g fr e q u e n c y. I n § 4 ,  w e d e v el o p a t h e or eti c al  m o d el t o pr e di ct t h e fr e q u e n c y a n d
s urf a c e  m o d e s h a p es of a n i n vis ci d fl ui d i n a c yli n dri c al c o nt ai n er  wit h pi n n e d c o n t a ct li n e.
C o m p aris o ns b et w e e n t h e or eti c al pr e di cti o ns a n d e x p eri m e nt al o bs er v ati o ns ar e  m a d e a n d
s h o w e x c ell e nt a gr e e m e nt.  L astl y,  w e off er s o m e c o n cl u di n g r e m ar k s i n § 5 .

2.  E x p e ri m e nt

S urf a c e  w a v es ar e e x cit e d i n t h e e x p eri m e nt al s et-u p s h o w n i n fi g ur e 1 (a ).  A cir c ul ar
Pl e x igl ass t a n k of r a di us R = 3 5  m m a n d h ei g ht H = 2 2  m m is  m o u nt e d o n a  L a b w or k s
E T- 1 3 9 el e ctr o m e c h a ni c al s h a k er  w hi c h pr o vi d es v erti c al vi br ati o n of t h e t a n k.  T h e
s h a k er is dri v e n b y a n  A gil e nt 3 3 2 2 0 A f u n cti o n g e n er at or a n d  L a b w or k s P A- 1 4 1
a m pli fi er c o m bi n ati o n o v er a r a n g e of dri vi n g fr e q u e n ci es fd = 7 – 4 7  H z.  T h e t a n k
a c c el er ati o n a w as  m e as ur e d usi n g a P C B 3 5 2 C 3 3 a c c el er o m et er a n d a P C B 4 8 2 C 0 5 si g n al
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X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

~ ~~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~~ ~~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~F u n cti o n
g e n er at or 

A m plifi er
El e ctr o m a g n eti c

s h a k er 

Wat er A c c el er o m et er

Si g n al
c o n diti o n er 

Vi br ati o n

O pti c al b e n c h

P S D

L as er h e a d O s cill os c o p e

Fl as h li g ht

L e ns

Wat er

C a
m er a

(a ) (b )

Fi g ur e 1. S c h e m ati c di a gr a ms of ( a ) o v er all e x p eri m e nt al s et -u p a n d ( b ) i m a gi n g s yst e m.

V
H

R

α

Fi g ur e 2. S c h e m ati c of  m e nis c us g e o m etr y ill ustr ati n g t h e c o n t a ct a n gl e α f or m e d b y a v ol u m e of  w at er V
t h at cr e at es a pi n n e d c o n t a ct li n e at t h e ri m of t h e c yli n dri c al c o nt ai n er.

c o n diti o n er c o m bi n ati o n.  H er ei n ,  w e d e fi n e t h e a c c el er ati o n a m plit u d e as A ,  w hi c h is t h e
a v er a g e mi n – m a x of a .

T h e t a n k is fill e d t o t h e bri m  wit h a v ol u m e V of d ei o ni z e d  w at er s u c h t h at t h e c o n t a ct
li n e is pi n n e d a n d t h er e ar e n o d y n a mi c c o nt a ct-li n e eff e cts.  T his cr e at es a  m e nis c us
wit h c o n t a ct a n gl e α t h at c a n b e c o ntr oll e d b y s u bs e q u e ntl y a d di n g or r e m o vi n g fl ui d
fr o m t h e c o nt ai n er s o t h at α < 9 0 ◦ ( u n d er filli n g) or α > 9 0 ◦ ( o v er filli n g).  T h e c o nt a ct
a n gl e is ill ustr at e d i n fi g ur e 2 a n d  will b e f urt h er dis c uss e d s h ortl y.  T h e s c al e d v ol u m e

V̂ ≡ V / π R 2 H c o ul d als o b e us e d t o d et er mi n e t h e d e gr e e of u n d er- filli n g V̂ < 1 or

o v er- filli n g V̂ > 1.  T h e r el e v a nt  m at eri al pr o p erti es f or d o u bl y d ei o ni z e d  w at er us e d i n
t h es e e x p eri m e nts ar e t h e d e nsit y ρ = 9 9 7 k g  m − 3 , d y n a mi c vis c osit y μ = 1 0 − 3 P a s
a n d s urf a c e t e nsi o n σ = 7 2  m N  m − 1 . F or c a pill ar y  m oti o ns, t h er e ar e t w o r el e v a nt ti m e

s c al es; t h e vis c o us ti m e s c al e tv = μ R / σ a n d i n erti al ti m e s c al e tc = ρ R 3 / σ , wit h
t h e r el ati v e b al a n c e gi v e n b y t h e  O h n es or g e n u m b er O h ≡ μ /

√
ρ R σ = 6 × 1 0 − 4 ,  w hi c h

f or o ur e x p eri m e nt dis pl a ys i n vis ci d  m oti o ns.  T h e  B o n d n u m b er is B o ≡ ρ g R 2 / σ = 1 6 7
w h er e g is t h e gr a vit ati o n al a c c el er ati o n.

A l as er li g ht s yst e m is us e d t o  m e as ur e t h e s urf a c e  w a v e fr e q u e n c y a n d d et e ct t h e o ns et
a c c el er ati o n of F ar a d a y  w a v es, as s h o w n i n fi g ur e 1 (a ).  A h eli u m – n e o n l as er b e a m ( 6 3 2. 8
n m  w a v el e n gt h) is i n ci d e nt o n t h e fr e e s urf a c e a n d r e fl e ct e d t o a p ositi o n s e nsiti v e d et e ct or,
w hi c h gi v es a n a n al o g v olt a g e o ut p ut pr o p orti o n al t o t h e p ositi o n of t h e c e ntr oi d of t h e
li g ht stri ki n g t h e s e ns or.  T h e o ut p ut si g n al is tr a ns mitt e d t o a n os cill os c o p e a n d pr o c ess e d
t hr o u g h a f ast F o uri er tr a nsf or m ( F F T) o p er ati o n,  w hi c h gi v es t h e s urf a c e  w a v e fr e q u e n c y.
F or F ar a d a y  w a v es, t h e o bs er v e d fr e q u e n c y fo is h alf t h e dri vi n g fr e q u e n c y fo = 0 .5 fd .
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

( 3, 7) ( 5, 2) ( 4, 4)(a ) (b ) (c )

Fi g ur e 3.  T y pi c al e x p er im e n t all y o bs er v e d F ar a d a y  w a v e  m o d es  wit h  m o d e n u m b er p air ( n , ).

I n o ur e x p eri m e nt, f or s m all f or ci n g a m plit u d e t h e  m e as ur e d  w a v e fr e q u e n c y is i d e nti c al
t o t h e dri vi n g fr e q u e n c y fo = fd w h e n e v er α /= 9 0 ◦ ,  w hi c h is i n di c ati v e of e d g e  w a v es
e x cit e d fr o m t h e si d e w all of t h e c o nt ai n er.  T his is a g e o m etri c eff e ct a n d n ot r el at e d t o
d y n a mi c c o nt a ct-li n e  m oti o n. F or fi x e d dri vi n g fr e q u e n c y fd , t h e F ar a d a y  w a v e t hr es h ol d
is a p pr o a c h e d b y i n cr e asi n g t h e t a n k a c c el er ati o n u ntil  w e o bs er v e t h e r a pi d gr o wt h of
a fr e q u e n c y p e a k  wit h fo = 0 .5 fd o n t h e F F T.  T h e c orr es p o n di n g a c c el er ati o n A u i s t h e
u p p er li mit of t h e t hr es h ol d a c c el er ati o n f or t h at dri vi n g fr e q u e n c y.  T h e a m plit u d e is t h e n
d e cr e as e d u ntil t h at fr e q u e n c y p e a k dis a p p e ars o n t h e F F T a n d  w e d e fi n e t his as t h e l o w er
li mit of t h e t hr es h ol d a c c el er ati o n A l.  T h e t hr es h ol d a c c el er ati o n li es b et w e e n A u a n d A l.
S e v er al it er ati o ns ar e s u c c essi v el y p erf or m e d u ntil t h e diff er e n c e b et w e e n A u a n d A l i s
s m all er t h a n 0 .2 m s − 2 .  We t h e n r e p ort t h e e x p eri m e nt al t hr es h ol d a c c el er ati o n as t h e
a v er a g e v al u e A = (A u + A l) /2.

T h e s urf a c e  w a v e str u ct ur e is c h ar a ct eri z e d b y t h e o pti c al s yst e m s h o w n i n fi g ur e 1 (b ).
C olli m at e d li g ht is pr o d u c e d b y a l e ns l o c at e d o n e f o c al l e n gt h f = 3 0 0  m m fr o m a  w hit e
li g ht s o ur c e.  T o i m pr o v e t h e d e gr e e of c olli m ati o n a pl at e  wit h a 2  m m di a m et er h ol e
w as pl a c e d i n fr o nt of t h e li g ht s o ur c e.  T h e c olli m at e d b e a m is dir e ct e d at t h e  w a v e
s urf a c e a n d t h e r e fl e ct e d li g ht c a pt ur e d b y a di git al c a m er a ( C a n o n  E O S  R e b el  T 3i)
wit h a  C a n o n  E F- S 1 8 – 5 5  m m l e ns.  A l o n g e x p os ur e ti m e 0. 6 s is s et f or  m ost of t h e
i m a g es pr es e nt e d h er ei n i n or d er t o bl ur o ut t h e tr a vel li n g e d g e  w a v es ori gi n ati n g fr o m t h e
c o nt ai n er si d e w all a n d hi g hli g ht t h e st a n di n g  w a v e p att er n.  T h e e x c e pti o n b ei n g t h e l o w est
fr e q u e n ci es e x pl or e d  w h er e t h e e x p os ure ti m e  w as s et t o 0. 8 s t o e ns ur e t h at tr a vel li n g
w a v es  w er e tr ul y bl urr e d o ut. I n t his  w a y, t h e d o mi n a nt  w a v e p att er n i n t h e i m a g er y is
eit h er e d g e  w a v es u n d er r es o n a nt c o n diti o ns, or F ar a d a y  w a v es, or b ot h.  E d g e  w a v es a w a y
fr o m r es o n a n c e c o n diti o n  will b e c o m e bl urr e d a n d h a v e  m or e u nif or m li g ht i nt e nsit y.  T h e
o pti c al a xis of t h e c a m er a is ori e nt e d n or m al t o t h e r e fl e ct e d li g ht s u c h t h at l o c ati o ns
w h er e t h e  w a v e sl o p e is z er o (i. e. t h e p e a k or tr o u g h) ar e bri g ht,  w h er e as t h e r e gi o ns
w h er e t h e  w a v e sl o p e is n o n- z er o (i. e. t h e n o d es) a p p e ar d ar k.  L ar g er sl o p es l e a d t o d ar k er
r e gi o ns.  T y pi c al  w a v e p att er ns ar e s h o w n i n fi g ur e 3 .  T o i d e ntif y t h e  m o d al str u ct ur e,
w e c o m p ut e t h e t w o-di m e n si o n al ( 2-D) cr oss -c or r el ati o n b et w e e n t h e e x p eri m e nt al  w a v e
p att er n a n d t h e  B ess el f u n cti o n J (k n r ) c os ( θ ) , d e fi n e d i n c yli n dri c al c o or di n at es (r , θ ),
w h er e is t h e a zi m ut h al  m o d e n u m b er a n d k n i s c o m p ut e d fr o m t h e r o ots of J (k n R ) = 0
(n is t h e n u m eri c al or d er of t h os e r o ots).  T his g e n er at es a t a bl e of 2 -D cr oss -c or r el ati o ns
i n t h e (n , )  m o d e n u m b er s p a c e.  B e c a us e of t h e e xist e n c e of p h as e diff er e n c e i n t h e
a zi m ut h al dir e cti o n b et w e e n t h e e x p eri m e nt al a n d t ar g et i m a g es,  w e r ot at e t h e t ar g et i m a g e
3 6 0 ◦ a b o ut its c e n tr e a n d i d e ntif y t h e  m a xi m u m v al u e of t h e 2 -D cr oss -c or r el ati o n.  We
r e p e at t his pr o c e d ur e f or all t ar g et  m o d es i n t h e t a bl e a n d i d e ntif y t h e  m a xi m u m v al u e of
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0. 5

0
1 0 1 2 1 4 1 6

fd  ( H z)

A 
(

m 
s–

2
)

1 8 2 0

( 1, 2)

( 1, 0)

( 1, 3)

( 2, 1)

( 1, 4)

( 2, 2)

( 2, 0)

( 1, 5)

( 2, 3)

( 1, 6)

1. 0

1. 5

2. 0

2. 5

Fi g ur e 4.  A c c el er ati o n A a g ai nst dri vi n g fr e q u e n c y fd s h o wi n g t h e F ar a d a y  w a v e t o n g u es f or v ari o us  m o d es
(n , ).

t h e 2 -D cr oss -c or r el ati o n,  w hi c h  w e ass o ci at e  wit h t h e  m o d al str u ct ur e of t h e e x p eri m e nt al
i m a g e.  T his pr o c e d ur e h as b e e n d o n e f or t h e i m a g es s h o w n i n fi g ur e 3 , yi el di n g  m o d e
n u m b er p airs (3 , 7 ), (5 , 2 ), (4 , 4 ), r es p e cti v el y.  We n ot e t h at t h e 2 -D cr oss -c or r el ati o ns c a n
b e i m pr o v e d b y usi n g t h e pr e di ct e d s urf a c e s h a p es t h at  w e pr es e nt l at er i n o ur t h e or eti c al
d e v el o p m e nt.  H o w e v er, t his d o es n ot c h a n g e t h e  m o d al i d e nti fi c ati o n of o ur e x p eri m e nt al
r es ults.  L astl y,  w e  m e nti o n t h at t his t e c h ni q u e br e a k s d o w n  w h e n t h e s urf a c e  w a v e is
a s u p er p ositi o n of h ar m o ni c e d g e  w a v es a n d s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v es, as  will b e
dis c uss e d i n § 4 .

3.  E x p e ri m e nt al r e s ult s

We r e p ort a n u m b er of e x p eri m e nt al o bs er v ati o ns a n d t h es e g e n er all y d e p e n d u p o n
t h e  m a g nit u d e of t h e dri vi n g a m plit u d e.  Hi g h- a m plit u d e f or ci n g a b o v e t h e F ar a d a y
w a v e t hr es h ol d pr o d u c es s u b- h ar m o ni c  w a v es,  w hil e l o w- a m plit u d e f or ci n g b el o w
t hr es h ol d l e a ds t o h ar m o ni c e d g e  w a v es u n d er t h e pr o p er e x p eri m e nt al pr ot o c ol. I n s o m e
cir c u mst a n c es it is p ossi bl e t o si m ult a n e o usl y e x cit e b ot h a s u b- h ar m o ni c  w a v e a n d
h ar m o ni c  w a v e  wit h diff er e nt  m o d al str u ct ur es f or t h e s a m e dri vi n g fr e q u e n c y.  We c all
t h es e  mi x e d  m o d es.  We n ot e i n p assi n g t h at it is p ossi bl e t o g e n er at e F ar a d a y  w a v es t h at
ar e h ar m o ni c, h o w e v er , t h e c o n diti o ns u n d er  w hi c h t h es e o c c ur ar e n ot e x pl or e d i n t his
w or k.

3. 1. F ar a d a y  w a v es

T o s u p pr ess h ar m o ni c e d g e  w a v es i n t h es e e x p eri m e nts,  w e fill t h e c o nt ai n er s u c h t h at
t h e c o n t a ct a n gl e α = 9 0 ◦ .  T his s er v es t o eli mi n at e e d g e  w a v es, l e a vi n g t h e i nt erf a c e
p erf e ctl y fl at at a c c el er ati o ns b el o w t h e F ar a d a y  w a v e t hr es h ol d.  A fr e q u e n c y s w e e p is
p erf or m e d usi n g a n i nt er v al of 0. 2  H z a n d t h e t hr es h ol d a c c el er ati o n is d et er mi n e d f or e a c h
fr e q u e n c y, f oll o wi n g t h e pr o c e d ur e d es cri b e d a b o v e, gi vi n g t h e r es ults s h o w n i n fi g ur e 4 .
F or a fi x e d fr e q u e n c y, t h e i nt erf a c e is fl at b el o w t h e t hr es h ol d a c c el er ati o n  w hi c h b e c o m es
t h e os cill ati n g s urf a c e s h a p e d e fi n e d b y (n , ) a b o v e t hr es h ol d.  A gi v e n  m o d e (n , ) c a n b e
e x cit e d o v er a r a n g e of fr e q u e n ci es a n d t h e p arti c ul ar fr e q u e n c y  wit h t h e l o w est t hr es h ol d
a c c el er ati o n is t wi c e t h e r es o n a n c e fr e q u e n c y f or t h at p arti c ul ar  m o d e.  N ot e t h at t h e o ns et
a c c el er ati o n at r es o n a n c e is r el ati v el y c o nst a nt f or all  m o d es.  T y pi c al F ar a d a y  w a v e t o n g u es
ar e s h o w n i n fi g ur e 4 f or t h e (1 , 0 ), (1 , 2 ), (1 , 3 ), (2 , 1 ), (1 , 4 ) m o d es. F or t h e ot h er  m o d es,
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

n = 1 2 3 4 5 6

= 0

1

2

3

4

3 6. 4 – 3 6. 8 H z

5

6

7

8

3 2. 6 – 3 3. 0 H z

9

3 5. 7 – 3 6. 2 H z

1 0

3 8. 8 – 3 9. 8 H z

1 1

4 2. 4 H z

1 2

3 4. 4 – 3 5. 0 H z

1 3

3 7. 2 – 3 7. 4 H z

1 4

3 9. 8 H z

1 5

4 2. 6 – 4 3. 4 H z

4 6. 2 – 4 6. 8 H z1 1. 2 – 1 2. 2 H z 1 7. 2 – 1 7. 6 H z 2 3. 3 – 2 3. 9 H z 3 0. 2 – 3 1. 2 H z 3 7. 8 – 3 8. 0 H z

4 1. 8 – 4 2. 2 H z7. 1 – 7. 7 H z

1 0. 2 – 1 1. 0 H z 1 6. 2 – 1 7. 0 H z 2 2. 5 – 2 3. 1 H z 2 9. 8 – 3 0 H z 3 7. 6 H z

1 3. 8 – 1 4. 8 H z 2 0. 2 – 2 1. 0 H z 2 6. 5 – 2 6. 7 H z 3 3. 6 – 3 4. 2 H z

4 5. 6 – 4 6. 0 H z

4 1. 0 – 4 1. 6 H z1 2. 4 – 1 3. 6 H z 1 8. 6 – 1 9. 6 H z 2 5. 5 – 2 6. 3 H z 3 3. 2 – 3 3. 4 H z

1 5. 0 – 1 6. 0  H z 2 1. 2 – 2 2. 2  H z 2 8. 3 – 2 9. 4 H z

4 0. 0 – 4 0. 8 H z1 7. 8 – 1 8. 4 H z 2 4. 9 – 2 5. 3 H z 3 2. 2 – 3 2. 4 H z

4 3. 6 – 4 4. 6 H z1 9. 8 – 2 0. 0 H z 2 7. 0 – 2 8. 1 H z 3 5. 2 – 3 5. 6 H z

3 8. 2 – 3 8. 6 H z2 2. 3 – 2 2. 5 H z 3 0. 2 H z

2 4. 1 – 2 4. 7 H z

2 6. 9 H z

2 9. 6 H z

3 1. 4 – 3 2. 0 H z

Fi g ur e 5. E x p er im e n t all y o bs er v e d F ar a d a y  w a v e  m o d e s h a p es d e fi n e d b y t h e  m o d e n u m b er p air ( n , ) wit h
c orr es p o n di n g dri vi n g fr e q u e n c y r a n g e.
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X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

1 0 1 5

fd  ( H z)

2 0

I

Fi g ur e 6.  E d g e  w a v e fr e q u e n c y r es p o ns e pl otti n g a  m e as ur e of t h e li g ht i nt e nsit y I a g ai nst t h e dri vi n g
fr e q u e n c y fd .

e. g. t h e (2 , 2 ) or (1 , 5 ) m o d es,  w e c a n o nl y o bt ai n t h e l eft- h a n d si d e or ri g ht- h a n d si d e of
t h e i nst a bilit y t o n g u e, r es p e cti v el y. I n t h es e sit u ati o ns,  w e t a k e t h e r es o n a n c e fr e q u e n c y t o
b e t h e fr e q u e n c y at t h e s m all est a c c el er ati o n.  T his is li k el y d u e t o t h e o v erl a p of i nst a bilit y
t o n g u es or  m o d e c o m p etiti o n i n t h es e fr e q u e n c y r a n g es,  w h er e t h e t o n g u es ar e cl ust er e d
cl os e t o g et h er. F urt h er m or e, s o m e  m o d es, e. g. t h e (1 , 6 ) m o d e, c a n o nl y b e e x cit e d
o v er a s m all fr e q u e n c y  wi n d o w  w hi c h  m a k es it c h all e n gi n g t o e x p eri m e nt all y o bs er v e.
D es pit e t his f a ct,  w e h a v e e x p eri m e nt all y o bs er v e d t h e first 5 0 F ar a d a y  w a v e  m o d es, as
s h o w n i n fi g ur e 5 wit h t h e c orr es p o n di n g dri vi n g fr e q u e n c y r a n g e.  T h os e dif fi c ult t o fi n d
m o d es h a v e b e e n dis c o v er e d  wit h t h e ai d of t h e or eti c al pr e di cti o ns t h at  w e d e v el o p i n a
f ort h c o mi n g s e cti o n.

3. 2. E d g e  w a v es

H ar m o ni c e d g e  w a v es c a n b e e x cit e d b y u n d er- filli n g t h e c o nt ai n er s u c h t h at α < 9 0 ◦

w h er ei n e d g e  w a v es o c c ur f or dri vi n g a m plit u d es  m u c h s m all er t h a n t h e F ar a d a y  w a v e
t hr es h ol d.  E d g e  w a v es ar e al w a ys a xis y m m etri c = 0 a n d t h e r a di al  m o d e n u m b er n
i n cr e as es  wit h fr e q u e n c y. Fi g ur e 6 s h o ws t h e fr e q u e n c y r es p o ns e f or e d g e  w a v es  wit h a
dri vi n g a m plit u d e b el o w t h e F ar a d a y  w a v e t hr es h ol d.  H er e ,  w e pl ot a  m e as ur e of t h e li g ht
i nt e nsit y a g ai nst t h e dri vi n g fr e q u e n c y.  As n ot e d a b o v e, a w a y fr o m r es o n a n c e, tr a vel li n g
w a v es ar e o bs er v e d a n d ar e bl urr e d i n t h e i m a g er y d u e t o t h e l o n g e x p os ur e ti m e of t h e
i m a g es.  T his is s h o w n i n fi g ur e 7 (a – e ),  w hi c h s h o ws t h e i m a g e of t h e n = 5  m o d e as t h e
fr e q u e n c y is i n cr e as e d fr o m j ust b el o w r es o n a n c e t o j ust a b o v e r es o n a n c e.  T h e fr e q u e n c y
r es p o ns e e x hi bits 6 r es o n a n c e p e a k s  wit hi n t his r a n g e of dri vi n g fr e q u e n ci es, i m a g es of
w hi c h ar e s h o w n i n fi g ur e 7 ( f – j).  T h e first p e a k c orr es p o n ds t o t h e (1 , 0 ) m o d e, t h e s e c o n d
p e a k t o t h e (2 , 0 ) m o d e a n d s o o n.  N ot e t h at t h e b a n d wi dt h f or a gi v e n  m o d e i n cr e as es  wit h
fr e q u e n c y a n d  m o d e n u m b er n , e. g. t h e (6 , 0 ) m o d e h as a l ar g er b a n d wi dt h t h a n t h e (1 , 0 )
m o d e, a n d t his is c o nsist e nt  wit h i n cr e as e d dissi p ati o n f or hi g h er  m o d e n u m b ers, e v e n
t h o u g h t h e vis c osit y of  w at er is s m all ( B ost wi c k  & St e e n 2 0 1 6 ).

3. 3. M o d e  mi xi n g

B y i n cr e asi n g t h e dri vi n g a m plit u d e a b o v e t h e F ar a d a y  w a v e t hr es h ol d,  w e h a v e o bs er v e d
t h e si m ult a n e o us e x cit ati o n of h ar m o ni c e d g e  w a v es  wit h s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v es
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

fd  = 1 6. 3 H z 1 6. 6 1 6. 9 1 7. 2 1 7. 5

n  = 1 n  = 2 n  = 3 n  = 4 n  = 5

(a )

( f )

(b )

(g )

(c )

(h )

(d )

(i)

(e )

( j)

Fi g ur e 7.  E d g e  w a v es ( a – e ) f or dri vi n g fr e q u e n ci es fd = 1 6 .3 t o 1 7. 5  H z s h o w t h e i m a g es b e c o m i n g
pr o gr essi v el y l ess cl e ar a w a y fr o m r es o n a n c e at 1 6. 9  H z f or t h e n = 5 m o d e a n d ( f – j) c orr es p o n di n g r es o n a nt
m o d es f or n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5.

(a ) (b ) (c ) (d ) (e )

Fi g ur e 8.  M o d e  mi xi n g is o bs er v e d u p o n i n cr e asi n g t h e dri vi n g a m plit u d e fr o m ( a ) t o (e ) f or dri vi n g fr e q u e n c y
fd = 3 4 .7  H z.  A p ur e h ar m o ni c e d g e  w a v e ( a ,b )  mi x es  wit h a s u b- h ar m o ni c a zi m ut h al  w a v e a b o v e t h e t hr es h ol d
a c c el er ati o n ( c ). F urt h er i n cr e asi n g t h e dri vi n g a m plit u d e l e a ds t o a hi g h- a m plit u d e  mi x e d  m o d e (d ,e ).

w h e n t h e t a n k is u n d er- fill e d ( α < 9 0 ◦ ).  H er e, a n a xis y m m etri c (n , 0) e d g e  w a v e  mi x es
wit h a n a zi m ut h al ( n , ) F ar a d a y  w a v e l e a di n g t o a c o m pl e x, b e a utif ul, s p ati al p att er n.
Fi g ur e 8 s h o ws a t y pi c al a m plit u d e s w e e p f or fi x e d dri vi n g fr e q u e n c y fd = 3 4 .7 H z. F or
s m all dri vi n g a m plit u d e, h ar m o ni c e d g e  w a v es ar e e x cit e d ( a ) a n d o n c e t h e t hr es h ol d
a c c el er ati o n is r e a c h e d ( b ) a s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v e is b or n t h at e v ol v es i nt o a
st e a d y  w a v e p att er n ( c ). I n cr e m e nt al i n cr e as es i n dri vi n g a m plit u d e a b o v e t hr es h ol d r es ult
i n hi g h- a m plit u d e p att er ns (d ,e ).  We n ot e t h at u nst e a d y F ar a d a y  w a v es  w er e o bs er v e d
b e y o n d t h e f or ci n g a m plit u d es e x pl or e d h er e, b ut  w e di d n ot p urs u e t h es e  m oti o ns f urt h er.
Fi g ur e 9 s h o ws a n u m b er of  mi x e d  m o d es  wit h t h e c orr es p o n di n g dri vi n g fr e q u e n c y.  T h e
e d g e  w a v e fr e q u e n c y r es p o ns e di a gr a m i n fi g ur e 6 a n d  m o d e t a bl e i n fi g ur e 5 c a n b e
us e d t o i d e ntif y t h e c orr es p o n di n g  mi xi n g  m o d es at t h e p arti c ul ar dri vi n g fr e q u e n c y. F or
e x a m pl e, t h e fd = 1 3 .4  H z i m a g e i n fi g ur e 9 is t h e s u p er p ositi o n of t h e (4 , 0 ) h ar m o ni c
e d g e  w a v e a n d (1 , 3 ) s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v e.  B e c a us e t h es e  m oti o ns ar e o bs er v e d
d e e p i nt o t h e i nst a bilit y t o n g u e, it is p ossi bl e t h e y ar e s us c e pti bl e t o n o nli n e ar eff e cts s u c h
as m o d e – m o d e i nt er a cti o ns b ut  w e d o n ot p urs u e t his f urt h er.

4.  T h e o r y  of s u rf a c e  w a v e s i n a c yli n d ri c al c o nt ai n e r

C o nsi d er a c yli n dri c al c o nt ai n er of r a di us R a n d h ei g ht H fill e d  wit h a n i n vis ci d fl ui d t h at
cr e at es a pi n n e d c o n t a ct li n e i n c yli n dri c al c o or di n at es (r , θ , z), as s h o w n i n fi g ur e 1 0 .
T h e fl at i nt erf a c e h as s urf a c e t e nsi o n σ a n d is gi v e n a s m all dist ur b a n c e ξ ( r , θ , t). I n w h at

9 1 5 A 1 9- 9

D
o

w
nl

o
a

d
e

d 
fr

o
m 

ht
t

ps
:/

/
w

w
w.

c
a

m
br

i
d

g
e.

or
g/

c
or

e
. 
Cl

e
ms

o
n 

U
ni

v
er

si
t
y

, 
o

n 
0
9 

M
ar

 
2
0
2
1 

at
 
1
7:

3
0:

3
8
, 

s
u

bj
ec

t 
t

o 
t

h
e 

C
a

m
br

i
d

g
e 

C
or

e 
t
er

ms
 

of
 

us
e,
 
a
v
ai
l
a

bl
e 

at
 h

tt
ps

:/
/

w
w

w.
c
a

m
br

i
d

g
e.

or
g/

c
or

e/
t
er

ms
. 
ht

t
ps

:/
/

d
oi
.

or
g/

1
0.

1
0
1
7/

jf
m.

2
0
2
1.

9
7

https://www.cambridge.org/core
https://www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1017/jfm.2021.97


X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

1 8. 4 H z 2 4. 6 H z 2 5. 1 H z 3 1. 7 H z

1 0. 2 H z 1 3. 4 H z 1 5. 5 H z 1 6. 4 H z(a ) (b ) (c ) (d )

(e ) ( f ) (g ) (h )

Fi g ur e 9.  Hi g h- a m plit u d e  mi x e d  m o d es ar e o bs er v e d at t h e i n di c at e d dri vi n g fr e q u e n c y.

x

y

z

g
H

R

r

z

ξ

ρ

σ

(a ) (b )

Fi g ur e 1 0.  D e fi niti o n s k et c h i n ( a ) 2 -D pl a n ar a n d ( b ) 3 -D p ers p e cti v e vi e ws.

f oll o ws  w e p erf or m a li n e ar st a bilit y a n al ysis,  w h er ei n t h e pr ess ur e p a n d v el o cit y fi el ds v
will b e ass o ci at e d  wit h t h e dist ur b a n c e fi el ds.

4. 1. H y dr o d y n a mi c fi el d e q u ati o ns

T h e fl ui d is ass u m e d t o b e i n c o m pr essi bl e a n d t h e fl o w irr ot ati o n al ,  w hi c h all o ws us t o
d e fi n e t h e v el o cit y fi el ds as v = ∇ Φ ,  w h er e t h e v el o cit y p ot e nti al Φ s atis fi es  L a pl a c e’s
e q u ati o n

∇ 2 Φ = 0 . ( 4. 1)

T h e v el o cit y p ot e nti al s atis fi es t h e n o- p e n etr ati o n c o n diti o n

∂ Φ

∂ r r = R

= 0 ,
∂ Φ

∂ z z= 0

= 0 , ( 4. 2a ,b )

at t h e  w alls of t h e c yli n dri c al c o nt ai n er a n d a ki n e m ati c c o n diti o n

∂ Φ

∂ z
=

∂ ξ

∂ t
( 4. 3)

o n t h e fr e e s urf a c e z = H ,  w hi c h r el at es t h e n or m al v el o cit y t o t h e p ert ur b ati o n a m plit u d e
t h er e.  T h e pr ess ur e fi el d i n D f or s m all i nt erf a c e dist ur b a n c e is gi v e n b y t h e li n e ari z e d
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

B er n o ulli e q u ati o n

p = − ρ
∂ Φ

∂ t
− ρ g ξ , ( 4. 4)

w h er e ρ is t h e fl ui d d e nsit y a n d g is t h e gr a vit ati o n al c o nst a nt.  T h e pr ess ur e at t h e fr e e
s urf a c e is g o v er n e d b y t h e li n e ari z e d Y o u n g – L a pl a c e e q u ati o n

p

σ
= −

1

R 2

∂ 2 ξ

∂ r 2
+

1

r

∂ ξ

∂ r
+

1

r 2

∂ 2 ξ

∂ θ 2
, ( 4. 5)

v ali d f or s m all dist ur b a n c es |ξ | 1.  T h e pi n n e d c o nt a ct-li n e c o n diti o n is gi v e n b y

ξ |r = R = 0 . ( 4. 6)

L astl y, v ol u m e c o ns er v ati o n is e nf or c e d b y t h e i nt e gr al c o n diti o n

2 π

0

R

0
r ξ ( r , θ ) d r d θ = 0 . ( 4. 7)

E q u ati o ns ( 4. 1 ) –(4. 7 ) ar e t h e li n e ari z e d dist ur b a n c e e q u ati o ns  w hi c h ar e a  w ell- p os e d
s yst e m of p arti al diff er e nti al e q u ati o ns.

4. 2. N or m al  m o d es

T h e f oll o wi n g di m e nsi o nl ess v ari a bl es ar e i ntr o d u c e d :

r̄ = r / R , z̄ = z / R , ξ̄ = ξ / R , t̄ = t
σ

r 3
, ¯Φ = Φ

ρ

σ R
, p̄ = p

R

σ
.

( 4. 8a – f )

H er e , l e n gt hs ar e s c al e d b y t h e r a di us of t h e c yli n d er R , ti m e  wit h t h e c a pill ar y ti m e s c al e

ρ R 3 / σ a n d pr ess ur e  wit h t h e c a pill ar y pr ess ur e σ / R .
N or m al  m o d es,

Φ (x , t) = φ ( r , z)e iω te i θ , ξ (r , θ , t) = y (r )e iω te i θ , ( 4. 9a ,b )

ar e t h e n a p pli e d  wit h t h e s c ali n gs ( 4. 8 a – f ) t o t h e d o m ai n e q u ati o ns t o yi el d

1

r

∂

∂ r
r
∂ φ

∂ r
−

2

r 2
φ +

∂ 2 φ

∂ z 2
= 0 , p = − iλ φ − B o y , ( 4. 1 0)

wit h c orr es p o n di n g b o u n d ar y c o n diti o ns

∂ φ

∂ r r = 1

= 0 ,
∂ φ

∂ z z= 0

= 0 , p |z= h = −
∂ 2 y

∂ r 2
+

1

r

∂ y

∂ r
−

2

r 2
y ,

∂ φ

∂ z z= h

= iλ y , y |r = 1 = 0 . ( 4. 1 1a – e )

H er e , λ ≡ ω ρ R 3 / σ is t h e s c al e d fr e q u e n c y, h = H / R t h e c yli n d er as p e ct r ati o a n d B o ≡

ρ g R 2 / σ t h e  B o n d n u m b er.  T h e v ol u m e c o ns er v ati o n c o nstr ai nt (4. 7 ) is n at ur all y s atis fi e d
f or /= 0, b ut f or = 0 r e q uir es

1

0
r y (r ) d r = 0 . ( 4. 1 2)
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X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

4. 3. I nt e gr o- diff er e nti al e q u ati o n

T his is a n i nt erf a ci al- dri v e n fl o w a n d  w e c a n d eri v e a si n gl e i nt egr o -dif f ere n ti al e q u ati o n
f or t h e i nt erf a c e dist ur b a n c e y b y  m a p pi n g t h e pr o bl e m t o t h e i nt erf a c e.  T his is a b o u n d ar y
i nt e gr al a p pr o a c h.  T o b e gi n, a  B ess el s eri es s ol uti o n f or φ is s o u g ht,

φ ( r , z) =

∞

n = 1

A n c os h (k n z )J (k n r ), ( 4. 1 3)

w h er e k n i s t h e n t h z er o of J (k ), as r e q uir e d t o s atisf y t h e n o- p e n etr ati o n c o n diti o n at t h e
l at er al si d ew all ( r = 1),  wit h J t h e  B ess el f u n cti o n.  N ot e t h at t h e n o- p e n etr ati o n c o n diti o n
at t h e b ott o m of t h e c o nt ai n er z = 0 is n at ur all y s atis fi e d b y t his s ol uti o n. Si mil arl y, t h e
i nt erf a c e dist ur b a n c e y c a n b e e x p a n d e d as

y (r ) =

∞

n = 1

C n J (k n r ), C n =
y , J (k n r )

J (k n r ), J (k n r )
, ( 4. 1 4a ,b )

w h er e t h e i n n er pr o d u ct is d e fi n e d as

f (r ), g (r ) =
1

0
rf (r )g (r ) d r . ( 4. 1 5)

T h e c o ef fi ci e nts A n , C n ar e r el at e d b y t h e ki n e m ati c c o n diti o n, A n = iλ C n / k n si n h (k n h ),
a n d t his gi v es t h e g e n er al s ol uti o n f or t h e v el o cit y p ot e nti al

φ ( r , z) = iλ

∞

n = 1

1

k n

c os h (k n z )

si n h (k n h )

y , J (k n r )

J (k n r ), J (k n r )
J (k n r ), ( 4. 1 6)

writt e n i m pli citl y t hr o u g h y .  T his s ol uti o n is a p pli e d t o t h e Y o u n g – L a pl a c e e q u ati o n t o
gi v e

λ 2
∞

n = 1

c ot h (k n h )

k n

y , J (k n r )

J (k n r ), J (k n r )
J (k n r ) − B o y +

d 2 y

d r 2
+

1

r

d y

d r
−

2

r 2
y = 0 ,

( 4. 1 7)

w hi c h is a n i nt egr o -dif f ere n ti al e q u ati o n f or t h e i nt erf a c e dist ur b a n c e y .

4. 4. O p er at or f or m alis m

T h e g o v er ni n g i nt egr o -dif f ere n ti al ei g e n v al u e pr o bl e m (4. 1 7 ) c a n b e r e c ast as a n o p er at or
e q u ati o n

λ 2 M [y ] + K [y ; B o ] = 0 , ( 4. 1 8)

wit h

M [y ] ≡

∞

n = 1

1

k n
c ot h (k n h )

y , J (k n r )

J (k n r ), J (k n r )
J (k n r ), ( 4. 1 9)

a n i nt e gr al o p er at or r e pr es e nt ati v e of t h e fl ui d i n erti a a n d

K [y ; B o ] ≡ − B o y +
d 2

d r 2
+

1

r

d

d r
−

2

r 2
y , ( 4. 2 0)

a diff er e nti al o p er at or r e pr es e nt ati v e of t h e r est or ati v e f or c es of s urf a c e t e nsi o n a n d gr a vit y.
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

4. 5. R a yl ei g h – Ritz  m et h o d

A n a p pr o xi m at e s ol uti o n t o t h e ei g e n v al u e pr o bl e m ( 4. 1 8 ) is c o nstr u ct e d usi n g t h e
R a yl ei g h – Rit z  m et h o d,  w h er e t h e pi n n e d c o nt a ct-li n e c o n diti o n y |r = 1 = 0 a n d v ol u m e
c o ns er v ati o n c o n diti o n ( 4. 1 2 ) ar e b uilt i nt o t h e f u n cti o n s p a c e o v er  w hi c h t h e  mi ni mi z ati o n
is d o n e.  T his a p pr o a c h h as b e e n a p pli e d pr e vi o usl y t o c o nstr ai n e d dr o ps b y  B ost wi c k  &
St e e n ( 2 0 0 9 , 2 0 1 3 a ,b ).

We b e gi n b y d e fi ni n g a s et of f u n cti o ns t h at s atisf y t h e pi n n e d e d g e c o n diti o n,

S n (r ) = J (k n r ) −
J (k n )

J (k 1 )
J (k 1 r ), n = 2 , 3 , . . . , N . ( 4. 2 1)

N ot e t h e s u m m ati o n st arts at n = 2. It is str ai g htf or w ar d t o s h o w t h at t h e i nt e gr al c o nstr ai nt
(4. 1 2 ) f or = 0 is n at ur all y s atis fi e d f or t his c h oi c e of b asis f u n cti o ns b y usi n g t h e  B ess el

f u n cti o n i d e ntit y
1
0 r J 0 (kr ) d r = − J 0 (k ) /k 2 . Si n c e k n 0 w a s c h os e n s u c h t h at J 0 (k ) = 0,

it f oll o ws t h at
1
0 r J 0 (k n 0 r ) d r = 0 a n d usi n g li n e arit y gi v es

1
0 r S 0

n (r ) d r = 0 f or all n .

T h e f u n cti o ns S n ar e n ot ort h o g o n al, b ut t h e Gr a m – S c h mi dt pr o c e d ur e c a n b e a p pli e d

t o g e n er at e a s et of ort h o n or m al b asis f u n cti o ns V i (r ), w h er e i = 1 , 2 , 3 , . . . , N , s u c h t h at
1
0 r V i (r )V j (r ) d r = δ ij wit h δ ij t h e  Kr o n e c k er d elt a f u n cti o n.  T h e s urf a c e dist ur b a n c e y

c a n b e r e-e x pr ess e d usi n g t his ort h o n or m al s et as

y (r ) =

∞

i= 1

c iV i (r ). ( 4. 2 2)

E q u ati o n ( 4. 2 2 ) is a p pli e d t o t h e o p er at or (4. 1 8 ) a n d i n n er pr o d u cts ar e t a k e n t o yi el d t h e
m atri x e q u ati o n

(λ 2 M + K )c = 0 , ( 4. 2 3)

wit h  m atri c es M a n d K d e fi n e d as

M = M [V i], V j , K = K [V i], V j , ( 4. 2 4a ,b )

a n d c t h e c o ef fi ci e nt v e ct or.

4. 6. R es ults

E q u ati o n ( 4. 2 3 ) is a st a n d ar d  m atri x ei g e n v al u e pr o bl e m t h at c a n b e s ol v e d n u m eri c all y
usi n g t h e  M A T L A B f u n cti o n p ol y ei g f or t h e ei g e n v al u e/ v e ct or p airs ( λ , c ). F or t h e
r es ults pr es e nt e d h er e,  w e us e a tr u n c ati o n of N = 3 0  w hi c h pr o d u c es r el ati v e ei g e n v al u e
c o n v er g e n c e of 0 .0 1  %.  T h e c o n v er g e n c e pr o p erti es of ei g e n v al u es a n d ei g e n v e ct ors usi n g
t h e  R a yl ei g h – Rit z  m et h o d ar e dis c uss e d i n S e g el (1 9 8 7 ).

E a c h ei g e n v al u e λ n , a n d ei g e n v e ct or c n , p air c a n b e disti n g uis h e d b y t h e  m o d e n u m b er
p air ( n , ),  w h er e n a n d ar e t h e r a di al a n d a zi m ut h al  m o d e n u m b ers, r es p e cti v el y.
Fi g ur e 1 1 ill ustr at es t h e  m o d al str u ct ur e t hr o u g h t h e (a – c ) i nt erf a c e d e fl e cti o n a n d (d – f )
o n e  mi n us t h e a bs ol ut e v al u e of t h e  w a v e sl o p e, of  w hi c h t h e l att er c a n b e c o m p ar e d
dir e ctl y t o o ur e x p eri m e nt al i m a gi n g t e c h ni q u e.  Wit h r e g ar d t o t h e i nt erf a c e d e fl e cti o n
f or a gi v e n  m o d e (n , ), t h e a zi m ut h al  w a v e n u m b er r e pr es e nts t h e n u m b er of p ol ar
s e ct ors,  w h er e as t h e r a di al  m o d e n u m b er n r e pr es e nts t h e n u m b er of n o d es, or l o c ati o ns of
z er o dis pl a c e m e nt, i n t h e r a di al dir e cti o n. F or e x a m pl e, t h e ( 1 , 2)  m o d e h as = 2 s e ct ors
ill ustr at e d b y t h e t w o l o b es a n d n = 1 r a di al n o d e. I n t h e o n e  mi n us t h e a bs ol ut e v al u e of
w a v e sl o p e r e n d eri n g, t h e a zi m ut h al  m o d e n u m b er is r e pr es e nt e d b y t h e 2 d ar k s e ct ors

9 1 5 A 1 9- 1 3
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( 2, 0) ( 1, 2) ( 3, 3)

1. 0

0. 8

0. 6

0. 4

0. 2

0

1. 0

0. 8

0. 6

0. 4

0. 2

0

1. 0

0. 8

0. 6

0. 4

0. 2

0

(a ) (b ) (c )

(d ) (e ) ( f )

Fi g ur e 1 1.  M o d e ( n , ) pr e di cti o ns pl otti n g s urf a c e s h a p e (a – c ) a n d o n e  mi n us a bs ol ut e v al u e of  w a v e
sl o p e ( d – f ).

e m a n ati n g fr o m t h e ori gi n a n d t h e r a di al  m o d e n u m b er n b y t h e n u m b er of r a di al  mi ni m a,
w hi c h a p p e ar as d ar k ri n gs i n fi g ur e 1 1 ; e. g. t h e ( 1, 2)  m o d e h as 2 = 4 r a ys a n d n = 1
r a di al  mi ni m a ( d ar k ri n g).  N ot e t h e o ut er m ost d ar k ri n g is d u e t o t h e pi n n e d  m e nis c us a n d
is n ot i n cl u d e d i n t h e c o u nti n g.  We h a v e us e d t h es e pr e di cti o ns t o i d e ntif y  m o d al str u ct ur e
i n e x p eri m e nt b y p erf or mi n g 2 -D cr oss -c or r el ati o ns  wit h t h e a bs ol ut e v al u e of  w a v e sl o p e.
F or a gi v e n e x p eri m e nt al  m o d e, a t a bl e of 2 -D cr oss -c or r el ati o ns c a n b e c o m p ut e d a n d t h e
m a xi m u m v al u e us e d t o i d e ntif y t h e  m o d e n u m b er p air ( n , ).  T his  w as d o n e f or t h e t a bl e
of  m o d es s h o w n i n fi g ur e 5 a n d t h e  m o d al str u ct ur e  w as u n a m bi g u o us.

T h e dis cr et e s p e ctr u m f or λ v ari es  wit h t h e s et of p ar a m et ers ( h , B o ). Fi g ur e 1 2 pl ots t h e
fr e q u e n c y λ a g ai nst as p e ct r ati o h f or t h e  B o n d n u m b er B o = 1 6 7 us e d i n o ur e x p eri m e nts.
F or e a c h  m o d e ( n , ), t h e fr e q u e n c y i n cr e as es  wit h h a n d t h e n pl at e a us.  T his is t h e i n fi nit e
d e pt h li mit a n d  w e n ot e t his tr a nsiti o n h a p p e ns at diff er e nt as p e ct r ati os f or e a c h  m o d e.
T his tr a nsiti o n s hifts t o l o w er h f or i n cr e asi n g fr e q u e n c y a n d t his i n di c at es t h e fl ui d
m oti o n b e c o m es  m or e l o c ali z e d t o t h e s urf a c e f or t h es e  m o d es.  T h e l o w est fr e q u e n c y
(1 , 1 ) sl os hi n g  m o d e is  m ost aff e ct e d b y t h e c o nt ai n er d e pt h.  We n ot e t h at t h e (2 , 0 ) a n d
(1 , 5 ) m o d es h a v e n e arl y t h e s a m e fr e q u e n c y a n d t his is  m ost li k el y t h e r e as o n t h at  w e
c o ul d n ot e x p eri m e nt all y o bs er v e a n i nst a bilit y t o n g u e f or eit h er of t h es e  m o d es i n t h e
fr e q u e n c y s w e e p s h o w n i n fi g ur e 4 .

Fi g ur e 1 3 is a pl ot of t h e fr e q u e n c y λ a g ai nst  B o n d n u m b er B o f or t h e as p e ct r ati o
h = 0 .6 2 8 us e d i n o ur e x p eri m e nts a n d s h o ws a  m o n ot o ni c all y i n cr e asi n g tr e n d  wit h
B o f or e a c h  m o d e. P ur e c a pill ar y  w a v es o c c ur i n r e gi o ns  w h er e t h e c ur v e is fl at a n d
c a pill ar y – gr a vit y  w a v es i n r e gi o ns  w h er e t h e c ur v e is st e a dil y i n cr e asi n g.  T h e tr a nsiti o n
fr o m c a pill ar y  w a v es t o c a pill ar y – gr a vit y  w a v es o c c urs at criti c al  B o n d n u m b er B o w hi c h
i n cr e as es  wit h fr e q u e n c y a n d  m o d e n u m b er, as c o ul d b e e x p e ct e d.

4. 7. C o m p aris o n t o e x p eri m e nt

We c a n c o m p ar e o ur t h e or eti c al pr e di cti o ns  wit h t h e e x p eri m e nt al o bs er v ati o ns s h o w n
i n fi g ur e 5 wit h t h e u n d erst a n di n g t h at t h e r es p o ns e is s u b- h ar m o ni c fo = 0 .5 fd .  T h at is,
t o e x cit e a F ar a d a y  w a v e i n e x p eri m e nt r e q uir es o n e t o us e a dri vi n g fr e q u e n c y t wi c e
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0. 0 1 0. 0 5 0. 1 0 0. 5 0 1. 0 0 5. 0 0

0

1 0

2 0

3 0

4 0

h

( 1, 5)

( 2, 0)

( 2, 2)

( 1, 4)

( 2, 1)

( 1, 3)

( 1, 0)

( 1, 2)

( 1, 1)

λ

Fi g ur e 1 2. Fr e q u e n c y λ a g ai nst as p e ct r ati o h f or B o = 1 6 7.

1 0 – 1 1 0 0 1 0 1 1 0 2 1 0 3

5

1 0

5 0

1 0 0

B o

( 1, 5)

( 2, 0)

( 2, 2)

( 1, 4)

( 2, 1)

( 1, 3)

( 1, 0)

( 1, 2)

( 1, 1)

λ

Fi g ur e 1 3. Fr e q u e n c y λ a g ai nst  B o n d n u m b er B o f or h = 0 .6 2 8.

t h e n at ur al fr e q u e n c y f or a gi v e n  m o d e. Ta bl e 1 lists t h e c o m p ut e d n at ur al fr e q u e n ci es
f or t h e  m o d es (n , ) o bs er v e d i n e x p eri m e nt.  T h e a gr e e m e nt is e x c ell e nt  wit h n e arl y all
pr e di cti o ns  wit hi n 1  % of t h e e x p eri m e nt al v al u es.  We n ot e t h at t h es e s m all p er c e nt
err ors ar e s o m e w h at f ort uit o us gi v e n t h at t h e 0. 2  H z s p a ci n g i n dri vi n g fr e q u e n c y us e d
i n s e ar c hi n g f or r es o n a n c e i n t h e e x p eri m e nts gi v es a n u n c ert ai nt y i n t h e e x p eri m e nt all y
d et er mi n e d r es o n a n c e fr e q u e n c y t h at is l ar g er t h a n t h e st at e d err ors f or  m ost e ntri es i n
t a bl e 1.  T h e c o m p aris o n  wit h t h e h ar m o ni c e d g e  w a v es s h o w n i n fi g ur e 6 is als o e x c ell e nt
w h e n  w e ass o ci at e t h e r es o n a n c e p e a k s  wit h t h e c orr es p o n di n g n at ur al fr e q u e n ci es.  L astl y,
w e n ot e t h e c o m p aris o n b et w e e n t h e or y a n d e x p eri m e nts b y  H e n d ers o n  &  Mil es ( 1 9 9 4 )
s h o ws si mil arl y g o o d a gr e e m e nt f or a diff er e nt s et of e x p eri m e nt al c o n diti o ns, as s h o w n
i n t a bl e 2.

5.  C o n cl u di n g r e m a r k s

We h a v e st u di e d p att er n f or m ati o n o n m e c h a n ic all y e x cit e d s urf a c e  w a v es  wit h a c o ntr oll e d
m e nis c us g e o m etr y i n a c yli n dri c al c o nt ai n er fr o m b ot h e x p eri m e nt al a n d t h e or eti c al
p er s p e c ti v es.  T h e c o nt ai n er g e o m etr y di ct at es t h e s y m m etr y of t h e s urf a c e  w a v es  w hi c h
ar e d es cri b e d b y t h e i nt e g er- v al u e d  m o d e n u m b er p air ( n , ).  T h e  w a v e d y n a mi cs c a n
b e c o m pl e x a n d t his is c o ntr oll e d b y t h e e x p eri m e nt al c o n diti o ns t hr o u g h t h e (i) dri vi n g
a m plit u d e a n d (ii) c o ntr ol of t h e c o n t a ct a n gl e at t h e l at er al b o u n d ar y of t h e c o nt ai n er b y
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X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

n = 1 2  3  4  5  6

= 0 5. 8 2 ( 0. 4  %) 8. 6 7 ( 0. 3  %) 1 1. 6 8 ( 0. 2  %) 1 5. 0 5 ( 1. 0  %) 1 8. 8 0 ( 1. 1  %) 2 2. 9 2 ( 0. 8  %)
1 3. 7 1 ( 0. 2  %) 7. 2 0 ( 0. 0  %) 1 0. 1 0 ( 0. 0  %) 1 3. 2 9 ( 0. 1  %) 1 6. 8 5 ( 0. 3  %) 2 0. 7 9 ( 0. 5  %)
2 5. 3 3 ( 0. 5  %) 8. 4 7 ( 0. 3  %) 1 1. 5 3 ( 0. 3  %) 1 4. 9 2 ( 0. 1  %) 1 8. 6 8 ( 0. 6  %) 2 2. 8 1 ( 0. 8  %)
3 6. 5 8 ( 0. 4  %) 9. 7 3 ( 0. 7  %) 1 2. 9 8 ( 0. 1  %) 1 6. 5 8 ( 0. 7  %) 2 0. 5 4 ( 0. 3  %)  —
4 7. 7 1 ( 0. 1  %) 1 1. 0 0 ( 0. 0  %) 1 4. 4 7 ( 0. 5  %) 1 8. 2 8 ( 0. 4  %)  —  —
5 8. 8 1 ( 1. 0  %) 1 2. 3 0 ( 0. 8  %) 1 5. 9 9 ( 0. 7  %) 2 0. 0 1 ( 0. 9  %)  —  —
6 9. 9 3 ( 0. 3  %) 1 3. 6 4 ( 1. 0  %) 1 7. 5 6 ( 0. 8  %) 2 1. 7 8 ( 0. 5  %)  —  —
7 1 1. 0 6 ( 1. 2  %) 1 5. 0 2 ( 0. 5  %) 1 9. 1 6 ( 0. 2  %)  —  —  —
8 1 2. 2 3 ( 0. 6  %) 1 6. 4 3 ( 0. 4  %)  —  —  —  —
9 1 3. 4 3 ( 0. 3  %) 1 7. 8 9 ( 3. 9  %)  —  —  —  —
1 0 1 4. 6 8 ( 0. 8  %) 1 9. 3 9 ( 2. 6  %)  —  —  —  —
1 1 1 5. 9 6 ( 0. 3  %) 2 0. 9 2 ( 1. 3  %)  —  —  —  —
1 2 1 7. 2 8 ( 0. 1  %)  —  —  —  —  —
1 3 1 8. 6 4 ( 0. 3  %)  —  —  —  —  —
1 4 2 0. 0 4 ( 0. 7  %)  —  —  —  —  —
1 5 2 1. 4 9 ( 0. 1  %)  —  —  —  —  —

Ta bl e 1.  T h e or eti c al n at ur al fr e q u e n c y pr e di cti o ns  m e as ur e d i n  H z f or  m o d es ( n , )  wit h c o m p aris o n a g ai nst
e x p eri m e nt al o bs er v ati o n f or B o = 1 6 7 a n d h = 0 .6 2 8.

H & M 9 4 Pr e di cti o ns

(s, m ) f ( H z) (n , ) f ( H z)  % diff er e n c e

(1 , 0 ) 4. 6 5 (1 , 1 ) 4. 7 1 1. 4  %
(2 , 0 ) 6. 3 2 (1 , 2 ) 6. 4 1 1. 4  %
(0 , 1 ) 6. 8 4 (1 , 0 ) 6. 8 9 0. 7  %
(3 , 0 ) 7. 8 0 (1 , 3 ) 7. 9 0 1. 3  %
(4 , 0 ) 9. 2 6 (1 , 4 ) 9. 3 7 1. 2  %
(1 , 1 ) 8. 5 7 (2 , 1 ) 8. 6 5 1. 0  %

Ta bl e 2.  T h e or eti c al fr e q u e n c y pr e di cti o ns  m e as ur e d i n  H z f or  m o d es ( n , )  wit h c o m p aris o n a g ai nst
H e n d ers o n  &  Mil es ( 1 9 9 4 ) e x p eri m e nts f or B o = 9 9 .3 a n d h = 1 .3 7.  N ot e t h e diff er e nt  m o d al cl assi fi c ati o n
s yst e ms, ( s, m ) a n d (n , ).

u n d er- filli n g or o v er- filli n g t h e t a n k  w h os e i nt erf a c e is pi n n e d at t h e ri m. F or α = 9 0 ◦ , t h e
air/ w at er i nt erf a c e r e m ai ns fl at u ntil a t hr es h ol d dri vi n g a m plit u d e is r e a c h e d c oi n ci di n g
wit h t h e e m er g e n c e of a s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v e p att er n a n d  w e h a v e e x p er im e n t all y
o bs er v e d t h e first 5 0 r es o n a nt  m o d es ( cf. fi g ur e 5 ).  T h e sit u ati o n is diff er e nt  w h e n
t h e c o nt ai n er is u n d er- fill e d, cr e ati n g a c o n c a v e  m e nis c us i n  w hi c h c as e  w e o bs er v e
(i) h ar m o ni c e d g e  w a v es  wit h = 0 f or dri vi n g a m plit u d es b el o w t h e F ar a d a y  w a v e
t hr es h ol d (fi g ur e 6 ) a n d (ii) t h e si m ult a n e o us e x cit ati o n of a h ar m o ni c e d g e  w a v e a n d
s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v e a b o v e t h e t hr es h ol d,  w hi c h cr e at es a c o m pl e x, b e a u tif ul
s urf a c e p att er n ( cf. fi g ur e 9 ).  T h e or eti c al pr e di cti o ns f or t h e n at ur al fr e q u e n ci es of a n
i n vis ci d li q ui d i n a c yli n dri c al c o nt ai n er  wit h a pi n n e d c o n t a ct li n e ar e g e n er at e d usi n g t h e
R a yl ei g h – Rit z pr o c e d ur e o v er a c o nstr ai n e d f u n cti o n s p a c e a n d s h o w e x c ell e nt a gr e e m e nt
wit h e x p eri m e nt.

O ur e x p eri m e nt al t e c h ni q u e c o ntr asts wit h t h os e i n t h e lit er at ur e i n t h at  w e p ur p os ef ull y
cr e at e a pi n n e d  m e nis c us a n d c o ntr ol its g e o m etr y t o s u p pr ess e d g e  w a v es i n or d er t o
st u d y t h e o ns et of p ur e F ar a d a y  w a v es.  Ot h er a ut h ors h a v e us e d eit h er (i) l ar g e as p e ct r ati o
c o nt ai n ers t o  mi ni mi z e t h e eff e ct of e d g e  w a v es or (ii) s urf a ct a nts t o cr e at e a sli di n g e d g e
c o n diti o n  w hi c h als o s u p pr ess es e d g e  w a v es.  O ur t e c h ni q u e all o ws us t o cl e a nl y d e fi n e
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S urf a c e  w a v e p att er n f or m ati o n i n a c yli n dri c al c o nt ai n er

t h e i nst a bilit y t o n g u es f or a l ar g e n u m b er of  m o d es ( cf. fi g ur e 4 ). F urt h er m or e, o ur o pti c al
t e c h ni q u e t h at i n cl u d es g e n er ati n g l o n g e x p os ur e ti m e i m a g es t h at ar e pr o c ess e d usi n g 2 -D
cr oss -c or r el ati o ns t o i d e ntif y t h e  m o d al str u ct ur e is b ot h i n e x p e nsi v e a n d ef fi ci e nt.  T h es e
t e c h ni q u es c o ul d b e a p pli e d t o ot h er i nt erf a ci al p att er n f or m ati o n p h e n o m e n a.  A m o n g
t h e  m or e i nt er esti n g e x p eri m e nt al o bs er v ati o ns is t h at  w e h a v e s h o w n b y c o ntr olli n g t h e
m e nis c us g e o m etr y, s urf a c e  w a v es c a n b e e x cit e d  wit h a c o m pl e x d y n a mi cs t h at i n cl u d es
t h e  mi xi n g of t w o u ni q u e s p ati al  m o d es at t h e s a m e dri vi n g fr e q u e n c y; o n e h ar m o ni c e d g e
w a v e a n d o n e s u b- h ar m o ni c F ar a d a y  w a v e ( cf. fi g ur es 8 a n d 9 ).  T his s yst e m c o ul d b e
f urt h er e x pl oit e d t o e x pl or e n o nli n e ar  w a v e i nt er a cti o ns.

F or a p erf e ctl y fl at i nt erf a c e, t h er e is a dis cr et e s p e ctr u m of r es o n a n c e fr e q u e n ci es
a n d  m o d e s h a p es f or  w hi c h o ur t h e or eti c al pr e di cti o ns s h o w e x c ell e nt a gr e e m e nt  wit h
e x p eri m e nt al o bs er v ati o ns.  T h e fr e q u e n c y s p e ctr u m c a n s hift d u e t o dissi p ati o n ( or
d a m pi n g), eit h er fr o m fi nit e vis c osit y or d y n a mi c  w etti n g eff e cts, a n d t his d e p e n ds u p o n
t h e dissi p ati o n g e n er at e d b y t h e r es p e cti v e  m o d e (n , ). It is w ell k n o w n t h at hi g h er  m o d e
n u m b er s h a p es h a v e  m or e vis c o us dissi p ati o n,  w h er e as t h e l o w er  m o d e n u m b er s h a p es
dis pl a y  m or e c o nt a ct-li n e dissi p ati o n.  Gi v e n t h at it is c o m m o n f or t w o disti n ct  m o d es t o
h a v e n e arl y t h e s a m e r es o n a n c e fr e q u e n c y ( cf. fi g ur es 4 a n d 5 ), it c o ul d b e e x p e ct e d t h at
t h e or d er i n  w hi c h  m o d es a p p e ar i n a fr e q u e n c y s w e e p (i. e. s p e ctr al or d eri n g) c o ul d c h a n g e
wit h i n cr e as e d dissi p ati v e eff e cts. I n a d diti o n, u n d er- filli n g or o v er- filli n g of t h e c o nt ai n er
br e a k s t h e s y m m etr y of t h e fl at i nt erf a c e b y cr e ati n g a  m e nis c us  wit h a gi v e n c o n t a ct a n gl e.
T his g e o m etri c  w etti n g eff e ct h as b e e n s h o w n t o s hift t h e r es o n a n c e fr e q u e n c y f or s essil e
dr o ps s u c h t h at t h e s p e ctr u m r e or d ers ( B ost wi c k  & St e e n 2 0 1 4 ;  C h a n g et al. 2 0 1 5 ). F or
t his c as e, a n e w or g a ni zi n g pri n ci pl e h as b e e n d e v el o p e d t h at c ul mi n at es i n t h e p eri o di c
t a bl e of dr o pl et  m oti o ns ( St e e n,  C h a n g  &  B ost wi c k 2 0 1 9 ).  B y e x pl oiti n g o ur e x p eri m e nt al
a p pr o a c h t o i n cl u d e a r a n g e of c o nt a ct a n gl es ( as o p p os e d t o j ust t h e t w o e x pl or e d h er ei n),
it  m a y b e p ossi bl e t o o bs er v e si mil ar s p e ctr al r e or d eri n g d u e t o  w etti n g eff e cts a n d t his
s h o ul d b e e x pl or e d f urt h er.

F u n di n g. J. B. B. a c k n o wl e d g es s u p p ort fr o m  N S F  Gr a nt  C M MI- 1 9 3 5 5 9 0.

D e cl a r ati o n  of i nt e r e st s. T h e a ut h ors r e p ort n o c o n fli ct of i nt er est.

A ut h o r  O R C I D s.
J. B.  B ost wi c k htt ps:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 1- 7 5 7 3- 2 1 0 8 .

R E F E R E N C E S

B A T S O N , W., ZO U E S H T I A G H , F. & NA R A Y A N A N ,  R. 2 0 1 3  T h e F ar a d a y t hr es h ol d i n s m all c yli n d ers a n d t h e
si d e w all n o n-i d e alit y. J.  Fl ui d  M e c h. 7 2 9 , 4 9 6 – 5 2 3.

B A T S O N , W., ZO U E S H T I A G H , F. & NA R A Y A N A N ,  R. 2 0 1 5  T w o-fr e q u e n c y e x cit ati o n of si n gl e- m o d e F ar a d a y
w a v es. J.  Fl ui d  M e c h. 7 6 4 , 5 3 8 – 5 7 1.

B E C H H O E F E R , J., EG O , V., MA N N E V I L L E , S. & JO H N S O N ,  B. 1 9 9 5  A n e x p eri m e nt al st u d y of t h e o ns et of
p ar a m etri c all y p u m p e d s urf a c e  w a v es i n vis c o us fl ui ds. J.  Fl ui d  M e c h. 2 8 8 , 3 2 5 – 3 5 0.

B E N J A M I N , T. B. & SC O T T , J. C. 1 9 7 9  Gr a vit y- c a pill ar y  w a v es  wit h e d g e c o nstr ai nts. J.  Fl ui d  M e c h. 9 2 ( 2),
2 4 1 – 2 6 7.

B E N J A M I N , T. B. & UR S E L L , F. J. 1 9 5 4  T h e st a bilit y of t h e pl a n e fr e e s urf a c e of a li q ui d i n v erti c al p eri o di c
m oti o n. Pr o c.  R. S o c. L o n d. A 2 2 5 ( 1 1 6 3), 5 0 5 – 5 1 5.

B O S T W I C K , J. B. & ST E E N , P. H. 2 0 0 9  C a pill ar y os cill ati o ns of a c o nstr ai n e d li q ui d dr o p. P h ys.  Fl ui ds
2 1 , 0 3 2 1 0 8.

B O S T W I C K , J. B. & ST E E N , P. H. 2 0 1 3a C o u pl e d os cill ati o ns of d ef or m a bl e s p h eri c al- c a p dr o pl ets. P art 1.
I n vis ci d  m oti o ns. J.  Fl ui d  M e c h. 7 1 4 , 3 1 2 – 3 3 5.

B O S T W I C K , J. B. & ST E E N , P. H. 2 0 1 3b C o u pl e d os cill ati o ns of d ef or m a bl e s p h eri c al- c a p dr o pl ets. P art 2.
Vis c o us  m oti o ns. J.  Fl ui d  M e c h. 7 1 4 , 3 3 6 – 3 6 0.
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X. S h a o,  P.  Wils o n, J. R. S a yl or a n d J. B.  B ost wi c k

B O S T W I C K , J. B. & ST E E N , P. H. 2 0 1 4  D y n a mi cs of s essil e dr o ps. P art 1. I n vis ci d t h e or y. J.  Fl ui d  M e c h.
7 6 0 , 5 – 3 8.

B O S T W I C K , J. B. & ST E E N , P. H. 2 0 1 5 St a bilit y of c o nstr ai n e d c a pill ar y s urf a c es. A n n u.  R e v.  Fl ui d  M e c h.
4 7 , 5 3 9 – 5 6 8.

B O S T W I C K , J. B. & ST E E N , P. H. 2 0 1 6  R es p o ns e of dri v e n s essil e dr o ps  wit h c o nt a ct-li n e dissi p ati o n. S oft
M att. 1 2 ( 4 3), 8 9 1 9 – 8 9 2 6.

B RI A R D , A., GO S T I A U X , L. & GR É A ,  B.- J. 2 0 2 0  T h e t ur b ul e nt F ar a d a y i nst a bilit y i n  mis ci bl e fl ui ds. J.  Fl ui d
M e c h. 8 8 3 , A 5 7.

C H A N G , C.- T., BO S T W I C K , J. B.,  DA N I E L , S. & ST E E N , P. H. 2 0 1 5  D y n a mi cs of s essil e dr o ps. P art 2.
E x p eri m e nt. J.  Fl ui d  M e c h. 7 6 8 , 4 4 2 – 4 6 7.

C H E N , P., GÜ V E N , S., US T A ,  O. B.,  YA R M U S H ,  M. L.  &  DE M I R C I ,  U. 2 0 1 5  Bi ot u n a bl e a c o usti c n o d e
ass e m bl y of or g a n oi ds. A d v.  H e alt h c.  M at er. 4 ( 1 3), 1 9 3 7 – 1 9 4 3.

C H E N , P., LU O ,  Z.,  GÜ V E N , S., TA S O G L U , S., GA N E S A N ,  A. V.,  WE N G , A. & DE M I R C I , U. 2 0 1 4
Mi cr os c al e ass e m bl y dir e ct e d b y li q ui d- b as e d t e m pl at e. A d v.  M at er. 2 6 ( 3 4), 5 9 3 6 – 5 9 4 1.

C H R I S T I A N S E N , B., AL S T R Ø M , P. & LE V I N S E N ,  M. T. 1 9 9 5  Dissi p ati o n a n d or d eri n g i n c a pill ar y  w a v es at
hi g h as p e ct r ati os. J.  Fl ui d  M e c h. 2 9 1 , 3 2 3 – 3 4 1.

C I L I B E R T O, S. & GO L L U B , J. P. 1 9 8 5  C h a oti c  m o d e c o m p etiti o n i n p ar a m etri c all y f or c e d s urf a c e  w a v es.
J.  Fl ui d  M e c h. 1 5 8 , 3 8 1 – 3 9 8.

C I L I B E R T O, S. & GO L L U B , J. P. 1 9 8 4 P att er n c o m p etiti o n l e a ds t o c h a os. P h ys.  R e v. L ett. 5 2 ( 1 1), 9 2 2.
D A V I S , S. H. 1 9 8 0  M o vi n g c o nt a ct li n es a n d ri v ul et i nst a biliti es. P art 1.  T h e st ati c ri v ul et. J.  Fl ui d  M e c h.

9 8 , 2 2 5 – 2 4 2.
D O U A D Y , S. 1 9 9 0  E x p eri m e nt al st u d y of t h e F ar a d a y i nst a bilit y. J.  Fl ui d  M e c h. 2 2 1 , 3 8 3 – 4 0 9.
D O U A D Y , S. & FA U V E , S. 1 9 8 8 P att er n s el e cti o n i n F ar a d a y i nst a bilit y. E ur o p h ys. L ett. 6 ( 3), 2 2 1.
E D W A R D S , W. S. & FA U V E , S. 1 9 9 4 P att er ns a n d q u asi- p att er ns i n t h e F ar a d a y e x p eri m e nt. J.  Fl ui d  M e c h.

2 7 8 , 1 2 3 – 1 4 8.
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