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POLINOMIALIS OPTIMALIZALASI FELADATOK ES RELAXACIOIK

PAPP DAVID

Polinomok zért félalgebrai halmazok feletti széls6értékeinek meghatéro-
zdsa nehéz, de szdmtalan (matematikai és egyéb) alkalmazdsokkal biré fel-
adat. Ebben a dolgozatban révid attekintést adunk a feladat algebrai hatte-
rérél és megolddsanak numerikus mdédszereirél. A polinomiélis optimalizdlas
NP-nehéz, ezért hatékonyan megoldhaté relaxicidk és kozelité modszerek
keresése népszert kutatdsi teriilet. Két megkozelitést ismertetiink: az el-
s6 a négyzetosszeggé alakitds médszere, ami Schmiidgen, Putinar, és masok
Positivstellensatzként ismert tételein alapul, a masik a nemnegativ korpolino-
mok médszere, ami silyozott szamtani-mértani kézepek kozotti egyenlGtlen-
ségeket haszndlva korldtozza az optimalizdlandé polinomot. A két mddszer
leirdsa utdn azt is véazoljuk, hogyan oldhatjuk meg a kozelité feladatokat a
szemidefinit programozas és a nemszimmetrikus kiupprogramozas belsGpon-
tos modszereivel.

1. Bevezetés

A polinomidlis optimalizalds alapfeladata a kovetkezd: hatdrozzuk meg egy
adott, n valtozds, d-edfoku, valds egyiitthatés f polinom legkisebb értékét egy
polinomidlis egyenlotlenségekkel megadott

S:={xeR"|gi(x)>0i=1,...,m} (1)
zart félalgebrai halmaz felett, pontosabban az

inf{f(x)|x € S} (2)

értéket, illetve a feladat egy optimumbhelyét, amennyiben f felveszi az infimumat
(Ez ut6bbi automatikusan teljesiil, ha S korldtos.).

A polinomidlis optimalizaldsnak (illetve a szorosan kapcsolédé kérdésnek, hogy
egy polinomnak van-e zérushelye egy adott félalgebrai halmazon) szdmtalan alkal-
mazasa ismert, mind a matematikai tudomanyokon beliil, mind azon kiviil, ezek
koziil csak néhanyat emlitiink meg. Diszkrét geometriai feladatok felirhaték po-
linomidlis optimalizaldsi feladatként [5, 6]. Statisztikai kisérlettervezésben és ér-
zékel6k optimdlis elhelyezésének feladatdban az optimalis konfigurdciok leirhaték
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nemnegativ polinomok gyokeinek halmazaként (pl. [33]). Szabdlyozastechnikdban
és dinamikus rendszerek tervezésében a félegyenesen és magasabb dimenzids fél-
tereken nemnegativ polinomok fontos szerepe révén alkalmazhaté a polinomidlis
optimalizdlés [16, 4, 2, 24, 49]. A pozitiv (vagy nemnegativ) gyokok 1étezése a re-
akcidkinetikdban is fontos kérdés [52, 7. fej.], [9], ez is dtfogalmazhaté polinomidlis
optimalizdlési feladatként (ahol S az elsd orténs).

A polinomidlis optimalizaldas NP-nehéz mar abban a speciilis esetben is, ha
m = 0 (azaz S = R™) és d = 4, illetve abban az esetben is, ha S = [0,1]" és
d = 2; a [10] cikk szdmos klasszikus NP-nehéz kombinatorikus optimalizdldsi fel-
adatot visszavezet az utébbi probléméra. A polinomidlis optimalizalds algebrai és
numerikus médszereirdl szamos nagyobb lélegzetii tsszefoglald cikk és monografia
késziilt, példaul [27], [29], és [7]. Ennek a cikknek kettds célja van: egyrészt egy
rovid magyar nyelvii 6sszefoglalast ad a polinomalis optimalizalas legfontosabb esz-
kozeirol, masrészt kiemel néhany kézelmultbeli eredményt és aktiv kutatési irdnyt,
amik az emlitett ,klasszikus” forrdsokban nem taldlhatok meg.

A polinomidlis optimalizalas feladata szorosan kapcsolédik a nemnegativ po-
linomok karakterizdciéjanak feladatdhoz. Jeldlje P57 az S halmazon nemnegativ
d-edfokud polinomok halmazdt, ekkor a (2) optimalizalasi feladat {gy is {rhaté:

sup{c|f—c€’P§}. (3)

Erdemes megemliteniink, hogy bar a (2) feladat dltaldban nem konvex optimali-
z4lasi feladat (hiszen &ltaldnos esetben sem az f célfiiggvény, sem pedig a meg-
engedett megolddsok S halmaza nem konvex), a (3) formdban irva azonban mér
konvex, hiszen a célfiiggvény linedris, és a Plf halmaz is konvex minden d-re és
S-re, fiiggetleniil attdl, hogy S konvex-e. A ,triikk” az, hogy a (2) és (3) felada-
tok kiilénboz6 terekben optimalizdlnak (az el6bbi feladat valtoz6i nem jelennek
meg az utébbiban). A konvex alak természetesen nem jelenti azt, hogy a feladat
egyszeriibben megoldhatd, a (3) feladat is NP-nehéz, de a konvexitds egyéb ko-
vetkezményei (pl. optimalitdsi feltételek, a lokdlis minimumok globdlis minimum
volta) fontosak és felhasznalhatdk algoritmusok tervezésben.

A (2) feladat nehézsége abbdl is levezethetd, hogy mér annak eldéntése is NP-
nehéz, hogy egy polinom nemnegativ-e az S halmaz felett. Masodfokt polinomok
esetén, ha S = R"}, a kérdés ekvivalens annak eldéntésével, hogy egy adott valds
szimmetrikus métrix teljesen pozitiv-e [30]. A teljesen pozitiv kipba tartozds
kérdésének erés NP-teljességét a kozelmiltban bizonyitottdk precizen [14].

Mindezekbol kdvetkezik, hogy a polinomialis optimalizalas feladatara, a legegy-
szer{ibb speciélis esetektdl eltekintve, nem vérhaté hatékony (polinomidlis futds-
idejli) algoritmus. A (2) feladat megolddsat célzé numerikus médszerek stratégidja
ezért a kovetkezd: a feladat (3) alakjaban a nehezen kezelhets P35 kipot egy olyan
kozelito kupra cseréljiik, amelyre a kipba tartozéas kérdése polinomidében eldént-
hets. A kozelités pontossaga és a futdsidé kozott kompromisszumot kell kétniink:
a modszerek altalaban nem egy kozelité kuppal dolgoznak, hanem kozelité kupok
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egy K1 C Ky C --- C P3 sorozatéval, amelyre U2, K; = PJ. Fontos, hogy a
K; kip beliilrél kozelitse a P kiipot: {gy a sup{c|f — ¢ € K;} feladat minden
megengedett megolddsa alsé korlitot ad a (2) feladat megolddsara, tovabbd az
f — ¢ polinom Kj;-beli tagsdga egy polinomidében ellenérizheté tanudsitvanya a
¢ < inf{f(z)|z € S} egyenl6tlenségnek.

A kovetkezd két szakasz a P3-t beliilrdl kozelité kipok két csaladjét mutatja
be részletesebben.

2. Négyzetosszeggé alakithaté (SOS) polinomok és szemidefinit
optimalizalas

Egy val6s egyiitthatés p polinom négyzetdsszeggé alakithatd (angolul sum-of-
squares, roviden SOS), ha eldall valds egyiitthatds polinomok négyzetdsszege-
ként: p = > 7, ¢?. Az n véltozds 2d-edfoku négyzetdsszeggé alakithaté poli-
nomok halmazét jeldlje ¥, o4. Nyilvanvald, hogy az SOS tulajdonsidg a nem-
negativitds elégséges feltétele: 3, 24 C PQ]R; . (A feltétel nem sziikséges, 1d. a
2.2. tételt.) Az is kénnyen beldthatd, hogy X, 24 egy zdrt konvex kip, amelyre
dim span(%,, 24) = dim span(Py; ) = (";;d).

A nemnegativitds és négyzetosszeggé alakithatésdg kapcsolatanak vizsgédlata
mar a XIX. szdzadban megkezdédott: polinomok helyett racionalis tortfiiggvé-
nyekre a két tulajdonsig ekvivalens [3], ez Hilbert 17-ik problémé&ja [21], 4m ebbdl
még nem kovetkezik, hogy a négyzetosszeggé alakitas konnyen megoldhaté. Ujabb
eredmény, hogy az SOS polinomok felismerése polinomidoben visszavezethet6 egy
szemidefinit optimalizaldsi feladatra [46, 31]. A szemidefinit optimalizalds felada-
tanak pontos definicigjahoz sziikségiink lesz az alabbi jelolésekre.

Legyen S* a k x k méretii valés szimmetrikus métrixok halmaza és Sﬁ a pozitiv
szemidefinit k x k métrixok halmaza. Hasznaljuk tovabbd az A = B egyenlétlen-
séget annak jelolésére, hogy az A — B matrix pozitiv szemidefinit.

2.1. Definicio. A H C R™ halmaz szemidefiniten reprezentdlhatd, ha valami-
lyen k > 1 és £ > 0 egész szamra léteznek olyan A : R™ — SF és O : R — SF affin
(elséfoki, nem feltétleniil homogén) fiiggvények, amelyekkel H a kivetkez6képpen
irhaté:

H={xecR"|JuecR" A(x)+C(u) =0} (4)

A definici6 kozvetlen kdvetkezménye, hogy minden szemidefiniten reprezentalhaté
halmaz konvex. Egy sokat vizsgdlt, algebrai geometriai szemsz6gbdl kiilondsen
érdekes specidlis eset az u ,segédvaltozok” nélkiili / = 0 eset: a H halmaz egy
spektraéder, ha felirhaté (4) alakban és ¢ = 0 [55]. Ha tovdbbd A(x) értéke di-
agondlis métrix minden x-re, akkor H egy konvex poliéder (és forditva, minden
konvex poliéder szemidefiniten reprezentdlhaté ilyen médon).
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Az elébbiek segitségével azt mondjuk, hogy egy optimalizaldsi probléma egy
szemidefinit optimalizdldsi feladat, ha felirhato

inf{cTx|x € H}

alakban, ahol ¢ € R" és H egy szemidefiniten reprezentdlhaté halmaz.
Szemidefinit optimalizdlasi feladatok a linearis programozasra emlékezteté mo-
don standard alakra hozhatdk [53, 54]. A standard alak egyik szokdsos (primél)
formaja
inf{CeX|A;eX=0;,i=1,...,m; X =0}, (5)

ahol e jeloli a matrixok skaldris (Frobenius) szorzatdt, az A; € SF métrixok, a
b € R™ vektor és a C € S¥ matrix adottak, és X az optimalizalasi véltozé. Ekkor
a dudalis feladat igy irhaté:

sup{bTy‘Cme:Aiyi = 0}. (6)
=1

Szemidefinit optimalizalési feladatok polinomialis futdsidovel megoldhatdk, ha
az A; és C egylitthatomatrixok és a b vektor egészek, és a bemenet méretét kello
koriiltekintéssel definidljuk [17, 41]. Ezt nem részletezziik, de annyit fontos meg-
jegyezniink, hogy (a linedris programozéssal ellentétben!) csupdn az Aq,..., A,,,
b és C méretében polinomidlis futasidében a szemidefinit optimalizdlasi feladatok
altalaban nem oldhatdk meg.

A gyakorlatban belsépontos algoritmusokkal az (5-6) feladatok meglehetésen
nagy méreti példanyai, ahol k és m tizezres nagysagrendiiek, viszonylag konnyen
megoldhatdk. (2.2. szakasz.)

A polinomidlis optimalizdlds egyik alapvet§ eredménye, hogy (minden (n,d)
pérra) a X, o4 kip és dudlis kipja szemidefiniten reprezentdlhaték [31, 38, 26].

2.1. TETEL. ([31]) Legyen L = ("}%) és U = ("3}?), tovdbba legyen p =
(p1,-..,p1) az n véltozds d-edfoki polinomok egy tetszbleges rendezett bdzisa, és
legyen q = (q1,...,qu) az n valtozés 2d-edfokid polinomok egy tetszéleges ren-
dezett bdzisa. Jelslje A azt az (egyértelmiien meghatdrozott) linearis RV — ST
leképezést, amelyre A(q) = ppT, mig A* ennek az adjungéltjat. Ekkor x € ¥, 24
akkor és csak akkor, ha létezik olyan X € Si matrix amelyre

x = A*(X).

Ennek kévetkezményeképpen a ¥, o4 kip dudlis kipja is szemidefiniten reprezen-
talhaté (sét, spektraéder):

hoa={s eRY|A(s) =0} .
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2.1. Példa. Az algebra alaptételének egyszerii kovetkezménye, hogy egy egy-
valtozos valds egyiitthatés polinom akkor és csak akkor nemnegativ a teljes szam-
egyenesen, ha SOS [39, 44. feladat]. A 2.1. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy a
p(t) = Zid:o pirt? egyenlSséggel definialt p polinom akkor és csak akkor nemnegativ
a teljes szamegyenesen, ha létezik olyan valds pozitiv szemidefinit X = (zij)f’ =0
matrix, amelyre

pe= Y xy, k=0,..2d (7)
itj=k

(Ez az X métrix dltaldban nem egyértelmi.) A dudlis X7 ,; kip pedig az olyan
s = (s0,...,82q4) € R2*! vektorok kiipja, amelyekre az

50 S1 S22 Sd

S1 So Sd+1

52

Sd Sd+1 " 52d

Hankel-mdtriz pozitiv szemidefinit.

2.1. A nemnegativ és négyzetdsszeggé alakithaté polinomok kapcsolata

Mikor azonos a négyzetosszeggé alakithatd és a nemnegativ polinomok halma-
za? Erre a kérdésre Hilbert alabbi tétele ad valaszt:

2.2. TETEL. ([20]) X, 24 = Pn,2q akkor és csak akkor, han =1 vagy 2d = 2
vagy (n,2d) = (2,4).

Amint emlitettiik, az n = 1 eset az algebra alaptételébél egyszeriien levezethe-
t6. A mésodfokd (t6bbvéltozds) esetben az 4llitds annak az atfogalmazésa, hogy
A = 0 akkor és csak akkor, ha A = BB valamilyen B matrixra. A kétvéaltozds
negyedfoki eset 1ényegesen bonyolultabb, ezért nem részletezziik. A t6bbi esetre
egyszeri ellenpéldak konstrualhatok: a kétvéltozds, hatodfoki Motzkin-polinomot
az

m(z,y) =1 32%y? +a'y* + 2%y’ (8)
egyenloséggel definidljuk. Ez a polinom mindenhol nemnegativ, ezt a szdmtani és
mértani kozép kozotti egyenl6tlenséggel bizonyithatjuk. Viszont elemi médszerek-
kel (a szemidefinit optimalizaldsi feladat vizsgdlata nélkiil) is beldthatd, hogy m
nem alakithaté négyzetosszeggé. Hasonléan, az (n,2d) = (3,4) esetben a

c(z,y,2) =1 — doyz + 22y + y°2% + 2%2?

egyenléséggel megadott hdromvaltozés, negyedfokd polinom (a Choi-Lam-
polinom) egy mindenhol nemnegativ, 4m négyzetsszeggé nem alakithaté polinom.
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A 2.2. Tétel nem biztats, azonban Artin [3] el6bb emlitett eredménye szerint
minden nemnegativ polinom felirhaté racionalis tortfiiggvények négyzetidsszege-
ként. Ez motivélja a kovetkez8 stratégidt inf{f(x)|x € R™} becslésére. Rogzit-
siink egy ¢ célszdmot, amelyre szeretnénk beldtni, hogy ¢y < inf{f(x)|x € R"}
(az optimélis értéket co-ra alkalmazott bindris kereséssel kozelithetjiik), majd vé-
lasszunk egy r fokszamot, és keressiink olyan s; € X, . és s2 € ¥y, 244, polinomo-
kat, amelyekre

Sl(ffco) = S9. (9)

Az el6bbiek alapjén a (9) feladat megoldhatésiga szemidefinit optimalizdldssal
eldonthet6. Ha talalunk megoldast, akkor f > ¢g mindenhol. Ha nem taldlunk
megoldast, akkor az r fokszamot novelve probalkozhatunk tGjra. Artin tétele szerint
minden f és ¢o értékre vagy létezik olyan x € R™ amelyre f(x) < ¢o vagy létezik
olyan r fokszdm, amelyre (9) megoldhaté. A moédszer praktikussdga kétségbe
vonhaté, mert r értékére nem adhatd alacsony korlat. Ez jelenleg is aktiv kutatasi
teriilet; Lombardi, Perrucci és Roy kozelmiiltbeli eredménye még nem sok jéval
kecsegtet:

i

d
2.3. TETEL. ([28]) Ha f > co, akkor (9) megoldhaté valamilyen r < 22°  -re.

Az (1) alakban megadott félalgebrai S halmazok felett nemnegativ polinomok
esete elméletileg hasonléan kezelhetd, és ha a megengedett megoldasok halmaza
korlatos, akkor a sziikséges fokszamok is lényegesen alacsonyabbak.

Nyilvanval6, hogy az (1) formdban megadott S halmazon minden olyan p poli-
nom nemnegativ, amelyre p = g;s valamilyen s SOS polinommal. Altalénosabban,
hap = Zlg{l,...,m} (Hiel gi>81 és minden s; négyzetosszeggé alakithatd, akkor p
nemnegativ. Az ilyen formdban irhaté polinomokat sulyozott négyzetisszeggé ala-
kithats (weighted-sum-of-squares) polinomoknak nevezziik. Az &llitds (részleges)
megforditasa Schmiidgen tétele:

2.4. TETEL. ([43]) Legyen S az (1) egyenletben megadott halmaz, és tegyiik
fel hogy S kompakt. Ekkor minden az S halmazon (szigordan) pozitiv p polinom

felirhato
p= Z ( H 9i> 51 (10)

IC{1,...m} i€l

alakban, ahol az sy, I C {1,...,m} polinomok négyzetisszeggé alakithatok.

Putinar eredménye az allitas erésebb formaéja:
2.5. TETEL. ([40]) Jelélje r az (x1,...,2,) — Y., x7 polinomot, és tegyiik

fel, hogy C' —r = >"1" | g:q; valamilyen négyzetosszeggé alakithatd qi,. .., qm po-
linomokra és C' konstansra. Ekkor minden az S halmazon (szigorian) pozitiv p
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polinom felirhato

m
p= 30+Zgi3i (11)
i=1
alakban, ahol az s, ..., Sy, polinomok négyzetdsszeggé alakithatok.

Praktikus szempontbdl Putinar 2.5. Tétele a hasznosabb: a 2.1. Tétel értelmé-
ben minden SOS polinom reprezentildsahoz egy kiilon pozitiv szemidefinit métrix-
ra van sziikség, tehdt a (10) reprezentdciébdl konstrudlhaté szemidefinit optima-
lizélasi feladatnak 2™ métrix valtozéja van, mig a (11) reprezentdcidét haszndlva
csak m+1 szemidefinit matrixra van sziikség. Putinar tételének szigoribb feltétele
az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd: ha S korlatos, akkor S reprezentéci-
6jahoz mindig hozzdadhaté a (redundédns) gpm41(x) := C —r(x) > 0 egyenlbtlenség
egy kelléen nagy C' konstanssal; ezzel viszont C' — r = g,,,+1 trividlisan kielégiti a
Putinar-tétel feltételét.

Megjegyzés. Schmiidgen és Putinar tételeire (és mds hasonld, a félalgebrai
halmazok felett nemnegativ polinomokat karakterizalé tételekre) a szakirodalom
kollektiven Positivstellensatz tételekként hivatkozik, Hilbert nullahelytételéhez
(Nullstellensatz) valé hasonlatossdguk miatt. Az SOS polinomok fokszdmanak
novelésével kaphaté szemidefinit optimalizélasi feladatok sorozatara pedig szemi-
definit optimalizdlasi hierarchiaként hivatkozik a szakirodalom.

Schmiidgen és Putinar tétele esetében is fontos kérdés, hogy milyen fels6 kor-
lat adhato a tételekben szereplo s; SOS polinomok fokszaméra. A Schmiidgen-
hierarchia esetében Stengle [47], valamint Schweighofer és Nie [44] vizsgalta a
fokszamok és a becslés hibdjanak kapcsolatdt. A Putinar-hierarchia esetére hason-
16 eredmények a [32] cikkben olvashaték. Ezek lényegesen alacsonyabb korlatok,
mint a 2.3. Tételbeli fokszamkorlat.

Az alkalmazédsokban leggyakrabban felmeriilé félalgebrai halmazok esetében
altalanosabb és egyszeriibben bizonyithaté Positivstellensatzok adhatdk: a nem-
negativ ortdns esetére Pdlya [19, 57. old.], konvex politépok esetére Handelman
[18] eredményét fontos megemliteniink. Ebben a két esetben a szemidefinit opti-
malizalés teljesen meg is keriilheto, helyettitk mér linedris optimalizalasi feladatok
sorozatdval is adhatunk a polinom minimumértékéhez konvergalé alsé korlatot. A
sziitkséges fokszamok is alacsonyabbak [12, 13].

Tovabbi hivatkozdsok. Az SOS polinomok és szemidefinit optimalizdlds kapcsola-
tanak vizsgdlata Parrilo [38] és Lasserre [26] munk4ibdl eredeztethetd. A részletek
irdnt érdekléds olvasénak Laurent sszefoglalé cikkét [27] ajanljuk. A polinomidlis
optimalizdldst absztrakt algebrai szemszoghdl a [29] és [7] monografidk mutatjdk
be, mig az alapvetd algoritmikus kérdések szémitdsi bonyolultsdgét a [11] cikk
taglalja részletesen.
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2.2. Numerikus maodszerek

A szemidefinit optimalizalds numerikus mdédszereit részletesen targyalja az [57]
és [41] konyv. A legnépszeriibb és -hatékonyabb megoldéalgoritmusok belsépontos
algoritmusok, amik a linedris optimalizélds belsdpontos médszereinek [23, 42, 50]
természetes dltaldnositdsai. (A szimplex mdédszernek, a kombinatorikus struktira
hidnydban, nincs analogonja a szemidefinit optimalizaldsban.) Népszerti imple-
mentdcick a nyilt forrdskédi SeDuMi [48], SDPT3 [51] és CSDP [g], valamint a
(nem ingyenes) MOSEK. A YALMIP és CVX Matlab csomagok segitenek a szemi-
definit optimalizdlasi feladatta alakithaté optimalizdlasi feladatok felismerésében,
illetve lefrasaban.

Az SOS polinomok szemidefinit reprezentaciénak f6 hatranya a szemidefinit op-

timalizalési feladatok 6ridsi mérete. A 2.1. Tétel értelmében egy ("+2d) -dimenzids

2d
Y, 24-beli vektor lefrdsdhoz egy (ngd) X ("gd) méretii szemidefinit matrixra van

sziikség. Ha n rogzitett, akkor a szemidefinit métrix elemeinek szdma (a d fokszam
fiiggvényében) a vektor dimenzidjandl nagysdgrendekkel nagyobb: példdul n = 1
esetén az SOS polinom (2d + 1)-dimenzids, mig a polinomot reprezentald szemide-
finit métrix (d+ 1) x (d+ 1) = ©(d?) méreti. Ez akkor is gond, ha a megoldandé
(2) optimalizéldsi feladatban minden polinom alacsony fokszadmi, hiszen minden
az el6z0 fejezetben ismertetett hierarchia a négyzettsszeggé alakithaté polinomok
fokszdamanak novelésével javitja az optimumértékre adott alsé korlatot.

Nagyméretii polinomialis optimalizalasi feladatok megoldédsa tovabbra is aktiv
kutatési teriilet. Csak két igéretes irdnyt emlitiink meg: a Positivstellensatzokbdl a
2.1. tétel segitségével felirt szemidefinit optimalizaldsi feladatokat azok leirasa nél-
kiil megoldhatjuk nemszimmetrikus kupok feletti optimalizaldsi algoritmusokkal
[36, 37]. Amennyiben még ez is tul koltséges, akkor a négyzetosszeggé alakitha-
t6 polinomokat tovabb kozelithetjiik egyszeriibb kiupokkal, ha a hierarchidkban a
szemidefinit métrixokat példdul diagondlisan domindns métrixokra cseréljiik [1].
Ezzel kapcsolatban azonban fontos megemliteniink, hogy Putinar és Schmiidgen
Positivstellensatzai ezekkel a kozelitésekkel mar nem teljesiilnek, tehat ez csupan
egy heurisztika, nem egy elméletileg megalapozott médszer. Egyszert ellenpélda-
kat C. Josz [25] cikkében taldlhatunk.

Gyakran felmeriil6 kérdés, hogy a hierarchidkban hasznalt magas fokszamu po-
linomok nem vezetnek-e numerikus nehézségekhez. A valasz elsGsorban attdl fiigg
milyen bazisban reprezentédljuk az SOS polinomokat. A szokdsos monomidlis bazis
nagy koriiltekintést igényel, hiszen mér a polinomok kiértékelése is numerikusan in-
stabil. Kompakt S halmazok felett értelmezett (silyozott) SOS polinomok esetén
a polinomokat Lagrange interpolaciés bazisban reprezentalva a 2.1. Tételbeli sze-
midefinit optimalizalasi feladat numerikusan problémamentes [34]. Ha S = [a, b]™,
akkor még egyszeri(ibb és hatékonyabb a masodfaji Csebisev-polinomok bazisdban
reprezentalni a polinomokat [36].
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3. A szamtani és mértani k6zép koz6tti egyenlStlenségen alapulé
relaxaciék

A nemnegativ, de négyzetosszeggé nem alakithaté polinomokra adott két
klasszikus példédnk (a Motzkin- és a Choi-Lam-polinom) nemnegativitdsa a szam-
tani és mértani kozepek kozotti egyenlotlenséggel egyszeriien bizonyithaté. Ter-
mészetes Otlet, hogy az SOS tulajdonsig helyett (vagy mellett) hasznaljuk ezt
a nemnegativitds elégséges feltételeként. Az elméleti nehézség, hogy (a négyzet-
Osszeggé alakithatdsdg konvexitdsaval ellentétben) egydltaldn nem vildgos, hogy
a ,szamtani-mértani kozép egyenlGtlenséggel bizonyithatéan nemmnegativ polino-
mok” halmaza konvex-e. A kulcseredmény az aldbbi, szamtalanszor ijrafelfedezett,
3.1. Tétel; ehhez hasznéljuk a kovetkez6 jeloléseket: minden x = (x1,...,x,) € R?
és a = (a1,...,0q,) € N" vektorra, x* := [[/_, 5. A p polinom tartéhal-
mazat jelolje supp(p). Azt mondjuk, hogy a p polinom egy kdrpolinom (circuit
polynomial), ha tartéhalmaza supp(p) = {a, ..., a,, 3} alakban irhatd, ahol az
{au,..., o} egy affin fiiggetlen halmaz' és B3 az «; vektorok konvex burkénak
belsé pontja, azaz létezik egy (egyértelmiti) X € R’ pozitiv egyiitthatévektor,
amelyre 3 =Y. N, és > \; = 1. Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy egy kor-
polinom tartéhalmaza egy olyan minimalisan affin Osszefiiggé halmaz, amelynek
egyik eleme a tobbi elem konvex burkdban taldlhato.

3.1. Példa. A (8) egyenletben definidlt Motzkin-polinom tartéhalmaza
{(3),(3),(3),(3)}. Ez egy minimalisan affin sszefiiggd halmaz, tovabba (3) =
() +3(3)+3(3). Ezért a Motzkin-polinom egy kérpolinom.

3.1. TETEL. ([22]) Legyen p a p(x) = >_i_, Ca;X* + cgxP egyenlSséggel de-
finidlt korpolinom, és legyen B = >, Nia;, Y.y Ay = 1 az egyértelmiien meg-
hatdrozott A\; > 0 egyiitthatckkal. Ekkor p nemnegativ R™ felett akkor és csak
akkor, ha minden i = 1,...,r-re a; € (2N)™ és ¢, > 0, valamint az aldbbi két
allitas koziil legalabb az egyik teljestil:

1. Be (2N)" éscg > 0, vagy

A
2. |egl < H:=1 ((»;‘;)

A midsodik alternativa elégségessége a \; egyiitthatokkal silyozott szamtani és
mértani kozepek kozotti egyenlStlenségbdl adddik. A tétel kovetkezménye, hogy
korpolinomok esetén a nemnegativitas mindig bizonyithaté ezzel az egyenlGtlen-
séggel. Altaldnos (nem kor-) polinomok esetére, az SOS polinomokhoz hasonléan,
bevezethetjiitk a nemnegativ korpolinomok dsszegévé alakithato polinomok halma-
zat, ezt az egyszeriiség kedvéért az angol nyelvi szakirodalomban hasznélt révidi-
téssel SONC-vel jelsljiik (sum of nonnegative circuit polynomials). Egy n-véltozds

1Az {a1,. .., o} halmaz affin fiiggetlensége azt jelenti, hogy a {(0‘11), e (0‘1’")} halmaz ele-
mei linedrisan fiiggetlenek.
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polinom SONC polinom, ha felirhaté R™ felett nemnegativ kérpolinomok Gsszege-
ként.

Az SOS tulajdonsighoz hasonléan a SONC tulajdonsdg is a nemnegativitds
elégséges de nem sziikséges feltétele: az egyvéltozés R > x + (1 —x)* polinom pél-
ddul nemnegativ a szdmegyenesen, azonban nem SONC. (Ebbdl mér az is 1dthatd,
hogy az SOS és SONC polinomok kiipjai koziil egyik sem tartalmazza a mésikat.)

A definiciékbdl vildgos, hogy a SONC polinomok halmaza egy konvex kip,
am ebbdl még nem kovetkezik automatikusan, hogy a SONC polinomok kénnyen
felismerhetdk, illetve hogy egy adott SONC polinom nemnegativ korpolinomok
Osszegeként vald felirasara hatékony algoritmus adhaté. Ahogy a négyzetOsszeggé
alakithatosag a 2.1. Tétel révén eldonthetd szemidefinit optimalizalassal, a SONC
tulajdonsag a 3.1. Tétel segitségével a hatvdnykiupok feletti optimalizdldsra vezet-
het6 vissza.

3.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy A € R’, és >i_y A = 1. Ekkor a A paramé-
terti hatvdnykip a

Ka = {(v,z)éRixRHz\gv)‘} (12)

halmaz.

A Ky kip egy konvex, zdrt, (r + 1)-dimenziés konvex kip, amelynek dudlisa (a

skaldris szorzdsra nézve) a
T ) )\7,
A<11(3)
i=1 N

kip. Ezzel a jeloléssel a 3.1. tétel masodik alternativdja egy egyszerti (konvex)
kupfeltételre cserélhetd [35]:

K3 = {(mz) eR} xR

T i
lea| < H (ii'”) = ((Car, - Ca,),c8) €KX (13)
i=1 v

Mivel K3 egy konvex kip, ebbél kévetkezik, hogy azonos tartéhalmazi nemnega-
tiv korpolinomok Osszege is nemnegativ kérpolinom. Egy p polinom nemnegativ
korpolinomok Gsszegére bontasanak feladata tehat ekvivalens azzal, hogy a p po-
linom egyiitthatévektorat felirjuk kiilonbdzé A vektorokhoz tartozé K3y kipokba
tartozo vektorok Gsszegeként. Ez egy konvex kip feletti linearis optimalizalasi fel-
adat. Ilyen (szemidefinit programozdsnal altalanosabb) kipfeltételeket tartalmazé
feladatokat, a szemidefinit programozashoz hasonléan, belsépontos mddszerekkel
oldhatunk meg hatékonyan, legalabbis amig a kupfeltételek szdma nem tdl nagy.

E cikk irasakor a leghatékonyabb szoftver a K hatvanykip és dudlis kupja
feletti optimalizalasra a MOSEK; az ebben implementalt algoritmus részletei nem
publikusak. Egy nyilt forrdaskéda szoftver altaldnos kipprogramozési feladatok
megolddsdra az alfonso Matlab csomag [37].
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A hatékony kipprogramozési algoritmusok énmagukban még nem elégségesek
egy SONC felbontéas hatékony kiszamitasara, mert a sziikséges kipfeltételek szama
megegyezik a kiilonb6z6 tartéhalmazok szamaval. Wang kozelmultbeli eredménye,
hogy minden SONC polinom p felirhaté olyan kérpolinomok sszegeként, amelyek
tartéhalmaza p tartéhalmazanak részhalmaza [56]. Ezzel a SONC tulajdonsdg
ellenérzéséhez megoldandé optimalizalasi feladat kupfeltételeinek szamara véges
(bar tovdbbra is exponenciélis méretii) korlat adhat6. Egy kézelmultbeli eredmény,
hogy a tartéhalmaz minimaélisan affin 6sszefiiggd részhalmazainak kombinatorikus
strukturajat felhasznalva a SONC felbontéast oszlopgeneralds segitségével gyorsan,
a kupfeltételek felsoroldsa nélkiil, megtaldlhatjuk [35].

4. Diszkusszi6

Nem Kkeriilhetjiikk meg a két bemutatott relaxacié osszehasonlitdsat. A sulyo-
zott szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség (és szdmos még dltaldnosabb
egyenlStlenség) bizonyithatd négyzetisszeggé alakitdssal [15], ebbdl a bizonyitds-
bol az kovetkezik, hogy SONC polinomok kelléen magas foku hatvanyai négyzet-
Osszeggé alakithatdk. Azonban, altaldnos esetben, az SOS és SONC kipok egyike
sem tartalmazza a masikat: a Motzkin-polinom egy olyan nemnegativ kérpolinom,
ami nem alakithaté négyzetosszeggé, mig az R >  — (1 — x)* polinom egy teljes
négyzet, am nem irhatd fel nemnegativ korpolinomok 6sszegeként. Ebbdl ad6do-
an, ha a (3) feladatban a nemnegativ kipok halmazit e két kip valamelyikével
helyettesitjiik, a priori nem vilagos, melyik esetben kapunk erésebb korlatot.

A két médszer futdsidejét Seidler és DeWolff hasonlitotta Ossze nagy szamu
(mesterséges) feladaton [45]. A szemidefinit kipndal egyszer{ibb kipokkal reprezen-
talhatosdg, az elméleti eredményekkel 6sszhangban, a gyakorlatban is azt eredmé-
nyezi, hogy a SONC relaxdcidékkal nagysdgrendekkel gyorsabban kaphatunk (nem
feltétleniil éles) als6 korldtot egy polinomra, mint SOS relaxdciékkal. Ugyanakkor
az SOS polinomokra épiilé hierarchidknak (illetve Putinar Positivstellensatzénak)
nincsen ismert SONC analogonja, és az SOS relaxacidkkal kapott korlatok tobb-
nyire erésebbek mint a SONC relaxacidkkal kaphaté korlatok. Tovabb&, mint
emlittettiik, az SOS relaxaciékat szemidefinit programozasnal hatékonyabb algo-
ritmusokkal is megoldhatjuk [36].

Természetesen semmilyen elvi akadalya nincsen a két mdodszer 6sszekapcsola-
sdnak: egy polinom nemnegativitasanak elégséges feltétele, ha felbonthaté teljes
négyzetek és nemnegativ korpolinomok Gsszegére. Nem varhaté, hogy ez barmi-
lyen lényeges elméleti elénnyel jar, de a fentiek kovetkezményeként az ilyen felbon-
tas kiszdmitdsa a négyzetOsszeggé alakitassal azonos nagysagrendii futdsidében
megoldhatd, és a mddszer 6rokli az SOS relaxdcié Osszes elméleti tulajdonsagat
(Positivstellensatzok, stb.)
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POLYNOMIAL OPTIMIZATION PROBLEMS AND THEIR RELAXATIONS
DAvVID Papp

Computing the extreme values of a polynomial over a closed semialgebraic set is a difficult
problem with numerous applications both within and outside of the mathematical sciences. This
paper gives a brief overview of the algebraic background of this area and some of the practical
numerical methods applied in polynomial optimization. While polynomial optimization is
NP-hard, several tractable convex relaxations of it have been proposed in the literature. We
review two of them: sum-of-squares (SOS) relaxations, based on the Positivstellensatzes of
Schmiidgen, Putinar, and others, and sum-of-nonnegative-circuit-polynomials (SONC) relax-
ations, motivated by the AM/GM inequality. After motivating and defining the sequences of
these two types of relaxations, we outline how they can be efficiently solved using interior-point
methods of semidefinite and non-symmetric cone programming.

Keywords: polynomial optimization, semidefinite programming, sums-of-squares, circuit
polynomials.
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