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POLINOMIÁLIS OPTIMALIZÁLÁSI FELADATOK ÉS RELAXÁCIÓIK

PAPP DÁVID

Polinomok zárt félalgebrai halmazok feletti szélsőértékeinek meghatáro-
zása nehéz, de számtalan (matematikai és egyéb) alkalmazásokkal b́ıró fel-
adat. Ebben a dolgozatban rövid áttekintést adunk a feladat algebrai hátte-
réről és megoldásának numerikus módszereiről. A polinomiális optimalizálás
NP-nehéz, ezért hatékonyan megoldható relaxációk és közeĺıtő módszerek
keresése népszerű kutatási terület. Két megközeĺıtést ismertetünk: az el-
ső a négyzetösszeggé alaḱıtás módszere, ami Schmüdgen, Putinar, és mások
Positivstellensatzként ismert tételein alapul, a másik a nemnegat́ıv körpolino-
mok módszere, ami súlyozott számtani-mértani közepek közötti egyenlőtlen-
ségeket használva korlátozza az optimalizálandó polinomot. A két módszer
léırása után azt is vázoljuk, hogyan oldhatjuk meg a közeĺıtő feladatokat a
szemidefinit programozás és a nemszimmetrikus kúpprogramozás belsőpon-
tos módszereivel.

1. Bevezetés

A polinomiális optimalizálás alapfeladata a következő: határozzuk meg egy
adott, n változós, d-edfokú, valós együtthatós f polinom legkisebb értékét egy
polinomiális egyenlőtlenségekkel megadott

S := {x ∈ Rn | gi(x) ≥ 0 i = 1, . . . ,m} (1)

zárt félalgebrai halmaz felett, pontosabban az

inf{f(x) |x ∈ S} (2)

értéket, illetve a feladat egy optimumhelyét, amennyiben f felveszi az infimumát
(Ez utóbbi automatikusan teljesül, ha S korlátos.).

A polinomiális optimalizálásnak (illetve a szorosan kapcsolódó kérdésnek, hogy
egy polinomnak van-e zérushelye egy adott félalgebrai halmazon) számtalan alkal-
mazása ismert, mind a matematikai tudományokon belül, mind azon ḱıvül, ezek
közül csak néhányat emĺıtünk meg. Diszkrét geometriai feladatok feĺırhatók po-
linomiális optimalizálási feladatként [5, 6]. Statisztikai ḱısérlettervezésben és ér-
zékelők optimális elhelyezésének feladatában az optimális konfigurációk léırhatók
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nemnegat́ıv polinomok gyökeinek halmazaként (pl. [33]). Szabályozástechnikában
és dinamikus rendszerek tervezésében a félegyenesen és magasabb dimenziós fél-
tereken nemnegat́ıv polinomok fontos szerepe révén alkalmazható a polinomiális
optimalizálás [16, 4, 2, 24, 49]. A pozit́ıv (vagy nemnegat́ıv) gyökök létezése a re-
akciókinetikában is fontos kérdés [52, 7. fej.], [9], ez is átfogalmazható polinomiális
optimalizálási feladatként (ahol S az első ortáns).

A polinomiális optimalizálás NP-nehéz már abban a speciális esetben is, ha
m = 0 (azaz S = Rn) és d = 4, illetve abban az esetben is, ha S = [0, 1]n és
d = 2; a [10] cikk számos klasszikus NP-nehéz kombinatorikus optimalizálási fel-
adatot visszavezet az utóbbi problémára. A polinomiális optimalizálás algebrai és
numerikus módszereiről számos nagyobb lélegzetű összefoglaló cikk és monográfia
készült, például [27], [29], és [7]. Ennek a cikknek kettős célja van: egyrészt egy
rövid magyar nyelvű összefoglalást ad a polinomális optimalizálás legfontosabb esz-
közeiről, másrészt kiemel néhány közelmúltbeli eredményt és akt́ıv kutatási irányt,
amik az emĺıtett

”
klasszikus” forrásokban nem találhatók meg.

A polinomiális optimalizálás feladata szorosan kapcsolódik a nemnegat́ıv po-
linomok karakterizációjának feladatához. Jelölje PS

d az S halmazon nemnegat́ıv
d-edfokú polinomok halmazát, ekkor a (2) optimalizálási feladat ı́gy is ı́rható:

sup{c | f − c ∈ PS
d }. (3)

Érdemes megemĺıtenünk, hogy bár a (2) feladat általában nem konvex optimali-
zálási feladat (hiszen általános esetben sem az f célfüggvény, sem pedig a meg-
engedett megoldások S halmaza nem konvex), a (3) formában ı́rva azonban már
konvex, hiszen a célfüggvény lineáris, és a PS

d halmaz is konvex minden d-re és
S-re, függetlenül attól, hogy S konvex-e. A

”
trükk” az, hogy a (2) és (3) felada-

tok különböző terekben optimalizálnak (az előbbi feladat változói nem jelennek
meg az utóbbiban). A konvex alak természetesen nem jelenti azt, hogy a feladat
egyszerűbben megoldható, a (3) feladat is NP-nehéz, de a konvexitás egyéb kö-
vetkezményei (pl. optimalitási feltételek, a lokális minimumok globális minimum
volta) fontosak és felhasználhatók algoritmusok tervezésben.

A (2) feladat nehézsége abból is levezethető, hogy már annak eldöntése is NP-
nehéz, hogy egy polinom nemnegat́ıv-e az S halmaz felett. Másodfokú polinomok
esetén, ha S = Rn

+, a kérdés ekvivalens annak eldöntésével, hogy egy adott valós
szimmetrikus mátrix teljesen poźıtiv-e [30]. A teljesen pozit́ıv kúpba tartozás
kérdésének erős NP-teljességét a közelmúltban bizonýıtották prećızen [14].

Mindezekből következik, hogy a polinomiális optimalizálás feladatára, a legegy-
szerűbb speciális esetektől eltekintve, nem várható hatékony (polinomiális futás-
idejű) algoritmus. A (2) feladat megoldását célzó numerikus módszerek stratégiája
ezért a következő: a feladat (3) alakjában a nehezen kezelhető PS

d kúpot egy olyan
közeĺıtő kúpra cseréljük, amelyre a kúpba tartozás kérdése polinomidőben eldönt-
hető. A közeĺıtés pontossága és a futásidő között kompromisszumot kell kötnünk:
a módszerek általában nem egy közeĺıtő kúppal dolgoznak, hanem közeĺıtő kúpok
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egy K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ PS
d sorozatával, amelyre ∪∞

i=1Ki = PS
d . Fontos, hogy a

Ki kúp belülről közeĺıtse a PS
d kúpot: ı́gy a sup{c | f − c ∈ Ki} feladat minden

megengedett megoldása alsó korlátot ad a (2) feladat megoldására, továbbá az
f − c polinom Ki-beli tagsága egy polinomidőben ellenőrizhető tanúśıtványa a
c ≤ inf{f(x) |x ∈ S} egyenlőtlenségnek.

A következő két szakasz a PS
d -t belülről közeĺıtő kúpok két családját mutatja

be részletesebben.

2. Négyzetösszeggé alaḱıtható (SOS) polinomok és szemidefinit
optimalizálás

Egy valós együtthatós p polinom négyzetösszeggé alaḱıtható (angolul sum-of-
squares, röviden SOS ), ha előáll valós együtthatós polinomok négyzetösszege-

ként: p =
∑j

i=1 q
2
i . Az n változós 2d-edfokú négyzetösszeggé alaḱıtható poli-

nomok halmazát jelölje Σn,2d. Nyilvánvaló, hogy az SOS tulajdonság a nem-
negativitás elégséges feltétele: Σn,2d ⊆ PRn

2d . (A feltétel nem szükséges, ld. a
2.2. tételt.) Az is könnyen belátható, hogy Σn,2d egy zárt konvex kúp, amelyre

dim span(Σn,2d) = dim span(PRn

2d ) =
(
n+2d
2d

)
.

A nemnegativitás és négyzetösszeggé alaḱıthatóság kapcsolatának vizsgálata
már a XIX. században megkezdődött: polinomok helyett racionális törtfüggvé-
nyekre a két tulajdonság ekvivalens [3], ez Hilbert 17-ik problémája [21], ám ebből

még nem következik, hogy a négyzetösszeggé alaḱıtás könnyen megoldható. Újabb
eredmény, hogy az SOS polinomok felismerése polinomidőben visszavezethető egy
szemidefinit optimalizálási feladatra [46, 31]. A szemidefinit optimalizálás felada-
tának pontos defińıciójához szükségünk lesz az alábbi jelölésekre.

Legyen Sk a k×k méretű valós szimmetrikus mátrixok halmaza és Sk+ a pozit́ıv
szemidefinit k × k mátrixok halmaza. Használjuk továbbá az A < B egyenlőtlen-
séget annak jelölésére, hogy az A−B mátrix pozit́ıv szemidefinit.

2.1. Defińıció. A H ⊆ Rn halmaz szemidefiniten reprezentálható, ha valami-
lyen k ≥ 1 és ℓ ≥ 0 egész számra léteznek olyan A : Rn → Sk és C : Rℓ → Sk affin
(elsőfokú, nem feltétlenül homogén) függvények, amelyekkel H a következőképpen
ı́rható:

H = {x ∈ Rn | ∃u ∈ Rℓ : A(x) + C(u) < 0}. (4)

A defińıció közvetlen következménye, hogy minden szemidefiniten reprezentálható
halmaz konvex. Egy sokat vizsgált, algebrai geometriai szemszögből különösen
érdekes speciális eset az u

”
segédváltozók” nélküli ℓ = 0 eset: a H halmaz egy

spektraéder, ha feĺırható (4) alakban és ℓ = 0 [55]. Ha továbbá A(x) értéke di-
agonális mátrix minden x-re, akkor H egy konvex poliéder (és ford́ıtva, minden
konvex poliéder szemidefiniten reprezentálható ilyen módon).
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Az előbbiek seǵıtségével azt mondjuk, hogy egy optimalizálási probléma egy
szemidefinit optimalizálási feladat, ha feĺırható

inf{cTx |x ∈ H}

alakban, ahol c ∈ Rn és H egy szemidefiniten reprezentálható halmaz.

Szemidefinit optimalizálási feladatok a lineáris programozásra emlékeztető mó-
don standard alakra hozhatók [53, 54]. A standard alak egyik szokásos (primál)
formája

inf {C •X |Ai •X = bi, i = 1, . . . ,m; X < 0} , (5)

ahol • jelöli a mátrixok skaláris (Frobenius) szorzatát, az Ai ∈ Sk mátrixok, a
b ∈ Rm vektor és a C ∈ Sk mátrix adottak, és X az optimalizálási változó. Ekkor
a duális feladat ı́gy ı́rható:

sup
{
bTy

∣∣∣C−
m∑
i=1

Aiyi < 0
}
. (6)

Szemidefinit optimalizálási feladatok polinomiális futásidővel megoldhatók, ha
az Ai és C együtthatómátrixok és a b vektor egészek, és a bemenet méretét kellő
körültekintéssel definiáljuk [17, 41]. Ezt nem részletezzük, de annyit fontos meg-
jegyeznünk, hogy (a lineáris programozással ellentétben!) csupán az A1, . . . ,Am,
b és C méretében polinomiális futásidőben a szemidefinit optimalizálási feladatok
általában nem oldhatók meg.

A gyakorlatban belsőpontos algoritmusokkal az (5-6) feladatok meglehetősen
nagy méretű példányai, ahol k és m t́ızezres nagyságrendűek, viszonylag könnyen
megoldhatók. (2.2. szakasz.)

A polinomiális optimalizálás egyik alapvető eredménye, hogy (minden (n, d)
párra) a Σn,2d kúp és duális kúpja szemidefiniten reprezentálhatók [31, 38, 26].

2.1. Tétel. ([31]) Legyen L =
(
n+d
d

)
és U =

(
n+2d
2d

)
, továbbá legyen p =

(p1, . . . , pL) az n változós d-edfokú polinomok egy tetszőleges rendezett bázisa, és
legyen q = (q1, . . . , qU ) az n változós 2d-edfokú polinomok egy tetszőleges ren-
dezett bázisa. Jelölje Λ azt az (egyértelműen meghatározott) lineáris RU → SL
leképezést, amelyre Λ(q) = ppT, mı́g Λ∗ ennek az adjungáltját. Ekkor x ∈ Σn,2d

akkor és csak akkor, ha létezik olyan X ∈ SL+ mátrix amelyre

x = Λ∗(X).

Ennek következményeképpen a Σn,2d kúp duális kúpja is szemidefiniten reprezen-
tálható (sőt, spektraéder):

Σ∗
n,2d =

{
s ∈ RU |Λ(s) < 0

}
.
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2.1. Példa. Az algebra alaptételének egyszerű következménye, hogy egy egy-
változós valós együtthatós polinom akkor és csak akkor nemnegat́ıv a teljes szám-
egyenesen, ha SOS [39, 44. feladat]. A 2.1. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy a

p(t) =
∑2d

k=0 pkt
k egyenlőséggel definiált p polinom akkor és csak akkor nemnegat́ıv

a teljes számegyenesen, ha létezik olyan valós pozit́ıv szemidefinit X = (xij)
d
i,j=0

mátrix, amelyre

pk =
∑

i+j=k

xij , k = 0, . . . , 2d. (7)

(Ez az X mátrix általában nem egyértelmű.) A duális Σ∗
1,2d kúp pedig az olyan

s = (s0, . . . , s2d) ∈ R2d+1 vektorok kúpja, amelyekre az

s0 s1 s2 · · · sd
s1 s2 sd+1

s2 . .
.

...
...

sd sd+1 · · · s2d


Hankel-mátrix pozit́ıv szemidefinit.

2.1. A nemnegat́ıv és négyzetösszeggé alaḱıtható polinomok kapcsolata

Mikor azonos a négyzetösszeggé alaḱıtható és a nemnegat́ıv polinomok halma-
za? Erre a kérdésre Hilbert alábbi tétele ad választ:

2.2. Tétel. ([20]) Σn,2d = Pn,2d akkor és csak akkor, ha n = 1 vagy 2d = 2
vagy (n, 2d) = (2, 4).

Amint emĺıtettük, az n = 1 eset az algebra alaptételéből egyszerűen levezethe-
tő. A másodfokú (többváltozós) esetben az álĺıtás annak az átfogalmazása, hogy
A < 0 akkor és csak akkor, ha A = BBT valamilyen B mátrixra. A kétváltozós
negyedfokú eset lényegesen bonyolultabb, ezért nem részletezzük. A többi esetre
egyszerű ellenpéldák konstruálhatók: a kétváltozós, hatodfokú Motzkin-polinomot
az

m(x, y) = 1− 3x2y2 + x4y2 + x2y4 (8)

egyenlőséggel definiáljuk. Ez a polinom mindenhol nemnegat́ıv, ezt a számtani és
mértani közép közötti egyenlőtlenséggel bizonýıthatjuk. Viszont elemi módszerek-
kel (a szemidefinit optimalizálási feladat vizsgálata nélkül) is belátható, hogy m
nem alaḱıtható négyzetösszeggé. Hasonlóan, az (n, 2d) = (3, 4) esetben a

c(x, y, z) = 1− 4xyz + x2y2 + y2z2 + z2x2

egyenlőséggel megadott háromváltozós, negyedfokú polinom (a Choi–Lam-
polinom) egy mindenhol nemnegat́ıv, ám négyzetösszeggé nem alaḱıtható polinom.
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A 2.2. Tétel nem biztató, azonban Artin [3] előbb emĺıtett eredménye szerint
minden nemnegat́ıv polinom feĺırható racionális törtfüggvények négyzetösszege-
ként. Ez motiválja a következő stratégiát inf{f(x) |x ∈ Rn} becslésére. Rögźıt-
sünk egy c0 célszámot, amelyre szeretnénk belátni, hogy c0 ≤ inf{f(x) |x ∈ Rn}
(az optimális értéket c0-ra alkalmazott bináris kereséssel közeĺıthetjük), majd vá-
lasszunk egy r fokszámot, és keressünk olyan s1 ∈ Σn,r és s2 ∈ Σn,2d+r polinomo-
kat, amelyekre

s1(f − c0) = s2. (9)

Az előbbiek alapján a (9) feladat megoldhatósága szemidefinit optimalizálással
eldönthető. Ha találunk megoldást, akkor f ≥ c0 mindenhol. Ha nem találunk
megoldást, akkor az r fokszámot növelve próbálkozhatunk újra. Artin tétele szerint
minden f és c0 értékre vagy létezik olyan x ∈ Rn amelyre f(x) < c0 vagy létezik
olyan r fokszám, amelyre (9) megoldható. A módszer praktikussága kétségbe
vonható, mert r értékére nem adható alacsony korlát. Ez jelenleg is akt́ıv kutatási
terület; Lombardi, Perrucci és Roy közelmúltbeli eredménye még nem sok jóval
kecsegtet:

2.3. Tétel. ([28]) Ha f ≥ c0, akkor (9) megoldható valamilyen r ≤ 22
2d

4n

-re.

Az (1) alakban megadott félalgebrai S halmazok felett nemnegat́ıv polinomok
esete elméletileg hasonlóan kezelhető, és ha a megengedett megoldások halmaza
korlátos, akkor a szükséges fokszámok is lényegesen alacsonyabbak.

Nyilvánvaló, hogy az (1) formában megadott S halmazon minden olyan p poli-

nom nemnegat́ıv, amelyre p = gis valamilyen s SOS polinommal. Általánosabban,

ha p =
∑

I⊆{1,...,m}

(∏
i∈I gi

)
sI és minden sI négyzetösszeggé alaḱıtható, akkor p

nemnegat́ıv. Az ilyen formában ı́rható polinomokat súlyozott négyzetösszeggé ala-
ḱıtható (weighted-sum-of-squares) polinomoknak nevezzük. Az álĺıtás (részleges)
megford́ıtása Schmüdgen tétele:

2.4. Tétel. ([43]) Legyen S az (1) egyenletben megadott halmaz, és tegyük
fel hogy S kompakt. Ekkor minden az S halmazon (szigorúan) pozit́ıv p polinom
feĺırható

p =
∑

I⊆{1,...,m}

(∏
i∈I

gi

)
sI (10)

alakban, ahol az sI , I ⊆ {1, . . . ,m} polinomok négyzetösszeggé alaḱıthatók.

Putinar eredménye az álĺıtás erősebb formája:

2.5. Tétel. ([40]) Jelölje r az (x1, . . . , xn) 7→
∑n

i=1 x
2
i polinomot, és tegyük

fel, hogy C − r =
∑m

i=1 giqi valamilyen négyzetösszeggé alaḱıtható q1, . . . , qm po-
linomokra és C konstansra. Ekkor minden az S halmazon (szigorúan) pozit́ıv p
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polinom feĺırható

p = s0 +
m∑
i=1

gisi (11)

alakban, ahol az s0, . . . , sm polinomok négyzetösszeggé alaḱıthatók.

Praktikus szempontból Putinar 2.5. Tétele a hasznosabb: a 2.1. Tétel értelmé-
ben minden SOS polinom reprezentálásához egy külön pozit́ıv szemidefinit mátrix-
ra van szükség, tehát a (10) reprezentációból konstruálható szemidefinit optima-
lizálási feladatnak 2m mátrix változója van, mı́g a (11) reprezentációt használva
csak m+1 szemidefinit mátrixra van szükség. Putinar tételének szigorúbb feltétele
az általánosság megszoŕıtása nélkül feltehető: ha S korlátos, akkor S reprezentáci-
ójához mindig hozzáadható a (redundáns) gm+1(x) := C−r(x) ≥ 0 egyenlőtlenség
egy kellően nagy C konstanssal; ezzel viszont C − r = gm+1 triviálisan kieléǵıti a
Putinar-tétel feltételét.

Megjegyzés. Schmüdgen és Putinar tételeire (és más hasonló, a félalgebrai
halmazok felett nemnegat́ıv polinomokat karakterizáló tételekre) a szakirodalom
kollekt́ıven Positivstellensatz tételekként hivatkozik, Hilbert nullahelytételéhez
(Nullstellensatz ) való hasonlatosságuk miatt. Az SOS polinomok fokszámának
növelésével kapható szemidefinit optimalizálási feladatok sorozatára pedig szemi-
definit optimalizálási hierarchiaként hivatkozik a szakirodalom.

Schmüdgen és Putinar tétele esetében is fontos kérdés, hogy milyen felső kor-
lát adható a tételekben szereplő si SOS polinomok fokszámára. A Schmüdgen-
hierarchia esetében Stengle [47], valamint Schweighofer és Nie [44] vizsgálta a
fokszámok és a becslés hibájának kapcsolatát. A Putinar-hierarchia esetére hason-
ló eredmények a [32] cikkben olvashatók. Ezek lényegesen alacsonyabb korlátok,
mint a 2.3. Tételbeli fokszámkorlát.

Az alkalmazásokban leggyakrabban felmerülő félalgebrai halmazok esetében
általánosabb és egyszerűbben bizonýıtható Positivstellensatzok adhatók: a nem-
negat́ıv ortáns esetére Pólya [19, 57. old.], konvex politópok esetére Handelman
[18] eredményét fontos megemĺıtenünk. Ebben a két esetben a szemidefinit opti-
malizálás teljesen meg is kerülhető, helyettük már lineáris optimalizálási feladatok
sorozatával is adhatunk a polinom minimumértékéhez konvergáló alsó korlátot. A
szükséges fokszámok is alacsonyabbak [12, 13].

További hivatkozások. Az SOS polinomok és szemidefinit optimalizálás kapcsola-
tának vizsgálata Parrilo [38] és Lasserre [26] munkáiból eredeztethető. A részletek
iránt érdeklődő olvasónak Laurent összefoglaló cikkét [27] ajánljuk. A polinomiális
optimalizálást absztrakt algebrai szemszögből a [29] és [7] monográfiák mutatják
be, mı́g az alapvető algoritmikus kérdések számı́tási bonyolultságát a [11] cikk
taglalja részletesen.
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2.2. Numerikus módszerek

A szemidefinit optimalizálás numerikus módszereit részletesen tárgyalja az [57]
és [41] könyv. A legnépszerűbb és -hatékonyabb megoldóalgoritmusok belsőpontos
algoritmusok, amik a lineáris optimalizálás belsőpontos módszereinek [23, 42, 50]
természetes általánośıtásai. (A szimplex módszernek, a kombinatorikus struktúra
hiányában, nincs analogonja a szemidefinit optimalizálásban.) Népszerű imple-
mentációk a nýılt forráskódú SeDuMi [48], SDPT3 [51] és CSDP [8], valamint a
(nem ingyenes) MOSEK. A YALMIP és CVX Matlab csomagok seǵıtenek a szemi-
definit optimalizálási feladattá alaḱıtható optimalizálási feladatok felismerésében,
illetve léırásában.

Az SOS polinomok szemidefinit reprezentációnak fő hátránya a szemidefinit op-
timalizálási feladatok óriási mérete. A 2.1. Tétel értelmében egy

(
n+2d
2d

)
-dimenziós

Σn,2d-beli vektor léırásához egy
(
n+d
d

)
×

(
n+d
d

)
méretű szemidefinit mátrixra van

szükség. Ha n rögźıtett, akkor a szemidefinit mátrix elemeinek száma (a d fokszám
függvényében) a vektor dimenziójánál nagyságrendekkel nagyobb: például n = 1
esetén az SOS polinom (2d+1)-dimenziós, mı́g a polinomot reprezentáló szemide-
finit mátrix (d+1)× (d+1) = Θ(d2) méretű. Ez akkor is gond, ha a megoldandó
(2) optimalizálási feladatban minden polinom alacsony fokszámú, hiszen minden
az előző fejezetben ismertetett hierarchia a négyzetösszeggé alaḱıtható polinomok
fokszámának növelésével jav́ıtja az optimumértékre adott alsó korlátot.

Nagyméretű polinomiális optimalizálási feladatok megoldása továbbra is akt́ıv
kutatási terület. Csak két ı́géretes irányt emĺıtünk meg: a Positivstellensatzokból a
2.1. tétel seǵıtségével feĺırt szemidefinit optimalizálási feladatokat azok léırása nél-
kül megoldhatjuk nemszimmetrikus kúpok feletti optimalizálási algoritmusokkal
[36, 37]. Amennyiben még ez is túl költséges, akkor a négyzetösszeggé alaḱıtha-
tó polinomokat tovább közeĺıthetjük egyszerűbb kúpokkal, ha a hierarchiákban a
szemidefinit mátrixokat például diagonálisan domináns mátrixokra cseréljük [1].
Ezzel kapcsolatban azonban fontos megemĺıtenünk, hogy Putinar és Schmüdgen
Positivstellensatzai ezekkel a közeĺıtésekkel már nem teljesülnek, tehát ez csupán
egy heurisztika, nem egy elméletileg megalapozott módszer. Egyszerű ellenpéldá-
kat C. Josz [25] cikkében találhatunk.

Gyakran felmerülő kérdés, hogy a hierarchiákban használt magas fokszámú po-
linomok nem vezetnek-e numerikus nehézségekhez. A válasz elsősorban attól függ
milyen bázisban reprezentáljuk az SOS polinomokat. A szokásos monomiális bázis
nagy körültekintést igényel, hiszen már a polinomok kiértékelése is numerikusan in-
stabil. Kompakt S halmazok felett értelmezett (súlyozott) SOS polinomok esetén
a polinomokat Lagrange interpolációs bázisban reprezentálva a 2.1. Tételbeli sze-
midefinit optimalizálási feladat numerikusan problémamentes [34]. Ha S = [a, b]n,
akkor még egyszerűbb és hatékonyabb a másodfajú Csebisev-polinomok bázisában
reprezentálni a polinomokat [36].
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3. A számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenségen alapuló
relaxációk

A nemnegat́ıv, de négyzetösszeggé nem alaḱıtható polinomokra adott két
klasszikus példánk (a Motzkin- és a Choi–Lam-polinom) nemnegativitása a szám-
tani és mértani közepek közötti egyenlőtlenséggel egyszerűen bizonýıtható. Ter-
mészetes ötlet, hogy az SOS tulajdonság helyett (vagy mellett) használjuk ezt
a nemnegativitás elégséges feltételeként. Az elméleti nehézség, hogy (a négyzet-
összeggé alaḱıthatóság konvexitásával ellentétben) egyáltalán nem világos, hogy
a
”
számtani-mértani közép egyenlőtlenséggel bizonýıthatóan nemnegat́ıv polino-

mok”halmaza konvex-e. A kulcseredmény az alábbi, számtalanszor újrafelfedezett,
3.1. Tétel; ehhez használjuk a következő jelöléseket: minden x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

és α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn vektorra, xα :=
∏n

i=1 x
αi
i . A p polinom tartóhal-

mazát jelölje supp(p). Azt mondjuk, hogy a p polinom egy körpolinom (circuit
polynomial), ha tartóhalmaza supp(p) = {α1, . . . ,αr,β} alakban ı́rható, ahol az
{α1, . . . ,αr} egy affin független halmaz1 és β az αi vektorok konvex burkának
belső pontja, azaz létezik egy (egyértelmű) λ ∈ Rr

+ pozit́ıv együtthatóvektor,
amelyre β =

∑r
i=1 λiαi és

∑r
i=1 λi = 1. Ezt úgy is fogalmazhatjuk, hogy egy kör-

polinom tartóhalmaza egy olyan minimálisan affin összefüggő halmaz, amelynek
egyik eleme a többi elem konvex burkában található.

3.1. Példa. A (8) egyenletben definiált Motzkin-polinom tartóhalmaza
{( 00 ) , ( 22 ) , ( 42 ) , ( 24 )}. Ez egy minimálisan affin összefüggő halmaz, továbbá ( 22 ) =
1
3 (

0
0 ) +

1
3 (

2
4 ) +

1
3 (

4
2 ). Ezért a Motzkin-polinom egy körpolinom.

3.1. Tétel. ([22]) Legyen p a p(x) =
∑r

i=1 cαi
xαi + cβx

β egyenlőséggel de-
finiált körpolinom, és legyen β =

∑r
i=1 λiαi,

∑r
i=1 λi = 1 az egyértelműen meg-

határozott λi > 0 együtthatókkal. Ekkor p nemnegat́ıv Rn felett akkor és csak
akkor, ha minden i = 1, . . . , r-re αi ∈ (2N)n és cαi

≥ 0, valamint az alábbi két
álĺıtás közül legalább az egyik teljesül:

1. β ∈ (2N)n és cβ ≥ 0, vagy

2. |cβ| ≤
∏r

i=1

(
cαi

λi

)λi

.

A második alternat́ıva elégségessége a λi együtthatókkal súlyozott számtani és
mértani közepek közötti egyenlőtlenségből adódik. A tétel következménye, hogy
körpolinomok esetén a nemnegativitás mindig bizonýıtható ezzel az egyenlőtlen-
séggel. Általános (nem kör-) polinomok esetére, az SOS polinomokhoz hasonlóan,
bevezethetjük a nemnegat́ıv körpolinomok összegévé alaḱıtható polinomok halma-
zát, ezt az egyszerűség kedvéért az angol nyelvű szakirodalomban használt rövid́ı-
téssel SONC-vel jelöljük (sum of nonnegative circuit polynomials). Egy n-változós

1Az {α1, . . . ,αr} halmaz affin függetlensége azt jelenti, hogy a {
(α1

1

)
, . . . ,

(αr
1

)
} halmaz ele-

mei lineárisan függetlenek.
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polinom SONC polinom, ha feĺırható Rn felett nemnegat́ıv körpolinomok összege-
ként.

Az SOS tulajdonsághoz hasonlóan a SONC tulajdonság is a nemnegativitás
elégséges de nem szükséges feltétele: az egyváltozós R 3 x 7→ (1−x)4 polinom pél-
dául nemnegat́ıv a számegyenesen, azonban nem SONC. (Ebből már az is látható,
hogy az SOS és SONC polinomok kúpjai közül egyik sem tartalmazza a másikat.)

A defińıciókból világos, hogy a SONC polinomok halmaza egy konvex kúp,
ám ebből még nem következik automatikusan, hogy a SONC polinomok könnyen
felismerhetők, illetve hogy egy adott SONC polinom nemnegat́ıv körpolinomok
összegeként való feĺırására hatékony algoritmus adható. Ahogy a négyzetösszeggé
alaḱıthatóság a 2.1. Tétel révén eldönthető szemidefinit optimalizálással, a SONC
tulajdonság a 3.1. Tétel seǵıtségével a hatványkúpok feletti optimalizálásra vezet-
hető vissza.

3.1. Defińıció. Tegyük fel, hogy λ ∈ Rr
+ és

∑r
i=1 λi = 1. Ekkor a λ paramé-

terű hatványkúp a
Kλ :=

{
(v, z) ∈ Rr

+ × R
∣∣ |z| ≤ vλ

}
(12)

halmaz.

A Kλ kúp egy konvex, zárt, (r + 1)-dimenziós konvex kúp, amelynek duálisa (a
skaláris szorzásra nézve) a

K∗
λ :=

{
(v, z) ∈ Rr

+ × R

∣∣∣∣∣ |z| ≤
r∏

i=1

(
vi
λi

)λi
}

kúp. Ezzel a jelöléssel a 3.1. tétel második alternat́ıvája egy egyszerű (konvex)
kúpfeltételre cserélhető [35]:

|cβ| ≤
r∏

i=1

(
cαi

λi

)λi

⇐⇒
(
(cα1

, . . . , cαr
), cβ

)
∈ K∗

λ. (13)

Mivel K∗
λ egy konvex kúp, ebből következik, hogy azonos tartóhalmazú nemnega-

t́ıv körpolinomok összege is nemnegat́ıv körpolinom. Egy p polinom nemnegat́ıv
körpolinomok összegére bontásának feladata tehát ekvivalens azzal, hogy a p po-
linom együtthatóvektorát feĺırjuk különböző λ vektorokhoz tartozó K∗

λ kúpokba
tartozó vektorok összegeként. Ez egy konvex kúp feletti lineáris optimalizálási fel-
adat. Ilyen (szemidefinit programozásnál általánosabb) kúpfeltételeket tartalmazó
feladatokat, a szemidefinit programozáshoz hasonlóan, belsőpontos módszerekkel
oldhatunk meg hatékonyan, legalábbis amı́g a kúpfeltételek száma nem túl nagy.

E cikk ı́rásakor a leghatékonyabb szoftver a Kλ hatványkúp és duális kúpja
feletti optimalizálásra a MOSEK; az ebben implementált algoritmus részletei nem
publikusak. Egy nýılt forráskódú szoftver általános kúpprogramozási feladatok
megoldására az alfonso Matlab csomag [37].
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A hatékony kúpprogramozási algoritmusok önmagukban még nem elégségesek
egy SONC felbontás hatékony kiszámı́tására, mert a szükséges kúpfeltételek száma
megegyezik a különböző tartóhalmazok számával. Wang közelmúltbeli eredménye,
hogy minden SONC polinom p feĺırható olyan körpolinomok összegeként, amelyek
tartóhalmaza p tartóhalmazának részhalmaza [56]. Ezzel a SONC tulajdonság
ellenőrzéséhez megoldandó optimalizálási feladat kúpfeltételeinek számára véges
(bár továbbra is exponenciális méretű) korlát adható. Egy közelmúltbeli eredmény,
hogy a tartóhalmaz minimálisan affin összefüggő részhalmazainak kombinatorikus
struktúráját felhasználva a SONC felbontást oszlopgenerálás seǵıtségével gyorsan,
a kúpfeltételek felsorolása nélkül, megtalálhatjuk [35].

4. Diszkusszió

Nem kerülhetjük meg a két bemutatott relaxáció összehasonĺıtását. A súlyo-
zott számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenség (és számos még általánosabb
egyenlőtlenség) bizonýıtható négyzetösszeggé alaḱıtással [15], ebből a bizonýıtás-
ból az következik, hogy SONC polinomok kellően magas fokú hatványai négyzet-
összeggé alaḱıthatók. Azonban, általános esetben, az SOS és SONC kúpok egyike
sem tartalmazza a másikat: a Motzkin-polinom egy olyan nemnegat́ıv körpolinom,
ami nem alaḱıtható négyzetösszeggé, mı́g az R 3 x 7→ (1− x)4 polinom egy teljes
négyzet, ám nem ı́rható fel nemnegat́ıv körpolinomok összegeként. Ebből adódó-
an, ha a (3) feladatban a nemnegat́ıv kúpok halmazát e két kúp valamelyikével
helyetteśıtjük, a priori nem világos, melyik esetben kapunk erősebb korlátot.

A két módszer futásidejét Seidler és DeWolff hasonĺıtotta össze nagy számú
(mesterséges) feladaton [45]. A szemidefinit kúpnál egyszerűbb kúpokkal reprezen-
tálhatóság, az elméleti eredményekkel összhangban, a gyakorlatban is azt eredmé-
nyezi, hogy a SONC relaxációkkal nagyságrendekkel gyorsabban kaphatunk (nem
feltétlenül éles) alsó korlátot egy polinomra, mint SOS relaxációkkal. Ugyanakkor
az SOS polinomokra épülő hierarchiáknak (illetve Putinar Positivstellensatzának)
nincsen ismert SONC analogonja, és az SOS relaxációkkal kapott korlátok több-
nyire erősebbek mint a SONC relaxációkkal kapható korlátok. Továbbá, mint
emĺıttettük, az SOS relaxációkat szemidefinit programozásnál hatékonyabb algo-
ritmusokkal is megoldhatjuk [36].

Természetesen semmilyen elvi akadálya nincsen a két módszer összekapcsolá-
sának: egy polinom nemnegativitásának elégséges feltétele, ha felbontható teljes
négyzetek és nemnegat́ıv körpolinomok összegére. Nem várható, hogy ez bármi-
lyen lényeges elméleti előnnyel jár, de a fentiek következményeként az ilyen felbon-
tás kiszámı́tása a négyzetösszeggé alaḱıtással azonos nagyságrendű futásidőben
megoldható, és a módszer örökli az SOS relaxáció összes elméleti tulajdonságát
(Positivstellensatzok, stb.)
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(1902).

[22] S. Iliman and T. de Wolff: Amoebas, nonnegative polynomials and sums of squares
supported on circuits, Research in the Mathematical Sciences, Vol. 3, p. 9 (2016). DOI:
10.1186/s40687-016-0052-2
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[27] M. Laurent: Sums of squares, moment matrices, and optimization over polynomials, In
Emerging Applications of Algebraic Geometry, M. Putinar and S. Sullivant, szerk., Vol. 149
of IMA Volumes in Mathematics and its Applications, Springer, pp. 157–270 2008. DOI:
10.1007/978-0-387-09686-5 7

[28] H. Lombardi, D. Perrucci, and M.-F. Roy: An elementary recursive bound for effective
Positivstellensatz and Hilbert 17-th problem, arXiv preprint (2014).
https://arxiv.org/abs/1404.2338

[29] M. Marshall: Positive Polynomials and Sums of Squares, AMS, (2008).

[30] K. Murty and S. Kabadi: Some NP-complete problems in quadratic and nonlin-
ear programming, Mathematical Programming, Vol. 39, pp. 117–129 (1987). DOI:
10.1007/BF02592948

[31] Y. Nesterov: Squared functional systems and optimization problems, In High Performance
Optimization, H. Frenk, K. Roos, T. Terlaky, and S. Zhang, szerk., Vol. 33 of Applied Op-
timization, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, The Netherlands, pp. 405–440 (2000).

[32] J. Nie and M. Schweighofer: On the complexity of Putinar’s Positivstellensatz, Journal
of Complexity, Vol. 23, pp. 135–150 (2007). DOI: 10.1016/j.jco.2006.07.002

[33] D. Papp: Optimal designs for rational function regression, Journal of the American Sta-
tistical Association, Vol. 107, pp. 400–411 (2012). DOI: 10.1080/01621459.2012.656035

[34] D. Papp: Semi-infinite programming using high-degree polynomial interpolants and
semidefinite programming, SIAM Journal on Optimizaton, Vol. 27, pp. 1858–1879 (2017).
DOI: 10.1137/15M1053578

[35] D. Papp: Duality of sum of nonnegative circuit polynomials and optimal SONC bounds,
arXiv preprint (2019). https://arxiv.org/abs/1912.04718

[36] D. Papp and S. Yıldız: Sum-of-squares optimization without semidefinite programming,
SIAM Journal on Optimizaton, Vol. 29, pp. 822–851 (2019). DOI: 10.1137/17M1160124

[37] D. Papp and S. Yıldız: alfonso: Matlab package for nonsymmetric conic optimization,
INFORMS Journal on Computing, (2021). Elfogadva.
Preprint: https://arxiv.org/abs/2101.04274,
Szoftver: https://github.com/dpapp-github/alfonso

[38] P.A. Parrilo: Structured Semidefinite Programs and Semialgebraic Geometry Methods
in Robustness and Optimization, PhD disszertáció, California Institute of Technology,
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POLYNOMIAL OPTIMIZATION PROBLEMS AND THEIR RELAXATIONS

Dávid Papp

Computing the extreme values of a polynomial over a closed semialgebraic set is a difficult
problem with numerous applications both within and outside of the mathematical sciences. This
paper gives a brief overview of the algebraic background of this area and some of the practical
numerical methods applied in polynomial optimization. While polynomial optimization is
NP-hard, several tractable convex relaxations of it have been proposed in the literature. We
review two of them: sum-of-squares (SOS) relaxations, based on the Positivstellensatzes of
Schmüdgen, Putinar, and others, and sum-of-nonnegative-circuit-polynomials (SONC) relax-
ations, motivated by the AM/GM inequality. After motivating and defining the sequences of
these two types of relaxations, we outline how they can be efficiently solved using interior-point
methods of semidefinite and non-symmetric cone programming.

Keywords: polynomial optimization, semidefinite programming, sums-of-squares, circuit
polynomials.
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