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YI F A N  C H E N,  H O U M A N  O W H A DI,  A N D  A N D R E W  M.  S T U A R T  
 

A b st r a c t.  G a u s si a n  p r o c e s s  r e g r e s si o n  h a s  p r o v e n  v e r y  p o w e rf ul  i n s t a ti s ti c s, 
m a c hi n e  l e a r ni n g a n d  i n v e r s e p r o bl e m s.  A  c r u ci al  a s p e c t  of  t h e s u c c e s s  of  t hi s 
m et h o d ol o g y,  i n a  wi d e  r a n g e  of  a p pli c ati o n s  t o  c o m pl e x  a n d  r e al - w o rl d  p r o b -  
l e m s, i s hi e r a r c hi c al  m o d eli n g  a n d  l e a r ni n g of  h y p e r p a r a m e t e r s.  T h e  p u r p o s e 
of t hi s p a p e r i s t o s t u d y t w o p a r a di g m s of l e a r ni n g hi e r a r c hi c al p a r a m et e r s: 
o n e  i s f r o m t h e p r o b a bili s ti c  B a y e si a n  p e r s p e c ti v e,  i n p a r ti c ul a r,  t h e e m pi ri c al 
B a y e s  a p p r o a c h  t h at h a s  b e e n  l a r g el y u s e d  i n B a y e si a n  st ati sti c s;  t h e ot h e r 
i s f r o m t h e d e t e r mi ni s ti c  a n d  a p p r o xi m ati o n  t h e o r eti c  vi e w, a n d  i n p a rti c ul a r 
t h e k e r n el  fl o w  al g o rit h m  t h at w a s  p r o p o s e d  r e c e ntl y  i n t h e m a c hi n e  l e a r n- 
i n g lit e r at u r e. A n al y si s  of  t h ei r  c o n si st e n c y  i n t h e l a r g e d at a  li mit, a s  w ell 
a s  e x pli cit  i d e nti fi c ati o n of  t h ei r i m pli cit bi a s  i n p a r a m et e r  l e a r ni n g, a r e  e s - 
t a bli s h e d  i n t hi s p a p e r  f o r a  M at´ e r n - li k e m o d el  o n  t h e t o r u s. A  p a rti c ul a r 
t e c h ni c al  c h all e n g e  w e  o v e r c o m e  i s t h e  l e a r ni n g of  t h e  r e g ul a rit y  p a r a m et e r  i n 
t h e M a t´ e r n - li k e fi el d, f o r w hi c h c o n si st e n c y r e s ult s h a v e b e e n v e r y s c a r c e i n t h e 
s p ati al  s t ati s ti c s  li t e r at u r e. M o r e o v e r,  w e  c o n d u ct  e x t e n si v e  n u m e ri c al  e x p e r - 
i m e nt s b e y o n d  t h e M a t´ e r n - li k e m o d el,  c o m p a ri n g  t h e  t w o  al g o rit h m s  f u r t h e r. 
T h e s e e x p e ri m e n t s d e m o n s t r a t e l e a r ni n g of o t h e r hi e r a r c hi c al p a r a m et e r s, s u c h 
a s a m pli t u d e a n d l e n g t h s c al e; t h e y al s o ill u s t r a t e t h e s etti n g of m o d el mi s s p e c -  
i fi c ati o n i n w hi c h t h e k e r n el fl o w  a p p r o a c h  c o ul d  s h o w  s u p e ri o r  p e rf o r m a n c e 
t o t h e m o r e  t r a diti o n al  e m pi ri c al  B a y e s  a p p r o a c h.  

 
 

1.  I nt r o d u cti o n 

1. 1.  B a c k g r o u n d a n d c o nt e x t.  G a u s si a n  p r o c e s s  r e g r e s si o n  ( G P R) i s i m p o rt a nt 
i n it s o w n ri g ht, a n d a s a p r ot ot y p e f o r m o r e c o m pl e x i n v e r s e p r o bl e m s i n w hi c h 
t h e r e i s a  p o s si bl y  i n di r e ct, n o nli n e a r  s et  of  o b s e r v ati o n s. A n  i m p o rt a nt r e a s o n  f o r 
t h e s u c c e s s of G P R i n a p pli c ati o n s i s it s a bilit y t o l e a r n h y p e r p a r a m et e r s, e nt e r - 
i n g t h r ou g h  a  hi e r a r c hi c al  p ri o r,  f r o m d at a.  L e a r ni n g  of  t h e s e h y p e r p a r a m et e r s  i s 
t y pi c all y a c hi e v e d t h r o u g h f ull y B a y e si a n ( s a m pli n g) o r e m pi ri c al B a y e si a n ( o pti - 
mi z ati o n)  m et h o d s.  H o w e v e r,  n e w  a p p r o a c h e s  s u g g e st e d  i n t h e m a c hi n e  l e a r ni n g 
lit e r at u r e, p a rti c ul a rl y t h e k e r n el fl o w m et h o d [ 2 5 ], r el y o n a p p r o xi m ati o n t h e o r eti c 
c rit e ri a t h at c a n b e t r a c e d b a c k t o t h e cl a s si c al i d e a of c r o s s -v ali d ati o n f o r m o d el 
s el e cti o n.  T h e p ri m a r y g o al of t hi s p a p e r i s t o st u d y a n d c o m p a r e t h e s e t w o a p - 
p r o a c h e s.  S p e ci al att e nti o n will b e p ai d t o t h ei r l a r g e d at a c o n si st e n c y, i m pli cit 
bi a s, a n d r o b u st n e s s t o m o d el mi s s p e ci fi c ati o n.  

 

R e c ei v e d  b y  t h e  e di t o r  M a y  2 2,  2 0 2 0,  a n d,  i n r e vi s e d  f o r m, F e b r u a r y  1,  2 0 2 1. 
2 0 2 0 M at h e m ati c s  S u bj e ct  Cl a s si fi c ati o n.  P ri m a r y  6 2 C 1 0,  4 1 A 0 5,  3 5 Q 6 2.  
T h e  fi r st  a ut h o r  g r at ef ull y  a c k n o wl e d g e d  t h e s u p p o rt  of  t h e C alt e c h  K o rt c h a c k  S c h ol a r  P r o - 

g r a m.  T h e  s e c o n d  a ut h o r  g r at ef ull y  a c k n o wl e d g e d  s u p p o rt  f r o m A F O S R  ( g r a nt F A 9 5 5 0 - 1 8 -1 -0 2 7 1) 
a n d  O N R  ( g r a nt N 0 0 0 1 4 - 1 8 -1 -2 3 6 3).  T h e  t hi r d  a ut h o r  w a s  g r at ef ul  t o A F O S R  ( g r a nt F A 9 5 5 0 - 
1 7 - 1 - 0 1 8 5)  a n d  N S F  ( g r a nt D M S  1 8 1 8 9 7 7 0)  f o r fi n a n ci al  s u p p o rt.  T h e  fi r st,  s e c o n d,  a n d  t hi r d 
a ut h o r s  g r at ef ull y  a c k n o wl e d g e d  s u p p o rt f r o m  A F O S R  M U RI  ( F A 9 5 5 0-2 0 -1 -0 3 5 8).  
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1. 2.  G a u s si a n  p r o c e s s  r e g r e s si o n. W e  st a rt  wit h  a  b ri ef  i nt r o d u cti o n t o G P R; 
f o r si m pli cit y, w e f o c u s o n t h e n oi s e-f r e e s c e n a ri o. T h e t a r g et i s t o r e c o v e r a f u n cti o n 

u †  : D    R  f r o m p oi nt wi s e  d at a  y i =  u † (x i) f o r 1    i   N  , w h e r e  x i  D  
R d  a n d  D  i s a  c o m p a ct  d o m ai n.  T hi s  p r o bl e m  oft e n  a p p e a r s  i n fi el d s  s u c h  a s  
s u p e r vi s e d  l e a r ni n g i n m a c hi n e  l e a r ni n g, n o n -p a r a m et ri c  r e g r e s si o n  i n st ati sti c s, 
a n d i nt e r p ol ati o n i n n u m e ri c al a n al y si s.  

T h e G P R s ol uti o n t o t hi s p r o bl e m i s a s f oll o w s.  Gi v e n a f a mil y of p o siti v e d e fi nit e 
c o v a ri a n c e / k e r n el  f u n cti o n s K θ  : D  D  R  w h e r e  θ  Θ  i s a  h y p e r p a r a m et e r,  

G P R  a p p r o xi m at e s  u †  wit h  t h e c o n diti o n al  e x p e ct ati o n  

( 1. 1) u ( · , θ,  X  ) :=  E  [ξ (· , θ ) | ξ (X  , θ ) =  u † (X  )] =  K θ ( · , X  )[K θ (X  , X  )] − 1 u † (X  ), 

w h e r e ξ ( · , θ ) ∼ G P ( 0, K θ ) i s a c e nt e r e d G a u s si a n p r o c e s s 1  ( G P) wit h c o v a ri a n c e 
f u n cti o n K θ . W e h a v e u s e d t h e f oll o wi n g c o m p r e s s e d n ot ati o n:  

X  :=  ( x 1 ,... , x N  )T  a n d   u † (X  ) :=  ( u † ( x 1 ) ,... , u † (x N  )) T  . 

M o r e o v e r, K θ ( , ) d e n ot e s t h e N  N  di m e n si o n al G r a m m at ri x wit h ( i, j) t h 
e nt r y  K θ (x i, x j), a n d K θ ( , ) i s a f u n cti o n m a p pi n g D t o R N  wit h it h c o m p o n e nt 
K θ ( , x i) : D   R . 

N o r m all y, e v e r y θ  Θ p r o d u c e s a s ol uti o n u ( , θ,  ) t h at a g r e e s wit h u †  o n  . 
N e v e rt h el e s s,  di ff e r e nt  c h oi c e s  m a y  yi el d  di sti n ct  o ut -of -s a m pl e  e r r o r s,  k n o w n  a s  
g e n e r ali z ati o n e r r o r s i n t h e m a c hi n e l e a r ni n g c o nt e xt.  T h e r ef o r e, it i s of p a r a m o u nt 
i m p o rt a n c e t o l e a r n a g o o d hi e r a rc hi c al p a r a m et e r θ a d a pti v el y f r o m d at a.  

 
1. 3.  T w o a p p r o a c h e s. I n t hi s p a p e r, w e st u d y t w o a p p r o a c h e s t o t h e q u e sti o n 
p o s e d a b o v e, b ot h b a s e d o n s el e cti n g θ a s t h e o pti mi z e r of a v a ri ati o n al p r o bl e m.  

 
1. 3. 1.  E m piri c al B a y e s a p p r o a c h. T h e e m pi ri c al B a y e s ( E B) a p p r o a c h a d d r e s s e s  
t h e q u e sti o n  b y  p r o p o si n g  a  st ati sti c al  m o d el.  It  f o r m ul at e s a  p ri o r  di st ri b uti o n  o n 
t h e p ai r  (ξ,  θ ) b y  a s s u mi n g  t h at θ  i s s a m pl e d  f r o m a  p ri o r  di st ri b uti o n  a n d  ξ  i s t h e n 
s a m pl e d  f r o m t h e c o n diti o n al  di st ri b uti o n  of  ξ  θ ; t h e n, it fi n d s  t h e p o st e ri o r  di st ri - 

b uti o n  of  t h e p ai r  (ξ,  θ ) c o n diti o n e d  o n  ξ ( ) = u † ( ), a n d  s el e ct s  t h e p a r a m et e r  θ  
t h at m a xi mi z e s  t h e m a r gi n al  p r o b a bilit y  of  θ  u n d e r  t hi s p o st e ri o r.  F o r  si m pli cit y,  
w e  w o r k  wit h  u ni nf o r m ati v e  p ri o r s,  w hi c h  l e a d t o t h e f oll o wi n g o bj e cti v e  f u n cti o n: 

( 1. 2)   L E B (θ,  X  , u † ) = u † (X  ) T [K θ (X  , X  )] − 1 u † (X  ) +  l o g d et  K θ (X  , X  ). 

T hi s  i s al s o  t wi c e t h e n e g ati v e  m a r gi n al  l o g li k eli h o o d of  θ  gi v e n  t h e d at a  u † ( ). 
T h e n,  E B will  c h o o s e θ  b y mi ni mi zi n g  t hi s o bj e cti v e  f u n cti o n, n a m el y  

( 1. 3)  θ E B ( , u † ) :=  a r g mi n  L E B (θ,  , u † ). 
θ ∈ Θ  

1. 3. 2.  A p p r o xi m ati o n t h e o r eti c a p p r o a c h. A p p r o xi m ati o n t h e o r eti c c o n si d e r ati o n s, 
o n  t h e ot h e r  h a n d,  p r o vi d e  a  di ff e r e nt  a n s w e r  wit h o ut  p r o p o si n g  st ati sti c al  m o d el s. 

T hi s  m et h o d ol o g y  p r o c e e d s  b y  a s ki n g  f o r a n i d e al θ t h at mi ni mi z e s d (u † , u ( · , θ,  X  )) 

 
1 R e c all  t h at t h e c o v a ri a n c e  f u n cti o n K θ  of  a  G a u s si a n  p r o c e s s  G P ( 0, K θ ) i s t h e k e r n el  of  t h e 

i nt e g r al o p e r at o r r e p r e s e nt a ti o n of C θ  i n t h e c o v a ri a n c e o p e r at o r n ot a ti o n N  ( 0, C θ ). C o n n e cti o n s 
b et w e e n t h e s e p e r s p e c ti v e s a r e r e vi e w e d i n S u b s e cti o n 2. 1.  W e will u s e t h e c o v a ri a n c e o p e r at o r 
n ot ati o n  m o r e  f r e q u e ntl y l at e r i n t hi s p a p e r.  
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f o r s o m e  c o st  f u n cti o n d . T h o u g h  i n p r a cti c e  u †  i s n ot  a v ail a bl e,  t h e r e a r e  i d e a s 
i n c r o s s -v ali d ati o n  t h at s plit  i nt o t r ai ni n g d at a a n d  v ali d ati o n d at a,  a n d  u s e  t h e 
a p p r o xi m ati o n  e r r o r  i n v ali d ati o n  d at a  t o e sti m at e  t h e e x a ct  e r r o r.  I n s pi r e d  b y  t hi s 
i d e a, w e c o ul d t u r n t o o pti mi z e t h e f oll o wi n g o bj e cti v e f u n cti o n:  

( 1. 4) d (u ( · , θ,  X  ), u ( · , θ,  π X  )), 

w h e r e  w e  w rit e  π  f o r a  s u b s et  of  o bt ai n e d  b y  s u b s a m pli n g  a  p r o p o rti o n,  s a y 
o n e -h alf, of  . 

I n t hi s p a p e r, w e f o c u s o n a p a rti c ul a r c h oi c e of d t h at o ri gi n at e s f r o m t h e 
K e r n el Fl o w ( K F) a p p r o a c h [ 2 5]. T o d e s c ri b e it, w e d e n ot e b y ( H θ , I ·  IK θ  ) t h e 
a s s o ci at e d  R e p r o d u ci n g  K er n el  Hil b ert  S p a c e  ( R K H S) f o r t h e k e r n el  K θ ; n ot e  t h at 

IK θ ( · , x )I2   =  K θ (x,  x ). T h e  o bj e cti v e  f u n cti o n i n K F  i s c h o s e n  a s  

Iu ( · , θ,  X  ) −  u ( · , θ,  π X  )I2  

( 1. 5) L K F (θ,  X  , π X  , u † ) :=  
Iu ( · , θ,  X  )I2  

K θ  . 

T hi s  m e a s u r e s  t h e di s c r e p a n c y  i n t h e R K H S  n o r m  b et w e e n  t h e G P R  s ol uti o n  u si n g 
t h e w h ol e d at a  a n d u si n g a s u b s et of t h e d at a π  , n o r m ali z e d b y t h e R K H S 
n o r m of t h e f o r m e r.  

R e m a r k  1. 1 . A s  e x pl ai n e d  a b o v e,  w e  u n d e r st a n d  t h e n u m e r at o r  a s  a n  e sti m ati o n  

of  t h e e r r o r  Iu †  −  u ( · , θ,  X  )I2  . S u c h  e r r o r  e sti m at e,  b a s e d  o n  c o m p a ri n g  s ol uti o n s  
o bt ai n e d  vi a  di ff e r e nt  d at a  r e s ol uti o n s,  i s a  wi d el y  u s e d  i d e a i n n u m e ri c al  a n al y si s.  

B a s e d o n G a rl e r ki n o rt h o g o n alit y ( s e e [ 2 5 ]), t h e o bj e cti v e f u n cti o n a d mit s a fi nit e 
di m e n si o n al r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a t h at i s c o n v e ni e nt f o r n u m e ri c al c o m p ut ati o n:  

 
( 1. 6) L K F  (θ,  X  , π X  , u † ) =  1  −  

u † (π X  ) T [K θ (π X  , π X  )] − 1 u † (π X  ) 

u † (X  ) T [K θ (X  , X  )] − 1 u † (X  ) 

T h e n,  t h e K F  e sti m at o r  i s d e fi n e d  a s  

( 1. 7) θ K F (X  , π X  , u † ) :=  a r g mi n  L K F (θ,  X  , π X  , u † ). 

R e m a r k 1. 2 . T h e e xi st e n c e of t h e fi nit e -s a m pl e f o r m ul a ( 1. 6) i s att ri b ut e d t o t h e 
c h oi c e of t h e R K H S n o r m i n c o m p a ri n g s ol uti o n s.  It i s e s s e nti all y a c o n s e q u e n c e 
of t h e st a n d a r d r e p r e s e nt e r t h e o r e m.  A d diti o n al m oti v ati o n s f o r u si n g t h e R K H S 
n o r m will b e r e vi e w e d i n S u b s e cti o n 1. 5. 2.  

1. 3. 3.  G ui di n g o b s er v ati o n s a n d g o als. T h e E B a n d K F al g o rit h m s e sti m at e t h e 
p a r a m et e r θ f r o m t h e o b s e r v e d d at a, t h e n u m b e r of w hi c h c a n v a r y c o n si d e r a bl y. 
T h u s,  a  b a si c  q u e sti o n  t o a s k  i s w h et h e r  t h e e sti m at o r s  att ai n  m e a ni n gf ul  li mit s a s 
d at a a c c u m ul at e:  

( 1) C o n si st e n c y:  h o w d o θ E B  a n d θ K F  b e h a v e i n t h e l a r g e d at a li mit, i. e., a s  
t h e n u m b e r of dat a N  g o e s t o i n fi nit y ?  

M e a n w hil e, si n c e w e h a v e t w o e sti m at o r s, it i s n at u r al t o c o m p a r e t h ei r p e rf o r - 
m a n c e.  I n d e e d,  w e  o b s e r v e  t h at E B  a n d  K F  h a v e  di sti n ct  o bj e cti v e s:  E B  s e e k s 
t o e sti m at e  t h e m o st  li k el y p a r a m et e r s  of  t h e di st ri b uti o n  a s s u m e d  t o g e n e r at e  t h e 
d at a,  w hil e  K F  c h o o s e s  p a r a m et e r s  t o mi ni mi z e a n  e sti m at e  of  t h e a p p r o xi m ati o n 
e r r o r  i n a  p a r a m et e r -d e p e n d e nt  R K H S  n o r m, t a r g eti n g  at  t h e a p p r o xi m ati o n  e ffi - 
ci e n c y of t h e u n d e rl yi n g f u n cti o n.  M o r e o v e r, E B i s al w a y s p r o b a bili sti c, w hil e K F 
n e e d n ot b e.  
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T h e s e di ff e r e n c e s m oti v at e t h e i m pli cit bi a s q u e sti o n t h at h a s b e e n p o p ul a r i n 
t h e m a c hi n e  l e a r ni n g c o m m u nit y,  a n d  t h e m o d el  mi s s p e ci fi c ati o n  q u e sti o n  t h at i s 
c o m m o n i n m at h e m ati c al m o d eli n g:  

( 2) I m pli cit bi a s: w h at i s t h e s el e cti o n bi a s of E B a n d K F, o r, h o w s h o ul d t h e 
o bt ai n e d e sti m at o r s θ E B  a n d θ K F  b e i nt e r p r et e d i n p r a cti c e ?  

( 3) M o d el mi s s p e ci fi c ati o n:  h o w d o θ E B  a n d θ K F  b e h a v e w h e n t h e r e i s a mi s - 
m at c h b et w e e n t h e d at a -g e n e r ati n g m e c h a ni s m a n d t h e m o d el u s e d t o 
r e g r e s s t h e d at a ?  

T h e p r e ci s e g o al of t hi s p a p e r i s t o a d d r e s s t h e s e q u e sti o n s f o r c e rt ai n c o n c r et e 
m o d el s, eit h e r t h e o r eti c all y o r e x p e ri m e nt all y.  

 
1. 4.  O u r  c o n t ri b u ti o n s.  O u r  c o nt ri b uti o n s  i n t hi s p a p e r  a r e  t w of ol d a n d  e x - 
pl ai n e d i n t h e f oll o wi n g t w o s u b s e cti o n s.  

 
1. 4. 1.  C o n sist e n c y  a n d  i m pli cit bi a s.  T h e  fi r st  p a rt  of  t hi s w o r k  i s d e v ot e d  t o t h e 
q u e sti o n s  of  c o n si st e n c y  a n d  i m pli cit bi a s.  W e  st u d y  a  M at ´ e r n -li k e m o d el  o n  t h e 
t o r u s, i n w hi c h u †  i s a s a m pl e d r a w n f r o m t h e M at ´ e r n-li k e G a u s si a n p r o c e s s, wit h 
t h r e e p a r a m et e r s  θ =  (σ,  τ, s) t h at q u a ntif y  t h e a m plit u d e,  i n v e r s e l e n gt h s c al e a n d  
r e g ul a rit y  of  t h e p r o c e s s.  T h e  d et ail e d  d e fi niti o n  i s i n S u b s e cti o n  2. 1.  

O u r m ai n a n al y si s c o n c e r n s l e a r ni n g t h e r e g ul a rit y p a r a m et e r s u si n g E B a n d 
K F. W h e n t h e s a m pl e d p oi nt s  a r e e q ui di st ri b ut e d, w e a c hi e v e t h e f oll o wi n g 
c o nt ri b uti o n s:  

C o n si st e n c y:  w e p r o v e t h at t h e E B e sti m at o r c o n v e r g e s t o s i n t h e l a r g e 
d at a li mit, w hil e t h e K F e sti m at o r c o n v e r g e s t o  s − d / 2  , s o t h at s i s al s o 

d et e r mi n e d.  T h ei r v a ri a n c e s a r e al s o c o m p ut e d a n d c o m p a r e d.  
I m pli cit bi a s: w e  c h a r a ct e ri z e  t h e s el e cti o n  bi a s  of  E B  a n d  K F  al g o rit h m s, 

i n t e r m s of t h e L 2  e r r o r b et w e e n u †  a n d t h e G P R s ol uti o n u si n g l e a r n e d 

p a r a m et e r s  —  t hi s i s t h e s o -c all e d  g e n e r ali z ati o n  e r r o r.  It  i s f o u n d t h at E B 
s el e ct s t h e p a r a m et e r t h at a c hi e v e s t h e mi ni m al L 2  e r r o r i n e x p e ct ati o n, 
w hil e  K F  s el e ct s  t h e mi ni m al  p a r a m et e r  t h at s u ffi c e s  f o r t h e f a st e st r at e  of  
c o n v e r g e n c e  of  t h e L 2  e r r o r  t o 0  a s  t h e d at a  d e n sit y  i n c r e a s e s. 

W e c a n i nt e r p r et t h e s e c o nt ri b uti o n s f r o m t w o p e r s p e cti v e s.  F r o m t h e m a c hi n e 
l e a r ni n g si d e,  w e  a r e  a bl e  t o s h o w  t h at K F,  a s  a  m a c hi n e  l e a r ni n g m et h o d,  h a s 
a w ell -d e fi n e d l a r g e d at a li mit f o r t h e M at ´ e r n -li k e m o d el. F u rt h e r m o r e w e c a n 
c h a r a ct e ri z e  cl e a rl y  its  i m pli cit bi a s  i n t e r m s of  L 2  g e n e r ali z ati o n  e r r o r s.  T h u s,  t hi s 
p a p e r l e a d s t o a fi rst  t h e o r y f o r t h e K F l e a r ni n g al g o rit h m.  

F r o m t h e s p ati al st ati sti c s si d e, o u r a n al y si s c o nt ri b ut e s t o a n o v el c o n si st e n c y 
t h e o r y f o r e sti m ati n g  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  of  M at ´ e r n -li k e fi el d s  i n g e n e r al  di - 
m e n si o n s.  S u c h  r e s ult s  a r e  s c a r c e  i n t h e s p ati al  st ati sti c s  lit e r at u r e; t h e t e c h ni q u e s 
w e  u s e  t o p r o v e  c o n si st e n c y  m a y  b e  of  i n d e p e n d e nt i nt e r e st a n d  a p pli c a bl e  b e y o n d 
t h e s etti n g c o n si d e r e d h e r e. 

W e  al s o  i n cl u d e n u m e ri c al  st u di e s  c o n c e r ni n g  t h e l e a r ni n g of  t h e a m plit u d e  p a - 
r a m et e r  σ a n d t h e i n v e r s e l e n gt h s c al e p a r a m et e r τ ; t h e s e e x p e ri m e nt s c o nt ri b ut e 
t o a m o r e c o m pl et e pi ct u r e of G P R u si n g t h e M at ´ e r n -li k e fi el d wit h hi e r a r c hi c al 
p a r a m et e r s.  M o r e o v e r, w e p r o vi d e n u m e ri c al e x p e ri m e nt s  f o r s e v e r al ot h e r  w ell - 
s p e ci fi e d  m o d el s  b e y o n d  t h e M at ´ e r n -li k e m o d el,  t h u s f u rt h e r e xt e n di n g  t h e s c o p e 
of di s c u s si o n s.  
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1. 4. 2.  M o d el miss p e ci fi c ati o n. T h e s e c o n d p a rt of t hi s w o r k c o n si d e r s m o d el mi s - 
s p e ci fi c ati o n:  t h e d at a g e n e r ati n g m o d el f o r u †  a n d t h e m o d el K θ  u s e d f o r r e g r e s si o n 
d o n ot m at c h.  W e a d o pt t h e f oll o wi n g s etti n g:  

W e m o d el t h e t r ut h u †  eit h e r a s a G P, u si n g a v a ri et y of c o v a ri a n c e f u n c - 
ti o n s, o r a s a d et e r mi ni sti c f u n cti o n w hi c h s ol v e s a P D E.  
T h e k e r n el K θ  i s c h o s e n t o b e G r e e n’ s f u n cti o n of v a ri o u s di ff e r e nti al o p- 
e r at o r s, w h e r e θ e n c o d e s i nf o r m ati o n b e y o n d t h e a m plit u d e, l e n gt h s c al e, 
a n d  r e g ul a rit y  of  t h e fi el d.  F o r  e x a m pl e  w e  c h o o s e  θ  t o b e  t h e l o c ati o n of  a 
di s c o nti n uit y wit hi n a c o n d u cti vit y fi el d.  

I n  t hi s s etti n g  w e o b s e r v e di sti n ct b e h a vi o r di sti n g ui s hi n g E B a n d K F.  T hi s r ai s e s 
t h e di s c u s si o n of h o w t o c h o o s e w hi c h al g o rit h m t o u s e w h e n s ol vi n g p r a cti c al 
p r o bl e m s  w h e r e  mi s s p e ci fi c ati o n i s  t o b e  e x p e ct e d.  O u r  n u m e ri c al st u d y  e x pl o r e s 
s e v e r al mi s s p e ci fi c ati o n p o s si biliti e s, s h o wi n g t h at K F c o ul d b e c o m p etiti v e wit h 
E B i n c e rt ai n s c e n a ri o s.  

1. 5.  Li t e r at u r e  r e vi e w.  I n  t hi s s u b s e cti o n,  w e  r e vi e w  t h e r el at e d  lit e r at u r e. S e v- 
e r al fi el d s a r e of r el e v a n c e, s o w e l a b el t h e m t o h el p o r g a ni z e t h e r e vi e w.  

1. 5. 1.  R e g r essi o n a n d i n v e rs e p r o bl e ms. R e g r e s si o n i s a f o r m of i n v e r s e p r o bl e m  
[ 7], a n d if f o r m ul at e d i n a B a y e si a n f a s hi o n, it f all s wit hi n t h e s c o p e of B a y e si a n 
n o n p a r a m et ri c e sti m ati o n [ 1 1, 1 5].  I n t h e p a p e r [ 1 9]  a si m pl e cl a s s of li n e a r i n - 
v e r s e p r o bl e m s w a s st u di e d f r o m t h e p e r s p e cti v e of p o st e ri o r c o n si st e n c y, a n d it 
w a s d e m o n st r at e d t h at t h e r at e of p o st e ri o r c o n v e r g e n c e d e p e n d s s e n siti v el y o n t h e 
r el ati o n s hi p  b et w e e n  r e g ul a rit y  of  t h e t r u e f u n cti o n b ei n g  s o u g ht a n d  t h e r e g ul a rit y 
of d r a w s f r o m t h e p ri o r.  T hi s m oti v at e s t h e n e e d f o r hi e r a r c hi c al p r o c e d u r e s t h at 
a d a pt,  o n  t h e b a si s  of  t h e d at a,  t h e r e g ul a rit y  of  d r a w s  f r o m t h e p ri o r.  I n  [1 8]  
t h e w o r k  i n [1 9]  w a s  e xt e n d e d  t o c o v e r  t h e d at a -a d a pt e d  l e a r ni n g of  t h e r e g ul a rit y 
p a r a m et e r i n t h e p ri o r; a s t h e a ut h o r s n ot e:  t h e o r eti c al w o r k “t h at s u p p o rt s t h e 
p r ef e r e n c e f o r e m pi ri c al o r hi e r a r c hi c al B a y e s m et h o d s d o e s n ot e xi st at t h e p r e s e nt 
ti m e, h o w e v e r. It h a s u ntil n o w b e e n u n k n o w n w h et h e r t h e s e a p p r o a c h e s c a n i n d e e d 
r o b u stif y a p r o c e d u r e a g ai n st p ri o r mi s m at c h.  I n t hi s p a p e r, w e a n s w e r t hi s q u e sti o n 
i n t h e a ffi r m ati v e. ”  T hi s  a n al y si s,  h o w e v e r,  r e q ui r e s  si m ult a n e o u s  di a g o n ali z ati o n 
of a s elf -a dj oi nt o p e r at o r f o r m e d f r o m t h e f o r w a r d m o d el a n d t h e c o v a ri a n c e o p - 
e r at o r, f o r all v al u e s of t h e h y p e r -p a r a m et e r.  C o n si st e n c y i s st u di e d wit h o ut t hi s 
a s s u m pti o n i n [ 4 2], a n d e xt e n d e d t o t h e st u d y  of e m ul ati o n wit hi n B a y e si a n i n - 
v e r si o n  i n [3 5]  a n d  t o e m pi ri c al  B a y e si a n  p r o c e d u r e s  i n [ 3 6]. T h e  p a p e r s  [ 1 8] a n d  

[ 3 6] al s o u s e t h e E B l o s s f u n cti o n ( 1. 2). I n [ 9] e sti m ati o n of h y p e r -p a r a m et e r s i n 
G a u s si a n p ri o r s i s di s c u s s e d i n t h e c o nt e xt of M A P e sti m at o r s.  

1. 5. 2.  K er n el fl o w a n d cr o ss -v ali d ati o n.  T h e K F l o s s f u n cti o n i n ( 1. 6) w a s o ri gi n all y 
d e ri v e d i n [ 2 5 ] a n d m oti v at e d  f r o m t h e p e r s p e cti v e of  o pti m al r e c o v e r y  t h e o r y. It c a n 
b e  i nt e r p r et e d, f r o m a  n u m e ri c al  h o m o g e ni z ati o n  p e r s p e cti v e  [2 4 ], a s  t h e r el ati v e 

e n e r g y  c o nt ai n e d  i n t h e fi n e  s c al e s  (i n t h e u n r e s ol v e d  p a rt)  of  u † . I n  t h e p a p e r  [2 5],  

t h e p r o p o s e d l o s s f u n cti o n t o b e o pti mi z e d ( vi a S G D) h a s t h e f o r m  

( 1. 8) E π  E π  L K F (θ,  π 1 X  , π 2 π 1 X  , u † ), 

w h e r e  π 1  i s a s u b s a m pli n g of  a n d  π 2 π 1  i s a f u rt h e r s u b s a m pli n g of  π 1  . T hi s 
c h oi c e r e d u c e s t h e di m e n si o n of t h e k e r n el m at ri x a n d e n a bl e s f a st c o m p ut ati o n 
p e r it e r ati o n.  Alt h o u g h t h e K F l o s s a p p e a r s t o b e n e w, it c a n b e s e e n a s a v a ri a nt 
of  c r o s s -v ali d ati o n  ( C V), w hi c h  i s a  c o m m o nl y  u s e d  m o d el  s el e cti o n / p a r a m et e r  

•  

•  

http://www.ams.org/journal-terms-of-use


Li c e n s e d t o C alif I n st of T e c h. Pr e p ar e d o n T u e J ul  5 1 8: 4 2: 5 9 E D T 2 0 2 2 f or d o w nl o a d fr o m I P 1 3 1. 2 1 5. 1 4 3. 1 6 7.  

Li c e n s e or c o p yri g ht r e stri cti o n s m a y a p pl y t o r e di stri b uti o n; s e e htt p s:// w w w. a m s. or g/j o ur n al -t er m s-of -u s e  
 

2 5 3 2  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

e sti m ati o n c rit e ri a [ 1, 1 0 , 2 0].  A t h e o r eti c al u n d e r st a n di n g of t h e c o n si st e n c y of 
C V “i s v e r y m u c h of i nt e r e st ” [ 4 5]  si n c e it s c o n v e r g e n c e r at e c a n b e s h o w n t o b e 
a s y m pt oti c all y  mi ni m a x [ 3 4] o r n e a r mi ni m a x o pti m al [ 3 7, 3 9] w hil e h a vi n g a l o w e r 
c o m p ut ati o n al  c o m pl e xit y  [ 4 8] t h a n M L E  ( m a xi m u m li k eli h o o d e sti m ati o n).  T h e 
c o n si st e n c y  of  p a r a m et e r  e sti m ati o n  f o r t h e O r n st ei n -U hl e n b e c k  p r o c e s s  h a s  b e e n 
st u di e d i n [ 4 6 ] f o r M L E, a n d [ 4] f o r C V. 

I n t h e s etti n g of h y p e r p a r a m et e r e sti m ati o n of G P s, c o m p a ri n g M L E wit h C V 
c a n  b e  t r a c e d b a c k  t o W a h b a  a n d  W e n d el b e r g e r  [4 0]  a n d  St ei n  [ 3 2] w h o  c o m p a r e d 
v a ri a nt s of t h e s e p r o c e d u r e s 2  f o r c h o o si n g t h e s m o ot hi n g p a r a m et e r of a s m o ot hi n g 
s pli n e;  t h e y o b s e r v e d  t h at w hil e  M L E  i s o pti m al  w h e n  t h e m o d el  i s w ell -s p e ci fi e d, 
C V m a y p e rf o r m b ett e r (t h a n M L E) u n d e r mi s s p e ci fi c ati o n ( s e e al s o [ 3]  f o r t h e- 
o r eti c al a n al y si s a n d [ 4 1] f o r a p r a cti c al e x a m pl e i n v ol vi n g r e al d at a) a n d h a s a 
c o m p a r a bl e r at e of c o n v e r g e n c e w h e n t h e m o d el i s c o r r e ct ( St ei n [ 3 2] o b s e r v e d 
t h at “ b ot h  e sti m at e s  a r e  a s y m pt oti c all y  n o r m al  wit h  t h e C V  e sti m at e  h a vi n g  t wi c e 
t h e a s y m pt oti c v a ri a n c e of t h e M L E e sti m at e ” a n d s u g g e st e d t h at “ T h e p e n alt y  
f o r u si n g C V i n st e a d of M L E w h e n t h e st o c h a sti c m o d el i s c o r r e ct i s g r e at e r f o r 
hi g h e r -o r d e r s m o ot hi n g s pli n e s, b ot h i n t e r m s of t h e e ffi ci e n c y i n e sti m ati n g t h e 
s m o ot hi n g p a r a m et e r a n d t h e i m p a ct o n s u b s e q u e nt p r e di cti o n s ”).  W e al s o r ef e r 
t o [ 2 1] f o r a d et ail e d n u m e ri c al c o m p a ri s o n b et w e e n M L E a n d C V f o r e sti m ati n g 
s pli n e  s m o ot hi n g  p a r a m et e r s.  A s  o b s e r v e d  i n [3 0],  t h e s e c o m p a ri s o n s  “ a r e  r el e v a nt 
f o r b ot h n u m e ri c al a n al y st s a n d st ati sti ci a n s ” si n c e k e r n el i nt e r p ol ati o n c a n b e 
i nt e r p r et e d a s b ot h a p p r o xi m ati n g a d et e r mi ni sti c u n k n o w n f u n cti o n f r o m q u a d - 
r at u r e p oi nt s o r a s e sti m ati n g a s a m pl e f r o m a G a u s si a n p r o c e s s f r o m p oi nt wi s e 
m e a s u r e m e nt s.  

1. 5. 3.  M a c h i n e l e a r ni n g a n d k e r n el l e a r ni n g. K e r n el m et h o d s a n d G P s h a v e l o n g 
b e e n u s e d i n m a c hi n e  l e a r ni n g [ 1 6, 2 7].  L e a r ni n g a g o o d k e r n el f o r a gi v e n t a s k  
i s v e r y i m p o rt a nt i n p r a cti c e. M a n y w o r k s h a v e t ri e d t o l e a r n a k e r n el f r o m d at a 
b a s e d o n  di ff e r e nt c rit e ri a; f o r e x a m pl e, i n [ 2],  t h e k e r n el i s m o di fi e d t o m a k e t h e 
m o d el  h a v e  a  l a r g e m a r gi n  i n cl a s si fi c ati o n,  a n d  i n [6],  t h e k e r n el  i s s el e ct e d  t o h a v e 
a  s m all  l o c al R a d e m a c h e r  c o m pl e xit y.  E B  a n d  K F  l o s s f u n cti o n s i n t hi s p a p e r  h a v e 
al s o b e e n u s e d i n [ 2 5 , 2 7 , 4 4].  

T h e  r e c e nt  di s c o v e r y  of  t h e n e u r al  t a n g e nt k e r n el  r e gi m e  f o r o v e r p a r a m et e ri z e d 
m o d el s  [ 1 7] a n d  t h e i d e nti fi c ati o n [ 2 3] of  w a r pi n g  k e r n el s  [ 2 5, 2 6,  2 9 , 3 1]  a s  t h e i n- 
fi nit e d e pt h li mit of r e si d u al n e u r al n et w o r k s [ 1 4]  al s o s u g g e st t h at a  t h e o r eti c al 
u n d e r st a n di n g of k e r n el s el e cti o n s m a y l e a d t o i m p o rt a nt i n si g ht s f o r n e u r al n et - 
w o r k  b a s e d  m a c hi n e l e a r ni n g. T hi s  li n e of w o r k  s u g g e st s t h at  it m a y b e  f r uitf ul t o 
c o n si d e r m a c hi n e l e a r ni n g di r e ctl y a s t h e p r o bl e m of s el e cti n g a n u n d e rl yi n g k e r n el 
( b y mi ni mi zi n g  n o nli n e a r  f u n cti o n al s of  t h e e m pi ri c al  di st ri b uti o n  s u c h  a s  (1. 2)  o r 
( 1. 6)) a n d l e a r ni n g b a s e d o n t hi s k e r n el; i n t hi s p e r s p e cti v e o n e h a s hi e r a r c hi c al 
G P R wit h k e r n el it s elf a s t h e h y p e r p a r a m et e r.  T hi s m a y b e m o r e e ff e cti v e t h a n 
si m pl y fitti n g t h e d at a b y mi ni mi zi n g a g e n e r ali z e d m o m e nt, i. e., a li n e a r f u n cti o n al, 
of t h e e m pi ri c al di st ri b uti o n, w hi c h i s p o p ul a rl y u s e d i n e m pi ri c al ri s k mi ni mi z ati o n. 
N u m e ri c al  e x p e ri m e nt s  p r e s e nt e d  i n [4 7]  a n d  [ 1 3], b a s e d  o n  t h e K F m et h o d ol o g y 
i n [ 2 5], p r o vi d e  e vi d e n c e  t h at ( 1) t hi s p oi nt  of  vi e w  c o ul d  i m p r o v e t e st e r r o r s,  g e n - 
e r ali z ati o n  g a p s,  a n d  r o b u st n e s s  t o di st ri b uti o n  s hift s  i n t h e t r ai ni n g of  A N N s,  a n d  

( 2) k e r n el  m et h o d s  c a n  b e  a  si m pl e a n d  e ff e cti v e  a p p r o a c h f o r  l e a r ni n g d y n a mi c al  
 

2 M o di fi e d  m a xi m u m  li k eli h o o d e s ti m ati o n  a n d  g e n e r ali z e d  c r o s s  v ali d ati o n.  
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X  

p e r  

T d  T d  

−  

·  ·  I ·  I 
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s y st e m s a n d s u r r o g at e m o d el s, wit h  t h e u n d e rl yi n g k e r n el al s o l e a r n e d  f r o m d at a 
( u si n g K F a n d it s v a ri a nt s).  T hi s f u rt h e r m oti v at e s t h e d e si r e t o u n d e r st a n d t h e 
K F -b a s e d e sti m ati o n of θ.  

 

1. 6.  O r g a ni z ati o n. T h e r e st of t hi s p a p e r i s o r g a ni z e d a s f oll o w s.  S e cti o n 2  i s 
d e v ot e d  t o l e a r ni n g t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  of  t h e M at ´ e r n -li k e m o d el,  w h e r e  t h e 
l a r g e d at a c o n si st e n c y i s p r o v e d a n d i m pli cit bi a s i s c h a r a ct e ri z e d. M o st of t h e 
d et ail e d  p r o of s  a r e  d ef e r r e d  t o S e cti o n  6 , a n d  c o n ci s e  i nt uiti v e i d e a s a r e  p r e s e nt e d 
in S e cti o n 2  f o r t h e s a k e of r e a d a bilit y. S e cti o n 3  c o n si d e r s ot h e r w ell -s p e ci fi e d 
m o d el s,  i n cl u di n g t h e l e a r ni n g of  t h e l e n gt h s c al e a n d  a m plit u d e  p a r a m et e r s  i n t h e 
M at ´ e r n -li k e m o d el,  o r  b e y o n d  t h e M at ´ e r n -li k e m o d el.  E x p e ri m e nt s  a r e  p r o vi d e d 
c o n c e r ni n g  c o n si st e n c y  a n d  v a ri a n c e  of  t h e s e E B  a n d  K F  e sti m at o r s.  S e cti o n  4  c o v - 
e r s  di s c u s si o n s  o n  m o d el  mi s s p e ci fi c ati o n  t h r o u g h n u m e ri c al  st u di e s.  T h e  p u r p o s e 
of t h e n u m e ri c al e x p e ri m e nt s i s t w of ol d:  (i) t o d e m o n st r at e t h e e xt e nt t o w hi c h 
t h e i d e a s l e a r n e d t h r o u g h t h e a n al y si s of c o n si st e n c y, w hi c h f o c u s e s p ri m a ril y o n 
t h e r e g ul a rit y p a r a m et e r, e xt e n d s t o ot h e r p a r a m et e r s; (ii) t o c o m p a r e t h e p e r - 
f o r m a n c e of t h e E B a n d K F e sti m at o r s q u a ntit ati v el y, si n c e u s e of t h e l att e r i s 
s o m e w h at n e w i n t hi s a r e a a n d it s p ot e nti al p r o s a n d c o n s n e e d t o b e e v al u at e d. 
Fi n all y, w e c o n cl u d e t hi s p a p e r i n S e cti o n 5 . 

 
2.  R e g ul a rit y  p a r a m et e r  l e a r ni n g f o r t h e M a t é r n - li k e m o d el  

I n  t hi s s e cti o n, w e st u d y a M at ´ e r n -li k e m o d el o n t h e t o r u s.  W e st a rt wit h  d ef - 
i niti o n s of t hi s m o d el i n S u b s e cti o n 2. 1,  f oll o w e d wit h d e fi niti o n s of E B a n d K F 
e sti m at o r s i n t hi s c o nt e xt i n S u b s e cti o n 2. 2.  T h e n, i n S u b s e cti o n 2. 3 , w e p r e s e nt 
o u r t h e o r y f o r t h e c o n si st e n c y of E B a n d K F e sti m at o r s i n l e a r ni n g t h e r e g ul a rit y 
p a r a m et e r, wit h e x p e ri m e nt s i n cl u d e d t o d e m o n st r at e t h e c o r r e ct n e s s a n d i m pli - 
c a ti o n s of t h e t h e o r y. I n p a rti c ul a r, t h e i m pli cit bi a s of t h e s e t w o e sti m at o r s i s 
e x pl ai n e d. W e  o utli n e  t h e s k et c h  of  p r o of s  f o r t h e t h e o r eti c al r e s ult  i n S u b s e cti o n s 
2. 4,  2. 5  a n d  2. 6,  a n d  s u m m a ri z e  s e v e r al  o b s e r v ati o n s  i n S u b s e cti o n  2. 7.  S u b s e cti o n  
2. 8  p r o vi d e s  a d diti o n al  e x p e ri m e nt s  di s c u s si n g  t h e v a ri a n c e  of  t h e s e e sti m at o r s.  

 

2. 1.  T h e  M a t é r n - li k e m o d el.  W e  f oll o w t h e g e n e r al  s et -u p  i n S u b s e cti o n s  1. 2  
a n d  1. 3,  w h e r e  w e  h a v e  m e nti o n e d  all  t h e a b st r a ct  i n g r e di e nt s s u c h  a s  t h e p h y si c al  

d o m ai n D , t h e t r ut h u † , t h e k e r n el K θ , a n d t h e d at a l o c ati o n . I n  t h e c u r r e nt  a n d 
n e xt  s u b s e cti o n s,  w e  will  s p e cif y  t h e e x a ct  m e a ni n g  of  t h e s e t e r m s f o r a  M at ´ e r n -li k e 
m o d el  o n  t h e t o r u s. W e  will  al s o  m a k e  r e m a r k s  t o e x pl ai n  it s c o n n e cti o n  t o t h e 
st a n d a r d  W hittl e -M at ´ e r n  p r o c e s s  i n t h e w h ol e  d o m ai n;  s e e  R e m a r k  2. 2.  

2. 1. 1.  T h e  p h ysi c al  d o m ai n.  W e  s et  D  t o b e  T d  =  [ 0, 1] d  
 

, t h e d  di m e n si o n al  u nit  
t o r u s; t hi s will  b e  t h e d o m ai n  t h at w e  u s e  f o r all  o u r  a n al y si s.  W e  n e e d  t o i nt r o d u c e 
s o m e m at h e m ati c al c o n c e pt s r el at e d t o f u n cti o n s d e fi n e d o n t hi s t o r u s T d . Fi r st, 
t h e s p a c e of s q u a r e i nt e g r a bl e f u n cti o n s o n T d  wit h m e a n 0 i s d e n ot e d b y  

( 2. 1)  L ˙  2 (T d ) :=  
{
v  : T d  →  R  : 

I 

|v (x )| 2  d x  <  ∞ , 

I 

v (x ) d x  =  0
  

. 

T h e  L 2  i n n e r p r o d u ct  a n d  n o r m  a r e  d e n ot e d  b y  [ , ] a n d    0  r e s p e cti v el y.  
I n  o r d e r  b ot h  t o d e fi n e  c o v a ri a n c e  o p e r at o r s  a n d  S o b ol e v  s p a c e s  it i s c o n v e ni e nt 

t o i nt r o d u c e t h e L a pl a ci a n o p e r at o r. L et  Δ b e t h e n e g ati v e L a pl a ci a n e q ui p p e d 
wit h  p e ri o di c  b o u n d a r y  c o n diti o n s  o n  T d  a n d  r e st ri ct e d  t o f u n cti o n s wit h  z e r o  m e a n.  
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| | ∈  \ { } 

  

t 

θ  

· −   

  

∈  

(   

2 5 3 4  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

T hi s o p e r at o r h a s o rt h o n o r m al ei g e nf u n cti o n s φ m (x ) = e 2 πi (m, x ) wit h c o r r e s p o n d - 
i n g ei g e n v al u e s λ m  =  4 π 2  m  2 , f o r e v e r y  m  Z d  0  , w h e r e  Z d  d e n ot e s  t h e d -f ol d 
t e n s o r p r o d u ct  of  Z , t h e s et  of  n o n -n e g ati v e  i nt e g e r s. H e r e,  i i s t h e i m a gi n a r y 
n u m b e r,  a n d  (m,  x ) d e n ot e s  t h e E u cli d e a n  i n n e r p r o d u ct  b et w e e n  m,  x  ∈  R d . 

N o w,  w e  c a n  w rit e  f u n cti o n s i n L ˙  2 (T d ) a s F o u ri e r  s e ri e s:  

( 2. 2)  v (x ) =  

m ∈ Z d  

v ˆ( m )e 2 πi (m, x ) , 

w h e r e  v ˆ  : Z d  →  R  i s t h e F o u ri e r  c o e ffi ci e nt  t h at s ati s fi e s  v ˆ( 0)  =  0  a n d  v ˆ( m ) =  [v,  φ m ] 
f o r m  ∈  Z d \ {0 }. T hi s  r e p r e s e nt ati o n  c a n  b e  u s e d  t o d e fi n e  u s ef ul  S o b ol e v -li k e 

s p a c e s.  F o r  e v e r y  t >  0,  t h e S o b ol e v -li k e s p a c e 
f u n cti o n s wit h b o u n d e d I ·  It n o r m:  

H ˙  t(T d ) ⊂  L ˙  2 (T d ) c o n si st s  of  

( 2. 3)  Iv I2  :=
   

( 4π 2 | m | 2 ) t| v ˆ( m )| 2  <  ∞  . 

m ∈ Z d  

W e  n ot e  t h at H ˙  0 (T d ) =  L ˙  2 (T d ). F o r  t <  0,  t h e s p a c e  H ˙  t(T d ) i s d e fi n e d  t h r o u g h 
d u alit y.  T h e  Hil b e rt  s c al e  of  f u n cti o n s p a c e s  d e fi n e d  t h r o u g h v a r yi n g  t s e r v e s  a s 
t h e b a si c  i n g r e di e nt t o m o d el  t h e r e g ul a rit y  of  a  f u n cti o n o n  T d . 

2. 1. 2.  T h e  M at´ er n -li k e k e r n el  a n d  p r o c e ss.  T h e  M at ´ e r n -li k e c o v a ri a n c e  o p e r at o r  o n 
t h e t o r u s i s d e fi n e d b y 

( 2. 4) C θ  =  σ 2 ( − Δ +  τ 2 I) − s , 

w h e r e  t h e p a r a m et e r  θ  =  (σ,  τ, s). T h e  r ol e s  of  t h e t h r e e p a r a m et e r s  a r e  r e vi e w e d  i n 
R e m a r k 2. 2.  T h e o rt h o n o r m al ei g e nf u n cti o n s of t hi s o p e r at o r a r e φ m (x ) = e 2 πi (m, x ) 

wit h  c o r r e s p o n di n g ei g e n v al u e s σ 2 ( 4π 2 | m | 2  +  τ 2 ) − s , f o r m  ∈  Z d \ {0 }. 
T h e  M at ´ e r n -li k e k e r n el  f u n cti o n K θ  i s r el at e d  t o t h e o p e r at o r  C θ  vi a  

( 2. 5) K θ (x,  y ) =  [δ (· −  x ), C θ δ ( · −  y )], 

w h e r e δ ( x ) i s t h e Di r a c f u n cti o n c e nt e r e d at x . E q ui v al e ntl y, K θ  c a n b e u n - 
d e r st o o d a s t h e G r e e n f u n cti o n of t h e di ff e r e nti al o p e r at o r C − 1 . N ot e t h at b y 
S o b ol e v’ s  e m d e d di n g t h e o r e m, s  >  d /2  i s r e q ui r e d t o m a k e K θ (x,  y ) p oi nt wi s e w ell - 
d e fi n e d  ( S e e S e cti o n 7. 1. 3 a n d L e m m a 7. 2 i n [ 7 ]): K θ ( · , y ) t h e n li e s i n t h e s p a c e of 

c o nti n u o u s f u n cti o n s f o r a n y y ∈  T d . 

R e m a r k  2. 1 . W e  al s o  h a v e  t h e M e r c e r  d e c o m p o siti o n  of  t h e k e r n el  f u n cti o n: 

( 2. 6) K θ (x,  y ) =  

m ∈ Z d  \ {0 } 

σ 2 ( 4π 2 | m | 2  +  τ 2 ) − s φ m (x )φ ∗
m (y ), 

w h e r e  φ ∗
m  i s t h e c o m pl e x c o nj u g at e of  φ m . 

Gi v e n t h e s e  f u n cti o n s p a c e s a n d o p e r at o r s, w e  c a n d e fi n e  t h e M at ´ e r n -li k e p r o c e s s 
u si n g t h e G a u s si a n m e a s u r e n ot ati o n:  

( 2. 7)  ξ  ∼  N  0 , σ 2 ( − Δ +  τ 2 I) − s   . 

T hi s  c o v a ri a n c e  o p e r at o r  vi e w p oi nt  c o ul d  b e  u n d e r st o o d  a s  f oll o w s: f o r a n y  f 

L ˙  2 (T d ), t h e q u a ntit y  [f, ξ ] i s a  G a u s si a n r a n d o m  v a ri a bl e  wit h  m e a n  0  a n d  v a ri a n c e 
[f, σ 2 (− Δ  + τ 2 I) − s f ]. W e  n ot e  t h at ( 2. 7) i s e q ui v al e nt  t o t h e G P  n ot ati o n  ξ  ∼ 

G P ( 0, K θ ). F o r  m o r e  d et ail s  o n  h o w  t o d e fi n e  G a u s si a n  m e a s u r e s  u si n g  o p e r at o r s  
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w e r ef e r  t o [5,  2 4 ]. A  s a m pl e  f r o m t hi s p r o c e s s  c a n  b e  r e ali z e d  b y  t h e K a r h u n e n –  
L o ` e v e e x p a n si o n  

( 2. 8)  ξ (x ) =  

m ∈ Z d  \ {0 } 

σ ( 4π 2 | m | 2  +  τ 2 ) − s / 2 φ m (x )ξ m , 

w h e r e  ξ m  (m   Z d   0  ) a r e  i.i. d. st a n d a r d  n o r m al  r a n d o m  v a ri a bl e s;  w e  h a v e 
E  ξ (x )ξ (y ) = K θ (x,  y ). N u m e ri c all y, w e c a n d r a w a s a m pl e b y t r u n c ati n g t hi s s e ri e s 
a n d r e st ri cti n g t o a g ri d of v al u e s o n t h e t o r u s.  Alt e r n ati v el y it i s p o s si bl e t o 

di s c r eti z e t h e di ff e r e nti al o p e r at o r C − 1  o n a g ri d fi r st, a n d t h e n c o m p ut e t h e di s c r et e 

ei g e nf u n cti o n s t o d r a w a s a m pl e.  S u c h a n i d e a i s u s ef ul w h e n t h e ei g e n v al u e s  

a n d ei g e nf u n cti o n s of C − 1  a r e n ot a n al yti c all y k n o w n a p ri o ri.  I n d e e d, w h e n t h e 

o p e r at o r i s di s c r eti z e d i nt o a m at ri x, t h e i n fi nit e di m e n si o n al G a u s si a n m e a s u r e 
b e c o m e s a fi nit e di m e n si o n al o n e wit h t h e c o v a ri a n c e m at ri x b ei n g t h e di s c r eti z ati o n 
of  C θ . D r a wi n g s a m pl e s  i s t h e n st r ai g htf o r w a r d. I n  t hi s s e cti o n,  h o w e v e r,  w e  w o r k 
o n  t h e t o r u s a n d  s o  t h e ei g e n v al u e s  a n d  ei g e nf u n cti o n s  a r e  k n o w n  e x pli citl y  a n d  t h e 
t r u n c at e d K a r h u n e n – L o ` e v e  e x p a n si o n  c o ul d  b e  e m pl o y e d.  

R e m a r k 2. 2 . T h e t h r e e p a r a m et e r s σ,  τ a n d s q u a ntif y t h e a m plit u d e, i n v e r s e 
l e n gt h s c al e, a n d r e g ul a rit y of t h e p r o c e s s, r e s p e cti v el y. T hi s s etti n g i s si mil a r t o 

t h at of  t h e st a n d a r d  M at ´ e r n  p r o c e s s  [1 2,  3 3],  d e fi n e d  o n  t h e w h ol e  s p a c e  R d , w h o s e 
k e r n el  f u n cti o n a n d  a s s o ci at e d  c o v a ri a n c e  o p e r at o r  a r e  b ot h  c h a r a ct e ri z e d  b y  t h r e e 
p a r a m et e r s; s e e [ 2 2] f o r li n k s t o t h e s ol uti o n of st o c h a sti c P D E s, a n a p p r o a c h at - 
t ri b ut a bl e t o W hittl e [ 1 2, 4 3].  T h e M at ´ e r n k e r n el f u n cti o n i s  

 
K σ,l, ν  (x,  y ) =  σ 2  

2 1 − ν  
(  

|x  −  y |
 ν  (  

|x  −  y |
 
 

B  , 
Γ( ν ) l l 

f o r x,  y R d , w h e r e  B ν  i s t h e m o di fi e d  B e s s el  f u n cti o n of  t h e s e c o n d  ki n d  of  o r d e r  
ν . O n  R d , t hi s k e r n el f u n cti o n c o r r e s p o n d s  t o t h e c o v a ri a n c e o p e r at o r  

σ 2 ld Γ( ν  +  d/ 2)( 4 π ) d / 2  2  − ν − d / 2  
C σ,l, ν  =  

Γ( ν ) 
(I −  l Δ)  . 

F r o m  t hi s f o r m ul a, t h e c o n n e cti o n  b et w e e n  t h e M at ´ e r n  c o v a ri a n c e  o p e r at o r  i n R d 

a n d t h e M at ´ e r n -li k e k e r n el o p e r at o r (2. 4)  o n T d b e c o m e s a p p a r e nt.  W e r e st ri ct 
o u r a n al y si s t o t h e t o r u s t o e x pl oit p o w e rf ul F o u ri e r s e ri e s t e c h ni q u e s.  W e will 
al s o  c o m m e nt  o n  ot h e r  b o u n d a r y  c o n diti o n s  i n S u b s e cti o n  2. 7 . F o r  r el at e d  r e s ult s 

r e g a r di n g t h e M at ´ e r n p r o c e s s i n R d o r ot h e r b o u n d e d d o m ai n s, w e r e c o m m e n d 
t h e b o o k [3 3 ]. W e n ot e t h at [ 3 3, S e c. 6. 7] al s o c o n si d e r s a p e ri o di c v e r si o n of t h e 
M at ´ e r n  m o d el  a n d  di s c u s s e s  ( vi a t h e Fi s h e r  i nf o r m ati o n m at ri x)  t h e fi x e d  d o m ai n 
a s y m pt oti c s  of  t h e m a xi m u m  li k eli h o o d e sti m at e  of  t h e t h r e e p a r a m et e r s.  B y  u si n g 
t h e M e r c e r d e c o m p o siti o n (2. 6 ), t h e p e ri o di c c a s e t h e r e i s m at h e m ati c all y e q ui v al e nt 
t o t h e M at ´ e r n -li k e m o d el  o n  t h e t o r u s t h at i s c o n si d e r e d  i n t hi s p a p e r.  I n  t h e n e xt 
s u b s e cti o n, w e p r o v e t h e c o n si st e n c y of e sti m at o r s f o r t h e r e g ul a rit y p a r a m et e r, 
p r o vi di n g a ri g o r o u s t h e o r y f o r t h i s p e ri o di c m o d el. It w o ul d b e i nt e r e sti n g, i n f ut u r e 
w o r k, t o c o m bi n e t hi s c o n si st e n c y wit h t h e p r o p e rti e s of t h e Fi s h e r i nf o r m ati o n 
m at ri x e st a bli s h e d i n [ 3 3, S e c. 6. 7] t o o bt ai n B e r n st ei n -v o n -Mi s e s t y p e t h e o r e m s 
c h a r a ct e r i zi n g a s y m pt oti c n o r m alit y of t h e e sti m at o r. 

2. 2.  R e g ul a rit y  p a r a m et e r  l e a r ni n g. Wit h  t h e M at ´ e r n -li k e k e r n el  a n d  p r o c e s s 
d e fi n e d,  w e  m o v e  t o di s c u s s  t h e p a r a m et e r  l e a r ni n g p r o bl e m  i n t hi s s u b s e cti o n.  W e 
fi x  σ  =  1  a n d  τ =  0  i n t h e M at ´ e r n -li k e m o d el  a n d  f o c u s o n  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  
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−  

{ } 

∼  N  −  

≤  ≤  −  ∀  ≤  ≤  } 

X  X  X  

t 

2 5 3 6  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

o nl y.  T o  p r o c e e d,  w e  n e e d  t o m a k e  p r e ci s e  t h e g r o u n d  t r ut h u † , t h e k e r n el,  a n d  t h e 
d at a l o c ati o n X  , of t h e l e a r ni n g p r o bl e m. 

2. 2. 1.  T h e g r o u n d tr ut h. O u r t h e o r eti c al r e s ult s r e g a r di n g t h e c o n si st e n c y of E B 
a n d K F e sti m at o r s will b e b a s e d o n t h e a s s u m pti o n t h at u †  i s d r a w n f r o m t h e G P 

N  ( 0, (− Δ) − s ) f o r s o m e s > d/ 2.  

R e m a r k 2. 3 . W e n ot e s o m e r e g ul a rit y p r o p e rti e s of t hi s G P h e r e.  T h e C a m e r o n - 
M a rti n s p a c e f o r ξ   ( 0, ( Δ) − s ) i s H ˙  s (T d ) (f o r r e a d e r s n ot f a mili a r wit h t h e 
C a m e r o n -M a rti n  s p a c e,  s e e  T h e o r e m  7. 3 3  i n [ 7]). H o w e v e r,  ξ  i s n ot  a n  el e m e nt  
of  t hi s s p a c e,  al m o st  s u r el y.  I n d e e d,  it h ol d s  t h at ξ  b el o n g s  t o H ˙  s − d / 2 − η  (T d ) f or 
a n y  η  >  0  al m o st  s u r el y  ( a n d t o H ö l d e r s p a c e s  wit h  t h e s a m e  n u m b e r  of  f r a cti o n al 
d e ri v ati v e s;  s e e  T h e o r e m  2. 1 2  i n [ 7]). F u rt h e r m o r e, si n c e  t h e L a pl a ci a n  o p e r at o r  i s 
h o m o g e n e o u s a n d t h u s t h e c o v a ri a n c e o p e r at o r i s st ati o n a r y i n s p a c e, t h e r e g ul a rit y 
of  t h e p at h  i s s p ati all y  h o m o g e n e o u s  (t h e m e a s u r e  i s s p a c e  t r a n sl ati o n-i n v a ri a nt). 
H e r e, w e  r ef e r, f o r t hi s p h e n o m e n o n, t o ξ ( a s a f u n cti o n) h a vi n g h o m o g e n e o u s 

criti c al r e g ul a rit y s  d/ 2 a c r o s s T d . If w e d r o p t h e t e r m “ h o m o g e n e o u s ”, w e m e a n 
t h e p r o p e rt y  h ol d s  wit h o ut  t h e r e q ui r e m e nt  of  s p ati al  h o m o g e n eit y.  S u c h  b e h a vi o r 
m a y o c c u r f o r f u n cti o n s wit h s p ati al si n g ul a riti e s.  

R e m a r k 2. 4 . W e al w a y s r e q ui r e s >  d/ 2, w hi c h e n s u r e s t h e c o nti n uit y of t h e s a m - 

pl e p at h of ξ al m o st s u r el y a n d g u a r a nt e e s t h at H ˙  s (T ) i s a R K H S, a c c o r di n g t o 
di s c u s si o n s i n R e m a r k 2. 3.  T h u s, t h e p oi nt wi s e v al u e of ξ m a k e s s e n s e.  

2. 2. 2.  T h e e q ui distri b ut e d d at a. W e o b s e r v e e q ui di st ri b ut e d p oi nt wi s e v al u e s of u †  
o v e r t h e t o r u s, i. e., t h e d at a li e o n a l atti c e.  T o d e s c ri b e t h e d at a l o c ati o n s w e 
i nt r o d u c e a l e v el p a r a m et e r q  ∈  N s u c h t h at, f o r a gi v e n q , w e h a v e t h e d at a l o c ati o n s 

X q  :=  {x j : j ∈ J q }, w h e r e  x j =  (j1 , j 2 ,... , jd ) · 2 − q  a n d  J q  :=  {(j1 , j 2 ,... , jd ) ∈ 

N d : 0  jk  2 q  1 , 1  k  d . W e al s o u s e t h e si m pli fi e d n ot ati o n x j = j2 − q  
t h r o u g h o ut t h e p a p e r.  

2. 2. 3.  T h e E B a n d K F esti m at o rs. W e f oll o w t h e d e fi niti o n s i n S u b s e cti o n 1. 3.  
H e r e, t h e k e r n el f u n cti o n f o r t h e r e g ul a rit y l e a r ni n g p r o bl e m will b e  

K θ (x,  y ) =  [δ (· −  x ), (− Δ) − tδ (· −  y )], 

w h e r e t h e p a r a m et e r θ =  t . Si mil a r t o R e m a r k 2. 1,  it h a s t h e f oll o wi n g M e r c e r 
d e c o m p o siti o n  

( 2. 9) K θ (x,  y ) =  
 

( 4π 2 |m | 2 ) − s φ m (x )φ ∗
m (y ). 

m ∈ Z d  \ {0 } 

N u m e ri c all y, w e c a n c o m p ut e it b y t r u n c ati n g t hi s i n fi nit e s e ri e s.  F a st F o u ri e r 
T r a n sf o r m c o ul d b e a p pli e d t o s p e e d u p c o m p ut ati o n of t h e k e r n el m at ri x.  

W e  a d a pt  s e v e r al  n ot ati o n s  f r o m S u b s e cti o n  1. 3  t o t hi s s p e ci fi c  p r o bl e m, b y 
w riti n g  t i n st e a d of  θ , a n d  q  i n st e a d of  q , a n d  K (t, q ) i n st e a d of  K θ ( q , q ). T h e s e 
si m pli fi e d  n ot ati o n s  m a k e  t h e a n al y si s  cl e a n e r  t o p r e s e nt.  U n d e r  s u c h  c o n v e nti o n, 
t h e E B  e sti m at o r  f o r t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  i s: 

( 2. 1 0) 

s E B (q,  u † ) =  a r g mi n  
t∈ [d / 2 + δ, 1 / δ ] 

L E B (t, q,  u † ), L E B (t, q,  u † ) :=  Iu ( · , t, q )I2  +  l o g d et  K (t, q ) . 

H e r e,  u ( · , t, q ) i s t h e G P R  s ol uti o n  u si n g  t h e k e r n el  f u n cti o n K t a n d  t h e o b s e r v a - 
ti o n al d at a of u †  at X q . 
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∈  

X  X  

t 

L   : t(t, 
q, u  ), L  (t, q,  u  ) =   . 

2  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 3 7  

 
R e m a r k 2. 5 . T h e  f o r m ul a ( 2. 1 0) i s t h e c o nti n u o u s  f o r m ul ati o n of  t h e E B  l o s s f u n c- 
ti o n, w hi c h i s m o r e c o n v e ni e nt f o r t h e o r eti c al a n al y si s of c o n si st e n c y.  T h e fi nit e - 
s a m pl e f o r m ul a ( 1. 2) i s m o r e u s ef ul i n n u m e ri c al c o m p ut ati o n, a n d it c a n b e d e ri v e d 
f r o m ( 2. 1 0) b y u si n g t h e r e p r e s e nt e r t h e o r e m.  

R e m ar k  2. 6 . A s  i n R e m a r k  2. 4,  w e  r e q ui r e  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  t >  d/ 2.  H e r e, 
f u rt h e r m o r e, w e  i nt r o d u c e a  n u m b e r  δ  >  0  a n d  s el e ct  t h e d o m ai n  of  t h e p a r a m et e r 
t o b e  t [d/ 2 +  δ,  1 / δ]; δ  c a n  b e  a n y  a r bit r a r y  p o siti v e  n u m b e r,  a n d  t hi s c o m p a cti - 
fi c ati o n  of  t h e p a r a m et e r  d o m ai n  will  si m plif y  t h e s u b s e q u e nt  a n al y si s.  T h e  r e a d e r 
s h o ul d  n ot  c o nf u s e  r e al  n u m b e r  δ wit h  Di r a c  d elt a  f u n cti o n δ . 

F o r  t h e K F  l o s s f u n cti o n, w e  fi x  t h e s u b s a m pli n g  o p e r at o r  t o b e  e q ui di st ri b ut e d 
s u b s a m pli n g s o t h at π  q  =  q − 1 ; f o r t hi s c h oi c e, w e c a n o mit t h e d e p e n d e n c e of  
t h e e sti m at o r o n t h e s u b s a m pli n g o p e r at o r π i n t h e n ot ati o n a n d w rit e: 
( 2. 1 1) 

s K F (q,  u † ) =  a r g mi n  
t∈ [d / 2 + δ, 1 / δ ] 

K F  †  K F  †  I u ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  

Iu ( · , t, q )I2  

2. 3.  C o n si s t e n c y a n d i m pli ci t bi a s. I n t hi s s u b s e cti o n, w e  p r e s e nt  o u r  t h e o r y 
of c o n si st e n c y a n d c h a r a ct e ri z e t h e i m pli cit bi a s vi a n u m e ri c al e x p e ri m e nt s.  T h e 
s k et c h of p r o of s i s gi v e n i n t h e n e xt s u b s e cti o n s.  

 

2. 3. 1.  M ai n t h e o r e m. W e h a v e T h e o r e m 2. 7  r e g a r di n g t h e c o n si st e n c y of t h e t w o 
st ati sti c al e s ti m at o r s i n t h e l a r g e d at a li mit: 

T h e o r e m  2. 7.  Fi x  δ  >  0 . S u p p o s e  u †  i s a  s a m pl e  d r a w n  f r o m t h e G a u s si a n  pr o c ess  

N  ( 0, (− Δ) − s ). If s ∈  [d/ 2 +  δ,  1 / δ] t h e n, f o r t h e E m pi ri c al  B a y e si a n  esti m at o r,  

li m s E B (q,  u † ) =  s; 
q → ∞  

if s − d / 2  ∈  [d/ 2 +  δ,  1 / δ] t h e n f o r t h e K e r n el  Fl o w  esti m at or,  

li m s K F (q,  u † ) =  
s −  d/ 2  

. 
q → ∞  2  

I n b ot h  c a s e s  t h e c o n v e r g e n c e  i s i n p r o b a bilit y  wit h  r e s p e ct  t o r a n d o ml y  c h o s e n  u † . 

R e m a r k 2. 8 . St ri ctl y s p e a ki n g t hi s t h e o r e m s h o w s t h at E B c o n si st e ntl y e sti m at e s 
t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r,  w hil st  K F  d o e s  n ot. H o w e v e r  w e  m a k e  t w o o b s e r v ati o n s 
a b o ut t hi s.  Fi r stl y, t h e t r u e v al u e of s c a n b e r e c o v e r e d f r o m t h e K F e sti m at o r b y  
a  si m pl e  li n e a r t r a n sf o r m ati o n. A n d, s e c o n dl y,  t h e v al u e  s el e ct e d  b y  K F  i s o pti m al 
wit h r e s p e ct t o mi ni mi zi n g a s p e ci fi c m e a s u r e of g e n e r ali z ati o n e r r o r ( a s w e will 
s h o w  i n t h e di s c u s si o n  of  i m pli cit bi a s  i n S u b s e cti o n  2 . 3. 3), a n d  i s of  cl e a r  i nt e r e st 
f r o m t hi s p e r s p e cti v e. 

R e m a r k 2. 9 . T h e  u s e  of  δ i n t h e p r o of  ( a n d h e n c e  st at e m e nt)  of  t hi s t h e o r e m h el p s 
b y c o m p a ctif yi n g t h e p a r a m et e r s p a c e.  I n p r a cti c e, n u m e ri c s d e m o n st r at e t h at it 
i s n ot i nt ri n si c t o t h e p r o bl e m. W e l e a v e f o r f ut u r e w o r k t h e p r o bl e m of a m o r e 
r e fi n e d t h e o r e m, a n d p r o of, w hi c h d o e s n ot r el y o n it.  

R e m a r k 2. 1 0 . F o r e c o n o m y of n ot ati o n w e will d r o p e x pli cit r ef e r e n c e t o t h e d e - 
p e n d e n c e of t h e l o s s f u n cti o n s a n d t h e e sti m at o r s o n u †  i n w h at f oll o w s; w e will 
si m pl y  w rit e  L E B (t, q), L K F (t, q), s E B (q ), s K F (q ). 
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1 0
4  L o s s  f u n cti o n: E m piri c al  B a y e si a n  

mi ni mi z er  mi ni mi z er  

2  

N  −  

2  

0  

2 5 3 8  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

T h e r e m ai n d e r  of t hi s s u b s e cti o n i s d e v ot e d t o n u m e ri c al e x p e ri m e nt s ill u st r ati n g 
t h e t h e o r y, di s c u s si o n of t h e i m pli c ati o n s of t h e t h e o r y (i. e.  i m pli cit bi a s), a n d a n 
o v e r vi e w of t h e p r o of t e c h ni q u e s w e a d o pt.  

2. 3. 2.  N u m eri c al ill ustr ati o n of t h e or y.  W e p r e s e nt a n u m e ri c al e x a m pl e t o d e m o n - 
st r at e t h e m ai n t h e o r e m, a n d it s c o n s e q u e n c e s f o r r e g r e s si o n.  C o n si d e r t h e o n e 

di m e n si o n al  c a s e,  i. e., d = 1.  W e  s et  t h e g r o u n d  t r ut h s = 2 .5  a n d  s o  s − d / 2  = 1. 

T h e d o m ai n i s di s c r et i z e d wit h N = 2 1 0  e q ui di st ri b ut e d g ri d p oi nt s.  F o r o u r fi r st 
s et  of  e x p e ri m e nt s  w e  fi x  t h e r e s ol uti o n  l e v el of  t h e d at a  p oi nt s  t o b e  q  =  9,  i. e., 
w e  h a v e 2 9  e q ui di st ri b ut e d  o b s e r v ati o n s of  t h e u n k n o w n f u n cti o n  u † . I n  w h at f ol - 

l o w s t h e L a pl a ci a n  i s a s  d e fi n e d  i n S u b s e cti o n  2. 1. 2.  Gi v e n  a  s a m pl e  of  u †  f r o m 
( 0, ( Δ) − s ), w e  f o r m t h e l o s s f u n cti o n f o r t h e E B  a n d  t h e K F  e sti m at o r s.  W e 

d r a w  t hi s s a m pl e  u si n g  t h e f o r m ul a (2. 8)  wit h  σ  =  1  a n d  τ =  0;  w e  t r u n c at e t h e 
s e ri e s  t o t h e g ri d  r e s ol uti o n.  A  si n gl e  r e ali z ati o n  of  t h e s e l o s s f u n cti o n s i s t h e n 
s h o w n i n Fi g u r e 1 . 

 

 
8  1 0

0
 

7  

6  

5  1 0 -1  

4  

3  

2  1 0 -2  

1  

0  

L o s s  f u n cti o n: K er n el  Fl o w  

-1  
0  0. 5  1  1. 5  2  2. 5  3  

t 

1 0
-3

0  0. 5  1  1. 5  2  2. 5  3  

t 

 

Fi g u r e  1.  L eft:  E B  l o s s; ri g ht:  K F  l o s s 

 
W e o b s e r v e t h at t h e mi ni mi z e r of t h e E B l o s s f u n cti o n i s v e r y cl o s e t o t = 2 .5, 

w hil e t h e mi ni mi z e r of t h e K F l o s s f u n cti o n i s v e r y cl o s e t o t = 1, m at c hi n g t h e 
p r e di cti o n s of T h e o r e m 2. 7.  F u rt h e r m o r e, t h e l o s s f u n cti o n s e x hi bit s o m e i nt e r e sti n g 
f e at u r e s. S p e ci fi c all y, t h e E B l o s s f u n cti o n b e h a v e s a s a li n e a r f u n cti o n of t, f o r t 
l e s s t h a n s, a n d t h e n bl o w s u p r a pi dl y w h e n t e x c e e d s s. T h e K F l o s s f u n cti o n i s 

m o r e  s y m m et ri c  wit h  r e s p e ct  t o t h e mi ni mi z e r  t =  s − d / 2  i n t h e l o g a rit h mi c s c al e.  
W e  will  m a k e  r e m a r k s  t h at e x pl ai n  t h e s e o b s e r v ati o n s  i n o u r  t h e o r eti c al a n al y si s.  

2. 3. 3.  I m pli cit bi a s.  W e  p r e s e nt  h e r e  a  s e c o n d  s et  of  n u m e ri c al  e x p e ri m e nt s  l o o ki n g 
at  t h e e ff e ct  of  t h e p a r a m et e r  v al u e  s s el e ct e d  b y  E B  a n d  K F  o n  t h e a p p r o xi m ati o n 
of t h e f u n cti o n u † , w hi c h i s (t y pi c all y) t h e p ri m a r y g o al of hi e r a r c hi c al p a r a m et e r 

e sti m ati o n.  T h e  e x p e ri m e nt al  s et -u p  i s t h e s a m e,  b ut  n o w  w e  v a r y  t h e r e s ol uti o n  
of  t h e d at a p oi nt s q = 3 , 4 ,... , 9.  W e f o c u s o n t h e L 2  e r r o r b et w e e n u †  a n d t h e 
G P R s ol uti o n u si n g l e a r n e d p a r a m et e r s, i. e.,  

Iu † ( · ) −  u ( · , t, q )I2  . 

W e  st a rt,  i n Fi g u r e  2,  b y  c o n si d e ri n g  t h e e r r o r  a s  a  f u n cti o n of  q , f o r di ff e r e nt  
t. A s  w e  i n c r e a s e t, t h e r e g ul a rit y  of  t h e G P  u s e d  f o r r e g r e s si o n  i n c r e a s e s. I n 

l
os

s 

l
os

s 

http://www.ams.org/journal-terms-of-use


Li c e n s e d t o C alif I n st of T e c h. Pr e p ar e d o n T u e J ul  5 1 8: 4 2: 5 9 E D T 2 0 2 2 f or d o w nl o a d fr o m I P 1 3 1. 2 1 5. 1 4 3. 1 6 7.  

Li c e n s e or c o p yri g ht r e stri cti o n s m a y a p pl y t o r e di stri b uti o n; s e e htt p s:// w w w. a m s. or g/j o ur n al -t er m s-of -u s e  
 

t = 0. 5 

t = 0. 7 5 

t = 1 

t = 1. 2 5 

t = 1. 5 

t = 1. 7 5 

t = 2 

t = 2. 2 5 

t = 2. 5 

t = 2. 7 5 

0  

2  

0  

∈  N  −  
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Fi g u r e  2.  L 2  e r r o r:  a v e r a g e d  o v e r  t h e G P  

 
o r d e r  t o ill u st r at e cl e a r  t r e n d s, t h e L 2  e r r o r  i s a v e r a g e d  o v e r  t h e r a n d o m  d r a w 

of  u †    ( 0, ( Δ) − s ), s o  t h e e ff e cti v e  e r r o r  i s E u †  u † ( )  u ( , t, q ) 2 . F r o m  t h e 

fi g u r e, w e c a n s e e t h at w h e n t i n c r e a s e s f r o m 0.5 t o 1, t h e c o n v e r g e n c e r at e of t h e 
L 2  a p p r o xi m ati o n e r r o r i n c r e a s e s.  T h e n, if w e i n c r e a s e t f u rt h e r f r o m 1 t o 3, t h e 
sl o p e  of  t h e c o n v e r g e n c e  c u r v e  r e m ai n s  n e a rl y  t h e s a m e.  T hi s  d e m o n st r at e s  t h e f a ct 

t h at 1 = s − d / 2  i s t h e mi ni m al t t h at s u ffi c e s t o a c hi e v e t h e f a st e st r at e of L 2  e r r o r 

c o n v e r g e n c e.  W e h a v e o b s e r v e d t h at  t hi s p h e n o m e n o n i s v e r y st a bl e wit h  r e s p e ct 
t o t h e s p e ci fi c  r a n d o m  d r a w:  t h e g e n e r al  s h a p e  of  t h e c u r v e s  s e e n  i n Fi g u r e  2  i s still  
o b s e r v e d  w h e n  o n e  s p e ci fi c  d r a w  of  t h e t r u e r a n d o m  p r o c e s s  i s u s e d,  alt h o u g h  t h e 
r e s ulti n g  fi g u r e  c o nt ai n s  fl u ct u ati o n s  a n d  i s n ot  a s  cl e a r  a s  t h e a v e r a g e  c a s e  t h at w e 
s h o w.  

O n  t h e ot h e r  h a n d, w e  c a n c o m p ut e  E u †  u † ( ) u ( , t, q ) 2  f o r q = 9  a s a  f u n cti o n 
of  t; s e e  Fi g u r e  3.  T h e  o pti m alit y  of  t h e v al u e s =  2 .5  i s cl e a r. H o w e v e r,  u nli k e  t h e 
e x p e ri m e nt s i n Fi g u r e 2 , t hi s r e s ult i s n ot st a bl e wit h r e s p e ct t o t h e r a n d o m i n st a n c e 
of t h e G P: t h e mi ni mi z e r of t h e L 2  e r r o r fl u ct u at e s wil dl y i n o u r e x p e ri m e nt s.  

I n s u m m a r y, t h e s e c o n d s et of n u m e ri c al e x p e ri m e nt s i n di c at e s t h e f oll o wi n g 
i m pli c ati o n s f o r t h e r e g r e s si o n a c c u r a c y of t h e E B a n d K F a p p r o a c h e s t o hi e r a r c hi c al 
p a r a m et e r e sti m ati o n.  T h e K F e sti m at o r s el e ct s t h e mi ni m al t t h at s u ffi c e s t o 
a c hi e v e t h e f a st e st  r at e of a p p r o xi m ati o n e r r o r i n t h e L 2  n o r m f o r a gi v e n fi x e d 
t r ut h; i n c o nt r a st,  t h e E B  e sti m at o r  c o n v e r g e s  t o t h e t t h at a c hi e v e s  t h e mi ni m al  
L 2  e r r o r,  a v e r a g e d o v e r t h e d r a w u †   ( 0, ( Δ) − s ). N ot e t h at K F i s b a s e d o n 
p u r el y  a p p r o xi m ati o n  t h e o r eti c c o n si d e r ati o n s  w hil st  E B  i s f o u n d e d o n  st ati sti c al  
c o n si d e r ati o n s  —  t h e y att ai n  v e r y  di ff e r e nt  i m pli cit bi a s i n s el e cti n g  p a r a m et e r s.  

2. 3. 4.  F u rt h er dis c u ssi o n of t h e t h e o r y.  W e p r o vi d e s o m e f u rt h e r di s c u s si o n s of t h e 
i m pli c ati o n s of T h e o r e m 2. 7  i n t hi s s u b s e cti o n. T h e t h e o r y s h o w s t h at t h e E B 
e sti m at o r  r e c o v e r s  t h e g r o u n d  t r ut h p a r a m et e r  s of  t h e st ati sti c al  m o d el.  T hi s  i s i n 
li n e wit h  e x p e ct ati o n s  si n c e  t h e m et h o d ol o g y  i s d e si g n e d  t o r e c o v e r  t h e m o st  li k el y 
v al u e  of  s , gi v e n  t h e d at a,  a n d  si n c e  t h e G a u s si a n  m e a s u r e s  o c c u r ri n g  f o r di ff e r e nt 
s a r e  m ut u all y  si n g ul a r.  I n  t h e lit e r at u r e, s u c h  c o n si st e n c y  r e s ult s  a r e  p ri m a ril y  f or 
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1. 9 3 5  

 

1. 9 3  

 

1. 9 2 5  

 

1. 9 2  

 
2  2. 1   2. 2   2. 3   2. 4   2. 5   2. 6   2. 7   2. 8   2. 9  3  

t 

 

Fi g u r e  3.  L 2  e r r o r:  a v e r a g e d  o v e r  t h e G P,  f o r q  =  9   

 
o b s e r v ati o n al d at a i n t h e F o u ri e r d o m ai n; t h u s, t h e o b s e r v ati o n o p e r at o r c o m m ut e s 
wit h  t h e p ri o r.  H e r e,  o u r  d at a  m o d el  i s i n t h e p h y si c al  d o m ai n,  w hi c h  l e a d s t o t h e 
n e e d  f o r c o n si d e r a bl y  m o r e  s o p hi sti c at e d  a n al y si s,  d u e  t o t h e n o n c o m m ut ati vit y  of 
t h e o b s e r v ati o n  o p e r at o r  a n d  t h e p ri o r  o p e r at o r,  a n d  y et  i s a  m u c h  m o r e  p r a cti c all y 
u s ef ul s etti n g, j u stif yi n g t h e i n v e st m e nt i n t h e s o m e w h at i n v ol v e d a n al y si s.  O u r 
p r o of  p r o vi d e s a n o v el s h a r p u p p e r a n d l o w e r b o u n d o n t h e t e r m s  u ( , t, q ) 2  a n d 
l o g d et  K (t, q ), b a s e d  o n t e c h ni q u e s i n a p p r o xi m ati o n t h e o r y a n d t h e m ulti r e s ol u - 
ti o n a n al y si s  d e v el o p e d  i n [ 2 4]. O u r  t e c h ni q u e s m a y  h a v e  b r o a d e r  a p pli c ati o n s  i n 
a n al y zi n g t h e o b s e r v ati o n al m o d el i n t h e p h y si c al d o m ai n.  

A n ot h e r i nt e r e sti n g p h e n o m e n o n s h o w n i n T h e o r e m 2. 7 i s t h at t h e K F e sti m at o r, 
fi r st p r o p o s e d i n [ 2 5] a s a m et h o d t o l e a r n k e r n el s f o r m a c hi n e l e a r ni n g t a s k s, 
a c hi e v e s a r at h e r di ff e r e nt c o n si st e n c y b e h a vi o r, wit h t h e l a r g e d at a li mit b ei n g 
s − d / 2  . T hi s  f a ct h a s  t h e f oll o wi n g c o n s e q u e n c e:  if t h e g r o u n d  t r ut h f u n cti o n u †  
h a s  h o m o g e n e o u s  c riti c al  r e g ul a rit y  s  d/ 2,  t h e n t h e K F  e sti m at o r  will  c o n v e r g e  
t o h alf  t h e c riti c al  r e g ul a rit y  i n t h e l a r g e d at a  li mit. 

T o  u n d e r st a n d  t h e m e c h a ni s m  b e hi n d  t hi s e ff e ct,  w e  o b s e r v e  t h at t h e K F  l o s s i s a 
s u r r o g at e f o r t h e ( r el ati v e) I ·It-n o r m a p p r o xi m ati o n e r r o r b et w e e n u †  a n d u ( · , t, q ). 

F u rt h e r m o r e,  a p p r o xi m ati o n  t h e o r y i m pli e s t h at t h e G P r e g r e s s o r u ( · , t, q ) i s al s o 

t h e o pti m al  I ·  It-n o r m  a p p r o xi m a nt  of  u †  i n t h e li n e a r s p a n  of  t h e b a si s  f u n cti o n s 

( Δ) − tδ (x   x j) j∈ J  . U n d e r  t hi s p e r s p e cti v e,  w e  s e e  t h e K F  l o s s i n c o r p o r at e s 
t w o c o m p eti n g  f a ct o r s i n t h e a p p r o xi m ati o n:  i n c r e a si n g t i m p r o v e s t h e a p p r o xi m a - 
ti o n e r r o r b y i n c r e a si n g t h e r e g ul a rit y of t h e b a si s f u n cti o n s w hil e w o r s e ni n g t h e 
m e a s u r e m e nt  of  t h at a p p r o xi m ati o n  e r r o r  b y  u si n g  a  st r o n g e r  n o r m.  T h e  b al a n c e 
b et w e e n  t h e s e t w o c o m p eti n g  f a ct o r s i s a c hi e v e d  w h e n  t i s h alf  t h e c riti c al  r e g ul a r - 
it y, w hi c h  i s t h e p a r a m et e r  t h at K F  e v e nt u all y  pi c k s.  O u r  p r o of  p r o vi d e s  a  d et ail e d 
d e m o n st r ati o n of t hi s p h e n o m e n o n.  

I n s h o rt, E B l e a r n s hi e r a r c hi c all y b a s e d o n st ati sti c al p ri n ci pl e s, w hil st K F l e a r n s 
b a s e d o n a p p r o xi m ati o n t h e o r eti c o n e s.  T h e c o n si st e n c y r e s ult s p r e s e nt e d h e r e 
p r o vi d e  e vi d e n c e  t h at t h e i nt e r pl a y b et w e e n  st ati sti c al  e sti m ati o n  a n d  n u m e ri c al  

1 0 -1 0  
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a p p r o xi m ati o n  c a n  b e  v e r y  u s ef ul  f o r p a r a m et e r  e sti m ati o n  a n d  k e r n el  l e a r ni n g i n 
g e n e r al, t h u s s u g g e sti n g n e w w a y s of t hi n ki n g hi e r a r c hi c all y.  T hi s p e r s p e cti v e i s 
o n e of t h e m ai n m e s s a g e s t h at w e c o n v e y i n t hi s p a p e r.  

 
2. 3. 5.  Pr o of  str at e g y.  S u b s e cti o n s  2. 4 , 2. 5,  2. 6  a r e  d e v ot e d  t o p r o vi n g  T h e o r e m  2. 7.  
F o r t h e s a k e of u n d e r st a n di n g, w e p r o vi d e a hi g h -l e v el vi e w of o u r p r o of st r at e gi e s i n 
t hi s s u b s e cti o n. F o u ri e r  a n al y si s  pl a y s  a n  i m p o rt a nt r ol e  i n t h e p r o of. It  all o w s  u s 
t o a n al y z e  t h e a p p r o xi m ati o n  e r r o r  i n a  v e r y  p r e ci s e  w a y  u n d e r  t hi s e q ui di st ri b ut e d 
d e si g n s etti n g.  

I n o u r p r o of, w e b e gi n b y e st a bli s hi n g ti g ht b o u n d s o n t h e t e r m s t h at a p p e a r  
i n t h e o bj e cti v e  f u n cti o n s, i. e., Iu ( · , t, q )I2 , l o g d et  K (t, q ) a n d  Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  

1) I2 , u si n g  t h e t o ol kit w e  d e v el o p  i n S u b s e cti o n  2. 4.  T h e  n o r m s  Iu ( · , t, q )I2  a n d  

u ( , t, q )  u ( , t, q  1)  2  a r e  e x p r e s s e d  a s  r a n d o m  ( a s a  f u n cti o n of  u † ) s e ri e s  a n d  
w e  c a r ef ull y  a n al y z e  t h e d e p e n d e n ci e s  of  t h e r a n d o m  v a ri a bl e s  t o e st a bli s h  t h e c o n - 
v e r g e n c e  i n p r o b a bilit y.  F o r  l o g d et  K (t, q ), w e  e m pl o y  t h e m ulti r e s ol uti o n  a p p r o a c h 
i nt r o d u c e d i n [ 2 4] t o e st a bli s h  a  ti g ht e sti m at e  of  t h e s p e ct r u m  of  t h e G r a m  m at ri x 
f r o m b el o w  a n d  a b o v e.  Gi v e n  t h e s e e sti m at e s,  w e  p r o vi d e  a n  i nt uiti v e u n d e r st a n d - 
i n g of  h o w  t h e l o s s f u n cti o n s b e h a v e  a n d  h o w  t h e mi ni mi z e r s c o n v e r g e  i n S u b s e cti o n s 
2. 5,  2. 6.  I n t h e ri g o r o u s  t r e at m e nt, t h e s h a r p  b o u n d s  o n  t h e di ff e r e nt  c o m p o n e nt s 
of  t h e o bj e cti v e  f u n cti o n s will  b e  c o m bi n e d  wit h  t h e u nif o r m  c o n v e r g e n c e  r e s ult  of 
r a n d o m s e ri e s i n [ 3 8] t o o bt ai n t h e c o n v e r g e n c e of mi ni mi z e r s.  

 
2. 3. 6.  N ot ati o n s.  I n  m a n y  p a rt s  of  t h e a n al y si s,  w e  n e e d  t o d e v el o p  ti g ht e sti m at e s 
o n  t h e t e r m s a p p e a ri n g  i n t h e l o s s f u n cti o n s. S o m e  u s ef ul  n ot ati o n  f o r c o m p a ri n g 
di ff e r e nt t e r m s a r e i nt r o d u c e d h e r e. W e w rit e A  B if t h e r e e xi st s a c o n st a nt C 
i n d e p e n d e nt of q,  t s u c h t h at  

1  

C  
B  ≤  A  ≤  C B.  

T h e  c o n st a nt  m a y  d e p e n d  o n t h e  di m e n si o n d  a n d o n  δ . C o r r e s p o n di n gl y,  if w e u s e  

A  �  B  o r  A  .: S B , t h e n o nl y  o n e  si d e  of  t h e a b o v e  i n e q u alit y h ol d s.  
F o u ri e r a n al y si s pl a y s a c riti c al r ol e i n t h e a n al y si s.  W e al w a y s u s e u †  f o r t h e 

g r o u n d  t r ut h f u n cti o n, w hil e  w e  o mit  t h e  s y m b ol  f o r e a s e  of  n ot ati o n  w h e n  di s - 
c u s si n g  it s F o u ri e r  t r a n sf o r m, a n d w rit e  û ;  w e  will  al s o  u s e  û ,  wit h  m o r e  a r g u m e nt s, 
t o d e n ot e  t h e F o u ri e r  t r a n sf o r m of  t h e G a u s si a n  p r o c e s s  m e a n; s e e  t h e di s c u s si o n 

f oll o wi n g T h e o r e m  2. 1 3.  I n t h e F o u ri e r  d o m ai n,  w e  l et B q  :=  {m  ∈ Z  : − 2 q − 1  ≤  

m  ≤  2 q − 1  −  1 } a n d  B d  =  B q  ⊗  B q  ⊗  · · ·  ⊗  B q  b e  t h e t e n s o r p r o d u ct  of  d  m ulti pl e s  
of  B q . W e  h a v e  t h at B d  i s a  b o x  c o n c e nt r ati n g  a r o u n d  t h e o ri gi n,  s o  o nl y  t h e 
l o w-f r e q u e n c y p a rt  of  t h e F o u ri e r  c o e ffi ci e nt s  i s c o n si d e r e d.  

 
2. 4.  T o ol ki t:  F o u ri e r  s e ri e s  c h a r a c t e ri z ati o n.  I n  t hi s s u b s e cti o n,  w e  p r e p a r e 
t h e n e c e s s a r y t o ol s t h at a r e u s e d t o p r o v e t h e m ai n t h e o r e m of t hi s p a p e r.  

W e  st a rt  b y  e st a bli s hi n g  a  F o u ri e r  s e ri e s  c h a r a ct e ri z ati o n  f o r u ( , t, q ). T hi s  i s 
a k e y i n g r e di e nt i n e x p r e s si n g t h e t e r m s i n t h e l o s s f u n cti o n s a s r a n d o m s e ri e s. 
O u r  a p p r o a c h, u si n g F o u ri e r s e ri e s, i s m oti v at e d b y t h e p a p e r s [ 8,  2 8],  w h e r e t h e 
a p p r o xi m ati o n  p o w e r  of  s hift -i n v a ri a nt s u b s p a c e s  of  L 2 (R d ) i s st u di e d;  i n o u r  c a s e 

w e u s e r el at e d i d e a s i n t h e L ˙  2 (T d ) s etti n g.  
T o  fi n d  t h e r e p r e s e nt ati o n  of  t h e t e r m u ( · , t, q ), w e  i n v o k e it s d e fi niti o n,  i. e. 

u ( · , t, q ) i s o bt ai n e d  b y  G P  r e g r e s si o n  wit h  t h e q -l e v el d at a  a n d  t h e c o v a ri a n c e  
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−  

q  

F 

∈  F 

·  F  I ·  I 

  
| | / 

  

→  

q  

·  

·  ·  ∈  

q  M t (m ) 

t 

t 

·  
·  

·  ·  †  
·  

I  ·  −  ·  −  I · 
I  ·  I 

û ( m,  t, q ) =
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f u n cti o n ( Δ) − t. W e  u s e  t h e r e p r e s e nt e r  t h e o r e m f r o m G P R. C o n c r et el y,  l et t h e 
s et of b a si s f u n cti o n s b e  

F t, q =  s p a n j∈ J  {(− Δ) − tδ (· −  x j)}, 

t h e n, u ( , t, q ) i s t h e b e st  a p p r o xi m ati o n  i n t, q t o t h e t r u e f u n cti o n u n d e r t h e t 
n o r m.  L et  u s  d e fi n e  

F ˆ t, q :=  {g  : Z d  →  C , t h e r e e xi st s  a n  f ∈  F t, q s u c h  t h at g  =  fˆ }, 

t h e F o u ri e r  c o e ffi ci e nt s  of  f u n cti o n s i n F t, q. A  q ui c k  o b s e r v ati o n  i s t h at f o r e v e r y 

g  ∈  F ˆ t, q , w e m u st h a v e g ( 0) = 0 b e c a u s e of t h e m e a n z e r o p r o p e rt y of f ∈  F t, q. 

P r o p o siti o n  2. 1 1  gi v e s  a  c o m pl et e  c h a r a ct e ri z ati o n  of  t h e b a si s  f u n cti o n s i n ˆ t, q , f o r 
t > d/2.  

P r o p o si ti o n  2. 1 1. F o r a n y g   ˆ
t, q , t h e r e e xi st s a 2 q -p e ri o di c f u n cti o n p o n Z d , 

s u c h t h at  
m  − 2 tp (m ), m  =  0  

g (m ) =  
0 , m  =  0  . 

T h e  p r o of  i s i n S u b s e cti o n  6. 1.  N e xt,  w e  d e fi n e  a  2 q -p e ri o di z ati o n  o p e r at o r, 
w hi c h will b e u s e d t o c o m p ut e t h e r e p r e s e nt ati o n of û ( m,  t, q ). 

D e fi ni ti o n  2. 1 2.  T h e  o p e r at o r  T q  i s d e fi n e d  a s  a  m a p pi n g  f r o m t h e s p a c e  of 
f u n cti o n s o n Z d  t o it s elf, s u c h t h at 

(T q g )(m ) :=  g (m  +  2 q β ), m  ∈  Z d , 

β ∈ Z d  

w h e n e v e r t h e ri g ht h a n d si d e s e ri e s c o n v e r g e s f o r t h e f u n cti o n g : Z d  R . W e  al s o 
d e fi n e  

 ( 2. 1 2)  M  t(m ) :=  
   

β ∈ Z d  \ {0 } |2
q β | − 2 t, if m  =  j ·  2 q  f o r s o m e  j ∈  Z d  

q  

β ∈ Z d  
|m  +  2 q β | − 2 t,  el s e . 

B ot h  T q g  a n d  M  t a r e  2 q -p e ri o di c  f u n cti o n s o n  Z d . B a s e d  o n  t hi s d e fi niti o n,  
T h e o r e m  2. 1 3  p r e s e nt s t h e e x pli cit f o r m of t h e F o u ri e r t r a n sf o r m of u ( , t, q ); t h e 
p r o of  i s i n S u b s e cti o n  6. 2 . T h e  p r o of  r eli e s  o n  t h e G al e r ki n  o rt h o g o n alit y  p r o p e rt y 

of u ( · , t, q ) d u e t o it s b ei n g t h e o pti m al a p p r o xi m at e s ol uti o n.  

T h e o r e m  2. 1 3.  L et  û (  , t, q ) b e  t h e F o u ri e r  c o e ffi ci e nt s  of  u ( , t, q ), t h e n f o r m  
Z d , w e  h a v e  

0 , if m  =  0  

|m | − 2 t (T q  u ˆ)( m ) 
, els e, 

w h er e  û  d e n ot e s t h e F o u ri e r c o e ffi ci e nt s of u † . 

T hi s  a b o v e r e p r e s e nt ati o n i s v e r y u s ef ul f o r a n al y zi n g t h e t e r m s  u ( , t, q ) 2  a n d 
u ( , t, q) u ( , t, q 1)  2 . A s w ell a s st u d yi n g t h e F o u ri e r c o e ffi ci e nt s of u ( , t, q ), 
w hi c h  w e  d e n ot e  b y  û (  , t, q ), w e will al s o n e e d t o st u d y  t h e F o u ri e r c o e ffi ci e nt s of 

u † ( ) w hi c h, f o r e a s e of n ot ati o n, w e will d e n ot e b y û (  ), h e n c ef o rt h, o mitti n g t h e 

s y m b ol.  It  i s t h u s i m p o rt a nt t o l o o k at  t h e n u m b e r  of  a r g u m e nt s  of  û  t o d et e r mi n e  
w hi c h  o bj e ct  it i s t h e F o u ri e r  t r a n sf o r m of.  N ot e  al s o  t h at u ( , t, q ) i s d et e r mi n e d 
b y u † ; h e n c e if u †  i s r a n d o m, s o i s u ( , t, q ). 

W e  will  u s e  t h e a b o v e  F o u ri e r  a n al y si s  t o ol kit t o st u d y  t h e c o n si st e n c y  of  E B  
a n d  K F  i n t h e f oll o wi n g t w o s u b s e cti o n s.  
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t I  ·  I 

2  

t 

q  

q  

q  
m  

q  

t 

  

q  

q  

  

q  

M  t( m ) 
,
 

2  

q  

∼  N  −  ∼  N  | | 

q  
q  

q  

q  

q  
m  

q  

q  

  

q  

Iu ( · , t, q )It =  ( 4π  ) 
m ∈ B d  

M  t( m )  
.
 

=( 4 π  ) M q  (m ) 
| M  t(m )| 2  

q  q  

q  

q  
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2. 5.  P r o o f f o r t h e E m pi ri c al B a y e si a n e s ti m a t o r.  I n t hi s s u b s e cti o n, w e p r o v e 
t h e c o n si st e n c y of t h e E B e sti m at o r.  A s e x pl ai n e d b ef o r e, o u r r o a d m a p i s t o gi v e  
a ti g ht e sti m at e of t h e l o s s f u n cti o n s fi r st a n d t h e n a n al y z e t h e mi ni mi z e r s.  F o r 
t h e n o r m t e r m  u ( , t, q ) 2 , w e i n v o k e T h e o r e m 2. 1 3,  b a s e d o n w hi c h t hi s t e r m i s 
e x p r e s s e d a s a r a n d o m s e ri e s:  

P r o p o si ti o n  2. 1 4.  T h e  H ˙  t(T d ) n o r m  of  u ( · , t, q ) h a s  t h e r e pr es e nt ati o n  

2  2  t
 
 | T q û ( m ) | 2  

 

 

 

M o r e o v e r,  s u p p o s e  u †  ∼  N  ( 0, (− Δ) − s ) f o r s >  d  , t h e n 

Iu ( · , t, q )I2  =  ( 4π 2 ) t− s  

m

 

∈ B d  

M  s (m ) 
 

 

M  t(m ) 

 
ξ 2  , 

w h e r e {ξ m }m ∈ B d  a r e i n d e p e n d e nt u nit s c al a r G a u s si a n r a n d o m v a ri a bl e s. 

P r o of.  U si n g T h e o r e m 2. 1 3, w e g et  

Iu ( · , t, q )I2  =  
 

(4 π 2 ) t | m | 2 t | û ( m,  t, q )|2
 

m ∈ Z d  \ {0 } 

=( 4 π 2 ) t 

m ∈ Z d  \ {0 } 

 

|m | 
− 2 t |T q û (m )|2  

 

|M  t(m )| 2  

2  t
 

t 

 

 

| T q û ( m ) | 2  
 

 

 

=( 4 π 2 ) t 

m ∈ B d  

| T q û ( m ) | 2  
 

q  

w h e r e  i n t h e t hi r d e q u alit y,  w e  u s e  t h e p e ri o di cit y  of  t h e f u n cti o n |T q  u ˆ( m )|  
. 

|M t(m )| 2  

If w e f u rt h e r a s s u m e u †  ( 0, ( Δ) − s ), t h e n û ( m )  ( 0, ( 4π 2 ) − s  m − 2 s ). F o r 
di ff e r e nt  m , t h e s e G a u s si a n  r a n d o m  v a ri a bl e s  a r e  i n d e p e n d e nt. T h u s,  f o r di ff e r e nt  
m  ∈  B d , w e  h a v e  T q û ( m )  ∼  N  ( 0, ( 4π 2 ) − s M  s (m )), a n d  t h e y a r e  i n d e p e n d e nt. S o  

q  

w e  c a n  w rit e   
m

 

∈ B d  

|T q û ( m ) | 2  
 

M  t(m ) 

q  
 
 

=  ( 4π 2 ) − s   
m

 

∈ B d  

 
M  s (m ) 

 
 

M  t(m ) 

 

ξ 2  , 

w h e r e  {ξ m }m ∈ B d  a r e  i n d e p e n d e nt u nit  s c al a r  G a u s si a n  r a n d o m  v a ri a bl e s.  □  

T h e i n d e p e n d e n c e of t h e r a n d o m v a ri a bl e s e st a bli s h e d i n t h e p r e c e di n g r e p r e s e n - 
t ati o n i s c r u ci al  f o r t h e a n al y si s.  T h e t e r m s  M  s (m ), M t(m ) a p p e a r  i n t h e p r e c e di n g;  

q  q  
t o a n al y z e  t h e m w e  p r e s e nt  a  u s ef ul  l e m m a b el o w.  T h e  p r o of  i s i n S u b s e cti o n  6. 3.  

L e m m a  2. 1 5.  F o r  t ∈  [d/ 2 +  δ,  1 / δ] a n d  q  ≥  0 , w e  h a v e  

M  t( m ) ~  
2 − 2 qt , if m  =  0  

|m | − 2 t, if m  ∈  B d \ {0 }. 

M o r e o v er,  f o r m  ∈  B d \ {0 }, w e  h a v e  M  t(m ) −  |m | − 2 t ~  2 − 2 qt . 

m ∈ B d  

q  
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q  

q  

t 

q  

q  

q  

ξ  

q  

q  

q  

q  

q  

 
−  −~  2   ξ    +  

q  

m  

{ } 

  

q  

m  

q  

m  

∈  ∞  

t 0  

m ∈ B d  \ {0 } 

m  

+  

q  
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N o w,  w e  a r e  r e a d y  t o g et  t h e e sti m at e s  of  t h e l o s s f u n cti o n. P r o p o siti o n  2. 1 6  
s h o w s a n u p p e r a n d l o w e r b o u n d o n t h e n o r m t e r m.  

P r o p o si ti o n 2. 1 6 ( B o u n d o n t h e n o r m t e r m) . S u p p o s e u †  is a s a m pl e d r a w n fr o m 
t h e G a u ssi a n  p r o c e ss  N  ( 0, (− Δ) − s ) f o r d/ 2 + δ  ≤ s ≤ 1 / δ, t h e n 

Iu ( · , t, q )I2  ~  2 − q ( 2s − 2 t)ξ 2  +  
 
 

 

|m | 2 t− 2 s ξ 2  , 

w h e r e  {ξ m }m ∈ B d  a r e  i n d e p e n d e nt u nit  s c al a r  G a u s si a n  r a n d o m  v ari a bl es.  

P r o of.  A c c o r di n g  t o L e m m a  2. 1 5,  f o r m  ∈  B d \ {0 }, w e  h a v e  M  t(m ) ~  | m | − 2 t; f o r 
q  q  

m  =  0,  w e  h a v e  M  t(m ) ~  2 − 2 t q. T h u s,  

Iu ( · , t, q )I2  =  ( 4π 2 ) t− s  
m

 

∈ B d  

M  s (m ) 
 

 

M  t( m ) m  

 
=  ( 4π 2 ) t− s  

⎛

⎝

m ∈

 

B d  \{0 } 

 

M  s (m ) 
 

 

M  t(m ) 

 

M  s ( 0) 
 

 

m  M  t( 0) 
2

⎞

⎠

 

q ( 2s  2 t) 2  
0  

m ∈ B d  \ {0 } 

|m | 2 t− 2 s ξ 2  . 

T hi s c o m pl et e s t h e p r o of.  □  

P r o p o siti o n  2. 1 6  st at e s  t h at t h e b e h a vi o r  of  t h e n o r m  t e r m i s n ot hi n g  b ut 
a w ei g ht e d s u m of s q u a r e s of i n d e p e n d e nt G a u s si a n r a n d o m v a ri a bl e s, w hi c h i s 
a m e n a bl e t o a n al y si s.  Wit h t hi s i n mi n d, w e st at e a l e m m a u s ef ul i n t h e a n al y si s 
of s u c h r a n d o m s e ri e s, wit h p r o of d ef e r r e d t o S u b s e cti o n 6. 4.  

L e m m a  2. 1 7.  S u p p o s e  ξ m  m ∈ Z d  ar e  i n d e p e n d e nt u nit  G a u s si a n  r a n d o m  v a ri - 
a bl es.  

•  F o r  r  >  0 , d e fi n e  t h e r a n d o m  s eri es  

α (r,  q ) =  2 − qr  

m ∈ B d  \ {0 } 

 

|m | r − d ξ 2  . 

Fi x  e  >  0 , t h e n t h e r e e xists a  f u n cti o n γ (r ) >  0 s u c h t h at li mq → ∞  α (r,  q ) =  
γ (r) >  0  u nif o r ml y  f o r r ∈  [e,  1 / e], w h er e  t h e c o n v e r g e n c e  is i n pr o b a bilit y.  

•  F o r  r =  0 , d e fi n e  
1  

α ( 0, q ) =   
q  

m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m | − d ξ 2  , 

t h e n t h e r e e xi st s  γ ( 0)  ( 0, ) s u c h  t h at li mq → ∞  α ( 0, q )  =  γ ( 0) i n p r o b a - 
bilit y.  

W e  t h e n m o v e t o  t h e s e c o n d  t e r m i n t h e l o s s f u n cti o n, i. e., t h e l o g d et e r mi n a nt 
t e r m. It i s d et e r mi ni sti c a n d t o st u d y it w e n e e d a w a y of a n al y zi n g t h e s p e ct r u m 
of t h e G r a m m at ri x.  P r o p o siti o n 2. 1 8 gi v e s u p p e r a n d l o w e r b o u n d s o n t hi s t e r m. 
T h e  p r o of  i s i n S u b s e cti o n  6. 5  a n d  i s m oti v at e d  b y  a n al y si s  d e v el o p e d  i n t h e p a p e r 
[ 2 4]. T h e  i d e a i s t o u s e  t h e S c h u r  c o m pl e m e nt  of  t h e G r a m  m at ri x  a n d  r el y  o n  t h e 
v a ri ati o n al  c h a r a ct e ri z ati o n  of  t h e S c h u r c o m pl e m e nt t o  g et  a  ti g ht c o nt r ol o n t h e 
s p e ct r u m.  T hi s  t e c h ni q u e i s q uit e  g e n e r al  a n d  h a s  b e e n  u s e d  i n [ 2 4] t o c h a r a ct e ri z e  

ξ  ξ  

2  

2  
0  
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k = 1  

N  −  ∈  

t 

t 

t 

−  −  

−  −  

•  ≥  

I  ·  −  ·  −  I 
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t h e s p e ct r u m  of  h et e r o g e n e o u s  L a pl a ci a n  o p e r at o r s;  h e r e  w e  a d a pt  it t o f r a cti o n al 
o p e r at o r s. O n  t h e ot h e r  h a n d,  f o r t h e h o m o g e n e o u s  f r a cti o n al L a pl a ci a n  o p e r at o r s 
i n t hi s p a p e r, it i s al s o p o s si bl e t o c al c ul at e a n e x pli cit f o r m ul a f o r t h e s p e ct r u m  
of  K (t, q ), a s  h a s  b e e n  u s e d  i n S e cti o n  6. 7  of  [ 3 3]. W e  d e s c ri b e  t hi s si m pl e p r o of  i n 
S u b s e cti o n  6 . 5 b ut  r et ai n  t h e p r o of  e m pl o yi n g  t h e m o r e  g e n e r al  m et h o d ol o g y  a s  it 
m a y b e u s ef ul f o r ot h e r p r o bl e m s.  

P r o p o si ti o n  2. 1 8  ( B o u n d  o n  t h e l o g d et  t e r m). F o r  d/ 2 +  δ  ≤  t ≤  1 / δ, w e  h a v e  

( 2t −  d )g 1 (q ) −  C g 2 (q ) + K (t, 0)  ≤  l o g d et  K (t, q ) ≤  ( 2t −  d )g 1 (q ) + C g 2 (q ) + K (t, 0) , 

w h e r e  g 1 (q ) =
  q  

( 2 k d  −  2 (k − 1) d )(− k  l o g 2)  a n d  g 2 (q ) =  ( 2 q d  −  1)( 2 t −  d ). T h e  

c o n st a nt  C  i s i n d e p e n d e nt of  t, q.  M o r e o v e r,  g 1 (q ) ~  − q 2 q d . 

Wit h t h e l o s s f u n cti o n a n al y z e d b y t h e a b o v e r e s ult s, t h e c o n si st e n c y of t h e E B 
e sti m at o r i s r e a dil y st at e d a s f oll o w s.  

T h e o r e m  2. 1 9  ( C o n si st e n c y  of  E m pi ri c al  B a y e si a n  e sti m at o r) . Fi x  δ  >  0 . S u p p os e 
u †  i s a s a m pl e d r a w n f r o m t h e G a u s si a n p r o c e s s  ( 0, (  Δ) − s ). If s  [d/ 2 +  δ,  1 / δ] 
t h e n 

li m s E B (q ) =  s i n p r o b a bilit y . 
q → ∞  

T h e d et ail e d p r o of i s i n S u b s e cti o n 6. 6 . W e c a n u n d e r st a n d t h e t h e o r e m i nt u - 
iti v el y b y  u si n g  t h e e st a bli s h e d  r e s ult s  a b o v e.  R e c all  t h e r e a r e  t w o t e r m s i n t h e l o s s 

f u n cti o n: ( 1) t h e n o r m  t e r m Iu ( · , t, q )I2 ; ( 2) t h e l o g d et  t e r m. F o r  t h e n o r m  t e r m, 

f r o m P r o p o siti o n  2. 1 6  a n d  L e m m a  2. 1 7,  it s b e h a vi o r  f o r q  → ∞  i s r o u g hl y  

•  G r o wi n g  li k e 2 q ( 2t− 2 s + d ) if t >  s −  d/ 2;  
•  G r o wi n g  li k e q  if t =  s −  d/ 2;  

•  R e m ai ni n g  b o u n d e d  if t <  s −  d/ 2.  
T h e  l o g d et  t e r m d e c r e a s e s  li k e ( 2t d )q 2 q d  a c c o r di n g  t o P r o p o siti o n  2. 1 8.  N oti c - 
i n g t h at t h e E B l o s s f u n cti o n h a s t h e f o r m 

L E B (t, q ) =  Iu ( · , t, q )I2  +  l o g d et  K (t, q ), 

w e  a r ri v e  at  t h e f oll o wi n g i nt uiti v e o b s e r v ati o n s:  

W h e n  t  <  s , t h e d o mi n a nt b e h a vi o r of L E B (t, q ) i s c o nt r oll e d b y t h e l o g 
d et e r mi n a nt t e r m, si n c e t h e g r o wt h r at e of t h e n o r m t e r m 2 q ( 2t− 2 s + d ) = 

o (q 2 q d ). A s a c o n s e q u e n c e, L E B (t, q ) e x hi bit s t h e o v e r all b e h a vi o r   ( 2t 
d )q 2 q d . T h e r ef o r e,  t h e l o s s f u n cti o n d e c r e a s e s  li n e a rl y wit h  t i n t hi s r e gi m e. 
T hi s i s c o n si st e nt wit h w h at i s o b s e r v e d i n Fi g u r e 1.  
W h e n  t s , t h e i n c r e a si n g s p e e d  of  t h e n o r m  t e r m b e at s  t h e d e c r e a si n g  r at e 
of  t h e l o g d et t e r m, s o t h e n o r m t e r m d o mi n at e s t h e b e h a vi o r of L E B (t, q ). 

O v e r all, it i s li k e 2 q ( 2t− 2 s + d ), w hi c h i n c r e a s e s e x p o n e nti all y wit h t; a g ai n 

t hi s i s c o n si st e nt wit h w h at i s o b s e r v e d i n Fi g u r e 1.  

A c c o r di n g  t o t h e a b o v e o b s e r v ati o n s, t h e mi ni mi z e r of L E B (t, q ) will c o n v e r g e t o s . 
T o m a k e t h e i nt uiti o n l e a di n g t o t hi s c o n cl u si o n ri g o r o u s, w e n e e d t o u s e t e c h n i q u e s 
of  u nif o r m  c o n v e r g e n c e  f o r r a n d o m s e ri e s.  F o r d et ail s  w e  r ef e r  t o S u b s e cti o n  6. 6.  

2. 6.  P r o o f  f o r  t h e  K e r n el  Fl o w  e s ti m at o r.  I n  t hi s s u b s e cti o n,  w e  e st a bli s h  t h e 
c o n si st e n c y of t h e K F e sti m at o r.  A s b ef o r e, w e st a rt b y e sti m ati n g t h e g r o wt h 
b e h a vi o r of t e r m s t h at a p p e a r i n t h e l o s s f u n cti o n.  W e b e gi n wit h t h e i nt e r a cti o n 
t e r m u ( , t, q ) u ( , t, q 1) 2 . Si mil a r t o t h e a n al y si s of t h e n o r m t e r m i n t h e 
p r e c e di n g s u b s e cti o n, w e r e p r e s e nt it b y u si n g F o u ri e r s e ri e s.  

•  
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·  −  ·  −  

q  
q  
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q  

t 
2 t 2  

q  

q  
q  

 
Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I �  

∈  

m  

{ } ∈  

2  

t k, m  

m ∈ B q − 1  k, m  

  

2 5 4 6  YI F A N  C H E N  E T  A L.  

 

P r o p o siti o n  2. 2 0.  T h e H ˙  t(T d ) n o r m of u ( , t, q ) u ( , t, q 1) h a s t h e r e p r e s e n - 
t ati o n 

( 2. 1 3) Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  =  ( 4π 2 ) t 
 
M  t(m ) 

(  
T q û (m ) 

 
 −  

T q − 1  
û ( m )  

2
 
. 

t 
 

 

Pr o of.  B y  T h e o r e m  2. 1 3,  w e  h a v e  

q  

m ∈ B d  
M  t(m ) M  t 

q − 1  
(m ) 

û ( m,  t, q ) û ( m,  t, q  1)  =  
0 ,

 
|m |− 2 t 

( 
T q u ˆ( m ) −  T q − 1u ˆ( m ) 

  

if m  = 0  
,  el s e . 

 
T h u s,  

M t(m ) M t 
q − 1  (m ) 

Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  =( 4 π 2 ) t 
 
 |m | | û ( m,  t, q ) −  û ( m,  t, q  −  1) | 

 
=( 4 π 2 ) t 

m ∈ Z d  \ {0 } 

  
 
|m |− 2 t 

( 
T q û ( m ) 

−
 

 

 
T q − 1  û ( m )

 2
 

m ∈ Z d  \ {0 } 
M  t(m ) M  t 

q − 1  
(m ) 

 
=( 4 π 2 ) t 

 
M  t(m ) 

( 
T q û ( m ) 

−
 

 

T q − 1  û ( m )
 2

 

q  

m ∈ B d  
M  t(m ) M  t 

q − 1  
(m ) 

B y  c a r ef ull y  st u d yi n g  t h e c o r r el ati o n  b et w e e n  t h e r a n d o m  v a ri a bl e s  a p p e a ri n g  i n 
t h e p r e c e di n g  p r o p o siti o n,  w e  o bt ai n  l o w e r a n d  u p p e r  b o u n d s  i n t h e f oll o wi n g t w o 
p r o p o siti o n s; p r o of s c a n b e f o u n d i n S u b s e cti o n s 6. 7 a n d 6. 8.  

P r o p o si ti o n 2. 2 1 ( L o w e r b o u n d  o n  t h e i nt e r a cti o n t e r m). S u p p o s e  u †  is a  s a m pl e 
d r a w n  fr o m t h e G a u ssi a n  p r o c e ss  N  ( 0, (− Δ) − s ) f o r d/ 2 + δ  ≤ s ≤ 1 / δ, t h e n 

2  
t 

m  B d  
q − 1  

 

\ {0 } 

2 − 2 t q |m | 4 t− 2 s ξ 2  , 

w h er e  ξ m  m  B d  
q − 1  

\ {0 } a r e  i n d e p e n d e nt u nit  s c al ar  G a u ssi a n  r a n d o m v ari a bl es.  

T h e  u p p e r  b o u n d  h a s  a  m o r e  c o m pl e x  f o r m. W e  i nt r o d u c e t h e n ot ati o n  Z d  =  

{0 , 1 }d  c o m p ri si n g d di m e n si o n al v e ct o r s wit h e a c h c o m p o n e nt b ei n g i n {0 , 1 }. I n 
P r o p o siti o n  2. 2 2,  w e  al s o  u s e  t h e c o n v e nti o n  t h at |m | α  =  0  f o r m  =  0  a n d  a n y 
α ∈  R t o m a k e t h e n ot ati o n m o r e c o m p a ct.  

P r o p o si ti o n 2. 2 2  ( U p p e r  b o u n d  o n  t h e i nt e r a cti o n t e r m). S u p p o s e  u †  is a  s a m pl e 
d r a w n  fr o m t h e G a u ssi a n  p r o c e ss  N  ( 0, (− Δ) − s ) f o r d/ 2 + δ  ≤ s ≤ 1 / δ, t h e n 

Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  .: S
 
 ( 2 − q ( 2s − 2 t) +  2 − 2 t q | m | 4 t− 2 s )ξ 2   , 

k ∈ Z d  m ∈ B d  
2  q − 1  

w h e r e  f o r a  fi x e d  k  ∈  Z d , {ξ k, m }m ∈ B d  a r e  i n d e p e n d e nt u nit  s c al a r  G a u s si a n  r a n- 
2  

d o m  v ari a bl es.  
q − 1  

W e  r e m a r k  t h at i n t h e u p p e r  b o u n d,  t h e r a n d o m  v a ri a bl e s  f o r di ff e r e nt  k  m a y  e x - 

hi bit  c o r r el ati o n.  H o w e v e r,  si n c e  t h e t er m
 
 d   ( 2 − q ( 2s − 2 t)+ 2 − 2 t q |m | 4 t− 2 s )ξ 2  

h a s t h e s a m e f o r m f o r e a c h k , a n d t h e n u m b e r of di ff e r e nt k i s fi nit e, it s u ffi c e s t o 
a n al y z e t h e r a n d o m s e ri e s f o r a si n gl e k , i n w hi c h w e h a v e t h e i n d e p e n d e n c e of 
r a n d o m v a ri a bl e s.  T h e t h e o r e m i s st at e d b el o w.  

. □  
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2  

t 

L
 t(t
, q )  =   

q  m  

2  

2  

2  

•  −  

∈  −  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 4 7  

T h e o r e m  2. 2 3  ( C o n si st e n c y  of  t h e K e r n el  Fl o w  e sti m at o r) . Fi x  δ  >  0 . S u p p o s e  u †  

i s a  s a m pl e  d r a w n  f r o m t h e G a u s si a n  p r o c e s s  N  ( 0, (− Δ ) − s ). If s − d / 2  ∈  [d/ 2 + δ,  1 / δ] 
t h e n f o r t h e K e r n el  Fl o w  esti m at o r,  

li m s K F (q ) =  
s  −  d/ 2  

i n p r o b a bilit y . 
q → ∞  2  

T h e  i d e a b e hi n d  t h e p r o of  of  t h e t h e o r e m i s t o c o m bi n e  P r o p o siti o n s  2. 2 1,  2. 2 2  
a n d L e m m a 2. 1 7.  T o g et h e r t h e y i m pl y t h e g r o wt h b e h a vi o r of t h e l o s s f u n cti o n  

K F   Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  

Iu ( · , t, q )I2  

a s  f oll o w s: 
•  W h e n  t  <  s − d / 2  , t h e n u m e r at o r  d e c a y s  li k e 2 − 2 t q si n c e  4 t −  2 s  <  − d , i n 

2  

w hi c h  c a s e  t h e s u m m ati o n  
  

m ∈ B d  \ {0 } |m | 
4 t− 2 s  ξ 2  r e m ai n s  b o u n d e d.  T h e  

d e n o mi n at o r  r e m ai n s  b o u n d e d.  S o  t h e o v e r all  b e h a vi o r  i s 2 − 2 t q. 
•  W h e n  s − d / 2  < t < s  −  d/ 2, t h e n u m e r at o r d e c a y s li k e 2 − 2 t q ×  2 q ( 4t− 2 s + d ) = 

2 q ( 2t− 2 s + d ) a c c o r di n g t o L e m m a 2. 1 7.  T h e d e n o mi n at o r r e m ai n s b o u n d e d, 

T h e o v e r all b e h a vi o r i s 2 q ( 2t− 2 s + d ). 
W h e n t  > s  d/ 2, t h e n u m e r at o r b e h a v e s li k e 2 q ( 2t− 2 s + d ), w hil e t h e d e- 
n o mi n at o r b e h a v e s li k e 2 q ( 2t− 2 s + d ). T h e o v e r all b e h a vi o r i s of o r d e r 1.  

T h e s e o b s e r v ati o n s a r e c o n si st e nt wit h w h at i s o b s e r v e d i n Fi g u r e 1.  B a s e d o n 
th e m  w e  d e d u c e  t h at t h e mi ni mi z e r  c o n v e r g e s  t o s − d / 2  . T h e  l o s s f u n cti o n e x hi bit s 

s y m m et ri c b e h a vi o r wit h r e s p e ct t o s − d / 2  f o r t (d/ 2 , s d ). T h e d et ail e d ri g o r o u s 

t r e at m e nt i s p r e s e nt e d i n S u b s e cti o n 6. 9.  

 
2. 7.  Di s c u s si o n s.  I n t h e p r e c e di n g  t h r e e s u b s e cti o n s,  w e  h a v e  p r e s e nt e d  t h e c o n - 
si st e n c y  t h e o r y, it s i m pli c ati o n f o r i m pli cit bi a s,  a s  w ell  a s  t h e t o ol s a n d  st r at e gi e s 
u n d e rl yi n g o u r p r o of s.  T hi s s u b s e cti o n a d d s t o s e v e r al di s c u s si o n s o n t h e t h e o r y 
a n d p r o of s.  

Fi r st, o u r t h e o r y a p pli e s t o t h e t o r u s d o m ai n.  O n e m a y w o n d e r w h et h e r t h e s e 
t e c h ni q u e s c a n b e a p pli e d t o b o u n d a r y c o n diti o n s b e y o n d t h e p e ri o di c o n e s.  T h e 
m ai n  t o ol u s e d  i n t h e p r o of s  i s F o u ri e r’ s  s e ri e s  ( b a s e d o n  t h e ei g e nf u n cti o n s  of  t h e 
L a pl a ci a n o p e r at o r).  T h e s e a r e u s e d t o c h a r a ct e ri z e t h e n o r m t e r m a n d d et e r mi n a nt 
t e r m. W e e x p e ct t h e s e t e c h ni q u e s t o g e n e r ali z e t o ot h e r p r o bl e m s, s u c h a s t h e 
b o x wit h Di ri c hl et o r N e u m a n n b o u n d a r y c o n diti o n s i n w hi c h t h e F o u ri e r si n e o r 
c o si n e  s e ri e s  a r e  n at u r al; t h e  d et ail e d  a n al y si s  i s l eft a s  f ut u r e w o r k.  H o w e v e r,  w e 
n e e d t o p oi nt o ut t h at t h e li mit ati o n of t hi s p r o of i d e a i s t h at it r e q ui r e s a cl e a r 
a n al yti c u n d e r st a n di n g of t h e s p e ct r al p r o p e rti e s of t h e k e r n el o p e r at o r, i. e., it s 
ei g e nf u n cti o n s.  I n S u b s e cti o n  3. 2. 1,  w e  p r e s e nt  n u m e ri c al  e x p e ri m e nt s  b e y o n d  t hi s 
s etti n g, w hi c h i n v ol v e s m o r e c h all e n gi n g L a pl a ci a n s wit h di s c o nti n u o u s c o e ffi ci e nt s 
t h at c a n m o d el m o r e c o m pli c at e d h et e r o g e n e o u s r a n d o m fi el d s.  

S e c o n d,  t hi s s e cti o n  c o n si d e r s  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  o nl y.  I n  s p ati al  st ati sti c s 
lit e r at u r e, c o n si st e n c y  r e s ult s  o n  t hi s p a r a m et e r  (f o r  g e n e r al  M at ´ e r n  t y p e m o d el) 
a r e  v e r y  s c a r c e  a n d  di ffi c ult. H e r e,  w e  o bt ai n  a  p r o of  f o r t h e t o r u s m o d el,  w hi c h  i s 
t h e m ai n  t e c h ni c al c o nt ri b uti o n  of  t hi s p a p e r.  W e  will  di s c u s s  t h e l e a r ni n g of  ot h e r 
p a r a m et e r s  i n t h e n e xt  s e cti o n,  t o m a k e  t h e st o r y  of  t h e M at ´ e r n -li k e m o d el  o n  t h e 
t o r u s m o r e c o m pl et e. 
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2  
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Fi n all y, a s w e g et t w o al g o rit h m s t h at c a n “ c o n si st e ntl y ” l e a r n t h e i nf o r m ati o n 
of  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r  w h e n  t h e n u m b e r  of  d at a  i s l a r g e, a  n at u r al  q u e sti o n  i s 
w h e n  t o c h o o s e  w hi c h. T o  a n s w e r  t hi s q u e sti o n,  w e  p r e s e nt  n u m e ri c al  st u d y  of  t h e 
v a ri a n c e s  of  b ot h  e sti m at o r s  f o r t h e M at ´ e r n -li k e m o d el i n t h e n e xt  s u b s e cti o n.  

 

2. 8.  V a ri a n c e  o f  r e g ul a ri t y  p a r a m e t e r  e s ti m a ti o n.  I n t hi s s u b s e cti o n,  w e  c o m - 
p a r e t h e v a ri a n c e of t h e t w o e sti m at o r s f o r r e c o v e ri n g t h e r e g ul a rit y p a r a m et e r s . 
W e  r et u r n  t o t h e e x p e ri m e nt al  s et -u p  i n S u b s e cti o n  2. 3. 2.  W e  f o r m t h e E B  a n d  K F 
e sti m at o r s  f o r 5 0 i n st a n c e s of di ff e r e nt d r a w s of t h e  G P, n o r m ali z e d  b y t h e  li miti n g 

o pti m u m v al u e s s a n d s − d / 2  r e s p e cti v el y.  T h e st ati sti c s of t h e t w o e sti m at o r s a r e 
s u m m a ri z e d  i n t h e hi st o g r a m  ( s e e Fi g u r e  4).  Cl e a rl y,  E B  e x hi bit s  s m all e r  v a ri a n c e  
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Fi g u r e  4.  Hi st o g r a m  of  t h e r e g ul a rit y  e sti m at o r s  f o r t h e M at ´ e r n - 
li k e p r o c e s s. L eft:  E B; ri g ht:  K F.  

 
t h a n K F.  W e  c o m p ut e  t h e e sti m at e d  v a ri a n c e  u si n g  t h e 5 0  i n st a n c e s. Fi n all y  w e 
g et  

V a r( s E B ) − 5  V a r( s K F ) − 3  

s2  ≈  1 .4 4  ×  1 0  a n d  2  ≈  3 .6  ×  1 0  . 
((s −  d/ 2) /2)  

Si n c e t h e v a ri a n c e of E B i s s m all e r, if o u r t a r g et i s t o e sti m at e s f o r t h e e x a ct G P 
m o d el, t h e n t hi s s u g g e st s t h at t h e E B m et h o d i s p r ef e r a bl e.  

 
3.  M o r e  w ell - s p e cifi e d  e x a m pl e s  

T h e  s etti n g  i n S e cti o n  2  c o n c e r n s  r e g ul a rit y  p a r a m et e r  of  t h e M at ´ e r n -li k e m o d el 
o nl y.  T hi s s e cti o n ai m s t o e xt e n d t hi s di s c u s si o n t o a wi d e r r a n g e of s etti n g s b y 
m e a n s of n u m e ri c al e x p e ri m e nt s.  Fi r st, w e st u d y t h e l e a r ni n g of l e n gt h s c al e a n d 
a m plit u d e  p a r a m et e r s  i n t h e M at ´ e r n -li k e m o d el  i n S u b s e cti o n  3. 1; t h es e  e x p e ri m e nt s 
l e a d t o a  m o r e  c o m pl et e  st o r y  f o r t h e M at ´ e r n -li k e m o d el  o n  t h e t o r u s. T h e n, 
i n S u b s e cti o n 3. 2,  w e c o n si d e r ot h e r  w ell -s p e ci fi e d m o d el s, e xt e n di n g  b e y o n d t h e 
M at ´ e r n -li k e p r o c e s s  e x a m pl e.  I n S u b s e cti o n  3. 3,  w e  al s o  di s c u s s  s o m e  c o m p ut ati o n al 
a s p e ct s of t h e E B a n d K F a p p r o a c h e s.  

 

3. 1.  R e c o v e r y o f a m pli t u d e a n d l e n g t h s c al e. W e st a rt wit h t h e l e a r ni n g of 
a m plit u d e  a n d  l e n gt h s c al e p a r a m et e r s  i n t h e M at ´ e r n -li k e m o d el,  vi a  eit h e r  E B  o r 
K F m et h o d.  
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∼  N  −  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 4 9  

 
I n s p ati al st ati sti c s, a n i m p o rt a nt g e n e r al p ri n ci pl e i n l o o ki n g at t h e r e c o v e r y  

of h y p e r p a r a m et e r s vi a E B i s t o d et e r mi n e w h et h e r o r n ot t h e f a mil y of m e a s u r e s 
a r e m ut u all y si n g ul a r wit h r e s p e ct t o c h a n g e s i n t h e p a r a m et e r t o b e e sti m at e d; 
l e a r ni n g p a r a m et e r s w hi c h gi v e ri s e t o m ut u all y si n g ul a r f a mili e s i s u s u all y e a s y, 
si n c e di ff e r e n t al m o st s u r e p r o p e rti e s c a n oft e n b e u s e d t o di sti n g ui s h m e a s u r e s a n d 
t hi s c a n b e a c hi e v e d wit h o ut a n a b u n d a n c e of d at a; i n c o nt r a st t h o s e p a r a m et e r s 
t h at d o  n ot  gi v e  ri s e  t o m ut u all y  si n g ul a r  m e a s u r e s  t y pi c all y r e q ui r e  a n  a b u n d a n c e 
of r e ali z ati o n s t o b e a c c u r at el y l e a r n e d.  W e ill u st r at e t hi s i s s u e i n t h e c o nt e xt of 
e sti m ati n g  o n e  p a r a m et e r  b y  E B,  t h e c h a n gi n g  of  w hi c h  l e a d s t o m ut u all y  si n g ul a r 
m e a s u r e s, a n d e sti m ati n g t w o p a r a m et e r s b y E B, c h a n gi n g o n e of w hi c h l e a d s t o 
m ut u al  si n g ul a rit y,  a n d  t h e ot h e r  t o e q ui v al e n c e,  f o r t h e M at ´ e r n -li k e p r o c e s s.  W e 
al s o  st u d y  a n al o g o u s  q u e sti o n s  a b o ut  i d e nti fi a bilit y f o r t h e K F  m et h o d.  I n all  c a s e s 
w e w o r k wit h l o s s f u n cti o n s t h at a r e n at u r al g e n e r ali z ati o n s of  ( 2. 1 0), (2. 1 1).  

3. 1. 1.  R e c o v e r y of σ. A fi r st o b s e r v ati o n i s t h at t h e K F l o s s f u n cti o n i s i n v a ri a nt 
u n d e r  c h a n g e  of  σ , s o  it c a n n ot  r e c o v e r  t hi s p a r a m et e r.  W e  al s o  n ot e  t h at m e a s u r e s 
a r e m ut u all y si n g ul a r wit h  r e s p e ct t o c h a n g e s i n σ , a n d s o w e d o e x p e ct t o b e a bl e 
t o r e c o v e r σ b y E B. F o r t h e E B e sti m at o r, w e d e si g n t h e e x p e ri m e nt a s f oll o w s.  
W e  st u d y w h et h e r t h e E B m et h o d c a n r e c o v e r σ w hil e s,  τ a r e fi x e d.  I n d et ail, w e 

c o n si d e r  a  p r o bl e m  wit h  d o m ai n t h e  o n e  di m e n si o n al t o r u s  T 1 . T h e  M at ´ e r n -li k e 
k e r n el h a s r e g ul a rit y s = 2 .5, a m plit u d e σ = 1 a n d l e n gt h s c al e τ = 0.  W e a s s u m e 
t h e v al u e s  of  s,  τ a r e  k n o w n,  b ut  n ot  σ . W e  w a nt  t o r e c o v e r  σ  b y  s e ei n g  a  si n gl e  
di s c r eti z e d  r e ali z ati o n  u †   ( 0, σ 2 ( Δ + τ 2 I) − s ). T h e  d o m ai n  T 1  i s di s c r eti z e d 

i nt o N =  2 1 0  e q ui di st ri b ut e d  g ri d  p oi nt s.  T h e  d at a  w e  o b s e r v e  i s t h e v al u e s  of  u †  i n 
2 9  e q ui di st ri b ut e d  p oi nt s.  W e  b uil d  t h e E B  l o s s f u n cti o n ( s e e e q u ati o n  ( 3. 1)) a n d  
pl ot  t h e fi g u r e  f o r a  si n gl e  i n st a n c e; s e e  Fi g u r e  5 . W e  i nt r o d u c e ς  a s  t h e v a ri a bl e  

 

 
-6 8 0 0  

L o s s  f u n cti o n: E m pi ri c al B a y e si a n  

 

-6 9 0 0  
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Fi g u r e  5.  E B  l o s s f u n cti o n f o r r e c o v e ri n g  σ  

 
t o b e  m a xi mi z e d  o v e r  t o d et e r mi n e  o u r  e sti m at e  of  σ.  I n  o u r  e x p e ri m e nt s  w e  w o r k 
wit h t h e p a r a m et e ri z ati o n ς = e x p( ς / ) i n o r d e r t o e n s u r e t h at t h e e sti m at e d σ i s 

p o siti v e.  H e n c e,  t h e x -a xi s  of  Fi g u r e  5  i s ς / . T h e  fi g u r e  s h o w s  t h at t h e mi ni mi z e r  of  

mi ni mi z er  

l
os

s 
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N  −  

σ  Iu ( · , s,  q )I 

I ·  I 
·  N  −  

·  

N  −  ∈  

1  
Iu ( · , s,  q )I  

s  =  1  , 

2 5 5 0  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

t h e l o s s f u n cti o n i s cl o s e  t o t h e p oi nt  ς /  =  0  (ς  = 1),  s o  t h e e sti m at o r  σ E B  i s cl o s e 
t o t h e g r o u n d t r ut h σ . 

W e  c a n  t h e o r eti c all y a n al y z e  t h e c o n v e r g e n c e.  T h e  s a m e  s et -u p  i n S u b s e cti o n  2. 1  
i s a d o pt e d,  e x c e pt  n o w  w e  a s s u m e  t h e f u n cti o n i s d r a w n  f r o m  ( 0, σ 2 ( Δ) − s ) wit h 
s k n o w n  a n d  w e  w a nt  t o r e c o v e r  σ  b y  s e ei n g  t h e e q ui di st ri b ut e d  s p ati al  s a m pl e s  o n  
t h e t o r u s. Aft e r c al c ul ati n g t h e li k eli h o o d i n s u c h a c a s e, w e g et t h e E B e sti m at o r 
b el o w.  H e r e w e a b u s e t h e n ot ati o n t o w rit e  

σ E B (q,  u † ) =  a r g mi n  L E B (ς,  q, u † ), 
ς > 0  

( 3. 1) 2  2  

L E B (ς,  q,  u † ) :=   s  +  l o g d et  K (s,  q ) +  2 q d  l o g ς 2 . 
ς 2  

 

T h e  d e fi niti o n  of  u ( , s,  q ), K(s,  q ) i s t h e s a m e  a s  i n S u b s e cti o n  2. 1.  R e c all  t h at 
u ( , s,  q ) i s t h e m e a n  of  t h e G P  f o u n d b y  c o n diti o ni n g  a  p ri o r  m e a s u r e   ( 0, ( Δ) − s ) 

o n o b s e r v ati o n s of u †  at t h e o b s e r v ati o n d at a wit h l e v el q . T h e d e fi niti o n of   s  

al s o  f oll o w s f r o m S u b s e cti o n 2. 1.  W e a b u s e n ot ati o n t o w rit e L E B (ς,  q,  u † ) f o r t h e 
E B l o s s f u n cti o n u s e d i n t h e e sti m ati o n of σ ; t h e r e a d e r s h o ul d n ot c o nf u s e t hi s wit h 
L E B (t, q,  u † ) i n S u b s e cti o n  2. 1  w hi c h  i s u s e d  f o r r e c o v e ri n g  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r 
s. 

I n t hi s s etti n g  w e  h a v e  t h e f oll o wi n g c o n si st e n c y  r e s ult:  

T h e o r e m  3. 1.  Fi x  δ  >  0 . S u p p o s e  u †  i s a  s a m pl e  d r a w n  f r o m t h e G a u s si a n  pr o c ess  
( 0, σ 2 (  Δ) − s ) f o r s o m e  s  [d/ 2  +  δ,  1 / δ]. T h e n,  f o r t h e E m pi ri c al  B a y e si a n 

esti m at o r of σ, it h ol d s t h at  

li m σ E B (q,  u † ) =  σ,  
q → ∞  

w h e r e t h e  c o n v e r g e n c e  i s i n p r o b a bilit y wit h  r e s p e ct  t o r a n d o ml y  c h o s e n  u † . 

Pr o of.  B y  t a ki n g t h e d e ri v ati v e  of  L E B (ς,  q,  u † ) wit h  r e s p e ct  t o ς  a n d  s etti n g  it t o 
0, w e g et t h e e x pli cit f o r m ul a:  

 
 

( 3. 2)  σ E B (q,  u † ) =  σ  
2  
s  . 

2 q d  

D u e  t o P r o p o siti o n  2. 1 4,  w e  g et  o u r  Iu ( · , s,  q )I2  =
 
 d  ξ 2  . B y  t h e L a w  of  L a r g e  

N u m b e r s,  w e  h a v e  
 
 

li m 
q → ∞  

s  
 

I u ( · , s,  q )I2  

2 q d  

m ∈ B q   m  

f r o m w hi c h  t h e c o n si st e n c y  f oll o w s. □  

R e m a r k 3. 2 . W e n ot e t h at c o n si st e n c y r e s ult s f o r t h e a m plit u d e p a r a m et e r h a v e 
b e e n w ell st u di e d i n t h e lit e r at u r e; s e e [ 3 3 ]. T h e p u r p o s e of t hi s s u b s e cti o n i s t o 
ti e t h o s e r e s ult s t o t h e r at h e r e x pli cit s etti n g of o u r p a p e r. O n e i m p o rt a nt f e at u r e 
of t h e t o r u s m o d el i s t h at w e a r e a bl e t o g et a n e x pli cit a n d si m pl e f o r m ul a f o r  
σ E B , s o t h e c o n si st e n c y r e s ult s a r e v e r y cl e a r. M o r e o v e r, si n c e σ E B  i s t h e a v e r a g e 
of i.i. d.  G a u s si a n r a n d o m v a ri a bl e s, o n e c a n al s o e a sil y r e a d o ff ot h e r st ati sti c a l 
p r o p e rti e s of t hi s e sti m at o r ( alt h o u g h t h e r e s ult of a s y m pt oti c di st ri b uti o n i s al s o 
n ot c o m pl et el y n e w; s e e f o r e x a m pl e t h e di s c u s si o n o n p a g e 2 0 1 i n [ 3 3]). 
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2  

∼  N  −  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 5 1  

 
3. 1. 2.  R e c o v e r y  of s,  σ si m ult a n e o u sl y.  W e  n o w  b uil d  o n  t h e p r e vi o u s  e x p e ri m e nt  t o 
st u d y  w h et h e r  t h e E B m et h o d  c a n  r e c o v e r s,  σ si m ult a n e o u sl y w h e n  τ i s fi x e d.  W e 
r e e m p h a si z e  t h at si n c e  t h e m e a s u r e s  a r e  m ut u all y  si n g ul a r  wit h  r e s p e ct  t o c h a n g e s 
i n σ a n d s w e d o e x p e ct t o b e a bl e t o r e c o v e r ( σ,  s) b y E B. T h e b a si c s et -u p i s t h e 
s a m e  a s  t h e l a st s u b s e cti o n,  a n d  n o w  w e  mi ni mi z e  t h e E B  l o s s f u n cti o n t o r e c o v e r  
s,  σ  w h e r e,  a g ai n,  σ  =  e x p( σ / ). W e  r u n  5 0  i n st a n c e s ( e a c h i n st a n c e c o r r e s p o n d s 
t o a  r a n d o m  d r a w  of  ξ ), a n d  c oll e ct  t h e e sti m at o r s  (s E B , l o g σ E B ) of  t h e E B  l o s s 
f u n cti o n f o r e a c h  i n st a n c e. W e  p r e s e nt  t h e hi st o g r a m  of  t h e t w o v al u e s  o bt ai n e d  i n 
t h e e x p e ri m e nt s a s f oll o w s ( Fi g u r e 6 ). 
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Fi g u r e 6.  L eft:  hi st o g r a m  of  t h e s E B ; ri g ht:  hi st o g r a m  of  t h e l o g σ E B . 

 
F r o m  t h e fi g u r e,  w e  o b s e r v e  t h at i n t h e 5 0  r u n s,  t h e mi ni mi z e r  (s E B , σ E B ) i s cl o s e 

t o t h e g r o u n d t r ut h ( 2.5 , 1).  W e c o n cl u d e t h at t h e E B m et h o d c a n r e c o v e r t h e t w o 
p a r a m et e r s si m ult a n e o u sl y i n s u c h a c o nt e xt.  

 
3. 1. 3.  R e c o v e r y of τ. W e c o n si d e r w h et h e r E B a n d K F c a n r e c o v e r t h e i n v e r s e 
l e n gt h s c al e p a r a m et e r τ . W e a s s u m e t h at σ i s fi x e d at 1, s i s c h o s e n t o b e 2.5, a n d 
s a m pl e u †   ( 0, ( Δ +  τ 2 I) − s ) wit h τ = 1. A s i n t h e p r e c e di n g e x p e ri m e nt s w e 

c o n si d e r  t h e o n e  di m e n si o n al  t o r u s e x a m pl e,  a n d  t h e s a m e  di s c r eti z ati o n  p r e ci si o n  
a n d d at a a c q ui siti o n s etti n g a s b ef o r e.  W e d r a w 5 0 i n st a n c e s of u † , a n d f o r e a c h 
of t h e m, c al c ul at e t h e mi ni mi z e r s of t h e E B a n d K F l o s s f u n cti o n.  W e w rit e τ = 
e x p( τ / ) a n d  t h e e sti m at o r  i s l o g τ E B  f o r τ / , w hi c h w e c o n st r ai n t o b e i n  t h e i nt e r v al 

[− 2 , 2].  I n t h e E B l o s s f u n cti o n w e fi x t = s wit hi n t h e l o s s f u n cti o n; f o r t h e K F 

m et h o d, w e s el e ct t = s ( c a s e 1) a n d t = s − d / 2  ( c a s e 2) r e s p e cti v el y wit hi n t h e l o s s 
f u n cti o n. T h e  hi st o g r a m s  of  t h e mi ni mi z e r s  of  t h e r e s ulti n g  E B  l o s s f u n cti o n a n d  
K F l o s s f u n cti o n s (i n b ot h c a s e s) a r e p r e s e nt e d i n Fi g u r e 7,  e x p r e s s e d i n t e r m s of 
l o g τ E B  a n d  l o g τ K F . I n t h e 5 0 r u n s, t h e E B e sti m at o r t a k e s m a n y di ff e r e nt v al u e s 
wit h n o a p p a r e nt p att e r n.  F o r b ot h c a s e 1 a n d c a s e 2,  t h e KF e sti m at o r of τ /  

t a k e s t h e v al u e  2  v e r y  oft e n,  w hi c h  i s t h e m a xi m al  v al u e  of  t h e c o n st r ai n e d  d e ci si o n 
v a ri a bl e.  N o n e of t h e e sti m at o r s r e c o v e r t h e t r u e τ /  = 0.  

T h e  b e h a vi o r  of  t h e K F  e sti m at o r  c a n  b e  e x pl ai n e d  b y  t h e o b s e r v ati o n  t h at w h e n  
τ i n c r e a s e s, t h e f u n cti o n d r a w n f r o m t h e G a u s si a n p ri o r b e c o m e s s m o ot h e r, a n d 
h e n c e t h e s u b s a m pli n g st e p i n t h e K F l o s s d o e s n ot s a c ri fi c e t o o m u c h i nf o r m a - 
ti o n. T h e r ef o r e,  t h e K F  l o s s e x hi bit s  a  t e n d e n c y t o g et  s m all e r  a s  τ i n c r e a s e s. W e  
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Fi g u r e  7.  Hi st o g r a m  of  t h e l o g τ E B  o r  l o g τ K F . U p p e r  l eft: E B 
l o s s; u p p e r ri g ht: K F l o s s ( c a s e 1); b ott o m:  K F l o s s ( c a s e 2).  

 
 

c a n  u n d e r st a n d  w h y  E B  c a n n ot  r e c o v e r  τ b y  st u d yi n g  t h e e q ui v al e n c e  of  G a u s s - 
i a n m e a s u r e s.  A s  s h o w n  i n [ 9], w h e n  di m e n si o n  d  3,  t h e G a u s si a n  m e a s u r e s 

( 0, ( Δ + τ 2 I) − s ) f o r di ff e r e nt  τ a r e  e q ui v al e nt;  t h u s o n e  c a n n ot  e x p e ct  t o r e - 
c o v e r  τ u si n g  t h e i nf o r m ati o n f r o m o n e  s a m pl e.  

W e  c a n  al s o  c o n si d e r  t h e p r o bl e m  of  r e c o v e ri n g  s,  τ si m ult a n e o u sl y,  i. e., w e  s ol v e 
a  j oi nt mi ni mi z ati o n  p r o bl e m  t o g et  s E B , l o g τ E B  a n d  s K F , l o g τ K F . T h e  s et -u p  i s 

t h e s a m e  a s  a b o v e,  wit h  t h e s a m pl e  d r a w n  f r o m ( 0, ( Δ + τ 2 I) − s ) f o r τ =  1 

a n d s = 2 .5.  W e f o r m t h e E B a n d K F l o s s f o r 5 0 i n st a n c e s of di ff e r e nt d r a w s a n d 
fi n d  t h e mi ni mi z e r s  a s  c o r r e s p o n di n g  e sti m at o r s.  T h e  hi st o g r a m s  of  t h e e sti m at o r s  
a r e s h o w n i n Fi g u r e s 8  a n d 9 . T h e s e fi g u r e s s h o w  t h at i n t hi s j oi nt o pti mi z ati o n, 
t h e E B m et h o d pi c k s t h e c o r r e ct v al u e s E B  = 2 .5 f o r e sti m ati n g s, a n d e x hi bit n o 
p att e r n s  f o r l o g τ E B ; t h e K F m et h o d fi n d s v al u e s cl o s e t o 1 f o r s K F , a s it w o ul d i n 

t h e a b s e n c e  of  si m ult a n e o u s  e sti m ati o n  of  τ / , a n d  s el e ct s  t h e l a r g e st p o s si bl e  v al u e 

i n t h e c o n st r ai nt  f o r l o g τ K F , h e r e  b ei n g  2.  T h e  c o n cl u si o n  i s t h at t h e f a ct t h at 

τ /  c a n n ot  b e  l e a r n e d a c c u r at el y  d o e s  n ot  i n fl u e n c e t h e e sti m ati o n  of  t h e r e g ul a rit y 

p a r a m et e r s i n a c o nt e xt i n w hi c h t h e t w o a r e l e a r n e d si m ult a n e o u sl y. I n d e e d, 
t hi s c o n cl u si o n al s o h ol d s w h e n w e a r e r e c o v e ri n g t h e t h r e e p a r a m et e r s ( s,  σ,  τ ) 
si m ult a n e o u sl y.  
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Fi g u r e 8. E B  a p p r o a c h.  L eft:  hi st o g r a m  of  t h e s E B ; ri g ht:  hi s - 
t o g r a m of  t h e l o g τ E B . 
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Fi g u r e  9.  K F  a p p r o a c h.  L eft:  hi st o g r a m  of  s K F ; ri g ht: hi st o g r a m 
of  t h e l o g τ K F . 

 
3. 2.  Ot h e r w ell -s p e ci fi e d  e x a m pl e s. I n  t hi s s u b s e cti o n, w e  c o n si d e r  n u m e ri c al 
e x a m pl e s f o r r e c o v e ri n g p a r a m et e r s of a r a n d o m fi el d i n t h e w ell -s p e ci fi e d c a s e, 
g oi n g b e y o n d t h e M at ´ e r n p r o c e s s st u di e d t h u s f a r.  

3. 2. 1.  R e c o v e r y  of  r e g ul a rit y  p a r a m et e r  f o r v a ri a bl e  c o e ffi ci e nt  elli pti c  o p er at o r.  S et 
D = [ 0 , 1] s o t h at d = 1.  T h e t h e o r eti c al r e s ult i n S e cti o n 2 a s s u m e s t h e f u n cti o n 

o b s e r v e d  u †  i s d r a w n f r o m  ( 0, ( Δ) − s ) o n a t o r u s. I n t hi s s u b s e cti o n, w e a s s u m e  

u †  i s d r a w n  f r o m  ( 0, (   (a   )) − s ) f o r s o m e  n o n -c o n st a nt  f u n cti o n a , a n d  t h at 
t h e elli pti c  o p e r at o r  i m pli cit i n t hi s d e fi niti o n  of  a  G a u s si a n  m e a s u r e  i s e q ui p p e d  
wit h  h o m o g e n e o u s  Di ri c hl et  b o u n d a r y  c o n diti o n  o n  D . W e  o b s e r v e  it s v al u e s  o n 
t h e 29  e q ui di st ri b ut e d p oi nt s of t h e t ot al 2 1 0  g ri d p oi nt s u s e d f o r di s c r eti z ati o n.  

H e r e  w e  s el e ct  a  c o e ffi ci e nt  a (x ) t h at e x hi bit s  a  di s c o nti n uit y  at  x  =  1/2:  

( 3. 3)  a (x ) =  
1   x  ∈  [ 0, 1 /2]  

2   x ∈  (1 /2 , 1] . 

A s  a  c o n s e q u e n c e  t h e i n d u c e d o p e r at o r  i s n ot  t h e L a pl a ci a n.  W e  pi c k  s = 2 .5  t o 
d r a w a s a m pl e u † . 
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N  − ∇  ·  ∇ ·  

θ  

2 5 5 4  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

I n  t h e w ell -s p e ci fi e d  c a s e,  t h e G P  u s e d  i n d e fi ni n g  t h e E B  a n d  K F  e sti m at o r s 
i s p a r a m et e ri z e d  b y   ( 0, (   (a   )) − t) a n d  w e  ai m  t o l e a r n p a r a m et e r  t gi v e n 
a  d at a  c al c ul at e d  u si n g  a  d r a w  f r o m t h e s a m e  m e a s u r e  wit h  t =  s . W e  c o n si d e r  
t h e w ell -s p e ci fi e d  c a s e  h e r e  (t h e mi s s p e ci fi e d  c a s e  will  b e  c o n si d e r e d  i n S u b s e cti o n 
4. 1).  W e  o ut p ut  t h e hi st o g r a m  of  t h e E B  a n d  K F  e sti m at o r s  f o r 5 0  di ff e r e nt  d r a w s 

of  u †  i n Fi g u r e  1 0.  T h e  e x p e ri m e nt s  s h o w  t h at f o r t h e v a ri a bl e  c o e ffi ci e nt  elli pti c  
 

2 5  
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1 0  
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s K F  

 

Fi g u r e  1 0.  Hi st o g r a m  of  t h e r e g ul a rit y  e sti m at o r s  f o r t h e v a ri a bl e 
c o e ffi ci e nt c o v a ri a n c e c a s e.  L eft:  E B; ri g ht:  K F.  

 
o p e r at o r  m o d el,  E B  a n d  K F  s u c c e e d  i n c o n v e r gi n g  t o t h e c o r r e ct  li mit s. W e  c a n 
c al c ul at e  t h e ( n o r m ali z e d) v a ri a n c e  of  t h e t w o e sti m at o r s  b a s e d  o n  t h e hi st o g r a m s:  

V a r( s E B ) − 5  V a r( s K F ) − 3  

s2  ≈  7 .8  ×  1 0  a n d  2  ≈  4  ×  1 0  . 
((s −  d/ 2) /2)  

T h e  r el ati v e  m a g nit u d e i s  si mil a r t o  t h e o n e i n S u b s e cti o n 2. 8.  
 
3. 2. 2.  R e c o v e r y  of  dis c o nti n uit y  p ositi o n  f o r c o n d u cti vit y  fi el d.  D e fi n e  t h e c o n d u c - 
ti vit y fi el d a θ  : [ 0, 1]  →  R , a n d p a r a m et e ri z e d b y θ ∈  [ 0, 1], vi a  

( 3. 4) a  (x ) =

  
1   x  ∈  [ 0, θ ]

 

2   x  ∈  (θ,  1] . 

I n  t hi s s u b s e cti o n, w e  a s s u m e  t h at o u r  d at a  u †  i s o bt ai n e d b y s ol vi n g t h e S P D E  

− ∇  ·  (a 1 / 2 ∇ u † ) =  ξ,  

s u bj e ct  t o a h o m o g e n e o u s Di ri c hl et b o u n d a r y c o n diti o n o n [ 0 , 1] . W e c h o o s e ξ a s 
a  r a n d o m  d r a w  f r o m N  ( 0, (− Δ) − 1 ). W e  c a n  vi e w  u †  a s  a  s a m pl e  d r a w n  f r o m 

N  ( 0, Ca ) w h e r e  

( 3. 5) C a  =  (− ∇  ·  (a 1 / 2 ∇ · )) − 1 (− Δ) − 1 (− ∇  ·  (a 1 / 2 ∇ · )) − 1 . 

W e  o b s e r v e  t h e v al u e  of  u †  o n  t h e 2 9  e q ui di st ri b ut e d  p oi nt s  of  t h e t ot al 2 1 0  g ri d 
p oi nt s u s e d f o r di s c r eti z ati o n.  W e u s e E B a n d K F t o e sti m at e θ f r o m t h e p a rti al 
o b s e r v ati o n of t h e f u n cti o n u †  b a s e d o n t h e G P m o d el N  ( 0, C a, s ) w h e r e  

( 3. 6) C a, s  =  (− ∇  ·  (a θ ∇ · )) − 1 (− Δ) − s (− ∇  ·  (a θ ∇ · )) − 1 . 
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E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 5 5  

 

T h e  m o d el  i s w ell -s p e ci fi e d  f o r s =  1  a n d  mi s s p e ci fi e d  f o r s / =  1.  H e r e  c o n si d e r  t h e 

w ell -s p e ci fi e d c a s e i n t hi s s u b s e cti o n, i. e., s = 1, a n d C a, s  = C a ; t h e mi s s p e ci fi e d 
c a s e i s c o v e r e d i n S u b s e cti o n 4. 2.  

W e  l et t h e d o m ai n f o r θ b e [ 0 .3 , 0 .7] i n t h e d e fi niti o n of E B a n d K F e sti m at o r s. 
W e c o m p ut e t h e e sti m at o r s f o r 5 0 di ff e r e nt d r a w s of u † . T h e hi st o g r a m s of t h e  
E B a n d K F e sti m at o r s a r e s h o w n i n Fi g u r e 1 1.  T h e l o s s f u n cti o n s f o r o n e r a n d o m  
i n st a n c e a r e  s h o w n  i n Fi g u r e  1 2.  
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4 0  4 0  
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Fi g u r e  1 1. Hi st o g r a m  of  t h e di s c o nti n uit y  p o siti o n  e sti m at o r s 
( w ell-s p e ci fi e d).  L eft:  E B; ri g ht:  K F.  
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L o s s  f u n cti o n: K er n el  Fl o w  

0. 3   0. 3 5   0. 4   0. 4 5   0. 5   0. 5 5   0. 6   0. 6 5   0. 7  0. 3   0. 3 5   0. 4   0. 4 5   0. 5   0. 5 5   0. 6   0. 6 5   0. 7  

 

Fi g u r e 1 2. L o s s  f u n cti o n f o r r e c o v e ri n g  t h e di s c o nti n uit y  ( w ell- 
s p e ci fi e d).  L eft:  E B; ri g ht:  K F.  

 
O u r e x p e ri m e nt s s h o w t h at b ot h E B a n d K F c a n r e c o v e r θ = 1 /2, a n d t h e 

r e c o v e r y i s v e r y st a bl e wit h r e s p e ct t o di ff e r e nt d r a w s of u †  f r o m t h e S P D E. W e 
c o n cl u d e  t h at t h e E B  a n d  K F  c a n  g o  b e y o n d  t h e M at ´ e r n -li k e k e r n el  m o d el  i n 
p r a cti c e; r e c o v e ri n g t h e p oi nt of di s c o nti n uit y of t h e c o n d u cti vit y fi el d i s a n e x a m pl e 
of t hi s f a ct.  

3. 3.  C o m p u t ati o n al  a s p e c t s.  I n  t hi s s u b s e cti o n,  w e  a d d  s o m e  di s c u s si o n s  a b o ut 
t h e c o m p ut ati o n al a s p e ct s. W e st a rt b y r e m a r ki n g o n h o w t o c o m p ut e t h e k e r n el 
f u n cti o n a n d  s a m pl e  t h e G P  r e ali z ati o n  g e n e r all y.  E v e r y  k e r n el  o p e r at o r  w e  c o n si d e r  

1 0
5  L o s s  f u n cti o n: E m piri c al  B a y e si a n  

mi ni mi z er  mi ni mi z er  

l
os

s 

l
os

s 
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X  X  

N  −  
N  − ∇  ·  ∇ ·  

1  2  

2 5 5 6  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

i n v ol v e s c e rt ai n di ff e r e nti al o p e r at o r s. W e di s c r eti z e t h e s e di ff e r e nti al o p e r at o r s a n d 
p e rf o r m a n ei g e nf u n cti o n d e c o m p o siti o n of t h e o bt ai n e d m at ri x.  T h e n w e u s e t h e s e 
ei g e nf u n cti o n s a n d ei g e n v al u e s t o c o m p ut e a p p r o xi m ati o n of t h e k e r n el m at ri x, a n d 
d r a w  s a m pl e s  f r o m t h e G P  wit h  t h e c o v a ri a n c e  m at ri x  b ei n g  t h e k e r n el  m at ri x;  s e e 
al s o  di s c u s si o n s  i n R e m a r k  2. 2.  T hi s  i s si mil a r  t o t h e s p e ct r al  e x p a n si o n  of  a  k e r n el 
f u n cti o n a n d t h e M e r c e r d e c o m p o siti o n of a G P. 

P r a cti c al  a p pli c ati o n s  of  hi e r a r c hi c al  G P R  r e q ui r e  w ei g hi n g  st ati sti c al  e ffi ci e n c y 
a g ai n st  c o m p ut ati o n al  c o m pl e xit y. Alt h o u g h  t h e r e g ul a rit y  m o d el s  c o v e r e d  i n t hi s 
p a p e r  a p p e a r t o  p r o d u c e w ell -b e h a v e d  E B a n d  K F  l o s s f u n cti o n s wit h  e a sil y  i d e n- 
ti fi a bl e gl o b al mi ni mi z e r s, m o d el s wit h hi g h di m e n si o n al p a r a m et e r s p a c e t y pi c all y 
r e q ui r e  u si n g  al g o rit h m s  s u c h  a s  g r a di e nt  d e s c e nt  w hi c h  d o  n ot  c o m e  wit h  t h e o r et- 
i c al g u a r a nt e e s  o n  t h e i d e nti fi c ati o n of  gl o b al  mi ni mi z e r s.  F u rt h e r m o r e,  w h e n  t h e 
si z e of t h e d at a i s l a r g e, c o m p ut ati o n b e c o m e s a li miti n g f a ct o r, a n d s u b s a m pli n g 
o ff e r s a t r a diti o n al r e m e d y w h e n c o m bi n e d wit h g r a di e nt d e s c e nt, b ut a g ai n t h e o r et - 
i c al g u a r a nt e e s  a r e  n ot  t y pi c all y t o b e  e x p e ct e d.  T h e  st o c h a sti c  al g o rit h m  p r e s e nt e d 
i n [ 2 5] f o r K F c a n b e i nt e r p r et e d a s a n S G D al g o rit h m ai m e d at mi ni mi zi n g t h e 
a v e r a g e l o s s  

E π  E π  L K F (θ,  π 1 X  , π 2 π 1 X  , u † ) , 

vi a  d r a w s f r o m t h e di st ri b uti o n of π 1  a n d π 2  (π 1 X i s a r a n d o m s u b s a m pli n g of X  , 
a n d  π 2 π 1   i s a  f u rt h e r r a n d o m  s u b s a m pli n g  of  π 1  ). T h e  e ffi c a c y  of  a n  a n al o g o u s  
st r at e g y f o r E B r e m ai n s u n cl e a r d u e t o t h e p r e s e n c e of t h e l o g d et e r mi n a nt t e r m 
i n t h e l o s s. It i s of f ut u r e i nt e r e st t o e x pl o r e f u rt h e r t h e c o m p ut ati o n al a s p e ct s of 
t h e E B a n d K F a p p r o a c h e s t o hi e r a r c hi c al l e a r ni n g.  

 
4.  M o d el  mi s s p e cifi c ati o n  

All o u r p r e c e di n g e x p e ri m e nt s a r e f o c u s e d o n t h e w ell -s p e ci fi e d c a s e:  t h e f u n cti o n 
u †  i s d r a w n f r o m t h e G P m o d el a s s u m e d i n t h e e sti m ati o n, o r e q ui v al e ntl y, t h e 

m o d el f o r u †  a n d f o r t h e k e r n el f a mil y K θ  i n d e fi ni n g t h e l o s s f u n cti o n s a r e m at c h e d. 
T hi s  s u b s e cti o n  st u di e s  m o d el  mi s s p e ci fi c ati o n.  W e  c o n si d e r  t w o p o s si bl e  w a y s  t o 
mi s s p e cif y t h e m o d el:  ( 1) t h e f u n cti o n u †  i s d r a w n f r o m a G P w hi c h i s di ff e r e nt f r o m 

t h at u s e d i n d e fi ni n g t h e l o s s f u n cti o n; ( 2) t h e f u n cti o n u †  i s a fi x e d d et e r mi ni sti c 
f u n cti o n. T h e  s e c o n d  c a s e  m a y  a ri s e,  f o r e x a m pl e,  if t h e f u n cti o n c o m e s  f r o m a  
s ol uti o n of a P D E wit h s o m e p h y si c al d at a, a n d t h e r e i s n o n at u r al st o c h a sti c 
c o nt e xt f o r it s p r o v e n a n c e.  T h e ai m of t hi s s u b s e cti o n i s t o st u d y t h e b e h a vi o r of 
t h e E B  a n d  K F  e sti m at o r s  t o c o m p a r e t h ei r  r o b u st n e s s t o  m o d el  mi s s p e ci fi c ati o n.  

 
4. 1. S t o c h a s ti c m o d el mi s s p e ci fi c a ti o n f o r r e c o v e ri n g r e g ul a ri t y.  I n  t hi s 
s u b s e cti o n,  w e  a s s u m e  u †  i s d r a w n  f r o m  ( 0, (   (a   )) − s ), w hil e  t h e G P  u s e d 

i n d e fi ni n g t h e E B a n d K F e sti m at o r s i s still  ( 0, ( Δ) − t). T hi s r e s ult s i n a m o d el 
mi s s p e ci fi c ati o n  c o r r e s p o n di n g  t o t h e w ell -s p e ci fi e d  m o d el  i n S u b s e cti o n  3. 2. 1.  A s  
i n S u b s e cti o n 3. 2. 1,  w e s el e ct a a s i n ( 3. 3) a n d w e s et s = 2 .5 t o d r a w t h e s a m pl e 

u † . Fi g u r e 1 3  s h o w s t h e hi st o g r a m s of t h e mi ni mi z e r s of t h e E B a n d K F l o s s 

f u n cti o n s o bt ai n e d f ro m 5 0 i n d e p e n d e nt d r a w s f r o m t h e G a u s si a n P r o c e s s.  D e s pit e 
mi s s p e ci fi c ati o n, t h e E B a n d K F e sti m at o r s a r e still c o n c e nt r at e d a r o u n d 2 .5 a n d 
1, r e s p e cti v el y.  W e al s o c al c ul at e t h e v a ri a n c e:  

V a r( s E B ) − 4  V a r( s K F ) − 4  

s2  ≈  5 .9  ×  1 0  a n d  2  ≈  6 .8  ×  1 0  . 
((s −  d/ 2) /2)  
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E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 5 7  

I n  t hi s e x a m pl e,  t h e ( n o r m ali z e d) v a ri a n c e s  of  K F  of  E B  a r e  of  si mil a r  m a g nit u d e. 
T hi s  i s di ff e r e nt  f r o m t h e w ell -s p e ci fi e d  c a s e  i n S u b s e cti o n  3. 2. 1  w h e r e  t h e v a ri a n c e 
of E B i s m u c h s m all e r t h a n K F.  
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Fi g u r e 1 3. Hi st o g r a m  of  t h e r e g ul a rit y  e sti m at o r s  u n d e r  m o d el 
mi s s p e ci fi c ati o n.  L eft:  E B; ri g ht:  K F.  

 

4. 2.  S t o c h a s ti c  m o d el  mi s s p e ci fi c a ti o n  f o r  r e c o v e ri n g  di s c o n ti n ui t y.  I n t hi s 
s u b s e cti o n, w e c o n si d e r t h e m o d el mi s s p e ci fi c ati o n s t h at c o r r e s p o n d t o t h e w ell - 
s p e ci fi e d c a s e i n S u b s e cti o n 3. 2. 2.  F o r t h e G P d e fi ni n g t h e E B a n d K F e sti m at o r s 
w e  u s e  t h e c e nt r e d  G a u s si a n  wit h  c o v a ri a n c e  o p e r at o r  gi v e n  b y  (3. 6)  wit h  s =  5;  
m e a n w hil e  u †  i s d r a w n  f r o m t h e c e nt r e d  G a u s si a n  wit h  c o v a ri a n c e  o p e r at o r  gi v e n 
b y  ( 3. 5); t h u s w e  a r e  i n a  mi s s p e ci fi e d  v e r si o n  of  t h e s etti n g  a ri si n g  i n S u b s e cti o n  
3. 2. 2  a n d, a s t h e r e, o u r ai m i s t o r e c o v e r t h e p oi nt of di s c o nti n uit y.  W e ill u st r at e 
t h e l o s s f u n cti o n s f o r a  si n gl e  d r a w  of  u †  i n Fi g u r e  1 4.  T h e s e  pl ot s  a r e  n ot  s e n siti v e 

t o t h e p a rti c ul a r d r a w of u †  a n d ill u st r at e t h e r o b u st n e s s of K F ( a n d t h e l a c k of 
r o b u st n e s s  of  E B)  t o t hi s mi s s p e ci fi c ati o n.  I n d e e d,  t h e E B  e sti m at o r  gi v e s  0 .3  w hi c h  
i s t h e l o w e r b o u n d a r y of t h e c o m p a ct p a r a m et e r s p a c e u s e d i n t h e mi ni mi z ati o n, 
w hil e t h e K F e sti m at o r pi c k s t h e t r u e p a r a m et e r 0 .5.  T h e l o s s f u n cti o n of K F, 
s h o w n i n Fi g u r e 1 4, e x hi bit s a s h a r p gl o b al mi ni mi z e r at θ = 0 .5.  
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Fi g u r e  1 4.  L o s s  f u n cti o n f o r e sti m ati n g  t h e di s c o nti n uit y  p a r a m - 
et e r u n d e r m o d el mi s s p e ci fi c ati o n.  L eft:  E B; ri g ht:  K F.  

mi ni mi z er  mi ni mi z er  
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−  ∈  −  
·  −   

2 5 5 8  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 
 

4. 3.  D et e r mi ni s ti c m o d el. I n t hi s s u b s e cti o n, w e  c o n si d e r  t h e E B  a n d  K F  e sti - 
m at o r s  f o r t h e p a r a m et e r t i n t h e G P m o d el  ( 0, ( Δ) − t) w h e r e Δ i s e q ui p p e d 
wit h  h o m o g e n e o u s  Di ri c hl et  b o u n d a r y  c o n diti o n s  o n  [ 0, 1].  H o w e v e r, r at h e r  t h a n 
c h o o si n g u †  t h at i s d r a w n f r o m t h e G P  ( 0, ( Δ) − s ) f o r s o m e s ( a s w e di d i n 

S e cti o n 2 ), w e c h o o s e it b e t h e s ol uti o n t o t h e e q u ati o n (  Δ) s u † ( )  = δ (  1 /2), 

i. e., u †  i s t h e G r e e n f u n cti o n c o r r e s p o n di n g t o t h e di ff e r e nti al o p e r at o r ( Δ) s  a n d 

e v al u at e d  at  y  =  1 /2.  Si n c e  u †  h a s  n o  st o c h a sti c  b a c k g r o u n d,  w e  u n d e r st a n d  t hi s 
sit u ati o n a s a d et e r mi ni sti c m o d el mi s s p e ci fi c ati o n.  

W e o b s e r v e t h e v al u e of u †  o n t h e 2 9  e q ui di st ri b ut e d p oi nt s of t h e t ot al 2 1 0  

g ri d  p oi nt s  u s e d  f o r di s c r eti z ati o n.  W e  c o n d u ct  n u m e ri c al  e x p e ri m e nt s  t o fi n d  t h e 
v al u e  of  t h e E B  a n d  K F  e sti m at o r s.  O u r  e x p e ri m e nt s  s h o w  t h at t h e E B  e sti m at o r  
r et u r n s 2 s a n d t h e K F e sti m at o r r et u r n s s f o r t hi s o n e di m e n si o n al e x a m pl e. T h e 
l o s s f u n cti o n i n t h e c a s e s = 1 .2 i s s h o w n i n Fi g u r e 1 5.  
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Fi g u r e  1 5.  L o s s  f u n cti o n f o r e sti m ati n g  t h e r e g ul a rit y  p a r a m et e r 
u n d e r d et e r mi ni sti c u † . L eft:  E B; ri g ht:  K F.  

W e n o w d e s c ri b e s o m e r e g ul a rit y c o n si d e r ati o n s i n o r d e r t o u n d e r st a n d t h e 
o b s e r v e d p h e n o m e n o n.  I n t hi s o n e di m e n si o n al e x a m pl e, δ ( 1 /2) b el o n g s t o 
H η ([ 0, 1])  f o r a n y  η  <   1 /2,  s o  t h e s ol uti o n  u   H 2 s + η ([ 0, 1])  f o r a n y  η  <   1 /2.  It 
i s of  c riti c al  r e g ul a rit y  2 s 1 /2,  b ut  t hi s c riti c alit y  i s n ot  h o m o g e n e o u s: it  i s c a u s e d 
b y t h e p r e s e n c e of a si n g ul a rit y i n d u c e d b y t h e Di r a c f u n cti o n.  

T h e  di s c u s si o n  i n S e cti o n  2  i m pli e s K F  will  r e c o v e r  s   1 /4  w hil e  E B  r e c o v e r s 
2 s f o r a f u n cti o n wit h h o m o g e n e o u s c riti c al r e g ul a rit y 2 s 1 /2.  H o w e v e r, t h e 
e x p e ri m e nt s h e r e s h o w t h at K F r e c o v e r s s w hil e E B r e c o v e r s 2 s, f o r t hi s f u n cti o n 
wit h  c riti c al  r e g ul a rit y  2 s 1 /2;  u nli k e  t h e s etti n g  i n S e cti o n  2 , h e r e  th e  g r o u n d  t r ut h 
l a c k s s p ati al h o m o g e n eit y. T hi s s u g g e st s t h at t h e K F e sti m at o r f o r t h e r e g ul a rit y 
p a r a m et e r i s s e n siti v e t o w h et h e r t h e r e g ul a rit y of t h e t a r g et f u n cti o n i s s p ati all y 
h o m o g e n e o u s  o r  n ot. T hi s  f a ct i s n ot  s u r p ri si n g,  c o n si d e ri n g  t h e v a st  lit e r at u r e o n 
a d a pti v e a p p r o xi m ati o n f o r f u n cti o n s wit h si n g ul a riti e s, w hi c h i m pli e s t h e p r e s e n c e  
of  a si n g ul a rit y will e x e rt  c o n si d e r a bl e i n fl u e n c e o n  t h e a p p r o xi m ati o n e r r o r r e s ulti n g 
f r o m mi ni mi zi n g  t h e K F  l o s s f u n cti o n. I n  t hi s e x a m pl e,  t h e o pti m al  a p p r o xi m ati o n 
i n K F  e r r o r  c o m e s  at  t =  s. W e  c a n  u n d e r st a n d  t hi s p h e n o m e n o n  a s  f oll o w s. R e c all  
u †  =  (− Δ) − s δ (· −  1 /2).  U si n g  N  ( 0, (− Δ) − t) i n t h e G P R  i s e q ui v al e nt  t o u si n g  t h e 

b a si s  f u n cti o n s s p a n j∈ J  {(− Δ ) − tδ (· − x j)} ( a s  i n S e cti o n  2. 1)  wit h  x i b ei n g  t h e d at a 

p oi nt s  i n d e x e d b y  j ∈  J q , t o a p p r o xi m at e  u † . W h e n  t =  s a n d  o n e  of  t h e x j =  1 /2,  

1 0
5  L o s s  f u n cti o n: E m piri c al  B a y e si a n  
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t I  ·  I 

2  

∼  N  −  

0  
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t h e g r o u n d t r ut h will j u st b e i n t h e b a si s f u n cti o n s s et, s o it i s st r ai g htf o r w a r d t o 
i m a gi n e t =  s l e a d s t o t h e s m all e st a p p r o xi m ati o n e r r o r, a n d K F pi c k s t hi s v al u e. 

W e u n d e r st a n d t h e f a ct t h at E B still pi c k s t = 2 s b y m a ki n g t h e f oll o wi n g 
o b s e r v ati o n:  t h e r e a r e  o nl y  t w o t e r m s i n t h e E B  l o s s f u n cti o n. T h e  l o g d et e r mi n a nt  
t e r m r e m ai n s  t h e s a m e f o r e a c h t w h e n u †  c h a n g e s.  F o r t h e n o r m t e r m  u ( , t, q ) 2 , 
t h e bl o w-u p r at e d e p e n d s o n t h e r e g ul a rit y of u † . H e r e, it m a k e s n o di ff e r e n c e 
w h et h e r t h e r e g ul a rit y of u †  i s s p ati all y h o m o g e n e o u s o r n ot. 

4. 4.  Di s c u s si o n s.  T h e  a b o v e  n u m e ri c al  e x p e ri m e nt s  r e v e al  c o m pli c at e d  b e h a vi o r 
of E B a n d K F wit h r e s p e ct t o m o d el mi s s p e ci fi c ati o n.  I n t h e s e c o n d e x p e ri m e nt, 
w e f o u n d t h at K F i s r o b u st w hil e E B i s n ot, f o r a c e rt ai n t y p e of G P m o d el mi s - 
s p e ci fi c ati o n.  T hi s a p p e a r s n at u r al si n c e E B i s b a s e d o n p r o b a bili sti c m o d eli n g 
w hil st  K F  i s p u r el y  b a s e d  o n  a p p r o xi m ati o n  t h e o r eti c c rit e ri a.  I n  S u b s e cti o n  4. 2  

t h e p ri o r u s e d i n E B i s m ut u all y si n g ul a r wit h r e s p e ct t o t h e G P t h at u †  i s d r a w n 
f r o m a n d  it i s n ot  s u r p ri si n g  t h at E B  i s f r a gil e. O n  t h e ot h e r  h a n d,  K F  d o e s  n ot  
r e q ui r e  p r o b a bili sti c  m o d eli n g  t o m oti v at e  it, a n d  s o  it s r o b u st n e s s  t o mi s s p e ci fi c a - 
ti o n s b e h a v e s  di ff e r e ntl y.  I n d e e d, i n t h e s e c o n d  e x p e ri m e nt,  t h e di s c o nti n uit y  p oi nt 
i n fl u e n c e s t h e a p p r o xi m ati o n a c c u r a c y a l ot, a n d e v e n t h e k e r n el u s e d i n d e fi ni n g 
K F i s mi s s p e ci fi e d, K F still s u c c e e d s i n s el e cti n g t h e c o r r e ct p a r a m et e r, a s it f o c u s e s 
o n t h e a p p r o xi m ati o n a c c u r a c y r at h e r t h a n st ati sti c al i nf e r e n c e.  

I n  t h e w ell -s p e ci fi e d  c a s e s,  e. g.  e x p e ri m e nt s  i n S e cti o n  2 , E B  o ut p e rf o r m s  K F  i n 
t e r m s of t h e v a ri a n c e of e sti m at o r s.  T h e r ef o r e, if u †  i s a r a n d o m o bj e ct a n d w e k n o w 
t h e p ri o r  c o r r e ctl y,  t h e n E B  s h o ul d  b e  a  p r ef e r a bl e  c h oi c e  f o r e sti m ati n g  p a r a m et e r s.  
If  t hi s i s n ot  t h e c a s e  a n d  mi s s p e ci fi c ati o n  o c c u r s,  E B  mi g ht  b e  v ul n e r a bl e  a n d  K F 
c o ul d b e a p ot e nti al alt e r n ati v e.  

 
5.  C o n cl u di n g  r e m a r k s  

I n  t hi s p a p e r,  w e  h a v e  st u di e d  t h e E m pi ri c al  B a y e s  a n d  K e r n el  Fl o w  a p p r o a c h e s 
t o h y p e r p a r a m et e r l e a r ni n g. T h e fi r st a p p r o a c h i s b a s e d o n st ati sti c al c o n si d - 
e r ati o n s, w hil e t h e s e c o n d a p p r o a c h o ri gi n at e s f r o m a n a p p r o xi m ati o n t h e o r eti c 
vi e w p oi nt. T h ei r  di sti n ct  o bj e cti v e s  l e a d t h e m t o di ff e r e nt  b e h a vi o r s  a n d  di ff e r e nt 
i nt e r p r et ati o n s of o pti m alit y. 

F o r  t h e M at ´ e r n -li k e p r o c e s s  m o d el,  w e  m a d e  a  d et ail e d  t h e o r eti c al st u d y  of  t h e 
r e c o v e r y of t h e r e g ul a rit y p a r a m et e r.  W e p r o v e d t h e E B e sti m at o r c o n v e r g e s t o  s , 

w hil e  t h e K F  e sti m at o r  c o n v e r g e s  t o s − d / 2  , b ot h  r e s ult s  h ol di n g  i n p r o b a bilit y  i n t h e 

l a r g e d at a  li mit if t h e r e g ul a rit y  of  t h e G P  t h at u †  d r a w s  f r o m i s s. O u r  e x p e ri m e nt s  

ill u st r at e t h at, i n t e r m s of  t h e L 2  e r r o r  Iu ( · , t, q ) −  u † I2 , t h e p a r a m et e r  t =  
r el at e s  t o t h e mi ni m al  t t h at a c hi e v e s  t h e f a st e r r o r  r at e  w hil e  t =  s r el at e s  t o t h e 
t t h at a c hi e v e s t h e s m all e st e r r o r, a v e r a g e d o v e r t h e G P u †  ( 0, ( Δ) − s ). T hi s 

d e m o n st r at e s  t h e di ff e r e nt  d ri v e r s  t h at g ui d e t h e  E B  a n d  K F  m et h o d s  i n s el e cti n g 
t h e p a r a m et e r s.  T h e  st ati sti c al  a n d  a p p r o xi m ati o n  t h e o r eti c p ri n ci pl e s  b e hi n d  t h e m 
l e a d t o t h e di ff e r e n c e s  b et w e e n  t h e m. 

I n t h e t h e o r eti c al st u d y, w e d e v el o p e d a F o u ri e r a n al y si s t o ol kit f o r t hi s p r o bl e m, 
a n d  a s  a  b y p r o d u ct,  w e  s h o w e d  t h e c o n si st e n c y  of  r e c o v e ri n g  σ  i n t h e M at ´ e r n -li k e 
p r o c e s s  f o r t h e E B  m et h o d.  R e c o v e r y  of  t h e l e n gt h s c al e p a r a m et e r  a n d  r e c o v e r y  of 
s e v e r al  p a r a m et e r s  si m ult a n e o u sl y  w a s  st u di e d  vi a  n u m e ri c al  e x p e ri m e nt s.  It  i s of 
f ut u r e i nt e r e st t o p e rf o r m t h e o r eti c al st u di e s e x pl ai ni n g t h e s e e m pi ri c all y o b s e r v e d 
p h e n o m e n a.  F u rt h e r m o r e,  t h e t h e o r y i n t hi s p a p e r i s b a s e d o n a n  e q ui di st ri b ut e d  

2  
s − d / 2  
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→  

· −  · 

F  ∈  ∈  F 

  

2 5 6 0  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

d e si g n  f o r t h e d at a  l o c ati o n, a n d  t h e g e n e r ali z ati o n  t o r a n d o mi z e d  d e si g n  r e m ai n s 
a p ot e nti al f u rt h e r di r e cti o n.  Al s o, o u r f o c u s i n t hi s p a p e r i s o n t h e n oi s el e s s 
o b s e r v ati o n s etti n g, a n d a n e xt e n si o n t o t h e n oi s y c a s e i s of f ut u r e t h e o r eti c al 
i nt e r e st. 

O u r  n u m e ri c al  e x p e ri m e nt s  f o r a d diti o n al  w ell -s p e ci fi e d  a n d  mi s s p e ci fi e d  m o d - 
el s e xt e n d t h e s c o p e of t hi s p a p e r b e y o n d t h e M at ´ e r n -li k e k e r n el s. B ot h t h e t w o 
e sti m at o r s  w o r k  v e r y  w ell  i n t h e w ell -s p e ci fi e d  m o d el s  w e  c o n si d e r; w e  w o ul d  li k e 
t o e x pl o r e t hi s m o r e i n t h e f ut u r e, b ot h t h e o r eti c all y a n d n u m e ri c all y, p ot e nti all y 
i n m or e c o m pl e x m o d el s t h at a r e p r e s e nt i n m a c hi n e l e a r ni n g.  T h e v a ri a n c e a n d 
r o b u st n e s s of t h e e sti m at o r s b e h a v e di ff e r e ntl y f o r t h e mi s s p e ci fi e d m o d el s.  T h e 
v a ri a biliti e s i n r o b u st n e s s a r e i n li n e wit h o u r e x p e ct ati o n si n c e t h e s e e sti m at o r s 
f oll o w f r o m di ff e r e nt  d e ci si o n  r ul e s;  t h e s e r ul e s  c a n  v a r y  c o n si d e r a bl y  i n s e n siti vit y 
t o m o d el mi s m at c h e s of di ff e r e nt ki n d s.  I n p r a cti c e, u s e r s s h o ul d c h o o s e t h e c o r r e ct 
a p p r o a c h t o a v oi d hi g h s e n siti vit y t o li k el y m o d el e r r o r s p r e s e nt.  

A s a s u m m a r y, t hi s p a p e r d e m o n st r at e s s o m e b a si c a s p e ct s of t h e di ff e r e n c e 
b et w e e n B a y e si a n a n d a p p r o xi m ati o n t h e o r eti c a p p r o a c h e s f o r hi e r a r c hi c al l e a r ni n g. 
G e n e r all y,  it i s of  i nt e r e st t o st u d y  E B  a n d  K F  f o r ot h e r  t y p e s of  m o d el s  a n d  t o st u d y 
ot h e r  p a r a m et e r  s el e cti o n  c rit e ri a  b a s e d  o n  t h e t w o p ri n ci pl e s  b e y o n d  E B  a n d  K F, 
s u c h  a s  a  f ull y B a y e si a n  a p p r o a c h  o r  a n ot h e r  c h oi c e  of  d  f o r t h e a p pr o xi m ati o n, a n d 
i d e ntif y t h ei r p r o s a n d c o n s u n d e r di ff e r e nt s c e n a ri o s. W e a r e i nt e r e st e d i n e x pl o ri n g 
t h e t h e o r eti c al a n d p r a cti c al p e rf o r m a n c e of m et h o d s u n d e r s u c h a f r a m e w o r k, a n d 
w e  b eli e v e  t h at a  di v e r sit y  i n s u c h  m et h o d s  will  e n a bl e  u s e r s  t o d e al  wit h  t h e m o d el 
mi s s p e ci fi c ati o n t h at i s t o b e e x p e ct e d i n m a n y a p pli c ati o n s.  

 

6.  A p p e n di x:  P r o of s  

6. 1.  P r o o f  o f  P r o p o si ti o n  2. 1 1 . 

P r o of.  L et  ϕ j(x ) =  (− Δ) − tδ (x  −  x j) a n d  i n p a rti c ul a r  ϕ 0 (x ) =  (− Δ) − tδ (x ). W e  

h a v e  f o r m  ∈  Z d ,  
 

ϕ̂ 0 (m )  =  

 

( 4π 2 ) − t| m | − 2 t, m / =  0 

0 , m  =  0  . 

W e  i nt r o d u c e t h e t r a n sl ati o n o p e r at o r τ j2 − q  w hi c h a ct s o n f u n cti o n  u  : T d  R  a n d 
i s d e fi n e d b y 

(τ j2 − q  u )( x ) =  u (x 1  −  j1 2 − q , x 2  −  j2 2 − q ,... , x d  −  jd 2 − q )  

f o r j =  (j1 , j 2 ,..., jd ) ∈ Z d  a n d  x  =  (x 1 , x 2 ,... , x d ) ∈ R d . T h e n,  f o r j ∈ J q , w e 
h a v e  t h e r el ati o n  δ ( x j) =  τ j2 − q  δ ( ). U si n g  t h e p r o p e rt y  of  t h e F o u ri e r  c o e ffi ci e nt s,  
w e  o bt ai n  

ϕˆ  (m ) =  ϕˆ  (m )e − 2 πi (j2
− q  , m) =  

  
(4 π 2 ) − t|m |− 2 te − 2 π i(j2 − q ,m ),  m  / =  0  

j 0  
0 , m  =  0  . 

B y  d e fi niti o n,  ˆ t, q i s t h e s p a n of s u c h ϕ ˆ j f o r j  J q . H e n c e, f o r a n y g   ˆ t, q , it c a n 
b e w ritt e n a s a li n e a r c o m bi n ati o n of t h e s e f u n cti o n s.  E q ui v al e ntl y, t h e r e e xi st s a 
2 q -p e ri o di c f u n cti o n p s u c h t h at  

 
g (m ) =  

|m | − 2 tp (m ), m  / =  0 

0 , m  =  0  . 

T hi s  gi v e s  t h e d e si r e d  r e p r e s e nt ati o n  of  g . □  
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F 

  

  

≥  

q  

q  

q  

q  

q  

q  M t(m ) 

 

û ( m,  t, q ) =  

q  β ∈ Z  \ {0 } β ∈ Z  \ {0 } 

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 6 1  

6. 2.  P r o o f  o f  T h e o r e m  2. 1 3 . 

P r o of.  B y  P r o p o siti o n  2. 1 1 , t h e r e e xi st s  a  2 q -p e ri o di c  f u n cti o n p 1 (m ) o n  Z d , s u c h  
t h at 

û ( m,  t, q ) =  

  
|m  |− 2 t p 1 (m ),  m  / =  0  

0 , m  =  0  . 

B y  t h e d e fi niti o n of G P R, w e h a v e [u † ( · ) −  u ( · , t, q ), δ ( · −  x j)] = 0 f o r e v e r y d at a 

p oi nt x j. I n t h e F o u ri e r d o m ai n, a c c o r di n g t o t h e c h a r a ct e ri z ati o n of  ˆ t, q , t hi s 
o rt h o g o n alit y l e a d s t o  

( 6. 1) ( û ( m )  −  û ( m,  t, q ))p (m ) =  0  

m ∈ Z d  

f o r p  : Z d →  C b ei n g a n y 2 q -p e ri o di c f u n cti o n.  R e c alli n g D e fi niti o n 2. 1 2 , w e h a v e 

( 6. 2) ( T q û ) ( m )  =    û ( m  + 2 q β ). 

β ∈ Z d  

T h e f a ct t h at t h e a b o v e s u m c o n v e r g e s m a y b e s e e n a s a c o n s e q u e n c e of t h e C a u c h y –  
S c h w a r z  i n e q u alit y a n d  t h e r e g ul a rit y  of  u  ( r e c all  t d/ 2 +  δ ). U si n g  (6. 2)  a n d  t h e 
r e p r e s e nt ati o n  of  û ( m,  t, q ), w e  r ef o r m ul at e  (6. 1)  a s  

m

 

∈ B d  

 
( T q û ) ( m )  −  M  t(m )p 1 (m )

) 
p (m ) = 0  . 

T h e  a b o v e  f o r m ul a h ol d s  f o r a n y  2 q -p e ri o di c  f u n cti o n p . L et  g (m ) =  ( T q û ) ( m )  −  
M  t(m )p 1 (m ), t h e n w e  g et  t h at g  i s a  2 q -p e ri o di c  f u n cti o n o n  Z d  a n d  t h at 

m

 

∈ B d  

 

g (m )p (m ) =  0  

h ol d s  f o r a n y  2 q -p e ri o di c  f u n cti o n p . T hi s  i m pli e s t h at g (m ) =  0.  H e n c e,  w e  g et  

p  (m ) =  
( T q û ) ( m )  

.
 

1  M  t(m ) 

Pl u g gi n g t hi s  e x p r e s si o n  i nt o t h e a b o v e  r e p r e s e nt ati o n  f o r m ul a f o r û ( m,  t, q ) l e a d s 
t o 

0 , if m  =  0   

|m | − 2 t (T q  u ˆ)( m ) 
,  el s e . 

T hi s c o m pl et e s t h e p r o of.  □  

6. 3.  P r o o f  o f  L e m m a  2. 1 5 . 

P r o of.  R e c all  t h e d e fi niti o n  

 
M  t( m ) :=  

   
β ∈ Z d  \ {0 } |2

q β | − 2 t, if m  =  j ·  2 q  f o r s o m e  j ∈  Z d  
q  

β ∈ Z d  |m  +  2 q β | − 2 t,  el s e . 

B e c a u s e  of  t h e p e ri o di cit y  of  M  t, w e  n e e d  o nl y  t o st u d y  m  ∈  B d . W e  s plit  it i nt o 
q  q  

t w o c a s e s.  

( 1)  If m  =  0,  t h e n M  t( m )  =
 

d  
 

 

| 2 q  β | − 2 t =  2 − 2 qt
 

d
 |β | − 2 t ~  

2 − 2 qt . 
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q  

q  

q  

  

q  

∈  

∈  ∈  

  

q  

q  

m  

m  

q  

q  q  β ∈ Z  β ∈ Z  \ {0 } 

q  q  

q → ∞  
m ∈ B d  \ {0 } 

2 5 6 2  YI F A N  C H E N  E T  A L.  

( 2)  If  m  ∈  B d \ {0 }, t h e n M  t(m ) =
 

d  |m + 2 q β | − 2 t =  |m | − 2 t+
 

d  |m  

+ 2 q β | − 2 t. Si n c e  B d  =  [− 2 q − 1 , 2 q − 1  −  1] ⊗ d , e a c h  c o m p o n e nt  of  m  ∈  B d  i s 
b o u n d e d  b y  2 q − 1  i n a m plit u d e,  a n d  t h e r ef o r e e a c h  c o m p o n e nt  of  2 − q m i s 
b o u n d e d b y 1 /2  i n a m plit u d e. S o, it f oll o w s t h at  

β ∈ Z

 

d  \ {0 } 

|m  +  2 q  β | − 2 t =  2 − 2 qt  

β ∈ Z d  \ {0 } 

| 2 − q  m  +  β | − 2 t ~  2 − 2 qt . 

T h e n,  w e  g et  |m | − 2 t ≤ M  t(m ) .: S |m | − 2 t +  2 − 2 qt  .: S |m | − 2 t w h e r e  w e  h a v e 

u s e d  t h e f a ct t h at |m | .: S 2 q . T h e r ef o r e,  it h ol d s  t h at M  t(m ) ~ | m | − 2 t. 

A s  a  b y p r o d u ct  of  t h e a b o v e  p r o of,  w e  al s o  g et  M  t(m ) −  |m | − 2 t ~  2 − 2 qt . □  

6. 4.  P r o o f  o f  L e m m a  2. 1 7 . 

 
Pr o of.  Fi r st,  w e  p r o v e  t h e p oi nt wi s e  c o n v e r g e n c e  (i. e., f o r e a c h  fi x e d  r), t h e n m o v e 
o n t o p r o v e u nif o r m c o n v e r g e n c e.  T o a c hi e v e t hi s, w e c al c ul at e t h e v a ri a n c e:  

 

V a r( α (r,  q )) ~  2 − 2 r q 

m ∈ B d  \ {0 } 

I 2 q  
 

 
 

|m |2 r− 2 d  

I 2 q  
 

 
 

 

F o r  r =  d/ 2,  t h e i nt e g r al gi v e s  l o g( 2q ) =  q  l o g 2;  f o r r / =  d/ 2,  it i s  1   ( 2 q ( 2r − d ) −  1).  
2 r− d  

I n  b ot h  c a s e s,  w e  h a v e  li mq → ∞  V a r( α (r,  q )) =  0.  T h u s,  α (r,  q ) c o n v e r g e s  i n L 2  t o 
t h e li mit of  it s e x p e ct ati o n,  w hi c h  w e  m a y  c al c ul at e  a s  f oll o w s: 

 
li m E α (r,  q ) =  li m ( 2 − q  ) d |2 − q  m | r − d  =  

I
 

 
 

|y | r − d  d y  :=  γ (r ) >  0 . 

H e n c e,  w e g et li m q → ∞  α (r,  q ) = γ (r) > 0 i n L 2  f o r e v e r y r  [e,  1 / e], a n d t h e c o n v e r- 

g e n c e  al s o  h ol d s  i n p r o b a bilit y.  W e  m a y  n o w  p r o c e e d  t o s h o w  u nif o r m  c o n v e r g e n c e. 
W e  r el y  o n  E x e r ci s e  3. 2. 3  i n [ 3 8]. B a s e d  o n  t h at, it s u ffi c e s  t o p r o v e  α (r,  q ) i s u ni - 
f o r ml y Li p s c hit z c o nti n u o u s a s a f u n cti o n of r f o r q  N . Pi c k a n y r 1 , r 2  [e,  1 / e], 
t h e n 

 

|α (r 1 , q ) −  α (r 2 , q )| 

=  

m ∈ B d  \ {0 } 

≤  

m ∈ B

 

d  \{0 } 

2 − q d |( |2 − q m |r 1 − d  −  |2 − q m | r 2 − d )| 

2 − q d |r 1  −  r 2 |(|2 − q m |  − d  +  |2 − q m | 1 /  − d )| l o g( 2− q m )|ξ 2  , 

 

w h e r e  i n t h e l a st st e p  w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at ||2 − q m |r 1 − d  −  |2 − q m | r 2 − d | =  
||2 − q m | η − d  l o g( 2− q m )(r 1  −  r 2 )| f o r s o m e η  t h at li e s b et w e e n r 1  a n d r 2 , a n d w e u s e 
t h e b o u n d r 1 , r 2  ∈  [e,  1 / e]. N o w, w e d e fi n e t h e r a n d o m s e ri e s:  

L (q ) :=  2 − q d  
 

(|2 − q m |  − d  +  |2 − q m | 1 /  − d )| l o g( 2− q m )|ξ 2  . 

m ∈ B d  \ {0 } 

q  

1  

x 2 r − d − 1  d x.  

1  

.: S 2 − 2 r q  x 2 r − 2 d + d − 1  d x  =  2 − 2 r q  

q → ∞  [− 1 / 2 ,1 / 2] d  
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(I
− q d  

I
− q d  

q  

I 

∞  ∞  

∈  
| −  | 

q  

q  

m ∈ B d  \ {0 } 

2  q d  (t  d  d  1 ) d t 2  

(|L (q ) −  L  | ≥  e  ) ≤  
(e / ) 2  <  ∞  . 

q = 1  q = 1  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 6 3  

W e  c al c ul at e it s  v a ri a n c e  a s  f oll o w s: 

V a r( L (q )) ~  2 − 2 d q  
 
 

 
 

 

(|2 − q  m | 2  − 2 d  +  |2 − q  m | 2 /  − 2 d ) l o g2  |2 − q  m | 

.: S 
1  

2  
2 − q  

t2  − 2 d + d − 1  l o g2  t d t +  
1  

 
2 − q  

t2 / − 2 d + d − 1  l o g2  t d t 

1  

=  2  
2 − q  

(t2  − d − 1  +  t2 /  − d − 1  ) l o g2  
 

t d t 

.: S −  

I 1  
−  −  −  −  .: S −  

 

T h e  l a st t e r m will  g o  t o 0  a s  q  g o e s  t o i n fi nit y. T h u s,  L (q ) c o n v e r g e s  i n L 2  ( a n d 
t h u s i n p r o b a bilit y) t o L ∗  = li m q → ∞  E L (q ), w hi c h i s  

li m E L (q ) =  li m 2 − q d  
 

(|2 − q m |  − d  +  |2 − q m | 1 /  − d ) l o g2  |2 − q m | 
q → ∞  q → ∞  

=  

I 
m ∈ B d  \ {0 } 

(|y |  − d  +  |y | 1 / − d ) l o g2  |y | d y  
[− 1 / 2 ,1 / 2] d  

.: S 
[− 1 / 2 ,1 / 2] d  

(|y |  / 2 − d  +  | y | 1 / ( 2 )− d ) d y  <  ∞  . 

U si n g  M a r k o v’ s i n e q u alit y w e d e d u c e t h at, f o r  a n y  e /  >  0,  it h ol d s t h at 

P  ∗  / E |L (q ) −  L ∗ |2  2 − q   

 

 
T h u s,  

(|L (q ) −  L  | ≥  e  ) ≤  (e / )2  
≤  

(e / ) 2  
.
 

   
P  ∗  /  

  2 − q  

 

F r o m  t h e B o r el-C a nt elli l e m m a it f oll o w s t h at li m q → ∞  L (q ) =  L ∗  al m o st s u r el y, a n d 
t h e r ef o r e L (q ) i s b o u n d e d  u nif o r ml y  f o r q  al m o st  s u r el y.  Si n c e  |α (r 1 , q ) −  α (r 2 , q ) | ≤ 
L (q ) r 1  r 2  , it f oll o w s t h at α (r,  q ) i s u nif o r ml y Li p s c hit z c o nti n u o u s a s a f u n cti o n  
of  r f o r q   N . I n v o ki n g  E x e r ci s e  3. 2. 3  i n [ 3 8] c o n cl u d e s  t hi s c a s e.  

F o r  t h e c a s e r = 0,  w e  f oll o w t h e s a m e st r at e g y a s  i n t h e p r e vi o u s c a s e.  Fi r st, 
w e c al c ul at e t h e c o r r e s p o n di n g v a ri a n c e:  

 1  
V a r( α ( 0, q )) ~  

q 2
 

m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m |− 2 d  

.: S 1  
I 2 q

 

x − 2 d + d − 1  d x  .: S 
 1  

, 
q 2   

1  q 2  
 

w h e r e  t h e l a st t e r m g o e s  t o 0  a s  q g o e s  t o i n fi nit y. T h e n, w e  c al c ul at e  t h e e x p e ct a - 
ti o n: 

E α ( 0, q ) =  
1
 

q  
m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m |− d . 

q  

I 

2 − q  

1  +  t1 /  q  . 
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−  −  

−  ≥  

  

  

 
I y   δ (x  −  x   )Ij

 j 

 
=  Iw I =  ( 4π  ) 2 t 2  

  

q  

 
−M  (m )|g (m )| �  2  

q  

q → ∞  q  
m ∈ B d  \ {0 } 

q → ∞  
m ∈  d  \  d  

q → ∞  
d  d  

=   s u p  i nf 
 j∈ J q  j ∈ J q − 1  − t 

.
 

I 

2 5 6 4  YI F A N  C H E N  E T  A L.  

 

T h e li mit  w h e n q  → ∞  i s i d e nti fi e d t h r o u g h t h e f oll o wi n g c al c ul ati o n s:  

1  
li m |m | − d  =  li m |m |− d

 

q  B
q + 1  

B q  

=  li m 2 − q d  
 
 |2 − q  m |− d  

m ∈ B q + 1  \ B q  

=  |x | − d  d x  < ∞ ; 
[− 1 ,1] d  \ [− 1 / 2 ,1 / 2] d  

h e r e  w e  h a v e  u s e d  t h e d e fi niti o n  of  t h e Ri e m a n n  i nt e g r al. Fi n all y,  w e  c o n cl u d e  t h at 
li mq → ∞  α ( 0, q ) =  γ ( 0) i n p r o b a bilit y  f o r γ ( 0) ∈  ( 0, ∞ ). □  

6. 5.  P r o o f  o f  P r o p o si ti o n  2. 1 8 . 

P r o of.  Fi r st,  w e  h a v e  t h e r el ati o n  

l o g d et  K (t, q ) =  l o g d et  K (t, q  −  1)  +  l o g d et( K (t, q )/ K(t, q  −  1)) , 

w h e r e  K (t, q )/ K(t, q   1)  i s t h e S c h u r  c o m pl e m e nt  of  K (t, q   1)  i n K (t, q ). D u e 
t o t h e v a ri ati o n al p r o p e rt y of t h e S c h u r c o m pl e m e nt ( s e e L e m m a 1 3. 2 4 i n [ 2 4]), 

t h e s m all e st a n d l a r g e st ei g e n v al u e s of K (t, q )/ K(t, q  −  1) s ati sf y (i n t h e d u al n o r m  
I ·  I− t) 

I
 

y jδ (x  −  x j)I2  

λ mi n  (K (t, q )/ K(t, q  1))  i nf 
y ∈ R | J q  | 

 j∈ J q  − t 
, a n d

 

|y | 2  

( 6. 3) λ m a x (K (t, q )/ K(t, q  −  1))  

I
  

y jδ (x  −  x j) −
   

, z j, δ (x  −  x j, )I 

y ∈ R | J q  |  z ∈ R | J q − 1  |  |y | 2  

T h e s e  t w o f o r m ul a e will  b e  c r u ci al  i n t h e s u b s e q u e nt  a n al y si s.  W e  st a rt  b y  e sti - 
m ati n g  t h e s m all e st  a n d  l a r g e st ei g e n v al u e s  of  t h e S c h u r  c o m pl e m e nt.  L et  w  =  

(− Δ) − t
  

j∈ J  

( 6. 4) 

y jδ (x  −  x j), w h o s e  F o u ri e r  c o e ffi ci e nt s  ar e  

ŵ ( m )  =  
0 , if m = 0 

( 4π 2 ) − t| m | − 2 tg (m ), el s e , 

w h e r e  t h e f u n cti o n g (m ) i s d e fi n e d  b y  

( 6. 5) g (m ) =  y j e x p( 2 πi (j2 − q , m )). 
j∈ J q  

F o r  t h e s m all e st ei g e n v al u e, w e  w rit e  

2  
− t 

j∈ J q  

2  2  t 
t 

m ∈ Z d  \ {0 } 

=  ( 4π 2 ) − t 
 
 

|m | | ŵ ( m ) |  

|m |− 2 t|g (m )| 2 . 

 
N oti c e  t h at 

 
 

m ∈

 

Z d  \ {0 } 

 
|m | − 2 t|g (m )| 2  =  

m ∈ B d  

m ∈ Z d  \ {0 } 

 
t 2  2 t q 
q  

m ∈ B d  

 

|g (m )| 

2  

q  

2  
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q  

  

q  

  

q  

q d  2  

2  2  

 
ŵ ( m ) ,  if m  ∈  B  

q − 1  

t 

t 

t 

∈  

⎝  
    

∈  

q  

⎝
   

M  (m )|g (m )| −  

∈  
  

q  

, m ) =  
m ∈ B d  

q  q − 1  

q  q  q − 1  

j∈ J q  l∈ J q  

q  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 6 5  

a n d  

m

 

∈ B d  

 
|g (m )| 2  =  

m ∈ B d  

=  
  

 
| y j e x p( 2 πi (j2 − q , m )|2  

j∈ J q  
     

y jy l e x p( 2 πi ((j −  l) 2 − q , m ) 

( 6. 6) m ∈ B d  j∈ J q  l∈ J q  

=
      

y jy l

 
 

 

e x p( 2 πi ((j −  l) 2 − q , m ) 

~  2  |y | . 
I n  t h e l a st li n e w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at 

− q  
 

0 , if j −  l / =  0  

 

T h u s, c o m bi ni n g  t h e a b o v e  r e s ult s, w e  o bt ai n  t h e b o u n d  o n  t h e s m all e st  ei g e n v al u e  

λ mi n (K (t, q )/ K(t, q  −  1))  �  2 − q ( 2t− d ). 

W e  t h e n m o v e  t o c o n si d e r  t h e l a r g e st ei g e n v al u e.  Fi r st,  n oti c e  t h at 

i nf 
z ∈ R | J q − 1  |  

I
   

y jδ (x  −  x j) −
 
 z j, δ (x  −  x j, )I− t =  i nf 

v ∈ F t, q− 1  
Iw  −  v It . 

j∈ J q  j,∈ J q − 1  

N at u r all y,  o n e  c a n  e x p r e s s  t h e o pti m al  v  i n t h e a b o v e  v a ri ati o n al  f o r m ul ati o n u si n g 
t h e F o u ri e r  s e ri e s  r e p r e s e nt ati o n  e x pl ai n e d  b ef o r e.  H o w e v e r,  t hi s will  l e a d t o m a n y 
i nt e r a cti o n s b et w e e n  di ff e r e nt  f r e q u e n ci e s. T o  m a k e  t h e a n al y si s  cl e a n e r,  w e  a d o pt 
a n ot h e r  st r at e g y.  W e  fi r st  a p p r o xi m at e t h e  f u n cti o n w b y  a  b a n d -li mit e d f u n cti o n, 
w h o s e p r oj e cti o n i nt o F t, q− 1  will b e m o r e c o n ci s e. P r e ci s el y, d e fi n e a b a n d li mit e d 
v e r si o n of w , w ritt e n a s w h , b y 

 
( 6. 7) 

 
ŵ h (m )  =  

d  
q − 1  

0 , if m  ∈  (B d  

 

)c . 

T o e sti m at e  i nfv ∈ F  
 
t, q− 1  Iw  −  v I2 , w e f oll o w  t h e t w o st e p s  b el o w:  

St e p  1 . W e  p r o v e  Iw  −  w h I2  .: S 2 − q (2 t− d )|y |2 . L et  u s  c al c ul at e  t h e q u a ntit y  di r e ctl y:  

Iw  −  w h I2  =  ( 4π 2 ) − t 
 

|m | − 2 t|g (m )| 2
 

m  (B d   )c  q − 1  

=  (4 π 2 ) − t 

⎛

 

m ∈ Z d  \ {0 } 

|m | − 2 t|g (m )| 2  −  
m  B d  q − 1  

| m | − 2 t | g ( m ) | 2

⎞

⎠  

=  (4 π 2 ) − t 

⎛

 

m ∈ B d  

t 2  
q  

m  B d  
q − 1  

| m | − 2 t | g ( m ) | 2

⎞

⎠  

.: S 2 − 2 qt  

m ∈ B d  

|g ( m ) | 2  .: S 2 − q (2 t− d )|y |2 . 

H e r e  w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at M  t(m ) −  |m | − 2 t .: S 2 − 2 qt  f o r m  ∈  B d  a n d  

M  t(m ) .: S 2 − 2 qt  f o r m  ∈  B d \ B d   , a c c o r di n g  t o t h e r e s ult s  i n L e m m a  2. 1 5.  I n  t h e 
l a st li n e, t h e b o u n d ( 6. 6) i s a p pli e d.  

q  

q  

m ∈ B d  

m ∈ B d  

e x p( 2 πi ((j −  l) 2 
1  ~  2 q d ,  if j −  l =  0  . 
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t 

2  

2 t 2  

∈  

∈  

 

∈

 (   

 

∈

 
2  

q − 1  

q − 1  

∈  

∈  

∈  

∈  
  

∈  

M  t 
q − 1  

(m ) 
m  (B d  

q − 1  

M  t 
q − 1  

(m ) 

1  −  
M  t

 

q − 1  

m  (B d  
q − 1  

M  t 
q − 1  

(m ) 

M  t 
q − 1  

(m ) M  t 
q − 1  

(m ) 

=  (M q − 1 (m ) −  |m | 
\ {0 } 

)| (m )  
|
 

(M q − 1 (m ) −  |m | 
\ {0 } 

(m ) 
|
 

m  B d  
q − 1  

2 5 6 6  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

St e p  2 . W e  p r o v e  i nfv ∈ F  
 
t, q− 1  

Iw h  −  v I2  .: S 2 − q (2 t− d )|y |2 . B a s e d  o n  T h e o r e m  2. 1 3,  
w e  k n o w  t h e o pti m al  v f o r t hi s v a ri ati o n al  p r o bl e m  h a s  t h e F o u ri e r  c o e ffi ci e nt s  

0 , if m  =  0   
| m | − 2 t (T q − 1  w ˆ h )(m ) 

, el s e . 
M t 

q − 1  (m ) 

T h e n,  u si n g  t h e F o u ri e r  r e p r e s e nt ati o n  of  t h e n o r m,  w e  g et  

Iw h  −  v It 

~  

m ∈

 

Z d  \ {0 } 

=  
  

 

|m | | ŵ h ( m )  −  v ˆ( m )| 

|m | − 2 t|g (m ) −  
( T q − 1 ŵ h ) ( m )  

| 2  +  
 
 

 

 

 
|m | − 2 t |

( T q − 1 ŵ h )( m ) 
|2 .

 

 

 

F o r  t h e fi r st  t e r m, si n c e  w h  i s b a n d -li mit e d, w e  k n o w  if m  ∈  B d   \ {0 }, t h e n 

( T q − 1 ŵ h ) ( m )  =  |m | − 2 t g (m ). T h u s,  w e  c a n  w rit e  t hi s t e r m a s  
q − 1  

− 2 t 2
( |m | − 2 t  2  

 
 

 
 

=  |m |− 2 t|g (m )| 2
 

t 
q − 1  (m ) −  |m | − 2 t  2  

 
 

(a ) 

.: S 

 

m  B d  
q − 1  

 
 
 
m  B d  

q − 1  

\ {0 } 

 
\ {0 } 

 
|m | 

 
− 2 t 

 
|g (m )| 

M  t 
q − 1  

2  2 − 4 t q 

|m |− 4 t 

(m ) 

(b ) 

.: S 

 

 
m  B d  

q − 1  

 
 
\ {0 } 

2 − 2 t q |g (m )| .: S 2 − q ( 2t− d ) |y | , 

w h e r e  i n (a ), w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at M  t 
q − 1  (m )− | m | − 2 t ~  2 − 2 t q a n d  M  t (m ) ~  

|m | − 2 t f o r m  ∈  B d  \ {0 } b a s e d  o n  L e m m a  2. 1 5.  I n  (b ), w e  h a v e  u s e d  |m | .: S 2 q . 
T h e  l a st i n e q u alit y i s o bt ai n e d b y  r e c alli n g  (6. 6).  

F o r  t h e s e c o n d  t e r m, w e  w rit e  

|m | − 2 t |
( T q − 1 ŵ h )( m )  

|2  

 

=  
 

|m | − 2 t |
( T q − 1 ŵ h )( m )  

| 2  −  
  

 

  

|m | − 2 t |
( T q − 1 ŵ h )( m )  

|2  

(c ) t − 2 t ( T q − 1 ŵ h ) ( m )  2  

  
t − 2 t |m | − 2 tg (m ) 2  

 

 
 

 
.: S 2 − 2 t q 

m  B d  
q − 1  

 
\ {0 } 

|g ( m ) | 2  .: S 2 − q (2 t− d )|y |2 , 

w h e r e  i n (c ), w e  h a v e  u s e d  t h e p e ri o di cit y  of  t h e f u n cti o n (T q − 1  w ˆ h )(m ) 
. 

M t 
q − 1  (m ) 

m  B d  
q − 1  

M  t 
q − 1  m  B d  

q − 1  

m  B d  
q − 1  m ∈ Z d  \ {0 } 

)c  

(m ) 

)c  
∈  

 

vˆ( m ) =  

∈  

( M  

\ {0 } 

m  B d  
q − 1  \ {0 } 

|m | |g (m )| 

\ {0 } 

=  )| M  t 
q − 1  

2  
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t 

�  −  �  
−  

k = 1  

~  −  ~  −  

  

q  

q  

  

q  

q  

q  
q  

t 

q  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 6 7  

N o w, c o m bi ni n g  St e p s  1 a n d  2 l e a d s t o t h e c o n cl u si o n  

i nf 
v ∈ F t, q− 1  

a n d  i n p a rti c ul a r,  it i m pli e s 

Iw  −  v I2  .: S 2 − q (2 t− d )|y |2 , 

λ m a x (K (t, q )/ K(t, q  −  1))  .: S 2 − q ( 2t− d ). 

A s  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e u p p e r  a n d  l o w e r b o u n d s  f o r t h e ei g e n v al u e s  of  t h e m at ri x 
K (t, q )/ K(t, q  1),  w e  d e d u c e  t h at t h e y a r e  all  o n  t h e s c al e  of  2 − q ( 2t− d ). L et  C 
b e  a  c o n st a nt  i n d e p e n d e nt of  t, q  s u c h  t h at C − 1 2 − q ( 2t− d ) K (t, q )/ K(t, q  1) 

C 2 − q ( 2t− d ). T h e n,  

( 2 q d  −  2 (q − 1) d )(( 2t −  d )(− q ) l o g 2  −  C ) ≤  l o g d et  K (t, q )/ K(t, q  −  1)  

≤  ( 2 q d  −  2 (q − 1) d )(( 2t −  d )(− q ) l o g 2 +  C ). 

U si n g  t h e i m pli e d b o u n d s  o n  t h e r e c u r si o n  r el ati o n,  w e  g et  

( 2t −  d )g 1 (q ) −  C g 2 (q ) + K (t, 0)  ≤  l o g d et  K (t, q ) ≤  ( 2t −  d )g 1 (q ) + C g 2 (q ) + K (t, 0) , 

w h e r e  g 1 (q ) =
  q  

( 2 k d − 2 (k − 1) d )(− k  l o g 2) a n d  g 2 (q ) =  ( 2 q d − 1)( 2 t− d ). S u m mi n g  
t h e s e ri e s  i n g 1 (q ) l e a d s t o g 1 (q )   q 2 q d  l o g 2    q 2 q d . T h e  p r o of  of  P r o p o siti o n  
2. 1 8  i s c o m pl et e d.  

R e m a r k 6. 1 . T h e a b o v e t e c h ni q u e of u si n g t h e S c h u r c o m pl e m e nt s i s q uit e g e n - 
e r al a n d c o ul d b e p ot e nti all y a p pli e d t o ot h e r o p e r at o r s s u c h a s h et e r o g e n e o u s 
L a pl a ci a n s;  s e e  [ 2 4]. H o w e v e r,  f o r t h e h o m o g e n e o u s  L a pl a ci a n  o n  t h e t o r u s i n t hi s 
p a p e r, w e m a y al s o p r o v e t h e r e s ult vi a a si m pl e r a p p r o a c h.  T h e k e y o b s e r v ati o n 
i s t h at t h e r e i s a n e x pli cit f o r m ul a f o r t h e s p e ct r u m of K (t, q ), a s al s o e x pl oit e d i n 
[ 3 3, S e c.  6. 7].  I n d e e d, u si n g  t h e f o r m ul a f o r t h e s p e ct r u m  gi v e n  i n L e m m a  6. 2,  w e  
g et  

l o g d et  K (t, q ) =   

m ∈ B d  

l o g
 

2 q d ( 4π 2 ) − tM  t(m )
)
 

=  q d 2 q d  l o g 2  −  2 q d t l o g( 4π 2 ) +  

m ∈ B d  

l o g M  t(m ). 

B y  L e m m a  2. 1 5,  it h ol d s  t h at 

 
M  t( m ) ~  

 

2 − 2 qt , if m  =  0  

|m | − 2 t, if m  ∈  B d \ {0 }. 

T h at  i s, t h e r e e xi st s  a  c o n st a nt  C  i n d e p e n d e nt of  t s u c h  t h at 

− 2 t l o g | m | −  l o g C  ≤  l o g M q  (m ) ≤  − 2 t l o g |m | +  l o g C  

f o r m  ∈  B d \ {0 }, a n d  − 2 qt  l o g 2  −  l o g C  ≤  l o g M  t( 0) ≤  − 2 qt  l o g 2 +  l o g C . Si n c e  
q  

 
 

 
m ∈

 

B d  \ {0 } 

 
2 q  

l o g | m | ~  
 

q  

 

r d − 1  l o g r d r ~  q 2 q d , 

a n d  2 q d  =  o (q 2 q d ), w e  g et  

− ( 2t −  d )q 2 q d  −  C 2 q d  .: S l o g d et  K (t, q ) .: S − ( 2t −  d )q 2 q d  +  C 2 q d . 

T hi s  c o m pl et e s  t h e alt e r n ati v e  p r o of  of  P r o p o siti o n  2. 1 8.  □  

0  

  

I 
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1

   

2

  

1  2  

4  1  

q  q  

q  

q  

q  

q  

q  

q  

q  

t 

    

         
            

q  
  

∈  \ { } 

−  ≤  
1  

q  m  

q  
ξ 0  +  

q  
2  m  

m ∈ B d  

2 5 6 8  YI F A N  C H E N  E T  A L.  

 
L e m m a  6. 2.  T h e  ei g e n v al u e s  of  K (t, q ) a r e  2 q d ( 4π 2 ) − tM  t(m ) f o r m  ∈  B d , w h er e  

q  q  
q d  

M  t(m ) i s d e fi n e d  i n ( 2. 1 2) , wit h  t h e c o r r e s p o n di n g  ei g e nf u n cti o n s  φ m (X  ) ∈  R 2   . 

Pr o of.  W e  c a n  p r o v e  t hi s cl ai m  u si n g  M e r c e r’ s  d e c o m p o siti o n  a s  f oll o w s. Fi r st,  f or 

x i, x j ∈  X q , it h ol d s  t h at 

K (t, q ) i,j =  
 

(4 π 2 ) − t |m |− 2 tφ m (x i)φ ∗
m (x j) 

m ∈ Z d  \ {0 } 

=
    

( 4π 2 ) − tM  t( m )φ m ( x i)φ ∗  (x j), 

w h e r e  w e  h a v e u s e d  t h e f a ct t h at φ m + 2 q β  (x i) =  φ m (x i) f o r a n y  β ∈  Z d  a n d  x i ∈  X q . 
T h u s,  f o r e v e r y n  ∈  B d , w e g et 

K (t, q )i,jφ n (x j) =
    

( 4π 2 ) − tM  t(m )φ m (x i)
    

φ ∗
m (x j)φ n (x j)  

x j ∈ X q  m ∈ B d  x j ∈ X q  

=
    

( 4π 2 ) − tM  t(m )φ m (x i) 2 q d δ m n  

m ∈ B d  

=  2 q d ( 4π 2 ) − tM  t(m )φ n (x i), 

w h e r e  i n t h e s e c o n d  e q u alit y  w e  u s e d  t h e p r o p e rt y  of  F o u ri e r  s e ri e s.  T hi s  i m pli e s 

φ n (X q ) i s a n  ei g e nf u n cti o n.  T h e  p r o of  of  t h e l e m m a i s c o m pl et e d.  □  

6. 6.  P r o o f  o f  T h e o r e m  2. 1 9 . 
 
Pr o of.  R e c all  t h e d e fi niti o n,  

s E B (q ) =  a r g mi n  L E B (t, q ) :=  Iu ( · , t, q )I2  + l o g  d et  K (t, q ). 
t 

D e fi n e  a  r e s c al e d  v e r si o n  of  t h e l o s s f u n cti o n b y  

L̃ E B  (t, q ) =  
  1   

L E B (t, q ) =  
  1   

Iu ( · , t, q )I2  +  
  1   

l o g d et  K (t, q ) . 

|g 1 (q )| |g 1 (q )|    |g 1 (q )|  
 

 

W e  n ot e  t h at b y  P r o p o siti o n  2. 1 8,  w e  h a v e  |g 1 (q )| ∼ q 2 q d . N o w,  w e  e sti m at e  t h e 

g r o wt h  r at e  of  a n d  s e p a r at el y.  F r o m  P r o p o siti o n s  2. 1 6  a n d  2. 1 8 , w e  g et  

~  
1
2 − q ( 2s − 2 t+ d ) 2  1  − q ( 2s − 2 t) 

 
2 − q ( 2t− 2 s + d )|m | 2 t− 2 s ξ 2  , 

  

3

   m  B d   0  
   

4

   

a n d  f o r t h e l o g d et  p a rt,  it h ol d s  t h at 

d  2 t +  
− C g 2 (q ) + K (t, 0)  

|g 1 (q )| 

 
 

C g 2 ( q ) +  K (t, 0)  
≤  d  −  2 t +  

|g  (q )| 
. 

f oll o w s t h at li mq → ∞  2  =  d  −  2 t. T h u s,  o u r  r e m ai ni n g  t a s k i s t o a n al y z e  t e r m s 

, i n . W e  s plit  t h e p r o bl e m  i nt o f o u r c a s e s.  

1  

2  

It 

3  

t 
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q  

−  −  

−   ≥   ≥   −  −  ≥  

q  

m  

q  

m  

−  
E B  

∈  −  

1  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 6 9  

C a s e  1  (t =  s ). It  i s e a s y  t o s e e  li mq → ∞  =  0  a n d  

=  
1
2 − q d  

q  
m ∈ B d  \ {0 } 

2  =  α (d,  q ), 
m  q  

s o t h at li m q → ∞  4  =  0.  H e r e w e u s e t h e d e fi niti o n of α i n L e m m a 2. 1 7.  T h e r ef o r e, 

li mq → ∞  L̃ E B ( s,  q ) = d −  2 s. 

C a s e  2  ( 1 / δ ≥  t ≥  s +  e ). W e  h a v e  3  ≥  0.  T h e  t e r m 
1  

c a n  b e  w ritt e n  a s  

=  
q 2 − q ( 2t− 2 s ) α ( 2t −  2 s  +  d,  q ), 

w h e r e w e r e c all t h e d e fi niti o n of t h e f u n cti o n α i n L e m m a 2. 1 7.  A c c o r di n g t o t hi s 
l e m m a, w e g et t h e u nif o r m c o n v e r g e n c e 

li m α ( 2t 2 s  +  d,  q ) =  γ( 2t 2 s  +  d ) >  0  
q → ∞  

i n p r o b a bilit y.  I n t h e m e a nti m e, li m q → ∞  q 2 − q ( 2t− 2 s ) = 0.  S o, li m q → ∞  4  = ∞  i n 

p r o b a bilit y,  a n d  u nif o r ml y  i n 1 / δ ≥  t ≥  s + e . I n t e r m s of  L̃ E B ( t, q ), t hi s c o r r e s p o n d s 

t o li mq → ∞  L̃ E B ( t, q ) = ∞ . 

C a s e  3  (s  e   t  s  d/ 2 +  e ). I n t hi s c a s e,  2 t  2 s +  d   e  s o  L e m m a  2. 1 7  c a n 
b e a p pli e d.  W e w rit e t h e t e r m  

2 − q ( 2s − 2 t) 

=  
q  

α ( 2t −  2 s  +  d,  q ). 

T hi s  will  c o n v e r g e  t o 0  a s  q  g o e s  t o i n fi nit y, si n c e  li mq → ∞  2 − q ( 2s − 2 t)  
 

q  
=  0  a n d  

li mq → ∞  α ( 2t −  2 s + d,  q ) =  γ ( 2t −  2 s + d ) ∈ ( 0, ∞ ). T h e  t e r m 3  al s o  c o n - 

v e r g e s  t o 0.  T h u s, li m q → ∞  L̃ E B ( t, q )  = d  −  2 t i n p r o b a bilit y, a n d u nif o r ml y f o r 
s −  e ≥ t ≥ s −  d/ 2 + e . 

C a s e  4  (s −  d/ 2 +  e  ≥  t ≥  d/ 2 +  δ ). W e  still  h a v e  t h at 
, w e  h a v e  

c o n v e r g e s  t o 0.  F o r  t e r m 

2 − q d  
=  

q  
m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m | 2 t− 2 s  ξ 2  ≤  
2 − q d  

 
 

q  
m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m | 2( s − d / 2 +  )− 2 s  
 
ξ 2  , 

w h e r e  w e  h a v e  u s e d  t h e m o n ot o ni cit y  of  t h e f u n cti o n |m | 2 t− 2 s wit h  r e s p e ct  t o t. 
T h e n,  it r e d u c e s t o t h e c a s e t =  s −  d/ 2  +  δ , w hi c h i s c o v e r e d b y C a s e 3 . H e n c e, 
w e  h a v e  li mq → ∞  4  =  0 u nif o r ml y f o r s  −  d/ 2 +  δ ≥  t ≥  d/ 2 +  δ . T h e r ef o r e, w e g et 

li mq → ∞  L̃ E B ( t, q ) =  d − 2 t i n p r o b a bilit y,  a n d  u nif o r ml y  f o r s− d/ 2 + δ  ≥  t ≥  d/ 2 + δ . 

L et u s m a k e a s u m m a r y of t h e a r g u m e nt s a b o v e.  W e h a v e e st a bli s h e d t h at, 
f o r a n y s m all e  > 0, li m q → ∞  L̃ E B ( t, q )  = ∞ u nif o r ml y f o r 1 / δ ≥ t ≥ s +  e , a n d 

li mq → ∞  L̃ E B ( t, q ) =  d − 2 t u nif o r ml y  f o r s− e  ≥  t ≥  d/ 2 + δ , a n d  li mq → ∞  L̃ E B ( s,  q ) = 
d  2 s . All t h e c o n v e r g e n c e i s i n p r o b a bilit y.  N ot e t h at s  i s t h e mi ni mi z e r of 

L E B (t, q ), h e n c e  al s o  of  L̃ E B ( t, q ). T h e  a b o v e  c o n v e r g e n c e  r e s ult s  f o r L̃ E B ( t, q ) i m pl y 
t h at s E M   (s e,  s +  e ) wit h  p r o b a bilit y  1  a s  q  g o e s  t o i n fi nit y, f o r a n y  e  >  0.  T h u s,  
w e  m u st  h a v e  

li m s E B (q ) =  s. 
q → ∞  

T h e  p r o of  i s c o m pl et e.  □  

3  

4  

4  

4  

4  

3  

4  

4  

ξ  
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q  

q − 1  

2  

2  

q  
q  

q  
q  

q  

  

2  

q  

∼  N  −  ∼  N  | | 

q − 1  

q  

q  q − 1  

M  t(m ) M  t 
q − 1  

(m ) 
q  

M  t 
q − 1  l∈ Z d  \ {0 } 

q  

  

2 5 7 0  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

6. 7.  P r o o f  o f  P r o p o si ti o n  2. 2 1 . 
 

P r o of.  I n  o r d e r  t o w rit e  t h e i nt e r a cti o n t e r m s a s  a  r a n d o m  s e ri e s  wit h  s o m e  d e si r e d 
i n d e p e n d e n c e p att e r n  f o r t h e r a n d o m v a ri a bl e s  i n v ol v e d, w e n e e d t o  c o n si d e r t h e 

g e o m et r y  of  t h e l atti c e c a r ef ull y.  W e  i nt r o d u c e a n ot h e r  s et  S q  :=  {m  ∈  Z  : − 2 q − 2  ≤  

m  ≤  3  ×  2 q − 2  −  1 } a n d  l et S d  =  S q  ⊗  S q  ⊗  · · ·  ⊗  S q  d e n ot e  t h e t e n s o r p r o d u ct  of  d  
m ulti pl e s  of  S q . T h e  s et  S q  i s a  s hift  of  B q , a n d  S d  i s a  s hift  of  B d . 

D e fi n e  t h e s et  B d  
q − 1  

q  

+  2 q − 1 k :=  {m  +  2 q − 1 k  : m  ∈  B d  

q  

} f o r k  ∈  Z d . W e  h a v e  
t h e r el ati o n  

S d  =
    

(B d  +  2 q − 1 k ), 
 

 
w h e r e  Z d  =  {0 , 1 }d . N ot e  t h at f o r k 1  / =  k 2 , t h e i nt e r s e cti o n b et w e e n  B d  +  2 q − 1 k 1

 
2  

a n d  B d  +  2 q − 1 k 2  i s e m pt y.  
q − 1  

q − 1  

U si n g  (2. 1 3)  a n d  t h e p e ri o di cit y  of  t h e f u n cti o n s i n v ol v e d, w e  g et  
 

Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) It 

 
=( 4 π 2 ) t 

 
M  t(m ) 

( 
T q û (m ) 

−
 

 

T q − 1  û ( m )
 2

 

q  

m ∈ B d  

M  t(m ) M  t 
q − 1  

(m ) 

 
=( 4 π 2 ) t 

 
M  t(m ) 

( 
T q û ( m ) 

−
 

 

T q − 1  û ( m )
 2

 

q  

m ∈ S d  
M  t(m ) M  t 

q − 1  
(m ) 

 
=( 4 π 2 ) t 

 
M  t(m ) 

( 
T q û ( m ) 

−
 

 

T q − 1  
û ( m )  

2
 
. 

k ∈ Z d  m ∈ (B d  
q  

+ 2 q − 1k ) M  t(m ) M  t q − 1  (m ) 
2  q − 1  

 

R e c all  t h e r el ati o n   
T q − 1 û ( m )  =  T q û ( m  +  2 q − 1 l), 

l∈ Z d
 

 

b a s e d  o n  w hi c h  w e  g et  
 

T q û ( m )  
−  

T q − 1 û (m ) 

M  t(m ) M  t 
q − 1  

(m ) 
 1    1    1   

=(  −  )T  û ( m )  −  T  û ( m  +  2 q − 1 l). 
 

 

 

Si n c e  u †  ( 0, ( Δ) − s ), it h ol d s  û ( m )  ( 0, ( 4π 2 ) − s  m − 2 s ). M o r e o v e r,  f o r 
di ff e r e nt  m , t h e s e G a u s si a n  r a n d o m  v a ri a bl e s  a r e  i n d e p e n d e nt f r o m e a c h  ot h e r.  

T h u s,  f o r a  fi x e d  k  a n d  f o r m  ∈  (B d  +  2 q − 1 k ), t h e G a u s si a n  r a n d o m  v a ri a bl e s  
 

T q û ( m )  
−  

T q − 1 û (m ) 

M  t(m ) M  t 
q − 1  

(m ) 

2  
q  

k ∈ Z d  
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q − 1  

q  

( ⎦ 

2  

q  

k, m  

2  

{ } 

    M  (m) 

2  

q  

q  

∈  

q  

∈  

1  

∈  

q − 1  1  

2  

q − 1  

M t(m ) M t 
q − 1  

q  q  (M t 
q − 1  l∈ Z d  \ {0 } 

q  

|m  −  2 q − 1 e  | − 4 t 
|m  −  2  

ξ e 1, m 

e 1, m+ 2  e 1 

q  q − 1  q  

q − 1  q  q − 1  

⎣ 

⎣ 

1  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 7 1  

a r e  i n d e p e n d e nt f r o m e a c h  ot h e r.  F u rt h e r m o r e,  b y  c al c ul ati n g  t h ei r v a ri a n c e,  w e 
c a n w rit e  

M t(m ) 
( 
T q û (m ) 

−
 T  u ˆ( m )

 2
 

q  M t(m ) M t 
q − 1  (m ) 

2  − s  

⎡

⎢ 1  1  2   t s  M t(m ) s  q − 1  

⎥

⎤ 

2

 

=( 4 π  ) −  
 

 
) M  (m )M  (m ) + 

q
 M  (m  + 2   l) ξ  

⎡

⎢ M
s (m )(M t(m ) −  M t 

 
(m ))2  M t(m ) 

⎤

⎥ 

=( 4 π 2 )− s  
q  q  

M t(m )(M t 
q − 1  

(m ))2  
+  

(M t (m ))2  M s (m  +  2 q − 1 l) 
2  
k, m  

q  

 

= :  A k, m ξ 2   , 

q − 1  q − 1  l∈ Z d  \ {0 } 

w h e r e  ξ k, m  m  a r e  i n d e p e n d e nt u nit  s c al a r  G a u s si a n  r a n d o m  v a ri a bl e s.  Cl e a rl y,  w e 
h a v e t h e l o w e r b o u n d  

t 
A k, m  ≥  ( 4π 2 ) − s  q   M  s (m  −  2 q − 1 k ). 

( M  t 
q − 1  

(m )) 2  q
 

T h u s,  d e n oti n g  e 1  =  ( 1, 0 ,... , 0)  ∈  Z d , w e  g et  

Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) It 

≥ ( 4π 2 ) t− s  M  t(m ) M  s (m  −  2 q − 1 k )ξ 2  

k ∈ Z d  m ∈ (B d  
 

+ 2 q − 1 k ) 
(M  t 

q − 1  (m )) 2  q
 

k, m  

2  
 

≥ ( 4π 2 ) t− s  

q − 1  

M  t(m ) M  s (m  −  2 q − 1 e 1 )ξ 2  
 

m  (B d  
q − 1  

 
+ 2 q − 1 e 1) 

(M  t 
q − 1  

(m )) 2  q
 

e 1, m 

=( 4 π 2 ) t− s  M  t(m ) M  s (m  −  2 q − 1 e 1 )ξ 2  
 

m  (B d  
q − 1  

 

�  
  

 
+ 2 q − 1 e 1) 

(M  t 
q − 1  

2 − 2 qt  

(m  −  2 q − 1 e 1 )) 2  

q − 1  

q  
 
 

2 s  2  

e 1, m 

 

=  
 

2 − 2 qt |m | 4 t− 2 s ξ 2  

 

  

 
q − 1  . 

I n t h e a b o v e  d e ri v ati o n,  w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at f o r m  ∈  B d  , it h ol d s  t h at 
s  − 2 s  t − 2 t 

t q − 1  
− 2 t − 2 qt  

M q  (m ) ~  |m | , M q − 1 (m ) ~  |m | , a n d  i n p a rti c ul a r,  M q  (m ) ~  |m | ~  2  

f o r m  ∈  (B d   \ {0 } +  2 q − 1 e 1 ). R e n a mi n g  t h e s u b s c ri pt s  i n ξ e  , m+ 2 q − 1  e  c o m pl et e s  

t h e p r o of.  □  

6. 8.  P r o o f  o f  P r o p o si ti o n  2. 2 2 . 

P r o of.  W e  n e e d  t o u p p e r  b o u n d  A k, m  f o r k  ∈  Z d , m ∈  B d  +  2 q − 1 k , w hi c h  i s 
2  

d e fi n e d i n t h e  p r o of of  P r o p o siti o n  2. 2 1.  Fi r st,  w e  h a v e  
q − 1  

M  s (m  + 2 q − 1 l) =  M  s  (m ) −  M  s (m ), 
 

 
a n d  t h e e sti m at e  0  ≤  M  t ( m ) −  M  t(m ) ≤  M  t ( m ) f o r a n y  d/ 2  +  δ  ≤  t ≤  1 / δ. 

B a s e d  o n  t hi s o b s e r v ati o n,  f o r k  ∈  Z d \ {0 } a n d  m  ∈  B d   \ {0 } +  2 q − 1 k , w e  h a v e  t h e 

l∈ Z d  \ {0 } 

\ {0 } m  B d  
q − 1  

q  

ξ  

∈  

(m ) (m ))2  
k, m  

m  (B d  
q − 1  \ {0 }+ 2 q − 1  e 1) 

e 1 | 

q  
⎦ 
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q  

| | 

q − 1  

q − 1  

2  

k, m  

−  

k, m  

t 

L  : t(t, 
q) =   . 

M  t(m )( M  t ( M  t (m )) 2  q − 1  q  

k, m + 2  k  

2  q − 1  

2 5 7 2  YI F A N  C H E N  E T  A L.  

 

b o u n d   
M  s (m ) 

 
M  s   (m ) 

A  .: S 
  q   

+ M  t(m ) 
 q − 1  

 

M  t(m ) q  ( M  t q − 1  (m )) 2  

.: S 2 − q ( 2s − 2 t) +  2 − 2 t q |m  −  2 q − 1 k | 4 t− 2 s , 

w h e r e  w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at f o r m  ∈  B d  \ {0 }+ 2 q − 1 k , it h ol d s  t h at M  s (m ) ~  
− 2 s q  t − 2 t q s  q

q
− 1  − 2 s  t q  q  − 2 t 

2  , M q  (m ) ~  2  , M q − 1 (m ) ~  | m  −  2  − 1 k | , M q − 1 (m ) ~  | m  −  2  − 1 k | , 

a c c o r di n g  t o L e m m a  2. 1 5.  F o r  m  =  2 q − 1 k , w e  g et  A k, m  .: S 2 − q ( 2s − 2 t). S o  i n g e n e r al,  
w e  c a n  w rit e  A k, m  .: S 2 − q ( 2s − 2 t) + 2 − 2 t q|m − 2 q − 1 k | 4 t− 2 s  f o r m  ∈  B d  + 2 q − 1 k  w h e r e  

w e  u s e  t h e c o n v e nti o n  t h at m  α  
m o r e  c o m p a ct.  

q − 1  

=  0  f o r m  =  0  a n d  a n y  α  ∈  R  t o m a k e  t h e n ot ati o n  

W h e n  k  =  0,  u si n g  L e m m a  2. 1 5  a g ai n,  w e  g et  f o r m  ∈  B d  \ {0 }, 

M  s (m )( M  t(m ) −  M  t (m )) 2  M  t(m ) 
A k, m  .: S 

q  q
 

q − 1  +  q   ( M  s  (m ) −  M  s (m )) 
q  

.: S 
|m | − 2 s 2 − 4 t q 

|m |− 6 t 

q − 1  

|m |− 2 t 
 

 

|m |− 4 t 

 
2 − 2 s q  

q − 1  

=  | m | 6 t− 2 s 2 − 4 t q +  |m | 2 t2 − 2 s q  

.: S 2 − 2 t q |m | 4 t− 2 s  +  2 − q ( 2s − 2 t), 

w h e r e  i n t h e l a st li n e w e  u s e d  t h e r el ati o n  |m | .: S 2 q . F o r  m  =  0,  b a s e d  o n  t h e 
a b o v e  c al c ul ati o n,  w e  c a n  g et  A k, m  .: S 2 − q ( 2s − 2 t). T h u s,  g e n e r all y,  w e  c a n  w rit e  
A k, m  .: S 2 − 2 t q |m | 4 t− 2 s  +  2 − q ( 2s − 2 t) f o r m  ∈  B d  b y  u si n g  t h e n ot ati o n al  c o n v e nti o n  
a b o v e.  

C o m bi ni n g  t h e s e e sti m at e s,  w e  a r ri v e  at  

Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) It 

.: S
  

A k, m ξ
2

 

k ∈ Z d  m ∈ (B d  + 2 q − 1  k ) 
2  q  1 

.: S
   

( 2 − q ( 2s − 2 t) +  2 − 2 t q | m  −  2 q − 1 k | 4 t− 2 s )ξ 2  

k ∈ Z d  m ∈ (B d  + 2 q − 1  k ) 
2  q − 1  

=
 

( 2 − q ( 2s − 2 t) +  2 − 2 t q |m |4 t− 2 s )ξ 2  

 

 

q − 1   . 

Aft e r  a  c h a n g e  of  n ot ati o n, w e  g et  t h e d e si r e d  e sti m at e.  □  

6. 9.  P r o o f  o f  T h e o r e m  2. 2 3 . 
 

P r o of.  R e c all  

 
s K F (q ) =  a r g mi n  

t∈ [d / 2 + δ, 1 / δ ] 

 
K F   Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  

Iu ( · , t, q )I2  

W e  a n al y z e  t h e d e n o mi n at o r  a n d  n u m e r at o r  s e p a r at el y.  W e  st a rt  wit h  t h e n u m e r - 
at o r.  L et  

1  q (s − d / 2)  2  

V 1 (t, q ) =  
q  

2  Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) It . 

k ∈ Z d  m ∈ B d  

k, m  

(m )) 2  

+  
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2  

t k, m  

∈  

  

∈  

k, m  

 

∈

 

k, m  

q  

 

∈

 

k, m  

2  

∈  

  

∈  

m  

⎛

⎝  
 
·

 

∈  

m  

q  

q  

2  −  ≥   ≥  

∈  

V 1  (t, q ) =  
q  

2  ( 2 + 2  )ξ k, m  

q  m ∈ B q − 1  k, m  1  

k ∈ Z 2  

r e m ai n s b o u n d e d  f o r q  ∈  N , i n t h e c a s e  t =  s − d / 2  . 

1  

1  
q  m  

2  q  

1  
q  m  

2  

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 7 3  

C a s e  1  (t =  s − d / 2  ). W e  d e ri v e  a n  u p p e r  b o u n d  o n  V 1 . B y  P r o p o siti o n  2. 2 2,  

Iu ( · , t, q ) −  u ( · , t, q −  1) I2  .: S
 
 ( 2 − q ( 2s − 2 t) +  2 − 2 t q | m | 4 t− 2 s )ξ 2   . 

k ∈ Z d  m ∈ B d  
2  q − 1  

T a k e  t = s − d / 2  . F o r  e a c h  k  ∈  Z d , c o n si d e r  t h e t e r m 
2  2  

k  1  q (s − d / 2)  
 

− q ( 2s − 2 t) 

 

 

 
− 2 t q 

 
4 t− 2 s   2  

=  
1
2 q (s − d / 2)  

q  
m  B d  

q − 1  

( 2 − q (s + d / 2)  +  2 − q (s − d / 2) |m |− d )ξ 2  

1  
=  

q  
m  B d  

q − 1  

( 2 − q d  +  |m | − d )ξ 2  

.: S 
1  

 

m  B d  
q − 1  

|m | − d ξ 2   . 

B y  L e m m a  2. 1 7,  li mq → ∞  1
 

d  |m |− d ξ 2  =  γ ( 0) ∈  ( 0, ∞ ). T h u s,  V  k (t, q ) 

r e m ai n s  b o u n d e d  f o r q  ∈  N . Si n c e  V 1 (t, q ) =
 
 

 

d  V  k (t, q ), it f oll o w s t h at V 1 (t, q ) 

C a s e  2  ( 1/ δ ≥  t ≥  
s − d / 2  

+  e ). W e  p r o vi d e  a  l o w e r b o u n d  of  V 1  h e r e.  U si n g  

P r o p o siti o n  2. 2 1 , w e  g et  

V  (t, q ) �  
1
2 q (s − d / 2)  

 
2 − 2 t q |m |4 t− 2 s ξ 2  

  

=  
1
2 q (s − d / 2 − 2 t) 

q  
m  B d  q − 1  

 
\ {0 } 

|m |4 t− 2 s ξ 2  

=  
1
2 q (s − d / 2 − 2 t)2 (q − 1)( 4 t− 2 s + d ) 2 − (q − 1)( 4 t− 2 s + d ) 

q  
m  B d  

q − 1  

 

 
\ {0 } 

|m | 4 t− 2 s ξ 2  

⎞

⎠  

=  
1
2 (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d )α ( 4t −  2 s +  d,  q  −  1) . 

B y  L e m m a  2. 1 7,  li mq → ∞  α ( 4t− 2 s + d,  q − 1)  =  γ ( 4t− 2 s+ d ) >  0  u nif o r ml y  f o r 1 / δ ≥  

t ≥  
s − d / 2  

+  e . Si n c e  li mq → ∞  1  2 (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d ) =  ∞ , w e  g et  li mq → ∞  V 1 (t, q )  =  ∞  

a n d  it s g r o wt h  r at e  i s �  1  2 (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d ). 

C a s e  3 (  s − d / 2  e  t d/ 2 +  δ ). W e p r o vi d e a l o w e r b o u n d o n V 1  h e r e.  Si mil a rl y 
t o o u r a n al y si s i n C a s e 2 , w e h a v e 

V  (t, q ) �  
1
2 q (s − d / 2 − 2 t) 

 
 

 

 

|m |4 t− 2 s ξ 2  

�  
1
2 q (s − d / 2 − 2 t)ξ 2 . 

q  1
 

m  B d  
q − 1  

\ {0 } m  B d  
q − 1  

m  B d  
q − 1  

|m | 

\ {0 } 
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q  

−  

 2   

E  

2  ∈  

E  t 

2  ≤  −  

E  

E  

t 0  

m ∈ B d  \ {0 } 

m  

V 1 (t, q ) 2  s − d / 2  

2  

2  s − d / 2  

2  E  

q  

2 5 7 4  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

T h e n,  it h ol d s  t h at 

P  
1  q (s − d / 2 − 2 t) 2  q (s − d / 2 − 2 t)/ 2  2  − q (s − d / 2 − 2 t)/ 2  

( 
q  

2  ξ 1  ≥  2  ) =  P (ξ 1  ≥  q 2  ) →  1  

a s q →  ∞ . T h u s, w e g et li m q → ∞  V 1 (t, q ) = ∞  u nif o r ml y f o r t hi s r a n g e of t a n d t h e 

g r o wt h r at e i s �  2 q (s − d / 2 − 2 t)/ 2 . W e h a v e fi ni s h e d t h e a n al y si s of t h e n u m e r at o r. 
N o w  w e  p r o c e e d  t o a n al y z e  t h e d e n o mi n at o r,  w hi c h  c o m p ri s e s  t h e n o r m  t e r m. F r o m  
P r o p o siti o n  2. 1 6 , w e  h a v e  

( 6. 8) Iu ( · , t, q )I2  ~  2 − q ( 2s − 2 t)ξ 2  +  
 
 

 

|m | 2 t− 2 s ξ 2  , 

w h e r e  {ξ m }m ∈ B d  a r e  i n d e p e n d e nt u nit  s c al a r  G a u s si a n  r a n d o m  v a ri a bl e s.  R e c all  

t h at o u r  fi n al  t a r g et i n t hi s t h e o r e m i s t o s h o w  t h at, f o r a n y  e  >  0,  

li m P [s K F (q ) ∈  ( 
s −  d/ 2  

−  e,  
s −  d/ 2  

+  e )] =  1 . 
q → ∞  2  2  

L et  I  =  [d/ 2  +  δ,  1 /δ ]/[ s − d / 2  −  e,  s − d / 2  +  e ].  B y  r e w riti n g  t h e l o s s f u n cti o n, it 
2  2  

s u ffi c e s  t o s h o w  

V 1 ( s − d / 2  , q ) li m P [  2   ≥  i nf V 1 (t, q ) ] =  0  . 
q → ∞  Iu ( · , s − d / 2  , q )I2  t∈ IE  Iu ( · , t, q )I2  

L et  u s  w rit e  

2  s  d / 2  
2  

t 

Iu ( · , s − d / 2  , q )I2  

( 6. 9)  r (t, q ) =    
V  ( s − d / 2  , q ) 

·  
Iu ( · , t, q )I2  

,
 

1  2  t 

t h e n all  w e  n e e d  i s t o s h o w  

li m P [ i nf r (t, q ) ≤  1]  =  0 . 
q → ∞  t∈ IE  

F o r  t ∈  I1  =  [d/ 2  +  δ,  s − d / 2  −  e ], a c c o r di n g  t o t h e a n al y si s  f o r t h e n u m e r at o r,  w e  
h a v e  t h at f o r s o m e  c o n st a nt  C  i n d e p e n d e nt of  q , 

( 6. 1 0) li m P [ i nf 
 V 1 (t, q )  

≥  C ]  =  1  , 
q → ∞  t∈ I1  2 q (s − d / 2 − 2 t)/ 2  

a n d al s o, V 1 ( s − d / 2  , q ) r e m ai n s u nif o r ml y b o u n d e d f o r q  N . F u rt h e r m o r e, e q u ati o n 
( 6. 8) i m pli e s t h e f oll o wi n g r el ati o n:  

Iu ( · , s − d / 2  , q )I2  

( 6. 1 1) i nf 
t∈ I1  

 2   �  1 , 
Iu ( · , t, q )I2  

d u e t o t h e i n e q u alit y t s − d / 2  e . C o m bi ni n g  t h e a b o v e  t w o e sti m at e s  i n ( 6. 1 0) 
a n d  (6. 1 1),  a n d  r e c alli n g  t h e e x p r e s si o n  f o r r(t, q ) i n (6. 9 ), w e  g et  

( 6. 1 2) li m P [ i nf r(t, q ) ≤  1]  =  0 . 
q → ∞  t∈ I1  

T h e n,  l et I2  =  [ s − d / 2  +  e,  1 / δ]. W e  al s o  n e e d  t o s h o w  li mq → ∞  P [i nf  t∈ I2  r (t, q ) ≤  
1]  =  0,  o r  e q ui v al e ntl y,  

Iu ( · , s − d / 2  , q )I2  
2  

2  s − d / 2  Iu ( · , t, q )It 
li m P [  2   ≤  s u p  ] =  0  . 
q → ∞  V 1 ( s − d / 2  , q ) t∈ I2  V 1 (t, q ) 

2  
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2  

s u p  t 
E  

E  

t 
 
−  −   −  −  −~ q 2  

 ξ    +  q 2  q  

m  

  

q  

m  

2  
(   

≤
 

q  

m  

q  

m  

2  

  

q  

m  

E  

E  

t 

E M PI RI C A L  B A Y E S  A N D  K E R N E L  F L O W  2 5 7 5  

Si n c e  V 1 ( s − d / 2  , q ) r e m ai n s  b o u n d e d  a c c o r di n g  t o t h e r e s ult  i n C a s e  1,  it s u ffi c e s  t o 
s h o w  

li m I u ( · , t, q )I2  

q → ∞  t∈ I2  V 1 (t, q ) 

i n p r o b a bilit y.  U si n g  t h e e sti m at e  of  V 1 (t, q ) i n C a s e  2  t h at 

V  (t, q ) �  
1
2 (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d ), 

1  
q
 

it s u ffi c e s  t o s h o w  

li m s u p  q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d )Iu ( · , t, q )I2  =  0  . 
q → ∞  t∈ I2  

T o  a c hi e v e  t hi s, w e  r e c all  t h e e x p r e s si o n  of  t h e n o r m  t e r m a n d  w rit e  

q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d )Iu ( · , t, q )I2  

q (s + d ) + 4t 2 s + d  2  (q / 2  1)( 4 t 2 s + d ) 
0  

m ∈ B d  \ {0 } 

|m | 2 t− 2 s ξ 2  . 

Cl e a rl y,  t h e fi r st  t e r m o n  t h e ri g ht  h a n d  si d e  c o n v e r g e s  t o 0,  s o  w e  o nl y  n e e d  t o 
d e al wit h t h e s e c o n d t e r m.  L et  

β ( t, q ) =  q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d ) 

m ∈ B d  \ {0 } 

|m | 2 t− 2 s ξ 2  . 

C o n si d e r  t ∈  [s −  d/ 2  + e / , 1 / δ] w h e r e  e /  i s a  p a r a m et e r  t o b e  t u n e d. W e  h a v e 
2 t −  2 s +  d ≥  e /  > 0  s o  w e  a r e  a bl e  t o w rit e 

β (t, q ) =  q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d )2 q ( 2t− 2 s + d )α ( 2t −  2 s +  d,  q ) 

=  q 2 − q (s − d / 2) + 4 t− 2 s + d α ( 2t −  2 s +  d,  q ). 

B y  L e m m a  2. 1 7,  li mq → ∞  α ( 2t −  2 s  +  d,  q ) = γ ( 2t −  2 s +  d ) i n p r o b a bilit y  u nif o r ml y 

f o r t ∈  [s  −  d/ 2 +  e / , 1 / δ]. Si n c e li m q → ∞  q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d )2 q ( 2t− 2 s + d ) = 0, w e g et 
li mq → ∞ s u p t∈ [s − d / 2 +  ,,1 / δ ] β (t, q ) = 0.  

F o r  t ∈  [ s − d / 2  +  e,  s −  d/ 2 +  e / ], w e  h a v e  t h e e sti m at e  

 
 

a n d  

q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d ) q 2 − (q / 2 − 1)( 4 t− 2 s + d ) 

t=  s − d / 2  +   
 

 

=  q 2 − 2 q  + 4   

m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m |2 t− 2 s ξ 2  ≤  

m ∈

 

B d  \ {0 } 

|m | − d + 2  , ξ 2  , 

w h e r e  w e  h a v e  u s e d  t h e f a ct t h at t i s u p p e r  b o u n d e d  b y  s −  d/ 2 +  e / . H e n c e,  

s u p  
t∈ [ s − d / 2  +  , s− d / 2 +  ,] 

β (t, q ) ≤  q 2 − 2 q  + 4   

m ∈ B d  \ {0 } 

|m | − d + 2  , ξ 2  

=  q 2 − 2 q  + 4  2 2 q  
, 

α ( 2e / , q ). 

N o w,  w e s et e /  = e/ 2  s u c h  t h at li m q → ∞  q 2 − 2 q  + 4  2 2 q  
, 

= 0.  L e m m a 2. 1 7  l e a d s t o 
li mq → ∞  α ( 2e / , q ) =  γ ( 2e / ) <  ∞ , f r o m w hi c h  w e  c a n  c o n cl u d e  li mq → ∞  s u p t∈ I2  β (t, q ) 
=  0.  T h e r ef o r e,  w e  g et  

( 6. 1 3) li m P [ i nf r(t, q ) ≤  1]  =  0 . 
q → ∞  t∈ I2  

2  

=  0   
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2 5 7 6  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 

C o m bi ni n g  (6. 1 2)  a n d  (6. 1 3)  gi v e s  

( 6. 1 4) li m P [ i nf r(t, q ) ≤  1]  =  0 . 
q → ∞  t∈ IE  

B a s e d  o n  t h e d e fi niti o n  of  r (t, q ) i n (6. 9)  a n d  t h e a r g u m e nt s  t h e r ei n, w e  o bt ai n  

li m P [s K F (q ) ∈  ( 
s −  d/ 2  

−  e,  
s −  d/ 2  

+  e )] =  1 , 
q → ∞  2  2  

f r o m w hi c h t h e c o n si st e n c y  of  t h e K F e sti m at o r f oll o w s. □  
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6 9,  D OI  1 0. 1 0 1 6 /j. c s d a. 2 0 1 3. 0 3. 0 1 6.  M R 3 0 6 4 0 2 3  

[ 4] F. B a c h o c, A. L a g n o u x, a n d T. M. N. N g u y e n, C r o s s -v ali d ati o n e sti m ati o n of c o v a ri a n c e  
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i c a n M a t h e m a ti c al S o ci e t y, P r o vi de n c e, RI, 1 9 9 8, D OI 1 0. 1 0 9 0 / s u r v / 0 6 2. M R 1 6 4 2 3 9 1  

[ 6] C. C o rt e s, M. Kl oft, a n d M. M o h ri, L e a r ni n g k e r n el s u si n g l o c al r a d e m a c h e r c o m pl e xit y , 
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[ 1 2] P.  G utt o r p  a n d  T.  G n eiti n g,  St u di e s  i n t h e hi st o r y  of  p r o b a bilit y  a n d  st ati sti c s.  
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1 0. 1 0 1 6 /j. p h y s d. 2 0 2 0. 1 3 2 8 1 7. M R 4 2 3 3 4 4 7  
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C a m b ri d g e  U ni v e r sit y  P r e s s,  2 0 1 0.  
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St a ti s t.  3 6  ( 2 0 0 8), n o.  3,  1 1 7 1 – 1 2 2 0,  D OI  1 0. 1 2 1 4 / 0 0 9 0 5 3 6 0 7 0 0 0 0 0 0 6 7 7.  M R 2 4 1 8 6 5 4  
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[ 1 9] B.  T.  K n a pi k,  A.  W.  v a n  d e r  V a a rt,  a n d  J.  H.  v a n  Z a nt e n,  B a y e si a n  i n v e r s e p r o bl e m s  
wit h  G a u s si a n  p ri o r s , A n n. St a ti s t. 3 9 ( 2 0 1 1), n o. 5, 2 6 2 6– 2 6 5 7, D OI 1 0. 1 2 1 4 / 1 1 - A O S 9 2 0.  
M R 2 9 0 6 8 8 1  

[ 2 0] R.  K o h a vi,  et  al,  A st u d y of c r o s s -v ali d ati o n a n d b o ot st r a p f o r a c c u r a c y e sti m ati o n a n d m o d el  
s el e cti o n , I J C AI, M o nt r e al,  C a n a d a,  v ol.  1 4,  1 9 9 5,  p p.  1 1 3 7 – 1 1 4 5.  

[ 2 1] R. K o h n, C. F. A n sl e y, a n d D. T h a r m, T h e p e rf o r m a n c e of c r o s s -v ali d ati o n a n d m a xi m u m  
li k eli h o o d e sti m at o r s of s pli n e s m o ot hi n g p a r a m et e r s, J. A m e r. St ati st. A s s o c. 8 6 ( 1 9 9 1), 
n o. 4 1 6, 1 0 4 2 – 1 0 5 0. M R 1 1 4 6 3 5 1  
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1 1 5 7, D OI 1 0. 1 2 1 4 / a o s / 1 1 7 6 3 4 7 7 4 3. M R 1 0 6 2 7 0 2  
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[ 3 7] M. J. v a n d e r L a a n, S. D u d oi t, a n d A. W. v a n d e r V a a r t,  T h e  c r o s s -v ali d at e d  a d a pti v e  e p sil o n - 
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[ 3 8] A.  W.  v a n  d e r  V a a rt  a n d  J.  A.  W ell n e r,  W e a k  c o n v e r g e n c e a n d  e m pi ri c al p r o c e s s e s , S p ri n g e r 

S e ri e s i n St ati sti c s, S p ri n g e r -V e rl a g, N e w Y o r k, 1 9 9 6.  Wit h a p pli c ati o n s t o st ati sti c s, D OI 
1 0. 1 0 0 7 / 9 7 8 - 1 - 4 7 5 7 - 2 5 4 5 - 2. M R 1 3 8 5 6 7 1  

http://www.ams.org/journal-terms-of-use
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2906881
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1146351
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2853727
https://arxiv.org/abs/2008.03920
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3971243
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3934896
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1269365
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3082868
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1998632
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1062702
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1697409
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=760688
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3739215
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4164077
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2305113
https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1385671


Li c e n s e d t o C alif I n st of T e c h. Pr e p ar e d o n T u e J ul  5 1 8: 4 2: 5 9 E D T 2 0 2 2 f or d o w nl o a d fr o m I P 1 3 1. 2 1 5. 1 4 3. 1 6 7.  

Li c e n s e or c o p yri g ht r e stri cti o n s m a y a p pl y t o r e di stri b uti o n; s e e htt p s:// w w w. a m s. or g/j o ur n al -t er m s-of -u s e  
 

2 5 7 8  YI F A N  C H E N  E T  A L.  
 
 

[ 3 9] A.  W.  v a n  d e r  V a a rt,  S.  D u d oit,  a n d  M.  J.  v a n  d e r  L a a n,  O r a cl e  i n e q u aliti e s 
f o r m ulti-f ol d c r o s s v ali d ati o n, St ati st. D e ci si o n s 2 4 ( 2 0 0 6), n o. 3, 3 5 1– 3 7 1, D OI 
1 0. 1 5 2 4 / st n d. 2 0 0 6. 2 4. 3. 3 5 1. M R 2 3 0 5 1 1 2  

[ 4 0] G.  W a h b a  a n d  J.  W e n d el b e r g e r,  S o m e n e w m at h e m ati c al m et h o d s f o r v a ri ati o n al o bj e cti v e  
a n al y si s  u si n g  s pli n e s  a n d  c r o s s  v ali d ati o n , M o nt hl y  W e at h e r  R e v.,  1 0 8  ( 1 9 8 0), n o.  8,  1 1 2 2 –  
1 1 4 3.  

[ 4 1] J.  J.  W a r n e s  a n d  B.  D.  Ri pl e y,  P r o bl e m s  wit h  li k eli h o o d e sti m ati o n  of  c o v a ri a n c e  
f u n cti o n s of s p ati al G a u s si a n p r o c e s s e s, Bi o m et ri k a 7 4 ( 1 9 8 7), n o. 3, 6 4 0– 6 4 2, D OI 
1 0. 1 0 9 3 / bi o m e t / 7 4. 3. 6 4 0. M R 9 0 9 3 7 0  

[ 4 2] H.  W e n dl a n d,  S c att e r e d  d at a  a p p r o xi m ati o n , C a m b ri d g e  M o n o g r a p h s  o n  A p pli e d  a n d  C o m - 
p ut a ti o n al  M a t h e m a ti c s,  v ol.  1 7,  C a m b ri d g e  U ni v e r si t y  P r e s s,  C a m b ri d g e,  2 0 0 5.  M R 2 1 3 1 7 2 4  

[ 4 3] P. W hittl e, O n st ati o n a r y p r o c e s s e s i n t h e pl a n e , Bi o m et ri k a 4 1 ( 1 9 5 4), 4 3 4– 4 4 9, D OI 
1 0. 1 0 9 3 / bi o m e t / 4 1. 3 - 4. 4 3 4. M R 6 7 4 5 0  
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