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C o u pl e d h a r m o ni c o s cill a t o r s a r e u bi q ui t o u s i n p h y si c s a n d pl a y a p r o mi n e nt r ol e i n q u a nt u m s ci e n c e.
T h e y a r e a c o r n e r s t o n e of q u a nt u m m e c h a ni c s [ 1] a n d q u a nt u m fi el d t h e o r y [ 2], w h e r e s e c o n d
q u a nti z a ti o n r eli e s o n h a r m o ni c o s cill a t o r o p e r a t o r s t o c r e a t e a n d a n ni hil a t e p a r ti cl e s. D e s c ri p ti o n s
of q u a nt u m t u n n eli n g, b e a m s pli t t e r s, c o u pl e d p o t e nti al w ell s, “ h o p pi n g t e r m s ”, d e c o h e r e n c e, a n d
m a n y o t h e r p h e n o m e n a r el y o n c o u pl e d h a r m o ni c o s cill a t o r s. H o w e v e r, t h e a bili t y t o c o u pl e s e p a r a t e
q u a nt u m h a r m o ni c o s cill a t o r s di r e c tl y, wi t h c o u pli n g r a t e s t h a t s u b s t a nti all y e x c e e d d e c o h e r e n c e
r a t e s, h a s r e m ai n e d el u si v e. H e r e, w e r e ali z e hi g h- fi d eli t y c o h e r e nt e x c h a n g e of si n gl e m o ti o n al
q u a nt a b e t w e e n h a r m o ni c o s cill a t o r s – i n t hi s c a s e, s p e c t r all y s e p a r a t e d h a r m o ni c m o d e s of m o ti o n
of a t r a p p e d i o n c r y s t al – w h e r e t h e ti mi n g, s t r e n g t h, a n d p h a s e of t h e c o u pli n g a r e c o nt r oll e d
t h r o u g h a n o s cill a ti n g el e c t ri c p o t e nti al wi t h s ui t a bl e s p a ti al v a ri a ti o n.  T h e c o u pli n g r a t e c a n
b e m a d e m u c h l a r g e r t h a n t h e d e c o h e r e n c e r a t e s, e n a bli n g d e m o n s t r a ti o n s of hi g h- fi d eli t y q u a nt u m
s t a t e t r a n sf e r, e nt a n gl e m e nt of m o ti o n al m o d e s, a n d H o n g- O u- M a n d el- t y p e i nt e rf e r e n c e [ 3]. We al s o
p r oj e c t a h a r m o ni c o s cill a t o r i nt o i t s g r o u n d s t a t e b y m e a s u r e m e nt a n d p r e s e r v e t h a t s t a t e d u ri n g
r e p e ti ti o n s of t h e p r oj e c ti v e m e a s u r e m e nt, a n i m p o r t a nt p r e r e q ui si t e f o r n o n- d e s t r u c ti v e s y n d r o m e
m e a s u r e m e nt i n c o nti n u o u s- v a ri a bl e q u a nt u m e r r o r c o r r e c ti o n [ 4 – 6]. C o nt r oll a bl e c o u pli n g b e t w e e n
h a r m o ni c o s cill a t o r s h a s p o t e nti al a p pli c a ti o n s i n q u a nt u m i nf o r m a ti o n p r o c e s si n g wi t h c o nti n u o u s
v a ri a bl e s, q u a nt u m si m ul a ti o n, a n d p r e ci si o n m e a s u r e m e nt s. I t c a n al s o e n a bl e c o oli n g a n d q u a nt u m
l o gi c s p e c t r o s c o p y [ 7] i n v ol vi n g m o ti o n al m o d e s of t r a p p e d i o n s t h a t a r e n o t di r e c tl y a c c e s si bl e.

Q u a nt u m h a r m o ni c o s cill at or s ( H O s) ar e u bi q uit o u s i n
m o d el s of n at ur e a n d h a v e a m at h e m ati c all y si m pl e d e-
s c ri pti o n b a s e d o n c r e ati o n a n d a n ni hil ati o n o p e r at or s
â † a n d â , r e s p e cti v el y [ 1]. F o r t w o di ff er e nt H O m o d e s
l a b el e d a s a a n d b , w e d e si g n at e t h e c r e ati o n a n d a n ni-
hil ati o n o p e r at o r s { â † , â } a n d { b̂ † , b̂ } r e s p e cti v el y. C o m-

bi ni n g t h e o p e r at o r s â † a n d b̂ a s â † b̂ m o d el s t h e c r e-
ati o n of a q u a nti z e d e x cit ati o n i n m o d e a w hil e a n ni-
hil ati n g o n e e x cit ati o n i n m o d e b , a s r e q ui r e d f or el-
e m e nt a r y d e s cri pti o n s of t u n n eli n g, b e a m s plitt e r s, c o u-
pl e d p ot e nti al w ell s, a n d “ h o p pi n g t e r m s ” i n s oli d st at e
m o d el s. I n c o m pl et e e x c h a n g e l e a d s t o e nt a n gl e m e nt b e-
t w e e n m o d e s a a n d b , a n d m o d el s of d e c o h er e n c e c a n
b e r e ali z e d b y c o u pli n g a s y st e m a wit h a r e s e r v oi r of
u n o b s e r v e d o s cill at o r s { b i } t h r o u g h i nt e r a cti o n s of t h e

f o r m â † b̂ i [ 8]. E n c o di n g i nf o r m ati o n i nt o H O s h a s a p pli-
c ati o n s i n q u a nt u m si m ul ati o n [ 9 – 1 2], q u a nt u m c o m m u-
ni c ati o n [ 1 3 – 1 6], a n d c o nti n u o u s- v ari a bl e q u a nt u m i nf o r-
m ati o n p r o c e s si n g [ 5, 1 7 – 2 1]. C o n c e pt u all y, m o r e q u a n-
t u m i nf or m ati o n c a n b e st o r e d i n t h e hi g h- di m e n si o n al
Hil b e rt s p a c e of H O s, a p ot e nti al a d v a nt a g e o v e r q u bit s,
if o p er ati o n s wit h s u ffi ci e nt fi d elit y a n d q u a nt u m e rr or
c o r r e cti o n ( Q E C) [ 2 2] c a n b e i m pl e m e nt e d. C r u ci all y,
i nf o r m ati o n e n c o d e d i n t h e H O n e e d s t o b e pr e s e r v e d
d u ri n g p r o c e s si n g a n d e rr o r c or r e cti o n.

H a r m o ni c o s cill at o r s h a v e b e e n c o u pl e d dir e ctl y i n
a n u m b e r of s y st e m s [ 2 3 – 3 9], i n s o m e c a s e s i n t h e
si n gl e- q u a nt u m r e gi m e a n d wit h f ull c o nt r ol of t h e H O
st at e s [ 4 0, 4 1]. H o w e v er, t h e s e l att e r s y st e m s e x hi bit e d
s u b st a nti al d e c o h er e n c e r at e s r el ati v e t o t h e a c hi e v e d
c o u pli n g r at e s. H O s h a v e al s o b e e n i n di r e ctl y c o u pl e d

b y i nt e r a cti n g wit h s h a r e d q u bit s [ 4 2 – 4 8].

I n t hi s w or k, w e d e m o n st r at e dir e ct c o h e r e nt c o u pli n g
of t w o H O s i n t h e si n gl e- q u a nt u m r e gi m e wit h f ull st at e
c o ntr ol a n d, c r u ci all y, c o h e r e n c e ti m e s m u c h l o n g er t h a n
t h e d ur ati o n of a si n gl e st at e e x c h a n g e. I n g e n e r al, t h e
bili n e a r c o u pli n g of t w o H O s c a n b e d e s cri b e d b y t h e
H a milt o ni a n

H = g e i φ â b̂ † + e − i φ b̂ â † , ( 1)

w h e r e 2 π i s Pl a n c k’ s c o n st a nt, g i s t h e c o u pli n g e n er g y,
a n d φ i s a c o ntr oll a bl e p h a s e. T hi s c o u pli n g c a n l e a d t o
p a rti al o r f ull e x c h a n g e of q u a nt u m st at e s, a s ill u st r at e d
i n Fi g. 1a . I d e all y, t h e ti mi n g, st r e n gt h g , a n d p h a s e φ
of t h e c o u pli n g c a n b e w ell c o ntr oll e d. T o b e p r a cti c all y
u s ef ul, t h e c o u pli n g r at e s n e e d t o b e m u c h l a r g e r t h a n
d e c o h er e n c e r at e s of t h e c o u pl e d H O q u a nt u m st at e s.

A li n e ar st ri n g of N i o n s c o n fi n e d i n a t h r e e-
di m e n si o n al h ar m o ni c p ot e nti al a n d s u bj e ct t o m ut u al
C o ul o m b r e p ul si o n e x hi bit s 3 N n or m al m o d e s of c oll e c-
ti v e i o n m oti o n t h at c a n b e t r e at e d a s u n c o u pl e d H O s [ 4 9]
( s e e S u p pl e m e nt ar y M at e ri al). T h e s e m oti o n al m o d e s
t y pi c all y h a v e c o h e r e n c e ti m e s of s e v e r al milli s e c o n d s a n d
c a n b e m a ni p ul at e d b y e xt e r n al el e ct ri c fi el d s [ 5 0], a n d b y
c o u pli n g t o i nt e r n al st at e s of t h e i o n s u si n g l a s er [ 5 1, 5 2]
o r mi c r o w a v e fi el d s [ 5 1, 5 3 – 5 5]. I n t hi s w a y, i n di vi d-
u al m o d e s c a n b e i niti ali z e d i n a v a ri et y of q u a nt u m
st at e s [ 5 6] a n d i nf o r m ati o n a b o ut t h e m oti o n c a n b e
t r a n sf e r r e d t o t h e i nt e r n al st at e s of i o n s, w hi c h a r e i n
t u r n r e a d o ut b y st at e- d e p e n d e nt fl u o r e s c e n c e [ 5 7]. T h e
r e c oil fr o m p h ot o n s s c att e r e d d uri n g r e a d o ut t y pi c all y
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FI G. 1. C o u pl e d q u a n t u m m e c h a ni c al o s cill a t o r s. a , Ill u s t r a ti o n of q u a nt u m s t a t e t r a n sf e r b e t w e e n t w o c o u pl e d H O s.
A c o h e r e nt c o u pli n g ( g r e e n ) f ull y e x c h a n g e s t h e s t a t e s of t w o H O s u p t o a p h a s e a t t s a n d c r e a t e s t w o- m o d e e nt a n gl e m e nt a t
t s / 2, c o n s ti t u ti n g a b e a m s pli t t e r o p e r a ti o n ( s e e S u p pl e m e nt a r y M a t e ri al ). b , T h r e e- di m e n si o n al p e r s p e c ti v e a n d c , t o p vi e w
of t h e t r a p pi n g z o n e i n a s e g m e nt e d P a ul t r a p ( n o t t o s c al e ). A 9 B e + -2 5 M g + -9 B e + c r y s t al i s c o n fi n e d al o n g t h e a xi al di r e c ti o n
z i n a h a r m o ni c p o t e nti al w ell ( s oli d bl a c k li n e i n t h e t o p vi e w ). T w o of t h r e e a xi al n o r m al m o d e s, “ Al t e r n a ti n g ” a t 3. 6 6 M H z
a n d “ S t r e t c h ” a t 3. 3 8 M H z ( m o d e p a r ti ci p a ti o n v e c t o r s ξ f o r all i o n s vi s u ali z e d a s a r r o w s i n t h e d a s h e d b o x a t t h e b o t t o m ),
a r e c o u pl e d b y a n o s cill a ti n g el e c t ri c p o t e nti al U ( z, t ) = U ( z ) A ( t) c o s ( ω t + φ ). T h e c o o r di n a t e o ri gi n i s a t t h e l o c a ti o n of t h e
M g + i o n, a n d t h e s p a ti al d e p e n d e n c e of U ( z ) = U 0 z 3 i s vi s u ali z e d b y t h e g r e e n c u r v e i n c . T h e p o t e nti al i s g e n e r a t e d f r o m
t w el v e s y n c h r o ni z e d rf d ri v e s V i A ( t) c o s ( ω t + φ ) ( i = 1 , ..., 1 2, wi t h V i r e p r e s e nt e d b y t h e c ol o r of w a v y a r r o w s ) a p pli e d t o
t w el v e c o nt r ol el e c t r o d e s ( g ol d ). d , C o u pli n g p ul s e s h a p e i n t h e e x p e ri m e nt s. G r e e n o s cill a ti n g li n e r e p r e s e nt s t h e t e m p o r al
d e p e n d e n c e of U ( z, t ) u n d e r t h e a m pli t u d e e n v el o p e A ( t) ( bl u e d a s h e d li n e ).

p ert u r b s t h e i o n m oti o n a n d d e st r o y s it s q u a nt u m c o h e r-
e n c e. H er e, w e c o u pl e p ai r s of n o r m al m o d e s b y a p pl y-
i n g a n el e ctri c p ot e nti al wit h s uit a bl e s p ati al d e p e n d e n c e
t h at o s cill at e s at t h e di ff e r e n c e of t w o m o d e f r e q u e n ci e s,
a n d i n v e sti g at e t h e pr o p e rti e s of s u c h c o u pli n g o p er a-
ti o n s. I n p arti c ul ar, w e c a n c o u pl e t o a m o d e of m oti o n
w h o s e s y m m et r y pr ot e ct s it fr o m p e rt u r b ati o n s d u ri n g
r e a d o ut. T hi s e n a bl e s u s t o p erf o r m mi ni m all y di st ur b-
i n g m e a s u r e m e nt s of t h e m o d e, p r oj e cti n g it s st at e b ut
n ot ot h e r wi s e a ff e cti n g it. T o d e m o n st r at e t hi s e s s e nti al
el e m e nt of c o nti n u o u s- v a ri a bl e Q E C, w e r e p e at e dl y t e st
w h et h e r t h e p r ot e ct e d m o d e i s i n it s g r o u n d st at e w hil e
p r e s er vi n g t h e st at e t o a hi g h d e g r e e.

We c o n si d e r t w o n or m al m o d e s a a n d b at f r e q u e n ci e s
ω a a n d ω b , wit h p o siti o n c o or di n at e s δ r n, i a

a n d δ r n, i b
r e-

f e r ri n g t o t h e di s pl a c e m e nt r el ati v e t o e q uili bri u m of t h e
n t h i o n al o n g di r e cti o n ia o r ib , w h e r e ia , ib ∈ { x, y, z } .
T o c o u pl e t h e s e m o d e s, w e a p pl y a n o s cill ati n g a n d
s p ati all y- v a r yi n g el e ct ri c p ot e nti al

U (r , t) = U (r )A (t) c o s( ω t + φ ), ( 2)

wit h 0 ≤ A (t) ≤ 1 a p ul s e e n v el o p e ( bl u e d a s h e d li n e
i n Fi g. 1d ) t h at e v ol v e s sl o wl y c o m p a r e d t o 2 π / ω , a n d
ω ≈ | ω a − ω b |. T h e m o d e s a r e c o u pl e d b y c ur v at ur e t e r m s

α n =
∂ 2 U

∂ i a ∂ i b
|r = r n , 0

( 3)

i n t h e e x p a n si o n of U (r ) a r o u n d t h e e q uili b ri u m p o siti o n
r n, 0 of t h e n t h i o n. Aft e r t r a n sf o r mi n g t o t h e i nt e r a cti o n

pi ct u r e a n d n e gl e cti n g f a st- r ot ati n g t e r m s ( s e e S u p pl e-
m e nt ar y M at eri al), t h e i nt e r a cti o n H a milt o ni a n h a s t h e
f o r m of E q.( 1) wit h g (t) = A (t)g 0 . T h e c o u pli n g st r e n gt h
g 0 i s a s u m o v e r c o nt ri b uti o n f r o m e a c h i o n

g 0 =
N

n = 1

g n =
N

n = 1

Q n α n

4 M n
√

ω a ω b
ξ ( i a )

n, a ξ
( i b )
n, b , ( 4)

w h e r e Q n , M n , ξ
( i a )
n, a a n d ξ

( i b )
n, b d e n ot e t h e c h ar g e, m a s s

a n d p a rti ci p ati o n i n m o d e s a a n d b of t h e n t h i o n. T h e
p a rti ci p ati o n i s d e fi n e d a s t h e n t h i o n’ s c o m p o n e nt of
t h e n o r m ali z e d ei g e n v e ct o r of a gi v e n n or m al m o d e. A
p a rti c ul a r c o nt ri b uti o n g n c a n b e p o siti v e o r n e g ati v e a n d
g 0 c a n b e i n fl u e n c e d b y pr o p erl y d e si g ni n g t h e c u r v at u r e s
α n t o c o n str u cti v el y a d d w h e n m ulti pli e d wit h t h e m o d e
p a rti ci p ati o n s. F o r e x a m pl e, w h e n t w o i d e nti c al i o n s a r e

s u bj e ct t o t h e s a m e c u r v at u r e α 1 = ∂ 2 U
∂ x ∂ z |r = r 1 , 0 = α 2 ,

t h e c o u pli n g b et w e e n m o d e s a a n d b , w h e r e t h e t w o i o n s
o s cill at e i n p h a s e al o n g t h e z a xi s a n d o ut of p h a s e al o n g

t h e x a xi s r e s p e cti v el y, will v a ni s h, b e c a u s e ξ
( z )
1 , a ξ

( x )
1 , b =

− ξ
( z )
2 , a ξ

( x )
2 , b . If i n st e a d t h e o s cill ati n g p ot e nti al f ul fill s α 1 =

− α 2 , t h e c o u pli n g t er m s a d d c o n str u cti v el y.
At o mi c m oti o n i s e xt r e m el y fr a gil e a n d c a n b e si g nif-

i c a ntl y p e rt ur b e d b y a si n gl e p h ot o n r e c oil. H o w e v e r, if
p h ot o n r e c oil c a n b e li mit e d t o a c e rt ai n i o n s t h at d o e s

n ot p a rti ci p at e i n a m o d e a , i. e. ξ
( i a )
s, a = 0, t hi s m o d e i s

p r ot e ct e d a n d l ar g el y u n p e rt u r b e d e v e n if t h o u s a n d s of
p h ot o n s ar e s c att e r e d f r o m i o n s . T h e c o u pli n g E q.( 1) e n-
a bl e s “ s w a p pi n g ” of t h e st at e i n m o d e a i nt o a s uit a bl e

m o d e b w h e r e ξ
( i b )
s, b = 0 a n d s u b s e q u e ntl y, i nf or m ati o n
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FI G. 2. C o h e r e n t c o u pli n g d y n a mi c s. a , E x p e ri m e nt al s e q u e n c e f o r c h a r a c t e ri zi n g Al t e r n a ti n g- S t r e t c h c o u pli n g. T h e
m o d e s a r e c o ol e d t o n e a r t h e g r o u n d s t a t e, t h e n p r e p a r e d i n a c e r t ai n s t a t e b y R a m a n l a s e r i nt e r a c ti o n s. A c o u pli n g p ul s e
s e q u e n c e ( w hi t e b o x ) c o h e r e ntl y e x c h a n g e s t h e s t a t e s b e t w e e n m o d e s. M o ti o n al s t a t e s a r e m a p p e d o nt o o n e o r b o t h of t h e
i o n s p e ci e s b y R a m a n l a s e r i nt e r a c ti o n s ( g r e e n b o x, s e e d e t ail s i n t e x t ) f oll o w e d b y s t a t e- d e p e n d e nt fl u o r e s c e n c e d e t e c ti o n.
T h e r e s p e c ti v e i ni ti al m o ti o n al s t a t e s a n d c o u pli n g p ul s e s e q u e n c e s ( bl u e b o x e s r e p r e s e nt si n gl e c o u pli n g p ul s e s ) a r e i n di c a t e d
i n b -j. Li n e s i n b -d a r e fi t s t o t h e d a t a, w hil e li n e s i n e -j a r e f r o m n u m e ri c al si m ul a ti o n u si n g e x p e ri m e nt all y c ali b r a t e d
p a r a m e t e r v al u e s. b , W h e n a si n gl e p h o n o n i s p r e p a r e d i n t h e Al t e r n a ti n g m o d e, t h e p r o b a bili t y of fi n di n g t h e p h o n o n i n t h e
Al t e r n a ti n g m o d e i s hi g h u nl e s s t h e c o u pli n g f r e q u e n c y ω i s t u n e d n e a r r e s o n a n c e, w h e r e t h e p r o b a bili t y t h e n b e c o m e s hi g h
f o r t h e p h o n o n t o b e e x c h a n g e d i nt o t h e S t r e t c h m o d e ( bl u e s q u a r e s ). c , Wi t h t h e c o u pli n g h el d o n r e s o n a n c e, a si n gl e p h o n o n
c o h e r e ntl y s w a p s b e t w e e n t h e t w o m o d e s a s t h e c o u pli n g ti m e τ i n c r e a s e s. Ve r ti c al d a s h e d li n e s i n di ff e r e nt c ol o r s i n di c a t e t h e
p ul s e d u r a ti o n s f o r b e a m s pli t t e r ( B S ), s w a p, a n d d o u bl e- s w a p o p e r a ti o n s r e s p e c ti v el y. d , M o ti o n al c o h e r e n c e v e ri fi c a ti o n af t e r
a c o u pli n g p ul s e. A s u p e r p o si ti o n of |0 A a n d |1 A u n d e r g o e s a s w a p o p e r a ti o n ( g r e y s t a r s ), a d o u bl e- s w a p o p e r a ti o n ( t e al
d o t s ), o r a d el a y ( p u r pl e s q u a r e s ) e q ui v al e nt t o t h e d u r a ti o n of t h e d o u bl e- s w a p o p e r a ti o n. T h e n, t h e m o ti o n al s u p e r p o si ti o n i s
m a p p e d o nt o M g + h y p e r fi n e s t a t e s | ↑ M a n d | ↓ M wi t h a v a ri a bl e p h a s e φ . e - h , P r o b a bili t y of fi n di n g c e r t ai n s t a t e s i n S a s t h e
e x c h a n g e d u r a ti o n τ i s s w e p t f o r f o u r di ff e r e nt i ni ti al s t a t e s. i,j, P h o n o n i nt e rf e r e n c e f o r i ni ti al s t a t e s |1 A |0 S a n d |1 A |1 S .
R e s ul t s i n ( f, i) a n d ( g, j ) v e rif y t w o- m o d e e nt a n gl e m e nt g e n e r a t e d b y a b e a m s pli t t e r f o r i ni ti al s t a t e s |1 A |0 S a n d |1 A |1 S

r e s p e c ti v el y. R e s ul t s i n ( g, j ) c o r r e s p o n d t o H o n g- O u- M a n d el- t y p e i nt e rf e r e n c e b e t w e e n t w o p h o n o n s a t di ff e r e nt f r e q u e n ci e s.

M g + fl u o r e s c e n c e d et e cti o n. D u e t o t h e li mit e d c oll e c-
ti o n a n d d et e cti o n e ffi ci e n c y of o ur a p p ar at u s, w e d et e ct
a p p r o xi m at el y 3 0 p h ot o n s o n a v er a g e w h e n i n t h e b ri g ht
st at e, w hil e t h e t ot al n u m b er of p h ot o n s s c att e r e d i nt o
all dir e cti o n s i s s e v e r al t h o u s a n d. I n e a c h m e a s u r e m e nt,
w e d e cl a r e t h e M g + i o n t o b e b ri g ht o r d ar k d e p e n d-
i n g o n w h et h e r o r n ot t h e n u m b er of d et e ct e d p h ot o n s i s
g r e at e r t h a n ni n e. T h e i n- p h a s e (I N P H) m o d e a n d t h e
Alt e r n ati n g m o d e a r e c o ol e d t o n e ar t h ei r g r o u n d st at e s
a n d a n ot h e r s w a p p ul s e t r a n sf er s t h e n u m b er st at e b a c k
t o t h e Alt e r n ati n g m o d e t o p e r mit t h e n e xt m e a s u r e m e nt.
T hi s p arti c ul ar m e a s u r e m e nt c a n n ot di sti n g ui s h n u m b er
st at e s wit h n > 1, b ut c a n b e a d a pt e d i n pri n ci pl e t o
r e v e al a n y si n gl e bit of i nf o r m ati o n a b o ut t h e st at e of
t h e m oti o n b y si m pl y m o dif yi n g t h e m a p pi n g s e q u e n c e,
w hi c h m a y m a k e it a m e n a bl e t o s y n d r o m e e xt r a cti o n i n
b o s o ni c e r r o r c o r r e cti o n c o d e s [ 1 7, 1 9, 6 3, 6 4].

A s a d e m o n str ati o n, t h e Alt e r n ati n g m o d e i s si d e b a n d
c o ol e d t o a t h e r m al di stri b uti o n wit h a n a v er a g e o c-

c u p ati o n of n̄ = 0. 0 2 3( 1), wit h m or e t h a n 9 9. 9 % of t h e
p o p ul ati o n i n |0 (p 0 = 0. 9 7 8( 1)) a n d |1 (p 1 = 0. 0 2 2( 1)).
We r e p e at t h e m oti o n al st at e m e a s u r e m e nt u p t o t h r e e
ti m e s a n d o bt ai n a s e ri e s of o ut c o m e s { o 1 , ..., oi , ..., oN }
wit h o i ∈ { d, b } , i= 1,..., N .  F or M 1, w e d e cl a r e t h e
st at e i s |0 o r |1 if all N o ut c o m e s a r e t h e s a m e ( all d
o r all b , r e s p e cti v el y), a n d di s c ar d t h e ot h e r o ut c o m e s
b e c a u s e t h e st at e i s n ot di sti n g ui s h e d f ait hf ull y. T h e
r el ati v e fr e q u e n ci e s of fi n di n g |0 a n d |1 , d e fi n e d a s
p̃ 0 = p ({ d } N )/ (p ({ d } N ) + p ({ b } N ) a n d p̃ 1 = 1 − p̃ 0 ,
s h o ul d m at c h wit h t h e i niti al di st ri b uti o n { p 0 , p1 } , w h e r e
p ({ d } N ) a n d p ({ b } N ) a r e t h e pr o b a biliti e s of all N o ut-
c o m e s b ei n g d a n d b r e s p e cti v el y. F o r M 2, t h e r ol e s of d
a n d b ar e e x c h a n g e d. We e x a mi n e t h e fi n al st at e of t h e
Alt e r n ati n g m o d e b y a p pl yi n g a π p ul s e o n t h e m oti o n-
a d di n g- si d e b a n d ( M A S) t r a n siti o n | ↓ M |0 ↔ | ↑ M |1 o r
a p ul s e of t h e s a m e d ur ati o n o n t h e M S S t r a n siti o n, f ol-
l o w e d b y M g+ fl u o r e s c e n c e d et e cti o n. T h e n̄ c o n diti o n e d
o n v a ri o u s m e a s u r e m e nt o ut c o m e s c a n b e e sti m at e d wit h
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FI G. 3. R e p e a t e d m e a s u r e m e n t s of q u a n t u m g r o u n d s t a t e of t r a p p e d -i o n m o ti o n. a , Di a g r a m of m e a s u r e m e nt
f o r n o n- d e s t r u c ti v el y di s ti n g ui s hi n g n u m b e r s t a t e s {| 0 , |1 } . T h e Al t e r n a ti n g m o d e i s i ni ti ali z e d i n a t h e r m al di s t ri b u ti o n a t
n̄ = 0. 0 2 3 ( 1 ), wi t h > 0 .9 9 9 of t h e p o p ul a ti o n i n |0 ( p 0 = 0. 9 7 8 ( 1 ) ) a n d |1 ( p 1 = 0. 0 2 2 ( 1 ) ). T h e s e s t a t e s c a n b e di s ti n g ui s h e d
wi t h t h e o p e r a ti o n s i n t h e g r e y b o x ( s e e t e x t ) a n d r e a d o u t o n M g + af t e r s w a p pi n g t h e m o ti o n al s t a t e i nt o t h e S t r e t c h m o d e t o
p r o t e c t i t f r o m t h e r e c oil of t h e M g + i o n d u ri n g d e t e c ti o n a n d si d e b a n d c o oli n g ( S B C ). A n o t h e r s w a p p ul s e b ri n g s t h e m o ti o n al
s t a t e b a c k t o t h e Al t e r n a ti n g m o d e s u c h t h a t t hi s m e a s u r e m e nt c a n b e r e p e a t e d. I n e a c h r e p e ti ti o n, M g + i s d e cl a r e d ei t h e r
b ri g ht ( b ) o r d a r k ( d ) b y c o m p a ri n g t h e d e t e c t e d p h o t o n n u m b e r wi t h a t h r e s h ol d of ni n e. We o b t ai n a s e ri e s of bi n a r y o u t c o m e s
{ o 1 , ..., oi , ..., oN } , o i ∈ { d, b } wi t h t h e m e a s u r e m e nt p e rf o r m e d N ti m e s. W h e n φ 2 = 0, w e r e ali z e t h e m a p pi n g ( M 1 ): |0 → d ,
|1 → b , w hil e φ 2 = π e x c h a n g e s t h e r ol e s of b a n d d , ( M 2 ): |1 → d , |0 → b . We v e rif y t h e m o ti o n al s t a t e af t e r a c e r t ai n
s e q u e n c e b y m e a s u ri n g M A S a n d M S S e x ci t a ti o n. b a n d c , R e p e a t e d m e a s u r e m e nt o u t c o m e s m a t c h t h e i ni ti al di s t ri b u ti o n.
F o r M 1 ( b ), w e d e cl a r e t h e s t a t e i s |0 ( |1 ) if all N o u t c o m e s a r e d ( b ), w hi c h o c c u r s wi t h p r o b a bili t y p ( { d } N ) ( p ( { b } N ) ). T h e
r el a ti v e f r e q u e n ci e s of fi n di n g |0 a n d |1 , { p̃ 0 (li g ht o r a n g e b a r s ), p̃ 1 ( d a r k o r a n g e b a r s ) } e x t r a c t e d ( s e e t e x t ) f r o m p ( { d } N )
(li g ht bl u e b a r s ) a n d p ( { b } N ) ( d a r k bl u e b a r s ), a r e c o n si s t e nt wi t h { p 0 , p 1 } ( d a s h e d li n e ). A s N i n c r e a s e s, { p̃ 0 , p̃ 1 } b e c o m e
cl o s e r t o t h e i ni ti al di s t ri b u ti o n b u t u s e l e s s d a t a, i. e. t h e s u m of p ( { d } N ) a n d p ( { b } N ) d e c r e a s e s. F o r M 2 ( c ), w e i d e ntif y
t h e s t a t e a s |0 o r |1 if all N o u t c o m e s a r e b o r d a n d o b s e r v e si mil a r r e s ul t s. d , Al t e r n a ti n g m e a n o c c u p a ti o n n u m b e r (n̄ )
p o s t- s el e c t e d o n all N o u t c o m e s b ei n g d f o r M 1 ( bl u e d o t s ) o r b f o r M 2 ( bl u e di a m o n d s ) a r e l o w e r t h a n t h e c o r r e s p o n di n g n̄
wi t h n o p o s t- s el e c ti o n ( r e d s y m b ol s ). “ N o e x c h a n g e ” n̄ ( bl a c k s q u a r e s ), w hi c h a r e m e a s u r e d af t e r a p pl yi n g a d el a y wi t h t h e
d u r a ti o n of N m e a s u r e m e nt bl o c k s wi t h o u t s w a p pi n g i nt o t h e S t r e t c h m o d e, a r e s u b s t a nti all y hi g h e r t h a n o t h e r r e s ul t s d u e t o
t h e hi g h e r h e a ti n g r a t e of t h e Al t e r n a ti n g m o d e. D a t a p oi nt s a r e l a t e r all y o ff s e t f r o m n o mi n al N v al u e s f o r l e gi bili t y a n d e r r o r
b a r s f o r s o m e p oi nt s a r e s m all e r t h a n t h e pl o t s y m b ol s.

M A S a n d M S S tr a n siti o n p r o b a biliti e s, if t h e c o n diti o n e d
st at e i s cl o s e t o a t h e r m al st at e, o r if t h e p o p ul ati o n i s
p r e d o mi n a ntl y i n |0 a n d |1 [ 5 2].

I n Fi g. 3b , u si n g M 1 a n d N = 1, w e d et e ct { d } h e r al d-
i n g |0 a n d o bt ai n p̃ 0 (li g ht o r a n g e b ar) = p ({ d } ) N = 1

(li g ht bl u e b a r) = 0. 9 6 0( 3) w hil e p̃ 1 ( d a r k o r a n g e
b a r) = p ({ b } ) N = 1 ( d a r k bl u e b a r) = 0. 0 4 0( 3). T h e { p̃ 0 ,
p̃ 1 } a r e cl o s e t o t h e i niti al st at e p o p ul ati o n s { p 0 , p1 } (i n-
di c at e d b y d a s h e d li n e) r e s p e cti v el y wit h a s m all di ff e r-
e n c e of a b o ut 0. 0 2, w hi c h i n di c at e s a d et e cti o n er r o r.
Wit h N = 2, t h e { p̃ 0 , ˜p 1 } a r e o nl y di ff er e nt fr o m { p 0 , p 1 }
b y 0. 0 0 2( 2) b e c a u s e t h e st at e i s h e r al d e d t wi c e, l a r g el y
s u p p r e s si n g e r r o n e o u s d e cl a r ati o n s. H o w e v er, w e di s c a r d
a b o ut 7. 8 % of t h e t ot al tri al s ( g a p b et w e e n li g ht bl u e a n d
d a r k bl u e b ar s) w h e r e t h e o ut c o m e s f r o m t h e t w o r o u n d s
di s a g r e e. T hi s n u m b er i s l ar g er t h a n t h e d et e cti o n e r r o r

of a si n gl e r o u n d, i n di c ati n g t h at t h e m oti o n al st at e i s
sli g htl y c h a n g e d d uri n g t h e m e a s u r e m e nt s, li k el y d u e t o
h e ati n g. Wit h N = 3, t h e { p̃ 0 , p̃ 1 } a r e al s o cl o s e t o t h e
i niti al di stri b uti o n, b ut a n ot h er 3 % of t h e t ot al tri al s a r e
di s c ar d e d. I n Fi g. 3 c , w e i m pl e m e nt e d M 2 a n d o b s er v e d
t h at { p̃ 0 , p̃ 1 } al s o m at c h w ell wit h t h e i niti al di stri b u-
ti o n. C o m p a r e d t o M 1, m or e d at a w er e di s c a r d e d d u e t o
di s a g r e e m e nt b et w e e n r e p e at e d m e a s u r e m e nt s, s u g g e st-
i n g t h at M g+ s c att e ri n g m a y i nt r o d u c e a d diti o n al di s-
t u r b a n c e t o t h e m oti o n al st at e. F or l a r g e r N wit h eit h e r
M 1 o r M 2, t h e l e a k a g e i nt o hi g h er n u m b e r st at e s al s o
i n c r e a s e s b e c a u s e of h e ati n g a n d m a y l o w e r t h e r e a d o ut
fi d elit y.

T h e n̄ v al u e s of fi n al m oti o n al st at e s a s d et e r mi n e d b y
M A S / M S S t r a n siti o n r at e s a r e s h o w n i n Fi g. 3 d . T h e
bl a c k d at a p oi nt s r e pr e s e nt n̄ aft e r w aiti n g a n e q ui v a-
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We o b s e r v e si g ni fi c a nt o ff-r e s o n a nt e x cit ati o n of t h e a xi al i n- p h a s e m o d e ( at ∼ 1. 5 M H z) of a B M B c r y st al w h e n u si n g
a s q u a r e c o u pli n g p ul s e a r o u n d t h e r e s o n a nt f r e q u e n c y of t h e Alt e r n ati n g- Str et c h c o u pli n g, w hil e s u c h e x cit ati o n i s
l a r g el y s u p p r e s s e d wit h s h a p e d p ul s e s.

We d et er mi n e t h e c o u pli n g dri v e a m plit u d e s f o r t h e t w el v e el e ctr o d e s u si n g a t r a p p ot e nti al si m ul ati o n [ 5 8]
t o g e n e r at e a p ot e nti al f o r w hi c h t h e d e sir e d s p ati al d e ri v ati v e i s m a xi mi z e d w hil e t h e u n w a nt e d c o m p o n e nt s a r e
mi ni mi z e d. T h e s e u n w a nt e d t e r m s t y pi c all y i n cl u d e t h e g r a di e nt s ∂ U / ∂ i , i ∈ { x, y, z } , w hi c h di s pl a c e a n d p ot e nti all y
h e at t h e i o n m oti o n, a n d t h e c u r v at u r e s ∂ 2 U / ∂ i 2 , i ∈ { x, y, z } w hi c h m o d ul at e m oti o n al fr e q u e n ci e s. Hi g h er- o r d er
d e ri v ati v e s of t h e p ot e nti al ar e t y pi c all y n e gli gi bl e i n o u r tr a p a n d ar e n ot c o n si d e r e d i n t h e si m ul ati o n s.

Alt er n ati n g

Str et c h

B e +

0 𝜔
C o u pli n g p ul s e at 𝑏

↓ ↓ 𝜔

𝑎
0 𝑡

R a m a n p ul s e
↓ 𝜏 1 𝜏 / 𝜏 ↔ ↑ 𝐵 0 𝐴 / 𝑆

M g + ↓ 𝑀

S h el vi n g

M oti o n al 𝜋 / 2 -p ul s e

𝜋 / 2 -p ul s e ,𝜙 = 0

a

c

d

2 S 1 / 2

𝑚 𝐹 = -2 -1 0 + 1 + 2

𝐹 = 2

𝐹 = 1

𝐹 = 3

𝐹 = 2

𝑚 𝐹 = -2 -1 0 + 1 + 2-3 + 3

2 5 M g +9 B e +

↓ 𝐵

↑ 𝐵
↑ 𝑀

↓ 𝑀

2 S 1 / 2

O pti c al P u m pi n g,
D o p pl er C o oli n g, 
D et e cti o n

O pti c al P u m pi n g,
D o p pl er C o oli n g, 
D et e cti o n

1. 0 ~ 1. 4 G H z
1. 5 ~ 2. 0 G H z

Mi cr o w a v e Mi cr o w a v e

Str et c h 0 𝑆

Alt er n ati n g 0 𝐴

M g + ↓ 𝑀 R a m a n 𝜋 -p ul s e
↑ 𝑀 0 𝐴 ↔ ↓ 𝑀 1 𝐴

M oti o n al 𝜋 / 2 -p ul s e

𝜋 / 2 -p ul s e ,v a r y 𝜙

↓ 𝐵 ↔ ↑ 𝐵

2 P 3 / 2 3 ,3 𝐵 2 P 3 / 2 4 ,4 𝑀

Tr a p a xi s ( 𝑧 )

𝒌 𝑴 𝟏 𝒌 𝑴 𝟐

𝒌 𝑩 𝟏 𝒌 𝑩 𝟐

𝚫 𝒌 𝑴 𝟏 𝟐 = 𝒌 𝑴 𝟏 − 𝒌 𝑴 𝟐

𝚫 𝒌 𝑩 𝟏 𝟐 = 𝒌 𝑩 𝟏 − 𝒌 𝑩 𝟐

b

D o u bl e -s w a p/
D el a y/ S w a p

R a m a n 𝜋 -p ul s e
↑ 𝑀 0 𝐴 ↔ ↓ 𝑀 1 𝐴

1 9 7 G H z
2. 7 T H z

2 P 1 / 2 3 ,3 𝑀

~ 2 0 0 G H z

~ 3 0 0 G H z

2 P 1 / 2 2 ,2 𝐵

R a m a n tr a n siti o n s R a m a n tr a n siti o n s

R a m a n 𝜋 -p ul s e
↓ 𝑀 0 𝐴 ↔ ↑ 𝑀 1 𝐴

B fi el d ≃ 0. 0 1 1 9 T

S h el vi n g↓ 𝑀 ↔ ↑ 𝑀↓ 𝑀 ↔ ↑ 𝑀

FI G. 4. a , R el e v a nt el e c t r o ni c s t a t e s of 9 B e + a n d 2 5 M g + a t a n a p pli e d m a g n e ti c q u a nti z a ti o n fi el d of |B | ≈ 0. 0 1 1 9 T. b ,
C o n fi g u r a ti o n of R a m a n l a s e r b e a m s f o r B e + ( r e d ) a n d M g + ( g r e e n ). c , E x p e ri m e nt al s e q u e n c e f o r c ali b r a ti n g c o u pli n g r e s o n a nt
f r e q u e n c y a n d r a t e s ( r e s ul t s i n Fi g. 2b, c ) of t h e Al t e r n a ti n g- S t r e t c h c o u pli n g. d , E x p e ri m e nt al s e q u e n c e f o r a m o ti o n al R a m s e y
i nt e rf e r e n c e e x p e ri m e nt b e t w e e n |0 A a n d |1 A ( r e s ul t s i n Fi g. 2 d ) wi t h a d el a y, o r a c o u pli n g p ul s e f o r a si n gl e s w a p o r a d o u bl e
s w a p i n s e r t e d b e t w e e n t h e m o ti o n al π / 2 p ul s e s.

I o n s p e ci e s a n d s t a t e m a ni p ul a ti o n
We tr a p t w o i o n s p e ci e s, 9 B e + a n d 2 5 M g + , at a q u a nti z ati o n m a g n eti c fi el d of ∼ 0. 0 1 1 9 T. T h e r el e v a nt el e ct r o ni c
st at e s of b ot h s p e ci e s a r e ill u str at e d i n Fi g. 4 a . A σ + - p ol a ri z e d ult r a vi ol et ( U V) l a s er b e a m n e a r 3 1 3 n m o pti c all y
p u m p s B e + i o n s t o | ↓ B = 2 S 1 / 2 |F = 2 , mF = 2 B , w hil e D o p pl e r c o oli n g a n d st at e- d e p e n d e nt fl u o r e s c e n c e d et e c-
ti o n a r e i m pl e m e nt e d wit h a s e c o n d U V l a s er b e a m d ri vi n g t h e 2 S 1 / 2 |2 , 2 B ↔ 2 P 3 / 2 |3 , 3 B c y cli n g tr a n siti o n,
c a u si n g p h ot o n s t o b e e mitt e d f r o m t h e i o n w h e n B e + i s i n t h e “ bri g ht ” st at e | ↓ B . Si mil a rl y, M g+ i o n s a r e
o pti c all y p u m p e d t o t h e b ri g ht st at e | ↓ M = 2 S 1 / 2 |3 , 3 M wit h a σ + - p ol a ri z e d l a s er b e a m n e a r 2 8 0 n m. A s e c o n d U V
l a s e r b e a m i s u s e d t o d ri v e t h e 2 S 1 / 2 |3 , 3 M ↔ 2 P 3 / 2 |4 , 4 M t r a n siti o n f o r D o p pl e r c o oli n g a n d fl u or e s c e n c e d et e cti o n.

St at e- d e p e n d e nt fl u o r e s c e n c e d et e cti o n i s a c c o m pli s h e d wit h r e s o n a nt U V li g ht ill u mi n ati n g t h e i o n s f o r a d u-
r ati o n of 3 3 0 µ s f o r B e + a n d 2 0 0 µ s f o r M g + , wit h a f r a cti o n of t h e i o n fl u o r e s c e n c e c oll e ct e d b y a n a c h r o m ati c
i m a gi n g s y st e m a n d d et e ct e d b y a p h ot o m ulti pli e r t u b e. T o di sti n g ui s h t w o h y p e r fi n e st at e s of i nt e r e st, w e a p pl y
a “ s h el vi n g ” s e q u e n c e t h at c o n si st s of mi c r o w a v e π p ul s e s t o t r a n sf e r o n e h y p er fi n e st at e t o t h e b ri g ht st at e a n d
t h e ot h e r t o a d a r k st at e ( a h y p er fi n e st at e a w a y f r o m t h e b ri g ht st at e i n t h e 2 S 1 / 2 m a nif ol d) b ef o r e fl u o r e s c e n c e
d et e cti o n.  T h e mi c r o w a v e t r a n siti o n s u s e d i n t h e s h el vi n g s e q u e n c e a r e i n di c at e d wit h g r e y d o u bl e- a rr o w s i n
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Str et c h -t o-B e + m a p pi n g:

0 𝜔

1 𝑏

2 𝜔
↑ 𝑎

↓ 𝑡

Alt er n ati n g -t o-M g + m a p pi n g 1:

R A P

↑ 𝜏

↓ 𝜏

2 ,− 2 𝜏

Mi cr o w a v e

0 𝐵

1 𝐴

2 𝑆

↑ 𝑀

↓ 𝜋

𝜋 = 1 𝜙 → ↓ 𝑚

Alt er n ati n g -t o-M g + m a p pi n g 2 & 3:

R A P

↑ 𝐹

↓ 𝐹

2 ,− 2 𝐹

Mi cr o w a v e

↑ 𝐹

↓ 𝐹

Mi cr o w a v e

↑ 𝑚

↓ 𝐹

2 ,− 2 𝐵

R A P

↑ 𝐵

↓ 𝑀

2 ,− 2 𝑀

2 ,− 1 𝑆

0 𝐴

1 𝑀

2 𝜋

↑ ↓ 𝑀 + ↓ ↑ 𝐴

2

↓ ↓ 𝑀R A P

↑ 𝐴

↓ 𝜋

2 ,− 2 𝜋

2 ,− 1 𝜙

↑ 𝐵

↓ 𝐵

2 ,− 2 𝐵

Mi cr o w a v e

Mi cr o w a v e

Mi cr o w a v e

𝑀 = 2 𝑧

→ ↓ 𝒌

𝑴 = 0 𝟏 → ↓ 𝒌

1) 2)

1) 2)

3) 4)

5 A)

5 B) 6)

a c

b

M a p pi n g 2

M a p pi n g 3

↑ ↑ 𝑴

FI G. 5. Di a g r a m of m o ti o n- t o- s pi n m a p pi n g f o r d e t e r mi ni n g j oi nt p o p ul a ti o n s of m o ti o n al m o d e s. Ci r cl e s i n di ff e r e nt c ol o r s
r e p r e s e nt t h e i ni ti al p o p ul a ti o n i n |n = 0 ( r e d ), |1 ( g r e e n ), |2 ( bl u e ) a t t h e b e gi n ni n g of t h e ill u s t r a t e d s t e p a n d s oli d d o t s a t
t h e e n d. Tr a n si ti o n s a r e i n di c a t e d b y a r r o w s a n d f o r bi d d e n t r a n si ti o n s a r e i n di c a t e d b y a p r o hi bi t o r y s y m b ol a t t h e ti p of t h e
a r r o w.

• |1 A |0 S i s p r e p a r e d fr o m |0 A |0 S wit h a mi c r o w a v e π p ul s e o n t h e | ↓ M → | ↑ M t r a n siti o n, f oll o w e d b y a
si d e b a n d π p ul s e o n | ↑ M |0 A → | ↓ M |1 A , w hi c h i nj e ct s a si n gl e p h o n o n i nt o t h e Alt e r n ati n g m o d e a n d l e a v e s
M g + i n | ↓ M . T h e mi cr o w a v e p ul s e h a s n e gli gi bl e er r o r a n d t h e si d e b a n d π p ul s e h a s a n e rr o r of a b o ut 0. 0 3,
i n l ar g e p art d u e t o t h e D e b y e- W all e r e ff e ct f r o m t h e a xi al i n- p h a s e m o d e [ 5 1]. W h e n s u c h a n e r r o r o c c u r s, t h e
si d e b a n d π p ul s e i s i n c o m pl et e a n d l e a v e s t h e M g + i o n p a rti all y i n | ↑ M . T h e r ef or e, w e a p pl y a n a d diti o n al
di s si p ati v e l a s e r r e p u m pi n g p ul s e t o e n s u r e t h e M g + i o n i s r e s et t o | ↓ M b ef or e j oi nt st at e m a p pi n g.

• |1 A |1 S i s p r e p a r e d b y i niti ali zi n g i n |1 A |0 S , a s d e s c ri b e d a b o v e. T h e n, a c ali br at e d s w a p p ul s e tr a n sf e r s
( wit h a n i n fi d elit y of a p pr o xi m at el y 0. 0 1) t h e si n gl e p h o n o n f r o m t h e Alt e r n ati n g m o d e t o t h e Str et c h m o d e
(|0 A |1 S ). T h e n, a n ot h e r si n gl e p h o n o n i s i nj e ct e d i nt o t h e Alt e r n ati n g m o d e u si n g t h e s a m e m et h o d d e s c ri b e d
a b o v e, r e s ulti n g i n |1 A |1 S | ↓ M .

• |0 A |2 S i s p r e p ar e d f r o m |0 A |0 S b y i nj e cti n g t w o p h o n o n s i nt o t h e St r et c h m o d e b y gl o b all y a d d r e s si n g t w o
B e + i o n s wit h a mi c r o w a v e c a r ri e r π p ul s e o n | ↓ B → | ↑ B , f oll o w e d b y a si d e b a n d R A P p ul s e ( wit h a n e rr o r of
a p p r o xi m at el y 0. 0 5) o n t h e t r a n siti o n | ↑ B |n S → | ↓ B |n + 1 S . Aft er w a r d s, a B e+ r e p u m pi n g p ul s e i s a p pli e d
t o r e s et t h e i nt er n al st at e s t o | ↓ ↓ B i n c a s e t h e R A P p ul s e di d n ot l e a v e t h e i o n s i n t h at st at e.

F o r m oti o n al st at e a n al y si s,  w e m a p t h e p o p ul ati o n of j oi nt- n u m b e r st at e s i n t h e s u b s p a c e S =
{| 0 A , |1 A , |2 A } {| 0 S , |1 S , |2 S } o nt o t h e i nt e r n al st at e s of t w o i o n s p e ci e s. T w o st e p s, Alt e r n ati n g-t o- M g +

m a p pi n g a n d Str et c h-t o- B e + m a p pi n g, ar e s e q u e nti all y i m pl e m e nt e d. T h e m a p pi n g i s d e s c ri b e d i n d et ail i n t h e
f oll o wi n g a n d ill u st r at e d i n Fi g. 5.

• Alt e r n ati n g-t o- M g + m a p pi n g: O n e of t h r e e di ff e r e nt m a p pi n g s e q u e n c e s ( Fi g. 5 a , b ) m a p s t h e p o p ul ati o n i n
o n e of t h e t hr e e l o w e st n u m b e r st at e s r e s p e cti v el y o nt o t h e bri g ht st at e | ↓ M a n d s h el v e s t h e ot h e r t w o n u m b er
st at e s t o d a r k st at e s, |2 , − 1 M a n d |2 , − 2 M . R e p e at e d e x p e ri m e nt al t ri al s wit h di ff er e nt c h oi c e s of m a p pi n g
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FI G. 6. C h a r a c t e ri z a ti o n of t h e Al t e r n a ti n g - S t r e t c h c o u pli n g. a , Wi t h t h e Al t e r n a ti n g a n d S t r e t c h m o d e p r e p a r e d
i n |1 A |0 S , t h e p r o b a bili ti e s of t h e Al t e r n a ti n g ( o r a n g e d o t s ) a n d S t r e t c h ( bl u e s q u a r e s ) m o d e s i n n u m b e r s t a t e n = 0 ( t o p ),
n = 1 ( mi d dl e, al s o p a r ti all y s h o w n i n Fi g. 2 c ), n = 2 ( b o t t o m ), o s cill a t e a s t h e c o u pli n g p ul s e d u r a ti o n i s v a ri e d w hil e t h e
c o u pli n g f r e q u e n c y i s h el d o n r e s o n a n c e. A s r ef e r e n c e s, w e r e p e a t t h e e x p e ri m e nt b y r e pl a ci n g t h e c o u pli n g p ul s e wi t h a d el a y
of t h e s a m e d u r a ti o n t o i n v e s ti g a t e e ff e c t s of h e a ti n g, a n d s h o w t h e c o r r e s p o n di n g p r o b a bili ti e s of c e r t ai n n u m b e r s t a t e s i n t h e
Al t e r n a ti n g ( m a g e nt a s t a r s ) a n d S t r e t c h ( c y a n t ri a n gl e s ) m o d e s i n t h e t h r e e p a n el s. T h e p o p ul a ti o n m o s tl y s t a y s i n n = 0 a n d
n = 1, w hil e o s cill a ti n g o u t of p h a s e b e t w e e n t h e t w o m o d e s a t Ω c = 2 g 0 . I n t h e b o t t o m p a n el, t h e p o p ul a ti o n s i n n = 2 of t h e
t w o m o d e s s h o w s m all o s cill a ti o n s ( d u e t o i m p e rf e c t s t a t e p r e p a r a ti o n ) o n t o p of a sl o wl y g r o wi n g b a c k g r o u n d t h a t i s r o u g hl y
t h e a v e r a g e h e a ti n g r a t e of t h e t w o c o u pl e d m o d e s, a s i n d e p e n d e ntl y v e ri fi e d b y t h e r ef e r e n c e d a t a ( m a g e nt a s t a r s a n d c y a n
t ri a n gl e s ). S oli d li n e s a r e fi t s t o t h e d a t a a n d d a s h e d li n e s a r e t h e g ui d e s t o t h e e y e. b , T h e p o p ul a ti o n e x c h a n g e r a t e Ωc c a n
b e v a ri e d b y c o nt r olli n g t h e a m pli t u d e of t h e c o u pli n g p o t e nti al wi t h a r el a ti v e f a c t o r 0 ≤ β ≤ 1, s u c h t h a t U ( r ) = β U m a x ( r ).
T hi s i s a c c o m pli s h e d b y s c ali n g t h e o s cill a ti n g p o t e nti al a m pli t u d e of el e c t r o d e i wi t h V i = β V m a x, i f o r all t w el v e el e c t r o d e s
( i = 1 , 2 , ..., 1 2 ). We c h o o s e β = 0. 2 8 6 f o r all o t h e r r e s ul t s p r e s e nt e d i n t hi s w o r k. U si n g hi g h e r β c a u s e s l a r g e r u ni nt e n d e d
e x ci t a ti o n of t h e I N P H m o d e.
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𝜔  (𝑏 s) 𝜔  (𝑎 s)

FI G. 7. J oi n t - m o ti o n al p o p ul a ti o n d y n a mi c s: C o u pli n g ti m e s c a n s I. T h e t w o n o r m al m o d e s a r e p r e p a r e d i n ( a )
|0 A |0 S o r ( b ) |1 A |0 S . T h e pl o t s s h o w p o p ul a ti o n i n t h e ni n e j oi nt n u m b e r s t a t e s of t h e Al t e r n a ti n g m o d e a n d t h e S t r e t c h
m o d e a s a f u n c ti o n of c o u pli n g ti m e τ i n fi v e s e p a r a t e p a n el s wi t h (f r o m t o p t o b o t t o m ) 0 t o 4 t o t al q u a nt a of m o ti o n i n t h e
t w o m o d e s. I m p e rf e c t s t a t e p r e p a r a ti o n a n d m e a s u r e m e nt c a u s e t h e p o p ul a ti o n of t h e t a r g e t i ni ti al s t a t e t o d e vi a t e f r o m o n e
a t τ = 0 w hil e t h e o t h e r s t a t e p o p ul a ti o n s m a y s t a r t wi t h a n o n- z e r o v al u e. M o r e d e t ail e d d e s c ri p ti o n s of t h e e x p e ri m e nt s c a n
b e f o u n d i n t h e m ai n t e x t.
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FI G. 8. J oi n t - m o ti o n al p o p ul a ti o n d y n a mi c s: C o u pli n g ti m e s c a n s I I. T h e Al t e r n a ti n g a n d S t r e t c h m o d e s a r e p r e p a r e d
i n (a ) |1 A |1 S , (b ) |0 A |2 S .
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𝜔
-𝑏 -𝜔 / 2 0 𝑎 / 2 𝑡

𝜏
-𝜏 -𝜏 / 2 0 𝐵 / 2 𝐴

FI G. 9. J oi n t - m o ti o n al p o p ul a ti o n d y n a mi c s: C o u pli n g p h a s e s c a n s. P h o n o n i nt e rf e r e n c e wi t h t h e i ni ti al s t a t e s ( a )
|1 A |0 S a n d ( b ) |1 A |1 S . T h e r e s ul t s i n t h e s e c o n d p a n el of a a n d t h e t hi r d p a n el of b a r e al s o s h o w n i n Fi g. 2 i a n d j of t h e
m ai n t e x t.
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| 0⟩S

D el a y × M
| 1⟩A

| 0⟩S

S w a p × M
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FI G. 1 0. J oi n t - m o ti o n al p o p ul a ti o n d y n a mi c s d u ri n g r e p e a t e d s w a p o p e r a ti o n s. a , Wi t h t h e t w o m o d e s p r e p a r e d
i n |1 A |0 S , w e a p pl y M s w a p p ul s e s a n d m e a s u r e t h e p o p ul a ti o n s of t h e t w o- m o d e j oi nt s t a t e s. T h e s e c o n d p a n el s h o w s t h a t
t h e i nj e c t e d si n gl e p h o n o n i s s w a p p e d b e t w e e n t h e t w o m o d e s. T h e s u m of p o p ul a ti o n s i n t h e s e c o n d p a n el d e c r e a s e s a s t h e
n u m b e r M of s w a p o p e r a ti o n s i n c r e a s e s, w hil e t h e p o p ul a ti o n s of t h e s t a t e s s h o w n i n t h e fi r s t a n d t hi r d p a n el g r o w b e c a u s e of
h e a ti n g. b , D a t a f r o m a r ef e r e n c e e x p e ri m e nt w h e r e t h e c o u pli n g p ul s e s a r e r e pl a c e d wi t h d el a y s of e q u al d u r a ti o n t o ill u s t r a t e
t h e e ff e c t of h e a ti n g. I n t hi s c a s e, n o p o p ul a ti o n i s e x c h a n g e d a n d o nl y a sl o w p o p ul a ti o n l e a k a g e f r o m t h e i ni ti al s t a t e ( r e d
d o t s i n t h e s e c o n d p a n el ) t o p ri m a ril y |0 A |0 S ( d o t s i n t h e fi r s t p a n el ) a n d |2 A |0 S ( bl u e d o t s i n t h e t hi r d p a n el ) i s o b s e r v e d.
T hi s i s d u e t o a m u c h l a r g e r h e a ti n g r a t e i n t h e Al t e r n a ti n g m o d e c o m p a r e d t o t h e S t r e t c h m o d e. S oli d li n e s i n a a n d b s e r v e
a s g ui d e s t o t h e e y e. c , Wi t h t h e p o p ul a ti o n of all ni n e j oi nt s t a t e s, w e e s ti m a t e t h e fi d eli t y of t h e fi n al d e n si t y m a t ri x σ
c o m p a r e d t o t h e t a r g e t d e n si t y m a t ri x ρ w h e r e i d e al s w a p s a r e a p pli e d t o a n i ni ti al d e n si t y m a t ri x ( d a t a a t M = 0 i n a ). We
t r e a t t h e d e n si t y m a t ri c e s σ a n d ρ a s a f ull y d e c o h e r e d mi x t u r e of ni n e j oi nt n u m b e r s t a t e s ( o nl y di a g o n al t e r m s a r e n o n- z e r o )
a n d e s ti m a t e t h e fi d eli t y wi t h F = ( T r

√
ρ σ

√
ρ ) 2 . We fi t t h e fi d eli ti e s ( bl u e t ri a n gl e s ) t o F ( M ) = ( 1 − ) M t o e x t r a c t a n e r r o r

p e r s w a p o p e r a ti o n t o b e 1. 4 ( 1 ) %. d , T h e s a m e a n al y si s i s p e rf o r m e d f o r t h e r ef e r e n c e e x p e ri m e nt d a t a ( o r a n g e t ri a n gl e s )
w h e r e t h e fi d eli t y t o t h e i ni ti al d e n si t y m a t ri x ( d a t a a t M = 0 i n b ) i s s h o w n a n d fi t t e d, yi el di n g a n e r r o r p e r s w a p ti m e of
0. 9 ( 1 ) %. T h e e r r o r of t h e s w a p o p e r a ti o n i s d o mi n a t e d b y h e a ti n g, w hi c h c a n b e s u p p r e s s e d b y i n c r e a si n g t h e c o u pli n g s t r e n g t h
t o r e d u c e t h e s w a p ti m e, o r b y l o w e ri n g t h e h e a ti n g r a t e, f o r e x a m pl e b y o p e r a ti n g i n a si mil a r t r a p a t c r y o g e ni c t e m p e r a t u r e s.



Stretch

Alternating

Mg+

0 𝐴

↓ 𝑀 ↓ 𝑀

State 
prep

MAS 
pulse

0 𝑆

a

0 𝐴

↓ 𝑀

0 𝑆

𝑣𝑎𝑟𝑦 𝜙

SWAP

Cooling

Recoil heating test
SWAP

𝜙 = 0

b f

0 𝐴 ↓ 𝑀

Mg scattering

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

No Mg scattering

c

𝑃
↑
𝑀

g

𝜙
1 30 2 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

𝑃
↓
𝑀

𝐶𝑎𝑟𝑟𝑖𝑒𝑟
𝜋/2

𝑅𝑆𝐵
𝜋 𝐶𝑎𝑟𝑟𝑖𝑒𝑟

𝜋/2

𝑅𝑆𝐵
𝜋

Recoil 
heating 

test

Recoil 
heating 

test

Recoil 
heating 

test

1 𝐴 ↓ 𝑀d

Mg scattering

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

No Mg scattering

𝑃
↑
𝑀

𝛼 0 𝐴 ↑ 𝑀 + 𝛽 1 𝐴 ↓ 𝑀
e

Det ↑ 𝑀

Overall

Det ↓ 𝑀

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

𝑃
↑
𝑀

t (ms) 
50 1000 150 200

Mg scattering
No Mg scattering

h

Mg scattering time 𝜏 (ms) 
1000

0.8

0.9

1.0

1.1
N

o
rm

al
iz

ed
 R

am
se

y 
co

n
tr

as
t

200 300 400 500 600
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
etected

 p
h

o
to

n
 n

u
m

b
er / 𝑁

0

SWAP

Cooling

SWAP

𝜏

𝜏0

Stretch

Alternating

Mg+

=

A M A M A M A M

M M

A A

A A A A

A A M M

M A M A A A M



𝜙2

0

P
(
↓

M
)

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0
M2M1

n = 0

n = 1

p 2pp/2 3p/2

M2

0.0

1.0

0.5

M1 

1 → 𝑑

0 → 𝑏

𝑁 = 3𝑁 = 1

0.030(2)

0.931(4)
0.76(3)

0.49(3)

0.80(8)

0.48(9)

0.927(7)

0.045(5)

{𝑑} {𝑏}

{𝑑, 𝑑, 𝑑} {𝑏, 𝑏, 𝑏}

0.025(2)

0.935(2)

0.59(4)

0.82(3)

{𝑑, 𝑑, 𝑑} {𝑏, 𝑏, 𝑏}

0.33(2)

0.84(2)
0.915(4)

0.044(3)

{𝑑} {𝑏}

0.0

1.0

0.5

Exp MAS/MSS
Ideal MAS/MSS 𝑁 = 2

0.027(2)

0.924(4)

0.57(4)

0.77(4)

0.73(4)

0.56(4)

0.929(4)

0.044(3)

{𝑑, 𝑑} {𝑏, 𝑏}

{𝑑, 𝑑} {𝑏, 𝑏}

Tr
an

si
ti

o
n

 p
ro

b
.

MSSMAS MSSMAS MSSMAS MSSMAS MSSMAS MSSMAS

MSSMAS MSSMAS MSSMAS MSSMAS MSSMAS MSSMAS

1 → 𝑏

0 → 𝑑

a b

Tr
an

si
ti

o
n

 p
ro

b
.

A A


	Coherently coupled mechanical oscillators in the quantum regime
	Abstract
	 Acknowledgments
	 References
	 Coupling Hamiltonian derivation
	 Time evolution of coupled motional states 
	 Experimental methods


