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F u n di n g i nf o r m ati o n

N at ur al S ci e n c e  F o u n d ati o n of  B eiji n g

M u ni ci p alit y,  Gr a nt/ A w ar d  N u m b er:

Z1 9 0 0 0 4;  H u m a nit y a n d S o ci al S ci e n c e

Y o ut h  F o u n d ati o n of  Mi ni str y of  E d u-

c ati o n of  C hi n a,  Gr a nt/ A w ar d  N u m b er:

1 9 Y J C 91 0 01 0;  N ati o n al  N at ur al S ci e n c e

F o u n d ati o n of  C hi n a,  Gr a nt/ A w ar d  N u m-

b er s: 11 9 71 4 0 4, 1 21 71 4 5 4, 1 2 0 2 6 6 0 4;  NI H,

Gr a nt/ A w ar d  N u m b er:  C A 2 0 41 2 0;  B a si c

S ci e ntifi c Pr oj e ct 71 9 8 81 01 of  N ati o n al S ci-

e n c e  F o u n d ati o n of  C hi n a,  Gr a nt/ A w ar d

N u m b er:  B1 3 0 2 8;  NI S F,  Gr a nt/ A w ar d

N u m b er: 1 91 6 2 51;  K e y Pr o gr a m of J oi nt

F u n d s of t h e  N ati o n al  N at ur al S ci e n c e

F o u n d ati o n of  C hi n a,  Gr a nt/ A w ar d  N u m-

b er:  U1 9 B 2 0 4 0;  U ni v er sit y of  C hi n e s e

A c a d e m y of S ci e n c e s  E d u c ati o n  F o u n d a-

ti o n,  Gr a nt/ A w ar d  N u m b er:  Y 9 5 4 01 T X X 2

T hi s arti cl e h a s e ar n e d a n o p e n d at a b a d g e

“ R e p r o d u ci bl e  R e s e a r c h ” f or m a ki n g

p u bli cl y a v ail a bl e t h e c o d e n e c e s s ar y t o

r e pr o d u c e t h e r e p ort e d r e s ult s.  T h e r e s ult s

r e p ort e d i n t hi s arti cl e  w er e r e pr o d u c e d

p arti all y d u e t o t h eir c o m p ut ati o n al c o m-

pl e xit y.

A b st r a ct

I n hi g h-t hr o u g h p ut c a n c er st u di e s, g e n e – e n vir o n m e nt i nt er a cti o n s a s s o ci at e d

wit h o ut c o m e s h a v e i m p ort a nt i m pli c ati o n s. S o m e c o m m o nl y a d o pt e d i d e nti-

fi c ati o n  m et h o d s d o n ot r e s p e ct t h e “ m ai n eff e ct, i nt er a cti o n ” hi er ar c hi c al str u c-

t ur e. I n a d diti o n, t h e y c a n b e c h all e n g e d b y d at a c o nt a mi n ati o n a n d/ or l o n g-

t ail e d di stri b uti o n s,  w hi c h ar e n ot u n c o m m o n. I n t hi s arti cl e, r o b u st  m et h o d s

b a s e d o n 𝛾 - di v er g e n c e a n d d e n sit y p o w er di v er g e n c e ar e pr o p o s e d t o a c c o m m o-

d at e c o nt a mi n at e d d at a/l o n g-t ail e d di stri b uti o n s.  A hi er ar c hi c al s p ar s e gr o u p

p e n alt y i s a d o pt e d f or r e g ul ari z e d e sti m ati o n a n d s el e cti o n a n d c a n i d e ntif y

i m p ort a nt g e n e – e n vir o n m e nt i nt er a cti o n s a n d r e s p e ct t h e “ m ai n eff e ct, i nt er-

a cti o n ” hi er ar c hi c al str u ct ur e.  T h e pr o p o s e d  m et h o d s ar e i m pl e m e nt e d u si n g

a n eff e cti v e gr o u p c o or di n at e d e s c e nt al g orit h m. Si m ul ati o n s h o w s t h at  w h e n

c o nt a mi n ati o n o c c ur s, t h e pr o p o s e d  m et h o d s c a n si g nifi c a ntl y o ut p erf or m t h e

e xi sti n g alt er n ati v e s  wit h  m or e a c c ur at e i d e ntifi c ati o n.  T h e pr o p o s e d a p pr o a c h

i s a p pli e d t o t h e a n al y si s of  T h e  C a n c er  G e n o m e  Atl a s ( T C G A) tri pl e- n e g ati v e

br e a st c a n c er d at a a n d  G e n e  E n vir o n m e nt  A s s o ci ati o n St u di e s ( G E N E V A)  T y p e

2  Di a b et e s d at a.
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di v er g e n c e, g e n e – e n vir o n m e nt i nt er a cti o n, hi er ar c hi c al str u ct ur e, p e n ali z e d i d e ntifi c ati o n,

r o b u st n e s s
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A B

F I G U R E  1 ( A)  T h e c o m p ari s o n b et w e e n t h e l a b el s of  T N B C d at a a n d cl u st er r e s ult s b a s e d o n t h e fir st t w o pri n ci p al c o m p o n e nt s of g e n e

v ari a bl e s, i n  w hi c h t w o c ol or s of p oi nt s r e pr e s e nt diff er e nt cl u st er s a n d t w o s h a p e s r e pr e s e nt t h e l a b el s of s a m pl e s i n t hi s d at a s et. ( B)  A n

e x a m pl e: t h e  T P R f or  m ai n eff e ct s a n d i nt er a cti o n s u si n g c o n v e nti o n al l o gi sti c r e gr e s si o n u n d er diff er e nt  mi sl a b el pr o b a biliti e s

1 I N T R O D U C T I O N

I n hi g h-t hr o u g h p ut c a n c er st u di e s, g e n e – e n vir o n m e nt i nt er a cti o n s ( G- E) c a n h a v e i m p ort a nt i m pli c ati o n s b e y o n d t h e

m ai n eff e ct s of g e n eti c ( G) a n d e n vir o n m e nt al ( E) ri s k f a ct or s.  T h e  G f a ct or s a n al y z e d i n t h e lit er at ur e i n cl u d e g e n e

e x pr e s si o n s, si n gl e n u cl e oti d e p ol y m or p hi s m s ( S N Ps), a n d ot h er o mi c s  m e a s ur e m e nt s,  w hi c h ar e u s u all y hi g h di m e n-

si o n al.  T h e  E f a ct or s ar e u s u all y l o w- di m e n si o n al e n vir o n m e nt al e x p o s ur e s b ut  m a y al s o i n cl u d e cli ni c al  m e a s ur e m e nt s.

F or  G- E i nt er a cti o n a n al y si s, t h e “ m ai n eff e ct, i nt er a cti o n ” hi er ar c h y, t h at i s, if a n i nt er a cti o n i s i d e ntifi e d a s a s s o ci at e d

wit h r e s p o n s e, t h e c orr e s p o n di n g  m ai n eff e ct s ar e a ut o m ati c all y i d e ntifi e d, h a s b e e n d e v el o p e d i n r e c e nt p u bli c ati o n s

a n d c o n si d er e d a s bi ol o gi c all y a n d st ati sti c all y s e n si bl e a n d n e c e s s ar y ( Bi e n et al., 2 01 3 ; W u et al., 2 01 8 ;  Z h u et al., 2 01 4 ).

A s si m pl e p e n ali z ati o n s ar e i n s uffi ci e nt, s e v er al t e c h ni q u e s r e s p e cti n g t hi s hi er ar c h y, s u c h a s hi er ar c hi c al s p ar s e gr o u p

p e n ali z ati o n s, h a v e b e e n d e v el o p e d ( Li u et al., 2 01 3 ; W u & M a, 2 01 8 ).  F or t h e i d e ntifi c ati o n of i m p ort a nt i nt er a cti o n s,

i n g e n er al, t h er e ar e t w o s c h e m e s.  T h e fir st i s t o c o n d u ct  m ar gi n al a n al y si s, t h at i s, a n al y zi n g  m ulti pl e  E f a ct or s, o n e

G f a ct or, a n d t h eir i nt er a cti o n s at a ti m e.  T h e ot h er i s j oi nt a n al y si s, t h at i s,  m o d eli n g t h e j oi nt eff e ct s of all  E f a ct or s,  G

f a ct or s, a n d i nt er a cti o n s i n a si n gl e  m o d el.  T h e t w o t y p e s of a n al y s e s h a v e diff er e nt  m o d el a s s u m pti o n s a n d i m pli c ati o n s,

a n d b ot h ar e p o p ul ar i n t h e c urr e nt lit er at ur e ( W u  &  M a, 2 01 8 ).

T h e e xt e n si v el y a d o pt e d li k eli h o o d- b a s e d a n d ot h er r el at e d a p pr o a c h e s c a n b e c h all e n g e d b y d at a c o nt a mi n ati o n,  w hi c h

i s n ot u n c o m m o n.  C o nt a mi n ati o n c a n h a v e diff er e nt f or m s f or c at e g ori c al a n d c o nti n u o u s v ari a bl e s. S p e cifi c all y, f or c at e-

g ori c al r e s p o n s e s, t h er e  m a y b e s a m pl e s t h at b el o n g t o diff er e nt cl a s s e s pr e s e nt i n t h e d at a, f or e x a m pl e, a t u m or i n st a n c e

i n c orr e ctl y l a b el e d a s n or m al ( S hi e h  &  H u n g, 2 0 0 9 ). I n p arti c ul ar,  mi sl a b el e d r e s p o n s e s h a v e b e e n t h o u g ht t o e xi st i n t h e

tri pl e- n e g ati v e br e a st c a n c er ( T N B C) d at a ( L o p e s et al., 2 01 8 ) st u di e d i n t hi s arti cl e.  T h e c o m p ari s o n b et w e e n t h e l a b el s of

T N B C d at a a n d cl u st eri n g a n al y si s  m a y al s o s u g g e st t hi s ( Fi g ur e 1 A).  A s f or c o nti n u o u s v ari a bl e s, d e vi ati o n fr o m n or m al

di stri b uti o n i s c o m m o n f or  m e di c al a n d bi ol o gi c al d at a ( F ar c o m e ni  &  V e nt ur a, 2 01 0 ), a n d h e a v y t ail s  m a y h a p p e n b e c a u s e

of bi ol o gi c al “ a n o m ali e s ” a s  w ell a s a  mi xt ur e of di stri b uti o n s c a u s e d b y s u bt y p e s ( A dl er et al., 1 9 9 8; S h e n  &  H e, 2 01 5 ).

E v e n a si n gl e c o nt a mi n at e d o b s er v ati o n c a n l e a d t o bi a s e d e sti m ati o n a n d f al s e  m ar k er i d e ntifi c ati o n ( Fi g ur e 1 B).

T o c o n d u ct c o nt a mi n ati o n r e si st a nt  G- E i nt er a cti o n a n al y si s, f or e x a m pl e, a r o b u st  m ar gi n al s m o ot h e d p e n ali z e d r a n k

m et h o d h a s b e e n pr o p o s e d ( S hi et al., 2 01 4 ).  A n d f or j oi nt a n al y si s, a r a n k- b a s e d r e gr e s si o n a n al y si s  m a ki n g n o stri n-

g e nt di stri b uti o n al a s s u m pti o n s o n r a n d o m err or, h a s b e e n c o n d u ct e d ( W u et al., 2 01 5 ).  A p e n ali z e d r o b u st a p pr o a c h t o

di s s e ct  G- E i nt er a cti o n s b a s e d o n t h e l e a st a b s ol ut e d e vi ati o n l o s s f or pr o g n o si s d at a h a s b e e n pr o p o s e d ( W u et al., 2 01 8 ).

R o b u st di v er g e n c e, s u c h a s d e n sit y p o w er di v er g e n c e ( B a s u et al., 1 9 9 8) a n d 𝛾 - di v er g e n c e ( J o n e s et al., 2 0 01 ), i s a n eff e cti v e

t e c h ni q u e t o d e al  wit h c o nt a mi n at e d d at a. I n l o w- di m e n si o n al s etti n g s, r o b u st n e s s pr o p erti e s of t h e s e di v er g e n c e s h a v e

b e e n  w ell st u di e d ( F uji s a w a  &  E g u c hi, 2 0 0 8 ; G h o s h & B a s u, 2 01 6 ).  U n d er hi g h- di m e n si o n al s etti n g s, d e n sit y p o w er di v er-

g e n c e h a s al s o b e e n a d o pt e d t o  m o d el t h e r e g ul at or y r el ati o n s hi p s b et w e e n g e n e e x pr e s si o n a n d c o p y n u m b er alt er ati o n s

( Z a n g et al., 2 01 7 ) a n d d e m o n str at e s b ett er r o b u st n e s s t h a n alt er n ati v e s.  H o w e v er, o ur lit er at ur e s ur v e y s u g g e st s t h at t h e

a p pli c ati o n of r o b u st di v er g e n c e t o i nt er a cti o n a n al y si s i s still v er y li mit e d.
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I n t hi s arti cl e,  w e d e v el o p a p e n ali z e d r o b u st di v er g e n c e a p pr o a c h f or i d e ntif yi n g  G- E i nt er a cti o n s i n hi g h- di m e n si o n al

g e n eti c st u di e s,  w hi c h h a s t h e f oll o wi n g d e sir a bl e f e at ur e s.  Fir st, r o b u st l o s s e s b a s e d o n d e n sit y p o w er di v er g e n c e a n d

𝛾 - di v er g e n c e ar e pr o p o s e d t o a c c o m m o d at e c o nt a mi n at e d d at a  wit h o ut a s s u mi n g c o nt a mi n ati o n di stri b uti o n a n d pr o-

p orti o n.  O ur lit er at ur e s e ar c h s u g g e st s t h at e v e n f or si m pl e, l o w- di m e n si o n al s etti n g s, t h er e i s n o d o mi n ati n g a p pr o a c h

( D a s z y k o w s ki et al., 2 0 0 7 ). I n a d diti o n, t h e a p pli c ati o n s of r o b u st a n al y si s t e c h ni q u e s t o hi g h- di m e n si o n al g e n eti c st u di e s

r e m ai n li mit e d ( F ar c o m e ni  &  V e nt ur a, 2 01 0 ).  A s a r e s ult, it i s of i nt er e st t o d e v el o p a n d i m pl e m e nt n e w r o b u st a n al y si s

a p pr o a c h e s t o t h e pr e s e nt s etti n g. S e c o n d, a hi er ar c hi c al s p ar s e gr o u p p e n ali z ati o n i s a d o pt e d f or r e g ul ari z e d e sti m a-

ti o n a n d  m ar k er s el e cti o n t o a c hi e v e t h e “ m ai n eff e ct, i nt er a cti o n ” hi er ar c h y,  w hi c h i s n ot o nl y bi ol o gi c all y s e n si bl e b ut

m a y al s o a s si st t h e i d e ntifi c ati o n of i nt er a cti o n s b y  m ai n eff e ct s a n d vi c e v er s a.  T hir d,  w e c o m pr e h e n si v el y c o n d u ct b ot h

m ar gi n al a n d j oi nt a n al y s e s, u si n g si mil ar t e c h ni q u e s t o a c hi e v e t h e  m u c h d e sir e d  m et h o d ol o gi c al c o h er e n c e.  F o urt h,

g e n er ali z e d li n e ar  m o d el s ( G L M) ar e c o n si d er e d t o a c c o m m o d at e a v ari et y of r e s p o n s e s e s p e ci all y i n cl u di n g c o nti n u o u s

a n d bi n ar y v ari a bl e s.  O v er all, t hi s  w or k pr o vi d e s a pr a cti c al a n d u s ef ul t o ol f or t h e  G- E i nt er a cti o n a n al y si s.

2 M E T H O D O L O G Y

As s u m e 𝑛 i n d e p e n d e nt s a m pl e s {( 𝑦𝑖, 𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑧𝑧𝑧 𝑖), 𝑖  = 1,  … , 𝑛},  w h er e 𝑦 𝑖 c a n b e c o nti n u o u s, bi n ar y, a n d s o o n, 𝑥 𝑖𝑥 𝑖𝑥 𝑖 = ( 𝑥 𝑖 1, … , 𝑥𝑖 𝑞)
𝑇

ar e 𝑞 - di m e n si o n al cli ni c al/ e n vir o n m e nt al ri s k f a ct or s, a n d 𝑧 𝑖𝑧 𝑖𝑧 𝑖 = ( 𝑧 𝑖 1, … , 𝑧𝑖 𝑝)
𝑇 ar e 𝑝 - di m e n si o n al g e n eti c  m ar k er s.  D e n ot e

𝑤𝑤𝑤 𝑇
𝑖 𝑗

= 𝑧 𝑖 𝑗( 1, 𝑥𝑥𝑥 𝑇
𝑖
) a n d 𝑤𝑤𝑤 𝑖 = ( 𝑤𝑤𝑤 𝑇

𝑖 1
, … , 𝑤𝑤𝑤 𝑇

𝑖 𝑝
)𝑇 .  D e n ot e 𝑌𝑌𝑌 a s t h e 𝑛 - v e ct or c o m p o s e d of 𝑦 ′

𝑖
s, a n d 𝑋𝑋𝑋 , 𝑊𝑊𝑊 𝑗 , a n d 𝑊𝑊𝑊 a s t h e  m atri c e s

c o m p o s e d of 𝑥𝑥𝑥 ′
𝑖
s, 𝑤𝑤𝑤 ′

𝑖 𝑗
s, a n d 𝑤𝑤𝑤 ′

𝑖
s, r e s p e cti v el y.

I n  m ar gi n al a n al y si s,  w e a n al y z e  m ulti pl e  E f a ct or s, o n e  G f a ct or, a n d t h eir i nt er a cti o n s at a ti m e.  T h e c o v ari at e eff e ct c a n

b e  writt e n a s
∑ 𝑞

𝑘 = 1 𝜃 𝑘 𝑥 𝑖 𝑘 + 𝜁 𝑗 𝑧 𝑖 𝑗 +
∑ 𝑞

𝑘 = 1 𝛽 𝑘 𝑗 𝑥 𝑖 𝑘𝑧 𝑖 𝑗 = 𝜃𝜃𝜃 𝑇 𝑥 𝑖𝑥 𝑖𝑥 𝑖 + 𝑏𝑏𝑏 𝑇
𝑗
𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗,  w h er e 𝜃𝜃𝜃 = ( 𝜃 1 , … , 𝜃𝑞 )𝑇 r e pr e s e nt s all  m ai n  E eff e ct s,

𝑏𝑏𝑏 𝑗 = ( 𝜁 𝑗 , 𝛽𝛽𝛽 𝑇
𝑗
)𝑇 r e pr e s e nt s t h e  m ai n eff e ct a n d i nt er a cti o n s c orr e s p o n di n g t o t h e 𝑗 t h  G v ari a bl e, a n d 𝛽𝛽𝛽 𝑗 = ( 𝛽 1 𝑗 , … , 𝛽𝑞 𝑗 )𝑇 . I n

j oi nt a n al y si s,  w e  m o d el t h e j oi nt eff e ct s of all  E f a ct or s,  G f a ct or s, a n d i nt er a cti o n s at a ti m e.  T h e o v er all c o v ari at e eff e ct

c a n b e  writt e n a s
∑ 𝑞

𝑘 = 1 𝜃 𝑘 𝑥 𝑖 𝑘 +
∑ 𝑝

𝑗 = 1 ( 𝜁𝑗 𝑧 𝑖 𝑗 +
∑ 𝑞

𝑘 = 1 𝛽 𝑘 𝑗 𝑥 𝑖 𝑘𝑧 𝑖 𝑗) = 𝜃𝜃𝜃 𝑇 𝑥 𝑖𝑥 𝑖𝑥 𝑖 +
∑ 𝑝

𝑗 = 1 𝑏𝑏𝑏 𝑇
𝑗
𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗.  Di sti n cti o n s b et w e e n t h e t w o t y p e s

of a n al y si s a n d t h eir i n di vi d u al i m pli c ati o n s h a v e b e e n  w ell di s c u s s e d i n t h e lit er at ur e a n d  will n ot b e r eit er at e d h er e ( W u

& M a, 2 01 8 ).

2. 1 M a r gi n al a n al y si s

C o n si d er t h e 𝑗 t h  m ar gi n al  m o d el f or t h e 𝑗 t h  G v ari a bl e a n d it s  G- E i nt er a cti o n s.  T h e e m piri c al v er si o n s of t h e d e n sit y

p o w er di v er g e n c e ( B a s u et al., 1 9 9 8) ( d e n ot e d a s  D P D f or si m pli cit y) a n d 𝛾 - di v er g e n c e ( J o n e s et al., 2 0 01 ) l o s s f u n cti o n s,

i g n ori n g t er m s i n d e p e n d e nt of t h e u n k n o w n p ar a m et er s, ar e

𝓁 D P D ( 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗 ) = −
1

𝑛

𝑛∑

𝑖 = 1

[

∫
𝑓 ( 𝑦 |𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗; 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗 )

1 + 𝛼 d 𝑦  − ( 1  +
1

𝛼
) 𝑓

(
𝑦 𝑖|𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗; 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗

) 𝛼
]

,

𝓁 𝛾 ( 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗 ) = −
1

𝑛

𝑛∑

𝑖 = 1

𝑓
(
𝑦 𝑖|𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗; 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗

) 𝛾

(
∫ 𝑓 ( 𝑦 |𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗; 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗 )1 + 𝛾 d 𝑦

) 𝛾 ∕( 1 + 𝛾)
,

w h er e 𝑓 ( 𝑦 𝑖|𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗; 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗 ) i s t h e c o n diti o n al pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n of 𝑦 𝑖 gi v e n 𝑥𝑥𝑥 𝑖 a n d 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗.  T h e p ar a m et er s 𝛼 > 0 a n d

𝛾 > 0 b al a n c e r o b u st n e s s a n d effi ci e n c y,  wit h a l ar g er v al u e c orr e s p o n di n g t o  m or e r o b u st b ut l e s s effi ci e nt e sti m ati o n.  T o

a c c o m m o d at e  m ulti pl e t y p e s of r e s p o n s e s,  w e c o n si d er t h e  G L M:

𝑓( 𝑦 𝑖|𝑥𝑥𝑥 𝑖, 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗; 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏 𝑗 ) = 𝑐(𝑦 𝑖) e x p

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑦 𝑖( 𝑥𝑥𝑥 𝑇
𝑖
𝜃𝜃𝜃 + 𝑤𝑤𝑤 𝑇

𝑖 𝑗
𝑏𝑏𝑏 𝑗 ) − 𝜑

(
𝑥𝑥𝑥 𝑇

𝑖
𝜃𝜃𝜃 + 𝑤𝑤𝑤 𝑇

𝑖 𝑗
𝑏𝑏𝑏 𝑗

)

𝜙

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

,

w h er e 𝜑(⋅) i s t wi c e c o nti n u o u sl y diff er e nti a bl e  wit h 𝜑 ′′ (⋅) al w a y s p o siti v e a n d 𝜙 i s t h e di s p er si o n p ar a m et er. 𝜙 = 1 i n a

l o gi sti c  m o d el, a n d 𝜙 i s u s u all y u n k n o w n i n a li n e ar  m o d el.
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A d o pti n g t h e hi er ar c hi c al s p ar s e gr o u p p e n alt y,  w e pr o p o s e t h e p e n ali z e d r o b u st o bj e cti v e f u n cti o n f or  m ar gi n al a n al-

y si s:

𝛾( 𝑛𝑦𝑖, 𝑥𝑥𝑥 𝑖 ) = 𝑧( 𝑧𝑧𝑖, 𝑖𝑛𝑦 𝑖 ) + 𝑥 (‖ 𝑖𝑥𝑖 𝑥 ‖ ;
√

𝑖 + 1 𝑥, 𝑖) +

𝑥 + 1∑

𝑖 = 2

𝑞( |𝑇 𝑞 𝑧 |; 𝑖, 𝑧), (1)

w h er e 𝑖( 𝑧𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑖 𝑝 ) i s 𝑇 D P D ( 𝑝𝑤𝑤, 𝑤𝑇𝑖 𝑗 ) or 𝑧 𝑖 ( 𝑗𝑥𝑥, 𝑥𝑇𝑖 𝑤 ), a n d 𝑤(𝑤; 𝑖, 𝑤)  = 𝑤 ∫
|𝑤|

0
( 1  −

𝑇

𝑖 𝑤
)+ 𝑤 𝑤 i s t h e  mi ni m a x c o n c a v e p e n alt y ( M C P)

( Z h a n g, 2 01 0 )  wit h fir st- or d er d eri v ati v e 𝑇 ′ (𝑖)  = 𝑝( 1  −
𝑇

𝑌 𝑌
)+ f or 𝑌 > 1 a n d 𝑛 ⩾ 0. 𝑦 i s a d at a- b a s e d t u ni n g p ar a m et er, a n d

𝑖 i s t h e r e g ul ari z ati o n p ar a m et er.  T h e s a m e t u ni n g p ar a m et er s ar e u s e d i n all 𝑋 m ar gi n al  m o d el s t o e n s ur e t h at all  G

v ari a bl e s ar e a n al y z e d o n a f air gr o u n d.

R ati o n al e .  T h e di v er g e n c e- b a s e d r o b u st g o o d n e s s- of-fit  m e a s ur e s h a v e b e e n d e v el o p e d u n d er l o w- di m e n si o n al s et-

ti n g s. I nt uiti v el y, t h e y d o w n- w ei g h t h e “i nfl u e n c e ” of a b n or m al o b s er v ati o n s a n d h e n c e a c hi e v e r o b u st n e s s ( al s o s e e

R e m ar k 1).  T h e or eti c al a n d n u m eri c al st u di e s u n d er l o w- di m e n si o n al s etti n g s s h o w t h at t h e y c a n b e a d v a nt a g e o u s

o v er ot h er r o b u st  m et h o d s u n d er c ert ai n s c e n ari o s a n d o ut p erf or m n o nr o b u st a p pr o a c h e s  wit h t h e pr e s e n c e of d at a

c o nt a mi n ati o n/l o n g-t ail e d di stri b uti o n s ( B a s u et al., 1 9 9 8;  F uji s a w a  &  E g u c hi, 2 0 0 8 ; G h o s h & B a s u, 2 01 6 ;  H u n g et al.,

2 01 8 ).  W e n ot e t h at t h e d at a s etti n g s c o n si d er e d h er e ar e si g nifi c a ntl y  m or e c h all e n gi n g t h a n t h e l o w- di m e n si o n al s et-

ti n g s.  T h e fir st t er m of t h e p e n alt y d et er mi n e s  w h et h er 𝑋𝑋𝑊 𝑊 ≡ 0 , n a m el y t h e 𝑊 t h  G v ari a bl e h a s n o eff e ct at all. If 𝑗𝑊𝑊 𝑊 ≠ 0 , t h e

s e c o n d t er m p e n ali z e s t h e i nt er a cti o n t er m s t o d et er mi n e eit h er t h e i nt er a cti o n eff e ct s ar e n o n z er o.  T h e s u m of t h e s e t w o

t er m s c a n i d e ntif y i m p ort a nt  G v ari a bl e s a s  w ell a s i m p ort a nt i nt er a cti o n s a n d c a n r e s p e ct t h e “ m ai n eff e ct, i nt er a cti o n ”

hi er ar c h y. I nt er a cti o n s a n d  m ai n  G eff e ct s c orr e s p o n di n g t o t h e n o n z er o c o m p o n e nt s of 𝑥 ′
𝑥
s ar e c o n si d er e d a s i m p ort a nt.

T h e e sti m ati o n- b a s e d i d e ntifi c ati o n str at e g y,  w hi c h h a s b e e n e xt e n si v el y a d o pt e d i n j oi nt a n al y si s ( Ki m et al., 2 01 7 ; Li u

et al., 2 01 3 ) b ut o nl y a f e w  m ar gi n al a n al y si s ( Bi e n et al., 2 01 3 ), i s n ot a bl y diff er e nt fr o m t h e si g nifi c a n c e- b a s e d o n e. It i s

al s o n ot e d t h at s el e cti o n of  E v ari a bl e s i s n ot c o n d u ct e d, a s i n  m a n y st u di e s,  E v ari a bl e s ar e “ pr e s el e ct e d ” a n d ar e all of

i nt er e st. P e n alt y c a n al s o b e r e vi s e d t o c o n d u ct  E v ari a bl e s el e cti o n if n e e d e d.

2. 2 J oi nt a n al y si s

T h e e m piri c al v er si o n s of t h e  D P D a n d 𝑥 - di v er g e n c e l o s s f u n cti o n s, r e s p e cti v el y, ar e

𝑖 D P D ( 𝑤𝑤𝑤, 𝑖𝑗𝑤) = −
1

𝑤

𝑤∑

𝑖 = 1

[

∫
𝑞 ( 𝑘 |𝜃𝑘𝑥 𝑖, 𝑘𝜁𝑗 𝑧; 𝑖𝑗𝑞, 𝑘𝛽𝑘) 1 + 𝑗 d 𝑥  − ( 1  +

1

𝑖
) 𝑘 (𝑧 𝑖|𝑗𝜃𝜃 𝜃, 𝑇𝑥𝑖 𝑥; 𝑖𝑥𝑖, 𝑏𝑏𝑏 )

𝑇
]

,

𝑗 𝑤 ( 𝑤𝑤𝑖, 𝑗𝜃𝜃)  =  −
1

𝜃

𝜃∑

𝜃 = 1

𝑞 (𝑇 𝑏|𝑏𝑏𝑗 𝜁, 𝑗𝛽𝛽 𝛽; 𝑇𝑗𝑇, 𝑗𝛽𝛽 )
𝛽

(
∫ 𝑗 ( 𝛽 |𝑗𝛽𝑞 𝑗, 𝑇𝑞𝑘 𝜃; 𝑘𝑥𝑖, 𝑘𝑝𝑗) 1 + 𝜁 d 𝑗

) 𝑧 ∕( 1 + 𝑖)
,

w h er e 𝑗𝑞𝑘 = ( 𝛽𝑘𝑗 𝑥
1 , … , 𝑖𝑘𝑧 𝑖

𝑗 )𝜃 , a n d ot h er n ot ati o n s ar e si mil ar t o t h o s e i n  m ar gi n al a n al y si s.

T h e p e n ali z e d r o b u st o bj e cti v e f u n cti o n i s

𝜃( 𝜃𝑇𝑥, 𝑖𝑥𝑖)  =  𝑥( 𝑖𝑝𝑗, 𝑏𝑏𝑏)  +

𝑇∑

𝑗 = 1

𝑤( ‖ 𝑤𝑤𝑖 𝑗 ‖ ;
√

𝑗 + 1 𝑗, 𝛾) +

𝓁∑

𝜃 = 1

𝜃 + 1∑

𝜃 = 2

𝑏( |𝑏 𝑏 𝑗 |; 𝑛, 𝑛), ( 2)

w h er e 𝑖( 𝑓𝑦𝑥, 𝑥𝑥𝑖) i s 𝑤 D P D ( 𝑤𝑤𝑖, 𝑗𝜃𝜃) or 𝜃 𝑏 ( 𝑏𝑏𝑗, 𝛼𝑦𝛼) .

It  m a y s e e m t h at t h e f or m s of t h e o bj e cti v e f u n cti o n s i n t h e  m ar gi n al a n d j oi nt a n al y s e s ar e v er y si mil ar, b ut t h e t w o

p ar a di g m s ar e si g nifi c a ntl y diff er e nt i n  m ulti pl e a s p e ct s.  T h e pr o mi n e nt f e at ur e of  m ar gi n al a n al y si s i s t h at, i n e a c h i n di-

vi d u al a n al y si s, t h e n u m b er of v ari a bl e s i n cl u di n g i nt er a cti o n s a n d  m ai n eff e ct s i s c o n si d er a bl y s m all er t h a n t h e s a m pl e

si z e, a n d it i s still hi g hl y p o p ul ar i n bi o m e di c al st u di e s b e c a u s e of it s c o m p ut ati o n al si m pli cit y.  O n t h e c o ntr ar y, j oi nt a n al-

y si s c a n b ett er r efl e ct t h e f a ct t h at  m ol e c ul ar  m e c h a ni s m s u n d er c o m pl e x di s e a s e s i n v ol v e  m ulti pl e  G v ari a bl e s a n d t h eir

i nt er a cti o n s,  w hil e t h e di m e n si o n alit y, c o m pl e xit y, a n d c o m p ut ati o n al c o st ar e  m u c h hi g h er t h a n  wit h  m ar gi n al a n al y si s.

J oi nt a n al y si s h a s b e e n p o p ul ar i n st ati sti c al lit er at ur e, a n d it s p o p ul arit y i s i n cr e a si n g f a st i n r e c e nt bi o m e di c al st u di e s.

T o o ur b e st k n o wl e d g e, t hi s  w or k i s t h e fir st t o a d o pt  D P D a n d 𝑓 - di v er g e n c e i n  G- E i nt er a cti o n a n al y si s t o a c c o m m o d at e

c o nt a mi n at e d d at a  wit h  m ulti pl e t y p e s of r e s p o n s e s. I n a d diti o n, i n pr e vi o u s st u di e s, t h e fr a m e w or k s of  m ar gi n al a n d j oi nt

a n al y s e s h a v e u s u all y b e e n si g nifi c a ntl y diff er e nt (i n c o h er e nt). I n c o ntr a st, t h e pr o p o s e d  m ar gi n al a n d j oi nt a n al y s e s

n at ur all y f all i n t h e s a m e p e n ali z e d e sti m ati o n a n d s el e cti o n p ar a di g m s,  w hi c h al s o si m plif y c o m p ut ati o n al d e v el o p m e nt.
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A L G O R I T H M  1 Gr o u p  C o or di n at e  D e s c e nt  Al g orit h m f or  M ar gi n al  A n al y si s

I n p ut :  R e s p o n s e 𝛾𝑛𝑦 , pr e di ct or s 𝑖𝑥𝑥 , 𝑥𝑖𝑧 𝑧 , r o b u st p ar a m et er s ( 𝑧,  𝑖), a n d t u ni n g p ar a m et er s ( 𝑖, 𝑛).

O ut p ut :  R e gr e s si o n c o effi ci e nt s 𝑦𝑖𝑥 a n d 𝑖𝑥𝑖 𝑥 .

I niti ali z ati o n : 𝑖 = 0 , 𝑥 = 1 0 − 3 , 𝑖𝑥𝑖 ( 0) = 0 a n d 𝑞𝑇𝑞
( 0)
𝑧 = 0 .

R e p e at :

(i)  U p d at e 𝑖𝑧𝑖 ( 𝑧 + 1) u si n g gr a di e nt d e s c e nt a n d  Ar mij o s e ar c h  wit h 𝑖𝑧𝑖 fi x e d at 𝑧𝑖𝑝
( 𝑇)
𝑝 ;

(ii)  U p d at e 𝑤𝑤𝑤
( 𝑇 + 1)
𝑖 u si n g gr a di e nt d e s c e nt a n d  Ar mij o s e ar c h  wit h 𝑗𝑧𝑖 fi x e d at 𝑗𝑥𝑥 ( 𝑥 + 1) ;

U ntil : ‖ 𝑇𝑖𝑤 ( 𝑤 + 1) − 𝑤𝑖𝑤 ( 𝑤) ‖ 2
2 + ‖ 𝑤𝑇𝑖

( 𝑤 + 1)
𝑤 − 𝑤𝑇𝑖

( 𝑝)
𝑇 ‖ 2

2 ⩽ 𝑌 2 .

R et u r n : 𝑌𝑌𝑛 ( 𝑦 + 1) a n d 𝑖𝑋𝑋
( 𝑋 + 1)
𝑊 at c o n v er g e n c e.

A L G O R I T H M  2 Gr o u p  C o or di n at e  D e s c e nt  Al g orit h m f or J oi nt  A n al y si s

I n p ut :  R e s p o n s e 𝑊𝑊𝑗 , pr e di ct or s 𝑊𝑊𝑊 , 𝑥𝑥𝑥 , r o b u st p ar a m et er s ( 𝑖,  𝑤), a n d t u ni n g p ar a m et er s ( 𝑤, 𝑤).

O ut p ut :  R e gr e s si o n c o effi ci e nt s 𝑖𝑗𝑤 a n d 𝑤𝑤𝑖 .

I niti ali z ati o n : 𝑞 = 0 , 𝑘 = 1 0 − 3 , a n d 𝜃𝑘𝑥 ( 0) a n d 𝑖𝑘𝜁 ( 0) u si n g gr o u p  L A S S O.

R e p e at :

(i)  U p d at e 𝑗𝑧𝑖 ( 𝑗 + 1) u si n g gr a di e nt d e s c e nt a n d  Ar mij o s e ar c h  wit h 𝑞𝑘𝛽 fi x e d at 𝑘𝑗𝑥 ( 𝑖) ;

(ii)  F or 𝑘 = 1, … , 𝑧 ;

U p d at e 𝑖𝑗𝜃
( 𝜃 + 1)
𝜃 u si n g gr a di e nt d e s c e nt a n d  Ar mij o s e ar c h  wit h 𝑇𝑥𝑖 , 𝑥𝑖𝑥 𝑖 ( 𝑏  =  1, … , 𝑏 − 1) a n d 𝑏𝑇𝑗 𝑤(𝑤  =  𝑤 + 1, … , 𝑖) fi x e d at 𝑗𝜃𝜃 ( 𝜃 + 1) , 𝜃𝜃𝑞

( 𝑇 + 1)

𝑏
a n d

𝑏𝑏𝑗
( 𝜁)

𝑗
, r e s p e cti v el y;

U ntil : ‖ 𝛽𝛽𝛽 ( 𝑇 + 1) − 𝑗𝑇𝑗 ( 𝛽) ‖ 2
2 + ‖ 𝛽𝛽𝑗 ( 𝛽 + 1) − 𝑗𝛽𝑞 ( 𝑗) ‖ 2

2 ⩽ 𝑇 2 .

R et u r n : 𝑞𝑘𝜃 ( 𝑘 + 1) a n d 𝑥𝑖𝑘 ( 𝑝 + 1) at c o n v er g e n c e.

R e m ar k 1.  R o b u st n e s s of t h e  D P D a n d 𝑗 - di v er g e n c e  m et h o d s b e n efit s fr o m d o w n- w ei g h e d o utli er s i n e sti m ati n g e q u ati o n s.

It i s al s o n ot e d t h at t h e t w o di v er g e n c e  m et h o d s h a v e diff er e nt b e h a vi or s i n e sti m ati n g p ar a m et er s.  T a k e li n e ar r e gr e s si o n

u n d er j oi nt a n al y si s a s a n e x a m pl e.  W h e n t h e hi er ar c hi c al s p ar s e gr o u p p e n alt y i s n ot c o n si d er e d, t h e t w o r o b u st  m et h o d s

h a v e t h e s a m e e sti m ati n g e q u ati o n f or t h e r e gr e s si o n c o effi ci e nt s ( 𝜁𝑗𝑧, 𝑖𝑗𝑞) :

( 𝑘𝛽𝑘 𝑗 ⋮ 𝑥𝑖𝑘 𝑧 )𝑖 𝑗 ( 𝜃𝜃𝜃, 𝑇𝑥𝑖)  = 0,

w h er e

𝑥( 𝑖𝑥𝑖, 𝑝𝑗𝑏)  = e x p

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

−
𝑏
(
𝑏𝑇𝑗 − 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝓁𝜃 𝜃 𝜃𝑏𝑏

) 2

2 𝑏 2

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

⊙ ( 𝑗𝑛𝑛 − 𝑖𝑓𝑦 𝑥 𝑥𝑥𝑖 − 𝑤𝑤𝑤 𝑖 𝑗𝜃𝜃),

𝜃 = 𝑏 or 𝑏 , 𝑏 2 i s t h e v ari a n c e of t h e r e s p o n s e, ⊙ i s t h e c o m p o n e nt wi s e pr o d u ct, a n d t h e o p er ati o n s ar e el e m e nt wi s e e x c e pt

f or t h e  m atri x – v e ct or  m ulti pli c ati o n of 𝑗𝛼𝑦 𝛼 𝑓𝑦𝑖 a n d 𝑥𝑥𝑥 𝑖 𝑤𝑤𝑤 . It c a n b e s e e n t h at  w ei g ht s of i n st a n c e s  wit h l ar g e st a n d ar di z e d

r e si d u al s ar e r e d u c e d.  A n d t h e t w o di v er g e n c e  m et h o d s ar e c o n n e ct e d vi a t h e e q u al  w ei g ht f u n cti o n  w h e n 𝑖 = 𝑗 .  H o w e v er,

t h e r e s ult e d e sti m ati n g e q u ati o n s f or t h e di s p er si o n p ar a m et er ar e diff er e nt i n t h e bi a s c orr e cti o n s c h e m e. S p e cifi c all y,

t h e  D P D  m et h o d c orr e ct s bi a s b y s u btr a cti n g a bi a s c orr e cti o n t er m,  w hil e t h e 𝜃 - di v er g e n c e  m et h o d u s e s t h e e x p a n d e d

p ar a m et er
𝜃 2

𝜃 + 1
( s e e (A. 6 ) i n t h e  A p p e n di x).  A s f or l o gi sti c r e gr e s si o n,  m or e di s c u s si o n c a n b e f o u n d i n t h e pr e vi o u s st u di e s

( H u n g et al., 2 01 8 ).  A c o n s e q u e n c e i s t h at t h e p ar a m et er e sti m ati o n a n d v ari a bl e s el e cti o n of t h e t w o  m et h o d s diff er. I n

a d diti o n, it i s diffi c ult ( or i m p o s si bl e) t o c o n cl u d e t h at o n e di v er g e n c e d o mi n at e s t h e ot h er u n d er all s etti n g s. S o  w h e n

a n al y zi n g d at a i n pr a cti c e, it i s s e n si bl e t o c o m pr e h e n si v el y c o n si d er b ot h di v er g e n c e.

2. 3 C o m p ut ati o n

F or  m ar gi n al a n al y si s,  w e  mi ni mi z e o bj e cti v e f u n cti o n ( 1) u si n g t h e gr o u p c o or di n at e d e s c e nt al g orit h m s u m m ari z e d i n

Al g orit h m 1.  F or j oi nt a n al y si s, t h e al g orit h m  mi ni mi zi n g o bj e cti v e f u n cti o n (2 ) i s s u m m ari z e d i n  Al g orit h m 2 .
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M C P c o nt ai n s t u ni n g p ar a m et er s 𝛾 a n d r e g ul ari z ati o n p ar a m et er 𝑛 . W e s et 𝑦 = 3 f oll o wi n g pr e vi o u s st u di e s ( Z h a n g,

2 01 0 ).  T h e r o b u st p ar a m et er 𝑖 a n d 𝑥 b al a n c e r o b u st n e s s a n d e sti m ati o n effi ci e n c y. I n t h e lit er at ur e, t h er e i s a l a c k of

c o n s e n s u s o n t h e s el e cti o n of 𝑥 a n d 𝑥 . I n pr a cti c e,  w e s e ar c h f or t h e o pti m al v al u e s of (𝑖 , 𝑧 , or 𝑧 ) j oi ntl y u si n g t h e  B a y e si a n

i nf or m ati o n crit eri o n. I n o ur n u m eri c al st u d y, 𝑧 a n d 𝑖 ar e s el e ct e d fr o m t h e gri d { 0. 0 1, 0. 1, 0. 3, 0. 5, 0. 8, 1, 1. 5}.  T h e pr o p o s e d

al g orit h m i s c o m p ut ati o n all y aff or d a bl e.  F or i n st a n c e, t h e j oi nt a n d  m ar gi n al a n al y si s of o n e si m ul at e d d at a s et  wit h 𝑖 =

5 0 0, 𝑛  = 5,  𝑦  = 1, 0 0 0 u n d er t h e l o gi sti c  m o d el t a k e s a b o ut 1 5 a n d 1 0  mi n, r e s p e cti v el y, o n a r e g ul ar P C.

R e m ar k 2.  T h e pr o p o s e d al g orit h m b orr o w s str e n gt h fr o m t h e e xi sti n g fr a m e w or k of gr o u p c o or di n at e d e s c e nt,  wit h t h e

diff er e n c e t h at t h e o b s er v ati o n  w ei g ht s d eri v e d fr o m t h e r o b u st di v er g e n c e n e e d t o b e u p d at e d at e a c h it er ati o n ( s e e ( A. 4 )

i n t h e  A p p e n di x).  F or b ot h j oi nt a n d  m ar gi n al a n al y s e s, t h e k e y ar e St e p (i) a n d St e p (ii).  T h e d et ail s of t h e s e t w o st e p s

u n d er li n e ar r e gr e s si o n f or c o nti n u o u s d at a a n d l o gi sti c r e gr e s si o n f or bi n ar y d at a ar e pr o vi d e d i n t h e  A p p e n di x.  U n d er

s o m e di stri b uti o n s, t h e di s p er si o n p ar a m et er 𝑖 n e e d s t o b e e sti m at e d. It c a n b e a c hi e v e d b y s ol vi n g t h e e sti m ati n g e q u ati o n

wit h t h e bi s e cti o n  m et h o d,  w hi c h i s d e s cri b e d i n t h e  A p p e n di x.  C o n v er g e n c e i s a c hi e v e d i n all of o ur n u m eri c al st u di e s

a n d r e al d at a a n al y si s  wit hi n 5 0 o v er all it er ati o n s.

3 S I M U L A T I O N S T U D I E S

W e a d o pt t w o str at e gi e s.  Fir st,  w e si m ul at e d at a fr o m p ar a m etri c di stri b uti o n s,  w hi c h h a s b e e n d o n e i n a l ar g e n u m b er

of p u bli s h e d st u di e s. S e c o n d,  w e si m ul at e d at a b a s e d o n t h e  T N B C d at a d e s cri b e d i n S e cti o n 4.1 t o cl o s el y  mi mi c pr a cti-

c al d at a.

U n d er t h e fir st str at e g y,  w e fir st si m ul at e fi v e n or m all y di stri b ut e d  E ri s k f a ct or s.  T h e c orr el ati o n b et w e e n t h e 𝑥t h a n d 𝑖 t h

E f a ct or s i s 𝑥 |𝑖 − 𝑥| wit h 𝑖 = 0. 2 .  T h e n t w o  E v ari a bl e s ar e di c h ot o mi z e d at 0, s o t h er e ar e t hr e e c o nti n u o u s a n d t w o bi n ar y

E v ari a bl e s.  F or  G v ari a bl e s,  w e si m ul at e fr o m 1 0 0 0- di m e n si o n al  m ulti v ari at e n or m al di stri b uti o n 𝑥 ( 0,  Σ) .  C o n si d er t w o

str u ct ur e s of t h e c o v ari a n c e  m atri x Σ = ( 𝑖 𝑥 𝑖)1 ⩽𝑞, 𝑇 ⩽ 𝑞 .  T h e fir st str u ct ur e i s a ut or e gr e s si v e c orr el ati o n ( A R) gi v e n b y 𝑧 𝑖 𝑧 =

𝑖 |𝑧 − 𝑖| wit h 𝑧 = 0. 2 5 a n d 0. 7 5 ( d e n ot e d a s  A R1 a n d  A R 2, r e s p e cti v el y).  T h e s e c o n d str u ct ur e i s b a n d e d c orr el ati o n.  H er e t w o

s c e n ari o s ar e c o n si d er e d.  T h e fir st s c e n ari o i s gi v e n b y 𝑖 𝑧 𝑖 = 0. 3 if |𝑝 − 𝑇| = 1 , a n d 0 ot h er wi s e.  U n d er t h e s e c o n d s c e n ari o,

𝑝 𝑤 𝑤 = 0. 6 if |𝑤 − 𝑇| = 1 , 0. 3 if |𝑖 − 𝑗| = 2 , a n d 0 ot h er wi s e.  T h er e ar e a t ot al of 1 0 0 3  m ai n eff e ct s a n d 5 0 0 0 i nt er a cti o n s.  A

t ot al of 3 5 n o n z er o eff e ct s ar e s et, i n cl u di n g fi v e  m ai n  E eff e ct s, 1 0  m ai n  G eff e ct s, a n d 2 0 i nt er a cti o n s.  T h e s a m pl e si z e i s

s et a s 𝑧 = 2 0 0 or 4 0 0 u n d er li n e ar r e gr e s si o n a n d 𝑖 = 3 0 0 or 5 0 0 u n d er l o gi sti c r e gr e s si o n.  W e n ot e t h at it i s c o m m o nl y

r e c o g ni z e d t h at l o gi sti c r e gr e s si o n i s “ m or e diffi c ult ” t h a n li n e ar r e gr e s si o n, t h u s d e m a n di n g l ar g er s a m pl e si z e,  w hi c h

c a n b e o b s er v e d si mil arl y i n  F uji s a w a a n d  E g u c hi ( 2 0 0 8 ) a n d  H u n g et al. (2 01 8 ).  M or e i m p ort a ntl y, t h e g o al of v ar yi n g

s a m pl e si z e s i s t o e x a mi n e, f or a s p e cifi c  m o d el, t h e d e p e n d e n c e o n s a m pl e si z e. It i s n ot o ur g o al t o c o m p ar e li n e ar

a g ai n st l o gi sti c r e gr e s si o n.  U n d er t h e s e c o n d str at e g y,  w e s a m pl e 1 0 0 0- di m e n si o n al g e n e e x pr e s si o n v ari a bl e s a n d t w o-

di m e n si o n al e n vir o n m e nt al v ari a bl e s fr o m t h e  T N B C d at a.  T h er e ar e a t ot al of 2 2 n o n z er o eff e ct s: t w o  m ai n  E eff e ct s, 1 0

m ai n  G eff e ct s, a n d 1 0 i nt er a cti o n s, a n d t h e s a m pl e si z e i s s et a s 5 0 0.

T h e n o n z er o r e gr e s si o n c o effi ci e nt s ar e all g e n er at e d fr o m  U nif[ 0. 2, 0. 8].  All si m ul ati o n s ar e b a s e d o n 1 0 0 r e pli c at e s.

Li n e ar r e gr e s si o n f or c o nti n u o u s r e s p o n s e s a n d l o gi sti c r e gr e s si o n f or bi n ar y r e s p o n s e s ar e c o n si d er e d.

U n d er li n e ar r e gr e s si o n f or c o nti n u o u s r e s p o n s e s, t hr e e s c e n ari o s f or t h e r a n d o m err or di stri b uti o n s ar e c o n si d er e d: ( S 0)

st a n d ar d n or m al di stri b uti o n, ( S1) 0. 6 𝑗 ( 0, 1)  + 0. 4 l o g𝑥 ( 0, 1) di stri b uti o n, a n d ( S 2) 𝑥- di stri b uti o n  wit h d e gr e e of fr e e d o m 5.

F or c o m p ari s o n,  w e c o n si d er t w o alt er n ati v e s: l e a st s q u ar e s r e gr e s si o n ( L S) a n d l e a st a b s ol ut e d e vi ati o n r e gr e s si o n ( L A D)

wit h t h e s p ar s e gr o u p p e n alt y.

U n d er l o gi sti c r e gr e s si o n f or bi n ar y r e s p o n s e s, t h e r e s p o n s e 𝑥 𝑇 ∼  B er n o ulli{ 𝑖( 𝑤 𝑤 = 1 |𝑤𝑖𝑤 𝑤, 𝑤𝑇𝑖 𝑤)},  w h er e 𝑤( 𝑤 𝑇 = 1 |𝑖𝑝𝑇 𝑌, 𝑌𝑌𝑛 𝑦) =

𝑖 𝑋 0{ 1  −  𝑋( 𝑋𝑊𝑊 𝑊, 𝑗𝑊𝑊 𝑊; 𝑥𝑥𝑥, 𝑖𝑤𝑤)}  + { 1  − 𝑤 𝑖 1} 𝑗( 𝑤𝑤𝑤 𝑖, 𝑞𝑘𝜃 𝑘; 𝑥𝑖𝑘, 𝜁𝑗𝑧) , t h e  mi sl a b el pr o b a bilit y of t h e 𝑖t h s a m pl e i s 𝑗 𝑞 0 = 𝑘( 𝛽 𝑘 = 1 |𝑗 𝑥 0 = 0, 𝑖𝑘𝑧 𝑖, 𝑗𝜃𝜃 𝜃)

or 𝑇 𝑥 1 = 𝑖( 𝑥 𝑖 = 0 |𝑥 𝑖 0 = 1, 𝑏𝑏𝑏 𝑇, 𝑗𝑤𝑤 𝑤), a n d 𝑖( 𝑗𝜃𝜃 𝜃, 𝜃𝜃𝑞 𝑇; 𝑏𝑏𝑏, 𝑗𝜁𝑗)  =
e x p( 𝛽𝛽𝛽 𝑇

𝑗
𝑇𝑗𝛽 + 𝛽𝛽𝑗 𝛽

𝑗
𝛽𝑞𝑗)

1 + e x p( 𝑇𝑞𝑘 𝜃
𝑘
𝑥𝑖𝑘 + 𝑝𝑗𝜁 𝑗

𝑧
𝑖𝑗𝑞)

.  W e c o n si d er t hr e e s c e n ari o s of  mi sl a b el pr o b a bil-

it y: ( S 0) 𝑘 𝛽 0 = 𝑘 𝑗 1 = 0 ; ( S1) 𝑥 𝑖 0 = 𝑘 0 a n d 𝑧 𝑖 1 = 𝑗 1 ; ( S 2) 𝜃 𝜃 0 = 𝜃 0 a n d 𝑇 𝑥 1 = 𝑖 0 + ( 𝑥 1 − 𝑖 0 ) 𝑥( 𝑖𝑝𝑗 𝑏, 𝑏𝑏𝑇 𝑗; 𝑤𝑤𝑤, 𝑖𝑗𝑗) .  U n d er ( S 0), all

r e s p o n s e l a b el s ar e c orr e ct. ( S1) h a s c o n st a nt  mi sl a b el pr o b a biliti e s. ( S 2) h a s  mi sl a b el pr o b a biliti e s d e p e n d e nt o n 𝑗𝛾𝓁 ,  w h er e

t h e  mi sl a b el pr o b a biliti e s of s a m pl e s  wit h hi g h er pr o b a biliti e s of s u c c e s s ar e hi g h er.  W e s et 𝜃 0 = 0. 0 5 a n d 𝜃 1 = 0. 2 . F or

c o m p ari s o n,  w e al s o c o n si d er t w o alt er n ati v e s: l o gi sti c r e gr e s si o n a n d r o b u st c o n st a nt l o gi sti c r e gr e s si o n ( C o p a s, 1 9 8 8)

wit h t h e s p ar s e gr o u p p e n alt y,  w hi c h ar e r ef err e d t o “l o gi sti c ” a n d “ c o n st a nt, ” r e s p e cti v el y.  W e a c k n o wl e d g e t h at f or b ot h

t y p e s of r e s p o n s e, t h er e ar e ot h er alt er n ati v e s.  T h e af or e m e nti o n e d c o m p ari s o n s c a n b e t h e  m o st r el e v a nt a n d e x pli citl y

d e m o n str at e b e n efit s of t h e pr o p o s e d r o b u st n e s s.
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F I G U R E  2 Si m ul ati o n r e s ult s f or t h e l o gi sti c  m o d el u n d er S 0 a n d 𝛾  = 3 0 0 .  T hr e e s u b gr a p h s at t h e t o p c orr e s p o n d t o t h e  m ai n eff e ct s

a n d t h e r e st c orr e s p o n d t o t h e i nt er a cti o n s

3. 1 M a r gi n al a n al y si s

Fir st, a s e q u e n c e of 𝑛 i s c o n si d er e d, a n d i d e ntifi c ati o n p erf or m a n c e i s e v al u at e d at e a c h v al u e.  T h e n t h e  A U C ( ar e a

u n d er t h e r e c ei v er o p er ati n g c h ar a ct eri sti c c ur v e) i s c o m p ut e d.  B e si d e s, t h e p arti al  A U C ( W alt er, 2 0 0 5 ) i s al s o c o n si d-

er e d,  w h er e  w e c o n si d er t h e  A U C  wit h 0 a n d 0. 3/ 0. 5  m ar ki n g t h e r a n g e of t h e f al s e p o siti v e r at e ( F P R) v al u e ( d e n ot e d b y

p A U C1/ p A U C 2).  W e al s o c o n si d er  T o p 2 0 ( T o p 4 0), d efi n e d a s t h e n u m b er of tr u e p o siti v e s  w h e n 2 0 ( 4 0) v ari a bl e s ( m ai n

eff e ct s or i nt er a cti o n s) ar e i d e ntifi e d.

R e pr e s e nt ati v e r e s ult s ar e pr e s e nt e d i n  Fi g ur e s 2 – 4 (f or si m pli cit y, o nl y  A U C, p A U C 2,  T o p 2 0 ar e s h o w n), a n d a d diti o n al

r e s ult s ar e i n pr e s e nt e d i n t h e S u p p orti n g I nf or m ati o n. ( Fi g ur e s S1 – S 3 a n d  T a bl e s S1 – S 7 ).  W h e n d at a ar e n ot c o nt a mi n at e d,

L S a n d l o gi sti c r e gr e s si o n h a v e t h e b e st p erf or m a n c e ( T a bl e s S 3 a n d S 6 ), a s e x p e ct e d.  B ut  wit h c o nt a mi n ati o n, t h e pr o p o s e d

m et h o d s si g nifi c a ntl y o ut p erf or m t h e alt er n ati v e s.  F or e x a m pl e,  w h e n 𝑦  = 5 0 0 f or bi n ar y r e s p o n s e u n d er S 2 a n d  B a n d1

c orr el ati o n str u ct ur e ( T a bl e S 5 ), t h e  m e a n  A U C v al u e s of i nt er a cti o n i d e ntifi c ati o n ar e 0. 8 2 5 (l o gi sti c), 0. 8 3 3 ( c o n st a nt),

0. 9 3 7 ( D P D), a n d 0. 9 3 7 ( 𝑖 ), a n d t h e  m e a n ( p A U C1, p A U C 2) v al u e s ar e ( 0. 7 0 8, 0. 7 3 3) (l o gi sti c), ( 0. 7 2 6, 0. 7 5 4) ( c o n st a nt),

( 0. 8 4 4, 0. 8 7 9) ( D P D), a n d ( 0. 8 4 0, 0. 8 7 6) (𝑥 ). I n a d diti o n, t h e  m e a n ( T o p 2 0,  T o p 4 0) v al u e s ar e ( 6.1, 8.1) (l o gi sti c), ( 6. 4, 8. 3)

( c o n st a nt), ( 9. 9, 1 2. 2) ( D P D), a n d ( 9. 8, 1 2. 3) (𝑥 ).

T h e p erf or m a n c e of t h e pr o p o s e d a n d alt er n ati v e  m et h o d s i s f urt h er e x a mi n e d  wit h s el e ct e d t u ni n g s.  R e pr e s e nt ati v e

r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e S 8 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n).  T h e tr u e p o siti v e r at e ( T P R) a n d  F P R v al u e s s h o w t h e c o m p eti-

ti v e p erf or m a n c e of t h e pr o p o s e d  m et h o d s  wit h  B a y e si a n i nf or m ati o n crit eri o n ( BI C)- s el e ct e d t u ni n g s.  F or i n st a n c e,  wit h

i nt er a cti o n eff e ct s u n d er li n e ar r e gr e s si o n a n d S 2, t h e ( T P R,  F P R) v al u e s ar e ( 0. 6 6 3, 0. 0 7 3) f or  L S, ( 0. 6 9 2, 0. 01 7) f or  L A D,

( 0. 8 0 6, 0. 01 4) f or  D P D, a n d ( 0. 8 2 8, 0. 01 6) f or 𝑥 - di v er g e n c e.

3. 2 J oi nt a n al y si s

T h e  T P R a n d  F P R v al u e s f or t h e  m ai n a n d i nt er a cti o n s eff e ct s at t h e o pti m al t u ni n g p ar a m et er v al u e s ar e u s e d t o e v al u at e

i d e ntifi c ati o n a c c ur a c y.  R e pr e s e nt ati v e r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e s 1– 3 , a n d a d diti o n al r e s ult s ar e s u m m ari z e d i n t h e

S u p p orti n g I nf or m ati o n ( T a bl e s S 9 – S1 2 ).



4 6 8 R E N e t  a l.

F I G U R E  3 Si m ul ati o n r e s ult s f or t h e l o gi sti c  m o d el u n d er S1 a n d 𝛾  = 3 0 0 .  T hr e e s u b gr a p h s at t h e t o p c orr e s p o n d t o t h e  m ai n eff e ct s

a n d t h e r e st c orr e s p o n d t o t h e i nt er a cti o n s

F I G U R E  4 Si m ul ati o n r e s ult s f or t h e l o gi sti c  m o d el u n d er S 2 a n d 𝑛  = 3 0 0 .  T hr e e s u b gr a p h s at t h e t o p c orr e s p o n d t o t h e  m ai n eff e ct s

a n d t h e r e st c orr e s p o n d t o t h e i nt er a cti o n s
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T A B L E 1 Si m ul ati o n:  M e a n ( S D) of  T P R a n d  F P R f or  m ai n eff e ct s a n d i nt er a cti o n s u n d er l o gi sti c r e gr e s si o n a n d S 0, j oi nt a n al y si s

M ai n eff e ct I nt e r a cti o n

C o r r el ati o n 𝛾 M et h o d  T P R F P R T P R F P R

A R1 3 0 0 l o gi sti c 0. 7 3 6 ( 0.1 2 7) 0. 0 6 8 ( 0. 0 3 4) 0. 8 5 5 ( 0.1 3 2) 0. 0 6 7 ( 0. 0 3 0)

c o n st a nt 0. 7 7 7 ( 0.11 2) 0. 0 9 7 ( 0. 0 4 0) 0. 8 4 3 ( 0.1 0 4) 0. 0 9 5 ( 0. 0 3 6)

D P D 0. 7 3 2 ( 0.1 2 0) 0. 0 8 4 ( 0. 0 3 7) 0. 7 9 8 ( 0.1 21) 0. 0 8 2 ( 0. 0 3 3)

𝑛 0. 7 3 3 ( 0.1 21) 0. 0 8 4 ( 0. 0 3 4) 0. 7 9 5 ( 0.11 9) 0. 0 8 3 ( 0. 0 31)

5 0 0 l o gi sti c 0. 8 9 4 ( 0. 0 9 0) 0. 0 7 8 ( 0. 0 4 7) 0. 9 5 8 ( 0. 0 7 8) 0. 0 7 9 ( 0. 0 3 9)

c o n st a nt 0. 9 0 7 ( 0. 0 7 4) 0. 0 9 6 ( 0. 0 4 6) 0. 9 61 ( 0. 0 3 4) 0. 0 9 2 ( 0. 0 4 3)

D P D 0. 8 9 5 ( 0. 0 8 3) 0. 0 81 ( 0. 0 4 6) 0. 9 5 6 ( 0. 0 4 5) 0. 0 91 ( 0. 0 41)

𝑦 0. 8 8 7 ( 0. 0 9 0) 0. 0 6 0 ( 0. 0 61) 0. 9 5 3 ( 0. 0 5 5) 0. 0 7 2 ( 0. 0 4 2)

A R 2 3 0 0 l o gi sti c 0. 7 0 5 ( 0.1 2 7) 0. 0 6 0 ( 0. 0 3 3) 0. 7 8 6 ( 0.1 5 4) 0. 0 61 ( 0. 0 2 7)

c o n st a nt 0. 71 9 ( 0.1 2 0) 0. 0 91 ( 0. 0 3 3) 0. 7 9 7 ( 0.1 2 4) 0. 0 9 0 ( 0. 0 3 0)

D P D 0. 6 7 0 ( 0.1 2 8) 0. 0 7 7 ( 0. 0 41) 0. 7 4 4 ( 0.1 41) 0. 0 7 7 ( 0. 0 3 9)

𝑖 0. 6 7 7 ( 0.1 2 4) 0. 0 7 9 ( 0. 0 3 2) 0. 7 5 0 ( 0.1 4 3) 0. 0 7 7 ( 0. 0 2 9)

5 0 0 l o gi sti c 0. 8 7 0 ( 0. 0 9 4) 0. 0 6 7 ( 0. 0 4 7) 0. 9 4 6 ( 0. 0 91) 0. 0 7 9 ( 0. 0 4 0)

c o n st a nt 0. 8 7 5 ( 0. 0 8 6) 0. 0 8 6 ( 0. 0 4 9) 0. 9 41 ( 0. 0 6 2) 0. 0 7 3 ( 0. 0 4 5)

D P D 0. 8 6 0 ( 0. 0 8 8) 0. 0 71 ( 0. 0 41) 0. 9 3 0 ( 0. 0 6 0) 0. 0 8 9 ( 0. 0 4 2)

𝑥 0. 8 6 7 ( 0. 0 8 9) 0. 0 6 8 ( 0. 0 3 7) 0. 9 3 5 ( 0. 0 7 2) 0. 0 8 3 ( 0. 0 31)

B a n d1 3 0 0 l o gi sti c 0. 7 8 9 ( 0.1 2 3) 0. 0 6 8 ( 0. 0 3 4) 0. 8 2 7 ( 0.1 4 8) 0. 0 6 8 ( 0. 0 2 8)

c o n st a nt 0. 7 7 7 ( 0.1 0 3) 0. 0 9 8 ( 0. 0 3 6) 0. 8 5 4 ( 0.1 0 6) 0. 0 9 6 ( 0. 0 3 5)

D P D 0. 7 3 6 ( 0.1 0 8) 0. 0 8 4 ( 0. 0 3 7) 0. 81 0 ( 0.1 2 0) 0. 0 8 3 ( 0. 0 3 4)

𝑥 0. 7 4 4 ( 0.1 0 5) 0. 0 8 5 ( 0. 0 3 0) 0. 81 4 ( 0.11 6) 0. 0 8 4 ( 0. 0 2 8)

5 0 0 l o gi sti c 0. 9 0 4 ( 0. 0 8 7) 0. 0 8 8 ( 0. 0 5 7) 0. 9 31 ( 0. 0 7 6) 0. 0 7 9 ( 0. 0 4 5)

c o n st a nt 0. 91 8 ( 0. 0 6 7) 0. 0 9 4 ( 0. 0 5 0) 0. 9 6 4 ( 0. 0 3 9) 0. 0 9 3 ( 0. 0 4 4)

D P D 0. 91 5 ( 0. 0 7) 0. 0 91 ( 0. 0 5 3) 0. 9 6 0 ( 0. 0 4 3) 0. 0 9 5 ( 0. 0 5 0)

𝑥 0. 91 3 ( 0. 0 7 7) 0. 0 8 6 ( 0. 0 5 0) 0. 9 4 2 ( 0. 0 7 0) 0. 0 7 2 ( 0. 0 3 6)

B a n d 2 3 0 0 l o gi sti c 0. 7 2 8 ( 0.1 2 0) 0. 0 6 6 ( 0. 0 31) 0. 7 7 6 ( 0.1 2 9) 0. 0 8 6 ( 0. 0 2 8)

c o n st a nt 0. 7 4 5 ( 0.1 0 8) 0. 0 9 7 ( 0. 0 3 5) 0. 81 3 ( 0.1 0 9) 0. 0 9 5 ( 0. 0 3 3)

D P D 0. 7 0 5 ( 0.11 0) 0. 0 8 3 ( 0. 0 3 5) 0. 7 7 6 ( 0.11 7) 0. 0 8 2 ( 0. 0 3 4)

𝑖 0. 7 0 7 ( 0.1 0 8) 0. 0 8 4 ( 0. 0 31) 0. 7 7 3 ( 0.1 0 8) 0. 0 8 3 ( 0. 0 2 8)

5 0 0 l o gi sti c 0. 8 9 7 ( 0.1 0 4) 0. 0 7 4 ( 0. 0 5 3) 0. 9 4 6 ( 0. 0 9 3) 0. 0 8 5 ( 0. 0 4 4)

c o n st a nt 0. 9 0 6 ( 0. 0 7 5) 0. 0 9 3 ( 0. 0 4 5) 0. 9 5 9 ( 0. 0 4 5) 0. 0 9 2 ( 0. 0 4 2)

D P D 0. 8 9 9 ( 0. 0 8 0) 0. 0 91 ( 0. 0 5 2) 0. 9 5 6 ( 0. 0 4 9) 0. 0 9 5 ( 0. 0 5 2)

𝑧 0. 8 8 9 ( 0. 0 8 8) 0. 0 7 9 ( 0. 0 5 7) 0. 9 4 9 ( 0. 0 7 5) 0. 0 8 9 ( 0. 0 3 8)

Si m ul ati o n s u g g e st s t h at,  w h e n err or s h a v e a n or m al di stri b uti o n f or c o nti n u o u s r e s p o n s e s or t h er e i s n o  mi sl a b el e d d at a

f or bi n ar y r e s p o n s e s ( T a bl e s 1 a n d S 9), r e g ul ar li k eli h o o d – b a s e d e sti m ati o n h a s o v er all g o o d p erf or m a n c e.  F or e x a m pl e s,

w h e n 𝑧  = 3 0 0 f or bi n ar y r e s p o n s e u n d er t h e  A R1 c orr el ati o n str u ct ur e, t h e  m e a n  T P R v al u e s of i nt er a cti o n i d e ntifi c ati o n

ar e 0. 8 5 5 (l o gi sti c), 0. 8 4 3 ( c o n st a nt), 0. 7 9 8 ( D P D), a n d 0. 7 9 5 ( 𝑧 ).  W h e n 𝑖  = 2 0 0 f or c o nti n u o u s r e s p o n s e u n d er t h e  A R( 0. 2 5)

c orr el ati o n str u ct ur e, t h e  m e a n  T P R v al u e s of  m ai n eff e ct i d e ntifi c ati o n ar e 0. 9 4 7 ( L S), 0. 9 4 9 ( L A D), 0. 91 3 ( D P D), a n d 0. 9 2 3

(𝑖 ).  H o w e v er, if err or s h a v e a l o n g t ail f or c o nti n u o u s r e s p o n s e s or bi n ar y r e s p o n s e s ar e  mi sl a b el e d, t h e pr o p o s e d r o b u st

m et h o d s o ut p erf or m t h e alt er n ati v e s (r e s ult s ar e s u m m ari z e d i n  T a bl e s 2 , 3 , S1 0, S11, S1 2).  F or i n st a n c e,  w h e n 𝑛  = 4 0 0 f or

t h e c o nti n u o u s r e s p o n s e u n d er S1 a n d t h e  B a n d1 c orr el ati o n str u ct ur e, t h e  m e a n  T P R v al u e s of i nt er a cti o n i d e ntifi c ati o n

ar e 0. 8 2 2( L S), 0. 8 4 5( L A D), 0. 9 9 7( D P D), a n d 0. 9 9 9( 𝑦 ). I n hi g h er di m e n si o n al c a s e, t h e s e all  m et h o d s c a n al s o b e u s e d,

b ut t h e y b e c o m e pr o gr e s si v el y l e s s eff e cti v e.  T h er ef or e, i n pr a cti c e, t h e pr e s cr e e ni n g i s c o m m o nl y c o n d u ct e d t o r e d u c e

di m e n si o n alit y t o i m pr o v e p erf or m a n c e s.
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T A B L E  2 Si m ul ati o n:  M e a n ( S D) of  T P R a n d  F P R f or  m ai n eff e ct s a n d i nt er a cti o n s u n d er l o gi sti c r e gr e s si o n a n d S1, j oi nt a n al y si s

M ai n eff e ct I nt e r a cti o n

C o r r el ati o n 𝛾 M et h o d  T P R F P R T P R F P R

A R1 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 8 9 ( 0.1 3 7) 0. 0 0 7 ( 0. 01 5) 0. 3 0 0 ( 0.1 4 6) 0. 0 0 8 ( 0. 01 6)

c o n st a nt 0. 3 5 8 ( 0.1 3 4) 0. 01 5 ( 0. 0 3 3) 0. 3 7 0 ( 0.1 5 5) 0. 01 7 ( 0. 0 3 3)

D P D 0. 5 3 5 ( 0.1 4 0) 0. 0 6 3 ( 0. 0 5 0) 0. 5 2 6 ( 0.1 6 0) 0. 0 6 3 ( 0. 0 4 6)

𝑛 0. 5 3 2 ( 0.1 4 3) 0. 0 6 2 ( 0. 0 4 9) 0. 5 2 8 ( 0.1 5 6) 0. 0 6 3 ( 0. 0 4 6)

5 0 0 l o gi sti c 0. 5 3 5 ( 0.1 3 2) 0. 0 0 9 ( 0. 0 2 7) 0. 5 6 0 ( 0.1 4 2) 0. 011 ( 0. 0 2 7)

c o n st a nt 0. 6 5 6 ( 0.1 6 5) 0. 0 3 4 ( 0. 0 9 7) 0. 6 6 8 ( 0.1 7 2) 0. 0 3 2 ( 0.1 0 2)

D P D 0. 7 7 5 ( 0.1 2 7) 0. 0 8 0 ( 0.1 0 6) 0. 7 8 4 ( 0.1 4 8) 0. 0 81 ( 0. 0 9 9)

𝑦 0. 7 7 7 ( 0.1 3 9) 0. 0 71 ( 0. 0 6 8) 0. 7 9 4 ( 0.1 5 6) 0. 0 8 3 ( 0. 0 6 5)

A R 2 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 2 6 ( 0.11 6) 0. 0 0 7 ( 0. 01 6) 0. 2 4 2 ( 0.1 3 8) 0. 0 0 8 ( 0. 01 5)

c o n st a nt 0. 2 9 2 ( 0.1 2 8) 0. 01 4 ( 0. 0 3 0) 0. 3 0 7 ( 0.1 51) 0. 01 4 ( 0. 0 31)

D P D 0. 4 6 4 ( 0.1 51) 0. 0 8 8 ( 0. 0 4 0) 0. 4 5 8 ( 0.1 6 0) 0. 0 8 6 ( 0. 0 3 9)

𝑖 0. 4 51 ( 0.1 2 8) 0. 0 9 0 ( 0. 0 3 5) 0. 511 ( 0.1 6 4) 0. 0 8 7 ( 0. 0 31)

5 0 0 l o gi sti c 0. 4 3 4 ( 0.1 4 2) 0. 0 0 9 ( 0. 0 2 2) 0. 4 5 0 ( 0.1 5 5) 0. 011 ( 0. 0 2 2)

c o n st a nt 0. 61 0 ( 0.1 3 6) 0. 0 3 5 ( 0. 0 5 7) 0. 5 8 0 ( 0.1 3 9) 0. 0 31 ( 0. 0 5 3)

D P D 0. 7 3 6 ( 0.1 2 6) 0. 0 91 ( 0. 0 4 5) 0. 7 4 8 ( 0.1 2 7) 0. 0 8 9 ( 0. 0 4 3)

𝑥 0. 7 2 8 ( 0.1 41) 0. 0 8 4 ( 0. 0 31) 0. 7 5 6 ( 0.1 4 5) 0. 0 9 2 ( 0. 0 3 4)

B a n d1 3 0 0 l o gi sti c 0. 3 0 0 ( 0.1 2 2) 0. 0 0 7 ( 0. 01 6) 0. 3 2 4 ( 0.1 4 6) 0. 0 0 8 ( 0. 01 7)

c o n st a nt 0. 3 6 6 ( 0.1 4 7) 0. 01 5 ( 0. 0 3 5) 0. 3 9 0 ( 0.1 6 9) 0. 01 6 ( 0. 0 3 5)

D P D 0. 5 3 4 ( 0.1 5 9) 0. 0 6 2 ( 0. 0 4 6) 0. 5 3 9 ( 0.1 6 9) 0. 0 6 2 ( 0. 0 4 2)

𝑥 0. 5 31 ( 0.1 6 0) 0. 0 61 ( 0. 0 4 4) 0. 5 4 2 ( 0.1 71) 0. 0 6 2 ( 0. 0 4 2)

5 0 0 l o gi sti c 0. 5 3 6 ( 0.1 21) 0. 0 0 8 ( 0. 0 2 4) 0. 5 5 6 ( 0.1 3 7) 0. 011 ( 0. 0 2 2)

c o n st a nt 0. 6 61 ( 0.1 5 8) 0. 0 3 3 ( 0. 0 9 6) 0. 6 6 8 ( 0.1 5 6) 0. 0 3 2 ( 0. 0 9 9)

D P D 0. 7 6 9 ( 0.1 3 2) 0. 0 7 7 ( 0.1 0 5) 0. 7 7 0 ( 0.1 3 5) 0. 0 7 8 ( 0.1 0 2)

𝑥 0. 7 6 2 ( 0.1 41) 0. 0 5 9 ( 0. 0 6 3) 0. 7 7 4 ( 0.1 5 0) 0. 0 71 ( 0. 0 6 4)

B a n d 2 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 6 2 ( 0.1 3 2) 0. 0 0 7 ( 0. 01 5) 0. 2 7 5 ( 0.1 5 3) 0. 0 0 8 ( 0. 01 6)

c o n st a nt 0. 3 4 4 ( 0.1 3 3) 0. 01 4 ( 0. 0 3 2) 0. 3 6 0 ( 0.1 51) 0. 01 6 ( 0. 0 3 3)

D P D 0. 5 0 6 ( 0.1 5 3) 0. 0 9 0 ( 0. 0 3 9) 0. 4 9 8 ( 0.1 7 0) 0. 0 8 8 ( 0. 0 3 6)

𝑖 0. 4 9 2 ( 0.1 4 8) 0. 0 9 4 ( 0. 0 3 3) 0. 5 4 4 ( 0.1 7 7) 0. 0 9 0 ( 0. 0 2 8)

5 0 0 l o gi sti c 0. 4 9 0 ( 0.1 4 5) 0. 0 0 8 ( 0. 0 2 3) 0. 5 0 8 ( 0.1 51) 0. 011 ( 0. 0 2 4)

c o n st a nt 0. 5 3 0 ( 0.1 4 5) 0. 01 8 ( 0. 0 3 2) 0. 5 21 ( 0.1 6 5) 0. 0 2 3 ( 0. 0 4 2)

D P D 0. 7 7 4 ( 0.1 21) 0. 0 9 9 ( 0. 0 5 3) 0. 7 8 6 ( 0.1 2 0) 0. 0 9 3 ( 0. 0 51)

𝑧 0. 7 6 9 ( 0.1 2 4) 0. 0 8 7 ( 0. 0 3 5) 0. 7 9 2 ( 0.1 31) 0. 0 9 7 ( 0. 0 3 8)

4 D A T A  A N A L Y S I S

4. 1 T ri pl e- n e g ati v e b r e a st c a n c e r  d at a

T N B C i s t h e  m o st h et er o g e n e o u s gr o u p of br e a st c a n c er, a n d p ati e nt s h a v e a si g nifi c a ntl y s h ort er s ur vi v al aft er t h e fir st

m et a st ati c e v e nt t h a n t h o s e  wit h n o ntri pl e- n e g ati v e c a n c er s.  T h e  C a n c er  G e n o m e  Atl a s ( T C G A) ( htt p s:// c a n c er g e n o m e.

ni h. g o v/ ) d at a o n  T N B C c o nt ai n s a t ot al of 1 2 2 2 s a m pl e s (11 0 2  wit h pri m ar y s oli d t u m or s, s e v e n  wit h  m et a st a s e s, a n d 11 3

wit h n or m al br e a st ti s s u e s) a s  w ell a s 5 7, 2 51 g e n e e x pr e s si o n  m e a s ur e m e nt s a n d s e v e n e n vir o n m e nt al/ cli ni c al v ari a bl e s.

T h e r e s p o n s e v ari a bl e i s t h e  T N B C st at u s,  w hi c h i s a bi n ar y v ari a bl e.  T h e d at a c a n b e d o w nl o a d e d u si n g t h e  R p a c k a g e

br c a. d at a (htt p s:// git h u b. c o m/ a v eri s si m o/ br c a. d at a/r el e a s e s/ d o w nl o a d/1. 0/ br c a. d at a _1. 0.t ar. g z ).

T N B C i s c h ar a ct eri z e d b y a l a c k of e x pr e s si o n of e str o g e n r e c e pt or ( E R), pr o g e st er o n e r e c e pt or ( P R), a n d h u m a n

e pi d er m al gr o wt h f a ct or r e c e pt or t y p e 2 ( H E R 2) ( F o ul k e s et al., 2 01 0 ).  N o n- T N B C p ati e nt s h a v e at l e a st o n e of t h e m

p o siti v e. It h a s b e e n r e p ort e d t h at u p t o 2 0 % of i m m u n o hi st o c h e mi c al (I H C)  E R a n d P R d et er mi n ati o n s  m a y b e i n a c c ur at e

( H a m m o n d et al., 2 01 0 ).  Di sti n ct  H E R 2 l a b el s c a n b e pr o vi d e d b y t hr e e a v ail a bl e s o ur c e s,  w hi c h ar e t h e  H E R 2 (I H C)

https://cancergenome.nih.gov/
https://cancergenome.nih.gov/
https://github.com/averissimo/brca.data/releases/download/1.0/brca.data_1.0.tar.gz
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T A B L E  3 Si m ul ati o n:  M e a n ( S D) of  T P R a n d  F P R f or  m ai n eff e ct s a n d i nt er a cti o n s u n d er l o gi sti c r e gr e s si o n a n d S 2, j oi nt a n al y si s

M ai n eff e ct I nt e r a cti o n

C o r r el ati o n 𝛾 M et h o d  T P R F P R T P R F P R

A R1 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 5 0 ( 0.1 2 3) 0. 0 0 7 ( 0. 01 6) 0. 31 0 ( 0.1 3 0) 0. 0 0 8 ( 0. 01 5)

c o n st a nt 0. 2 91 ( 0.1 3 5) 0. 01 8 ( 0. 0 3 4) 0. 3 4 9 ( 0.1 4 2) 0. 01 8 ( 0. 0 3 5)

D P D 0. 4 7 3 ( 0.1 4 5) 0. 0 9 6 ( 0. 0 3 9) 0. 5 0 5 ( 0.1 4 0) 0. 0 9 3 ( 0. 0 3 7)

𝑛 0. 4 8 0 ( 0.1 4 8) 0. 0 9 6 ( 0. 0 3 3) 0. 51 0 ( 0.1 4 2) 0. 0 9 3 ( 0. 0 3 0)

5 0 0 l o gi sti c 0. 4 8 9 ( 0.1 2 7) 0. 0 0 9 ( 0. 0 2 2) 0. 5 6 0 ( 0.1 2 4) 0. 011 ( 0. 0 2 2)

c o n st a nt 0. 5 7 5 ( 0.1 3 8) 0. 0 3 3 ( 0. 0 61) 0. 6 3 6 ( 0.1 3 2) 0. 0 2 9 ( 0. 0 61)

D P D 0. 71 0 ( 0.1 2 5) 0. 0 7 9 ( 0. 0 9 8) 0. 7 51 ( 0.1 21) 0. 0 7 9 ( 0. 0 9 3)

𝑦 0. 71 5 ( 0.11 9) 0. 0 7 8 ( 0. 0 7 9) 0. 7 4 9 ( 0.11 2) 0. 0 8 0 ( 0. 0 7 8)

A R 2 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 0 0 ( 0.1 2 7) 0. 0 0 6 ( 0. 01 4) 0. 2 4 8 ( 0.1 5 4) 0. 0 0 7 ( 0. 01 4)

c o n st a nt 0. 2 5 4 ( 0.11 5) 0. 01 5 ( 0. 0 3 4) 0. 311 ( 0.1 4 7) 0. 01 5 ( 0. 0 3 3)

D P D 0. 4 0 7 ( 0.1 5 2) 0. 0 8 9 ( 0. 0 3 8) 0. 4 5 0 ( 0.1 51) 0. 0 8 6 ( 0. 0 3 5)

𝑖 0. 4 2 3 ( 0.1 5 4) 0. 0 91 ( 0. 0 3 2) 0. 4 5 8 ( 0.1 4 6) 0. 0 8 8 ( 0. 0 2 7)

5 0 0 l o gi sti c 0. 3 7 2 ( 0.1 3 7) 0. 0 0 8 ( 0. 0 2 3) 0. 4 3 6 ( 0.1 5 7) 0. 01 0 ( 0. 0 2 2)

c o n st a nt 0. 4 7 8 ( 0.1 4 3) 0. 0 91 ( 0. 0 4 6) 0. 4 4 0 ( 0.1 0 7) 0. 0 5 5 ( 0. 01 3)

D P D 0. 6 3 5 ( 0.1 6 2) 0. 0 8 5 ( 0. 0 4 2) 0. 6 7 0 ( 0.1 5 9) 0. 0 91 ( 0. 0 4 2)

𝑥 0. 6 2 7 ( 0.1 6 3) 0. 0 7 9 ( 0. 0 4 7) 0. 6 6 4 ( 0.1 5 8) 0. 0 8 5 ( 0. 0 3 7)

B a n d1 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 3 9 ( 0.11 0) 0. 0 0 7 ( 0. 01 7) 0. 31 2 ( 0.1 2 6) 0. 0 0 8 ( 0. 01 7)

c o n st a nt 0. 3 0 9 ( 0.1 3 7) 0. 01 8 ( 0. 0 3 8) 0. 3 7 4 ( 0.1 5 5) 0. 01 9 ( 0. 0 3 8)

D P D 0. 4 7 0 ( 0.1 5 2) 0. 0 9 6 ( 0. 0 41) 0. 4 9 9 ( 0.1 5 3) 0. 0 9 3 ( 0. 0 3 9)

𝑥 0. 4 8 3 ( 0.1 4 9) 0. 0 9 6 ( 0. 0 3 6) 0. 5 0 6 ( 0.1 4 4) 0. 0 9 3 ( 0. 0 31)

5 0 0 l o gi sti c 0. 4 8 4 ( 0.1 4 0) 0. 0 0 9 ( 0. 0 21) 0. 5 4 7 ( 0.1 2 2) 0. 011 ( 0. 0 21)

c o n st a nt 0. 5 9 8 ( 0.1 4 5) 0. 0 3 4 ( 0. 0 6 3) 0. 6 4 8 ( 0.1 3 3) 0. 0 31 ( 0. 0 6 5)

D P D 0. 7 6 0 ( 0.11 5) 0. 0 9 0 ( 0. 0 4 3) 0. 7 8 0 ( 0.111) 0. 0 9 3 ( 0. 0 4 3)

𝑥 0. 7 5 2 ( 0.1 2 4) 0. 0 7 4 ( 0. 0 9 7) 0. 7 8 4 ( 0.1 0 6) 0. 0 8 6 ( 0. 0 9 7)

B a n d 2 3 0 0 l o gi sti c 0. 2 3 5 ( 0.11 6) 0. 0 0 7 ( 0. 01 6) 0. 2 9 5 ( 0.1 4 4) 0. 0 0 8 ( 0. 01 6)

c o n st a nt 0. 3 0 4 ( 0.1 4 0) 0. 01 6 ( 0. 0 3 3) 0. 3 71 ( 0.1 5 4) 0. 01 7 ( 0. 0 3 3)

D P D 0. 4 6 0 ( 0.1 4 0) 0. 0 9 3 ( 0. 0 4 0) 0. 5 0 4 ( 0.1 4 6) 0. 0 9 0 ( 0. 0 3 7)

𝑖 0. 4 6 6 ( 0.1 4 3) 0. 0 9 5 ( 0. 0 3 6) 0. 51 0 ( 0.1 4 0) 0. 0 9 2 ( 0. 0 3 2)

5 0 0 l o gi sti c 0. 4 2 4 ( 0.1 2 9) 0. 0 0 9 ( 0. 0 2 6) 0. 3 9 2 ( 0.1 2 5) 0. 011 ( 0. 0 2 6)

c o n st a nt 0. 5 2 6 ( 0.1 3 5) 0. 0 9 8 ( 0. 0 3 8) 0. 4 3 0 ( 0. 0 9 5) 0. 0 5 3 ( 0. 01 4)

D P D 0. 6 9 0 ( 0.1 4 4) 0. 0 9 2 ( 0. 0 4 0) 0. 7 0 8 ( 0.1 3 3) 0. 0 9 7 ( 0. 0 3 6)

𝑧 0. 7 0 6 ( 0.1 6 3) 0. 0 8 4 ( 0. 0 5 6) 0. 6 9 6 ( 0.1 5 2) 0. 0 91 ( 0. 0 4 2)

l e v el,  H E R 2 (I H C) st at u s, a n d  H E R 2 (fl u or e s c e n c e i n sit u h y bri di z ati o n,  FI S H) ( L o p e s et al., 2 01 8 ;  W olff et al., 2 0 0 7 ),

s o m eti m e s l e a di n g t o c o nfli ct a n d  mi sl a b eli n g.

F oll o wi n g p u bli s h e d st u di e s, 11 0 2 s a m pl e s  wit h pri m ar y s oli d t u m or s a n d 1 9, 6 8 8 g e n e e x pr e s si o n  m e a s ur e m e nt s ar e

a n al y z e d.  F or e n vir o n m e nt al/ cli ni c al v ari a bl e s, a g e ( n or m ali z e d) a n d r a c e ( B L A C K  O R  A F RI C A N  A M E RI C A N c o d e d

a s 1, a n d ot h er r a c e s c o d e d a s 0) ar e a n al y z e d ( L o p e s et al., 2 01 8 ).  W h e n  m at c hi n g t h e cli ni c al/ e n vir o n m e nt al d at a  wit h

g e n eti c d at a, c o m pl et e r e c or d s ar e a v ail a bl e f or 9 2 4 s a m pl e s.  L o g-tr a n sf or m e d g e n e e x pr e s si o n d at a ar e n or m ali z e d t o h a v e

z er o  m e a n s a n d u nit v ari a n c e s.  T h e pr e s cr e e ni n g i s f urt h er c o n d u ct e d, a n d t h e t o p 2 0 0 0 g e n e s ar e k e pt.

4.1.1 M ar gi n al a n al y si s

T h e pr o p o s e d  m et h o d s b a s e d o n  D P D a n d 𝑧 - di v er g e n c e i d e ntif y 3 5  m ai n g e n e eff e ct s, 5 9  G- E i nt er a cti o n s, a n d 3 2  m ai n

g e n e eff e ct s, 51  G- E i nt er a cti o n s, r e s p e cti v el y.  D et ail e d e sti m ati o n r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e 4 .

A m o n g t h e g e n e s i d e ntifi e d b y t h e pr o p o s e d  m et h o d s, s o m e fi n di n g s h a v e al s o b e e n r e p ort e d i n pr e vi o u s p u bli c ati o n s.

F or i n st a n c e, it h a s b e e n r e p ort e d t h at t h e tr a n s cri pti o n f a ct or  B C L11 A i s o v er e x pr e s s e d i n  T N B C i n cl u di n g b a s al-li k e br e a st
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T A B L E  4 M ar gi n al a n al y si s of  T N B C: I d e ntifi e d  m ai n eff e ct s a n d i nt er a cti o n s

D P D 𝛾

I nt e r a cti o n I nt e r a cti o n

G e n e M ai n A g e R a c e M ai n A g e R a c e

A G R 2 − 0. 2 511 − 0. 0 01 6 − 0. 0 6 7 5 − 0. 0 9 6 9 − 0. 0 0 3 5 − 0. 0 2 4 5

A G R 3 − 0. 2 5 5 7 − 0. 0 0 5 0 − 0. 0 6 4 3 − 0. 0 9 8 7 − 0. 0 0 4 7 − 0. 0 2 3 3

A R − 0. 2 311 − 0. 0 61 6 − 0. 0 8 8 2 − 0. 01 9 8

B 3 G N T 5 0. 2 4 3 7 − 0. 01 7 6 0. 0 5 6 8 0. 0 9 3 9 − 0. 0 0 4 5 0. 0 21 7

B C L11 A 0. 2 3 4 8 − 0. 01 3 6 0. 0 6 3 2 0. 0 9 0 3 − 0. 0 01 7 0. 0 2 3 0

C 5 A R 2 − 0. 2 2 3 0 − 0. 011 4 − 0. 0 5 6 3

C A1 2 − 0. 2 6 4 5 − 0. 0 0 4 2 − 0. 0 7 6 0 − 0.1 0 0 6 − 0. 0 011 − 0. 0 2 5 2

C H O D L 0. 2 6 7 8 − 0. 0 8 9 8 0.1 0 5 8 − 0. 0 3 4 6

C L C N 4 0. 2 2 6 5 − 0. 01 0 8 0. 0 6 21 0. 0 8 71 − 0. 0 0 2 0 0. 0 2 3 4

C X X C 5 − 0. 2 4 51 − 0. 0 8 4 9 − 0. 0 9 5 0 − 0. 0 31 6

D LI1 − 0. 2 3 81 − 0. 0 8 7 9

E N1 0. 2 3 8 2 − 0. 0 2 0 5 0. 0 7 6 5 0. 0 91 7 − 0. 0 0 6 3 0. 0 2 7 5

E S R1 − 0. 2 4 3 0 − 0. 0 51 5 − 0. 0 5 7 7 − 0. 0 9 3 4 − 0. 0 2 4 8 − 0. 0 2 0 4

F A M1 71 A1 0. 2 3 0 9 − 0. 0 0 4 5 0. 0 6 2 0

F B P1 − 0. 2 2 9 2 − 0. 0 71 2 − 0. 0 8 81 − 0. 0 0 2 2 − 0. 0 2 5 7

F O X A1 − 0. 31 7 5 − 0. 0 2 2 0 − 0.1 2 5 8 − 0.11 61 − 0. 0 01 8 − 0. 0 3 8 2

F O X C1 0. 2 41 3 − 0. 01 9 2 0. 0 7 2 5 0. 0 9 2 5 − 0. 0 0 4 6 0. 0 2 6 6

G A T A 3 − 0. 2 7 01 − 0. 0 0 3 7 − 0. 0 8 5 0 − 0.1 0 2 8 − 0. 0 2 9 0

H A P L N 3 0. 2 2 8 0 − 0. 01 2 4 0. 0 61 2 0. 0 8 7 5 − 0. 0 01 8 0. 0 21 7

H O R M A D1 0. 2 3 2 3 − 0. 01 4 2 0. 0 71 5 0. 0 8 9 4 − 0. 0 0 41 0. 0 2 5 9

M L P H − 0. 2 7 81 − 0. 0 0 4 2 − 0. 0 9 0 4 − 0.1 0 4 6 − 0. 0 3 0 0

P P P1 R1 4 C 0. 2 4 0 3 − 0. 0 011 0. 0 6 5 6 0. 0 9 9 6 − 0. 0 0 8 8 0. 01 4 6

P R R1 5 − 0. 2 6 2 8 − 0. 0 8 6 0 − 0.1 01 8 − 0. 0 0 2 0 − 0. 0 31 9

P S A T1 0. 2 31 7 − 0. 011 3 0. 0 5 4 0 0. 0 8 9 2 − 0. 0 01 9 0. 01 9 4

R G M A 0. 2 2 5 4 − 0. 0 0 2 8 0. 0 7 0 2

R H O B − 0. 2 4 01 − 0. 0 0 2 8 − 0. 0 8 4 2 − 0. 0 9 2 7 − 0. 0 2 8 6

R O P N1 0. 2 3 01 − 0. 01 8 3 0. 0 6 5 0 0. 0 8 8 5 − 0. 0 0 4 4 0. 0 2 3 4

S L C 4 4 A 4 − 0. 2 5 0 0 − 0. 0 7 7 4 − 0. 0 9 61 − 0. 0 2 7 3

S L C 7 A 8 − 0. 2 2 6 5 − 0. 0 5 6 2 − 0. 0 8 6 3 − 0. 01 7 4

S P D E F − 0. 2 6 5 7 − 0.1 0 4 7 − 0.1 0 3 0 − 0. 0 01 3 − 0. 0 3 9 3

S R S F1 2 0. 2 91 3 − 0. 0 9 2 7 0.11 5 6 − 0. 0 3 8 9

T B C1 D 9 − 0. 2 51 5 − 0. 0 7 6 4 − 0. 0 9 6 4 − 0. 0 2 6 7

T F F 3 − 0. 2 6 0 7 − 0. 0 011 − 0.1 011 − 0.1 01 3 − 0. 0 3 7 0

U G T 8 0. 2 3 81 − 0. 01 8 5 0. 0 6 5 4 0. 0 91 8 − 0. 0 0 41 0. 0 2 3 9

V G L L1 0. 2 4 61 − 0. 0 3 0 2 0. 0 6 5 0 0.11 8 3 − 0. 0 3 81

S F T 2 D 2 0. 0 8 6 7 0. 0 2 5 8

c a n c er,  w h o s e a m plifi e d g e n o mi c l o c u s o c c ur s i n  m a n y b a s al-li k e br e a st c a n c er t u m or s, a n d t h e o v er e x pr e s si o n of e x o g e-

n o u s  B C L11 A pr o m ot e s t h e f or m ati o n of t u m or,  w h o s e k n o c k d o w n i n  T N B C c ell li n e s c a n s u p pr e s s t u m ori g e ni c p ot e nti al

( K h al e d et al., 2 01 5 ). It h a s b e e n f o u n d t h at t h e d o w nr e g ul ati o n of  E N1 c a n r e d u c e c ol o n y f or m ati o n, t u m ori g e ni cit y, a n d

c ell ul ar vi a bilit y of  T N B C c ell li n e s si g nifi c a ntl y.  B e si d e s, it h a s b e e n s h o w n t h at fr u ct o s e-1, 6- bi s p h o s p h at a s e ( F B P1), a s

t h e r at e-li miti n g e n z y m e i n gl u c o n e o g e n e si s a n d a t u m or s u p pr e s s or, r e g ar dl e s s of hi st ol o gi c al t y p e, i s u pr e g ul at e d i n

t u m or ti s s u e s of  T N B C ( Li et al., 2 01 6 ).  G A T A 3 i s a n eff e cti v e  m ar k er f or  T N B C di a g n o sti c all y, a n d i m m u n o hi st o c h e mi c al

d et e cti o n of  G A T A 3 e x pr e s si o n c o ntri b ut e s t o i d e ntif yi n g t h e pri m ar y sit e of  m et a st ati c t u m or s ( Kri n g s et al., 2 01 4 ). It

h a s b e e n r e p ort e d t h at  H O R M A D1 i s o v er e x pr e s s e d i n  T N B C, a n d it s e x pr e s si o n  m a k e s br e a st c a n c er c ell s s e n siti v e t o

h o m ol o g o u s r e p air – d ef e ct t ar g eti n g a g e nt s b y r e s ulti n g i n t h e d efi ci e n c y of h o m ol o g o u s r e c o m bi n ati o n ( W a n g et al.,
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2 01 8 ). I n a d diti o n,  F O X A1,  M L P H, a n d S L C 4 4 A 4 h a v e b e e n r e p ort e d a s d o w nr e g ul at e d i n  T N B C ( H e et al., 2 01 5 ; Li n a n d

H s u, 2 01 5 ).  F O X C1,  F A M1 71 A1,  R G M A, P S A T1, a n d  U G T 8 h a v e b e e n i d e ntifi e d a s u pr e g ul at e d i n  T N B C ( B a o et al., 2 01 9 ;

S a nt u ari o et al., 2 01 7 ).

T h e st a bilit y of fi n di n g s ar e a s s e s s e d b y a p pl yi n g t h e “l e a v e- o ut ” a p pr o a c h. S p e cifi c all y, t h e pr o p o s e d  m et h o d i s a p pli e d

wit h 1 % s a m pl e r e m o v e d fr o m t h e d at a s et, a n d t hi s st e p i s r e p e at e d  m a n y ti m e s.  G e n e s a n d i nt er a cti o n s’ fr e q u e n ci e s of

b ei n g i d e ntifi e d ar e c o m p ut e d ( T a bl e S1 3 , S u p p orti n g I nf or m ati o n). It c a n b e s e e n t h at al m o st all g e n e s a n d i nt er a cti o n s

i d e ntifi e d b y t h e pr o p o s e d a n al y si s h a v e st a bilit y  m e a s ur e s cl o s e t o 1.  F or c o m p ari s o n,  w e h a v e al s o e x a mi n e d t h o s e g e n e s

n ot i d e ntifi e d a n d f o u n d t h at t h eir st a bilit y  m e a s ur e s ar e e q u al or cl o s e t o 0,  w hi c h s u g g e st s s ati sf a ct or y st a bilit y.

D at a ar e al s o a n al y z e d u si n g t h e alt er n ati v e s.  T h e s u m m ar y c o m p ari s o n r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e 6 , a n d d et ail e d

e sti m ati o n r e s ult s u si n g t h e alt er n ati v e s ar e a v ail a bl e i n t h e S u p p orti n g I nf or m ati o n ( T a bl e S1 4 ). It i s o b s er v e d t h at t h e

pr o p o s e d  m et h o d s a n d alt er n ati v e s  m a k e diff er e nt di s c o v eri e s.  M or e s p e cifi c all y, t h e t w o di v er g e n c e  m et h o d s g e n er at e

hi g hl y o v erl a p pi n g  wit h e a c h ot h er b ut  m o d er at e o v erl a p pi n g  wit h t h e alt er n ati v e s i n b ot h  m ai n  G eff e ct s a n d i nt er a c-

ti o n i d e ntifi c ati o n.

4.1. 2 J oi nt a n al y si s

T h e pr o p o s e d  m et h o d s b a s e d o n  D P D a n d 𝛾 - di v er g e n c e i d e ntif y 31  m ai n g e n e eff e ct s, 5 8  G- E i nt er a cti o n s, a n d 3 9  m ai n

g e n e eff e ct s, 7 0  G- E i nt er a cti o n s, r e s p e cti v el y.  D et ail e d e sti m ati o n r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e 5 .

F or t h e i d e ntifi e d g e n e s, r el e v a nt fi n di n g s h a v e al s o b e e n  m a d e i n t h e lit er at ur e.  F or e x a m pl e, it h a s b e e n r e p ort e d t h at

a s p ori n ( A S P N) i s hi g hl y u pr e g ul at e d i n i n v a si v e d u ct al c ar ci n o m a, p o s si bl y a s s o ci at e d  wit h i n v a si o n, a n d r el at e d t o t h e

e pit h eli al  m e s e n c h y m al tr a n siti o n ( C a st ell a n a et al., 2 01 2 ).  C E N P W, pl a yi n g cr u ci al r ol e s i n t h e f or m ati o n of a f u n cti o n al

ki n et o c h or e i n v ol v e d i n c ell di vi si o n d uri n g  mit o si s, i s s u p pr e s s e d i n t h e [ E R-, P R-, H E R 2 + ] s u b gr o u p b ut el e v at e d i n

t h e [ E R-, P R-, H E R 2-] s u b gr o u p ( Li et al., 2 01 6 ).  T h e  C O L 9 A 3 si g n at ur e h a s b e e n c o n str u ct e d f or effi ci e nt a n d s e n siti v e

pr o g n o si s pr e di cti o n of  T N B C p ati e nt s, a n d  C O L 9 A 3 h a s b e e n r e p ort e d a s p ot e nti all y c o ntri b uti n g t o t h e p at h o g e n e si s of

m a m m ar y t u m or s ( L v et al., 2 01 9 ).  C P A 4 i s diff er e nti all y e x pr e s s e d i n  Fl a g- T B C1 D 3- c ell s, a n d o n c o g e n e  T B C1 D 3 pr o m ot e s

t h e  mi gr ati o n of br e a st c a n c er c ell s ( W a n g et al., 2 01 7 ).  B e si d e s, g e n e e x pr e s si o n si g n at ur e s of  C X X C 5 h a v e b e e n u s e d f or

br e a st c a n c er di a g n o si s a n d pr o g n o sti c t e sti n g ( B y d o u n et al., 2 01 4 ).  D C L R E1 C e n c o d e s pr ot ei n s t h at ar e p art of t h e  T P 5 3

a n d 𝑛 - e str a di ol c e nt er e d n et w or k a n d o p er at e i n t h e  D N A d o u bl e- str a n d br e a k r e p air p at h w a y, t h e d ef e ct of  w hi c h h a s

b e e n str o n gl y a s s o ci at e d  wit h br e a st c a n c er pr e di s p o siti o n s ( T er v a s m ä ki et al., 2 01 4 ).  E S R1  m ut ati o n s ar e a r ar e e v e nt

i n tr e at m e nt- n ai v e p ati e nt s b ut c o m m o n i n  E R+ m et a st ati c br e a st c a n c er p ati e nt s.  T h e i n ci d e n c e of  E S R1  m ut ati o n s i n

pr etr e at e d  E R + m et a st ati c br e a st c a n c er p ati e nt s i s a p pr o xi m at el y 1 2 %.  T h u s, a d v a n c e d br e a st c a n c er h ar b ori n g  E S R1

m ut ati o n s c a n aff e ct a l ar g e n u m b er of p ati e nt s ( Ni u et al., 2 01 5 ). I T G B 5 e n c o d e s a s e cr et e d li g a n d of t h e tr a n sf or mi n g

gr o wt h f a ct or- 𝑦 a n d s h o w s d e cr e a s e d e x pr e s si o n i n  T N B C c ell s ( Ni u et al., 2 01 5 ).  L Y P D1 i s a tr a n s m e m br a n e pr ot ei n

i n v ol v e d i n li g a n d- d e p e n d e nt si g n al tr a n s d u cti o n a n d pl a y s criti c al r ol e s i n c a n c er pr o gr e s si o n ( B ur n ett et al., 2 01 5 ). I n

a d diti o n,  C C L1 3,  D P F 3,  H A P L N 3, a n d P C D H B 9 h a v e b e e n pr e vi o u sl y r e p ort e d a s u pr e g ul at e d i n  T N B C ( C o yl e et al., 2 01 8 ;

S a nt u ari o et al., 2 01 7 ).  A A D A T a n d P G A P 3 h a v e si g nifi c a nt a s s o ci ati o n s  wit h br e a st c a n c er ri s k ( W a d d ell et al., 2 01 0 ).

T h e st a bilit y of fi n di n g s ar e a s s e s s e d u si n g t h e s a m e a p pr o a c h a s f or  m ar gi n al a n al y si s,  w hi c h s h o w s s ati sf a ct or y p er-

f or m a n c e of t h e pr o p o s e d  m et h o d ( T a bl e S1 5 , S u p p orti n g I nf or m ati o n). I n a d diti o n,  w e c o n si d er d et e cti n g s u s pi ci o u s

i n di vi d u al s b y s e ar c hi n g f or i n st a n c e s  wit h s m all v al u e s of t h e  w ei g ht f u n cti o n, a n d i n st a n c e s  w h o s e  w ei g ht s ar e l e s s 0. 5

ar e c o n si d er e d a s c a n di d at e s of  mi sl a b el e d s u bj e ct s.  Aft er r e m o vi n g t h e s e s u s pi ci o u s i n di vi d u al s,  w e r e a n al y z e d at a u si n g

t h e 𝑖 -l o gi sti c or  D P D  m et h o d, a n d t h e i d e ntifi e d  m ai n g e n e eff e ct s a n d i nt er a cti o n s ar e s u m m ari z e d i n  T a bl e S1 6 ( S u p-

p orti n g I nf or m ati o n).  T h e n e w r e s ult s ar e n ot a bl y diff er e nt.  F or i n st a n c e, 3 3  m ai n g e n e eff e ct s ar e i d e ntifi e d b y t h e  D P D

m et h o d, a m o n g  w hi c h 1 8 ar e i n cl u d e d i n t h e pr e vi o u s r e s ult s ( T a bl e 5 ).  A n d a m o n g t h e 3 7 g e n e s i d e ntifi e d b y 𝑥 -l o gi sti c,

1 0 ar e s h o w n i n  T a bl e 5 .  W e d o n ot e t h at t h er e  m a y n ot b e a u ni v er s all y g o o d c ut off v al u e of  w ei g ht s. I n f a ct, t hi s a n al y si s

i s si m pl y t o s h o w t h at p o s si bl e c o nt a mi n ati o n d o e s o c c ur.  A  m or e ri g or o u s “ o utli er ” d et e cti o n  will b e n e e d e d if d e sir a bl e.

D at a ar e al s o a n al y z e d u si n g t h e alt er n ati v e s.  T h e s u m m ar y c o m p ari s o n r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e 6 , a n d d et ail e d

e sti m ati o n r e s ult s u si n g t h e alt er n ati v e s ar e a v ail a bl e i n t h e S u p p orti n g I nf or m ati o n ( T a bl e S1 7 ). It i s o b s er v e d t h at t h e pr o-

p o s e d  m et h o d s a n d alt er n ati v e s  m a k e diff er e nt di s c o v eri e s. Si mil ar t o t h e  m ar gi n al a n al y si s, t h e t w o di v er g e n c e  m et h o d s

g e n er at e hi g hl y o v erl a p pi n g fi n di n g s b ut h a v e  m o d er at e o v erl a p pi n g  wit h t h e alt er n ati v e s.

R e m ar k 3. It i s n ot e d t h at t h e r e s ult s of  m ar gi n al a n d j oi nt a n al y s e s ar e q uit e diff er e nt,  w hi c h i s e x p e ct e d a n d s h o w n i n

t h e lit er at ur e, a s t h eir a n al y si s s c h e m e s ar e f u n d a m e nt all y diff er e nt.  Wit h t h e s a m e r e a s o n, it i s n ot s e n si bl e t o c o m p ar e

m ar gi n al a n d j oi nt a n al y si s r e s ult s.
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T A B L E  5 J oi nt a n al y si s of  T N B C: I d e ntifi e d  m ai n eff e ct s a n d i nt er a cti o n s

D P D 𝛾

I nt e r a cti o n I nt e r a cti o n

G e n e M ai n A g e R a c e M ai n A g e R a c e

A A D A T 0.1 5 9 6 0. 0 7 6 4 − 0. 0 2 3 5 0.1 8 5 9 0. 0 9 4 9 − 0. 0 0 8 4

A S P N − 0. 0 2 6 3 − 0. 0 0 2 6 − 0. 01 3 7 − 0. 0 2 7 8 − 0. 0 0 21 − 0. 01 4 6

C C L1 3 0. 0 0 2 0 − 0. 0 2 01 − 0. 01 6 5

C E N P W 0. 0 7 9 8 − 0. 0 2 5 7 − 0. 0 7 8 4 0. 0 7 9 8 − 0. 0 2 5 7 − 0. 0 7 8 4

C O L 9 A 3 0. 0 61 5 − 0. 0 0 5 9 − 0. 0 4 3 3 0. 0 9 2 3 0. 01 5 9 − 0. 0 0 9 9

C P A 4 0. 0 3 6 5 − 0. 0 5 3 8 − 0. 0 3 3 9 0. 0 3 0 0 − 0. 01 6 0 − 0. 0 5 2 0

C X X C 5 − 0. 6 2 4 5 − 0.1 3 2 2 − 0. 3 5 5 5 − 0.1 7 8 0 − 0. 0 4 0 4 − 0. 2 4 2 0

D C L R E1 C 0. 0 7 3 9 − 0. 0 0 3 5 − 0. 0 4 9 2 0. 0 7 3 9 − 0. 0 0 3 5 − 0. 0 4 9 2

D N A J B11 0. 0 7 7 4 − 0. 0 3 0 0 − 0. 0 7 2 4 0. 0 7 7 4 − 0. 0 3 0 0 − 0. 0 7 2 4

D P F 3 0. 0 41 9 − 0. 01 2 7 − 0. 0 0 8 6

E R B B 2 − 0. 0 7 0 9 − 0. 0 01 5 − 0. 0 4 3 0 − 0. 0 8 2 4 − 0. 0 4 4 3

E S R1 − 0. 2 7 3 5 − 0.1 5 0 0 − 0. 0 91 4 − 0. 3 2 4 3 − 0. 0 7 5 0 − 0. 0 8 3 9

H A P L N 3 0. 0 9 9 6 − 0. 0 0 9 7 − 0. 0 0 2 9

H D A C 2 0. 01 0 8 − 0. 0 0 9 5 − 0. 0 0 9 7 0. 0 0 9 8 − 0. 0 0 3 6 − 0. 0 0 5 2

I T G B 5 − 0. 0 61 6 − 0. 01 8 3 − 0. 0 6 8 7 − 0. 0 7 4 3 − 0. 0 0 4 5 − 0. 0 8 2 4

L Y P D1 0.1 91 8 − 0. 0 6 6 5 − 0. 0 0 3 7 0. 2 0 8 2 − 0. 0 6 21 − 0. 0 01 2

MI S P 3 0. 0 01 4 − 0. 0 0 31 − 0. 0 0 41 − 0. 0 3 4 3 − 0. 011 3 − 0. 01 8 3

M M P1 2 0. 0 0 8 6 − 0. 0 0 5 8 0. 0 0 9 0 − 0. 0 0 5 4

M M S 2 2 L 0. 0 7 9 4 − 0. 0 51 2 − 0. 0 4 6 2 0. 0 6 4 6 − 0. 0 2 8 0 − 0. 0 7 0 2

P C D H B 9 0. 0 0 5 3 − 0. 0 0 3 5 − 0. 0 01 8 0. 0 0 5 3 − 0. 0 0 3 5 − 0. 0 01 8

P G A P 3 − 0.1 3 3 8 − 0. 0 3 4 6 − 0.1 3 7 6 − 0. 0 01 8 − 0. 0 3 6 0

P T C H D1 0. 0 5 6 9 − 0. 0 0 31 − 0. 0 6 3 9 0. 0 5 6 9 − 0. 0 0 31 − 0. 0 6 3 9

R P L 3 9 L 0. 0 0 71 − 0. 0 01 4 − 0. 0 0 9 3 0. 0 0 71 − 0. 0 01 4 − 0. 0 0 9 3

SI X 3 0. 01 8 4 − 0. 0 0 2 0 − 0. 0 0 3 7 0. 01 9 9 − 0. 0 0 6 2

S L C1 5 A1 0. 0 8 3 5 − 0. 0 4 0 8 0.1 0 21 − 0. 0 4 0 6

S L C 3 8 A 3 0. 0 8 5 5 − 0. 0 4 0 6 − 0. 0 0 2 8 0.1 0 0 8 − 0. 0 41 7

S L C 6 A11 0.1 3 7 5 0. 0 8 81 − 0. 0 0 7 4 0.1 3 7 5 0. 0 8 81 − 0. 0 0 7 4

T L X1 0. 0 0 8 9 − 0. 0 0 2 7 0. 0 0 8 9 − 0. 0 0 2 5

T M E M 21 7 0. 0 5 51 − 0. 01 9 5 − 0. 0 0 6 3 0. 0 5 51 − 0. 01 9 5 − 0. 0 0 6 3

T R P V 6 − 0. 0 0 9 6 − 0. 0 0 6 8 − 0. 0 0 6 2

ZI C1 0. 2 01 2 − 0. 0 6 9 3 − 0.1 4 91 0. 2 0 8 4 − 0. 0 7 5 0 − 0.1 5 2 2

A S B1 2 − 0. 01 01 − 0. 0 7 5 0 0.1 6 5 3

G Z M B 0.1 4 3 3 − 0. 0 5 2 7 − 0. 0 0 8 9

I L 2 2 R A 2 0. 0 4 4 3 − 0. 0 3 4 8 − 0. 01 0 9

K C N S1 0. 0 6 6 5 − 0. 0 0 2 7 0. 0 5 0 7

L Y A R 0. 0 0 4 4 − 0. 0 0 2 5

P DI A 5 0. 0 7 7 7 − 0. 0 0 7 9 − 0. 0 5 9 9

P L C G 2 0. 0 7 9 2 − 0. 0 3 9 8 − 0. 0 0 61

P M L 0.11 4 8 − 0. 0 5 9 3 − 0. 0 0 5 5

P P P1 R1 4 C 0. 0 4 9 8 − 0. 0 3 0 5

R A D 51 A P 2 0. 0 9 5 0 − 0. 0 01 2 0.1 0 9 5

U B A S H 3 B 0. 0 51 2 − 0. 01 0 7 − 0. 01 7 0

Z N F 8 8 3 0. 0 4 2 4 − 0. 0 3 2 3 − 0. 01 4 9



R E N e t  a l. 4 7 5

T A B L E  6 A n al y si s of  T N B C:  N u m b er s of  m ai n  G eff e ct s a n d i nt er a cti o n s i d e ntifi e d b y diff er e nt  m et h o d s a n d t h eir o v erl a p s

M ai n eff e ct s I nt e r a cti o n s

M a r gi n al  L o gi sti c  C o n st a nt  D P D 𝛾 L o gi sti c  C o n st a nt  D P D 𝑛

L o gi sti c 3 0 1 5 2 2 1 9 4 8 1 5 3 5 2 8

C o n st a nt 2 9 2 0 1 9 3 3 2 4 2 2

D P D 3 5 31 5 9 4 7

𝑦 3 2 51

J oi nt  L o gi sti c  C o n st a nt  D P D 𝑖 L o gi sti c  C o n st a nt  D P D 𝑥

L o gi sti c 2 8 1 8 2 5 2 4 5 2 9 4 5 4 2

C o n st a nt 3 6 21 2 9 1 7 11 1 5

D P D 31 2 7 5 8 4 7

𝑥 3 9 7 0

4. 2 G E N E V A t y p e 2  di a b et e s  d at a

As p art of t h e  G e n e  E n vir o n m e nt  A s s o ci ati o n St u di e s ( G E N E V A), t h e  H e alt h Pr of e s si o n al s  F oll o w- u p St u d y ( H P F S)

w a s or g a ni z e d b y t h e  N ati o n al I n stit ut e s of  H e alt h ( NI H).  G E N E V A t y p e 2 di a b et e s d at a, a v ail a bl e at htt p s:// w w w. n c bi.

nl m. ni h. g o v/ pr oj e ct s/ g a p/ c gi- bi n/ st u d y. c gi ? st u d y _i d = p h s 0 0 0 0 91. v 2. p1 wit h t h e p er mi s si o n of  N ati o n al  H u m a n  G e n o m e

R e s e ar c h I n stit ut e, i s a n al y z e d.

T h e r e s p o n s e v ari a bl e of i nt er e st i s t h e c o nti n u o u sl y di stri b ut e d b o d y  m a s s i n d e x ( B MI),  w hi c h i s t h e pri n ci p al  m e a s ur e

of a di p o sit y a n d pl a y s a n i m p ort a nt r ol e i n di a b et e s.  E f a ct or s c o n si d er e d i n cl u d e a g e, f a mil y hi st or y of di a b et e s a m o n g

fir st d e gr e e r el ati v e s (f a m d b), t ot al p h y si c al a cti vit y ( a ct), tr a n s f at i nt a k e (tr a n s), c er e al fi b er i nt a k e ( c er af ), a n d h e m e ir o n

i nt a k e ( h e m e).  All of t h e s e  E f a ct or s h a v e b e e n s u g g e st e d a s p ot e nti all y a s s o ci at e d  wit h  B MI.  F or  G f a ct or s,  w e a n al y z e

S N Ps o n c hr o m o s o m e 4,  w hi c h i s s u g g e st e d a s h a vi n g a n i m p ort a nt r ol e i n  m a n y di s or d er s.  T h e d at a c o nt ai n 2 5 5 8 s u bj e ct s

a n d 4 0, 5 6 8 S N Ps. Pr e s cr e e ni n g i s c o n d u ct e d, a n d t h e t o p 2 0 0 0 S N Ps ar e k e pt.

4. 2.1 M ar gi n al a n al y si s

T h e pr o p o s e d  m et h o d s b a s e d o n  D P D a n d 𝑥 - di v er g e n c e i d e ntif y 3 5  m ai n g e n e eff e ct s, 1 9 6  G- E i nt er a cti o n s, a n d 4 3  m ai n

g e n e eff e ct s, 2 0 9  G- E i nt er a cti o n s, r e s p e cti v el y.  T a bl e S1 8 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n) s h o w s t h e d et ail e d e sti m ati o n r e s ult s.

It i s a g ai n o b s er v e d t h at t h e fi n di n g s ar e bi ol o gi c all y s e n si bl e.  U G T 2 B 7 ar e c at al yti c e n z y m e s i n  Miti gli ni d e c ar b o x yl-

gl u c ur o ni d ati o n i n h u m a n li v er, e x hi biti n g hi g h  Miti gli ni d e gl u c ur o n o s yltr a n sf er a s e a cti vit y i n  Miti gli ni d e gl u c ur o ni d e

f or m ati o n, a n d  Miti gli ni d e i s a n e w p ot a s si u m c h a n n el a nt a g o ni st f or t h e tr e at m e nt of t y p e 2 di a b et e s  m ellit u s ( Y u et al.,

2 0 0 7 ). P u bli s h e d d at a a n al y s e s h a v e e x a mi n e d t h e all eli c a s s o ci ati o n, c o nfir mi n g a si g nifi c a nt a s s o ci ati o n  wit h t h e di s e a s e

a n d r e v e ali n g a si g nifi c a nt a s s o ci ati o n of  B A N K1  wit h di a b et e s,  w hi c h s u g g e st s t h e p o s si bilit y t h at  B A N K1 i s a s u s c e pti bil-

it y g e n e. S o m e st u di e s h a v e f urt h er pr o vi d e d e vi d e n c e of n e w g e n eti c a s s o ci ati o n s of  B A N K1 g e n e  wit h di a b et e s ( Z o ui di

et al., 2 01 4 ). P P A 2 h a s a f u n cti o n i n f e e di n g b e h a vi or b y c o ntr olli n g t h e p h o s p h at e l e v el of t h e c ell, a n d P P A 2 i s a n e g ati v e

r e g ul at or of t h e i n s uli n  m et a b oli c si g n ali n g p at h w a y,  w hi c h  m a y c o ntri b ut e t o a b n or m al  B MI ( N or att o et al., 2 01 6 ).  El o vl 6

i s a  mi cr o s o m al e n z y m e- c o n v erti n g p al mit ol e at e s s at ur at e d a n d  m o n o u n s at ur at e d f att y a ci d s i nt o ol e at e s p e ci e s,  w hi c h

pl a y s a criti c al r ol e i n t h e d e v el o p m e nt of o b e sit y-i n d u c e d i n s uli n r e si st a n c e b y  m o dif yi n g f att y a ci d c o m p o siti o n.  El o vl 6 i s

a f u n d a m e nt al f a ct or li n ki n g d y sr e g ul at e d li pi d  m et a b oli s m t o 𝑖 - c ell d y sf u n cti o n, i sl et i nfl a m m ati o n, a n d 𝑧 - c ell a p o pt o si s

i n t y p e 2 di a b et e s ( Z h a o et al., 2 01 7 ).

I d e ntifi c ati o n st a bilit y i s e v al u at e d, a n d t h e r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e S1 9 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n).  T h e pr o p o s e d

m et h o d s h a v e s ati sf a ct or y st a bilit y.  D at a ar e al s o a n al y z e d u si n g t h e alt er n ati v e s.  T h e s u m m ar y c o m p ari s o n r e s ult s ar e

pr o vi d e d i n  T a bl e S 2 0 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n), a n d d et ail e d e sti m ati o n r e s ult s u si n g t h e alt er n ati v e s ar e a v ail a bl e i n

S u p p orti n g I nf or m ati o n ( T a bl e S 21 ).  T h e t w o di v er g e n c e  m et h o d s g e n er at e hi g hl y o v erl a p pi n g r e s ult s b ut h a v e s m all

o v erl a p pi n g  wit h t h e alt er n ati v e s.

4. 2. 2 J oi nt a n al y si s

T h e pr o p o s e d  m et h o d s b a s e d o n  D P D a n d 𝑧 - di v er g e n c e i d e ntif y 2 5  m ai n g e n e eff e ct s, 11 5  G- E i nt er a cti o n s, a n d 2 9  m ai n

g e n e eff e ct s, 1 4 2  G- E i nt er a cti o n s, r e s p e cti v el y.  T a bl e S 2 2 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n) s h o w s t h e d et ail e d e sti m ati o n r e s ult s.

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/projects/gap/cgi-bin/study.cgi?study_id=phs000091.v2.p1
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/projects/gap/cgi-bin/study.cgi?study_id=phs000091.v2.p1


4 7 6 R E N e t  a l.

Lit er at ur e s e ar c h s u g g e st s t h at t h e i d e ntifi e d g e n e s  m a y h a v e i m p ort a nt i m pli c ati o n s.  F or i n st a n c e, t h e a cti v ati o n eff e ct

of t h e  C S N1 S 2- d eri v e d bi o a cti v e p e pti d e s f or gl u c o ki n a s e- bi n di n g affi nit y of gl u c o s e h a s b e e n i n di c at e d, a n d t h e pr o-

t ei n r e g ul at e d b y g e n e  C S N1 S 2 h a s b e e n s u g g e st e d t o b e a c o m m o n n utri e nt u s e d f or t h e tr e at m e nt of di a b et e s  m ellit u s

( F at c hi y a h et al., 2 01 7 ).  C C NI i s t h e  m o st e x pr e s s e d c y cli n g e n e s a n d t h e  m o st hi g hl y e x pr e s s e d i n p a n cr e ati c i sl et s ( T a n e er a

et al., 2 01 3 ). I n g e n o m e- wi d e a s s o ci ati o n st u di e s,  C 4 orf 2 2 h a s b e e n f o u n d t o r e d u c e t h e ri s k of i n s uli n r e si st a n c e ( D ail y

et al., 2 01 9 ).  T h e a b n or m all y hi g h l e v el s of S C D 5 i n di a b et e s a n d S C D 5  m a y b e a c o m m o n  m ol e c ul ar li n k a m o n g di a-

b et e s ( B ell e n g hi et al., 2 01 5 ).  B e si d e s, t h e r ati o of  A D H1 B pr ot ei n e x pr e s si o n i n a di p o s e ti s s u e fr o m l o w  B MI i n di vi d u al s i s

a p pr o xi m at el y fi v ef ol d hi g h er t h a n t h at o b s er v e d i n hi g h  B MI i n di vi d u al s, a n d  A D H1 B e x pr e s si o n,  m e a s ur e d b ot h b y Ill u-

mi n a  B e a d Arr a y s a n d q R T- P C R, i s n e g ati v el y c orr el at e d  wit h  B MI ( Wi n ni er et al., 2 01 5 ). It h a s b e e n s h o w n t h at  M T H F D 2 L

i s a s s o ci at e d  wit h di a b et e s i n ot h er g e n o m e- wi d e a s s o ci ati o n st u di e s ( C hi d a m b ar a m et al., 2 01 6 ).

T a bl e S 2 3 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n) s h o w s s ati sf a ct or y st a bilit y of t h e pr o p o s e d  m et h o d s.  D at a ar e al s o a n al y z e d u si n g

t h e alt er n ati v e s.  T h e s u m m ar y c o m p ari s o n r e s ult s ar e pr o vi d e d i n  T a bl e S 2 4 ( S u p p orti n g I nf or m ati o n), a n d d et ail e d e sti-

m ati o n r e s ult s u si n g t h e alt er n ati v e s ar e a v ail a bl e i n t h e S u p p orti n g I nf or m ati o n ( T a bl e S 2 5 ). Si mil arl y, t h e pr o p o s e d

m et h o d s a n d alt er n ati v e s  m a k e diff er e nt di s c o v eri e s.

5 D I S C U S S I O N

I d e ntif yi n g  G- E i nt er a cti o n s a s s o ci at e d  wit h o ut c o m e s h a s i m p ort a nt i m pli c ati o n s. I n t hi s arti cl e,  w e h a v e pr o p o s e d a

fr a m e w or k of  G- E i nt er a cti o n a n al y si s b a s e d o n r o b u st di v er g e n c e t o a c c o m m o d at e c o nt a mi n at e d d at a.  A s p ar s e gr o u p

p e n alt y h a s b e e n a d o pt e d t o r e s p e ct t h e “ m ai n eff e ct, i nt er a cti o n ” hi er ar c hi c al str u ct ur e.  B ot h j oi nt a n d  m ar gi n al a n al-

y si s h a v e b e e n c o n d u ct e d. I n a d diti o n, c at e g ori c al a n d c o nti n u o u s r e s p o n s e s, a s t w o i m p ort a nt s p e ci al c a s e s, h a v e b e e n

e x a mi n e d i n d et ail.  A n d s o m e ot h er r e s p o n s e s c a n al s o b e a c c o m m o d at e d u n d er t h e pr o p o s e d fr a m e w or k. I n si m ul ati o n,

t h e pr o p o s e d  m et h o d s h a v e n ot a bl e a d v a nt a g e s o v er t h e alt er n ati v e s  w h e n d at a ar e c o nt a mi n at e d. I n r e al d at a a n al y si s,

s e n si bl e bi ol o gi c al i m pli c ati o n s a n d i d e ntifi c ati o n st a bilit y h a v e pr o vi d e d s u p p ort t o t h e v ali dit y of t h e pr o p o s e d  m et h o d s.

It i s n ot e d t h at r e s ult s fr o m t h e  D P D a n d 𝛾 - di v er g e n c e  m et h o d s ar e oft e n diff er e nt, a n d  w e r e c o g ni z e t h at it i s n ot e a s y

t o c o n cl u d e  w hi c h  m et h o d i s b ett er  w h e n a n al y zi n g a pr a cti c al d at a.  A s s u c h, t h e t w o r e s ult s h a v e b e e n c o m pr e h e n si v el y

c o n si d er e d.  T h er e ar e al s o s o m e li mit ati o n s.  F or e x a m pl e, it i s diffi c ult t o pr o vi d e cl e ar i nt er pr et ati o n s of t h e i d e ntifi e d

i nt er a cti o n s d u e t o li mit e d st u di e s i n t h e lit er at ur e,  w hi c h n e e d s t o b e r efi n e d b y f urt h er bi ol o gi c al st u di e s.

A C K N O W L E D G M E N T S

W e t h a n k t h e e dit or s a n d r e vi e w er s f or t h eir c ar ef ul r e vi e w a n d i n si g htf ul c o m m e nt s.  T hi s  w or k  w a s s u p p ort e d b y t h e  B ei-

ji n g  N at ur al S ci e n c e  F o u n d ati o n ( Z1 9 0 0 0 4),  N ati o n al  N at ur al S ci e n c e  F o u n d ati o n of  C hi n a (11 9 71 4 0 4, 1 21 71 4 5 4, 1 2 0 2 6 6 0 4),

H u m a nit y a n d S o ci al S ci e n c e  Y o ut h  F o u n d ati o n of  Mi ni str y of  E d u c ati o n of  C hi n a (1 9 Y J C 91 0 01 0),  B a si c S ci e ntifi c Pr oj e ct

71 9 8 81 01 of  N ati o n al S ci e n c e  F o u n d ati o n of  C hi n a, t h e 111 Pr oj e ct ( B1 3 0 2 8), t h e  U ni v er sit y of  C hi n e s e  A c a d e m y of S ci-

e n c e s ( Y 9 5 4 01 T X X 2),  K e y Pr o gr a m of J oi nt  F u n d s of t h e  N ati o n al  N at ur al S ci e n c e  F o u n d ati o n of  C hi n a ( U1 9 B 2 0 4 0),  NI H

( C A 2 0 41 2 0), a n d  NI S F (1 91 6 2 51).

C O N F L I C T  O F I N T E R E S T

T h e a ut h or s d e cl ar e t h at t h er e i s n o c o nfli ct of i nt er e st.

D A T A  A V A I L A B I L I T Y  S T A T E M E N T

T h e d at a t h at s u p p ort s t h e fi n di n g s of t hi s st u d y h a v e b e e n d eri v e d fr o m  T h e  C a n c er  G e n o m e  Atl a s ( T C G A) ( htt p s://

c a n c er g e n o m e. ni h. g o v/ ).  T h e d at a c a n b e d o w nl o a d e d u si n g t h e  R p a c k a g e br c a. d at a ( htt p s:// git h u b. c o m/ a v eri s si m o/

br c a. d at a/r el e a s e s/ d o w nl o a d/1. 0/ br c a. d at a _1. 0.t ar. g z ).

O P E N  R E S E A R C H  B A D G E S

T hi s arti cl e h a s e ar n e d a n o p e n d at a b a d g e f or  m a ki n g p u bli cl y a v ail a bl e t h e c o d e n e c e s s ar y t o r e pr o d u c e t h e r e p ort e d

r e s ult s. S o m e of t h e d at a i s a v ail a bl e i n t h e S u p p orti n g I nf or m ati o n s e cti o n.

T hi s arti cl e h a s e ar n e d a n o p e n d at a b a d g e “ R e p r o d u ci bl e  R e s e a r c h ” f or  m a ki n g p u bli cl y a v ail a bl e t h e c o d e n e c e s s ar y

t o r e pr o d u c e t h e r e p ort e d r e s ult s.  T h e r e s ult s r e p ort e d i n t hi s arti cl e  w er e r e pr o d u c e d p arti all y d u e t o t h eir c o m p ut ati o n al

c o m pl e xit y.

https://cancergenome.nih.gov/
https://cancergenome.nih.gov/
https://github.com/averissimo/brca.data/releases/download/1.0/brca.data_1.0.tar.gz
https://github.com/averissimo/brca.data/releases/download/1.0/brca.data_1.0.tar.gz
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A P P E N D I X  A:  D E T A I L S  F O R  A L G O R I T H M S

T h e d et ail s of St e p s (i) a n d (ii) i n  Al g orit h m 2 f or j oi nt a n al y si s ar e a s f oll o w s.  T h e i m pl e m e nt ati o n of  Al g orit h m 1 f or

m ar gi n al a n al y si s i s v er y si mil ar. St e p s (i) a n d (ii) ar e r e ali z e d b y gr a di e nt d e s c e nt a n d  Ar mij o s e ar c h.

A. 1 D et ail s f o r al g o rit h m s  u n d e r t h e l o gi sti c  m o d el

T h e l o s s f u n cti o n s  wit h  D P D a n d 𝛾 - di v er g e n c e, r e s p e cti v el y, ar e

𝑛 𝑦 ( 𝑖𝑥𝑥, 𝑥𝑖𝑧)  =  −
1

𝑧

𝑧∑

𝑖 = 1

(
e x p{ 𝑖 𝑛( 𝑦  + 1)( 𝑖𝑥𝑖 𝑥

𝑖
𝑥𝑖𝑥 + 𝑖𝑥𝑖 𝑞

𝑇
𝑞𝑧𝑖)}

1  + e x p{( 𝑧  + 1)( 𝑖𝑧𝑖 𝑧
𝑖
𝑧𝑖𝑝 + 𝑇𝑝𝑤 𝑤

𝑤
𝑇𝑖𝑗)}

) 𝑧

𝑖 + 1

,

𝑗 D P D (𝑥𝑥𝑥, 𝑇𝑖𝑤 ) =
1

𝑤

𝑤∑

𝑖 = 1

⎛
⎜
⎜
⎝

1 + e x p{( 1 + 𝑤)
(
𝑤𝑤𝑇 𝑖

𝑤
𝑤𝑤𝑇 + 𝑖𝑝𝑇 𝑌

𝑌
𝑌𝑛𝑦
)
}

(
1 + e x p{( 𝑖𝑋𝑋 𝑋

𝑊
𝑊𝑊𝑗 + 𝑊𝑊𝑊 𝑥

𝑥
𝑥𝑖𝑤)}

) 1 + 𝑤
−

(

1 +
1

𝑤

)
e x p{ 𝑖 𝑗 𝑤

(
𝑤𝑤𝑖 𝑞

𝑘
𝜃𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝜁 𝑗

𝑧
𝑖𝑗𝑞
)
}

( 1  + e x p{( 𝑘𝛽𝑘 𝑗
𝑥
𝑖𝑘𝑧 + 𝑖𝑗𝜃 𝜃

𝜃
𝑇𝑥𝑖)}) 𝑥

⎞
⎟
⎟
⎠

.

T h e t w o r o b u st  m et h o d s h a v e t h e s a m e f or m of e sti m ati n g e q u ati o n:

( 𝑖𝑥𝑖 𝑏 ⋮ 𝑏𝑏𝑇 𝑗 )𝑤 𝑤 ( 𝑤𝑖𝑗, 𝜃𝜃𝜃)  = 0, ( A.1)

w h er e 𝜃( 𝜃𝑞𝑇, 𝑏𝑏𝑏)  = 𝑗 𝜁 ( 𝑗𝛽𝛽, 𝛽𝑇𝑗) or 𝑇 D P D ( 𝑗𝛽𝛽, 𝛽𝑗𝛽) , a n d

𝑗 𝛽 ( 𝑞𝑗𝑇, 𝑞𝑘𝜃)  = 𝑘 𝑥 𝑖 ( 𝑘𝑝𝑗, 𝜁𝑗𝑧; 𝑖 𝑗𝑞, 𝑘𝛽𝑘)  ⊙ { 𝑗𝑥𝑖 − 𝑘( 𝑧𝑖𝑗, 𝜃𝜃𝜃; ( 1  + 𝑇) 𝑥 𝑖𝑥, ( 1  + 𝑖) 𝑥𝑖𝑝)},

𝑗 D P D ( 𝑏𝑏𝑏, 𝑇𝑗𝑤)  = ( 1  +  𝑤){ 𝑤 𝑖 ( 𝑗𝑗𝑗, 𝛾𝓁𝜃; 𝜃 𝜃𝑏, 𝑏𝑏𝑗)  ⊙ [ 𝑛𝑛𝑖 − 𝑓( 𝑦𝑥𝑥, 𝑥𝑖𝑤; 𝑤 𝑤𝑖, 𝑗𝜃𝜃)]  − 𝜃 𝑏 ( 𝑏𝑏𝑗, 𝛼𝑦𝛼; 𝑓 𝑦𝑖, 𝑥𝑥𝑥)}.
( A. 2)

D e n ot e ⊙ a s t h e c o m p o n e nt wi s e pr o d u ct a n d

𝑖 𝑤 ( 𝑤𝑤𝑖, 𝑗𝜃𝜃; 𝜃 𝑏𝑏, 𝑏𝑗𝛼)  =
e x p{ 𝓁 𝛾𝜃𝜃 ⊙ ( 𝜃𝑏𝑏 𝑏 𝑗𝑛𝑛 + 𝑖𝑓𝑦 𝑖 𝑥𝑥𝑥)}

( 1  + e x p{( 𝑖𝑤𝑤 𝑤 𝑖𝑗𝜃 + 𝜃𝜃𝑏 𝑏 𝑏𝑗𝛾)}) 𝑓
,

𝑦 𝑥 ( 𝑥𝑥𝑖, 𝑤𝑤𝑤; 𝑖 𝑗𝜃, 𝜃𝜃𝑏)  =

(
e x p{( 𝑏  + 1) 𝑏𝑗𝛾 ⊙ ( 𝑦𝛾𝛾 𝑓 𝑦𝑖𝑥 + 𝑥𝑥𝑖 𝑤 𝑤𝑤𝑖)}

1  + e x p{( 𝑗  + 1)( 𝜃𝜃𝜃 𝑏 𝑏𝑏𝑗 + 𝑦𝑖𝑥 𝑥 𝑥𝑖𝑤)}

) 𝑤

𝑤 + 1

,

𝑖( 𝑗𝛼𝛾, 𝑓𝑦𝑖; 𝑥 𝑥𝑥, 𝑖𝑤𝑤)  =
e x p( 𝑤𝑖𝑗 𝜃 𝜃𝜃𝑏 + 𝑏𝑏𝑗 𝑐 𝑦𝑖𝑦)

1 + e x p( 𝑖𝑥𝑥 𝑥 𝑇𝑖𝜃 + 𝜃𝜃𝑤 𝑤 𝑤𝑇𝑖)
,

𝑗 𝑏 ( 𝑏𝑏𝑗, 𝜑𝑥𝑥; 𝑥 𝑇𝑖, 𝜃𝜃𝜃)  =
e x p{ 𝑤𝑤𝑤 𝑇 𝑖𝑗𝑏 + 𝑏𝑏𝑗 𝜙 𝜑𝜑𝜙}( e x p{ 𝜙( 𝜙𝑋𝑋 𝑇 𝜃𝜃𝜃 + 𝑊𝑊𝑊 𝑇 𝑏𝑏𝑏)}  − 1)

1 + e x p{ 𝑋𝑋𝑋 𝑇 𝜃𝜃𝜃 + 𝑊𝑊𝑊 𝑇 𝑏𝑏𝑏}
,

( A. 3)

wit h t h e o p er ati o n s b ei n g el e m e nt wi s e e x c e pt f or t h e  m atri x – v e ct or  m ulti pli c ati o n of 𝑋𝑋𝑋 𝑇 𝜃𝜃𝜃 a n d 𝑊𝑊𝑊 𝑇 𝑏𝑏𝑏 .

W e pr o p o s e t h e f oll o wi n g it er ati o n s.

St e p (i):

𝜃 ( 𝑚 + 1) = 𝜃 ( 𝑚) +
𝑠 0

𝑛
𝑋 𝑇 𝑆𝑆𝑆 ( 𝑚) , ( A. 4)

w h er e 𝑆𝑆𝑆 ( 𝑚) = 𝑆 ( 𝜃𝜃𝜃 ( 𝑚) , 𝑏𝑏𝑏 ( 𝑚) ) i s d efi n e d i n (A. 2 ), a n d 𝑠 0 i s t h e st e p l e n gt h o bt ai n e d b y  Ar mij o s e ar c h.

St e p (ii):

F or 𝑗 = 1, … , 𝑝

𝜁
( 𝑚 + 1)
𝑗

= 𝜁
( 𝑚)
𝑗

+ 𝑠

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1

𝑛
𝑊𝑊𝑊 𝑇

𝑗
𝑆𝑆𝑆 ( 𝑚) −

𝜁
( 𝑚)
𝑗

‖ 𝑏𝑏𝑏
( 𝑚)
𝑗

‖

√
𝑞 + 1 𝜆 1

⎛
⎜
⎜
⎝

1 −
‖ 𝑏𝑏𝑏

( 𝑚)
𝑗

‖
√

𝑞 + 1 𝜆 1 𝑎

⎞
⎟
⎟
⎠ +

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

,

𝛽𝛽𝛽
( 𝑚 + 1)
𝑗

= 𝛽𝛽𝛽
( 𝑚)
𝑗

+
𝑠

𝑛
𝑊𝑊𝑊 𝑇

𝑗
𝑆𝑆𝑆 ( 𝑚)

− 𝑠

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝛽𝛽𝛽
( 𝑚)
𝑗

‖ 𝑏𝑏𝑏
( 𝑚)
𝑗

‖

√
𝑞 + 1 𝜆 1 ( 1  −

‖ 𝑏𝑏𝑏
( 𝑚)
𝑗

‖
√

𝑞 + 1 𝜆 1 𝑎
)+ + si g n( 𝛽𝛽𝛽

( 𝑚)
𝑗

) ⊙ 𝜆1 ( 1  −
𝛽𝛽𝛽

( 𝑚)
𝑗

𝜆 1 𝑎
)+

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

,

( A. 5)
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w h er e 𝛾 i s t h e st e p l e n gt h o bt ai n e d b y  Ar mij o s e ar c h.  C o m p ut ati o n s it er at e d u ntil c o n v er g e n c e.

A. 2 D et ail s f o r al g o rit h m s  u n d e r t h e li n e a r  m o d el

T h e l o s s f u n cti o n s  wit h  D P D a n d 𝑛 - di v er g e n c e, r e s p e cti v el y, ar e

𝑦 𝑖 ( 𝑥𝑥𝑥, 𝑖𝑧𝑧)  =  −
1

𝑧

(
1 + 𝑖

2 𝑖 𝑛 2

) 𝑦

2( 1 + 𝑖)
𝑥∑

𝑖 = 1

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

e x p
⎡
⎢
⎢
⎣

−
𝑥
(
𝑖 𝑥 − 𝑖𝑥𝑖 𝑥

𝑖
𝑞𝑇𝑞 − 𝑧𝑖𝑧 𝑖

𝑧
𝑖𝑧𝑖
) 2

2 𝑧 2

⎤
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

,

𝑖 D P D ( 𝑝𝑇𝑝, 𝑤𝑤𝑤)  =
1

𝑇

𝑖∑

𝑗 = 1

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1

( 2 𝑧)𝑖 ∕ 2 𝑗 𝑥
√

1 + 𝑥
−

1 + 𝑥

𝑇

1

( 2 𝑖)𝑤 ∕ 2 𝑤 𝑤
e x p

⎡
⎢
⎢
⎣

−
𝑖

(
𝑤 𝑤 − 𝑤𝑇𝑖 𝑤

𝑤
𝑤𝑇𝑖 − 𝑝𝑇𝑌 𝑌

𝑌
𝑛𝑦𝑖
) 2

2 𝑋 2

⎤
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

,

w h er e 𝑋 i s t h e st a n d ar d d e vi ati o n of t h e r e s p o n s e a n d n e e d s t o b e e sti m at e d.

T h e e sti m ati n g e q u ati o n f or 𝑋 b a s e d o n 𝑊 - di v er g e n c e a n d d e n sit y p o w er di v er g e n c e, r e s p e cti v el y, ar e

𝑊 ∶

𝑊∑

𝑗 = 1

[
(
𝑊 𝑊 − 𝑊𝑥𝑥 𝑥

𝑖
𝑤𝑤𝑤 − 𝑖𝑗𝑤 𝑤

𝑤
𝑖𝑞𝑘
) 2

−
𝜃 2

1 + 𝑘

]

e x p

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

−
𝑥
(
𝑖 𝑘 − 𝜁𝑗𝑧 𝑖

𝑗
𝑞𝑘𝛽 − 𝑘𝑗𝑥 𝑖

𝑘
𝑧𝑖𝑗
) 2

2 𝜃 2

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

= 0,

D P D ∶

𝜃∑

𝜃 = 1

[

1 −
( 𝑇𝑥 − 𝑖𝑥𝑖 𝑥

𝑖
𝑏𝑏𝑏 − 𝑇𝑗𝑤 𝑤

𝑤
𝑖𝑗𝜃) 2

𝜃 2

]

e x p

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

−
𝜃

(
𝜃 𝜃 − 𝑞𝑇𝑏 𝑏

𝑏
𝑗𝜁𝑗 − 𝛽𝛽𝛽 𝑇

𝑗
𝑇𝑗𝛽
) 2

2 𝛽 2

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

=
𝛽 𝑗

( 1  +  𝛽)
3

2

.

( A. 6)

A d d t h e f oll o wi n g st e p b ef or e St e p s (i) a n d (ii) i n e a c h it er ati o n:

St e p ( ∗ ) :

C al c ul at e 𝑗 ( 𝛽) b y s ol vi n g ( A. 6 )  wit h t h e bi s el e cti o n  m et h o d,  wit h 𝑞𝑗𝑇, 𝑞𝑘𝜃 fi x e d at 𝑘𝑥𝑖 ( 𝑘) , 𝑝𝑗𝜁 ( 𝑗) .

T h e t w o r o b u st  m et h o d s h a v e t h e s a m e e sti m ati n g e q u ati o n f or ( 𝑧𝑖𝑗, 𝑞𝑘𝛽) :

( 𝑘𝑗𝑥 𝑖 ⋮ 𝑘𝑧𝑖 𝑗 )𝜃 𝜃 ( 𝜃𝑇𝑥, 𝑖𝑥𝑖)  = 0, ( A. 7)

w h er e

𝑥( 𝑖𝑝𝑗, 𝑏𝑏𝑏)  = e x p

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

−
𝑇
(
𝑗𝑤𝑤 − 𝑤𝑖𝑗 𝑗 𝑗𝛾𝓁 − 𝜃𝜃𝜃 𝑏 𝑏𝑏𝑗

) 2

2 𝑛 2

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

⊙ ( 𝑛𝑖𝑓 − 𝑦𝑥𝑥 𝑥 𝑖𝑤𝑤 − 𝑤𝑖𝑗 𝜃 𝜃𝜃𝑏). ( A. 8)

𝑏 = 𝑏 or 𝑗 , ⊙ i s t h e c o m p o n e nt wi s e pr o d u ct, a n d t h e o p er ati o n s ar e el e m e nt wi s e e x c e pt f or t h e  m atri x – v e ct or  m ulti pli c a-

ti o n of 𝛼𝑦𝛼 𝑓 𝑦𝑖𝑥 a n d 𝑥𝑥𝑖 𝑤 𝑤𝑤𝑖 .

St e p s (i) a n d (ii) u n d er t h e li n e ar  m o d el ar e s a m e a s t h o s e u n d er t h e l o gi sti c  m o d el,  w h e n r e pl a ci n g 𝑗( 𝜃𝜃𝜃, 𝑏𝑏𝑏) i n (A. 4 ) a n d

(A. 5 ) wit h 𝑗( 𝛼𝓁𝛾, 𝜃𝜃𝜃) d efi n e d b y ( A. 8 ).  T h e n r e p e at St e p (∗ ), St e p (i), a n d St e p (ii) u ntil c o n v er g e n c e.
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