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P o siti o ni n g   St u d e nt s 
t o  E x pl or e  M at h   
wit h   T e c h n ol o g y

T h e  a ut h or s  di s c u s s  di git al   

e q uit y fr o m t h e  p er s p e cti v e  of 

u si n g  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s 

t o  p o siti o n  all  st u d e nt s  a s 

m at h e m ati c s  e x pl or er s.

Alli s o n  W.  M c C ull o c h, J e n nif e r  N.  L o v ett,   
L a r a  K.  Di c k,  a n d  C h a rit y  C a yt o n

W h e n  w e t hi n k  a b o ut   di git al  e q uit y,  o Th e n  w h at 

c o m e s t o  mi n d  a r e i s s u e s  of  a c c e s s t o  di git al t e c h -

n ol o gi e s.  Alt h o u g h t h at i s  a  di vi d e t h at  m u st  b e 

c o n q u e r e d,  o n c e  st u d e nt s  h a v e  a c c e s s t o  di git al t e c h -

n ol o gi e s, t h e  n e xt  st e p i s t o  e n s u r e t h at  w e  wi el d 

t h e s e t e c h n ol o gi e s i n  s u c h  w a y s t h at t h e y  h el p t o 

a d d r e s s t h e  e xi sti n g i n e q uiti e s i n  o u r  m at h e m ati c s 

cl a s s r o o m s ( S u h  2 0 1 0).  W e  m u st  a s k  o u r s el v e s  w h o   

g et s t o  u s e t e c h n ol o g y t o ol s t o  e n g a g e i n  m e a ni n g -

f ul m at h e m ati c s ?  D o e s  e v e r y  st u d e nt  g et t h e  o p p o r -

t u nit y t o  u s e t e c h n ol o g y i n  w a y s t h at  p o siti o n t h e m 

a s  m at h e m ati c all y  p o w e rf ul ?  O r  a r e  w e  u si n g t h e m 

i n  w a y s t h at  p e r p et u at e t h e i n e q uiti e s  w e  k n o w  c u r-

r e ntl y  e xi st i n  m a n y  m at h e m ati c s  cl a s s r o o m s —t h at 

m a n y  st u d e nt s  m o stl y  e n g a g e  wit h t e c h n ol o g y t o 

p r a cti c e  p r o c e d u r e s  o r  r e m e di at e t h ei r  m at h e m at -

i c al u n d e r st a n di n g s.  T hi s  m e a n s t h at  e v e r y  st u -

d e nt,  n ot j u st t h o s e l a b el e d  a s  h o n o r s  st u d e nt s, 

s h o ul d  h a v e t h e  o p p o rt u nit y t o  e n g a g e  wit h  hi g h 

c o g niti v e- d e m a n d t a s k s t h at  u s e d  di git al  m at h e m at -

i c al t e c h n ol o gi e s ( W hit e,  F e r n a n d e s,  a n d  Ci vil  2 0 1 8). 

It i s i m p o rt a nt t h at  all  st u d e nt s  g et t o  u s e  di git al t e c h -

n ol o gi e s i n  w a y s t h at  s u p p o rt t h ei r  d e v el o p m e nt  a s 

A c c e s s  di git al  c o nt e nt  at
n ct m. or g / mtlt 1 1 4 1 0f c.
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e x pl o r e r s  of  m at h e m ati c s — st u d e nt s  w h o t hi n k i n 

m at h e m ati c al  w a y s  a n d f e el  w el c o m e i n  m at h e m at -

i c al  s p a c e s ( S u  2 0 2 0).  O u r f o c u s i n t hi s  a rti cl e i s t o 

di s c u s s t h e  w a y s t h at  di git al t e c h n ol o gi e s  c a n  b e  p o si -

ti o n e d t o  m e et t hi s  c h all e n g e t h r o u g h  p r o vi di n g  w a y s 

f o r e a c h  a n d  e v e r y st u d e nt  t o ( 1)  e nt e r  a  m at h e m ati c al  

p r o bl e m, ( 2)  m e di at e  m at h e m ati c al  di s c u s si o n s,  a n d 

( 3)  b uil d  p e r s o n al  a n d  p o w e rf ul  w a y s  of  m at h e m at -

i c al t hi n ki n g.  W e  b eli e v e t h e s e t h r e e  c h a r a ct e ri sti c s 

p o siti o n  all  st u d e nt s  a s   m at h e m ati c al  e x pl o r e r s  w h e n 

u si n g t e c h n ol o g y i n t h e  cl a s s r o o m.

M A T H  A C TI O N  T E C H N O L O GI E S

M a n y  di ff e r e nt t y p e s  of t e c h n ol o gi e s  a r e  a v ail a bl e f o r 

cl a s s r o o m  u s e.  T h e y t y pi c all y f all i nt o t w o  c at e g o ri e s: 

( 1)  c o n v e y a n c e t e c h n ol o gi e s  a n d ( 2)  m at h  a cti o n t e c h-

n ol o gi e s ( Di c k  a n d  H oll e b r a n d s  2 0 1 1).  C o n v e y a n c e t e c h-

n ol o gi es   a r e t h o s e t h at  a r e  u s e d t o  c o n v e y i nf o r m ati o n. 

T h e y  all o w  st u d e nt s  a n d t e a c h e r s t o  p r e s e nt,  c o m m u-

ni c at e,  a n d  c oll a b o r at e  wit h  e a c h  ot h e r.  T h e s e i n cl u d e 

p r e s e nt ati o n  s o Th w a r e ( e. g.,  P o w e r P oi nt ®), i nt e r a cti v e 

w hit e b o a r d s ( e. g., J a m b o a r d ™),  a s s e s s m e nt t o ol s ( e. g., 

K a h o ot!  a n d  cli c k e r s),  a n d  c oll a b o r ati o n t o ol s ( e. g., 

G o o gl e  D o c s ™).  T h e s e t e c h n ol o gi e s  a r e  n ot  m at h e m at-

i c s  s p e ci fi c,  a n d  o p p o rt u niti e s f o r  m at h e m ati c al  s e n s e 

m a ki n g  h a v e t o  c o m e f r o m t h e  u s e r s t h e m s el v e s.  Y et, 

w h e n t h e y  a r e  u s e d i n  w a y s t h at  p r o m ot e  o p p o rt u niti e s 

f o r  st u d e nt s t o  e n g a g e i n  m at h e m ati c al  s e n s e  m a ki n g 

a n d  r e a s o ni n g, t h e y  h a v e t h e  p ot e nti al t o  p r of o u n dl y 

i n fl u e n c e l e a r ni n g.

I n  c o nt r a st t o  c o n v e y a n c e t e c h n ol o gi e s,  m at h 

a cti o n t e c h n ol o gi es   c a n  p e rf o r m  m at h e m ati c al t a s k s  b y 

r e s p o n di n g t o  u s e r  a cti o n s i n  m at h e m ati c all y  d e fi n e d 

w a y s.  T h e s e t y p e s  of t e c h n ol o gi e s  o ff e r  st u d e nt s 

o p p o rt u niti e s t o i nt e r a ct  wit h  m at h e m ati c al  o bj e ct s i n 

w a y s t h at  a r e  n ot  p o s si bl e  wit h  p a p e r  a n d  p e n cil.  M at h 

a cti o n t e c h n ol o gi e s i n cl u d e,  b ut  a r e  n ot li mit e d t o,  vi r -

t u al  m a ni p ul ati v e s,  g r a p hi n g t e c h n ol o gi e s,  d y n a mi c 

g e o m et r y  s y st e m s,  d y n a mi c  d at a  a n al y si s  s o ft w a r e, 

s p r e a d s h e et s,  c o m p ut e r  al g e b r a  s y st e m s ( C A S),  a n d 

c o m p ut e r  si m ul ati o n s.  T h e s e t e c h n ol o gi e s  h a v e t h e 

p ot e nti al t o  all o w  st u d e nt s t o f o c u s  o n  r e a s o ni n g  a n d 

s e n s e  m a ki n g  a n d  e x pl o r e  r el ati o n s hi p s  a n d  p att e r n s 

i n  m at h e m ati c al  o r  st ati sti c al  b e h a vi o r  b y  a cti n g  o n 

t h e  m at h e m ati c al  o bj e ct s t h e m s el v e s.  T hi s i s  e m p h a-

si z e d i n  all t h r e e  of t h e  N C T M  C at al y zi n g  C h a n g e   b o o k s 

( 2 0 1 8,  2 0 2 0 a,  2 0 2 0 b) t h r o u g h t h e  di s c u s si o n  of t o ol s 

a n d t e c h n ol o g y; t h e  hi g h  s c h o ol  b o o k  s p e ci fi c all y 

st at e s:

St u d e nt s  s h o ul d  h a v e  o p p o rt u niti e s t o  u s e 

m at h e m ati c al  a cti o n t e c h n ol o g y i n  all  c o nt e nt 

d o m ai n s t o  e x pl o r e  m at h e m ati c al  r el ati o n s hi p s 

a n d  d e e p e n t h ei r  u n d e r st a n di n g  of  E s s e nti al 

C o n c e pt s, t o i nt e r p r et  m at h e m ati c al  r e p r e s e n-

t ati o n s,  a n d t o  e m pl o y  c o m pl e x  m a ni p ul ati o n s 

n e c e s s a r y t o  s ol v e  p r o bl e m s.  M a st e r y  of  s kill s 

s h o ul d  n ot  b e  a  p r e r e q ui sit e f o r  u si n g t e c h n ol o g y 

i n  a n y  c o nt e nt  a r e a;  r at h e r, t h e f o c u s  w h e n  u si n g 

t e c h n ol o g y  s h o ul d  b e  o n  d e v el o pi n g  u n d e r st a n d-

i n g  a n d i nt e r p r eti n g  r e s ult s. ( p.  4 2)

Alli s o n  W.  M c C ull o c h ,  alli s o n. m c c ull o c h @ u n c c. e d u,  T witt er:  @ a w m c c ull o c h, i s  a n  a s s o ci at e  pr of e s s or  of  m at h e -

m ati c s  e d u c ati o n  at t h e  U ni v er sit y  of  N ort h  C ar oli n a  at  C h arl ott e,  w h er e  s h e t e a c h e s  b ot h  m at h e m ati c s  e d u c a -

ti o n  a n d  m at h e m ati c s  c o ur s e s.  M c C ull o c h i s i nt er e st e d i n  s u p p orti n g  pr e s er vi c e t e a c h er s l e ar ni n g t o  d e si g n  a n d 

i m pl e m e nt t a s k s t h at i n c or p or at e t e c h n ol o g y i n  m at h e m ati c all y  m e a ni n gf ul  w a y s.

J e n nif er  N.  L o v ett ,  J e n nif er.l o v ett @ mt s u. e d u, i s  a n  a s si st a nt  pr of e s s or  of  m at h e m ati c s  e d u c ati o n  at  Mi d dl e  T e n n e s s e e 

St at e  U ni v er sit y i n  M urfr e e s b or o.  L o v ett i s i nt er e st e d i n  h el pi n g t e a c h er s i m pl e m e nt t a s k s t h at   i n cor p or at e t e c h n ol o g y 

e ff e cti v el y i n t h eir  cl a s sr o o m s.

L ar a  K.  Di c k , l ar a. di c k @ b u c k n ell. e d u, i s  a n  a s s o ci at e  pr of e s s or  of  m at h e m ati c s  e d u c ati o n  at  B u c k n ell  U ni v er sit y 

i n  L e wi s b ur g,  P e n n s yl v a ni a.  S h e t e a c h e s  m at h e m ati c s  cl a s s e s f or  u n d er gr a d u at e s  a n d  c o ur s e s f or f ut ur e  K – 1 2 

m at h e m ati c s t e a c h er s  a n d i s i nt er e st e d i n  h el pi n g t e a c h er s l e ar n t o  v al u e  all  c hil dr e n’ s t hi n ki n g i n t h e  cl a s sr o o m.

C h arit y  C a yt o n ,  c a yt o n c @ e c u. e d u, i s  a n  a s s o ci at e  pr of e s s or  of  m at h e m ati c s  e d u c ati o n  at  E a st  C ar oli n a  U ni v er sit y 

i n  Gr e e n vill e,  N ort h  C ar oli n a.  S h e i s i nt er e st e d i n t h e  d e si g n  a n d i m pl e m e nt ati o n  of t e c h n ol o g y - m e di at e d t a s k s 

i n  hi g h  s c h o ol  cl a s sr o o m s  wit h  a f o c u s  o n  st u d e nt  n oti ci n g.
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I n f a ct,  r e s e a r c h  h a s  s h o w n t h at t e a c h e r s’  st r at e -

gi c  u s e  of  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s  s u p p o rt s  st u d e nt 

l e a r ni n g ( e. g.,  G a d a ni di s  a n d  G ei g e r  2 0 1 0;  N el s o n, 

C h ri st o p h e r,  a n d  Mi m s  2 0 0 9;  S u h  2 0 1 0)  a n d,  e v e n  m o r e 

i m p o rt a nt,  c a n  o ff e r  st u d e nt s  a c c e s s t o  m at h e m ati c s 

t h e y  m a y  ot h e r wi s e  n ot  h a v e  o p p o rt u niti e s t o  e n g a g e 

wit h ( e. g.,  M c C ull o c h  2 0 1 1). I n  w h at f oll o w s,  w e  s h a r e 

h o w  c a r ef ull y  p o siti o ni n g  st u d e nt s  a s  m at h e m ati c al 

e x pl o r e r s t h r o u g h t h e  u s e  of  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s i n 

i n st r u cti o n  c a n  a d d r e s s i s s u e s  r el at e d t o  di git al  e q uit y.

W A Y S  T O  S U P P O R T  S T U D E N T S  E X P L O RI N G 

M A T H E M A TI C S  WI T H  T E C H N O L O G Y

E ff e cti v e i n st r u cti o n  c a n  b e t h o u g ht  of  a s  a  c oll e cti o n  of 

i nt e r a cti o n s  a m o n g  st u d e nt s  a n d t e a c h e r s  a r o u n d t h e 

c o nt e nt  a n d t a s k s,  s o m eti m e s  r ef e r r e d t o  a s t h e  i nst r u c-

ti o n al t ri a n gl e ( C o h e n,  R a u d e n b u s h,  a n d  B all  2 0 0 3). 

W h e n  u si n g  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s  wit h  a t a s k,  a s 

eit h e r  a n i nt e g r al  p a rt  of t h e t a s k  o r  a s  a t o ol  al o n g si d e 

it,  w e  c a n i m a gi n e t hi s  s a m e i nt e r a cti o n ( s e e  fi g u r e  1). 

T h e i nt e r a cti o n  a m o n g  st u d e nt s, t e a c h e r s,  a n d t a s k s 

wit h  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s,  w h e n  c o n si d e r e d  c a r e-

f ull y,  c a n  c r e at e  s p a c e s i n  w hi c h  all  st u d e nt s  a r e  p o si-

ti o n e d  a s  e x pl o r e r s  of  m at h e m ati c s.

A t e a c h e r’s  u s e  of  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s i n  c a r e-

f ull y  s el e ct e d t a s k s  h a s t h e  p ot e nti al t o  s u p p o rt  all  st u-

d e nt s i n  e x pl o ri n g i m p o rt a nt  m at h e m ati c s,  w el c o mi n g 

t h e m t o t h e  m at h e m ati c al  s p a c e.  S p e ci fi c all y,  m at h 

a cti o n t e c h n ol o gi e s  c a n  b e  u s e d t o —

•  p r o vi d e  a  w a y f o r  all  st u d e nt s t o  e nt e r  a  m at h e -

m ati c al  p r o bl e m;

•  m e di at e  m at h e m ati c al  di s c u s si o n s ,  r e g a r dl e s s 

of f a mili a rit y  wit h t h e l a n g u a g e  of  m at h e m at -

i c s  o r  e v e n t h e  d o mi n a nt l a n g u a g e i n t h e  cl a s s-

r o o m;  a n d

•  s u p p o rt t h e  d e v el o p m e nt  of i nf o r m al  a n d  p o w e r -

f ul  w a y s  of  m at h e m ati c al t hi n ki n g.

T h e s e i d e a s  a r e  n ot  n e w.  F o r  y e a r s,  w e  h a v e  k n o w n 

t h at  e q uit a bl e i n st r u cti o n al  p r a cti c e s  r el y  o n t h e s e 

c o m p o n e nt s. I n  2 0 0 8, i n  h e r  di s c u s si o n  of  e q uit y f o r 

E n gli s h l a n g u a g e l e a r n e r s ( m o r e  r e c e ntl y  r ef e r r e d 

t o  a s  e m e r g e nt  bili n g u al s),  B o r gi oli  e m p h a si z e d 

C a r p e nt e r  a n d  L e h r e r’s ( 1 9 9 9) f u n d a m e nt al i n st r u c -

ti o n al  di m e n si o n s f o r  m at h e m ati c s  cl a s s r o o m s.  T h e y 

li st e d  a  n e e d f o r  c o m pl e x t a s k s t h at i n c u r  m e a ni n gf ul 

p r o bl e m  s ol vi n g, t h e  u s e  of t o ol s t o  r e p r e s e nt  m at h -

e m ati c al i d e a s,  a n d  cl a s s r o o m  n o r m s f o c u s e d  o n  st u -

d e nt  di s c o u r s e.  W h e n t h e s e i n st r u cti o n al  di m e n si o n s 

w e r e  p r e s e nt e d i n  1 9 9 9,  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s 

w e r e  n ot hi n g li k e  w e  s e e t o d a y.  N o w t h at  s u c h t e c h -

n ol o gi e s  a r e  r e a dil y  a v ail a bl e t o  st u d e nt s,  c a r ef ull y 

c o n si d e ri n g  h o w  w e  p o siti o n t h e m i n i n st r u cti o n i s 

i m p o rt a nt.

I n f a ct,  a s  w e  w e r e  w riti n g t hi s  a rti cl e,  D e s m o s 

r el e a s e d it s  r e vi s e d  “ G ui d e t o  B uil di n g  G r e at ( Di git al) 

M at h  A cti viti e s ” ( M o y ni h a n,  B ej a r a n o,  a n d  M e y e r  2 0 2 1), 

s p e ci fi c all y  n oti n g t h ei r i nt e nti o n al  d e si g n  c o n si d e r -

ati o n s  r el at e d t o  di git al  e q uit y.  T h e y  s h a r e t h at t h ei r  ai m 

i s t o  “ h el p  e v e r y  st u d e nt  e x p e ri e n c e t h e  ki n d  of  m at h-

e m ati c s  e d u c ati o n t h e y  d e s e r v e ”  ( u n d e r  “I nt e r r u pt 

O u r  Bi a s e s ”)  b y  c o n si d e ri n g t h e  m e s s a g e s  a b o ut  w h at 

it  m e a n s t o  d o  m at h e m ati c s  a s  c o m m u ni c at e d  b y t h e 

q u e sti o n s t h at  a r e  p o s e d;  h o w t o  “ e n s u r e t h at  e v e r y  st u -

d e nt  h a s  a c c e s s  a n d  o p p o rt u nit y t o  e n g a g e ”;  a n d  h o w 

“t o i n vit e,  c el e b r at e,  a n d  d e v el o p t h e  b rilli a n c e i n  e a rl y 

st u d e nt t hi n ki n g ” ( u n d e r  “I nt e r r u pt  O u r  Bi a s e s,”  b ull et s 

3  a n d  4).  T h e s e i d e a s  mi r r o r t h e  w a y s  w e  d e s c ri b e d  e a r -

li e r t h at  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s  c a n  s u p p o rt  st u d e nt s 

a s  e x pl o r e r s  of  m at h e m ati c s:  b y i n viti n g  st u d e nt s t o  pl a y 

wit h  m at h e m ati c al  o bj e ct s, t o  d e s c ri b e  w h at t h e y  n oti c e 

a n d  w o n d e r,  a n d t o  a n s w e r  q u e sti o n s t h at  p o siti o n t h e m 

a s  p o w e rf ul  m at h e m ati c s  e x pl o r e r s.

E X A M P L E S  O F  DI V E R S E  L E A R N E R S  U SI N G 

M A T H  A C TI O N  T E C H N O L O GI E S

I n  w h at f oll o w s,  w e  p r e s e nt  e x a m pl e s  of  di ff e r e nt t y p e s 

of  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s  a n d t h e  w a y s i n  w hi c h 

Fi g.  1

T he i nstr ucti o n al tri a n gle  +  m at h  acti o n tec h n ol o g y c a n cre ate s p aces i n 

w hic h  all st u de nts  are e x pl orers  of  m at he m atics ( a d a pte d fr o m  C o he n, 

R a u de n b us h,  a n d  B all  2 0 0 3).
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t h e y  h a v e  b e e n  u s e d  b y t e a c h e r s t o  p o siti o n  st u d e nt s  a s 

m at h e m ati c al  e x pl o r e r s.  E a c h  e x a m pl e  hi g hli g ht s  h o w 

t h e  u s e  of t h e  m at h  a cti o n t e c h n ol o g y  p r o vi d e d  o p p o r-

t u niti e s f o r  st u d e nt s t o  e x pl o r e  m at h e m ati c s i n t h e t a s k, 

t o  m e di at e t h ei r  m at h e m ati c al  di s c u s si o n s,  a n d t o  s u p-

p o rt t h ei r i nf o r m al  a n d  p o w e rf ul  m at h e m ati c al t hi n k-

i n g.  T h e s e  e x a m pl e s  d e m o n st r at e  h o w  m at h  a cti o n 

t e c h n ol o gi e s  c a n  b e l e v e r a g e d t o  p o siti o n l e a r n e r s  a s 

m at h e m ati c al  e x pl o r e r s  a n d  gi v e t h e m  o p p o rt u niti e s t o 

e n g a g e i n  m e a ni n gf ul  m at h e m ati c s.

Alt h o u g h t h e t h r e e  e x a m pl e s t h at f oll o w  a r e f r o m 

st u d e nt s i n  di ff e r e nt  g r a d e l e v el s, t h e y  w e r e  s p e ci fi c all y 

c h o s e n t o  hi g hli g ht  h o w t e a c h e r s  u s e d  m at h  a cti o n 

t e c h n ol o gi e s t o  p o siti o n  st u d e nt s  a s  m at h e m ati c al 

e x pl o r e r s f o r  di ff e r e nt t y p e s  of t e c h n ol o gi e s i r r e s p e c-

ti v e  of  g r a d e l e v el.  E a c h  e x a m pl e  e m p h a si z e s  di ff e r-

e nt  a s p e ct s  of  st u d e nt  e n g a g e m e nt  wit h  m at h  a cti o n 

t e c h n ol o gi e s  a n d, t h e r ef o r e,  gi v e s i nf o r m ati o n f o r  all 

K – 1 2 t e a c h e r s.  W e  fi r st  s h a r e  a n  e x a m pl e  of t w o  hi g h 

s c h o ol  st u d e nt s i n  a  n o n h o n o r s  c o u r s e  e x pl o ri n g  wit h 

a  d y n a mi c  g r a p hi n g t e c h n ol o g y,  a n d t h e n  w e  s h a r e 

a n  e x a m pl e  of  a n  el e m e nt a r y  s c h o ol  st u d e nt  e x pl o r-

i n g  a  m at h e m ati c al t o pi c f o r t h e  fi r st ti m e  wit h  a  vi r-

t u al  m a ni p ul ati v e.  Fi n all y,  w e  s h a r e  a n  e x a m pl e  of t w o 

mi d dl e  s c h o ol  st u d e nt s,  o n e  e m e r gi n g  bili n g u al  a n d 

o n e  st u d e nt i d e nti fi e d  a s  h a vi n g  a l e a r ni n g  di s a bilit y, 

e x pl o ri n g  wit h  a n i nt e r a cti v e  a p pl et.

St u d e nt s  E x pl o ri n g  wit h  a  D y n a mi c  G r a p hi n g 

T e c h n ol o g y

W h e n  o n e  m e nti o n s  di git al t e c h n ol o gi e s,  o Th e n  o n e  of 

t h e  fi r st t e c h n ol o gi e s t h at  c o m e s t o  mi n d i s t h e  g r a p h-

i n g  c al c ul at o r,  a  d y n a mi c  g r a p hi n g t e c h n ol o g y.  M a n y 

f r e e  d y n a mi c  g r a p hi n g t e c h n ol o gi e s  a r e  a v ail a bl e ( e. g., 

C o r e  M at h  T o ol s,  D e s m o s,  a n d  G e o G e b r a),  a n d t h e y 

all  all o w f o r  st u d e nt s t o  q ui c kl y  a n d  a c c u r at el y  c r e-

at e  g r a p h s  of f u n cti o n s.  A  c o m m o n  w a y f o r  st u d e nt s 

t o  e x pl o r e  g r a p h s  of f u n cti o n s  wit h  di git al  g r a p hi n g 

t e c h n ol o gi e s i s t o  u s e  sli d e r s  wit h  w hi c h t h e y  c a n  cli c k 

a n d  d r a g t o  s e e  w h at  h a p p e n s t o  a  g r a p h  a s  a  p a r a m-

et e r  c h a n g e s ( e. g.,  E d w a r d s  a n d  Ö z g ü n- K o c a  2 0 1 0; 

P a ol etti,  M o n a h a n,  a n d  Vi s n u b h otl a  2 0 1 7;  R o d ri g u e s 

2 0 0 6).  F o r  e x a m pl e,  st u d e nt s  c a n  e x pl o r e li n e a r f u n c-

ti o n s i n t h e f o r m  of y   = m x   + b   b y  d r a g gi n g  v al u e s f o r m  

a n d  b   a n d  e x a mi ni n g t h e  w a y t h e  g r a p h i s t r a n sf o r m e d. 

U si n g  sli d e r s i n t hi s  w a y  gi v e s  st u d e nt s  o p p o rt u niti e s 

t o  e x pl o r e t h e  r el ati o n s hi p  b et w e e n t h e  st r u ct u r e  of 

a f u n cti o n  a n d it s  g r a p h, t o  n oti c e  p att e r n s, t o  m a k e 

c o nj e ct u r e s,  a n d t o t e st t h o s e  c o nj e ct u r e s. I n  ot h e r 

w o r d s, t o  b e  m at h e m ati c al  e x pl o r e r s  of  c h a r a ct e ri sti c s 

of f u n cti o n f a mili e s ( e. g., li n e a r,  q u a d r ati c,  a n d 

e x p o n e nti al).

W h e n  e x pl o ri n g  r ati o n al f u n cti o n s, i m p o rt a nt  c h a r -

a ct e ri sti c s t o  c o n si d e r i n cl u d e  a s y m pt ot e s.  H e r e,  w e 

s h a r e  a n  e x a m pl e  of t h e  u s e  of  sli d e r s i n  a  d y n a mi c 

g r a p hi n g t e c h n ol o g y t o  e x pl o r e  v e rti c al  a s y m pt ot e s.  T h e 

I nt r o d u cti o n t o  V e rti c al  A s y m pt ot e t a s k  w a s  c r e at e d i n 

D e s m o s  A cti vit y  B uil d e r  a n d i n cl u d e s  p a g e s  wit h t h e 

D e s m o s  G r a p hi n g  C al c ul at o r i n t h e  a cti vit y.  St u d e nt s  a r e 

a s k e d t o  u s e  sli d e r s t o  e x pl o r e t h e  p a r a m et e r s  of  r ati o -

n al f u n cti o n s  a n d t h ei r  e ff e ct  o n t h e  n u m b e r  of  v e rti c al 

a s y m pt ot e s  a f u n cti o n  h a s  a n d t h ei r l o c ati o n.  St u d e nt s 

e x pl o r e i n c r e a si n gl y  m o r e  c o m pl e x  r ati o n al f u n cti o n s 

a s t h e y  m o v e t h r o u g h t h e  a cti vit y ( s e e  fi g u r e  2). ( S e e 

Di c k,  M c C ull o c h,  a n d  L o v ett [ 2 0 2 1] f o r  m o r e  a b o ut t hi s 

a cti vit y.)  Ulti m at el y, t h e y  a r e  a s k e d t o  e x pl ai n t o  a f ri e n d 

h o w t h e y  k n o w  h o w  m a n y  v e rti c al  a s y m pt ot e s  a  r ati o n al 

f u n cti o n  m a y  h a v e  a n d  w h e r e  e a c h i s l o c at e d.

I n  vi d e o  1, t w o  st u d e nt s,  E d e n  a n d  M c K e n zi e,  a r e 

w o r ki n g  o n t hi s t a s k.  E d e n  a n d  M c K e n zi e  a r e  c u r r e ntl y 

e n r oll e d i n  a  n o n h o n o r s I nt e g r at e d  M at h  3  c o u r s e.  T h e y 

a r e f a mili a r  wit h  r ati o n al f u n cti o n s,  h a vi n g l e a r n e d  a b o ut 

t h e m i n t h e  c o nt e xt  of  di r e ct  a n d i n di r e ct  v a ri ati o n i n 

p ri o r  c o u r s e s. I n t h e  c o nt e xt  of i n di r e ct  v a ri ati o n, t h e  st u -

d e nt s  h a v e  h e a r d t h e t e r m  vertic al  as y m pt ote ,  b ut t h ei r 

t e a c h e r  n ot e s t h at t h e y  h a v e  n ot  b e e n f o r m all y i nt r o d u c e d 

t o t h e  c o n c e pt. I n t h e  c o nt e xt  of t hi s  a cti vit y, t h e  fi r st f e w 

p a g e s  p r o vi d e d  g r a p h s  of  r ati o n al f u n cti o n s i n  w hi c h  st u -

d e nt s  w e r e  a s k e d t o  d e s c ri b e t h e  d o m ai n  a n d  r a n g e  of t h e 

f u n cti o n  a n d  n ot e  a n yt hi n g  el s e t h e y  n oti c e.  T h e n,  v e rti c al 

a s y m pt ot e  w a s  d e fi n e d  a s “ a li n e  wit h  r e s p e ct t o  a  c u r v e 

s u c h t h at t h e  c u r v e  a p p r o a c h e s t h at li n e,  b ut  d o e s  n ot 

t o u c h it  e v e n if  b ot h t h e li n e  a n d t h e  c u r v e  a r e  e xt e n d e d 

i n fi nit el y.”  O n c e t h e y  w e r e  p r o vi d e d  wit h  a  d e fi niti o n, 

t h e y  w e r e  s e nt  o ff t o  u s e  sli d e r s t o  e x pl o r e t h e  r el ati o n-

s hi p  b et w e e n t h e f u n cti o n  a n d t h e  v e rti c al  a s y m pt ot e. 

T h e  p r o m pt  a s k e d t h e m t o  e x pl o r e  h o w t h e y  c o ul d  p r e -

di ct t h e l o c ati o n  of  a  v e rti c al  a s y m pt ot e  gi v e n t h e f u n cti o n 

r ul e ( s e e  fi g u r e  2).  Alt h o u g h t h e  st u d e nt s  w e r e  p r o vi d e d 

wit h  a  d e fi niti o n, t h e y  w e r e  n ot  gi v e n  a n y  p r o c e d u r e s f o r 

d et e r mi ni n g t h e  n u m b e r  o r l o c ati o n  of  v e rti c al  a s y m p -

t ot e s. I n st e a d, t h e y  w e r e t r u st e d  a s  p o w e rf ul  m at h e m ati-

c al  e x pl o r e r s t o  c r e at e t h ei r  o w n  st r at e gi e s.  B ef o r e  r e a di n g 

a n y f u rt h e r,  w at c h  vi d e o  1 i n  w hi c h  E d e n  a n d  M c K e n zi e 

e x pl o r e t h e l o c ati o n  of  a  v e rti c al  a s y m pt ot e.

I n  vi d e o  1,  w e  s e e t h at  E d e n  a n d  M c K e n zi e i m m e di -

at el y  e nt e r e d t h e t a s k  a n d  e x pl o r e d t h e  n e wl y  d e fi n e d 

c o n c e pt,  v e rti c al  a s y m pt ot e,  u si n g t h e  sli d e r s.  A s t h e 

gi rl s  w o r k e d t o g et h e r, t h e y t al k e d  a b o ut  w h at t h e y  s a w 

a s  a  r e s ult  of  c h a n gi n g t h e  sli d e r s.  F o r  e x a m pl e,  e a rl y 
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i n t h e  cli p,  M c K e n zi e  c h a n g e d b  t o  5  a n d  s ai d,  “ L o o k, if 

y o u  d o it t h e r e, it i s  n ot  g oi n g t o  b e  e x a ctl y  o n  a  n u m -

b e r.”  B ot h  st u d e nt s  k n e w  w h at  w a s  m e a nt  b y  “it ”  a n d 

w h at  “it ”  w a s t h at  w a s  n ot  g oi n g t o  b e  “ e x a ctl y  o n  a 

n u m b e r ” — w h at t h e y  c r e at e d  wit h t h e t e c h n ol o g y  w a s 

p a rt  of t h ei r  di s c o u r s e. I n f a ct, t h ei r  a cti o n s  wit h t h e 

t e c h n ol o g y  a n d t h e  r e p r e s e nt ati o n s t h e y  c r e at e d  w e r e 

i m p o rt a nt t o t h ei r  di s c o u r s e t h r o u g h t h e  e nti r e  cli p. 

I m p o rt a ntl y, t h e  st u d e nt s  c h a n g e d  k  t o  b e  z e r o,  a n d i n 

d oi n g  s o t h e y  w e r e  n o l o n g e r l o o ki n g  at  a  r ati o n al f u n c -

ti o n.  T hi s i s i m p o rt a nt,  a n d i nt e nti o n al, f o r t h e m; t h e y 

w a nt e d t o  b e  a bl e t o f o c u s  o n  o nl y t h e  a s y m pt ot e.  Wit h 

Fi g.  2

T he I ntr o d ucti o n t o  Vertic al  As y m pt ote  Des m os  acti vit y  all o we d st u de nts t o e x pl ore t he rel ati o ns hi p  b et wee n t he f u ncti o n  a n d t he  vertic al  as y m pt ote  usi n g 

sli ders ( Dic k,  Mc C ull oc h,  a n d  L o vett  2 0 2 1).
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t h e f u n cti o n  o ut  of t h e  w a y, t h e y  c o nti n u e d t o  e x pl o r e, 

a n d  w e  s e e t h e y  a r e  b e gi n ni n g t o  b uil d  a n  u n d e r st a n d -

i n g  of  h o w t h e y  m a y  d et e r mi n e t h e l o c ati o n  of  a  v e rti-

c al  a s y m pt ot e f o r  a  r ati o n al f u n cti o n  of t h e f o r m  f(x )  = 

k /(a x   + b ).  O n t h e  b a si s  of t h ei r  e x pl o r ati o n, t h e y  c o n-

j e ct u r e d t h at t h e  v e rti c al  a s y m pt ot e i s l o c at e d  at x   = 

b /a   a n d  c o nti n u e d t o t e st t hi s  c o nj e ct u r e.  T h e y  r e c o g-

ni z e d t h at it i s  n ot  at  b/ a   b ut  r at h e r (− b )/a ,  b ut t h e y  di d 

n ot  s e e m  s u r e  a s t o  w h y.  T h e y  e x pl ai n e d t h at it  m u st  b e 

o n e  of t h o s e  “ w ei r d  fli p p y t hi n gi e s t h at  g r a p h s  d o.”  T h e 

i nf o r m al  u n d e r st a n di n g t h at  E d e n  a n d  M c K e n zi e  h a v e 

b e g u n t o  b uil d i s  a  p o w e rf ul f o u n d ati o n t o  w hi c h t h e y 

c a n  n o w  r ef e r.  T h e y  h a v e  cl e a rl y  n oti c e d t h e  c o n n e c -

ti o n  b et w e e n t h e  e x p r e s si o n i n t h e  d e n o mi n at o r  of t h e 

f u n cti o n  a n d t h e  v e rti c al  a s y m pt ot e,  s o  a s t h ei r i nf o r-

m al  st r at e gi e s  a r e  u s e d t o  b uil d f o r m al  p r o c e d u r e s, 

t h e y  h a v e t hi s  c o n c e pt u al  g r o u n di n g  a s  a  r ef e r e n c e.

St u d e nt s  E x pl o ri n g  wit h  a  Vi rt u al  M a ni p ul ati v e

Vi rt u al  m a ni p ul ati v e s  a r e  a n ot h e r t y p e  of  m at h e m at -

i c al  a cti o n t e c h n ol o g y t h at  c a n  s u p p o rt  st u d e nt s i n 

t h ei r  e x pl o r ati o n  of  m at h e m ati c al  c o n c e pt s.  Vi rt u al 

m a ni p ul ati v e s  a r e  si mil a r t o  c o n c r et e  m a ni p ul ati v e s, 

b ut t h e y  all o w f o r  st u d e nt s t o i nt e r a ct i n  n e w  w a y s  b y 

d r a g gi n g,  c o m bi ni n g,  a n d  s e p a r ati n g ( e. g.,  E d w a r d s 

et  al.  2 0 1 2;  M o y e r,  B ol y a r d,  a n d  S pi k ell  2 0 0 2).  A  wi d e 

v a ri et y  of  vi rt u al  m a ni p ul ati v e s  a r e  a v ail a bl e,  r a n gi n g 

f r o m  p att e r n  bl o c k s t o  al g e b r a til e s.  M a n y  of t h e s e 

t o ol s, i n cl u di n g t e n-f r a m e s,  r e k e n r e k s,  a n d  b a s e-t e n 

bl o c k s,  c a n  b e  u s e d t o  s u p p o rt  st u d e nt s  a s t h e y  b uil d 

c o n c e pt u al  u n d e r st a n di n g  of  e a rl y  n u m b e r  a n d 

o p e r ati o n s.  T h e s e  m a ni p ul ati v e s  s u p p o rt  st u d e nt s 

i n  m a ki n g  c o n n e cti o n s  a m o n g  m ulti pl e  r e p r e s e nt a-

ti o n s  a s t h e y  d e v el o p  a n  u n d e r st a n di n g  of  o u r  n u m-

b e r  s y st e m.  Alt h o u g h  n ot  all  s c h o ol s  h a v e  all t h e s e 

p h y si c al  m a ni p ul ati v e s,  vi rt u al  v e r si o n s  a r e f r e el y 

a v ail a bl e  o nli n e ( e. g.,  T h e  M at h  L e a r ni n g  C e nt e r). 

M a n y  of t h e s e  vi rt u al  m a ni p ul ati v e s  off e r  aff o r -

d a n c e s  n ot  a v ail a bl e  wit h t h e  p h y si c al  c o u nt e r p a rt s. 

F o r  e x a m pl e,  wit h  p h y si c al  b a s e-t e n  bl o c k s,  o n e  m u st 

e x c h a n g e  1 0 t e n s  bl o c k s f o r  a  h u n d r e d s  bl o c k  o r 

e x c h a n g e  1 0  h u n d r e d s  bl o c k s f o r  a t h o u s a n d s  c u b e. 

I n st e a d  of t h e  a cti o n  of  e x c h a n gi n g  bl o c k s, t h e  vi r -

t u al  b a s e-t e n  bl o c k s  all o w f o r t h e  d y n a mi c  a cti o n  of 

c o m bi ni n g  o r  b r e a ki n g  a p a rt.  T h e s e  d y n a mi c  a cti o n s 

aff o r d e d  b y t h e t e c h n ol o gi e s  s u p p o rt l e a r n e r s i n 

t h ei r  e x pl o r ati o n  a n d  r e p r e s e nt ati o n  of  n u m b e r  a n d 

o p e r ati o n s.

I n  vi d e o  2,  w e  s h a r e  a n  e x a m pl e  of  a  s e c o n d- g r a d e 

st u d e nt, I r e n e,  u si n g t h e f r e e  vi rt u al  b a s e-t e n  bl o c k  a p p 

N u m b e r  Pi e c e s ( s e e  fi g u r e  3) ( Di c k,  M c C ull o c h,  a n d 

L o v ett  2 0 2 1). I n  s c h o ol, I r e n e  h a d  w o r k e d  wit h  m ulti pl e 

r e p r e s e nt ati o n s  of t w o- di git  n u m b e r s  u si n g  b ot h  p h y s-

i c al  a n d  vi rt u al  m a ni p ul ati v e s.  S h e  h a d f o r m all y  a d d e d 

t w o t w o- di git  n u m b e r s,  b ut t hi s  w a s  h e r  fi r st  e x p e ri-

e n c e  a d di n g t w o t h r e e- di git  n u m b e r s.  B ef o r e  r e a di n g 

a n y f u rt h e r,  w at c h I r e n e  e x pl o ri n g t h e  p r o bl e m  3 6 7  + 

2 5 4 i n  vi d e o  2.

E v e n t h o u g h t hi s  w a s I r e n e’s  fi r st  e x p e ri e n c e  a d d-

i n g t w o t h r e e- di git  n u m b e r s  a n d  w e  c o ul d  s e e  b y  b ot h 

h e r f a ci al  e x p r e s si o n  a n d  m u m bli n g t h at  s h e t h o u g ht 

t h e  n u m b e r s  “ mi g ht  b e  a littl e t o o  h a r d f o r  m e,” I r e n e 

Vi d e o  1   E d e n  a n d  M c K e n zi e  E n g a g e 
wit h t h e I nt r o d u cti o n t o  V e rti c al 
A s y m pt ot e s  D e s m o s  A cti vit y

 W at c h t h e f ull  vi d e o  o nli n e.

Vi d e o  2   I r e n e  U s e s t h e  N u m b e r  Pi e c e s 
A p pl et t o  R e p r e s e nt t h e  A d diti o n 
of  T w o  T h r e e- Di git  N u m b e r s

 W at c h t h e f ull  vi d e o  o nli n e.
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c o ul d  e a sil y  e nt e r t h e  p r o bl e m. I r e n e  b e g a n  b y  si m pl y 

l o o ki n g  at t h e  pl a c e  v al u e f o r  e a c h  n u m b e r  a n d  d r a g-

gi n g  a p p r o p ri at e  bl o c k s ( h u n d r e d s, t e n s,  a n d  o n e s) i nt o 

t h e  w o r k s p a c e  s c r e e n t o  r e p r e s e nt t h ei r  v al u e.  A s  s h e 

g at h e r e d t h e  n e c e s s a r y  h u n d r e d s, t e n s,  a n d  o n e s,  s h e 

u s e d t h e t e c h n ol o g y t o  c o m m u ni c at e  h e r  u n d e r st a n d-

i n g  of  pl a c e  v al u e (i. e.,  “ fi r st  w e  n e e d  a l ot  of  h u n d r e d s,” 

a n d t h e n  w e  s e e  h e r  c o u nt  o ut t h r e e  h u n d r e d s  bl o c k s 

a n d t h e n t w o  m o r e  h u n d r e d s  bl o c k s).  T h e t e c h n ol o g y 

m e di at e d t h e  c o m m u ni c ati o n  of  h e r  st r at e g y  a s  w ell. 

S h e  b e g a n  b y  c o u nti n g  wit hi n  e a c h  pl a c e  v al u e, l a r g e st 

t o  s m all e st, t o  s e e if  s h e  c o ul d  g r o u p t h e  n u m b e r s.  A Th e r 

c o u nti n g t h e t e n s,  s h e  s ai d,  “ W e  d o  h a v e t e n  bl o c k s  wit h 

u s,  s o t h at  w o ul d  m a k e  a n  a  h u n d r e d. . . .  N o w I  n e e d 

t o  d o  gl u e.”  T h e  vi rt u al  m a ni p ul ati v e  all o w e d I r e n e t o 

c o m bi n e  1 0 t e n s  bl o c k s  u si n g t h e  “j oi n  pi e c e s ”  b utt o n 

t o  m a k e  a  h u n d r e d s  bl o c k.

T h e  w a y t h e t e c h n ol o g y  w o r k s t o  d y n a mi c all y  c o m-

bi n e t h e  bl o c k s  g a v e I r e n e  a g e n c y  a s  a  m at h e m ati c al 

e x pl o r e r.  T h e t e c h n ol o g y  s u p p o rt e d I r e n e’s  s elf- c r e at e d 

i nf o r m al  a d diti o n  st r at e g y i n  w hi c h  s h e  fi r st  c o m bi n e d 

t h e l a r g e r  pl a c e  v al u e s  a n d t h e n t h e  s m all e r  v al u e s; it 

w a s  n ot  n e c e s s a r y f o r I r e n e t o  b e  p r o vi d e d  wit h t h e 

st a n d a r d  p r o c e d u r e  of  r e g r o u pi n g  s m all e r  pl a c e  v al u e s 

a n d  c a r r yi n g  o v e r t o l a r g e r  pl a c e  v al u e s t o  s u c c e s sf ull y 

a d d t w o t h r e e- di git  n u m b e r s.  Wit h t h e  vi rt u al  m a ni p u-

l ati v e s,  s h e  w a s  a bl e t o  e xt e n d  a  st r at e g y  s h e  h a d  u s e d 

wit h t w o- di git  n u m b e r s,  b uil di n g  o n  h e r i nf o r m al  a n d 

p o w e rf ul  w a y s  of t hi n ki n g  a b o ut  b ot h  pl a c e  v al u e  a n d 

a d diti o n. I r e n e’s  e x p e ri e n c e  e x pl o ri n g t h e s e t h r e e- di git 

n u m b e r s  wit h t h ei r  pl a c e  v al u e s  o ff e r s  h e r  a f o u n d ati o n 

f o r  p r o c e d u r al  u n d e r st a n di n g  of  r e g r o u pi n g i n t hi r d 

g r a d e. I n  a d diti o n, t h o u g h I r e n e  c o m pl et e d t hi s t a s k 

o ut  of  s c h o ol, t a s k s  s u c h  a s t hi s  o n e  c a n  b e  u s e d i n t h e 

cl a s s r o o m f o r i n di vi d u al  st u d e nt s  o r  p ai r s  of  st u d e nt s t o 

di r e ctl y  m o d el  o p e r ati o n s  wit h  n u m b e r s ( e. g.,  E d w a r d s 

et  al.  2 0 1 2;  M o y e r,  B ol y a r d,  a n d  S pi k ell  2 0 0 2).

St u d e nt s  E x pl o ri n g  wit h  a n I nt e r a cti v e  A p pl et

I nt e r a cti v e  a p pl et s  a r e  s m all  c o m p ut e r  p r o g r a m s t h at 

st u d e nt s  c a n i nt e r a ct  wit h t o  e x pl o r e  m at h e m ati c al 

o bj e ct s.  A p pl et s  a r e t y pi c all y  d e si g n e d t o  d o  o n e t hi n g, 

m a ki n g t h e m  e a s y t o  o p e r at e  a n d  all o wi n g f o r  st u-

d e nt s t o j u m p i n  a n d  e x pl o r e ( J a c q u e s  2 0 1 3).  F o r  e x a m-

pl e,  N C T M’s  Ill u mi n ati o ns i nt e r a cti viti e s i n cl u d e  a  ni c e 

c oll e cti o n  of  a p pl et s,  r a n gi n g f r o m t h o s e t h at  s u p p o rt 

t h e  d e v el o p m e nt  of  el e m e nt a r y  c o u nti n g  st r at e gi e s 

( e. g., t h e  “ G r o u pi n g  a n d  G r a zi n g ”  a p pl et [ N C T M,  n. d.])

t o t h o s e t h at  s u p p o rt t h e  e x pl o r ati o n  of  p r o p e rti e s  of 

g e o m et ri c  s oli d s ( e. g., t h e  “ G e o m et ri c  S oli d s ”  a p pl et 

[ N C T M,  n. d.]).  T e a c h e r s  c a n  b uil d t h ei r  o w n  a p pl et s 

u si n g t e c h n ol o gi e s li k e  G e o G e b r a.

T o  h el p  st u d e nt s  d e v el o p  a n  u n d e r st a n di n g  of t h e 

f u n cti o n  c o n c e pt,  a  c o m m o n  st r at e g y i s t h e  u s e  of  a 

f u n cti o n  m a c hi n e  a p pl et.  A  q ui c k i nt e r n et  s e a r c h  will 

r e v e al  m a n y  di ff e r e nt f u n cti o n  m a c hi n e  a p pl et s f r e el y 

a v ail a bl e.  O ft e n t h e s e  a p pl et s f oll o w t h e  st r u ct u r e i n 

w hi c h t h e  u s e r  e nt e r s  a  n u m b e r ( a n i n p ut),  a n d t h e n 

t h e  m a c hi n e  a p pli e s  a  “ r ul e ” t o  d et e r mi n e  a n d  gi v e 

t h e  r e s ulti n g  n u m b e r (t h e  o ut p ut) t o t h e  u s e r.  U nli k e 

Fi g.  3

T his  N u m b er  Pieces  a p plet s h o ws Ire ne’s s ol uti o n t o  3 6 7  +  2 5 4.
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t y pi c al f u n cti o n  m a c hi n e s, t h e  a p pl et i n t h e  e x a m-

pl e t h at f oll o w s  w a s  d e si g n e d t o  c o nt ai n  n o  n u m e ri-

c al  o r  al g e b r ai c  e x p r e s si o n s,  s o t h at  st u d e nt s  w o ul d 

n ot f o c u s  o n  s p e ci fi c  n u m e ri c al  v al u e s  o r  r e p r e s e nt a-

ti o n s. I n st e a d, it  w a s  b uilt  o n t h e  m et a p h o r  of  a  v e n di n g 

m a c hi n e.  B y  r e m o vi n g t h e  n u m e ri c  a n d  al g e b r ai c  r e p-

r e s e nt ati o n s, it  w a s i nt e n d e d f o r  st u d e nt s t o  att e n d t o 

t h e  n at u r e  of  a n d  r el ati o n s hi p  b et w e e n f u n cti o n al i n p ut 

a n d  o ut p ut,  a p a rt f r o m f o r mi n g  a  r eli a n c e  o n  al g e b r ai c 

p r o c e d u r e s  wit h o ut  u n d e r st a n di n g (i. e.,  wit h o ut f o c u s-

i n g  o n t h e  v e rti c al li n e t e st).

T hi s  a p pl et, I nt r o d u cti o n t o  F u n cti o n,  h a s  ei g ht 

p a g e s ( s e e  fi g u r e  4).  E a c h  v e n di n g  m a c hi n e  c o nt ai n s 

f o u r  b utt o n s ( R e d  C ol a,  Di et  Bl u e,  Sil v e r  Mi st,  a n d  G r e e n 

D e w).  W h e n  a  b utt o n i s  p r e s s e d, it  p r o d u c e s  n o n e,  o n e, 

o r  m o r e t h a n  o n e  of t h e f o u r  di ff e r e nt  c ol o r e d  c a n s ( r e d, 

bl u e,  sil v e r,  a n d  g r e e n).  O n t h e  fi r st f e w  p a g e s  of t h e 

a p pl et,  st u d e nt s  a r e  p r o vi d e d  wit h t w o  m a c hi n e s:  o n e 

i d e nti fi e d  a s  a f u n cti o n  a n d t h e  ot h e r  a s  n ot  a f u n cti o n. 

T h e y  e x pl o r e  b y  cli c ki n g  o n  e a c h  b utt o n (i n p ut) t o  s e e 

t h e  c a n s ( o ut p ut).  T h e y  a r e  n ot t ol d  h o w t o  d o t hi s,  b ut 

t o  d et e r mi n e t h e  di ff e r e n c e  b et w e e n t h e t w o  m a c hi n e s, 

t h e y  will  n e e d t o  cli c k  e a c h  b utt o n  m ulti pl e ti m e s  a n d 

e x pl o r e t h e  o ut p ut s t h at  r e s ult.  L at e r, t h e y  a r e  s h o w n 

t w o  m a c hi n e s  a n d  a s k e d  w hi c h i s  a f u n cti o n  a n d  w hi c h 

i s  n ot  a f u n cti o n.  T h e  g o al  of t h e t a s k i s f o r  st u d e nt s t o 

d e v el o p  a n i nf o r m al  d e fi niti o n  of f u n cti o n t h r o u g h t h ei r 

i nt e r a cti o n  wit h t h e  a p pl et  a n d  wit h  e a c h  ot h e r. ( S e e 

L o v ett  a n d  c oll e a g u e s ( 2 0 2 0) f o r  a f ull  di s c u s si o n  of t hi s 

t a s k  a n d  r e c o m m e n d ati o n s  of  h o w t o  b uil d t h e f o r m al 

d e fi niti o n  wit h  mi d dl e  s c h o ol  st u d e nt s.)

I n  vi d e o  3,  y o u  will  s e e  s e v e nt h  g r a d e r s  L u z  a n d 

L e a h  w o r ki n g  wit h t h e I nt r o d u cti o n t o  F u n cti o n  a p pl et. 

N eit h e r  L u z  n o r  L e a h  h a d  e v e r  b e e n i nt r o d u c e d t o t h e 

m at h e m ati c al t e r m  f u n cti o n  b ef o r e.  T h ei r  cl a s s  w a s 

c ot a u g ht  b y  a  m at h e m ati c s t e a c h e r  a n d  a n i n cl u si o n 

s u p p o rt t e a c h e r  b e c a u s e t h e r e  w e r e  st u d e nt s i d e nti fi e d 

a s  h a vi n g  a l e a r ni n g  di s a bilit y i n  m at h e m ati c s  a n d  st u -

d e nt s  w h o  w e r e  e m e r g e nt  bili n g u al.  T h e  w h ol e  cl a s s  w a s 

w o r ki n g  o n t hi s t a s k i n  s m all  g r o u p s,  wit h  b ot h t e a c h e r s 

m o nit o ri n g t h ei r  w o r k.  O n e  of t h e t e a c h e r s  s p o k e  o nl y 

E n gli s h,  s o  s h e  u s e d  G o o gl e  Tr a n sl at e ™  o n  h e r  p h o n e t o 

Fi g.  4

T his is t he  first  p a ge  of t he I ntr o d ucti o n t o  F u ncti o n  a p plet ( L o vett et  al.  2 0 2 0).

Vi d e o  3   L u z  a n d  L e a h  E n g a g e  wit h 
t h e I nt r o d u cti o n t o  F u n cti o n 
G e o G e b r a  A p pl et

 W at c h t h e f ull  vi d e o  o nli n e.
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s u p p o rt  h e r  c o m m u ni c ati o n  wit h  st u d e nt s  w h o  c h o s e 

t o  s p e a k l a n g u a g e s  ot h e r t h a n  E n gli s h.  B ef o r e  r e a di n g 

a n y f u rt h e r,  w at c h  vi d e o  3,  w hi c h  s h o w s  L u z  a n d  L e a h 

e n g a gi n g  wit h t w o  v e n di n g  m a c hi n e s  K  a n d  L  a s t h e y  a r e 

w o r ki n g t o  d et e r mi n e  w hi c h i s  a f u n cti o n  a n d  w h y.

O n e  of  o u r f a v o rit e t hi n g s  a b o ut t hi s t a s k i s t h at 

r e g a r dl e s s  of  p ri o r  e x p e ri e n c e,  all  st u d e nt s  h a v e  a  w a y 

t o  e nt e r t h e t a s k; t h e y  si m pl y  cli c k t h e  b utt o n s  o n t h e 

m a c hi n e s  a n d  o b s e r v e t h e  r e s ult s.  At t hi s  p oi nt i n t h e 

t a s k,  L u z  a n d  L e a h  h a d  m a d e  a  c o nj e ct u r e  a b o ut  w h at 

m a k e s  a  m a c hi n e  a f u n cti o n  o r  n o nf u n cti o n  a n d  h a d  di s -

c o v e r e d t h e i m p o rt a n c e  of t r yi n g  e a c h  b utt o n  m o r e t h a n 

o n c e.  L e a h  a n d  L u z  cli c k e d  e a c h  b utt o n  m ulti pl e ti m e s. 

T h o u g h t h e y  di d  n ot  s a y  a n yt hi n g, t hi s  a cti o n  al o n e  c o m -

m u ni c at e s t o  u s t h at t h e y  u n d e r st a n d t h at  o n e  c a n n ot 

d et e r mi n e if t h e  m a c hi n e i s  a f u n cti o n  b y t e sti n g  a  b utt o n 

o nl y  o n c e. I n t h e  b e gi n ni n g  of  vi d e o  3,  w e  s e e t h e  a p pl et 

a n d t h e t e a c h e r  m e di ati n g t h e  di s c u s si o n  b et w e e n t h e 

st u d e nt s.  T h e t e a c h e r  h el p e d t h e m  g et  st a rt e d  b y  st ati n g 

t h e  c ol o r s  of t h e  c a n s i n  b ot h  S p a ni s h  a n d  E n gli s h  a s  L u z 

cli c k e d t h e  b utt o n s  o n  m a c hi n e  K.  N oti n g t h at  w h e n  a  sil -

v e r  c a n  a p p e a r e d, t h e t e a c h e r  r ef e r r e d t o it  a s “ bl a n c o,  sil -

v e r ” i s i m p o rt a nt; t hi s i s  b e c a u s e  L u z  r ef e r r e d t o t h e  sil v e r 

c a n s  a s “ bl a n c o” (i. e.,  w hit e)  w h e n  s h e  st a rt e d t h e  a cti v -

it y.  T h e t e a c h e r  c h o s e t o  c o nti n u e t o  u s e  L u z’s  d e s c ri pti o n 

r at h e r t h a n t o  c o r r e ct  h e r.  A s  L u z  c o nti n u e d t o  p r e s s t h e 

b utt o n s  a n d t h e  st u d e nt s  e x a mi n e d t h e  o ut p ut,  w e  s e e 

a n d  h e a r  b ot h  L u z  a n d  L e a h’s  s u r p ri s e  w h e n t h e  R e d  C ol a 

b utt o n  w a s  cli c k e d  m ulti pl e ti m e s  a n d  di ff e r e nt  c ol o r e d 

s et s  of t w o  c a n s  r e s ult e d  e a c h ti m e.  O n t h e t hi r d  cli c k, 

w h e n  y et  a  di ff e r e nt  s et  of t w o  c a n s  a p p e a r e d,  b ot h  st u -

d e nt s  s ai d “ n o.”  W h e n t h e y  m o v e d t o t e st  m a c hi n e  L, t h e 

t e a c h e r  s p o k e l e s s  a s t h e  st u d e nt s  c o m m u ni c at e d t h ei r 

i d e a s  u si n g  b ot h  s p o k e n l a n g u a g e  a n d t h e  a p pl et.  F o r 

e x a m pl e,  w h e n  L u z  e x pl ai n e d t h e  m a c hi n e  a s “s ol a m e nt e 

el  c ol o r  v e r d e,”  s h e  u s e d t h e  m o u s e t o  ci r cl e  m a c hi n e  L t o 

c o m m u ni c at e  w hi c h  m a c hi n e  s h e  w a s t al ki n g  a b o ut (i. e., 

t h at t h e  o ut p ut  c a n s  a r e  o nl y  g r e e n).

T h r o u g h o ut  vi d e o  3, t h e f a ct t h at t h e t e c h n ol o g y 

m e di at e d t h e  gi rl s’  di s c o u r s e  wit h  e a c h  ot h e r  a n d  wit h 

t h e t e a c h e r i s  e vi d e nt.  B ei n g  a bl e t o  u s e t h e  c u r s o r t o 

p oi nt  at  a n d  ci r cl e  o bj e ct s  w hil e  u si n g  mi ni m al  w o r d s 

t o  c o m m u ni c at e i m p o rt a nt i d e a s  w a s  vit al t o t h ei r  w o r k 

t o g et h e r.  N ot  o nl y  w e r e t h e y  c o m m u ni c ati n g  wit h  a n d 

t h r o u g h t h e  a p pl et,  b ut it i s  al s o  e vi d e nt t h at t h e y  w e r e 

d e v el o pi n g  p o w e rf ul i nf o r m al i d e a s  a b o ut t h e  c o n -

c e pt  of f u n cti o n.  F o r  e x a m pl e,  at t h e  e n d  of t h e  cli p, 

L e a h  e x pl ai n e d t h at  m a c hi n e  L i s  a f u n cti o n  b e c a u s e 

“t h e y  a r e  all  g r e e n”;  L u z  a d d e d t o t h at i d e a  b y  e x pl ai n -

i n g,  “ Si e m p r e  s al e  el  mi s m o  c ol o r  y  n o  s al e  r e v u elt o” 

( G o o gl e  Tr a n sl at e  r e c o g ni z e d t hi s f o r t h e t e a c h e r  a s  “It 

al w a y s  c o m e s  o ut t h e  s a m e  c ol o r,  a n d it’s  n ot  s c r a m -

bl e d”).  T h e  st u d e nt s  e n g a g e d  wit h t h e t a s k  a n d  wit h 

e a c h  ot h e r  wit h o ut t h e  u s e  of f o r m al  m at h e m ati c s l a n -

g u a g e.  T h e  w a y t h e t e c h n ol o g y  w a s  u s e d i n t hi s t a s k 

p o siti o n e d t h e m  a s  p o w e rf ul  m at h e m ati c al  e x pl o r e r s. 

T h e y  w e r e  n ot t ol d  w h at  a f u n cti o n  w a s  b ut i n st e a d  w e r e 

t r u st e d  wit h  d e fi ni n g it t h e m s el v e s  b ef o r e  r et u r ni n g t o  a 

w h ol e- cl a s s  di s c u s si o n t o f o r m all y  d e fi n e f u n cti o n.

L o o ki n g  a c r o s s t h e  E x a m pl e s

L o o ki n g  a c r o s s t h e  vi d e o  cli p  e x a m pl e s  gi v e s i n si g ht 

i nt o  w a y s t h at t h e i nt e r a cti o n  a m o n g  st u d e nt s, t e a c h-

e r s,  a n d t a s k s  wit h  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s  c a n  c r e at e 

s p a c e s i n  w hi c h  all  st u d e nt s  a r e  p o siti o n e d  a s  e x pl o r e r s 

of  m at h e m ati c s.  R e g a r dl e s s  of t h e  s p e ci fi c  m at h  a cti o n 

t e c h n ol o g y, t h e  st u d e nt s  w e r e  u si n g t h e t e c h n ol o gi e s t o 

i n v e sti g at e,  n oti c e  p att e r n s, t e st  c o nj e ct u r e s,  a n d  r e fi n e 

t h ei r i d e a s. I n  all t h r e e  e x a m pl e s,  w e  s e e t h e  di ff e r e nt 

a n d i m p o rt a nt  w a y s t h at t h e  m at h  a cti o n t e c h n ol o g y 

h el p e d  st u d e nt s t o  e nt e r t h e  p r o bl e m;  h o w it  w a s  u s e d 

t o  m e di at e t h ei r  m at h e m ati c al  di s c u s si o n,  e v e n  w h e n 

t h e  st u d e nt s  a n d t e a c h e r  s p o k e  di ff e r e nt l a n g u a g e s;  a n d 

h o w it  s u p p o rt e d t h e  d e v el o p m e nt  of i n c r e di bl y  p o w e r-

f ul, i nf o r m al  m at h e m ati c al i d e a s.

I n  e a c h  of t h e s e  e x a m pl e s,  a  n e xt  st e p  w o ul d  b e 

t o  m a k e  st u d e nt s’ t hi n ki n g  vi si bl e t o t h e  cl a s s i n  a 

w h ol e- cl a s s  di s c u s si o n  a n d  u s e it  a s t h e f o u n d ati o n  o n 

w hi c h t o  b uil d  a n d  c o n n e ct t o  m o r e f o r m al  m at h e m ati-

c al i d e a s.  W e  e n c o u r a g e t e a c h e r s t o  c a r ef ull y  s el e ct  a n d 

s e q u e n c e ( S mit h  a n d  St ei n  2 0 1 8)  st u d e nt s’  st r at e gi e s 

a n d  r e p r e s e nt ati o n s ( e. g., t h r o u g h  s c r e e n s h ot s,  s c r e e n-

s h a r e,  o r  h a vi n g  a  st u d e nt  d e m o n st r at e t h ei r  w o r k  o n 

t h e t e a c h e r’s  c o m p ut e r) t o f a cilit at e  a  w h ol e- cl a s s  di s-

c u s si o n t h at f o c u s e s  o n  b ot h  st u d e nt t hi n ki n g  a n d t h ei r 

u s e  of t e c h n ol o g y ( Di c k,  M c C ull o c h,  a n d  L o v ett  2 0 2 1).

M A T H  A C TI O N  T E C H N O L O GI E S  T H A T   

S U P P O R T  E X P L O R A TI O N

Wit h  a n  e y e t o w a r d  s u p p o rti n g  st u d e nt s  a s  m at h e m at-

i c al  e x pl o r e r s,  h e r e  w e  b ri e fl y  s h a r e  s o m e f r e e  m at h 

a cti o n t e c h n ol o gi e s  al o n g  wit h  s u g g e sti o n s f o r  st r at e-

gi c all y  u si n g t h e m i n t h e  cl a s s r o o m ( s e e t a bl e  1).  K e e p 

i n  mi n d t h at  all t h e t e c h n ol o gi e s li st e d  c a n  b e  u s e d  o n 

c o m p ut e r s, t a bl et s,  a n d  c ell  p h o n e s.  M o st i m p o rt a ntl y, 

t h e y  all  p r o d u c e  m at h e m ati c al  r e s p o n s e s  o n t h e  b a si s 

of  u s e r i n p ut,  all o wi n g  st u d e nt s t o  o b s e r v e  a n d  e x pl o r e 

m at h e m ati c al i d e a s  a s  w ell  a s  m a k e  a n d t e st  c o nj e c-

t u r e s  a b o ut  m at h e m ati c al  st r u ct u r e s  a n d  r el ati o n s hi p s.
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I n  a d diti o n t o t h e  pl et h o r a  of f r e e  m at h  a cti o n t e c h-

n ol o gi e s, t h e r e  h a s  b e e n  a  r e c e nt  e m e r g e n c e  of  p o w-

e rf ul t e a c hi n g  pl atf o r m s f o r  b uil di n g  di git al  m at h 

a cti viti e s.  Pl atf o r m s li k e  D e s m o s  A cti vit y  B uil d e r  a n d 

G e o G e b r a  Cl a s s r o o m  all o w t e a c h e r s t o  c r e at e  a  s e ri e s 

of  a cti viti e s t h at  p r o vi d e t h e t e a c h e r  wit h  a c c e s s t o  st u-

d e nt s’  r e s p o n s e s i n  r e al ti m e.  T h e s e  a cti vit y  pl atf o r m s 

all o w t e a c h e r s t o  s el e ct  a  p r e c o n st r u ct e d  a cti vit y, t o 

a d a pt t h o s e t h e y  fi n d,  o r t o  c r e at e t h ei r  o w n.  Alt h o u g h 

t h e s e  c a n  b e  u s e d  a s  s ol el y  c o n v e y a n c e t e c h n ol o g y, t h e y 

a r e  m o st  p o w e rf ul  w h e n t h e y i n cl u d e  m at h  a cti o n t e c h-

n ol o gi e s  a s  w ell.  W h et h e r  u si n g  a n  e xi sti n g  a cti vit y  o r 

c r e ati n g  a  n e w  o n e, it i s i m p o rt a nt t o  c o n si d e r t h e  w a y s 

i n  w hi c h t h e  a cti vit y  gi v e s  o p p o rt u niti e s f o r  st u d e nt s t o 

b e  m at h e m ati c s  e x pl o r e r s  a n d f o r t e a c h e r s t o  u s e  st u-

d e nt s’  m at h e m ati c al i d e a s t o  d ri v e  cl a s s  di s c u s si o n s  a s 

t h e f o u n d ati o n f o r  b uil di n g f o r m al  m at h e m ati c al i d e a s.

FI N A L  T H O U G H T S

T h e  c o nt e xt  of t h e  p a n d e mi c,  s e n di n g t e a c h e r s  a n d 

st u d e nt s i nt o  r e m ot e  s p a c e s,  h a s  n o  d o u bt  p u s h e d  u s 

f o r w a r d i n  b ri n gi n g  di git al t e c h n ol o g y i nt o t h e  m at h e-

m ati c s  cl a s s r o o m.  W e  a r e  fi n all y  a p p r o a c hi n g  a  p oi nt 

i n ti m e  w h e n  a c c e s s t o  di git al t e c h n ol o gi e s i s  b e c o m-

i n g t h e  n o r m,  e s p e ci all y if  w e  c o n si d e r t h e  c o m bi n a-

ti o n  of  p e r s o n al  h a n d h el d  d e vi c e s,  C h r o m e b o o k s ™,  a n d 

l a pt o p s.  H o w e v e r, t h e  q ui c k  m o v e t o  r e m ot e  s etti n g s 

r e q ui r e d t h e  u s e  of  c o n v e y a n c e t e c h n ol o gi e s i n l e s-

s o n s  a n d  di d  n ot  all o w f o r ti m e t o  r e fl e ct  o n t h e  w a y s 

i n  w hi c h  w e  w e r e ( a n d  w e r e  n ot) i n cl u di n g  m at h  a cti o n 

t e c h n ol o gi e s.

S o,  n o w i s  a ti m e t o  st o p  a n d  r e fl e ct  o n t h e  w a y s  w e 

a r e  u si n g  di git al t e c h n ol o g y t o ol s i n  o u r i n st r u cti o n. 

A r e t h e y  b ei n g  u s e d i n  a  w a y t h at  p o siti o n s  st u d e nt s 

a s  m at h e m ati c al  e x pl o re rs — a s  a bl e t o t hi n k i n  p o w e rf ul 

m at h e m ati c al  w a y s  a n d  a s  w el c o m e i n  m at h e m ati c al 

s p a c e s ?  A n d  a r e  w e  p r o vi di n g  e a c h  a n d  e v e r y  st u-

d e nt  wit h t hi s  o p p o rt u nit y ? If  n ot,  h o w  mi g ht  w e  m a k e 

c h oi c e s  a b o ut t h e  u s e  of  m at h  a cti o n t e c h n ol o gi e s,  s o 

t h at t h e y  a r e  a d d r e s si n g  e xi sti n g i n e q uiti e s  r at h e r t h a n 

p e r p et u ati n g t h e m ?    

R e g ar dl e s s  of t h e  s p e ci Th c 

m at h  a cti o n t e c h n ol o g y, 

t h e  st u d e nt s  w er e 

u si n g t h e t e c h n ol o gi e s 

t o i n v e sti g at e, 

n oti c e  p att er n s, t e st 

c o nj e ct ur e s,  a n d r e ft n e 

t h eir i d e a s.
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T a bl e  1   M at h  A cti o n  Te c h n ol o gi es  Th at  S u p p ort  E x pl or ati o n

T y p e  of  M at h e m ati c al 

A cti o n  T e c h n ol o g y
D e s cri pti o n S el e ct  E x a m pl e s

Vi rt u al  m a ni p ul ati v e s Vi rt u al  m a ni p ul ati v e s,  c r e at e d t o  p a r all el t h ei r 

p h y si c al  c o u nt e r p a rt s,  all o w f o r  d y n a mi c 

o b s e r v ati o n  a n d t h e  c r e ati o n  of  fl e xi bl e  vi s u al 

r e p r e s e nt ati o n s  of  m at h e m ati c al i d e a s.  T h e  vi rt u al 

a s p e ct  o ft e n  a ff o r d s  m o r e  fl e xi bilit y  a n d t h e  a bilit y 

t o  s a v e  d r a ff s,  w hi c h  a r e i m p o s si bl e  wit h  p h y si c al 

v e r si o n s.

T h e  M at h  L e a r ni n g  C e nt e r  

T o y  T h e at e r

I nt e r a cti v e  a p pl et s S m all  e x pl o r at o r y  c o m p ut e r  p r o g r a m s  all o w 

st u d e nt s t o  d y n a mi c all y i nt e r a ct  wit h  o bj e ct s  a n d 

o b s e r v e t h e m i n  m at h e m ati c al  w a y s ( s o m eti m e s 

r ef e r r e d t o  a s  mi cr o w orl ds ).  W h e n  c a r ef ull y 

s el e ct e d t o  ali g n  wit h  a  m at h e m ati c al  g o al,  a p pl et s 

gi v e  a  w a y f o r  st u d e nt s t o  q ui c kl y  a n d  e a sil y 

e x pl o r e  m at h e m ati c al  r el ati o n s hi p s.

N C T M Ill u mi n ati o n s I nt e r a cti v e s  

S h o d o r I nt e r a cti v at e  

C o r e  M at h  T o ol s
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