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❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s r❛r❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ s②s✲
t❡♠✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡s ❛♥❞ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝✉♣r❛t❡s ❛♥❞ ❤❡❛✈②✲❢❡r♠✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♥❡♠❛t✐❝✐t②
✐s ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣✐♥✲str✐♣❡ ♦r ❝❤❛r❣❡✲str✐♣❡ st❛t❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥✱
✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ❛♥② r❡❛❧ ❝r②st❛❧✱ ❝r❡❛t❡s ❜♦t❤ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡✲
❞♦♠ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s♣✐♥ ♦r ❝❤❛r❣❡ ♦♥❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❛♥ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✉❛❧ r♦❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ✐♥ ♥❡♠❛t✐❝ s②st❡♠s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦r❞❡r ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ str✐♣❡ st❛t❡✳ ❯s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤✐s r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜r❡❛❦✲✉♣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ♥❡♠❛t✐❝
❞♦♠❛✐♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❞✐s♦r❞❡r✲♣r♦♠♦t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥s ❡♥❤❛♥❝❡ ❛♥❞ t✐❡ ✉♣ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✐♣❡ st❛t❡s
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ❛r✐s❡s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✐r♦♥✲♣♥✐❝t✐❞❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❖✉r
✇♦r❦ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞
■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❡♠❛t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r✳
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❊✈❡♥ ✇❡❛❦ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✲
✐t② ❝❛♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛❧t❡r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♦r❞❡r❡❞ st❛t❡s ❬✶✱ ✷❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣❛✐r✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣r♦✲
♠♦t❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ✐♠♣✉r✐t② s❝❛tt❡r✐♥❣ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲
t♦rs ❬✸✕✺❪✱ ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t②✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡ s❧✐♣s ❝❛♥ ❞❡str♦②
t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✈♦rt❡① ❧❛tt✐❝❡s ♦r ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉✲
r❛t❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡s ❬✻✕✽❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞✲
❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❧❛tt✐❝❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❡♥s✐✲
t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳
❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣♦♥t❛✲
♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❬✾✱ ✶✵❪✳ ❋♦r t❡tr❛❣♦♥❛❧
s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❝✉♣r❛t❡s✱ ❤❡❛✈②✲❢❡r♠✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♥❞
✐r♦♥✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞
♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ❤❛s ❛♥ ■s✐♥❣ s②♠♠❡tr②✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ✭♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧s✮ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜❛s❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❬✶✶❪✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧
s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ♦rt❤♦r❤♦♠✲
❜✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❬✶✷✕✶✻❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
s❤❡❛r str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠✲
❡t❡r r❡♥❞❡rs r❛♥❞♦♠ str❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❧♦✲
❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ✭■s✐♥❣✮ ✜❡❧❞
❢♦r t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✶✶❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡
r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❘❋■▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ ♥❡♠❛t✐❝✲r❡❧❛t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❝r②st❛❧s ❬✶✼✕✷✵❪✳ ❆
❤❛❧❧♠❛r❦ ♦❢ t❤✐s ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♥t♦ ❞♦♠❛✐♥s✱
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❢♦r ❛♥② r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐♥ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ s②st❡♠s ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s♦r❞❡r

str❡♥❣t❤ ✐♥ ✸❉ s②st❡♠s ❬✷✶✕✷✹❪✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡
❘❋■▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈♦❦❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♣✉③③❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✲♦❢✲st❛t❡s ♦❢ ✉♥❞❡r❞♦♣❡❞
❝✉♣r❛t❡s ❬✷✺❪✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✐r♦♥
s❡❧❡♥✐❞❡ ❬✷✻❪✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st♦✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❞♦♣❡❞ ✐r♦♥
♣♥✐❝t✐❞❡s ❬✷✼❪✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✲
❣r❡❞✐❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✐ss✐♥❣✳ ■♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧
s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s ♦❢t❡♥
✐♥t❡rt✇✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t②✲✇❛✈❡ t②♣❡ ♦❢ ♦r❞❡r t❤❛t ❜r❡❛❦s
❜♦t❤ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ■♥
t❤❡ ❝✉♣r❛t❡s ❨❇❛2❈✉3❖6+x ❬✸✵❪ ❛♥❞ ▲❛2−x❙rx❈✉❖4 ❬✸✶❪✱
❛♥❞ ✐♥ ❇❛◆✐2❆s2 ❬✸✷❪ ✭❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐r♦♥✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲
❝♦♥❞✉❝t♦rs✮✱ ✐t ✐s ❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✲✇❛✈❡ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡
❤❡❛✈②✲❢❡r♠✐♦♥ ❈❡❆✉❙❜2 ❬✸✸❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐r♦♥✲❛rs❡♥✐❞❡s
❢❛♠✐❧② ❬✸✹❪ ✭❇❛❋❡2❆s2✱ ▲❛❋❡❆s❖✱ ❛♥❞ ◆❛❋❡❆s✮✱ ✐t ✐s ❛
s♣✐♥ ❞❡♥s✐t②✲✇❛✈❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲✇❛✈❡ t❡♥❞s
t♦ ❜❡ str✐♣❡✲❧✐❦❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♦r❞❡r✲
✐♥❣ ✈❡❝t♦rs Q1 ❛♥❞ Q2 r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❢♦✉r❢♦❧❞ r♦t❛t✐♦♥✳
■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧s✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥❡✲
♠❛t✐❝✐t② ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛
✈❡st✐❣✐❛❧ ♦r❞❡r ❬✷✾✱ ✸✺❪ ✭✐✳❡✳ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♠❡❧t❡❞ ✈❡rs✐♦♥✮
♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✇❛✈❡ ✕ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♠❡❝t✐❝ ♣❤❛s❡ ❬✶✸✱ ✸✺✕✹✹❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❞❡♥s✐t②✲✇❛✈❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡r ♣♦✐♥ts t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r♦❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ t❤❛t
❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✐♥t♦ ♥❡♠❛t✐❝
❞♦♠❛✐♥s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐r♦♥ ❛rs❡♥✐❞❡s✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❛
✈❡st✐❣❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ❧❛t✲
t❡r ❤❛s ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs Q1 = (π, 0) ❛♥❞ Q2 = (0, π) ❛♥❞
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥s MA ❛♥❞
MB ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❜❧❛tt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤



✷

❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✶✮✳ ❚❤❡ ■s✐♥❣✲♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r φ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ φ = MA · MB ❬✹✻❪✳ ❘❛♥❞♦♠
s❤❡❛r str❛✐♥ ǫ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❧❛②s ❛ ❞✉❛❧ r♦❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t♦ r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r M i✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝♦✉♣❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② t♦ φ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝r❡❛t❡s
r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❇❡❝❛✉s❡ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ q✉✐t❡
❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♠✉t✉❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❘❋■▼ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧

t❤❛t✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❘❋■▼✱ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❘❋■▼✱
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞✴r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞ r♦❧❡ ♦❢
r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ✐♥ ♥❡♠❛t✐❝ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s
❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦r❞❡r✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ■t
❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❞✉❜❜❡❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❇❛①t❡r✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✭❘❇❋▼✮✿

H = −
∑

〈ij〉

[J (σiσj + τiτj) +Kσiτiσjτj ]−
∑

i

εiσiτi.

✭✶✮
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡

■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧ ♦♥t♦ t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ❬✹✼✱ ✹✽❪✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐✲
♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✐♣❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛s②✲❛①✐s
❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❤❛s❡ ✐s ❛ ❝♦♠✲
♠❡♥s✉r❛t❡ ❝❤❛r❣❡✲str✐♣❡ ♣❤❛s❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ σ ❛♥❞ τ ■s✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦✉r❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s♣✐♥✲✉♣ ❛♥❞ s♣✐♥✲❞♦✇♥ str✐♣❡s ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t❧②✱ ❝❤❛r❣❡✲r✐❝❤ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲♣♦♦r str✐♣❡s✮ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❡♠❛t✐❝
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② φ = στ ✱ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡s ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ε✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s J ❛♥❞
K ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ J1 ❛♥❞ J2 ❡①❝❤❛♥❣❡
❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ J1✲J2 ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ♦♥❡s ✇❤❡r❡ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❞✐s♦r❞❡r ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝❤❛r❣❡✲str✐♣❡ ♦r❞❡r ❬✸✺❪✳
❲❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛♥❞ ❘❡♣❧✐❝❛✲

❊①❝❤❛♥❣❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ✭❲▲✮ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s t♦
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❘❇❋▼ ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤
❝✉♣r❛t❡s ❛♥❞ ✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡s ❛r❡ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❣❡✲♦r❞❡r✴♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ♥♦t ♦♥❧② s❤♦✇
❛ ❜r❡❛❦✲✉♣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ♥❡♠❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛s ✐♥
t❤❡ ❘❋■▼✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧ ✉♥✉s✉❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ s✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❛r✐s❡ ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st
t❡r♠ ✐♥ ✭✶✮✱ ✐✳❡✳ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t
✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ εi ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r σiτi ✭❡✐t❤❡r +1 ♦r −1✮✱
✐t ❛❧❧♦✇s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts {σi, τi} ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✭❡✐t❤❡r {+1,+1} ❛♥❞ {−1,−1} ♦r {+1,−1} ❛♥❞
{−1,+1}✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ r❡✲

❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ {σi, τi} ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✕ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❘❋■▼ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ❞r✐✈❡♥ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❧t✐❢♦❧❞✳ ■♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡② ❝❛✉s❡
t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛❧s♦ ❜r❡❛❦ ✉♣ ✐♥t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♦r❞❡r
2✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❧❡❛✈❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t {σ, τ} ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ {σ, τ} ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ ❢♦✉r
s❤❛r♣ ♣❡❛❦s ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ sq✉❛r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ {σ, τ} ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❢♦r♠ ❛ ❤♦❧❧♦✇ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ♦♥❡ ■s✐♥❣ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❡①♣❧♦r❡s
✐ts ❡♥t✐r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛①✐s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r s❤❛r♣
{σ, τ} ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ s✉s✲
❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛❧✇❛②s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ♦❢
r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♥❡♠❛t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✲
✐t②✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐r ♣❡❛❦s ❛r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✱
t❤❡② s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❛s❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r
✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ ❛ ♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❛s❤✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞✐s♣❧❛② ❛ ❧♦✇✲
❢r❡q✉❡♥❝② ♣❧❛t❡❛✉✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✐♥ t❤❛t ✐❢
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♠✉st ✢✉❝t✉❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦❤❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ✐♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝✲
tr✉♠ ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❛t s❤♦✇ ♥♦ ♣❧❛t❡❛✉ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣ t♦ t❤❡
✈❡r② ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♣r♦❜❡❞ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐♦✉s r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ♠♦t✐✲
✈❛t❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❘❇❋▼ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐s✲
❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ ✐ts q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡
❲▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❘❇❋▼ t♦ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❘❋■▼✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼ ✇❤❡♥
✇❡ ✐♠♣♦s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♣r❡s❡♥ts t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢
♦✉r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳







✺

♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❇❛①t❡r ♣❤❛s❡s ✐s ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧② ❬✹✽❪✿

sinh

(

2J

Tc

)

= exp

(

−
2K

Tc

)

. ✭✼✮

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❛♥♦♠❛✲
❧♦✉s ❡①♣♦♥❡♥t ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧✱ η = 1/4✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①♣♦♥❡♥ts ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t δ✱

❣✐✈❡♥ ❜② δ = d+2−η
d−2+η = 15✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ K/J ✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡s ❡①✐st ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
K/J ∈ [−1, 1]❬✺✻❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❇❛①t❡r ♣❤❛s❡ ❢♦r
K/J > 1 ✐s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 〈στ〉 6= 0
✇❤✐❧❡ 〈σ〉 = 〈τ〉 = 0✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
r❡❣✐♠❡ K/J ∈ (0, 1) ♦❢ t❤❡ ❆❚▼✱ ❛s ✐t ♠❛♣s ♦♥t♦ t❤❡
J2/ |J1| & 0.67 r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧✳

❈✳ ❘❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡s

❚❤❡ r♦❧❡ t❤❛t str✉❝t✉r❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ♣❧❛②s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
t✇✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♥❡♠❛t✐❝ ♣❤❛s❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇
t②♣❡ ♦❢ q✉❡♥❝❤❡❞ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❘❛♥❞♦♠
str❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❞✐s♦r❞❡r
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡② ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r②
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❞✐s✲
♦r❞❡r ✐s ♠♦r❡ ❛❝✉t❡ t❤❛♥ r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞ ❞✐s♦r❞❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱
❡✈❡♥ ❛ ✇❡❛❦ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜r❡❛❦s s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✲✉♣ ❛t
T = 0 ❬✷✶❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s②st❡♠✬s ❡①❝❤❛♥❣❡
❝♦♥st❛♥t ♠❛② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❜♦♥❞ ❞✐s♦r✲
❞❡r ❬✶✱ ✷✱ ✺✼❪✳ ❘❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ❞✐s♦r❞❡r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥
❡✐t❤❡r t❤❡ ♣✉r❡ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ♦r t❤❡ ♣✉r❡ r❛♥❞♦♠✲❜♦♥❞
❞✐s♦r❞❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
❞✐s♦r❞❡r ❡✛❡❝ts t♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❘❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ❞✐s♦r❞❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡ εi✱ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ♦♥✲s✐t❡ t❡r♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐❧✐♥✲
❡❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ■s✐♥❣✲♥❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❋♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ■s✐♥❣✲♥❡♠❛t✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✶✼✕✷✵❪✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞
■s✐♥❣✲♠♦❞❡❧ ✭❘❋■▼✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❆❚▼ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❤❡r❡✱ r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ❞✐s♦r❞❡r ♠❛♣s ♦♥t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r
✜❡❧❞✱ ❛s t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ στ
✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r
✜❡❧❞ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ✭❘❇❋▼✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮
❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✿

H = −
∑

〈ij〉

[J (σiσj + τiτj) +Kσiτiσjτj ]−
∑

i

εiσiτi.

✭✽✮
■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞✐s♦r❞❡r ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✉♥✲
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜♦① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

ρ(εi) =

{

1
4ε , εi ∈ [−2ε, 2ε]

0, otherwise
, ✭✾✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ε ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮ ❛❝ts ♦♥❧②
❛s ❛ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❇❛①t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ στ ✱ ❛ r❛♥❞♦♠✲
❜♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡
r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✲❣r♦✉♣ ✢♦✇✮ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s σ ❛♥❞ τ ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❘❇❋▼ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦ t❤❛t ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✲
❜♦♥❞ ❡✛❡❝ts ♣r♦♠♦t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ t❤❡
✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ■♠r②✲▼❛✲❇✐♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❬✷✶✱ ✷✷❪✱ t❤❡

❇❛①t❡r ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ✷❉ ❆❚▼✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r❛♥✲
❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮✱ ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ ❛♣❛rt ✐♥t♦ ❞♦✲
♠❛✐♥s ❡✈❡♥ ❛t T = 0✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s
♦❝❝✉rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜r❡❛❦✉♣ ❧❡♥❣t❤

ℓb ∼ exp

[

C

(

J +K

ε

)2
]

, ✭✶✵✮

t❤❛t ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏t♦✲
t❛❧✑ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❡①♣❡❝t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞ ❛❝ts ♦♥ ❛♥ ■s✐♥❣

❝♦♠♣♦s✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❝❝✉rs s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❞♦♠❛✐♥
✇❛❧❧s ❢♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t στ ❝❤❛♥❣❡s ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r σ ♦r τ ❝❤❛♥❣❡s ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ✐❢ ❜♦t❤
❞♦✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t ♦♥❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❜r❡❛❦s ✉♣ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ✐s ❞❡❣❡♥❡r✲
❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♦r❞❡rs ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜r❡❛❦ ❛♣❛rt✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✉♣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✐s ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼ ❛t T = 0✳ ❲❤✐❧❡
✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ❘❇❋▼✱
✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♥❡♠❛t✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❞♦♠❛✐♥
❜r❡❛❦✉♣ ✇❛s ❛❧s♦ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧ ✐♥
❘❡❢s✳ ❬✺✽✱ ✺✾❪✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s ❝r❡❛t❡❞
❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❞✐s♦r❞❡r✳
❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛② ❛ r✐❝❤❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠✲

♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ t❤❡ ❘❋■▼ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐s♦r❞❡r
✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ σ ❛♥❞ τ ✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ ❘❋■▼✱ ❛ s✐♥❣❧❡
❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✜① t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ❬✻✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❘❇❋▼✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛ t✐♠❡
❛❝r♦ss ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜r❡❛❦✉♣ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❞♦✲
♠❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜r❡❛❦✲✉♣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡
✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❘❋■▼✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ♦♥❡ ❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤❡
❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❝❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧❧② s❤♦✇ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❇❛①t❡r ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✉♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t σ ❛♥❞ τ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱



















✶✹

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ■s✐♥❣ s♣✐♥ t♦ ✢✐♣
❢r♦♠ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ✐r♦♥
♣♥✐❝t✐❞❡s✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢
♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s ❬✻✾❪✳
❚❤❡ ❝❧❡❛♥ s②st❡♠ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❧❡❛♥ ✷❉ ■s✐♥❣

tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 2.269 J ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
s②st❡♠✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s s❡t t♦ Tχ = 2.129 J ✭s❡❡ ❋✐❣s✳
✶✷ ❛♥❞ ✶✹✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❝r✐t✲
✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐s♦r❞❡r✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❇❋▼✳
❚❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ♦❢ σ✱ τ ✱ στ ✱ ❛♥❞ ζ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❝❧❡❛♥

(ε = 0) ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s (ε = 0.5 J) ✇✐t❤ L = 80
❛♥❞ K = 0✳ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ❡❛❝❤ ❤❛❞ ❞✐✛❡r❡♥t
q✉❡♥❝❤❡❞ ❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
✇❛s t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r 218 ≈ 2.6× 105 s✇❡❡♣s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡
t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r Lt = 222 ≈ 4.2 × 106

s✇❡❡♣s✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ✇❛s ❛✈❡r❛❣❡❞
✶✵✵ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♦✈❡r ✷✵✵ ❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦♥❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ r❡❝♦r❞
x = x(t) ✇✐t❤ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡ x✱ t❤❡ P❙❉ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

P[x(t); f ] ≡
1

Lt
x̃∗(f)x̃(f)− x2Ltδf,0, ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ f ❤❛s ✉♥✐ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ x̃(f) ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ x(t)✳ ❚❤❡ P❙❉ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❡ ❝♦s✐♥❡✲
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x(t) ❣✐✈❡♥
❜②

A[x(t); t] =
1

Lt

∫

dt′ [x (t+ t′)x (t′)]− x2. ✭✷✶✮

❚❤❡ P❙❉ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞✳ ❋♦r ❢❛st t✐♠❡s❝❛❧❡s ✭❧❛r❣❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✱ t❤❡ P❙❉s t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t✐♠❡s❝❛❧❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡st
s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞ ✭s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✱ t❤❡
P❙❉s t②♣✐❝❛❧❧② s❛t✉r❛t❡ ❬✼✵✕✼✷❪✳

❇✳ ❉②♥❛♠✐❝s ❛t ③❡r♦ ❇❛①t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❇❛①t❡r✱ ❛♥❞
q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✼ ❛♥❞ ✶✽ ❢♦r ❛
❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡
r❡❝♦r❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ P❙❉s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ❛r❡
♦♥❧② s❤♦✇♥ ♦✈❡r ❛❜♦✉t ✷✺✵✱✵✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✇❡❡♣s t♦
♠❛❦❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❝❧❡❛r❡r✳
❚❤❡ ❝❧❡❛♥✲❝❛s❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼ s❤♦✇ ♠✉❧t✐♣❧❡✲

st❛t❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣❡st t✐♠❡s❝❛❧❡ ❜❡✐♥❣
❛❜♦✉t ✶✵✵✱✵✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✇❡❡♣s✳ ❚❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ P❙❉s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❛
♣❧❛t❡❛✉ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡ ♦❢ 10−5 sweeps−1✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ P❙❉s ❛♣♣❡❛r
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❧❡❛♥

s②st❡♠ ✇✐t❤ K = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ■s✐♥❣
♠♦❞❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❇❛①t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ στ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❡✐t❤❡r σ ♦r τ ✢✉❝t✉❛t❡✱
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s
s♠❛❧❧❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉t ✺✵✱✵✵✵ ❢♦r t❤❡
❇❛①t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s s♠❛❧❧❡r t✐♠❡s❝❛❧❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
❇❛①t❡r P❙❉ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛s t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛①✐s✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t❡s t❤❡ ❢❛st❡st ✇❤❡♥ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s❧② ♥❡❛r ③❡r♦✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ❛♥❞ P❙❉s ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲
♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❛♥ t❤❡② ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛①t❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥
s②st❡♠ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♥❡❛r
✶✵✵✱✵✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✇❡❡♣s✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛①✲
t❡r ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✲✉♣ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❛t ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐s ❞✉❡ t♦ ❤♦✇ ✐♥❢r❡q✉❡♥t❧② ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛♥✐s❤
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
❝❛s❡s ✐s t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜♦✉t ✷✺✱✵✵✵ ❛♥❞
✶✼✵✱✵✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✇❡❡♣s✱ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉r✲
♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ σ✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♠♦st❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ σ = 0 ❛♥❞
t❤❡ τ ✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ τ ≈ 0.75✳
❇✉t ❢♦r t✐♠❡s ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♦r t❤♦s❡ ✐♠♠❡❞✐✲
❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ r♦❧❡s
✇✐t❤ σ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ τ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣
❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧②
t♦ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (σ, τ) st❛t❡s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T < 1.095Tχ✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t
❛r♦✉♥❞ ✶✵✵✱✵✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✇❡❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❡❡♠s t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❛ ❢❛✐❧❡❞✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ σ ❛♥❞ τ ✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❛s❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ P❙❉s✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❇❛①t❡r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✇ ❛
♣❧❛t❡❛✉ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st t✐♠❡s❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❬✼✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❧❛t❡❛✉s ❢♦r t❤❡ σ ❛♥❞ τ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛r❡
❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝❛s❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❡❛♥
s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ P❙❉s ❞✐s♣❧❛② ♣♦✇❡r✲❧❛✇
❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
❧♦♥❣❡st t✐♠❡s❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐s t♦♦ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇❛①t❡r
t✐♠❡s❝❛❧❡✳

❆t ✜rst✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❇❛①t❡r ❛♥❞ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ t✐♠❡s❝❛❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❇❛①t❡r ❞♦✲





✶✻

t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ P❙❉s✳ ❇✉t s✉❝❤ ❡✈❡♥ts ❛r❡ r❛r❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞ ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❝❛r❝✐t②
♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐s ✇❤❛t t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉s ✐♥ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ P❙❉s✳

❱✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

❚❤❡ ❘❇❋▼ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠✲
♣❧❡ ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❛♥✲
❞♦♠ str❛✐♥ ✐♥ ♥❡♠❛t✐❝ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ✐♥✲
st❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✭♦r ❝❤❛r❣❡✮ str✐♣❡
✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ✐s ❛ ❝♦♠♣♦s✲
✐t❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❤❛s ❛ ❞✉❛❧ r♦❧❡ ❛s ❛
r❛♥❞♦♠ ♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤❡r❡ r❡✈❡❛❧
t❤❛t✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❘❋■▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s②st❡♠s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s ❛ ♣r✐♠❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼ ❛❧s♦ ❜r❡❛❦s ✉♣ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❞✉❡
t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼✱ r❛♥❞♦♠
str❛✐♥ ❛❧s♦ ♣r♦♠♦t❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❘❋■▼ ♦r
✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡
✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜②
t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡s✐❞✲
✉❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s
❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡
♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ♣r♦♠♦t❡❞ ❝♦rr❡✲

❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❇❋▼✳
❚❤❡② ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❜r❡❛❦✲
✉♣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡
s❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♣✲
♣❡❛r ✉♥❛♠❜✐❣♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ {σ, τ} st❛t❡s ✐♥ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❤♦❧❧♦✇ sq✉❛r❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ■s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❛❝q✉✐r❡s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲♣r♦♠♦t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞✐s♦r❞❡r
str❡♥❣t❤✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♥❡♠❛t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❞✐s♦r❞❡r✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❘❋■▼✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ s❛t✲

✐s❢② ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❞♦♠✲str❛✐♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❘❋■▼✱ t❤❡ ❘❇❋▼ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ❛tt❡♠♣ts
t♦ ♣r♦❜❡ t❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✈✐❛
❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣❛✈❡ ✐♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ r❡✲
s✉❧ts✱ ✐❢ t❤✐s t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛ s♣✐♥ ❣❧❛ss ♣❤❛s❡
❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐❣❤t ❡♠❡r❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡
K = 0 ❝❛s❡✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❜♦♥❞✳

❚❤✐s ❜✐❧❛②❡r s②st❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❊❞✇❛r❞s✲❆♥❞❡rs♦♥
✭❊❆✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣✐♥ ❣❧❛ss❡s ❬✼✸❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ t✇♦ ■s✐♥❣ ❧❛②❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛♥ ■s✐♥❣ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛②❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡
r❛♥❞♦♠❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ r❛♥❞♦♠
str❛✐♥✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤✐s ❊❆ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♣✐♥ ❣❧❛ss
♣❤❛s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② r❡♣❧✐❝❛✲s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❬✼✹❪✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts
❛r❡ t❤❡ ✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✶✷✷ ✭❡✳❣✳ ❇❛❋❡2❆s2✮✱ ✶✶✶✶
✭❡✳❣✳ ▲❛❋❡❆s❖✮✱ ❛♥❞ ✶✶✶ ✭❡✳❣✳ ◆❛❋❡❆s✮ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ■♥ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ✐s ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t✐✲
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✐♣❡ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✶✵❪✳
■♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇❋▼✱ ♦♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ■s✐♥❣ J1✲
J2 ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞✱ t❤❡ σ ❛♥❞ τ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❢❡r t♦
t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♥❣
◆é❡❧ s✉❜❧❛tt✐❝❡s t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ str✐♣❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❇❛①t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ✭r❡❝❛❧❧ ❋✐❣✳ ✶✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✱
r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ✐s ♣r♦♠♦t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✈❛❝❛♥❝✐❡s✱ ✐♥✲
t❡rst✐t✐❛❧s✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬✼✺❪✳ ❚❤❡s❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♠❡❞✐❡❞ ✈✐❛ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❛❋❡2❆s2 t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❬✼✻❪✳ ■♥t❡r❡st✲
✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❇❛❋❡2❆s2✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♥❡♠❛t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r t♦✇❛r❞s
❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✜rst✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✼✼❪✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡✲
❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❛s
s❡❡♥ ✐♥ CeFeAsO s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦❧②✲
❝r✐st❛❧❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r ✐♥tr✐♥✲
s✐❝ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❬✼✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐♥ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s ❬✼✻✕✼✽❪✱ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❇❛①t❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s s❡❡♥ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✷✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦✉r ✷❉ ❘❇❋▼
♠♦❞❡❧ ♥♦ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
♥❡♠❛t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ✉♣ t♦ ❛ ✜♥✐t❡
❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧❡❞
❘❇❋▼ ❧❛②❡rs✳

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❣❧❛ss②✲❧✐❦❡ ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ✶✶✶✶ ❬✼✾❪ ❛♥❞ ✶✷✷ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❬✽✵✱ ✽✶❪✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❛❋❡❆s❖✱ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
✭◆◗❘✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢✉rt❤❡r r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❬✽✷❪✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s
t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇✐t❤ ♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✲✉♣✱ ❛♥❞ t♦ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦
❝❤❛r❣❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s
♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❜r❡❛❦✲✉♣✱ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞✐s❡♥✲
t❛♥❣❧❡ t❤✐s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s♣✐♥ 3/2 ♦❢ t❤❡ 75As ♥✉❝❧❡✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❜♦t❤ ❞✐♣♦❧❛r
❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✽✶❪✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡
t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡✳



✶✼

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss②✲❧✐❦❡ ◆▼❘ r❡s♣♦♥s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳
■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ♦❢ ❇❛❋❡2❆s2
r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡
s❝❛❧❡s✱ ❛ ✏s❧♦✇✑ ♦♥❡ ✭♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✮
❛♥❞ ❛ ✏❢❛st✑ ♦♥❡ ✭♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✮ ❬✻✾❪✳ ❲❤✐❧❡
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ s❛♠♣❧❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥✲
♥❡❛❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡♥s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ t✇♦
t✐♠❡s s❝❛❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❘❇❋▼ s❤♦✉❧❞

❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♥❡♠❛t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♦t❤❡r q✉❛s✐✲
✷❉ q✉❛♥t✉♠ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐s ❛ ♣❛r✲
t✐❛❧❧② ♠❡❧t❡❞ ❞❡♥s✐t②✲✇❛✈❡ str✐♣❡ st❛t❡✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ✐r♦♥
♣♥✐❝t✐❞❡s✱ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝✉♣r❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♠❡❧t✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ str✐♣❡ ♦r✲
❞❡r ❬✸✺❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❜✉t ❧✐❦❡ ♥❡✲
♠❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❝❤❛r❣❡✲♦r❞❡r ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ✈✐❛ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❚▼✮
❬✸✽✱ ✽✸❪✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ❛
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❘❇❋▼
❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❙❚▼ ❞❛t❛✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❋■▼ ❬✷✺❪✳

❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙

❲❡ t❤❛♥❦ ❆✳ ❈❤❛❦r❛❜♦rt②✱ ❏✳ ❋r❡❡❞❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❊✳ ❉✳
❉❛❤❧❜❡r❣ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ❲❏▼ ❛♥❞ ❘▼❋ ✇❡r❡
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❯✳ ❙✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊♥❡r❣②✱ ❖✣❝❡ ♦❢
❙❝✐❡♥❝❡✱ ❇❛s✐❝ ❊♥❡r❣② ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❉✐✈✐s✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ❆✇❛r❞ ◆♦✳ ❉❊✲❙❈✵✵✷✵✵✹✺✳
❚❱ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥
✉♥❞❡r ●r❛♥t ◆♦✳ ❉▼❘✲✶✽✷✽✹✽✾✳ ❚❱ ❛♥❞ ❘▼❋ ❛❝❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ t❤❡ ❤♦s♣✐t❛❧✐t② ♦❢ ❑■❚P ❛t ❯❈❙❇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇♦r❦
✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞✳ ❑■❚P ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ●r❛♥t ◆♦✳ ◆❙❋ P❍❨✲✶✼✹✽✾✺✽✳ ❲❡
t❤❛♥❦ t❤❡ ▼✐♥♥❡s♦t❛ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ■♥st✐t✉t❡ ✭▼❙■✮ ❛t
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❘❇❋▼

❲❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②
❢♦r t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❡①t❡r✲
♥❛❧ str❛✐♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ●✐♥③❜✉r❣✲
▲❛♥❞❛✉ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ str❛✐♥✳
❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲

✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✿

H = −
∑

〈ij〉

[J (σiσj + τiτj) +Kσiτiσjτj ] . ✭❆✶✮

▲❡t J̃ij ❛♥❞ K̃ij ❞❡♥♦t❡ s♣❛rs❡ N × N ♠❛tr✐❝❡s ✇❤♦s❡
♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ J ❛♥❞ K✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥♥❡❝t ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦r s✐t❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

Z = Tr{σ,τ} exp

{

β

2

∑

ij

[

J̃ij (σiσj + τiτj)

+ K̃ijσiτiσjτj

]}

, ✭❆✷✮

✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ❍✉❜❜❛r❞✲❙tr❛t♦♥♦✈✐❝❤ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ σ✱
τ ✱ ❛♥❞ στ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s M1✱ M2✱ ❛♥❞ ϕ✳
▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍✉❜❜❛r❞✲❙tr❛t♦♥♦✈✐❝❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

Z ∝

∫

DM1DM2Dϕ

exp

{

−
1

2β

∑

ij

(

2
∑

α=1

J̃−1
ij Mα,iMα,j + K̃−1

ij ϕiϕj

)

+
∑

i

V (M1,i,M2,i, ϕ)

}

, ✭❆✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ V = V (x, y, z) ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

V (x, y, z) ≡ log {Trσ,τ exp (xσ + yτ + zστ)}

= log 4 + log [Pc(x, y, z) + Ps(x, y, z)] , ✭❆✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Pc,s ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❜②

Pc(x, y, z) = cosh(x) cosh(y) cosh(z), ✭❆✺✮

Ps(x, y, z) = sinh(x) sinh(y) sinh(z). ✭❆✻✮

❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛ ♠❛ss
t❡r♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ❛t ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r✱ ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❧②
❣❡♥❡r❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳ ◆❡❣❧❡❝t✲
✐♥❣ t❤❡s❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♣❡r s✐t❡ ❛s

Zi ∝

∫

dM1,idM2,idϕi

exp

{

−
1

2βJz

(

M2
1,i +M2

2,i +
1

g
ϕ2
i

)

+ V (M1,i,M2,i, ϕi)

}

, ✭❆✼✮

✇❤❡r❡ z ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❡❛❝❤ s✐t❡ ❤❛s
❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r g ≡ K/J ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
♦♠✐t t❤❡ s✐t❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳
❋♦r s♠❛❧❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t log 4✱ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❛♥❞s ❛s

V (M1,M2, ϕ) ≈
1

2

(

M2
1 +M2

2 + ϕ2
)

+M1M2ϕ

−
1

12

(

M4
1 +M4

2 + ϕ4
)

. ✭❆✽✮



✶✽

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ Seff ❜② Z ∝
∫

dM1dM2dϕ e−Seff ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦ ϕ✲❞r✐✈❡♥ ✐♥✲
st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ♠❛♣ ♦♥t♦ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r✱ g ∈ (0, 1)✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ϕ4 t❡r♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✉t
t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z ∝

∫

dM1dM2 e
−βfeff ✱

❛s

βfeff =
1− βJz

2βJz

(

M2
1 +M2

2

)

+
1

12

(

M4
1 +M4

2

)

−
1

2
βJg (M1M2)

2
. ✭❆✾✮

❆❞❞✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s ❛❧❧♦✇❡❞
❜② s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ r ≡ 1/βJz − 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲
❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ❛s

βfeff =
1

2

2
∑

α=1

[

rM2
α +

1

6
M4

α + c2 (∇Mα)
2

]

−
1

2
βJg (M1M2)

2
, ✭❆✶✵✮

✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ st✐✛♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ■s✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ J ✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛❜♦✈❡ r❡t❛✐♥s ❛ ❢♦✉r✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr② ❞✉❡
t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ σ ❛♥❞ τ ■s✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✳
▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ str✐♣❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ J1✲J2 ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ J2/ |J1| & 0.67 ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

βfeff =
1

2

2
∑

α=1

[

rφ2
α + uφ4

α + C2 (∇φα)
2
]

− α (φ1φ2)
2
, ✭❆✶✶✮

✇❤❡r❡ φ1,2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❛r st❛❣❣❡r❡❞ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ♠❛❣♥❡✲
t✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ♣r♦❞✲
✉❝t✿ φ1φ2 ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ r ✐s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ u > 0 ❛♥❞ C ✐s ❛♥♦t❤❡r
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ st✐✛♥❡ss✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α > 0
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r q✉❛♥t✉♠ ♦r t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♣❤❛s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r❞❡r✲❜②✲
❞✐s♦r❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✸✻✱ ✸✼✱ ✽✹❪✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥

❊qs✳ ✭❆✶✵✮ ❛♥❞ ✭❆✶✶✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡② ✐♥❞❡❡❞
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❝❧❛ss✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ str❛✐♥ ε > 0 (ε < 0) t❤❛t ❢❛✈♦rs ❛ ♥❡♠❛t✐❝
✇✐t❤ ϕ ∼ M1M2 > 0 (ϕ < 0) ✐♥ t❤❡ ❆s❤❦✐♥✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭❆✶✵✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

δ (βfeff) = −εM1M2, ✭❆✶✷✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ■s✐♥❣
J1✲J2 ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ φ1φ2✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❛s ❛
r❛♥❞♦♠ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❝❧❡❛r✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✶✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣

❲❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t♦ ❣❡t ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣✐❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❧❡♥❣t❤s s❝❛❧❡s ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❇❛①t❡r ✜❡❧❞✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❤❛❞ t♦
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡✛❡❝ts✳ ❆t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦✲
♥♦✉♥❝❡❞✱ ❜✉t t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❣❡tt✐♥❣ st✉❝❦ ✐♥ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ✐❢ ♦♥❡ ✇❡r❡ t♦ s✐♠♣❧②
s❡t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ❧♦✇✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲♠♦t✐✈❛t❡❞ ✇❛② t♦ ♠♦✈❡ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❜② t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✲
✐♠❛ ❬✽✺❪✳ ■t ❞♦❡s s♦ ❜② ✜rst r❛✐s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❧♦✇❧②
❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r ✏❛♥♥❡❛❧✐♥❣✑ ✐t✱
✉♥t✐❧ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ✏❛❞❛♣t✐✈❡✑ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛t
❛ s✐♥❣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐❢ ✐t ♥♦t✐❝❡s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ②❡t
❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞✳
❆ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡♥ ✐s ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❡s t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
s♦♠❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❋r♦♠
t❤❡r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ s❧♦✇❧② ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡s ❛t ❡❛❝❤ ♥❡✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s s♦♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❬✽✺❪✳
❖✉r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❜❛s❡❞ ♦♥ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛r❡ Lt s✇❡❡♣s
❧♦♥❣✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡❝♦r❞s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✿

✶✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✐♥ ❜♦t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ t✐♠❡✱

✷✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ✐s ✇✐t❤✐♥
♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛
s♣❡❝✐✜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ η ♦❢ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢r♦③❡♥ ✐♥ ❛ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ❡♥❡r❣② st❛t❡ ✕ t❤✐s ♠❛② ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❛t ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ✐s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥✲
❡r❣② ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✭t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✶✷✮✮ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■❢ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
♠❡t✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐ts ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ r❡❝♦r❞ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥✲

♥❡❛❧✐♥❣ r✉♥ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡ ❘❇❋▼ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❜❡✐♥❣ ±1 ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐❝r♦st❛t❡
✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr♦♣②✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡



✶✾

♦❢ Ti ≡ 2.269J ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✷❉ ■s✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✲s✐t❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s ✉♣❞❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r t✇♦ t✐♠❡ r❡❝♦r❞ ❜❧♦❝❦s✱
❡❛❝❤ ♦❢ s✐③❡ 210 = 1024 s✇❡❡♣s✱ ♠❛❦✐♥❣ Lt = 2048 s✇❡❡♣s
❧♦♥❣✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t t♦❧❡r❛♥❝❡ ✇❛s s❡t t♦ η = 0.05✳ ❲❡
❝❤♦s❡ ❛ ❝♦♦❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

Tj = Ti

(

Tf

Ti

)j/Nsteps

, ✭❇✶✮

✇❤❡r❡ Tj ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ jth s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥✲
♥❡❛❧✐♥❣ st❡♣✱ ✇✐t❤ j ∈ {1, 2, . . . , Nsteps}✱ ❛♥❞ Tf ✐s t❤❡
✜♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✹ ❛♥❞ ✺
❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❤❛❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ Tf = 0.269 J ❛♥❞ r❛♥ ♦✈❡r Nsteps = 150 st❡♣s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❜♦✉t
✶✳✹✪ ❜❡t✇❡❡♥ st❡♣s✳ ❆t t❤✐s s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ✇❡ ♥♦✲
t✐❝❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡
❛❞❛♣t✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡✳

✷✳ ❲❛♥❣ ▲❛♥❞❛✉ s❛♠♣❧✐♥❣

❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ✭❲▲✮
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①
❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❬✻✸✕✻✺❪ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❊q✳ ✭✽✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❡①♣❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ❲▲ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❦♥♦✇♥ ❢♦r
✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ q✉✐❝❦❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛t ❛r❜✐tr❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠✬s ♠✐✲
❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❬✻✶✱ ✻✷❪✳
■♥ t❤❡ ❲▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s g ❛t ❛ ❣✐✈❡♥

❡♥❡r❣② E ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠
✇❛❧❦ t❤r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣
tr❛❝❦ ♦❢ t✇♦ ❤✐st♦❣r❛♠s ❞✉r✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s②st❡♠✬s ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ g(E) ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❡♥❡r❣②
❤✐st♦❣r❛♠✱✑ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② H(E)✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s s❡t t♦
❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❢r♦♠ ❡♥❡r❣② E t♦ E′ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

W(E → E′) = min

{

1,
g(E)

g(E′)

}

. ✭❇✷✮

■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥❡✇ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s
s✐♥❣❧❡✲s♣✐♥ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ♦♥❡ ■s✐♥❣ s♣✐♥ ❝♦❧♦r ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
❧❛tt✐❝❡ s✇❡❡♣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s q✉❡♥❝❤❡❞✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ♦♥❡ ✉♣❞❛t❡s ❜♦t❤
g ❛♥❞ H ❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡
❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ❛❧✇❛②s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✶ ✐♥
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❜✐♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❛t
❡♥❡r❣② ❜✐♥✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r fi ✐♥ t❤❡ ith

✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ fi ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fi = f
1

2i−1

1 . ✭❇✸✮

❆ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s f1 = e✳ ❊❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ❡♥❞s ♦♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ✏✢❛t✳✑ ■♥
♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✏✢❛t♥❡ss✑ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ ≤ 0.3 s✉❝❤ t❤❛t

max {H(E)} −min {H(E)}

min {H(E)}
< ǫ. ✭❇✹✮

❆❢t❡r ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s r❡s❡t t♦ ③❡r♦
❛♥❞✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ❧❡❢t ✉♥✲
t♦✉❝❤❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ g(E) ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲▲ s❝❤❡♠❡
✐s ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥
✇❡ s❝❛❧❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❜② ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ fi✳
❚❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✏❝♦♥✈❡r❣❡❞✑ ✇❤❡♥ ✐ts ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✲
✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s fi ≤ 1+ 5× 10−7

✐♥ t❤❡ ♠♦st ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❝❛s❡s ✭K = 0 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✱ ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❛ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
fi ≤ 1 + 1 × 10−7 ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭K > 0 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳
❯♣♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Z =
∑

E

g(E) e−E/T . ✭❇✺✮

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ 〈En〉 ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✇❡r n ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

〈En〉 =
1

Z

∑

E

g(E) e−E/T En, ✭❇✻✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❤❡❛t ❝❛✲
♣❛❝✐t② ♣❡r ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✷✮✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❲▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t②

♦❢ st❛t❡s ✐❢ ♥♦♥✲❡♥❡r❣② ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❬✻✶✱ ✻✷❪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❥♦✐♥t
❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ✢❛t♥❡ss ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ s♣❡❡❞ ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❦❡♣t tr❛❝❦ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❤✐st♦❣r❛♠
❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❡♥❡r❣② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st❀ |σ| ❛♥❞ |τ |
❛r❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠s
❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♦✉r ✢❛t♥❡ss ♠❡tr✐❝✳ ■♥st❡❛❞✱
t❤❡② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲❡♥❡r❣② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣② ❜✐♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛♥s ✇❡r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❛
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ❡♥❡r❣② ❜✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❲▲
✉♣❞❛t❡✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛s A✱ ❛♥❞ ✐ts ❤✐s✲
t♦❣r❛♠ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❡♥❡r❣② s♣❛❝❡ ❛s A(E)✱ t❤❡♥ ✐ts
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s

〈A〉 =
1

Z

∑

E

g(E) e−E/T A(E). ✭❇✼✮

■♥ ♦✉r t②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 107 ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤
❡♥❡r❣② ❜✐♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r ❜✐♥ ❧✐❦❡❧② s✉✛❡r
❢r♦♠ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡rr♦r ❜❛rs ♦♥ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❜② r✉♥♥✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❡❞s ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs
❛♥❞ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳



✷✵

✸✳ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲❛♥❣ ▲❛♥❞❛✉ s❛♠♣❧✐♥❣

❲▲ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❛ ❢❛st ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r st✉❞②✲
✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠s✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r
s②st❡♠s✱ ♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s✱ t❤❡
t✐♠❡ t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧②✳ ❚❤✉s✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ str❛✐♥ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦②
❛ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
♠❛ss✐✈❡❧②✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❜♦✈❡
❬✻✸✕✻✺❪✳
■ts ❛❜✐❧✐t② t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❲▲ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♠❡s ✐♥ t❤r❡❡

♣❛rts✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t
♦❢ Nw ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s ✇✐t❤✐♥
✇❤✐❝❤ g(E) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲▲ s❝❤❡♠❡✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t②✿

W ({E1, E2} → {E2, E1})

= min

{

1,
g1(E1)

g1(E2)
·
g2(E2)

g2(E1)

}

✭❇✽✮

✇❤❡r❡ E1 ❛♥❞ E2 ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇✐♥❞♦✇s
✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ g1 ❛♥❞ g2 ❛r❡ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t② ♦❢
st❛t❡s✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭❇✷✮✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❊q✳ ✭❇✽✮ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡
❲▲ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇
t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ E1 t♦ E2 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ ♠♦✈❡
❢r♦♠ E2 t♦ E1✳
❲❤❡♥ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦

❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s ✐♥✈♦❧✈❡❞ s✇❛♣ t❤❡✐r s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ✇✐♥✲
❞♦✇ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛tt❡♠♣t✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rr❡❞✳ ■♥
♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛tt❡♠♣t ✇❛s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ s✇❡❡♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛t✲
t✐❝❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡rs❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ s❛♠♣❧✐♥❣

❝♦♠❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❲▲ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦❡rs✱
♦r r❡♣❧✐❝❛s✱ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ Nw ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s✳ ❇② ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ n✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♦♣✲
t✐♠❛❧ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ ♦✈❡r st❛♥❞❛r❞
❲▲ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s
♣❡r ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡
❛tt❡♠♣t❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✐s ♠♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t ✇❡ ❢♦✉♥❞ s✉❝❝❡ss ✇❤❡♥ ❛❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❛ ✼✺✲✽✵✪ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇s ✇✐t❤
♦♥❧② ✷ ✭K > 0✮ ♦r ✶ ✭K = 0✮ r❡♣❧✐❝❛s ♣❡r ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❤❡♥
K > 0✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ✇❛s s❡t t♦ ❜❡ Nw = 2L✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ K = 0 ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤✱
✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ Nw = 24✳
■♥ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣②
✇✐♥❞♦✇ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡❞✳ ■❢ s♦♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜❡❢♦r❡

❚❛❜❧❡ ■✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s♦r❞❡r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s②st❡♠
s✐③❡ L = 40✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ✇✐t❤ K ❞❡✜♥❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❘❇❋▼ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❘❋■▼ ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ■s✐♥❣
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✜❣✉r❡s ♦t❤❡r t❤❛♥
❋✐❣✳ ✼✳

❉✐s♦r❞❡r ❙tr❡♥❣t❤ K = 0.5 J K = 0 ❘❋■▼

ε = 0.0 J ✻✹ ✻✹ ✶✷✽

ε = 0.2 J ✾✻ ✾✻ ✶✷✽

ε = 0.5 J ✾✹ ✶✷✵ ✶✷✻

ε = 0.8 J ✷✹✻ ✶✹✼ ✶✹✽

♦t❤❡rs✱ t❤❡♥ t❤❡② ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡
❲▲ ✉♣❞❛t❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s
✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛st❡r✲❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ t♦ st✐❧❧ ❞✐✛✉s❡ t♦ t❤❡ s❧♦✇❡r r❡✲
❣✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥✲
❡r❣② ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐ts❡❧❢ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❡✈❡r② r❡♣❧✐❝❛✬s ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s
✢❛t✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤
r❡♣❧✐❝❛ ✐s s❝❛❧❡❞ ❛s ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❲▲ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡
❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ st❛t❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞
r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❦❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥❡r❣②
✇✐♥❞♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♦♥❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❖♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜② st✐t❝❤✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❜②
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s T−1 = d log g(E)/dE ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❜❡t✇❡❡♥ ❛
❧♦✇❡r✲❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r✲❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛ ❛❝❝✉r❛t❡ ✉♣ t♦ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❜✐♥ s✐③❡✳ ❚❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇✐♥❞♦✇s ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
r❡❣✐♦♥✱ t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♥s✐t②
♦❢ st❛t❡s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t st♦♣ t❤✐s ❢r♦♠ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
✇✐♥❞♦✇s s✉❝❤ t❤❛t st❛t✐st✐❝s ❢r♦♠ ❛♥② ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇
✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ♥♦t ❧♦st✳

✹✳ ❉✐s♦r❞❡r ❛✈❡r❛❣✐♥❣

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✽✮ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦r s✐♥❣❧❡ q✉❡♥❝❤❡❞ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❇❛①✲
t❡r ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s {εi}✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ♠❛♥② ✜❡❧❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳

❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡ A ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ j ❜② 〈A〉j ✱ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r M ✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s



✷✶

❚❛❜❧❡ ■■✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s♦r✲
❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s
✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳

❙②st❡♠ ❙✐③❡ ε = 0.0 J ε = 0.5 J

L = 24 ✻✹ ✶✷✽

L = 32 ✻✹ ✶✷✹

L = 40 ✻✹ ✶✶✹

L = 48 ✻✹ ✶✼✸

L = 56 ✻✹ ✼✽

✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

J〈A〉K =
1

M

M
∑

j=1

〈A〉j , ✭❇✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜r❛❝❦❡ts J·K r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❛✈✲
❡r❛❣❡✳ ■ts st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

δAd.a. =





1

M (M − 1)

M
∑

j=1

(

〈A〉j − J〈A〉K
)2





1/2

. ✭❇✶✵✮

❚❛❜❧❡s ■ ❛♥❞ ■■ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❞✐s♦r✲
❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡
❲▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞✐s✲
♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞✐s♦r❞❡r str❡♥❣t❤s✳

✺✳ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲❛♥❣ ▲❛♥❞❛✉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦❞❡ ❞❡t❛✐❧s

❚❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛✲❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✲✇✐s❡ ♦♥ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡
▼✐♥♥❡s♦t❛ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ■♥st✐t✉t❡✳ ❚❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛✲
❊①❝❤❛♥❣❡ ❲▲ ❝♦❞❡ ✇❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✷❉
❝❧❡❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✷❉ ❝❧❡❛♥ ❆❚▼✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✷❉
❘❋■▼✱ ❛❧❧ ♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❡st ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦✉r
❆❚▼ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡✳ ❆♥②
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡
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✵✸✺✶✹✾ ✭✷✵✶✹✮✳

❬✹✷❪ ▲✳ ◆✐❡✱ ❆✳ ❱✳ ▼❛❤❛r❛❥✱ ❊✳ ❋r❛❞❦✐♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ❑✐✈❡❧s♦♥✱
❱❡st✐❣✐❛❧ ♥❡♠❛t✐❝✐t② ❢r♦♠ s♣✐♥ ❛♥❞✴♦r ❝❤❛r❣❡ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡
❝✉♣r❛t❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✾✻✱ ✵✽✺✶✹✷ ✭✷✵✶✼✮✳

❬✹✸❪ P✳ P✳ ❖rt❤✱ ❇✳ ❏❡❡✈❛♥❡s❛♥✱ ❘✳ ▼✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❛♥❞
❏✳ ❙❝❤♠❛❧✐❛♥✱ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ♥❡♠❛t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥❡❛r ❛♥ ❛♥✲
t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦tt ✐♥s✉❧❛t♦r ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ❤✐❣❤✲t ❝ ❝✉♣r❛t❡s✱ ♥♣❥ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❛t❡r✐❛❧s ✹✱ ✹ ✭✷✵✶✾✮✳

❬✹✹❪ ❙✳ ▼✉❦❤♦♣❛❞❤②❛②✱ ❘✳ ❙❤❛r♠❛✱ ❈✳ ❑✳ ❑✐♠✱ ❙✳ ❉✳ ❊❞✲
❦✐♥s✱ ▼✳ ❍✳ ❍❛♠✐❞✐❛♥✱ ❍✳ ❊✐s❛❦✐✱ ❙✳✲✐✳ ❯❝❤✐❞❛✱ ❊✳✲❆✳ ❑✐♠✱
▼✳ ❏✳ ▲❛✇❧❡r✱ ❆✳ P✳ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ❏✳ ❈✳ ❙✳ ❉❛✈✐s✱ ❛♥❞ ❑✳ ❋✉✲
❥✐t❛✱ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ✈❡st✐❣✐❛❧ ♥❡♠❛t✐❝ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉♣r❛t❡
♣s❡✉❞♦❣❛♣ ♣❤❛s❡✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠②
♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ✶✶✻✱ ✶✸✷✹✾ ✭✷✵✶✾✮✳

❬✹✺❪ ❘✳ ▼✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❆✳ ❊✳ ❇ö❤♠❡r✱ ❈✳ ▼❡✐♥❣❛st✱ ❛♥❞
❏✳ ❙❝❤♠❛❧✐❛♥✱ ❙❝❛❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳
▲❡tt✳ ✶✶✶✱ ✶✸✼✵✵✶ ✭✷✵✶✸✮✳

❬✹✻❪ P✳ ❈❤❛♥❞r❛✱ P✳ ❈♦❧❡♠❛♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ■✳ ▲❛r❦✐♥✱ ■s✐♥❣ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ✐♥ ❢r✉str❛t❡❞ ❤❡✐s❡♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳
✻✹✱ ✽✽ ✭✶✾✾✵✮✳

❬✹✼❪ ❙✳ ❏✐♥✱ ❆✳ ❙❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❲✳ ❙❛♥❞✈✐❦✱ ❆s❤❦✐♥✲t❡❧❧❡r ❝r✐t✐❝❛❧✲
✐t② ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲✜rst✲♦r❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ❢r✉str❛t❡❞ ✐s✐♥❣
♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✵✽✱ ✵✹✺✼✵✷
✭✷✵✶✷✮✳

❬✹✽❪ ❙✳ ❏✐♥✱ ❆✳ ❙❡♥✱ ❲✳ ●✉♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❲✳ ❙❛♥❞✈✐❦✱ P❤❛s❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r✉str❛t❡❞ ✐s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✱
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✽✼✱ ✶✹✹✹✵✻ ✭✷✵✶✸✮✳

❬✹✾❪ ◗✳ ❙✐ ❛♥❞ ❊✳ ❆❜r❛❤❛♠s✱ ❙tr♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ Tc ✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳
✶✵✶✱ ✵✼✻✹✵✶ ✭✷✵✵✽✮✳

❬✺✵❪ P✳ ❉❛✐✱ ❆♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛♥❞ s♣✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥
✐r♦♥✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✽✼✱ ✽✺✺
✭✷✵✶✺✮✳

❬✺✶❪ ▼✳ ❍✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ❏✳ ❑❛♥❣✱ ❇✳ ▼✳ ❆♥❞❡rs❡♥✱ ■✳ ❊r❡♠✐♥✱
❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❙♣✐♥ r❡♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✲
t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❤✉♥❞✬s r✉❧❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ✐♥ ✐r♦♥ ♣♥✐❝t✐❞❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✾✷✱ ✷✶✹✺✵✾ ✭✷✵✶✺✮✳

❬✺✷❪ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ■s✐♥❣ ❝❛s❡ t❤❡ s♣✐♥s ❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❜② ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r O(n > 1) r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ J1✲J2 ♠♦❞❡❧✱
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❜✐q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ t❤❛t ❧♦❝❦ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦
s✉❜❧❛tt✐❝❡s t♦ ❜❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❬✹✻❪✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛ str✐♣❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ st❛t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳

❬✺✸❪ ■♥ t❤❡ J1✲J2 ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r s♣✐♥s✱ t❤❡r❡ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ♥❡♠❛t✐❝ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ str✐♣❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❬✸✼✱ ✹✵❪✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♦♥❡
✇✐t❤ 〈MA ·MB〉 6= 0 ❞❡s♣✐t❡ t❤❛t 〈MA〉 = 〈MB〉 = 0✳
■♥ ♣✉r❡❧② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ str✐♣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝



✷✸

♣❤❛s❡ ♦♥❧② ❡①✐sts ❛t T = 0 ❜② t❤❡ ▼❡r♠✐♥✲❲❛❣♥❡r t❤❡✲
♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡♠❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❡rs✐sts ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ s✐♥❝❡ ✐t ❜r❡❛❦s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡✳

❬✺✹❪ ▼✳ ❙✉③✉❦✐✱ ◆❡✇ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ ❈r✐t✐❝❛❧ ❊①♣♦♥❡♥ts✱
Pr♦❣r❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✺✶✱ ✶✾✾✷ ✭✶✾✼✹✮✳

❬✺✺❪ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✜❡❧❞ ❡①♣♦♥❡♥t δ ✐s ❛❧s♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r s②s✲
t❡♠s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ✇❡❛❦ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢
✐t ❛s ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ ❜② ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❡①♣♦✲
♥❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❤②♣❡rs❝❛❧✐♥❣✳

❬✺✻❪ ❘✳ ❱✳ ❉✐t③✐❛♥✱ ❏✳ ❘✳ ❇❛♥❛✈❛r✱ ●✳ ●r❡st✱ ❛♥❞ ▲✳ P✳
❑❛❞❛♥♦✛✱ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❛s❤❦✐♥✲t❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✷✷✱ ✷✺✹✷ ✭✶✾✽✵✮✳

❬✺✼❪ ❚✳ ❱♦❥t❛✱ ❘❛r❡ r❡❣✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞
♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ❆✿
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧ ✸✾✱ ❘✶✹✸ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✺✽❪ ❙✳ ❙✳ ❑✉♥✇❛r✱ ❆✳ ❙❡♥✱ ❚✳ ❱♦❥t❛✱ ❛♥❞ ❘✳ ◆❛r❛②❛♥❛♥✱ ❚✉♥✲
✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠✲✜❡❧❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛ ❢r✉str❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✱
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✾✽✱ ✵✷✹✷✵✻ ✭✷✵✶✽✮✳

❬✺✾❪ ❳✳ ❨❡✱ ❘✳ ◆❛r❛②❛♥❛♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❱♦❥t❛✱ ❙tr✐♣❡ ♦r❞❡r✱ ✐♠✲
♣✉r✐t✐❡s✱ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐❧✉t❡❞ ❢r✉str❛t❡❞
♠❛❣♥❡t✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✵✺✱ ✵✷✹✷✵✶ ✭✷✵✷✷✮✳

❬✻✵❪ ▼✳ ❆✐③❡♥♠❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡❤r✱ ❘♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ q✉❡♥❝❤❡❞ ❞✐s♦r❞❡r✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳
▲❡tt✳ ✻✷✱ ✷✺✵✸ ✭✶✾✽✾✮✳

❬✻✶❪ ❋✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❉✳ P✳ ▲❛♥❞❛✉✱ ❊✣❝✐❡♥t✱ ♠✉❧t✐♣❧❡✲r❛♥❣❡ r❛♥✲
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