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T hi s w o r k w a s p a r ti all y s u p p o r t e d b y t h e N a ti o n al S ci e n c e F o u n d a ti o n g r a nt D M S- 1 6 0 8 0 7 7 ( H G R ), t h e N JI T

F a c ul t y S e e d G r a nt 2 1 1 2 7 8 ( H G R ) a n d U ni v e r si d a d N a ci o n al d el S u r G r a nt P GI 2 4 / L 0 9 6. H G R i s g r a t ef ul t o

t h e C o u r a nt I n s ti t u t e of M a t h e m a ti c al S ci e n c e s a t N e w Y o r k U ni v e r si t y a n d t h e C e nt r e d e R e c e r c a M a t e m à ti c a,

B a r c el o n a.  T h e a u t h o r s a r e g r a t ef ul t o A nt o ni G uill a m o n f o r u s ef ul c o m m e nt s o n a n e a rli e r v e r si o n of t hi s

m a n u s c ri p t.

A b s t r a c t: We i n v esti g at e a mi ni m al n et w or k m o d el c o n si sti n g of a 2 D li n e ar ( n o n-
os cill at or y) r es o n at or a n d a 1 D li n e ar c ell, m u t u all y i n hi bit e d wit h pi e c e wi s e-li n e ar
gr a d e d s y n a p s es. We d e m o n str at e t h at t hi s n et w or k c a n p r o d u c e os cill ati o n s i n c er-
t ai n p ar a m et er r e gi m es a n d t h e c or r es p o n di n g li mit gr a d u all y tr a n siti o n f r o m r e g ul ar
os cill ati o n s ( of n o n-r el a x ati o n t y p e) t o r el a x ati o n os cill ati o n s as t h e l e v el s of m u t u al
i n hi biti o n i n cr e as e.

1 I n t r o d u c ti o n

M e m b r a n e p ot e nti al (s u b t h r es h ol d ) r es o n a n c e ( M P R) r ef er s t o t h e a bilit y of a n e u r o n
t o e x hi bit a p e a k i n t h eir v olt a g e a m plit u d e r es p o n s e t o os cill at or y i n p u t c u r r e nts at
a p r ef er r e d (r es o n a nt) i n p u t f r e q u e n c y ( f r e s ) [1 – 4 ] ( Fi g. 1- A). M P R r es ults f r o m t h e
i nt er pl a y of a n a u t o c at al yti c p r o c es s ( p ositi v e f e e d b a c k) a n d a sl o w er n e g ati v e f e e d b a c k
e ff e ct. F or n e u r o n s, t h es e ar e p r o vi d e d b y t h e p ar ti ci p ati n g c u r r e nts. N e u r o n s m a y al s o
e x hi bit m e m b r a n e p ot e nti al (s u b t h r es h ol d ) os cill ati o n s eit h er d a m p e d or s u st ai n e d i n
t h e a b s e n c e of a n y ti m e- d e p e n d e nt i n p u t. H o w e v er, M P R a n d i ntri n si c os cill ati o n s ar e
di ff er e nt p h e n o m e n a g o v er n e d b y di ff er e nt m e c h a ni s m s as d e m o n str at e d b y t h e f a ct t h at
2 D li n e ar s y st e m s m a y e x hi bit M P R i n t h e a b s e n c e of d a m p e d os cill ati o n s [ 2 – 4 ]. We
r ef er t o t h e n e u r o n s t h at e x hi bit M P R as r es o n at or s. H er e w e f o c u s o n r es o n at or s t h at
ar e n ot d a m p e d os cill at or s.

M P R h as b e e n m e as u r e d i n a v ari et y of n e u r o n t y p es a n d it h as b e e n i n v esti g at e d
t h e or eti c all y [ 1 ,2 ,4 ,5 ] ( a n d r ef er e n c es t h er ei n ). H o w e v er, t h e r ol e t h at M P R pl a y i n t h e
g e n er ati o n of n et w or k os cill ati o n s i s n ot w ell u n d er st o o d ( b u t s e e [ 6 – 8 ]). I n t hi s p a p er w e
d e m o n str at e b y m e a n s of a n u m eri c al si m ul ati o n e x a m pl e t h at a mi ni m al n et w or k m o d el
( Fi g 1- B) c o n si sti n g of a 2 D li n e ar r es o n at or ( e. g., Fi g. 1- A, bl u e) a n d 1 D li n e ar p as si v e
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c ell ( e. g., Fi g. 1- A, r e d ) m u t u all y i n hi bit e d wit h pi e c e wi s e-li n e ar ( P W L) gr a d e d s y n a p s es
( Fi g. 1- C ) c a n p r o d u c e os cill ati o n s i n c er t ai n p ar a m et er r e gi m es. T h e c or r es p o n di n g
li mit c y cl es e x p eri e n c e a tr a n siti o n f r o m r e g ul ar os cill ati o n s ( of n o n-r el a x ati o n t y p e) t o
r el a x ati o n os cill ati o n s as t h e l e v el s of m u t u al i n hi biti o n i n cr e as e.
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Fi g u r e 1. A. R e p r e s e nt a ti v e i m p e d a n c e ( Z ) p r o fil e s f o r a b a n d- p a s s ( bl u e ) a n d
l o w- p a s s ( r e d ) fil t e r s. F o r li n e a r s y s t e m s r e c ei vi n g si n u s oi d al i n p u t s wi t h f r e q u e n c y f ,
t h e o u t p u t i s al s o a si n u s oi d al f u n c ti o n wi t h t h e s a m e f r e q u e n c y a n d p h a s e- s hif t e d.
B. N e t w o r k di a g r a m of a m u t u all y i n hi bi t e d r e s o n a t o r ( b a n d- p a s s fil t e r ) a n d a n o n-
r e s o n a t o r (l o w- p a s s fil t e r ). C. R e p r e s e nt a ti v e P W L c o n n e c ti vi t y f u n c ti o n f o r t h e g r a d e d

s y n a p s e s.

2 M o d el: N e t w o r k s of li n e a ri z e d c ell s wi t h pi e c e wi s e li n e a r
g r a d e d s y n a p s e s

We u s e d li n e ari z e d bi o p h y si c al ( c o n d u ct a n c e- b as e d ) m o d el s f or t h e i n di vi d u al c ell s a n d
pi e c e wi s e li n e ar ( P W L) gr a d e d s y n a p ti c c o n n e cti o n s. T h e li n e ari z ati o n p r o c es s f or
c o n d u ct a n c e- b as e d m o d el s ( ar o u n d t h e r esti n g p ot e nti al f or t h e v olt a g e v ari a bl e) f or si n-
gl e c ell s h as b e e n p r e vi o u sl y d es cri b e d i n [ 2 , 3 ]. We r ef er t h e r e a d er t o t h es e r ef er e n c es
f or d et ail s.

T h e d y n a mi cs of a n et w or k of t w o m u t u all y i n hi bit or y c ell s ar e d es cri b e d b y

( 1) C k
d v k

dt
= − g L, k v k − g k w k − G i n, j k S ∞ (v j )(v k − E i n ),

( 2) τ k
d w k

dt
= v k − w k ,

f or k = 1 , 2, j = k . I n e q s. ( 1)-( 2) t i s ti m e, v k r e p r es e nts t h e v olt a g e ( m V), w k

r e p r es e nts t h e n or m ali z e d g ati n g v ari a bl e f or t h e r es o n a nt i o ni c c u r r e nt, C k = 1 i s t h e
c a p a cit a n c e, g L, k i s t h e li n e ari z e d l e a k m a xi m al c o n d u ct a n c e, g k i s t h e i o ni c c u r r e nt
li n e ari z e d c o n d u ct a n c e, τ k i s t h e li n e ari z e d ti m e c o n st a nt a n d t h e l ast t er m i n e q. ( 1) i s
t h e gr a d e d s y n a p ti c c u r r e nt m o d ul at e d b y t h e a cti vit y of t h e ot h er c ell w h er e G i n, j k i s
t h e m a xi m al s y n a p ti c c o n d u ct a n c e, E i n = − 2 0 i s t h e s y n a p ti c r e v er s al p ot e nti al (r ef er r e d
t o t h e r esti n g p ot e nti al) a n d S ∞ (v ) i s a P W L f u n cti o n of si g m oi d t y p e ( Fi g. 1- C ) of t h e
f or m

( 3) S ∞ (v ) =






0 if v < v b

(v a − v b )
− 1 (v − v b ) if v b < v < v a

1 if v > v a
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w h e r e v a a n d v b ar e c o n st a nts. I n t hi s p a p er w e u s e g 2 = 0 ( c ell 2 i s 1 D), v b = − v a a n d
G i n = G i n,1 2 = G i n,2 1 .

We u s e t h e f oll o wi n g u nits: m V f or v k a n d w k , m s f or t, µ F / c m 2 f or c a p a cit a n c e,
µ A / c m 2 f or c u r r e nt a n d m S / c m2 f or t h e m a xi m al c o n d u ct a n c es.

T h e n u m eri c al s ol u ti o n s w er e c o m p u t e d b y u si n g t h e m o di fi e d E ul er m et h o d ( R u n g e-
K u tt a, or d er 2) [ 9 ] wit h a ti m e st e p ∆t = 0 .1 m s i n M A T L A B ( T h e M at h w or k s, N ati c k,
M A). S m all er v al u es of ∆ t h a v e b e e n u s e d t o c h e c k t h e a c c u r a c y of t h e r es ults.

3 R e s ul t s

Fi g. 2 s h o w s t h e r es ults of o u r n u m eri c al si m ul ati o n s f or r e p r es e nt ati v e v al u es of G i n .
B e c a u s e t h e n et w or k i s m u t u all y i n hi bit or y t h e t w o c ell s os cill at e i n a nti p h as e. T h e
n et w or k os cill ati o n s e m er g e f or G i n ∼ 0 .1 2 9 6. A s G i n i n cr e as es t h e os cill ati o n a m plit u d e
i n cr e as es, fi r st a b r u p tl y a n d t h e gr a d u all y ( Fi g. 3- A). A s t hi s h a p p e n s, t h e n et w or k
os cill ati o n f r e q u e n c y d e cr e as es ( Fi g. 3- B). T h e n et w or k os cill ati o n s ar e t er mi n at e d f or
G i n ∼ 0 .1 7 6 ( n ot s h o w n ).

T h es e os cill ati o n s ( Fi g. 2) ar e a n et w or k p h e n o m e n a si n c e f or t h e p ar a m et er v al u es
w e u s e d t h e r es o n at or i s n ot a d a m p e d os cill at or a n d t h e p as si v e c ell i s 1 D. S u st ai n e d
(li mit c y cl e) os cill ati o n s r e q uir e t h e i nt er pl a y of a r es o n a nt ( n e g ati v e f e e d b a c k) a n d a m-
plif yi n g ( p ositi v e f e e d b a c k) p r o c es s es [ 1 0 ]. F or t h e n et w or k os cill ati o n s i n Fi g. 2, t h e
r es o n a nt p r o c es s i s p r o vi d e d b y t h e r es o n at or a n d t h e a m plif yi n g p r o c es s i s p r o vi d e d b y
t h e n et w or k c o n n e cti vit y m e di at e d b y t h e p as si v e c ell [ 8 ].
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Fi g u r e 2. R e p r e s e n t a ti v e v ol t a g e t r a c e s f o r t h e r e s o n a t o r / p a s si v e c ell m u -
t u all y i n hi bi t o r y n e t w o r k ( Fi g.  1 - B ) A. G i n = 0 .1 2 9 6. B. G i n = 0 .1 3 2. C.
G i n = 0 .1 6. T h e r e s o n a t o r h a s f r e s ∼ 1 0 .4. We u s e d t h e f oll o wi n g p a r a m e t e r v al u e s:
C 1 = C 2 = 1, g L, 1 = 0 .2 5, g 1 = 0 .2 5, τ 1 = 1 0 0, g L, 2 = 0 .5, v a = 3, v b = − 3, E i n = − 2 0,
a n d G i n = G i n, 1 2 = G i n, 2 1 .

T h e tr a n siti o n f r o m r e g ul ar os cill ati o n s ( n o n-r el a x ati o n t y p e) t o r el a x ati o n os cill a-
ti o n s as G i n i n cr e as es i n Fi g. 2 i s a n et w or k p h e n o m e n o n. T h er e i s a ti m e s c al e s e p ar ati o n
b et w e e n t h e a cti v at or ( v 1 ) a n d t h e i n hi bit or ( w 1 ) i n t h e r es o n at or ( τ 1 = 1 0 0). H o w e v er,
f or t hi s ti m e s c al e s e p ar ati o n at t h e i n di vi d u al c ell l e v el t o b e c o m m u ni c at e d t o t h e n et-
w or k l e v el t o p r o d u c e n et w or k r el a x ati o n os cill ati o n s t h e l e v el s of m u t u al i n hi biti o n h a v e
t o b e r el ati v el y l ar g e.

4 Di s c u s si o n

We h a v e d e m o n str at e d t h at a mi ni m al n et w or k m o d el ( 2 D r es o n at or, 1 D li n e ar c ell
a n d m u t u al i n hi biti o n ) c a n p r o d u c e s u st ai n e d n et w or k os cill ati o n s i n c er t ai n p ar a m et er
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Fi g u r e 3. D e p e n d e n c e of t h e o s cill a ti o n s a m pli t u d e a n d f r e q u e n c y o n t h e
l e v el s of m u t u al i n hi bi ti o n f o r t h e r e s o n a t o r / p a s si v e c ell m u t u all y i n hi bi t o r y
n e t w o r k ( Fi g. 1 - B ) . T h e p a r a m e t e r v al u e s a r e a s i n Fi g. 2. A. A m pli t u d e v s. G i n

c u r v e. We pl o t t e d t h e a m pli t u d e of v 1 . B. N e t w o r k o s cill a ti o n s f r e q u e n c y v s. G i n .

r e gi m es. T h es e os cill ati o n s cr u ci all y d e p e n d o n t h e n e g ati v e f e e d b a c k p r o vi d e d b y t h e
r es o n at or. M u t u al i n hi biti o n m e di at e d b y t h e p as si v e c ell i s r es p o n si bl e f or t h e a m pli fi-
c ati o n n e c es s ar y t o s u p p or t t h e e xi st e n c e of a li mit c y cl e. O u r r es ults p r o vi d e a n e x a m pl e
of a n os cill at or y n et w or k of n o n- os cill at or y c ell s w h er e r es o n a n c e a n d a m pli fi c ati o n at
di ff er e nt l e v el s of or g a ni z ati o n i nt er a ct t o p r o d u c e n et w or k os cill ati o n s. F or hi g h e n o u g h
l e v el s of m u t u al i n hi biti o n t h e ti m e s c al e b et w e e n t h e t w o v ari a bl es i n t h e r es o n at or i s
c o m m u ni c at e d t o t h e n et w or k l e v el t o p r o d u c e r el a x ati o n os cill ati o n s. If t h e l e v el s of
m u t u al i n hi biti o n ar e n ot hi g h e n o u g h, t hi s ti m e s c al e s e p ar ati o n r e m ai n s o c cl u d e d.

O u r r es ults hi g hli g ht t h e r ol e of M P R i n i s ol at e d n e u r o n s f or t h e g e n er ati o n of n et w or k
os cill ati o n s, a n d h a v e i m pli c ati o n s f or n e u r o n al n et w or k d y n a mi cs d es cri b e d eit h er b y
c o n d u ct a n c e- b as e d m o d el s or fi ri n g r at e m o d el s wit h a d a p t ati o n.
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