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A b str a ct: W e  o bt ai n  a  c o m p ari s o n f or m ul a f or i nt e gr al s  of   m e a n  c ur v at ur e s  of   Ri e m a n ni a n  h y p er s urf a c e s

vi a   R eill y ’s i d e ntiti e s.   A s a p pli c ati o n s,   w e  d eri v e s e v er al  g e o m etri c i n e q u aliti e s f or a c o n v e x  h y p er s urf a c e Γ

i n a  C art a n-H a d a m ar d   m a nif ol d M . I n p arti c ul ar,   w e s h o w t h at t h e fi r st   m e a n c ur v at ur e i nt e gr al of a c o n v e x

h y p er s urf a c e γ n e st e d i n si d e Γ c a n n ot e x c e e d t h at of Γ ,   w hi c h l e a d s t o a s h ar p l o w er b o u n d f or t h e t ot al fi r st

m e a n  c ur v at ur e  of Γ i n t er m s  of t h e  v ol u m e it  b o u n d s i n M i n  di m e n si o n  3.  T hi s   m o n ot o ni cit y  pr o p ert y i s

e xt e n d e d  t o  all   m e a n  c ur v at ur e  i nt e gr al s   w h e n γ i s  p ar all el  t o Γ , or M h a s  c o n st a nt  c ur v at ur e.   W e  al s o

c h ar a ct eri z e  h y p er b oli c  b all s a s   mi ni mi z er s  of t h e   m e a n c ur v at ur e i nt e gr al s a m o n g  b all s   wit h e q u al r a dii i n

C art a n -H a d a m ar d   m a nif ol d s.
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1  I ntr o d u cti o n

T ot al   m e a n  c ur v at ur e s  of  a  h y p er s urf a c e Γ i n  a   Ri e m a n ni a n n -m a nif ol d M ar e  i nt e gr al s  of  s y m m etri c

f u n cti o n s  of it s  pri n ci p al  c ur v at ur e s.  T h e s e  q u a ntiti e s  ar e  k n o w n  a s  q u er m a s si nt e gr al s  or   mi x e d  v ol u m e s

w h e n Γ i s c o n v e x a n d M i s t h e E u cli d e a n s p a c e. T h e y ar e f u n d a m e nt al i n g e o m etri c v ari ati o n al pr o bl e m s, a s

t h e y  f e at ur e  i n  St ei n er’s  p ol y n o mi al,   Br u n n -Mi n k o w s ki  t h e or y,  a n d   Al e x a n dr o v -F e n c h el  i n e q u aliti e s

[1 1 , 1 4, 1 9, 2 0], w hi c h   w er e  all  ori gi n all y  d e v el o p e d i n  E u cli d e a n s p a c e.  E xt e n di n g t h e s e  n oti o n s t o   Ri e m a n -

ni a n   m a nif ol d s  h a s  b e e n  a   m aj or  t o pi c  of  i n v e sti g ati o n.  I n  p arti c ul ar,  t ot al   m e a n  c ur v at ur e s  h a v e  b e e n

st u di e d  e xt e n si v el y  i n  h y p er b oli c  s p a c e  i n  r e c e nt  y e ar s [2, 2 2 – 2 4 ].   H er e,   w e  st u d y  t h e s e  i nt e gr al s  i n  t h e

br o a d er  s etti n g  of C art a n -H a d a m ar d  s p a c e s ,  i. e.,  c o m pl et e  si m pl y  c o n n e ct e d   m a nif ol d s  of  n o n p o siti v e

c ur v at ur e  a n d  g e n er ali z e  a  n u m b er  of i n e q u aliti e s  t h at  h a d  b e e n  e st a bli s h e d i n  E u cli d e a n  or  h y p er b oli c

s p a c e.

T h e   m ai n  r e s ult  of  t hi s  arti cl e,  T h e or e m  3. 1 ,  e x pr e s s e s  t h e  diff er e n c e b et w e e n  t h e  t ot al r th m e a n

c ur v at ur e s  of  a  p air  of  n e st e d  h y p er s urf a c e s Γ a n d γ i n  a   Ri e m a n ni a n   m a nif ol d M i n t er m s  of t h e s e cti o n al

c ur v at ur e s  of M a n d t h e  pri n ci p al c ur v at ur e s  of  a f a mil y  of  h y p er s urf a c e s t h at fi br at e t h e r e gi o n  b et w e e n Γ

a n d γ .  T hi s f or m ul a  si m plifi e s   w h e n r 1= , Γ a n d γ ar e  p ar all el,  or M h a s  c o n st a nt  c ur v at ur e, l e a di n g t o  a

n u m b er  of  a p pli c ati o n s.  I n  p arti c ul ar,   w e  e st a bli s h  t h e   m o n ot o ni cit y  pr o p ert y  of  t h e  t ot al fi r st   m e a n

c ur v at ur e f or  n e st e d  c o n v e x  h y p er s urf a c e s i n  C art a n -H a d a m ar d   m a nif ol d s (C or oll ar y  4. 1 ).  T hi s l e a d s t o  a
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s h ar p l o w er  b o u n d i n  di m e n si o n  3 f or t h e t ot al fi r st   m e a n  c ur v at ur e i n t er m s  of t h e  v ol u m e  b o u n d e d  b y Γ

(C or oll ar y  4. 3 ),   w hi c h  g e n er ali z e s  a r e s ult  of   G all e g o-S ol a n e s i n  h y p er b oli c  3 -s p a c e [1 0,  C or.  3. 2 ].   W e  al s o

e xt e n d t o  all   m e a n  c ur v at ur e s s o m e   m o n ot o ni cit y r e s ult s  of  S c hr o e d er -Str a k e [2 1 ] a n d   B or b el y [4 ] f or t ot al

G a u s s -Kr o n e c k er  c ur v at ur e (C or oll ari e s  4. 4  a n d  4. 5 ).  Fi n all y,   w e i n cl u d e  a  c h ar a ct eri z ati o n  of  h y p er b oli c

b all s  a s   mi ni mi z er s  of  t ot al   m e a n  c ur v at ur e s  a m o n g  b all s  of  e q u al  r a dii  i n  C art a n -H a d a m ar d   m a nif ol d s

(C or oll ar y  4. 7 ).

T h e or e m  3. 1 i s  a  g e n er ali z ati o n  of t h e  c o m p ari s o n r e s ult   w e  h a d  o bt ai n e d  e arli er i n [1 3 ] f or t h e   G a u s s-

Kr o n e c k er  c ur v at ur e,   m oti v at e d  b y   Kl ei n er ’s  a p pr o a c h t o t h e  C art a n -H a d a m ar d  c o nj e ct ur e  o n t h e i s o p eri -

m etri c i n e q u alit y [1 6 ]. Si mil ar t o [1 3 ], o ur st arti n g p oi nt h er e, i n S e cti o n 2,   will b e a n i d e ntit y (L e m m a 2. 1 ) f or

t h e  di v er g e n c e  of   N e wt o n  o p er at or s,   w hi c h   w er e  d e v el o p e d  b y   R eill y [1 8, 1 7 ] t o  st u d y  t h e  i n v ari a nt s  of

H e s si a n s  of  f u n cti o n s  o n   Ri e m a n ni a n   m a nif ol d s.  T hi s  f or m ul a,  t o g et h er   wit h  St o k e s ’ t h e or e m,  l e a d s  t o

t h e  pr o of  of  T h e or e m  3. 1 i n  S e cti o n  3.  T h e n, i n  S e cti o n  4,   w e  d e v el o p t h e  a p pli c ati o n s  of t h at r e s ult.

2   N e wt o n  o p er at or s

T hr o u g h o ut t hi s   w or k, M d e n ot e s  a n n -di m e n si o n al   Ri e m a n ni a n   m a nif ol d   wit h   m etri c ,⟨ ⋅ ⋅⟩ a n d  c o v ari a nt

d eri v ati v e ∇ .  F urt h er m or e, u i s  a 1, 1 f u n cti o n  o n M . I n  p arti c ul ar, u i s t wi c e  diff er e nti a bl e  at  al m o st  e v er y

p oi nt p of M , a n d t h e c o m p ut ati o n s  b el o w t a k e  pl a c e at s u c h a  p oi nt.  T h e gr a di e nt of u i s t h e t a n g e nt v e ct or

u T Mp∇ ∈ gi v e n  b y u p   X u, X( )⟨ ∇ ⟩ ≔ ∇ f or  all X T Mp∈ .  T h e H e s si a n  o p er at or u T M   T M: p p
2∇ → i s  t h e  s elf-

a dj oi nt li n e ar   m a p gi v e n b y u X   u .X
2 ( )   (   )∇ ≔ ∇   ∇ T h e s y m m etri c el e m e nt ar y f u n cti o n s σ R R:r

k → , f or r k1 ≤ ≤ ,

a n d x x x, , k1( )= … ar e  d e fi n e d  b y

σ x x x .r
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W e s et σ 10 ≔ a n d σ 0r ≔ f or r k 1≥ + b y c o n v e nti o n. L et λ u   λ   λ, , n
2

1( ) ( )∇ ≔   … d e n ot e t h e ei g e n v al u e s of u2∇ .

T h e n,   w e  s et

σ u σ λ u .r r
2 2( )   ( ( ))∇ ≔   ∇

T h e s e f u n cti o n s f or m t h e  c o e ffi ci e nt s  of t h e  c h ar a ct eri sti c  p ol y n o mi al

P λ λI u   σ u λd et 1 .
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a n  e v e n (o d d ) p er m ut ati o n  of i i, , m1( )… ;  ot h er wi s e, it i s  e q u al t o  0.  T h e n [1 8 ,  Pr o p.  1. 2(a )],
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w h er e u uij  ij≔ ∇ d e n ot e t h e  s e c o n d  p arti al  d eri v ati v e s  of u wit h r e s p e ct t o  a n  ort h o n or m al fr a m e E T Mi p∈ ,

w hi c h   w e e xt e n d t o a n o p e n n ei g h b or h o o d of p b y p ar all el tr a n sl ati o n al o n g g e o d e si c s. S o E 0E ji
∇ = at p . W e

c all E i a l o c al  p ar all el fr a m e c e nt er e d at p a n d s et i Ei∇ ≔ ∇ , ij  i j∇ ≔ ∇ ∇ .  E a c h  of t h e i n di c e s i n (1 ) r a n g e s fr o m 1

t o n ,  a n d   w e  e m pl o y Ei n st ei n ’s  c o n v e nti o n b y  s u m mi n g  o v er  r e p e at e d i n di c e s t hr o u g h o ut t h e  arti cl e.  T h e

N e wt o n  o p er at or s T M   T M:r
u

p p→ [1 7, 1 8 ] ar e  d e fi n e d r e c ur si v el y  b y s etti n g Iu
0 ≔ , t h e i d e ntit y   m a p,  a n d

f or r 1≥ ,
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T h u s, r
u i s t h e tr u n c ati o n  of t h e  p ol y n o mi al P u2( )∇ o bt ai n e d  b y r e m o vi n g t h e t er m s  of  or d er  hi g h er t h a n r .

I n  p arti c ul ar, P un
u 2( )= ∇ .  S o,  b y t h e  C a yl e y-H a milt o n t h e or e m, 0n

u = .  C o n s e q u e ntl y,   w h e n u2∇ i s  n o n-

d e g e n er at e, (2 ) yi el d s t h at
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w h er e u i s t h e   H e s si a n c of a ct or o p er at or  di s c u s s e d i n [1 3 , S e c. 4]. Se e [1 8,  Pr o p. 1. 2 ] f or ot h er b a si c i d e ntiti e s

t h at  r el at e σ a n d .  I n  p arti c ul ar,  b y [1 8,  Pr o p.  1. 2(c )], w e h a v e u r σ   uTr a c e 1r
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F urt h er m or e,  b y [1 7 ,  Pr o p. 1(1 1 )] (n ot e t h at t h e si g n  of t h e   Ri e m a n n t e n s or R i n [1 7 ] i s  o p p o sit e t o t h e  o n e i n

t hi s  arti cl e),   w e  h a v e
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w h er e R R E E E E   E   E E, ,   , ,ij kl  i  j  k i  j  k  j  i  k( )≔ = ⟨ ∇ ∇ − ∇ ∇ ⟩ℓ ℓ .   A n ot h er  u s ef ul i d e ntit y [1 7 ,  p.  4 6 2] i s

u u   udi v ,  di v  , ,r
u

r
u

r
u2( ( ))  ( )∇ = ⟨   ∇ ⟩ + ⟨   ∇ ⟩ (7 )

w h er e ,⟨ ⋅ ⋅⟩ h er e i n di c at e s t h e  Fr o b e ni u s i n n er  pr o d u ct (i. e., A B   A B, ij  ij⟨ ⟩ ≔ f or  a n y  p air  of   m atri c e s  of t h e

s a m e  di m e n si o n ).  T h e  di v er g e n c e  of r
u m a y  b e  d e fi n e d  b y  virt u all y t h e s a m e  ar g u m e nt  u s e d f or u i n [1 3 ,

S e c. 4 ] t o  yi el d t h e f oll o wi n g  g e n er ali z ati o n  of [1 3, (1 4 )]:

di v .r
u

j i r
u

ij( ( ))   ( )= ∇ (8 )

R e c all t h at u
n
u

1= − b y (3 ). F urt h er m or e, 0n
u = a s   w e   m e nti o n e d e arli er. T h u s, t h e f oll o wi n g o b s er v ati o n

g e n er ali z e s [1 3,  L e m.  4. 2 ].
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w hi c h  c o m pl et e s t h e  pr o of. □
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B el o w   w e a s s u m e, a s   w a s t h e c a s e i n [1 3 , S e c. 4], t h at all l o c al c o m p ut ati o n s t a k e  pl a c e   wit h r e s p e ct t o a

pri n ci p al  c ur v at ur e  fr a m e E T Mi p∈ of u ,   w hi c h  i s  d efi n e d  a s  f oll o w s.   A s s u mi n g u p 0∣ ( )∣∇ ≠ ,   w e  s et

E u p u pn ( ) ∣   ( )∣≔ ∇   / ∇ ,  a n d  l et E E, , n1 1… − b e  t h e  pri n ci p al  dir e cti o n s  of  t h e  l e v el  s et  of u p a s si n g  t hr o u g h

p .  T h e n,   w e  e xt e n d E i t o  a l o c al  p ar all el fr a m e  n e ar p .  T h e fi r st  p arti al  d eri v ati v e s  of u wit h r e s p e ct t o E i,

u ui i≔ ∇ ,  s ati sf y

u i n   u   u0; f or  ,  a n d .i n ∣ ∣= ≠   = ∇ (9 )

F urt h er m or e, f or t h e  s e c o n d  p arti al  d eri v ati v e s, u uij  ij= ∇ ,   w e  h a v e

u i j n
u

u
κ i n0,  f or 1,  a n d  ,  f or  ,ij

ii
i
u

∣ ∣
= ≠ ≤ −

∇
≕ ≠ (1 0 )

w h er e κ κ, ,u
n
u

1 1… − ar e t h e pri n ci p al c ur v at ur e s of l e v el s et s  of u wit h r e s p e ct t o E n , i. e., t h e y  ar e  ei g e n v al u e s

c orr e s p o n di n g t o E E, , n1 1… − of t h e  s h a p e  o p er at or X νX↦ ∇ o n t h e t a n g e nt  s p a c e  of l e v el  s et s  of u ,   w h er e

ν u u∣ ∣≔ ∇   / ∇ .   W e  s et κ κ κ, ,u
u

n
u

1 1( )≔ … − . S o σ κr
u( ) i s  t h e r th m e a n  c ur v at ur e of  t h e  l e v el  s et  of u at p . I n

p arti c ul ar, σ κn
u

1( )− i s t h e G a u s s -Kr o n e c k er c ur v at ur e of t h e l e v el s et s.  T h e  n e xt  o b s er v ati o n  g e n er ali z e s [1 3 ,

L e m. 4. 1 ].

L e m m a  2. 2.

σ κ
u u

u

,
.r

u r
u

r 2
( )

( )

∣ ∣
=

⟨ ∇ ∇ ⟩

∇ +

P r o of. (5 ) t o g et h er wit h (9 ) a n d (1 0 ) yi el d s t h at

u u

u r
δ u   u

u u

u

r
δ

u u

u

u

u

r
δ κ κ

1

1

1
. □

r
u

ij
i j

r jj  j
ii  i

i j   i j
i j

r

nj  j
ni  i i j   i j

r

n

ni  i
ni  i

i
u

i
u

2 2

2

2

r

r
r r

r

r r r

r

r

r

1

1
1 1

1

1 1 1

1

1

1

( )
∣ ∣ ∣ ∣

∣ ∣   ∣ ∣

∇
=

!
⋯

∇

=
!

⋯

∇
⋅

∇

=
!

…

+ ⋯
⋯

+

⋯
⋯

⋯
⋯

3  C o m p ari s o n f or m ul a

H er e,   w e  e st a bli s h t h e   m ai n r e s ult  of t hi s   w or k.  F or  a 1, 1 h y p er s urf a c e Γ i n  a   Ri e m a n ni a n n -m a nif ol d M ,

ori e nt e d  b y  a  c h oi c e  of  n or m al  v e ct or fi el d ν ,  a n d r n0 1≤ ≤   − ,   w e l et

σ κΓr r

Γ

( )   ( )∫≔

b e t h e t ot al r th m e a n c ur v at ur e of Γ ,   w h er e κ κ κ, , n1 1( )≔ … − d e n ot e s pri n ci p al c ur v at ur e s of Γ wit h r e s p e ct t o

ν .   N ot e t h at Γ Γ0 ( )   ∣ ∣= , t h e v ol u m e of Γ , si n c e σ 10 = , a n d Γn 1( )− i s t h e t ot al   G a u s s-Kr o n e c k er c ur v at ur e of

Γ (d e n ot e d  b y Γ( ) i n [1 3 ]). A d o m ai n MΩ ⊂ i s  a n  o p e n  s et   wit h  a  c o m p a ct  cl o s ur e cl   Ω( ). If Γ b o u n d s  a

d o m ai n Ω , t h e n b y c o n v e nti o n   w e s et Γ Ω1( )   ∣ ∣≔− , t h e v ol u m e of Ω . T h e f oll o wi n g t h e or e m g e n er ali z e s [1 3,

T h m. 4. 7 ],   w h er e t hi s r e s ult  h a d b e e n e st a bli s h e d f or r n 1= − . It al s o  u s e s l e s s r e g ul arit y t h a n   w a s r e q uir e d

i n [1 3,  T h m.  4. 7 ].

T h e o r e m  3. 1. L et Γ a n d γ b e  cl o s e d 1, 1 h y p er s urf a c e s i n  a   Ri e m a n ni a n  n -m a nif ol d   M  b o u n di n g  d o m ai n s Ω

a n d   D, r e s p e cti v el y,   wit h Dcl   Ω( ) ⊂ . S u p p o s e t h er e  e xi st s  a 1, 1 f u n cti o n u o n Dcl   Ω( )⧹ wit h u 0∇ ≠ , w hi c h i s

c o n st a nt  o n Γ a n d γ .  L et κ κ κ, ,u u
n
u

1 1( )≔ … − b e  t h e  pri n ci p al  c ur v at ur e s  of  l e v el  s et s  of  u   wit h  r e s p e ct  t o

E u un ∣ ∣≔ ∇   / ∇ , a n d l et E E, , n1 1… − b e t h e  c orr e s p o n di n g  pri n ci p al  dir e cti o n s.  T h e n, f or r n0 1≤ ≤   − ,
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γ r   σ κ   κ κ K
u

κ κ u RΓ 1
1

,r r

D

r
u

D

i
u

i
u

i n i
u

i
u

i i i i n

Ω

1

Ω

r r r r r r   r1 1 1 2 1 1
⎜ ⎟( )   ( )   (   )   (   ) ⎛

⎝ ∣ ∣
∣ ∣ ⎞

⎠
∫ ∫ ∑ ∑− = +   + − … +

∇
… ∇

⧹

+

⧹

− − − −

w h er e u ui Ei∣ ∣   ∣ ∣∇ ≔ ∇ ∇ , R R E E E E, ,   ,ij kl  i  j  k  l( )= ar e c o m p o n e nt s  of t h e   Ri e m a n n c ur v at ur e t e n s or  of M , K Rij  ijij=

i s  t h e  s e cti o n al  c ur v at ur e,  a n d  t h e  s u m m ati o n s  t a k e  pl a c e  o v er  di sti n ct  v al u e s  of i i n1 , , 1r1≤ …   ≤ − , wit h

i ir1 1< ⋯ < − i n t h e fi r st  s u m  a n d i ir1 2< ⋯ < − i n t h e  s e c o n d  s u m.

P r o of. B y  L e m m a s  2. 1 a n d  2. 2,

u

u
r σ κ

u

u
di v 1 di v  , .r

u
r r

u
r
u

r1 1 1
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛

⎝

⎛

⎝ ∣ ∣
⎞

⎠

⎞

⎠
( ) ( )   ( )

∣ ∣

∇

∇
= +   +

∇

∇+ + +
(1 1 )

B y  St o k e s ’ t h e or e m  a n d  L e m m a  2. 2,

u

u

u

u

u

u
γdi v , Γ .

D

r
u

r

γ

r
u

r r r

Ω

1

Γ

1
⎜ ⎟⎜ ⎟   ⎜ ⎟
⎛

⎝

⎛

⎝ ∣ ∣
⎞

⎠

⎞

⎠

⎛

⎝ ∣ ∣
⎞

⎠ ∣ ∣
( )   ( )∫ ∫∇

∇
=

∇

∇

∇

∇
= −

⧹

+

∪

+

S o i nt e gr ati n g  b ot h  si d e s  of (1 1 ) yi el d s

γ r   σ κ
u

u
Γ 1  d iv , .r r

D

r
u

D

r
u

r

Ω

1

Ω

1
( )   ( )   (   )   (   )   (   )

∣ ∣
∫ ∫− = +   +

∇

∇
⧹

+

⧹

+

U si n g (6 ) a n d (9 ), w e  h a v e

u

u r
δ u   u   R

u u

u

r
δ

u

u

u

u
R

di v  ,
1

1

1

1
.

r
u

r jj  j
ii  i

i j   i   j   ij i k
k j

r

nj  j
ii  i i j   i   j

ij i  n

1 1r

r
r r r r

r

r r r

r r

1

1
1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

( )
∣ ∣   (   )  ∣ ∣

(   )   ∣ ∣   ∣ ∣

∇

∇
=

− !
⋯

∇

=
− !   ∇

⋯
∇

+ …
…

+

…
…

− −

− −

T h e l a st  e x pr e s si o n   m a y  b e   writt e n  a s t h e  s u m  of t w o  c o m p o n e nt s, A a n d B ,   w hi c h  c o n si st  of t er m s   wit h

i n= a n d i n≠ , r e s p e cti v el y.   N ot e t h at   w e   m a y a s s u m e j j n, , r1 … ≠ , f or ot h er wi s e δ 0nj  j
ii  i

r

r

1

1 =…
… .  T o c o m p ut e A ,

n ot e t h at if i n= , t h e n f or δ nj  j
i i   i

r

r

1

1
…
… n ot t o  v a ni s h,   w e   m u st  h a v e i i n, , r1 … ≠ .  T h e n,  b y (1 0 ), u 0i jk k

= u nl e s s

i jk k= ,   w hi c h  yi el d s t h at

A
r

δ
u

u

u

u
R κ κ K

1

1
,ni  i

ni  i i i  i  i
ni i n i

u
i
u

i nr

r r r

r r r r1

1 1 1 1   1

1 1(   )   ∣ ∣   ∣ ∣
∑=

− !   ∇
⋯

∇
= −   ……

… − −

−

w h er e t h e s u m r a n g e s  o v er  all  di sti n ct  v al u e s  of i i n1 , , 1r1≤ …   ≤ − ,   wit h i ir1 1< ⋯ < − a s  d e sir e d.  T o fi n d B

n ot e  t h at  if i n≠ ,  t h e n  f or δ nj  j
i i   i

r

r

1

1
…
… n ot  t o  v a ni s h,   w e   m u st  h a v e i nk = f or  s o m e k r1 ≤ ≤ . If k r= ,  t h e n

R R 0ij i  n  ij  n nr r k
= = .  I n  p arti c ul ar, B 0= w h e n r 1= .   N o w  a s s u m e  t h at r 2≥ .  T h e n,   w e   m a y  a s s u m e  t h at

k r≠ , or i nr ≠ .  T h e n,  b y (1 0 ), u 0i jr r
= u nl e s s i jr r= .  S o,   w e   m a y  a s s u m e  t h at i jr r= f or r k≠ ,   w hi c h  i n

t ur n i m pli e s t h at j ik = .  T h u s, B Bk
r

k1
1= ∑ =

− ,   w h er e

B
r

δ
u

u

u

u

u

u

u

u

u

u
R

r
κ κ

u

u
κ κ R

1

1

1

1
,

k ni  i  i  i  i
i i   i   ni   i i i i i ni i i i i

ii i n

i
u

i
u i

i
u

i
u

ii i n

k k   r

k k   r k k k k r r

r r

k k r r r

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1   1 1

(   ) ∣ ∣   ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣   ∣ ∣

( )

∣ ∣

∣ ∣
∑

=
− !  ∇

…
∇ ∇ ∇

…
∇

=
−

−
…

∇

∇
…

… …
… …

− +

− + − − + + − −

− + −

si n c e u un ∣ ∣= ∇ .   H er e,  t h e  s u m  r a n g e s  o v er  all  di sti n ct  i n di c e s i i   i   i   i   n1 , ,   ,   ,   ,   , 1k k   r1 1≤ …   … ≤ −− ,   wit h

i i i   ik k   r1 1 1 1< ⋯ <   <   < ⋯ <− +   − .   N ot e t h at B B r1 1= ⋯ = − .  T h u s,

B r B
u

κ κ u R1
1

,r i
u

i
u

i i ii n1 r r r1 2
( )

∣ ∣
∣ ∣∑= −   =

∇
… ∇− −

w hi c h  c o m pl et e s t h e  pr o of (aft er r e n a mi n g i t o ir 1− ). □

T ot al   m e a n  c ur v at ur e s  of  Ri e m a n ni a n  h y p er s urf a c e s  5



4   A p pli c ati o n s

H er e,   w e  d e v el o p s o m e c o n s e q u e n c e s of  T h e or e m 3. 1 .   A s u b s et of a  C art a n-H a d a m ar d m a nif ol d M i s c o n v e x

if it c o nt ai n s t h e (u ni q u e ) g e o d e si c s e g m e nt c o n n e cti n g e v er y p air of it s p oi nt s.   A c o n v e x h y p er s urf a c e MΓ ⊂

i s t h e b o u n d ar y of a c o m p a ct c o n v e x s et   wit h i nt eri or p oi nt s. If Γ i s of cl a s s 1, 1 , t h e n it s pri n ci p al c ur v at ur e s

ar e  n o n n e g ati v e  at  all  t wi c e  di ff er e nti a bl e  p oi nt s   wit h  r e s p e ct  t o  t h e  o ut w ar d  n or m al.  C o n v er s el y,  if  t h e

pri n ci p al c ur v at ur e s  of a cl o s e d  h y p er s urf a c e MΓ ⊂ ar e all  n o n n e g ati v e, t h e n Γ i s c o n v e x [1 ].  S e e [1 3,  S e c. 2

a n d 3 ] f or t h e  b a si c  pr o p erti e s of c o n v e x s et s i n  C art a n-H a d a m ar d   m a nif ol d s.   A s et i s n e st e d i n si d e Γ if it li e s

i n t h e  c o n v e x  d o m ai n  b o u n d e d  b y Γ .

C o r oll a r y   4. 1. L et Γ a n d γ b e 1, 1 c o n v e x  h y p er s urf a c e s i n  a  C art a n -H a d a m ar d n -m a nif ol d.  S u p p o s e t h at γ i s

n e st e d i n si d e Γ . T h e n , γΓ1 1( )   ( )≥ .

P r o of. S etti n g r 1= i n t h e  c o m p ari s o n f or m ul a  of  T h e or e m  3. 1 yi el d s

γ σ κ
u

u
Γ 2   R ic ,

D

u

D

1 1

Ω

2

Ω

⎜ ⎟( )   ( )   (   ) ⎛

⎝ ∣ ∣
⎞

⎠
∫ ∫− =   −

∇

∇
⧹ ⧹

(1 2 )

w h er e   Ri c  st a n d s f or   Ri c ci  c ur v at ur e;   m or e  e x pli citl y, i n  a  pri n ci p al  c ur v at ur e fr a m e   w h er e E u un ∣ ∣≔ ∇   / ∇ ,

ERi c n( ) i s t h e s u m  of s e cti o n al c ur v at ur e s K in , f or i n1 1≤ ≤   − . S o ERi c 0n( ) ≤ . If Γ a n d γ ar e s m o ot h ( ∞ )

a n d  stri ctl y  c o n v e x,   w e   m a y l et u i n  T h e or e m  3. 1 b e  a f u n cti o n   wit h  c o n v e x l e v el  s et s [4, L e m.  1 ].  T h e n,

σ κ 0u
2 ( ) ≥ ,   w hi c h  yi el d s γΓ1 1( )   ( )≥ a s  d e sir e d.  T hi s  c o m pl et e s t h e  pr o of  si n c e   w e   m a y  a p pr o xi m at e Γ

a n d γ b y  s m o ot h  stri ctl y  c o n v e x  h y p er s urf a c e s,  e. g.,  b y  a p pl yi n g  t h e   Gr e e n e -W u  c o n v ol uti o n  t o  t h eir

di st a n c e  f u n cti o n s,  s e e [1 2,  L e m.  3. 3 ];  f urt h er m or e,  t ot al   m e a n  c ur v at ur e s   will  c o n v er g e  h er e  si n c e  t h e y

c o n stit ut e “ v al u ati o n s ” i n t h e  s e n s e  of i nt e gr al  g e o m etr y,  s e e [1 3,   N ot e  3. 7 ] or [3,  Pr o p.  3. 8 ]. □

D e k st er [9 ] c o n str u ct e d e x a m pl e s  of  n e st e d  c o n v e x  h y p er s urf a c e s  i n  C art a n -H a d a m ar d   m a nif ol d s

w h er e  t h e   m o n ot o ni cit y  pr o p ert y  i n  t h e  l a st  r e s ult  d o e s  n ot  h ol d  f or   G a u s s -Kr o n e c k er  c ur v at ur e.  S o  t h e

af or e m e nti o n e d  c or oll ar y  c a n n ot  b e  e xt e n d e d t o  all   m e a n  c ur v at ur e s   wit h o ut f urt h er  a s s u m pti o n s,   w hi c h

w e   will  di s c u s s  b el o w.  Fir st,   w e  n e e d t o r e c or d t h e f oll o wi n g  o b s er v ati o n.

L e m m a   4. 2. L et S ρ b e  a g e o d e si c s p h er e of r a di u s ρ c e nt er e d  at  a  p oi nt i n  a   Ri e m a n ni a n   m a nif ol d.   A s ρ 0→ ,

Sr ρ( ) c o n v er g e s t o 0 f or r n 2≤ − a n d t o S n 1∣ ∣− f or r n 1= − .

P r o of. A  p o w er s eri e s  e x p a n si o n [6 ,  T h m.  3. 1] of t h e s e c o n d f u n d a m e nt al f or m  of S ρ i n  n or m al c o or di n at e s

s h o w s t h at t h e  pri n ci p al  c ur v at ur e s  of S ρ ar e  gi v e n  b y κ O ρ   ρ1i
ρ 2( ( ))= +   / . S o

σ κ n
r ρ

O ρ1 1
1 .r

ρ
r

2( )  (   ( ))( )= − +

A n ot h er  p o w er  s eri e s  e x p a n si o n [1 5 ,  T h m.  3. 1] yi el d s

S ρ O ρS 1 .ρ
n n1 1   2∣ ∣   ∣   ∣   (   (   ))= +− −

S o, it f oll o w s t h at

S n
r

ρ O ρS1 1 ,r ρ
n n r1 1   2( )   ∣   ∣   (   ( ))( )= − +− − −

w hi c h  c o m pl et e s t h e  pr o of. □

G all e g o  a n d  S ol a n e s s h o w e d [1 0 ,  C or. 3. 2] t h at if Γ i s  a c o n v e x  h y p er s urf a c e  b o u n di n g  a  d o m ai n Ω i n  a

h y p er b oli c n -s p a c e  of  c o n st a nt  c ur v at ur e a 0< , t h e n

n aΓ 1 Ω .1
2( )   (   )   ∣   ∣> −   −
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W h e n  c o m p ari n g f or m ul a s,  n ot e t h at i n [1 0 ], m e a n  c ur v at ur e i s  d e fi n e d  a s t h e a v er a g e of κ i,  a s  o p p o s e d t o

t h e s u m of κ i,   w hi c h i s o ur c o n v e nti o n. L ar g e  b all s s h o w t h at t h e a b o v e i n e q u alit y i s s h ar p.   H er e,   w e e xt e n d

t hi s i n e q u alit y t o  C art a n-H a d a m ar d  3 -m a nif ol d s  a s f oll o w s:

C o r oll a r y   4. 3. L et Γ b e a 1, 1 c o n v e x h y p er s urf a c e i n a C art a n -H a d a m ar d n -m a nif ol d   M b o u n di n g a d o m ai n Ω .

S u p p o s e t h at  c ur v at ur e  of   M i s  b o u n d e d  a b o v e  b y a 0≤ . T h e n ,

n aΓ 1 Ω .1( )   (   ) ∣   ∣> −   −

F urt h er m or e, if n 3= , t h e n

aΓ 4 Ω .1( )   ∣   ∣> −

P r o of. L et γ γ ρ= i n (1 2 ) b e a g e o d e si c s p h er e of r a di u s ρ .   B y L e m m a 4. 2, γ 0ρ1( ) → a s ρ 0→ ,   w hi c h yi el d s

σ κ
u

u
n aΓ 2   Ri c  1 Ω ,u

1

Ω

2

Ω

⎜ ⎟( )   (   ) ⎛

⎝ ∣ ∣
⎞

⎠
( ) ∣ ∣∫ ∫= −

∇

∇
> −   −

a s  d e sir e d.   W h e n n 3= ,   G a u s s’ e q u ati o n  st at e s t h at

σ κ K K ,u u
M
u

2 ( ) = −

w h er e K u i s t h e s e cti o n al c ur v at ur e  of l e v el s et s  of u a n d K M
u i s t h e s e cti o n al c ur v at ur e  of M wit h r e s p e ct t o

t a n g e nt  pl a n e s t o l e v el  s et s  of u .  T h u s,

K K
u

u
aΓ 2   2   Ri c   4 Ω ,u

M
u

1

Ω Ω Ω

⎜ ⎟( ) ⎛

⎝ ∣ ∣
⎞

⎠
∣ ∣∫ ∫ ∫= −   −

∇

∇
> −

w hi c h  c o m pl et e s t h e  pr o of. □

W e s a y Γ i s  a n o ut er  p ar all el  h y p er s urf a c e of  a c o n v e x  h y p er s urf a c e γ if  all  p oi nt s  of Γ ar e  at  a c o n st a nt

di st a n c e λ 0≥ fr o m  t h e  c o n v e x  d o m ai n  b o u n d e d  b y γ .  Si n c e  t h e  di st a n c e  f u n cti o n  of  a  c o n v e x  s et  i n  a

C art a n -H a d a m ar d   m a nif ol d i s  c o n v e x [5 ,  Pr o p.  2. 4], Γ i s  c o n v e x.  F urt h er m or e, Γ i s 1, 1 f or λ 0> [1 3,  L e m.

2. 6 ]. T h e f oll o wi n g c or oll ar y g e n er ali z e s [1 3, C or. 5. 3 ] a n d a t h e or e m of S c hr o e d er -Str a k e [2 1, T h m. 3 ],   w h er e

t hi s r e s ult   w a s  e st a bli s h e d f or   G a u s s-Kr o n e c k er  c ur v at ur e;  s e e  al s o [1 3,   N ot e  6. 9 ].

C o r oll a r y   4. 4. L et M  b e  a  C art a n -H a d a m ar d  n -m a nif ol d,  a n d Γ a n d γ b e 1, 1 c o n v e x  h y p er s urf a c e s i n   M.

S u p p o s e t h at Γ i s  a n  o ut er  p ar all el  h y p er s urf a c e  of γ . T h e n , γΓr r( )   ( )≥ f or r n1 1≤ ≤   − .

P r o of. W e   m a y l et u i n  T h e or e m 3. 1 b e t h e  di st a n c e f u n cti o n of t h e c o n v e x  d o m ai n  b o u n d e d  b y Γ .  T h e n, u∣ ∣∇

i s  c o n st a nt  o n l e v el  s et s  of u .  S o, u 0i∣ ∣∇ = f or i n1 1≤ ≤   − ,   w hi c h  yi el d s

γ r   σ κ a n r   σ κΓ 1 ,r r

D

r
u

D

r
u

Ω

1

Ω

1( )   ( )   (   )   ( )   (   )   ( )∫ ∫− ≥ +   − −

⧹

+

⧹

−

w h er e a 0≤ i s t h e  u p p er  b o u n d f or  s e cti o n al  c ur v at ur e s  of M .  Si n c e u i s  c o n v e x, σ κ 0r
u( ) ≥ ,   w hi c h  c o m-

pl et e s t h e  pr o of. □

T h e  n e xt  r e s ult  g e n er ali z e s [1 3 ,  C or.  5. 2] a n d o b s er v ati o n  of   B or b el y [4,  T h m.  1 ] f or   G a u s s-Kr o n e c k er

c ur v at ur e.

C o r oll a r y   4. 5. L et M  b e  a  C art a n -H a d a m ar d  n -m a nif ol d   wit h c o n st a nt c ur v at ur e,  a n d Γ a n d γ b e 1, 1 c o n v e x

h y p er s urf a c e s i n   M,   wit h γ n e st e d i n si d e Γ . T h e n , γΓr r( )   ( )≥ , f or r n1 1≤ ≤   − .

P r o of. A g ai n   w e   m a y  a s s u m e t h at t h e f u n cti o n u i n  T h e or e m  3. 1 i s  c o n v e x [4, L e m.  1 ]. If M h a s  c o n st a nt

c ur v at ur e a , t h e n R a δ δ δ δij k  i k  j  i  j k( )= −ℓ ℓ ℓ .  T h u s,  T h e or e m  3. 1  yi el d s

T ot al   m e a n  c ur v at ur e s  of  Ri e m a n ni a n  h y p er s urf a c e s  7



γ r   σ κ a n r   σ κΓ 1 .r r

D

r
u

D

r
u

Ω

1

Ω

1( )   ( )   (   )   ( )   (   )   ( )∫ ∫− = +   − −

⧹

+

⧹

− (1 3 )

B y  a s s u m pti o n a 0≤ ,  a n d  si n c e u i s  c o n v e x, σ κ 0r
u( ) ≥ ,   w hi c h  c o m pl et e s t h e  pr o of. □

T h e  a b o v e r e s ult  h a d  b e e n  o b s er v e d  e arli er  b y  S ol a n e s [2 2 ,  C or.  9]. It i s  d u e t o t h e i nt e gr al f or m ul a f or

q u er m a s si nt e gr al s [2 2,   D ef.  2. 1 ],   w hi c h i m m e di at el y  yi el d s t h at  q u er m a s si nt e gr al s  of  c o n v e x  d o m ai n s  ar e

i n cr e a si n g   wit h  r e s p e ct t o i n cl u si o n.   M o n ot o ni cit y  of t ot al   m e a n  c ur v at ur e s f oll o w s  d u e t o  a f or m ul a [2 2,

Pr o p.  7 ] r el ati n g  q u er m a s si nt e gr al s t o t ot al   m e a n  c ur v at ur e s.   A s  a n  a p pli c ati o n  of t h e l a st  c or oll ar y,  o n e

m a y e xt e n d t h e  d e fi niti o n  of t ot al   m e a n c ur v at ur e s t o  n o n -r e g ul ar c o n v e x  h y p er s urf a c e s a s f oll o w s. If Γ i s a

c o n v e x  h y p er s urf a c e i n  a  C art a n -H a d a m ar d   m a nif ol d,  t h e n it s  o ut er  p ar all el  h y p er s urf a c e  at  di st a n c e ε ,

d e n ot e d  b y Γ ε , i s 1, 1 f or  all ε 0> [1 3,  L e m.  2. 6 ]. S o Γr
ε( ) i s   w ell  d efi n e d.   B y  C or oll ar y  4. 4, Γr

ε( ) i s

d e cr e a si n g i n ε .   H e n c e, it s li mit  a s ε 0→ e xi st s,  a n d   w e   m a y  s et Γ li m   Γ .r ε r
ε

0( )  (   )≔ →

N e xt,   w e  d eri v e  a  f or m ul a  t h at  a p p e ar s  i n  S ol a n e s [2 2 , (1 ) a n d (2 )] a n d f oll o w s  fr o m   G a u s s-B o n n et -

C h er n t h e or e m s [8, 7 ]; s e e al s o [2 2, C or. 8 ].   H er e k !! ,   w h e n k i s a p o siti v e i nt e g er, st a n d s f or t h e pr o d u ct of all

p o siti v e  o d d (e v e n ) i nt e g er s  u p t o k ,   w h e n k i s  o d d (e v e n ).  F or k 0≤ ,   w e  s et k 1!!  = .

C o r oll a r y   4. 6. L et Γ b e  a cl o s e d 1, 1 h y p er s urf a c e i n  a n  n -m a nif ol d   M  b o u n di n g  a  d o m ai n Ω . S u p p o s e t h at   M

h a s  c o n st a nt  c ur v at ur e  a,  a n d cl   Ω( ) i s  diff e o m or p hi c t o  a  b all.  T h e n ,

i n i

n
aSΓ

2 1   2 2

2
Γ .n

n

i

n n

i
n i1

1

1

m o d  2
2

2 1( )   ∣   ∣
( ) (   )

( )
( )

( )

∑= −
− !!   −   − !!

− !!
−

−

=

−

− −

P r o of. L et ϕ B: cl Ω n( ) → b e a  di ff e o m or p hi s m t o t h e  u nit  b all i n R n a n d s et u x ϕ x 2( )   ∣   ( )∣≔ .   All r e g ul ar l e v el

s et s γ of u s ati sf y (1 3 ). F urt h er m or e, t h e s e l e v el s et s ar e c o n v e x  n e ar t h e   mi ni m u m  p oi nt x 0 of u , si n c e u h a s

p o siti v e  d e fi nit e   H e s si a n  at x 0 .  S o  b y  C or oll ar y  4. 5, f or t h e s e  s m all l e v el  s et s,

S γ S ,r r r( )   ( )   (   )≤ ≤ ′

w h er e S a n d S ′ ar e  g e o d e si c s p h er e s  c e nt er e d  at x 0 s u c h t h at S i s  n e st e d i n si d e γ a n d γ i s  n e st e d i n si d e S ′.

C o n s e q u e ntl y,  b y  L e m m a  4. 2 , a s γ s hri n k s  t o x 0 , γn 1( )− c o n v er g e s  t o S n 1∣ ∣− ,   w hil e γr( ) v a ni s h e s  f or

r n 2≤ − .  T h u s,  si n c e σ κ 0n
u( ) = , (1 3 ) yi el d s

a σ   κSΓn
n

n
u

1
1

Ω

2( )   ∣   ∣   (   )∫= −−
−

−

a n d

σ κ
r

a n   r

r
σ κ

1
Γ

1
r

u
r r

u

Ω

1

Ω

2( )   ( )
( )

( )∫ ∫= +
− +

− −

f or r n 2≤ − .   U si n g t h e s e  e x pr e s si o n s it er ati v el y  c o m pl et e s t h e  pr o of. □

Fi n all y,   w e  i n cl u d e  a  c h ar a ct eri z ati o n  f or  h y p er b oli c  b all s,   w hi c h  e xt e n d s  t o  all   m e a n  c ur v at ur e s  a

pr e vi o u s r e s ult  of t h e  a ut h or s  o n   G a u s s -Kr o n e c k er  c ur v at ur e [1 3 ,  C or.  5. 5].

C o r oll a r y   4. 7. L et M b e a  C art a n -H a d a m ar d n -m a nif ol d   wit h c ur v at ur e a 0≤ ≤ , a n d B ρ b e a b all of r a di u s ρ i n

M . T h e n, f or r n1 1≤ ≤   − ,

B B ,r ρ   r ρ
a( )   ( )∂ ≥   ∂

w h er e B ρ
a d e n ot e s  a  b all of r a di u s ρ i n  a   m a nif ol d of c o n st a nt c ur v at ur e  a.  E q u alit y h ol d s o nl y if B ρ i s i s o m etri c

t o B ρ
a .
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P r o of. F or r n 1= − , t h e  d e sir e d i n e q u alit y  h a s  alr e a d y  b e e n  e st a bli s h e d [1 3 ,  C or.  5. 5]. S u p p o s e t h e n t h at

r n 2≤ − .   W e   will  s h o w t h at

B r   σ κ a n r σ κ   B1 .r ρ

B

r
u

B

r
u

r ρ
a

1 1

ρ ρ

(   )   (   )   ( )   (   )   ( )   (   )∫ ∫∂ ≥ +   −   −   ≥   ∂+ − (1 4 )

L etti n g u b e t h e  di st a n c e s q u ar e d f u n cti o n fr o m t h e  c e nt er o of B ρ ,  a n d γ s hri n k t o o i n  T h e or e m  3. 1,  yi el d s

t h e fi r st i n e q u alit y  i n (1 4 ) vi a  L e m m a  4. 2.  T h e  pri n ci p al  c ur v at ur e s  of B ρ∂ ar e  b o u n d e d  b el o w  b y

a a ρc ot h ( )− − [1 6,  p.  1 8 4 ],   w hi c h  ar e  t h e  pri n ci p al  c ur v at ur e s  of B ρ
a∂ .   H e n c e,  t h e   m e a n  c ur v at ur e s  of

B ρ∂ s ati sf y

σ κ n
r

a a ρ σ κ1 c ot h ,r
u r

r
a u( )   (   (   ))   ( )( )≥ − − − =

w h er e σ κr
a u( ) ar e t h e   m e a n c ur v at ur e s  of B ρ

a∂ .  F urt h er m or e, if A ρ   θ   θ, d( ) d e n ot e s t h e  v ol u m e  el e m e nt  of B ρ∂

i n  g e o d e si c  s p h eri c al  c o or di n at e s, t h e n  b y [1 6 , (1. 5. 4 )],

A ρ   θ
a ρ

a
A ρ θ,

si n h
, ,

n
a

1

( ) ⎛
⎝

( ) ⎞
⎠

( )≥
−

−
=

−

w h er e A ρ θ   θ, da ( ) i s t h e  v ol u m e  el e m e nt  of B ρ
a∂ ;  s e e [1 3 ,  C or.  5. 5]. T h u s,

σ κ   σ   κ   A t θ   θ t   σ   κ, d d   ,

B

r
u

ρ

r
a u a

B

r
a u

S0ρ
n

ρ
a1

( )   ( ) (   )   ( )∫ ∫ ∫   ∫≥ =
−

w hi c h yi el d s t h e s e c o n d i n e q u alit y i n (1 4 ). If B Br ρ   r ρ
a( )   ( )∂ =   ∂ , t h e n e q u alit y  h ol d s i n t h e fi r st i n e q u alit y

of (1 4 ). S o K ar n = , i. e., t h e r a di al s e cti o n al  c ur v at ur e s  of B ρ ar e  c o n st a nt,   w hi c h f or c e s B ρ t o  h a v e c o n st a nt

c ur v at ur e a [1 3,  L e m.  5. 4 ].   H e n c e, B ρ i s i s o m etri c t o B ρ
a . □

F u n di n g i nf or m ati o n : T h e r e s e ar c h of   M. G.   w a s s u p p ort e d b y   N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n gr a nt   D M S -2 2 0 2 3 3 7

a n d  a  Si m o n s  F ell o w s hi p.  T h e r e s e ar c h  of J. S.   w a s s u p p ort e d  b y  a  Si m o n s  C oll a b or ati o n   Gr a nt.

C o n fl i ct  of i nt er e st: A ut h or s  st at e  n o  c o n fl i ct  of i nt er e st.
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