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❙②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❙❆P❚✮ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✲

✐❡s ♦❢ ♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡

❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢

✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s s✉♠s ♦❢ s❡✈✲

❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ✐t

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✱

✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❡❛❝❤ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱

✈❛❧✐❞ ❛t ❛♥② ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ R✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛t ❧❛r❣❡ R✱ ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ s❡❛♠❧❡ss❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝

♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ R✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤✐s

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❜② r✐❣♦r♦✉s❧② r❡❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s t♦

♠♦♥♦♠❡rs✬ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ ♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②❀ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳
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❲❡❛❦ ♦r ♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭◆❈■s✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❛s❡s✱ ❧✐q✉✐❞s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s✱ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❛♥❞ s♦❢t ❝♦♥❞❡♥s❡❞

♠❛tt❡r✳ ❚❤✉s✱ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛tt❡r t❤❛t s✉rr♦✉♥❞s

✉s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❋❡②♥♠❛♥ ✐♥ ❤✐s ✏▲❡❝t✉r❡s ♦♥

P❤②s✐❝s✑ st❛t❡❞ t❤❛t ✏■❢✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛t❛❝❧②s♠✱ ❛❧❧ ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ❞❡str♦②❡❞✱

❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ s❡♥t❡♥❝❡ ♣❛ss❡❞ ♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝r❡❛t✉r❡s✱ ✇❤❛t st❛t❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞

❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❡✇❡st ✇♦r❞s❄ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♦r

t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢❛❝t✱ ♦r ✇❤❛t❡✈❡r ②♦✉ ✇✐s❤ t♦ ❝❛❧❧ ✐t✮ t❤❛t ❛❧❧ t❤✐♥❣s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛t♦♠s✖❧✐tt❧❡

♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♠♦✈❡ ❛r♦✉♥❞ ✐♥ ♣❡r♣❡t✉❛❧ ♠♦t✐♦♥✱ ❛ttr❛❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❛ ❧✐tt❧❡

❞✐st❛♥❝❡ ❛♣❛rt✱ ❜✉t r❡♣❡❧❧✐♥❣ ✉♣♦♥ ❜❡✐♥❣ sq✉❡❡③❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✑ ❬❛❧t❤♦✉❣❤ ❋❡②♥♠❛♥ t❛❧❦s

❛❜♦✉t ❛t♦♠s✱ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤✐s s❡♥t❡♥❝❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s❪✳ ◆❈■s

❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✭❝♦✈❛❧❡♥t✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t

❜✐♥❞ ❛t♦♠s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ♦❢ str❡♥❣t❤s ♠❛❦❡s ✐t ♥❛t✉r❛❧ t♦ st✉❞② ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s s②♠♠❡tr②✲

❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❙❆P❚✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢

s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs✱ H0 = HA+HB + . . . ✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r V t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts

❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦♥♦♠❡r ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

♠♦♥♦♠❡rs✿ V = VAB + VAC + VBC + . . . ✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦t❤✲♦r❞❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ♦❢

t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ H0Φ0 = E0Φ0✱ ✐s t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❢r❡❡✱

♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❞✉❝t ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ s✐♥❝❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♥♦♠❡rs ❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ s✉❝❤ ♣r♦❞✉❝t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡❞ t♦ s❛t✐s❢② P❛✉❧✐✬s ❡①❝❧✉s✐♦♥

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤r❛s❡ ✏s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞✑✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r

s❡♣❛r❛t✐♦♥s R✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♠✐t t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣❡r✲

t✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❘❙P❚✮✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❛s t❡r♠❡❞ ❜② ❍✐rs❝❤❢❡❧❞❡r✶ t❤❡ ✏♣♦❧❛r✐③❛✲

t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑✳ ❚❤✐s ♥❛♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡ss ✉s❡❞ r❡❝❡♥t❧② s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ✇✐t❤

t❤❡ t❡r♠ ✏♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✑ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦❢t❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❘❙P❚

❧❡❛❞s t♦ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛t s❤♦rt R ❛s ✐t ❢❛✐❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡

✷



❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢

❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s②♠♠❡tr② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❞♦

✐t✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡ ✐s t♦ ✭❛♥t✐✮s②♠♠❡tr✐③❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❙P❚ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❡❛❞✲

✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✭❙❘❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✷✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ s②♠♠❡tr② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✶✕✶✽✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❙❘❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥

♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② ❙❆P❚ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❲❤❡♥ ❙❆P❚ ✐s ❛♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✱ ♠♦♥♦♠❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

str✉❝t✉r❡ t❤❡♦r②✿ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✭❋❈■✮ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❙❆P❚ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ tr❡❛t✲

♠❡♥t ♦❢ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r V ✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❙❘❙ ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❧② ❡❛❝❤

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ E(i)✱ ✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ V ✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠♦r❡ ❛♥❞

♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♠♣r♦✈❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✢❛✈♦r ♦❢

❙❆P❚ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❙❘❙✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡s✉❧t ❢r♦♠

t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs ♦♥

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❙❆P❚ ❛r❡ ❘❡❢s✳ ✷✱ ✶✽✕✸✸✳ ■♠♣♦rt❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ✸✹✕✹✷✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❙❆P❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞✹✸✕✺✷✳ ▼♦st ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇s ❛r❡ ❘❡❢s✳ ✺✸✕✺✾✳ ❇❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ ❙❆P❚ ❛r❡ ❛❧s♦

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t❡①t❜♦♦❦s✻✵✕✻✹✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ t❤❛t

❝♦♥s✐sts ✐♥ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♥♦♠❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❇♦t❤ ✐♥✈♦❧✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r ✐♥

♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱

t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❢❡✇✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡

♠❡t❤♦❞s✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣❡♥❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t

♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ❛♥❞ t❤❡

s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛s✐s s❡t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭❇❙❙❊✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❝♦✉♥t❡r♣♦✐s❡ ♠❡t❤♦❞✻✺✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❙❆P❚ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ t❤❛t s✉❝❤ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥

✸



❞♦❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✻✻✳ ❚❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❇❙❙❊ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✉s❡

❡①♣❧✐❝✐t❧②✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❛s✐s s❡ts✻✼✱✻✽✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ♥✉♠✲

❜❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✭❊❉❆✮

♠❡t❤♦❞s✻✾✕✼✼✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡

♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❞✐✛❡r✱ ♦❢t❡♥ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ✇❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♥♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❙❆P❚✳

■♥st❡❛❞✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❢r♦♠ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❜❛s✐s✲s❡t✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡s❡ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❜❛s✐s s❡t ❧✐♠✐t ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠❛♥② ❊❉❆

♠❡t❤♦❞s✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❛❥♦r ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✱ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①✲

❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② R✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❙❆P❚ ❡♥❡r❣②✱ E(1)
elst✱ ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❤❛r❣❡

❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡♥❡r❣②✱ E(2)
ind✱ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡r ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡

✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐♥t❡r❛❝ts t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ✭❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r❡❢❛❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ■■■ ❇✮✳ ❋♦r ❝❧✉st❡rs ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❞✐♠❡rs✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝✲

t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤r❡❡✲❜♦❞② ❡♥❡r❣✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢

♠♦♥♦♠❡r ❇ ❞✉❡ t♦ ♠♦♥♦♠❡r ❆ ✐♥t❡r❛❝ts ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡♥❡r❣②✱ E(2)
disp✱ ✐s ❛ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝t ✇✐t❤

♥♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦♥♦♠❡r

✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✭❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡✲r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣②✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞✱ ❛t s♠❛❧❧ R✱ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❛❧❧ ♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✳ ❙❡❡ ❙❡❝✳ ■■■ ❢♦r r✐❣♦r♦✉s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ t❤♦s❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❛t ❧❛r❣❡ R ❛s ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✇❡rs

✹



♦❢ R✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ R ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ s❡r✐❡s ✭t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡

s❡r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✼✽✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s

❛ s❡❛♠❧❡ss ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❆P❚ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦

✐♥t❡r♣r❡t ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❛♥❞ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ❆t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ R✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

♠♦♥♦♠❡rs ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛②✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡✱

r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲♦✈❡r❧❛♣ ✭♦r ❝❤❛r❣❡✲♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✮ ❡✛❡❝ts✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✺✸✱✼✾✕✽✷✳ ❙✐♥❝❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❛♥❣ ❛♥❞ ❚♦❡♥♥✐❡s✽✸ ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡s

✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✭✵✱✶✮✱ t❤❡② ❛❧✇❛②s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆s t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❞❛♠♣❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❛❜♦✈❡

t❤❡ ✭tr✉♥❝❛t❡❞✮ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ♦♥❡s✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❞❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❘❙P❚

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✽✶✱ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❛s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ❉✉❡ t♦

t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❧✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡

✉♥❞❛♠♣❡❞ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✽✹✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■ ❊✳

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥ ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥✲

t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❙❆P❚ ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s✳ ❈❤❛♣t❡rs ✐♥ t❡①t❜♦♦❦s ❞❡✈♦t❡❞

t♦ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉s❡ ❙❆P❚ ❝♦♥❝❡♣ts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ ❙❆P❚✳

❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ✭❛✮ ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ❛t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛s✐s s❡t ❧✐♠✐ts✱ ✐✳❡✳✱ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞❀ ✭❜✮ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s

♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ R ≪ RvdW✱ ✇❤❡r❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❧♦s❡ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢

❧♦✇✲♦r❞❡r ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣②❀ ✭❝✮ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❙❆P❚ ❝❛♥ ❜❡

✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✏r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✑ ❢♦r ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s

✐♥ ❛♥ ❊❉❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡

❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❙♦♠❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢

❊❉❆ ❞♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❙❆P❚✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢

✺



s✉❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❛r ③❡r♦ s✐♥❝❡ ❙❆P❚✬s ❧♦✇✲♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉♠ ✉♣

t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ s♦ ♥♦ ❡①tr❛ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛✲

t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♣❛rts ♦❢ ❙❆P❚✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❊❉❆ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❞❞ ✉♣ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❊❉❆✱ ✐❢ ❛♥ ❊❉❆s ✐♥❝❧✉❞❡s t❡r♠s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

✇❛② ❛s ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❧✉s s♦♠❡ ❧❛r❣❡ ♥♦♥✲❙❆P❚ ❜❛s✐s✲s❡t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✭s✐♥❝❡ ❙❆P❚ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✮✳

❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❙❆P❚ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡✳ ❖♥❡ ✐s t❤❛t ✐♥

♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❙❆P❚ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞

❝❧✉st❡r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✱ ❞♦✉❜❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦♥✐t❡r❛t✐✈❡ tr✐♣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❬❈❈❙❉✭❚✮❪ ✭s❡❡ t❤❡

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ✺✾✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s t❤❛t s✐♥❝❡ ❙❆P❚ ✐s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❙❆P❚ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ s✉❜tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐♠❡r ❛♥❞ ♠♦♥♦♠❡r

❡♥❡r❣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❜tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❙❆P❚

✐s ❢r❡❡ ♦❢ ❇❙❙❊✱ ✇❤✐❧❡ ❇❙❙❊ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ ❊❉❆ r❡s✉❧ts✽✺✱✽✻✳

■■✳ ▲❊❱❊▲❙ ❖❋ ■◆❚❘▼❖◆❖▼❊❘ ❊▲❊❈❚❘❖◆ ❈❖❘❘❊▲❆❚■❖◆ ■◆ ❙❆P❚

❙❆P❚ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥ ❡①❛❝t t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛ ❤✐❣❤✲

♦r❞❡r ✐♥ V ❛♥❞ ❡①❛❝t ♠♦♥♦♠❡r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜②

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❘❙P❚✴❙❆P❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r s♠❛❧❧ ❞✐♠❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▲✐✕❍

♦r ❍❡✕❍❡✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❈■ r❡s✉❧ts✶✺✱✶✻✱✶✽✱✻✻✱✽✼✕✽✾ ✭s❡❡ ❘❡❢s✳ ✺✹ ❛♥❞ ✺✾ ❢♦r r❡✈✐❡✇s ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦✮✳ ❚♦ ❣❡t ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✱ ♠♦♥♦♠❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛t ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧✱ ❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭▼❇P❚✮ ♦r ❈❈ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t

t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮✱ s✉❝❤ ❙❆P❚

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❈❈❙❉✭❚✮ ♦♥❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜✉t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✳

❙❆P❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱

❜✉t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ❢♦r t✇♦✲❜♦❞② ❛♥❞ t❤r❡❡✲❜♦❞② s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐♠❡rs ❛♥❞

tr✐♠❡rs ✭❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧②✱ s♦ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦

❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡s✾✵✕✾✸✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♦♥❧② t✇♦✲❜♦❞② ❙❆P❚

✻



✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✳ ❋♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❜♦❞② ♣❛✐r✇✐s❡ ♥♦♥❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ s❡❡

❘❡❢s✳ ✷✸✱ ✷✽✱ ✾✵✱ ✾✹✱ ❛♥❞ ✾✺✳ ■♥ t✇♦✲❜♦❞② ❙❆P❚✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s t❤❡

s❡r✐❡s ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ V ✿

ESAPT
int = E

(1)
elst + E

(1)
exch + E

(2)
ind + E

(2)
exch−ind + E

(2)
disp + E

(2)
exch−disp + . . . ✭✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

❝♦rr❡❝t✐♦♥s E(2)
exch−ind ✭E

(2)
exch−disp✮ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥✮

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠❡r✳ ❙✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡✱

♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜✉t r❡❛❧✐st✐❝

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❍❋ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❍❋ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ V ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❚❤❡

s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

E
SAPT(HF)
int [2] = E

(10)
elst + E

(10)
exch + E

(20)
ind + E

(20)
exch−ind + E

(20)
disp + E

(20)
exch−disp, ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❍❋ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❍❋ ✭❯❈❍❋✮

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❍❋✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ✐♥

s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❍❋ ✭❈❍❋✮ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s ✭❋❉❉❙s✮✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ t❡r♠s

E
SAPT(CHF)
int [2] = E

(10)
elst + E

(10)
exch + E

(2)
ind(CHF) + E

(2)
exch−ind(CHF)

+ E
(2)
disp(CHF) + E

(2)
exch−disp(CHF). ✭✸✮

❚❤❡ ♥❛♠❡ ❈❍❋ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜✉t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❋❉❉❙s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❋ ✭❚❉✲❍❋✮✾✻✳

❚❤❡ ❈❍❋ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❡s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E(2)
disp(CHF) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡

❞❡r✐✈❡❞✾✼ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮✾✽✱ s♦ ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s

E
(2)
disp(RPA)✳ ❚❤❡ t❡r♠s E(2)

ind/exch−ind✭❈❍❋✮ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s E(20)
ind/exch−ind,resp s✐♥❝❡

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ ❈❍❋ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ♦r❜✐t❛❧s

✼



✭t❤✉s t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✏r❡s♣✑✮ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ❋♦❝❦ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲

st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡ ❙❆P❚✭❍❋✮ ❛♥❞ ❙❆P❚✭❈❍❋✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t❤❡

s❛♠❡ ✐♥ ✜rst ♦r❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t❤❡ ❯❈❍❋ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❙❆P❚✭❍❋✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞

❙❆P❚✭❯❈❍❋✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❛r❡❧② ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s E(2)
disp/exch−disp✭❈❍❋✮ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛♥ t❤❡

❝♦rr❡❝t✐♦♥s E(20)
disp/exch−disp✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t

t❤❡ s❛♠❡ ❝♦sts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✈❛r✐❛♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❙❆P❚✵✱ ✐s

ESAPT0
int = E

(10)
elst + E

(10)
exch + E

(20)
ind,resp + E

(20)
exch−ind,resp + E

(20)
disp + E

(20)
exch−disp. ✭✹✮

❙❆P❚✵ ✐s ❛ ❧♦✇✲ ♦r ❛t t❤❡ ❜❡st ❛ ♠♦❞❡r❛t❡✲❛❝❝✉r❛❝② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛②

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t ✐s t♦ ❡①♣❛♥❞ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r ❝♦rr❡✲

❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r W = WA +WB✱ ✇❤❡r❡ WX ✐s t❤❡ ▼ø❧❧❡r✲P❧❡ss❡t ✭▼P✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡r✬s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ HX ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r✬s

♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❋♦❝❦ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❙❆P❚✷✶✕✷✸✱✺✺✱✺✽✱✾✼✱✾✾✱ ✇✐t❤

❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

E(i) =
n

∑

j=0

E(ij), ✭✺✮

✇❤❡r❡ j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥W ✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼P ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r✬s

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❙❆P❚ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❆P❚✭▼Pn✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲❝❧✉st❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r

s✉♠♠❛t✐♦♥s ✐♥ W ✭❘❡❢s✳ ✾✼✱ ✾✾✕✶✵✺✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥

❜❛s❡❞ ❙❆P❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠♦♥♦♠❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❈❈❙❉ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡

❙❆P❚✭❈❈❙❉✮ ♠❡t❤♦❞✶✵✹✱✶✵✺✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❙❆P❚ ❛♥❞ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ▼❇P❚✴❈❈ ❢♦r✲

♠✉❧❛s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✾✹✱✶✵✻ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❙❆P❚ ✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❈❈❙❉✭❚✮ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❞❡s♣✐t❡

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❙❆P❚ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ tr✐♣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

♠♦♥♦♠❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✐①❡❞ ✐♥tr❛✲✴✐♥t❡r✲♠♦♥♦♠❡r tr✐♣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❆❣r❡❡✲

♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❙❆P❚ ❛♥❞ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❈❈❙❉✭❚✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r

tr✐♣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ V ✱ t❤❡

✽



❤✐❣❤❡st✲❧❡✈❡❧ t❡r♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r✸✵✱✶✵✼✱✶✵✽✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲

❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❙❆P❚

✐s ❛ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❛❝❝✉r❛t❡

s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ▼❇P❚✴❈❈ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❙❆P❚ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❋ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✐s ❛ ❧♦✇✲❝♦st ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ✐ts ❡rr♦rs ❝❛♥

❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✸✵✪ ✭st✐❧❧✱ ❙❆P❚✵ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

❍❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❙❆P❚ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❉❋❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❙❆P❚✭❉❋❚✮✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ✷✹✕✷✼✱✶✵✾✕✶✶✹✱ ✐s

❛❜♦✉t ❛s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s ❙❆P❚✭❈❍❋✮✱ ✇❤✐❧❡ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✐♥

❛❝❝✉r❛❝② t♦ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❈❈❙❉✭❚✮ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❙❆P❚ ✭s❡❡

❘❡❢s✳ ✹✷✱ ✺✾✱ ❛♥❞ ✶✶✺✮✳ ■♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮✱ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❋❚✲❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥

✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ W ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❞❡① ✐♥ E(ij) ✐s ❞r♦♣♣❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

E
SAPT(DFT)
int [2] = E

(1)
elst(KS) + E

(1)
exch(KS) + E

(2)
ind(CKS) + E

(2)
exch−ind(CKS)

+ E
(2)
disp(CKS) + E

(2)
exch−disp(CKS),

✭✻✮

✇❤❡r❡ ❑❙ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞✶✶✻✱✶✶✼ ❑♦❤♥✲

❙❤❛♠ ✭❑❙✮ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❈❑❙ st❛♥❞s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❑❙ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡s

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚ ✭❚❉✲❉❋❚✮ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡

t❤❛♥ t❤♦s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡

♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞✐♠❡rs✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❛♥❞ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✿ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r

♦♥❡s ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ♦❢ ✇r♦♥❣ s✐❣♥ ✭t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✶✽✮✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚✭❉❋❚✮✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❆P❚✭❑❙✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❑❙ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✶✵✾✱✶✶✸✳ ❚❤✐s ❙❆P❚✭❑❙✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧②

✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❙❆P❚✭❍❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙❆P❚✭❍❋✮

❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❜② t❤❡ ❑❙ ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ❙❆P❚✭❑❙✮ ❝❛❧❝✉❧❛✲

✾



t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ❛s ❙❆P❚✭❍❋✮ ♦♥❡s✱ ❜✉t ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✭♣r♦✈✐❞❡❞

t❤❛t ❑❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞✮✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❈❑❙ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

t❤❡ ❈❍❋ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❯❈❍❋ ♦♥❡s✶✶✾ ✭✐✳❡✳✱ t❤❛♥

t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s E(20)
disp✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈❍❋ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

❈❑❙ ♦♥❡s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①❛❝t✱ ✐✳❡✳✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❛❝t t♦ ✇✐t❤✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐❢ t❤❡

❡①❛❝t ❉❋❚✴❚❉✲❉❋❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥ ✭✏❡①❛❝t✑ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r

s♠❛❧❧ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s

❛♥❞ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦♥♦♠❡rs✶✷✵✱✶✷✶✮✳ ■♥t❡r❡st✲

✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈❑❙ ✈❡rs✉s ❯❈❑❙ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛❦❡s

r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡②

❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①❛❝t✳

❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✲✜tt✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✷✹✱✷✼✱✶✶✹✱✶✷✷✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt s❝❛❧❡s t❤❡♥ ❛s O(N5)✱ ✇❤❡r❡ N ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲

✜tt❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐♠❡rs

✇✐t❤ ✷✵✵ ❛t♦♠s ✐♥ ❜❛s❡s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣❧❡✲③❡t❛ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✹✵✵ ❛t♦♠s ✐♥ ❜❛s❡s ♦❢ ♣❛rt❧②

❛✉❣♠❡♥t❡❞✱ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲③❡t❛ q✉❛❧✐t②✹✷✳

■♥ ❙❆P❚✱ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥ V ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡

q✉❛♥t✐t②

δEHF
int,resp = EHF

int − E
(10)
elst − E

(10)
exch − E

(20)
ind,resp − E

(20)
exch−ind,resp, ✭✼✮

✇❤❡r❡ EHF
int ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣♦✐s❡✲❝♦rr❡❝t❡❞ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❍❋ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉✲

♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❍❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡✛❡❝ts ♣❧✉s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts t♦ ❛❧❧ ♦r❞❡rs✱ δEHF
int,resp ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡

t❤✐r❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ δEHF
int,resp t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥✲

❡r❣✐❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤②❜r✐❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥❛❧ ♣❧✉s s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜✉t s✐♥❝❡ δEHF
int,resp ✐s

r❡❛s♦♥❛❜❧② s♠❛❧❧ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣❤②s✲

✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ δEHF
int,resp ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ ❙❆P❚✳ ❚❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ δEHF
int,resp ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② r✐❣♦r♦✉s✱ ❜✉t ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r ♣♦❧❛r ♠♦♥♦♠❡rs✶✵✼✱✶✵✽✱✶✷✸✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❙❆P❚ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ❤❛✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✺✸✱ ✐✳❡✳✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s

t❤❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ♠♦♥♦♠❡r ❆ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ♠♦♥♦♠❡r ❇ ✭s✐♥❣❧❡✲

✶✵



❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❧② t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♥♦♠❡rs✺✸✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❛s❡s✱ ❜✉t ❛t s❤♦rt ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ❞✐st❛♥❝❡s ✐t

♠❛② ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥✳ ❙❝❤ä✛❡r ❛♥❞ ❏❛♥s❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥✶✷✹ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❞✐s♣❡rs✐♦♥✶✷✺

❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❲❛❧❞r♦♣ ❛♥❞ P❛t❦♦✇s❦✐✶✷✻ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲

♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

■■■✳ P❍❨❙■❈❆▲ ■◆❚❊❘P❘❊❚❆❚■❖◆ ❖❋ ❙❆P❚ ❈❖▼P❖◆❊◆❚❙

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡

♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❇❡❧♦✇✱ t❤✐s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❡r♠✲❜②✲t❡r♠ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❙❆P❚ ❢♦r✲

♠✉❧❛s✳

❆✳ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡♥❡r❣②✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

E(1) =
⟨ΨA

0 Ψ
B
0 |VA|ΨA

0 Ψ
B
0 ⟩

⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |A|ΨA

0 Ψ
B
0 ⟩

= E
(1)
elst + E

(1)
exch ✭✽✮

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r✱ ΨX
0 ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

♠♦♥♦♠❡r ❳✱ ❛♥❞

E
(1)
elst = ⟨ΨA

0 Ψ
B
0 |V |ΨA

0 Ψ
B
0 ⟩ ✭✾✮

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❬✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✲

✐t❧② ❜② ❊q✳ ✭✾✮✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✱ E(1)
exch✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② E(1)−E(1)

elst❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t

❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r V ✐s

V =
∑

i∈A

∑

j∈B

1

|ri − rj|
+
∑

i∈A

vB(ri) +
∑

j∈B

vA(rj) +
∑

α∈A

∑

β∈B

ZαZβ

|Rα −Rβ|

= Vee + V B + V A + V0 ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ rk ❛♥❞ Rγ ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Zγ ❛r❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❢

♥✉❝❧❡✐✱ ❛♥❞

vX(r) = −
∑

γ∈X

Zγ

|r −Rγ|
✭✶✶✮

✶✶



✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❳ t✐♠❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡

♦♣❡r❛t♦rs ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✵✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣

❢♦r♠✉❧❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r V ❞❡♣❡♥❞s ❛t t❤❡ ♠♦st ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❢r♦♠ ♠♦♥♦♠❡r ❆ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ♠♦♥♦♠❡r ❇✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✾✮ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ρX ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ NX✮

E
(1)
elst=

∫∫

ρA(r1)ρB(r2)

r12
d3r1d

3r2+

∫

vB(r)ρA(r) d
3r+

∫

vA(r)ρB(r) d
3r+V0, ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ r12 = |r1 − r2|✳ ❚❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② s❤♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t t❤✐s

q✉❛♥t✐t② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs✿ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡s

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦♥♦♠❡r✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss E(1)
elst

✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

E
(1)
elst=

∫∫

ρtotA (r1)ρ
tot
B (r2)

r12
d3r1d

3r2, ✭✶✸✮

✇❤❡r❡

ρtotX (r) = −ρX(r) +
∑

γ∈X

Zγδ(r −Rγ), ✭✶✹✮

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❊q✳ ✭✾✮ ✐♥❞❡❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧

❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ρtotX (r) ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡✲R ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ E(1)
elst ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❙❡❝✳ ■■■ ❊✳

❇✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❘❙P❚

E
(2)
RS = E

(2)
ind + E

(2)
disp.

■t ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦♥❧②

♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ s②st❡♠ ❆ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② s②st❡♠ ❇ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

E
(2)A←B
ind = −

∑

k ̸=0

|⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |V |ΨA

kΨ
B
0 ⟩|2

EA
k − EA

0

= −
∑

k ̸=0

|⟨ΨA
0 |ΩB|ΨA

k ⟩|2
EA

k − EA
0

= ⟨ΨA
0 |ΩB|Ψ(1)A

ind ⟩ ✭✶✺✮

✶✷



✇❤❡r❡ ΨX
k ✭EX

k ✮ ❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡♥❡r❣✐❡s✮ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ΩB

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ΩB = ⟨ΨB
0 |

∑

i∈A,j∈B

1

|ri − rj|
|ΨB

0 ⟩+
∑

i∈A

vB(ri) =
∑

i∈A

ωB(ri). ✭✶✻✮

◆♦t❡ t❤❛t ωB ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♠♦♥♦♠❡r ❇

ωB(r) = −
∫

1

|r − r′| ρ
tot
B (r′) d3r′. ✭✶✼✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ
(1)A
ind ✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❆✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥

(HA − EA
0 )Ψ

(1)A
ind =

(

⟨ΨA
0 |ΩB|ΨA

0 ⟩ − ΩB

)

ΨA
0 ✭✶✽✮

♦r ❜② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥

Ψ
(1)A
ind = −

∑

k ̸=0

⟨ΨA
k |ΩB|ΨA

0 ⟩
EA

k − EA
0

ΨA
k . ✭✶✾✮

❬❖✉r ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❘❡❢✳ ✶✵✼✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥ ♠✐st❛❦❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✻✮ ♦❢

❘❡❢✳ ✺✸❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✺✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s✐♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ V

❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❇ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ♦♥❡

❝❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❇✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r E(2)B←A
ind ✱ s♦ t❤❛t E(2)

ind = E
(2)A←B
ind + E

(2)B←A
ind ✳

❲❤✐❧❡ ❊q✳ ✭✶✺✮ s❤♦✇s ❛❧r❡❛❞② t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢

♠♦♥♦♠❡r ❆ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♠♦♥♦♠❡r ❇✱ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✐❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❆ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

ΨA = ΨA
0 +Ψ

(1)A
ind . ✭✷✵✮

❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r✱ ρ(1)Aind (r)✱ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ
(1)A
ind (r) = 2NA

∑

s,s2,...,sN

∫

ΨA
0 (x,x2, . . . ,xNA

)Ψ
(1)A
ind (x,x2, . . . ,xNA

)d3r2 . . . d
3rNA

, ✭✷✶✮

✇❤❡r❡ xi ❞❡♥♦t❡s s♣❛❝❡ ♣❧✉s s♣✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r s♣✐♥s✱ ❛♥❞

✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❊q✳ ✭✷✶✮ ❜② ωB(r)✱

✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✺✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t

E
(2)A←B
ind =

1

2

∫

ρ
(1)A
ind (r)ωB(r)d3r = −1

2

∫∫

ρ
(1)A
ind (r1)

1

r12
ρtotB (r2)d

3r1d
3r2. ✭✷✷✮

✶✸



❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❆ t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❜②

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ΩB ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♠♦♥♦♠❡r ❇ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ρ(1)Aind (r)✳

❚❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ρtotB (r)✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❥✉st t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✶✴✷✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t❡r♠ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ρ(1)Bind (r) ✇✐t❤ ρtotA (r)✳

■♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✶✴✷ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡

❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❜✉t s✉❝❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ❙✐♥❝❡ ΨA ♦❢ ❊q✳ ✭✷✵✮ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❆ ✐♥

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ΩB✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞

s②st❡♠ ❆ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

EA
tot =

⟨ΨA|HA
0 + ΩB|ΨA⟩

⟨ΨA|ΨA⟩ =
⟨ΨA|HA

0 Ψ
A⟩

⟨ΨA|ΨA⟩ + ⟨ΨA
0 |ΩB|ΨA

0 ⟩+ 2⟨ΨA
0 |ΩBΨ

(1)A
ind ⟩+O(V 3).

✭✷✸✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❆ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❆✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΨA✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♥✲

❝✐♣❧❡✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ EA
0 = ⟨ΨA

0 |HA
0 Ψ

A
0 ⟩✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ⟨ΨA|HA

0 Ψ
A⟩⟨ΨA|ΨA⟩−1−

EA
0 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣♦❧❛r✐③❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✺✮ ❬♦r

❊q✳ ✭✷✷✮❪✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✸✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②

✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ ❆ ❜② t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❇ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞

❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❇✱ ✐✳❡✳✱ t♦ 2E
(2)A←B
ind ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇r✐t❡ ✭st✐❧❧ t❤r♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✮

⟨ΨA|HA
0 Ψ

A⟩
⟨ΨA|ΨA⟩ − EA

0 = ⟨Ψ(1)A
ind |(HA

0 − EA
0 )Ψ

(1)A
ind ⟩ = −⟨Ψ(1)A

ind |ΩBΨ
A
0 ⟩, ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣♦❧❛r✐③❡

❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❡①❛❝t❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳

❖♥❡ ♠❛② ❛❞❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❙❆P❚✱ E(3)
ind✱ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ■■✳❇✳✷ ✐♥ ❘❡❢✳ ✺✸ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢

t❤✐s s✉❜❥❡❝t ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✵✼✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r E(3)
ind ✭s❡❡ ❊q✳ ✭❆✳✷✷✮ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮ ✇❛s ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥r❡s♣♦♥s❡✶✵✼ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✶✵✽✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r E(3)
ind ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❧② t❤❡ ③❡r♦t❤✲

✶✹



❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ 2n + 1 r✉❧❡✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ E(3)
ind✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t✇♦ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤✐s q✉❛♥t✐t②✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✐t ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❆✳✷✼✮ ❝❛♥

❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s

E
(3)
ind =

1

2

∫

ρ̄
(02)A
ind (r)ωB(r)d3r +

1

2

∫

ρ̄
(02)B
ind (r)ωA(r)d3r +

∫∫

ρ
(1)A
ind (r1)

1

r12
ρ
(1)B
ind (r2)d

3r1d
3r2,

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ ρ̄(02)Aind (r) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✶✮ ✇✐t❤ Ψ
(1)A
ind r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭❆✳✷✹✮ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✏✵✷✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ✐s

t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ③❡r♦t❤✲

❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❢✳ ❊q✳ ✭❆✳✷✶✮✳ ◆♦t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✶✴✷ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣

t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ρ̄(02)Aind (r) ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

♣♦t❡♥t✐❛❧ ωB(r) ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤

❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❆ ✇✐t❤

✐ts ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦♥ ❇✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱

❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥

❛t♦♠ ❛♥❞ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥❧✐❦❡ ✐♦♥ ♦r ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❞✐♠❡r✬s

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ♦❢ ❛♥

❛♥❛❧♦❣♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦♥♦♠❡r ❇

Ψind(r1, r2) = ΨA(r1)Ψ
B(r2)

= ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2) + Ψ

(1)A
ind (r1)Ψ

B
0 (r2) + ΨA

0 (r1)Ψ
(1)B
ind (r2)

+ Ψ
(1)A
ind (r1)Ψ

(1)B
ind (r2). ✭✷✻✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❘❙P❚ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧

s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr✐✈✐❛❧❧② s✉♠ ♦✉t t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r♠✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s s❤♦✇ t❤✐s ❢❛❝t

❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❛t r1 ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ❛t r2 ❡q✉❛❧s

ΨA(r1)
2ΨB(r2)

2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② Pind(r1|r2) ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶

✶✺



❛t r1 ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛t r2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pind(r1|r2) =
[

Ψind(r1, r2)
]2

∫ [

Ψind(r1, r2)
]2
d3r1

=

[

ΨA
0 (r1) + Ψ

(1)A
ind (r1)

]2

1 +
∫ [

Ψ
(1)A
ind

]2
(r1)d3r1

. ✭✷✼✮

❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r2✱ ❤❡♥❝❡ r1 ❛♥❞ r2 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ΨA
ind Ψ

B
ind ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❆

❛♥❞ ❇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ s♦ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥

s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❆ ✭♦r ✇✐t❤✐♥ ❇✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ❱■✳❇✳✸ ✐♥ ❘❡❢✳ ✺✸✳

❈✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❙P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣②

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ ♠♦♥♦♠❡rs✿

E
(2)
disp = −

∑

m ̸=0

∑

n ̸=0

|⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |V |ΨA

mΨ
B
n ⟩|2

EA
m + EB

n − EA
0 − EB

0

= ⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |V |Ψ(1)

disp⟩ = ⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |Vee|Ψ

(1)
disp⟩, ✭✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ
(1)
disp ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ψ
(1)
disp = −

∑

m ̸=0

∑

n ̸=0

⟨ΨA
mΨ

B
n |V |ΨA

0 Ψ
B
0 ⟩

EA
m + EB

n − EA
0 − EB

0

ΨA
mΨ

B
n . ✭✷✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥

♣❛rt ♦❢ V ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ E(2)
disp✳

❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝✲

t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛♥t✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛t t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❛♥❞

❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❜❡❣✐♥

t♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s t❤❛t ❧✐❡s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡

♠♦♥♦♠❡r ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱

t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✶✻



❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❆t ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s R✱

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r V ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✻✷

V = −(2z1z2 − x1x2 − y1y2)R
−3 +O(R−4), ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ ❛t♦♠ ❆ ✐s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ❛t♦♠ ❇ ✐s ❛t R ♦♥ t❤❡ z ❛①✐s✱ xi✱ yi✱ zi✱

i = 1, 2✱ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ s②st❡♠s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛t♦♠s

✭❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ♦♥ ❆ ❛♥❞ ✷ ♦♥ ❇✮✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r V ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ∼ 1/R3✱

t❤❡ s✉♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮ r❡❞✉❝❡s ✭❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮ t♦ ♦r❜✐t❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r l = 1 ✭❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✮ ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳✱

t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ΨA
k ΨB

l ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ pzpz✱ pxpx✱ ❛♥❞ pypy t②♣❡✳

■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✇r✐t❡ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ΨX
0 ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ 1s ♦r❜✐t❛❧✱ ❛s ❛

❢❛❝t♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

ψn10(r1) = z1fn(r1)Ψ
A
0 (r1)

✇❤❡r❡ ri = |ri|✱ i = 1, 2✳ ❘❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❊q✳ ✭✷✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ψ
(1)
disp(r1, r2) = −

∑

m ̸=0

∑

n ̸=0

[

cxxmnx1fm(r1)x2fn(r2) + cyymny1fm(r1)y2fn(r2)

+ czzmnz1fm(r1)z2fn(r2)
]

ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2) +O(R−4). ✭✸✶✮

❋♦r t❤❡ z1z2 t❡r♠✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

czzmn = − 2

R3

⟨ΨA
0 |z21fmΨA

0 ⟩⟨ΨB
0 |z22fnΨB

0 ⟩
EA

m + EB
n − EA

0 − EB
0

= − 2

R3
dzzmn

✇❤✐❧❡ cxxmn = cyymn = −czzmn/2✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♣✉❧❧ t❤❡ x, y✱ ❛♥❞ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡

s✉♠

Ψ
(1)
disp(r1, r2) = (2z1z2 − x1x2 − y1y2)Ψ

A
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)

1

R3

∑

m ̸=0

∑

n ̸=0

dzzmnfm(r1)fn(r2) +O(R−4)

= (2z1z2 − x1x2 − y1y2)Ψ
A
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)

1

R3
F (r1, r2) +O(R−4). ✭✸✷✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (r1, r2) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♠❛❧❧ r1 ❛♥❞ r2✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✽✮

s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡✿

E
(2)
disp =

〈

ΨA
0 Ψ

B
0 |V |Ψ(1)

disp⟩ = −⟨ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)|

(2z1z2 − x1x2 − y1y2)
2

R6
F (r1, r2)Ψ

A
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)

〉

+O(R−8). ✭✸✸✮

✶✼



■t ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

Ψdisp(r1, r2) = ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2) + Ψ

(1)
disp(r1, r2), ✭✸✹✮

❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ r1 ❛♥❞ r2✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② Pdisp(r1|r2) ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❛t r1 ✇❤✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ✐s ✜①❡❞ ❛t r2 ✐s

♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

Pdisp(r1|r2) =
[

ΨA
0 (r1)

]2 [
1 + 2 (2z1z2 − x1x2 − y1y2)F (r1, r2)R

−3
]

+O(R−4), ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∫

ΨA
0 Ψ

(1)
disp(r1, r2)d

3r1 = 0✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψdisp(r1, r2)✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❛t r1 ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❛①✐s ✭✇❤❡♥ t❤❡

♣r♦❞✉❝ts x1x2 ❛♥❞ y1y2 ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ ✐❢ ❜♦t❤ zi ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐s ♦✉ts✐❞❡ ✭✐♥✲♦✉t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳

❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ✐s t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

⟨X, Y ⟩c = ⟨(X −⟨X⟩)(Y −⟨Y ⟩)⟩✱ ✇❤❡r❡ ⟨· · · ⟩ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤

❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②✳ ❯s✐♥❣
[

Ψdisp(r1, r2)
]2

❛s t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ✜♥❞

t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s z1 ❛♥❞ z2 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s

⟨z1, z2⟩c = 2

∫∫

ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2) z1 z2 Ψ

(1)
disp(r1, r2) d

3r1d
3r2 +O(R−9), ✭✸✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ str♦♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✇❛s ✉s❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r

⟨x1, x2⟩c ❛♥❞ ❢♦r ⟨y1, y2⟩c✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✸✸✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡

❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s

E
(2)
disp = −1

2

[

2 ⟨z1, z2⟩c − ⟨x1, x2⟩c − ⟨y1, y2⟩c
]

R−3 +O(R−8). ✭✸✼✮

❉✉❡ t♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ⟨x1, x2⟩c = ⟨y1, y2⟩ = −⟨z1, z2⟩c/2✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠

E
(2)
disp = −3

2
⟨z1, z2⟩cR−3 +O(R−8). ✭✸✽✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣r❡ss E(2)
disp t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t CXY ❞❡✜♥❡❞

❛s ⟨X, Y ⟩c/(σXσY )✱ ✇❤❡r❡ σX =
√

⟨X2 − ⟨X ⟩2 ⟩ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ■♥

♦✉r ❝❛s❡✱ σz1 =
√

⟨ z21 ⟩✳ CXY ❡q✉❛❧s ✶ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✲✶ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t❧② ❛♥t✐❝♦rr❡❧❛t❡❞✱

✶✽



❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡

r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

E
(2)
disp = −3

2
Cz1z2

√

⟨z21⟩
√

⟨z22⟩R−3 +O(R−8). ✭✸✾✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs r1 ❛♥❞ r2 ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❛t♦♠✐❝

❛①✐s ❛♥❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ⟨z2i ⟩1/2 ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r♦✉♥❞

③❡r♦✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛t ❧❛r❣❡ R t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦r ❜♦t❤

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡✐r ♥✉❝❧❡✐ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❛①✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ r❡❣✐♦♥

✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍②❧❧❡r❛❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✷✶✱✶✷✼

E
(20)
disp ≤ J [Ψ̃

(1)
disp] = ⟨Ψ̃(1)

disp|HA(r1) +HB(r2)− EA
0 − EB

0 |Ψ̃
(1)
disp⟩+ 2⟨Ψ̃(1)

disp|r−112 Ψ
A
0 Ψ

B
0 ⟩, ✭✹✵✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ̃
(1)
disp ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ΨA

kΨ
B
0 ❛♥❞ t♦ ΨA

0 Ψ
B
l ❢♦r

❛♥② k ❛♥❞ l ✭✐✳❡✳✱ t❤❛t Ψ̃
(1)
disp ✐s str♦♥❣❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ΨA

0 Ψ
B
0 ✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠

✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❦❡❡♣ Ψ̃
(1)
disp s♠❛❧❧ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ❛s ❧❛r❣❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ✖ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥✉❝❧❡✐✱ ❜✉t ✐♥ ♦♥❡ ❝❛s❡ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ❜♦t❤

❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❦❡t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉ts✐❞❡

❝❛s❡✳ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ✐s ✐♥ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✈❛❧✐❞ ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜✉t ❛❣r❡❡s

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❛♥ ❞❡r

❲❛❛❧s ♠✐♥✐♠❛✿ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥ t❤❡

r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s✶✷✽✱✶✷✾✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥

t❤✐s r❡❣✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐♠❡r✲❝❡♥t❡r❡❞ ❜❛s✐s s❡ts✶✷✾✱ ❜♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✶✷✾✱✶✸✵✱ ♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❛s❡s✻✼✱✶✸✶✕✶✸✸✳

❆♥ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② st❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ t♦

❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♦r ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠❡r✳

✶✾



❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❛ ♠✐♥♦r ♦♥❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❞s ✏✐♥st❛♥t✲

❛♥❡♦✉s✑ ❛♥❞ ✏✢✉❝t✉❛t✐♥❣✑ ✐♠♣❧② ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥

❊q✳ ✭✷✽✮✿ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆ r❡❛s♦♥

❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐♠❡r ✐s

✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t ♦❢

t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧❧②✲❛❝❝❡♣t❡❞ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t t❤❡

♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ✐t ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ s♣❛❝❡✱

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞

✈✐❡✇ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❛s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❥✉st ❛ s❡t ♦❢

✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ✐❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❛t r1 ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡✉s ❆✱ ✐t ❢♦r♠s ❛

❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t µ1 = qr1✱ ✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s

❛t r2 r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♥✉❝❧❡✉s ❇✱ ✐t ❢♦r♠s ❛ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t µ2✳ ❚❤❡s❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t

❛s µ1 · µ2/R
3 − 3(µ1 ·R) (µ2 ·R)/R5✳ ❚❤✐s R✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❛t

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❛②s ❛s 1/R6✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ③❡r♦ ❢♦r t✇♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦♥ ♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦♥♦♠❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❛s 1/R6✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C6✱ ❛s ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧✐♥❡❛r

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳

❉✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② E
(1)
exch ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ ❊qs✳ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡

❞♦✉❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡rs✱ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r ❝❛♥

✷✵



❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

A ≈ (1 + P1)AAAB ✭✹✶✮

✇❤❡r❡ AX ✐s t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡r ❢♦r ♠♦♥♦♠❡r ❳ ❛♥❞ P1 ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✳

✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Pij t❤❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ it❤ ❛♥❞ jt❤ ❡❧❡❝tr♦♥

✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

P1 = −
∑

i∈A

∑

j∈B

Pij. ✭✹✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠ ♦❢A✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

E
(1)
exch(S

2) = ⟨V P1⟩ − ⟨V ⟩⟨P1⟩, ✭✹✸✮

✇❤❡r❡ ⟨· · · ⟩ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΨA
0 Ψ

B
0 ✱ ◆♦t❡

t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ s♦ t❤❛t AXΨ
X
0 = ΨX

0 ✳

❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✸✮ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✇❡r ♦❢ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ΨX
0 ❜② t❤❡✐r ❋❈■ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ⟨P1⟩ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✹✸✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ t②♣❡

⟨ . . . ϕA
k (xi) . . . ϕ

B
l (xj) . . . |Pij . . . ϕ

A
k′(xi) . . . ϕ

B
l′ (xj) . . . ⟩

= ⟨ . . . ϕA
k (xi) . . . ϕ

B
l (xj) . . . | . . . ϕA

k′(xj) . . . ϕ
B
l′ (xi) . . . ⟩

= ⟨ϕA
k (xi)|ϕB

l′ (xi) ⟩⟨ϕA
k′(xj)|ϕB

l (xj) ⟩ . . . , ✭✹✹✮

✇❤❡r❡ ϕX
k ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r ✈✐rt✉❛❧ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❳✳ ❲❤✐❧❡ ⟨P1⟩ ♣r♦❞✉❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t

S2 t❡r♠s✱ t❤❡ t❡r♠ ⟨V P1⟩ ♣r♦❞✉❝❡s ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❤✐❝❤

❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤

R✱ E(1)
exch(S

2) ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t R ❛ ❢❡✇ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠✐♥✐♠✉♠

❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❙❘❙ ♠❡t❤♦❞✷ ✐s

E(2) =
[

⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |VAΨ

(1)
RS ⟩ − E(1)⟨ΨA

0 Ψ
B
0 |AΨ

(1)
RS ⟩

]

/⟨ΨA
0 Ψ

B
0 |AΨA

0 Ψ
B
0 ⟩. ✭✹✺✮

❆❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ A ❜② ✐ts s✐♥❣❧❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ P1✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❞✐s♣❡rs✐♦♥

✷✶



❡♥❡r❣✐❡s✺✸

E
(2)A←B
exch−ind(S

2) = ⟨ΨA
0 Ψ

B
0 | (V − ⟨V ⟩) (P1 − ⟨P1⟩)Ψ(1)A

ind ΨB
0 ⟩. ✭✹✻✮

❛♥❞

E
(2)
exch−disp(S

2) = ⟨ΨA
0 Ψ

B
0 | (V − ⟨V ⟩) (P1 − ⟨P1⟩)Ψ(1)

disp⟩. ✭✹✼✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

✇❛② ❛s ✐♥ ΨA
0 Ψ

B
0 ✱ ❜♦t❤ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ sq✉❛r❡s ♦❢

♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡❝❛② ❡①✲

♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ R✳

❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲s❤❡❧❧ ♠♦♥♦♠❡rs✱ t❤❡ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡✛❡❝t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝♦rr❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✳ ■❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡ ❘❙P❚ ♠❡t❤♦❞

t❤r♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s ♠✉❝❤ t♦♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ r❡♣✉❧s✐✈❡

✇❛❧❧s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡rs✳

❚♦ s❡❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣✱ ✇❡

❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❆t ✐♥✜♥✐t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s R✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ✭❡❧❡❝tr♦♥ ✷✮ ✐s

r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❛t♦♠ ❆ ✭❛t♦♠ ❇✮✳ ❆t ❛♥② ✜♥✐t❡ ❜✉t ❧❛r❣❡

R✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡✐ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t ♥❡❛r ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✉s✱

t❤❡r❡ ✐s ❜r♦❛❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❡❧❧s✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t✉♥♥❡❧s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❤❛s t♦ t✉♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❧❛❝❡s

❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✇❡❧❧s ✭❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥♥♦t st❛② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥✉❝❧❡✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳

❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤❛t ❛t ✈❡r② ❧❛r❣❡ R t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② st❛② ♥❡❛r ♥✉❝❧❡✉s ❆ s✐♥❝❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❜r♦❛❞ ❜❛rr✐❡r✱ ❜✉t t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ✐s

♥♦t r✐❣❤t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❘❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❙❘❙ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❧❛✇s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥②

R✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❛t ♥✉❝❧❡✉s ❇ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛t ♥✉❝❧❡✉s ❆ ❬s✐♥❝❡

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝❢✳ ❊q✳ ✭✶✵✮❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❆❤❧r✐❝❤s✼✽ ❤❛s r✐❣♦r♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t

✷✷



t❤❡ s♣✐♥✲❢r❡❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❤❛✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✭❛t ❧❛r❣❡ R✮ ❛s

Ψ±(r1, r2) =
1√
2

[

ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)±ΨB

0 (r1)Ψ
A
0 (r2)

]

+O(R−3), ✭✹✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✐♥❣❧❡t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✐♥❝❡ ✐t ♠✉st ❜❡

♥♦❞❡❧❡ss✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ tr✐♣❧❡t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡

✜rst✲♦r❞❡r ✐♥ V ✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦

E
(1)
∓ = E

(1)
elst ± E

(1)
exch, ✭✹✾✮

✇❤❡r❡ E(1)
elst ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✾✮ ❛♥❞ E(1)

exch ❜② ❊q✳ ✭✹✸✮✳ ❚❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

✐s ❢♦r t❤❡ tr✐♣❧❡t st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ✭s✐♥❝❡ E(1)
exch ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ◆♦t❡

t❤❛t s✐♥❝❡ ❊q✳ ✭✹✾✮ ✐s ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧❛r❣❡✲R ❛s②♠♣t♦t✐❝s ♦❢

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✶✸✹✱✶✸✺✳

❆t ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✱ ✈❛♥✐s❤❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❙P❚ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ❞✐✛❡r✐♥❣ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❘❙P❚ ♦♥❡✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❛t r1 ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ✐s ✜①❡❞ ❛t r2✳ ❲✐t❤

t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✹✽✮✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ✭❛t ❧❛r❣❡ R✮ ❜②

P (r1 |r2) =
[

ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)

]2
+

[

ΨB
0 (r1)Ψ

A
0 (r2)

]2

[

ΨA
0 (r2)

]2
+

[

ΨB
0 (r2)

]2 +O(R−3), ✭✺✵✮

✇❤❡r❡ t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ΨA
0 (ri)Ψ

B
0 (ri) ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ s✐♥❝❡ s✉❝❤ ♣r♦❞✉❝t ✐s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❝❧♦s❡ t♦

③❡r♦✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡

R✳ ❲❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ✐s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s ❇✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞

t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥

✶ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t ♥✉❝❧❡✉s ❆✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ✐s ❛t ♥✉❝❧❡✉s ❆ t❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛t ♥✉❝❧❡✉s ❇✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❧❡❢t✲r✐❣❤t✑ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

✇✐t❤ t❤❡ ❘❙P❚ ③❡r♦t❤✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ P (r1 |r2) = [ΨA
0 (r1)]

2✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❛t ♥✉❝❧❡✉s ❆✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✶ ❛t ❇ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cz1z2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✷✮ ❞❡❝❛②s ❛s 1/R3 ❛t ✐♥✜♥✐t②✱ ❛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✸✾✮✳ ❙✐♥❝❡ Cz1z2 =

✷✸



⟨z1, z2⟩c/
(

√

⟨z21⟩
√

⟨z22⟩
)

✱ ✐ts ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✸✻✮✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✻✮ ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s

❛❧❧ ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Cz1z2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛❧s♦ ❞❡❝❛②s ❛s 1/R3✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ⟨z1, z2⟩ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✽✮ ✈❛♥✐s❤❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛❞♦①

s✐♥❝❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❊q✳ ✭✺✵✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s z1 ❛♥❞ z2 r❡♠❛✐♥ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ R✳

■❢ ⟨z1, z2⟩ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞

❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ❧❛r❣❡ R✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛s 1/R3✳ ❚❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s t♦ ✉s❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ Ψ± ❛r❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H✱ t❤❡✐r t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❣✐✈❡s ♦♥❧② ❛ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ st❛t❡ Ψ(r1, r2, t = 0) =

(Ψ+ +Ψ−) /
√
2 = ΨA

0 (r1)Ψ
B
0 (r2) +O(R−3)✱ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s s❡❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② e−iHtΨ± = e−iE±tΨ±+O(R−3)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

✉s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✮

Ψ(r1, r2, t) = cos(Eexch t)Ψ
A
0 (r1)Ψ

B
0 (r2) + i sin(Eexch t)Ψ

B
0 (r1)Ψ

A
0 (r2) +O(R−3), ✭✺✶✮

✇❤❡r❡ Eexch = (E− − E+)/2 ✐s t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❢t❡r

t❤❡ t✐♠❡ π/(2Eexch) ❡❧❡❝tr♦♥s ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ t✐♠❡ π/Eexch✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛t t = 0✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s t✉♥♥❡❧ ❜❛❝❦ ❛♥❞

❢♦✉rt❤ ❬✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② νexch = Eexch/(2π)❪ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ΨA
0 (r1)Ψ

B
0 (r2)

❛♥❞ ΨB
0 (r1)Ψ

A
0 (r2)✳

❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥✲

❡r❣✐❡s ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲s❤❡❧❧ ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡s t❤❡

t❡r♠ ✏❡①❝❤❛♥❣❡✲r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✑ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r t❡r♠ ✉s❡❞ ✐s ✏P❛✉❧✐✬s

r❡♣✉❧s✐♦♥✑ s✐♥❝❡ P❛✉❧✐✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ❆ q✉❡st✐♦♥

t♦ ❛s❦ ✐s ✇❤② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ s♦♠❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ P❛✉❧✐✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❛t♦♠ ❆ ❝❛♥♥♦t

♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛t♦♠ ❇ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡✐r ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡✐r ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡✱ ❛s ✐t ✐s ❝❧❡❛r

❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✽✮✱ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡

✷✹



♦❢ ❍✕❍✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❋♦r ❍✕❍✱ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s s✐♠♣❧❡✿ ✐♥ t❤❡

tr✐♣❧❡t st❛t❡✱ s♣❛t✐❛❧ ✭s♣✐♥✲❢r❡❡✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❡ ♠♦r❡ ♥♦❞❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡

❛♥❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛t❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥✲

❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♥♦♠❡rs✱ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✳

❇r✐❡✢②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡r ❤❛s t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❤②s✐❝❛❧✱

✐✳❡✳✱ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡ ❧✐❡s ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧✱ P❛✉❧✐✲❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡✶✽✳ ❙✐♥❝❡ ❘❙P❚ s❡♠✐❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r st❛t❡ ❛♥❞ ❙❘❙ s❡♠✐❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r

st❛t❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ❧✐❡s ✐♥ ❛ P❛✉❧✐✲❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ st❛t❡s✺✸✱✽✾✱✶✸✻✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶ ✐♥

❘❡❢✳ ✶✽✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡s ✐s t❤❛t

✐t ✐s t❤❡ s♣✐♥✲❢r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♠♦♥❣

t❤❡ st❛t❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡♥✲s❤❡❧❧ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❛ttr❛❝t✐✈❡✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞✶✽✳

❋♦r s♦♠❡ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❣r♦✉♣ t♦❣t❤❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❙P❚ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡

❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢

♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ t❡r♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝❧❛♠♣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r

❛♥❞ ✜t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

E
(2)
indx = E

(2)
ind + E

(2)
exch−ind E

(2)
dispx = E

(2)
disp + E

(2)
exch−disp. ✭✺✷✮

❆❞❞✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s t♦ t❤❡ ❘❙P❚ t❡r♠s ❞❡❝❛②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧♦♥❣

r❛♥❣❡ ❛s ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ R ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s s✐♥❝❡ t❤❡ ❘❙P❚ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❢❛❝t ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♣✉r❡❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ♦✈❡r❧❛♣s✺✸✱✼✾✕✽✷

❛t s♠❛❧❧ R✳ ❙✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠s s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✲

❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠✐♥✐♠✉♠✽✹ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡

❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs✶✸✼✱ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞

❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠♦r❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥s ✐s t❤❛t s✐♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧② ❣❧♦❜❛❧❧② ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❊❉❆s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s

✷✺



❝❛♥♥♦t s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❘❙P❚ t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♥❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ E(2)
indx

❛♥❞ E(2)
dispx✳

❊✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ V ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✱ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ t❡r♠✱ t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡rs

❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

1

r12
=

∞
∑

lA,lB=0

l<
∑

m=−l<

Km
lAlB

Qm
lA
(r1)Q

−m
lB

(r2)R
−lA−lB−1 ✭✺✸✮

✇❤❡r❡ l< = min(lA, lB)✱ Km
lAlB

✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

Km
lAlB

= (−1)lB
(lA + lB)!

[(lA +m)! (lA −m)! (lB +m)! (lB −m)!]1/2
✭✺✹✮

❛♥❞ Qm
l (r) ❛r❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✭s♣❤❡r✐❝❛❧ 2lt❤✲♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛s

Qm
l (r) = −

(

4π

2l + 1

)1/2

rlY m
l (r̂). ✭✺✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✸✮ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✮ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②

✇❡ ❣❡t

E
(1)
elst =

∞
∑

lA,lB=0

l<
∑

m=−l<

Km
lAlB

R−lA−lB−1
∫

ρtotA (r1)Q
m
lA
(r1) d

3r1

∫

ρtotB (r2)Q
−m
lB

(r2)d
3r2. ✭✺✻✮

❚❤❡ ✜rst ✭s❡❝♦♥❞✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s t❤❡ mt❤ ✭−mt❤✮ s♣❤❡r✐❝❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r A ✭B✮ ♦❢ r❛♥❦ lA ✭lB✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❡r♠s ♦❢

t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❆ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦♥ ❇✳

■❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✱ t❤❡ ✜rst ♥♦♥✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❋♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛②s ❛s 1/R3✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❞❡❝❛② ✐s

R−lA−lB−1 ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡ lA ❛♥❞ lB✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ✇❡❧❧✲

❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡✱ ❞✐♣♦❧❡✲q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱

q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ . . . ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ✇❡❧❧

✷✻



t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t ❧❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛t ❛♥②

R ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r♦♣❡r❧② tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐❢ R ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡✲♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐❢

1/r12 ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥✺✸✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤❛r❣❡✲

♦✈❡r❧❛♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s✳

❙✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ ♠♦♥♦♠❡rs✬ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t✐❡s✿ st❛t✐❝

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣

t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s R−2l−4✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❛♥❦ ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs

✭❡✳❣✱ R−6 ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐♠❡r ❛♥❞ R−10 ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤❛♥❡ ❞✐♠❡r✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

♠✉❧t✐♣♦❧❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❛❧✇❛②s

st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✱ ❜✉t t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st

♥♦♥✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠♦♠❡♥t✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ♥❡✉tr❛❧ ♥♦♥♣♦❧❛r s②st❡♠s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r

❛❧✇❛②s ❞❡❝❛②s ❛s R−6✳ ❚❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❞❡❝❛② ❛s R−6 ❢♦r ✐♦♥✐❝ ❛♥❞ R−9 ❢♦r

♥❡✉tr❛❧ ❞✐♠❡rs✱ ✉♥❧❡ss ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❤❛s ❛ s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❢❛st❡r

❞❡❝❛②✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛t♦♠s✱ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❡♥❡r❣② ❞❡❝❛②s✸✵ ❛s R−11✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❙P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❙❆P❚ ❛♥❞ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥✱ ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r✲

❣✐❡s ❛r❡ s❡❛♠❧❡ss❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ ❢♦r R s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ■♥

♣r❛❝t✐❝❡✱ ✷✲✸ ❞✐❣✐t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❛t R ❛❜♦✉t ✷✲✸ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛♥

❞❡r ❲❛❛❧s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✳

■❱✳ ❙❆P❚ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❊❉❆ ▼❊❚❍❖❉❙

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛s✐s s❡t ❧✐♠✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

✷✼



✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ❣♦❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t♦

♣❛rt✐t✐♦♥ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥ ❊❉❆ ✐s ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❙❆P❚ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s✳

❖♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r✮ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❚❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ E(2)
indx ❛♥❞ ✐♥ δEHF

int,resp✱ ②❡t ❙❆P❚ ❣✐✈❡s ♥♦ ✉♥✐q✉❡ ♠❡❛♥s ♦❢

❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠❛②

❛s❦ ✐❢ ✐t ❡✈❡♥ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠❡r ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❡

❝❛♥ tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ρAB = ρAB − ρA − ρB✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡♥s✐t②

❥✉st s♣r❡❛❞s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

s✉♠ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠

♠♦♥♦♠❡r ❆ t♦ ♠♦♥♦♠❡r ❇ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ q✉❛♥t✐t②✱

t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ st✐❧❧ ❤❛r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ P❛rt ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t✿ ❢♦r ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞✐♠❡rs ❜♦✉♥❞ ❜② ♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ s✉r❢❛❝❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs ✐s ❝❤♦s❡♥✱ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❧❡❛❞ t♦

tr❛♥s❢❡rs ♦❢ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st

✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞✱ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s ❣❡tt✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t❄ ❚❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ✐s✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜✉t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s

q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦

t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ✜tt❡❞ ✐♥ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✱ ❜✉t ♥♦♥❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r

❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞❡ s✉❝❤ t❡r♠s✱ ♥♦r ❛r❡ t❤❡② ✉s❡❞ ✐♥ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ✜tt❡❞ t♦ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✺✾✱✶✷✸✱✶✸✽✕✶✹✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ ✜t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡✱ ♠♦st ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞

✷✽



♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❝❧♦s❡ t♦ E(2)
indx+δE

HF
int,resp✱ ❛♥② s✉❝❤ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐✲

③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ ❙❆P❚✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙t♦♥❡ ❛♥❞ ▼✐sq✉✐tt❛✶✹✷✱ ❛❝❤✐❡✈❡s

❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❆P❚✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

❜❛s✐s s❡ts ✉s❡❞✱ ♦♥❡ ♣❡r ♠♦♥♦♠❡r✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ♠♦♥♦♠❡r ❜❛s✐s s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤✐s

♠♦♥♦♠❡r ♦r ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✶✷✾✳ ■❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t✱ ✐✳❡✳✱

✐♥ ❛ ♠♦♥♦♠❡r✲❝❡♥t❡r❡❞ ❜❛s✐s s❡t ✭▼❈❇❙✮✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② s❧♦✇❧② ❛t

s❤♦rt r❛♥❣❡✶✷✾ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐s s❡t ❡♥❝♦✉♥t❡rs

✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐♠❡r✲❝❡♥t❡r❡❞ ❜❛s✐s s❡t

✭❉❈❇❙✮ ❛♥❞ ▼❈❇❙✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐❢ ❛♥ ▼❈❇❙ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠✲

♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✐sq✉✐tt❛✶✹✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✲

✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ V ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✽✽✳ ❙✉❝❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡

❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✇❡❧❧s ❜② ✜♥✐t❡ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♥❞ t❤✐s ❞♦❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ▼✐sq✉✐tt❛ ❛♥❞ ❙t♦♥❡✶✹✵ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❞❛♠♣❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥✲

❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡✜♥❡s

t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡

❡①t❡♥❞❡❞ t♦ δEHF
int,resp✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s ♥♦♥✉♥✐q✉❡ ❛♥❞✱ ❛s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❞❛♠♣❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥✺✸✱✼✾✱✽✵ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s♣❤❡r✐❝❛❧✑ t❡r♠s✮✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢

❘❡❢✳ ✶✹✵✱ s✉❝❤ t❡r♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢

t❤✐s ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡✳

✷✾



❚❛❜❧❡ ■✳ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐♠❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❙❆P❚✭❉❋❚✮

❛♥❞ ❈❈❙❉✭❚✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✭❘❡❢✳ ✶✶✺ ❛♥❞ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❛t ✇♦r❦✮✳ ■♥t❡r♠♦❧❡❝✉✲

❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ➴ ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❦❝❛❧✴♠♦❧✳ δEHF
int,resp ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❞✐♠❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

❜❡♥③❡♥❡✳

❞✐♠❡r R E
(1)
elst E

(1)
exch E

(2)
indx E

(2)
dispx δEHF

int,resp t♦t❛❧ ❈❈❙❉✭❚✮

✇❛t❡r ❞✐♠❡r ✷✳✸✶ ✲✸✵✳✶✽✸✹ ✻✸✳✶✼✾✻ ✲✶✵✳✹✽✺✵ ✲✽✳✺✻✹✶ ✲✻✳✽✷✺✵ ✼✳✶✷✷✶ ✽✳✸✺✼✾
✷✳✾✶ ✲✽✳✶✸✵✶ ✼✳✽✼✽✷ ✲✶✳✸✽✶✻ ✲✷✳✹✵✺✸ ✲✵✳✾✹✵✸ ✲✹✳✾✼✾✶ ✲✺✳✵✵✺✶
✻✳✺✶ ✲✵✳✸✶✹✽ ✵✳✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✸✷ ✲✵✳✵✶✵✹ ✲✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✸✷✽✺ ✲✵✳✸✷✷✺

❡t❤❛♥♦❧ ❞✐♠❡r ✸✳✷✺✻ ✲✻✳✺✻✻✶ ✶✹✳✵✶✽✻ ✲✵✳✽✾✼✻ ✲✼✳✷✹✸✾ ✲✶✳✵✻✵✼ ✲✶✳✼✹✾✼ ✲✶✳✷✹✻✾
✸✳✺✺✽ ✲✸✳✵✺✸✺ ✺✳✹✷✸✹ ✲✵✳✹✹✾✺ ✲✹✳✹✸✶✻ ✲✵✳✸✽✻✼ ✲✷✳✽✾✼✾ ✲✷✳✼✶✺✾
✻✳✺✺✽ ✲✵✳✶✶✷✾ ✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✵✹✽ ✲✵✳✵✾✺✷ ✲✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✷✶✷✻ ✲✵✳✷✶✹✻

✐♠✐❞❛③♦❧❡ ❞✐♠❡r ✹✳✾✷✺ ✲✷✻✳✾✷✺✵ ✹✷✳✻✽✾✻ ✲✽✳✵✽✽✶ ✲✽✳✻✵✵✻ ✲✻✳✺✼✻✵ ✲✼✳✺✵✵✶ ✲✺✳✼✼✼✽
✺✳✷✹✼ ✲✶✹✳✾✹✼✼ ✶✺✳✷✺✵✻ ✲✸✳✷✽✻✹ ✲✹✳✻✾✷✼ ✲✷✳✻✵✷✼ ✲✶✵✳✷✼✽✾ ✲✶✵✳✵✷✸✽
✽✳✷✹✼ ✲✶✳✷✵✶✶ ✵✳✵✵✵✾ ✲✵✳✵✹✹✶ ✲✵✳✵✽✺✵ ✲✵✳✵✵✶✼ ✲✶✳✸✸✶✵ ✲✶✳✸✸✸✹

❜❡♥③❡♥❡✕✇❛t❡r ✷✳✺ ✲✶✷✳✹✵✵✶ ✸✵✳✸✾✽✶ ✲✷✳✹✻✷✸ ✲✾✳✾✶✵✵ ✺✳✻✷✺✼ ✺✳✹✺✼✼
✸✳✵ ✲✹✳✷✽✻✷ ✻✳✽✹✼✸ ✲✵✳✼✺✸✾ ✲✹✳✹✶✽✽ ✲✷✳✻✶✶✻ ✲✷✳✻✽✹✷
✻✳✵ ✲✵✳✸✸✷✷ ✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✶✸✵ ✲✵✳✵✼✻✹ ✲✵✳✹✷✶✶ ✲✵✳✸✾✼✽

❜❡♥③❡♥❡✕♠❡t❤❛♥❡ ✸✳✷✽ ✲✸✳✹✾✼✹ ✾✳✾✵✵✶ ✲✵✳✸✶✽✶ ✲✺✳✺✾✸✻ ✵✳✹✾✶✵ ✵✳✶✶✾✹
✸✳✽ ✲✵✳✽✽✽✹ ✷✳✷✸✵✺ ✲✵✳✶✵✸✻ ✲✷✳✺✻✸✶ ✲✶✳✸✷✹✼ ✲✶✳✹✷✽✵
✺✳✽ ✲✵✳✵✸✽✻ ✵✳✵✵✹✷ ✲✵✳✵✵✼✵ ✲✵✳✶✽✸✹ ✲✵✳✷✷✹✽ ✲✵✳✷✶✺✼

❱✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❊❳❆▼P▲❊❙

❚❛❜❧❡ ■ s❤♦✇s ❙❆P❚ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s❡t ♦❢

❞✐♠❡rs✳ ▼♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❙❆P❚ ♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛s ♠♦st ♦❢ s✉❝❤

♣❛♣❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡rs✬ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ❛r❡

❢r♦♠ ❘❡❢✳ ✶✶✺ ✐♥❝❧✉s✐♥❣ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❛t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❛❧❧ ❞✐♠❡rs✬ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t r❡❢❡r✲

❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡r✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ R ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

r❡♣✉❧s✐✈❡✱ ♥❡❛r✲♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s

❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r✳ ❚❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧✐st❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s

❊❉❆s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤t❤❡ ❈❈❙❉✭❚✮

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥✳
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❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❚❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝❛s❡✱ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs

✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

❘❡❢✳ ✺✸ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✵✼✮✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r E(3)
ind ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✻✵✮ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✵✼ ❬♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜② ❊q✳ ✭✷✵✮ ✐♥

❘❡❢✳ ✺✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞✲r❡s♦❧✈❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ E(3)
ind ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ t❤❡

③❡r♦t❤✲ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥❧②✳ ❚♦ ❣❡t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

q✉❛♥t✐t②✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r E(3)
ind ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✺✸ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ H0 + V ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ψ̃A
indΨ̃

B
ind

Jind

[

Ψ̃A
ind, Ψ̃

B
ind

]

≡ ⟨ Ψ̃A
indΨ̃

B
ind|H0 + V |Ψ̃A

indΨ̃
B
ind ⟩

⟨ Ψ̃A
indΨ̃

B
ind|Ψ̃A

indΨ̃
B
ind ⟩

. ✭❆✳✶✮

❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t♦ ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

❡①❛❝t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦♥♦♠❡r ❇ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

❛s

Jind

[

Ψ̃A
ind,Ψ

B
ind

]

=
⟨ Ψ̃A

ind|HA + Ω̄B|Ψ̃A
ind ⟩

⟨ Ψ̃A
ind|Ψ̃A

ind ⟩
, ✭❆✳✷✮

✇❤❡r❡

Ω̄B =
⟨ΨB

ind|VΨB
ind ⟩+ ⟨ΨB

ind|HB|ΨB
ind ⟩

⟨ΨB
ind|ΨB

ind ⟩
. ✭❆✳✸✮

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❧❡❛❞s t❤❡♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

[

HA + Ω̄B

]

ΨA
ind = EΨA

ind, ✭❆✳✹✮

✇❤❡r❡ E = Jind[Ψ
A
ind,Ψ

B
ind]✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦♥♦♠❡r ❇ ✐s

[

HB + Ω̄A

]

ΨB
ind = EΨB

ind. ✭❆✳✺✮

■❢ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❊qs✳ ✭❆✳✹✮ ❛♥❞ ✭❆✳✺✮ ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ V ✱ ♦♥❡ ❣❡ts ✭✉s✐♥❣ ❛

s❡❧❢✲❡①♣❧❛♥❛t♦r② s❤♦rt✲❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥✮

E = E0 + E1 + E2 + E3 + · · · = EA
0 + EB

0 + E
(1)
elst + E

(2)
ind + E

(3)
ind + . . . , ✭❆✳✻✮

✸✶



|A⟩ = |A0⟩+ |A1⟩+ |A2⟩+ . . . , ✭❆✳✼✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ♠♦♥♦♠❡r ❇✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Ω̄B✿

Ω̄B = Ω0
B + Ω1

B + Ω2
B + Ω3

B + . . . , ✭❆✳✽✮

✇❤❡r❡

Ω0
B = EB

0 ; Ω1
B = ⟨B0|V |B0 ⟩ = ΩB + ⟨B0|V A|B0 ⟩+ V0; ✭❆✳✾✮

Ω2
B = 2⟨B0|V |B1 ⟩ − ⟨B0|ΩA|B1 ⟩ ✭❆✳✶✵✮

❛♥❞

Ω3
B = ⟨B1|V |B1 ⟩+ 2⟨B0|V |B2 ⟩ − 2⟨B0|ΩA|B2 ⟩ − ⟨B0|V |B0 ⟩⟨B1|B1 ⟩. ✭❆✳✶✶✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ |B2⟩ ✐s

(HB − EB
0 )|B2⟩ =

(

⟨B0|ΩA|B0 ⟩ − ΩA

)

|B1⟩+
(

⟨B0|ΩA|B1 ⟩ − 2⟨A0|V |A1 ⟩
)

|B0⟩, ✭❆✳✶✷✮

✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r |A2⟩✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

(HA − EA
0 )|A3⟩ =

3
∑

i=1

(

E i − Ωi
B

)

|A3−i⟩, ✭❆✳✶✸✮

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

E3 = ⟨A0|ΩB|A2 ⟩+ 2⟨A0B0|V |A1B1⟩+ ⟨B1|ΩA|B1 ⟩ − ⟨B0|ΩA|B0 ⟩⟨B1|B1 ⟩. ✭❆✳✶✹✮

❙✐♥❝❡

⟨B1|ΩA|B1 ⟩ = ⟨B0|ΩA|B2 ⟩+ ⟨B0|ΩA|B0 ⟩⟨B1|B1 ⟩ − 2⟨A0B0|V |A1B1⟩, ✭❆✳✶✺✮

✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

E
(3)
ind ≡ E3 = ⟨A0|ΩB|A2 ⟩+ ⟨B0|ΩA|B2 ⟩. ✭❆✳✶✻✮

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭❆✳✶✻✮ ❜❡❝♦♠❡s

E
(3)
ind = ⟨ΨA

0 |ΩB|Ψ(2)A
ind ⟩+ ⟨ΨB

0 |ΩA|Ψ(2)B
ind ⟩. ✭❆✳✶✼✮

✸✷



❚♦ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Ψ(2)A
ind ✱ ❧❡t ✉s ✜rst ✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❊q✳ ✭❆✳✶✷✮ ❢♦r

♠♦♥♦♠❡r ❆✿

(HA − EA
0 )|A2⟩ =

(

⟨A0|ΩB|A0 ⟩ − ΩB

)

|A1⟩+
(

⟨A0|ΩB|A1 ⟩ − 2⟨B0|V |B1 ⟩
)

|A0⟩, ✭❆✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❆

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝tr❛❧ s✉♠

Ψ
(2)A
ind =

∑

k ̸=0

⟨ΨA
k |⟨ΨA

0 |ΩBΨ
A
0 ⟩ − ΩB|Ψ(1)A

ind ⟩
EA

k − EA
0

ΨA
k − 2

∑

k ̸=0

⟨ΨA
kΨ

B
0 |Vee|ΨA

0 Ψ
(1)B
ind ⟩

EA
k − EA

0

ΨA
k . ✭❆✳✶✾✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ E(3)
ind ✐s ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡

③❡r♦t❤✲ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❊q✳ ✭❆✳✷✷✮ ❜❡❧♦✇✱ ❜✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ st❡♠s ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❢♦✉rt❤✲ ❛♥❞ ✜❢t❤✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭❆✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s

E
(3)
ind =

1

2

∫

ρ
(02)A
ind (r)ωB(r)d3r +

1

2

∫

ρ
(02)B
ind (r)ωA(r)d3r ✭❆✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ρ(02)Aind (r)✱ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ρ(2)Aind (r)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜② ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✶✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ Ψ
(2)A
ind ❛❞❞❡❞ t♦ ΨA

ρ
(2)A
ind (r) =2NA

∑

s,s2,...,sN

∫

ΨA
0 (x,x2, . . . ,xNA

)Ψ
(2)A
ind (x,x2, . . . ,xNA

)d3r2 . . . d
3rNA

+NA

∑

s,s2,...,sN

∫

Ψ
(1)A
ind (x,x2, . . . ,xNA

)Ψ
(1)A
ind (x,x2, . . . ,xNA

)d3r2 . . . d
3rNA

= ρ
(02)A
ind (r) + ρ

(11)A
ind (r), ✭❆✳✷✶✮

✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭❆✳✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❧❛st

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ♦♥❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲

♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r t❡r♠ ❡♥t❡rs t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r E(3)
ind✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✵✮ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲

♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ Ψ
(2)X
ind ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

✸✸



♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ◆♦t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✶✴✷ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ρ(02)Aind (r)

✇✐t❤ ωB(r) ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✳✶✺✮✱ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❆✳✶✻✮✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞

♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✻✵✮ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ✶✵✼

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦♥❧②✿

E
(3)
ind = ⟨A1|ΩB|A1 ⟩+ ⟨B1|ΩA|B1 ⟩ − ⟨A0|ΩB|A0 ⟩⟨A1|A1 ⟩ − ⟨B0|ΩA|B0 ⟩⟨B1|B1 ⟩

+ 4⟨A0B0|V |A1B1⟩, ✭❆✳✷✷✮

✇❤✐❝❤ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❊q✳ ✭✻✵✮ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✵✼✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s

E
(3)
ind =

∫

ρ
(11)A
ind (r)ω̃B(r)d3r +

∫

ρ
(11)B
ind (r)ω̃A(r)d3r +

∫∫

ρ
(1)A
ind (r1)

1

r12
ρ
(1)B
ind (r2)d

3r1d
3r2,

✭❆✳✷✸✮

✇❤❡r❡

ω̃B(r) = ωB(r)− 1

NA

∫

ρA0 (r)ω
B(r)d3r.

❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✺✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✺✮✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❞❡♥s✐t② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤

t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❇✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳

❖♥❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ E(3)
ind ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ r❡❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛

✭❆✳✶✼✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢

❊q✳ ✭❆✳✶✾✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❊q✳ ✭❆✳✶✼✮✱ ❜✉t ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❥✉st ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭❆✳✶✾✮

Ψ̄
(2)A
ind =

∑

k ̸=0

⟨ΨA
k |⟨ΨA

0 |ΩBΨA
0 ⟩ − ΩB|Ψ(1)A

ind ⟩
EA

k − EA
0

ΨA
k . ✭❆✳✷✹✮

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

(HA − EA
0 )|Ā2⟩ =

(

⟨A0|ΩB|A0 ⟩ − ΩB

)

|A1⟩. ✭❆✳✷✺✮
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◆♦t✐❝❡ t❤❛t |Ā2⟩ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❊q✳ ✭❆✳✶✽✮ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♦♥❧② s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥

E
(3)
ind = ⟨A0|ΩB|Ā2 ⟩+ ⟨B0|ΩA|B̄2 ⟩+ 4⟨A0B0|V |A1B1⟩ ✭❆✳✷✻✮

♦r ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥

E
(3)
ind = ⟨ΨA

0 |ΩB|Ψ̄(2)A
ind ⟩+ ⟨ΨB

0 |ΩA|Ψ̄(2)B
ind ⟩+ 4⟨ΨA

0 Ψ
B
0 |V |Ψ(1)A

ind Ψ
(1)B
ind ⟩, ✭❆✳✷✼✮

✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭❆✳✶✼✮✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤✐s✱ tr❛♥s❢♦r♠

❊q✳ ✭❆✳✷✻✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭❆✳✷✷✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇r✐t❡ ❊q✳ ✭❆✳✷✺✮ ❛s

|Ā2⟩ = RA
0

(

⟨A0|ΩB|A0 ⟩ − ΩB

)

|A1⟩, ✭❆✳✷✽✮

✇❤❡r❡ RA
0 ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ r❡s♦❧✈❡♥t ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❆✱ ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✷✻✮✳ ❲❡ ❣❡t

⟨A0|ΩB|Ā2 ⟩ = ⟨A0|ΩBR
A
0

(

⟨A0|ΩB|A0 ⟩ − ΩB

)

|A1⟩ = ⟨A1|ΩB|A1 ⟩ − ⟨A0|ΩB|A0 ⟩⟨A1|A1 ⟩
✭❆✳✷✾✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✼✮

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s ②✐❡❧❞s ❊q✳ ✭✷✺✮✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❈♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❣❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚✱ ❜✉t ♣❡r❤❛♣s ✐❣♥♦r❡

❝❤❡♠✐str②✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s♠✐ss✐♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ❛s ♥♦♥✉♥✐q✉❡✳

❚❤❡② ♠❛❦❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②

♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❛t s✉♠s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✴❢r❛❣♠❡♥ts ❆ ❛♥❞

❇✱ ❛♥❞ ❞✐s♠✐ss❡s ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r✱ ❝♦✈❛❧❡♥❝②✱ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ✇❤✐❝❤

❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ❢r♦♠ ◆❇❖✱ ❱❇ ❛♥❞ ❇▲❲✮✳ ❖✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♠❡♥t

✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ♥♦ ✇❛② ✉♥♣❤②s✐❝❛❧✳

❲❤❛t ✐s ✉♥s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐s t♦ ❝❧❛✐♠ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ tr✉t❤ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❙❆P❚✱

❛♥❞ t♦ ❞✐s♠✐ss ♦♥ t❤✐s ❣r♦✉♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡

r❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡s ❙❆P❚ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❛t ❛❜♦✉t ❇r❍❇r−❄✮ t♦ ♦t❤❡r

❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛ ❜❧✐③③❛r❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s
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✐s ❛ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠♦st ❝❤❡♠✐sts✱ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱

❛s ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts✳

❘❡♣❧②✿

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ ❝❤❡♠✐str②✱ ❜✉t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ✇❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ✐♥ ♠✐♥❞ ❜② ✏❝❤❡♠✐str②✑✳

◆♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♦✉r ✇❤♦❧❡ ♣❛♣❡r ✐s

❞❡✈♦t❡❞ t♦ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛❣r❡❡ t❤❛t ✇❡ ✐❣♥♦r❡ ❝❤❡♠✐str②✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s s✐♥❝❡ t❤❡s❡

❛r❡ ♥♦t ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❙❆P❚ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡

❧❛t❡r ♦♥✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✜rst s❡♥t❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t st❛t❡s ✏❙②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❡♦r② ✭❙❆P❚✮ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♠♦❧❡❝✉❧❡s✳✑

❲❡ ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ ✇❡ ❛r❡ ❞✐s♠✐ss✐♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ❛s ♥♦♥✉♥✐q✉❡✳ ❲❤✐❧❡

t❤✐s ✐s ❛ ♣❧❛✐♥ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✉♥✐q✉❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙✉❝❤

♠❡t❤♦❞s ❛r❡✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ s♦♠❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❞♦❡s ❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♠✐ss❛❧ ♦❢ ✏❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r✱ ❝♦✈❛❧❡♥❝②✱ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✑✳

■♥❞❡❡❞✱ ❙❆P❚ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦✈❛❧❡♥❝② ❡✛❡❝ts ❛s ✐t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦

♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♥♦ st❛t❡♠❡♥ts ♦♥ ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧②

r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s✳ ❖♥❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s♠✐ss ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✭✇❤✐❝❤

✐♥ ♦✉r t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❡✛❡❝ts✮ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐♥

❙❡❝✳ ■❱✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✿ ❙❆P❚ ❞♦❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛r❣❡✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱

❜✉t ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐q✉❡ ✇❛②s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛②s t♦

♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ▼✐sq✉✐tt❛ ❛♥❞ ❙t♦♥❡✶✹✵✱✶✹✷✱✶✹✸

❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✼✼✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛❣r❡❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❛❧❧

✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ♠❡t❤♦❞ ❳ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛

❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡r ✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❨ st❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✱ ♦♥❧② ♦♥❡

♦❢ t❤❡s❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❳ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ✐s

❝♦rr❡❝t✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ♠❡t❤♦❞ ❨ ♠❛❦❡s ✇r♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t t❤✐♥❦ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐s❡❞

✸✻



✈❡rs✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❚❛❜❧❡ ■ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s♦ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ♣❡r❤❛♣s s❡r✈❡ ❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛✉t❤♦rs

♦❢ ❊❉❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❇r❍❇r− ❞✐♠❡r ❚❛❜❧❡ ■✳ ❲❤✐❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥

tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✱ ✐t ✐s ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✛❡❝t

❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞✱ s❡❡ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ ❋❍❋− ❞✐♠❡r✶✹✹✳ ❲❤✐❧❡ ❜♦t❤ s②st❡♠s ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡s t♦ st✉❞② ❜② ❙❆P❚✱ t❤❡✐r s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❛s ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ❙❆P❚ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❞❞ t❤❛t ❛ s♦♠❡✇❤❛t

s✐♠✐❧❛r s②st❡♠✱ ❍2❖✲❋−✱ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✼✼✳

▼♦st ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❙❆P❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧✐st❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛t ❧❡❛st

❢♦r s♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛♣❡rs ❢♦r r❡❛❞❡rs ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡

t♦ st✉❞② ♠♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s✿ ✇❛t❡r ❞✐♠❡r ✭❘❡❢s✳ ✷✵✱ ✷✷✱ ✶✹✺✱ ❛♥❞ ✶✹✻✮✱ ❤❡❧✐✉♠ ❞✐♠❡r ✭❘❡❢s✳ ✷✶

❛♥❞ ✶✹✼✮✱ ✇❛t❡r✲✉r❛❝✐❧ ✭❘❡❢✳ ✶✹✽✮✱ ❍❡✲❋− ✭❘❡❢✳ ✶✹✾✮✱ ❆r✕❍2 ✭❘❡❢✳ ✶✺✵✮✱ ❆r✕❍❋ ✭❘❡❢✳ ✽✹✮✱

❍❡✲❍2❖ ✭❘❡❢✳ ✶✺✶✮✱ ✇❛t❡r tr✐♠❡r ✭❘❡❢✳ ✶✺✷✮✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❖♥ ♣❛❣❡ ✶✺ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st❛t❡ t❤❛t ✏♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡✜♥❡ ✉♥✐q✉❡❧② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠

♦♥❡ ♠♦♥♦♠❡r✑✳ ❇✉t t❤❡ ❢❛❝t ✐s t❤❛t ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠❛♥② r❡❛❝t✐♦♥s✳

❍♦✇ ❞♦❡s ❙❆P❚ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❈❚ ✐♥ ❡✳❣✳✱ ❙N✷ r❡❛❝t✐♦♥❄ ❆s t❤❡ ❛✉t❤♦r s❛②s✱ ❈❚ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞

❛s ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ ❙❆P❚✳ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❜✉② s✉❝❤ ❛ st❛t❡♠❡♥t✳

❘❡♣❧②✿

❲❡ ♥❡✈❡r s❛② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭♦r tr❛♥s❢❡r✮ ✐♥ ♥♦♥❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦♥❧② s❛② t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ✇❛s ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡♠❡♥ts✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ♥♦ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t

❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳

❲❡ ♥❡✈❡r s❛② t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ t♦ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥✳ ❲❡ ❥✉st ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼✐s✲

q✉✐tt❛ ❛♥❞ ❙t♦♥❡ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✹✵✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❛❣❡ ✶✺✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❈❚ ❛♥❞ ❛s❦✿ ✏✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t❄✑ ▲❡t ✉s ❛s❦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✿ ✐s t❤❡r❡ ❛♥② s❝✐❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t

✐♥s✐❣❤t❄

❘❡♣❧②✿

✸✼



❲❡ ✇❡r❡ ♥♦t tr②✐♥❣ t♦ ❜❡❧✐tt❧❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛❥♦r ❣♦❛❧ ♦❢

s❝✐❡♥❝❡ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♥❛t✉r❡✳ ❲❡ ❛❞❞❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥t❡♥❝❡ ❛t t❤✐s ♣❧❛❝❡ t♦ ♠❛❦❡

♦✉r ✈✐❡✇s ❝❧❡❛r✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❖♥ ♣❛❣❡ ✶✻✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r✲❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✏❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐s s❡t t♦ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✑✳ ■t ✐s

❣♦♦❞ t❤❛t ❙t♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ❛❞❞ ❈❚ t♦ ❙❆P❚✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❝❤❡♠✐str② ✇✐t❤♦✉t

❈❚✳

❘❡♣❧②✿

❲❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ q✉♦t❡❞✱ ✇❡

❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙t♦♥❡ ❛♥❞ ▼✐sq✉✐tt❛✶✹✷ ✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞ t❤✐s

s❡♥t❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs

s❤♦✇s ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❙❆P❚ ❛s t❤❡ t❤r❡❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✶✹✵✱✶✹✷✱✶✹✸ ♣r♦❞✉❝❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❡ ♠❛❦❡✿ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢❛❝t✱ ❛ ✉♥✐q✉❡

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

■♥ ❢❛❝t✱ ▼❖ ✭♦r ▼❖✲❈■ ✕ ❛♥② ❧❡✈❡❧✮ t❤❡♦r② t❡❧❧s ✉s t❤❛t ✇❤❡♥ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ♦r❜✐t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ ❍❖▼❖ ✐♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ▲❯▼❖ ♦♥ t❤❡

♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜② ❈❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝r❡❛t❡s

❝♦✈❛❧❡♥❝②✳ ❲❤❡r❡ ✐s t❤✐s ✐♥ ❙❆P❚❄

❘❡♣❧②✿

❆❣❛✐♥✱ ❙❆P❚ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ tr❡❛t ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s

✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛♥❞ t❤✉s r❡s❤✉✤❡❞✳ ❚❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❙❆P❚ ♠❡t❤♦❞ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭♦r ❝❤❛r❣❡✮

tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❞✐❞ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ❙t♦♥❡ ❛♥❞ ▼✐sq✉✐tt❛✳

❘❡♣❧②✿

❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■ ❇✳

✸✽



❲❡ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡♣❡❛t ♦♥❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥t♦

♣❛rts ❞✉❡ t♦ ✏✜①❡❞✑ ✭❜✉t ❞❡❢♦r♠❡❞✮ ❛♥❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦♥✉♥✐q✉❡✱

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✐sq✉✐tt❛ ❛♥❞ ❙t♦♥❡✶✹✵✱✶✹✷✱✶✹✸ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❢✉❧✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

■♥ ❝❤❡♠✐str②✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r✲ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡

❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❜❡♥③❡♥❡ ✭❈6❍6✮✱ t❤❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐① ♣

❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛s ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧

❢♦r r❡❛❞❡rs ✐❢ s♦♠❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❆P❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❘❡♣❧②✿

■♥ ❙❆P❚✱ ♠♦♥♦♠❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡♦r②✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ■■✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❍❋ ♠❡t❤♦❞✱ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❙❆P❚ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥③❡♥❡ ❞✐♠❡r✶✺✸ ✐s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞

♦♥❡ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✱ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❛❝❝✉r❛❝②✶✺✹✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝✉r✐♦✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❙❆P❚ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲❜♦❞② ❝♦♠♣❧❡① ❍3◆· · ·❇❍3✱ ❝❛♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r s❤♦✇ t❤❡ ❙❆P❚ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡

❜❛s✐s s❡ts ❢r♦♠ ✻✲✸✶● t♦ ✻✲✸✶✶✰●✭❞✮ t♦ ✻✲✸✶✶✰✰●✭❞✱♣✮ t♦ ❛✉❣✲❝❝✲♣✈t③ ❢♦r t❤✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡

❝♦♠♣❧❡①❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍3◆· · ·❇❍3 ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❜❛s✐s s❡ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡

❛✉t❤♦r ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❘❡♣❧②✿

▼✉❧t✐♣❧❡ ❜❛s✐s s❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ❢♦r ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s s❡ts ❧✐st❡❞

❛❜♦✈❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❜❛s✐s s❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ s❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❘❡❢s✳ ✷✷ ❛♥❞ ✶✷✾✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ❜❛s✐s s❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

●❡tt✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇r♦t❡ t❤❛t ✏t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❧❛❝❡ ❢♦r t❡r♠s ♥♦t

♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❆P❚ s✐♥❝❡ ❙❆P❚✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉♠ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣②✑✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣ ❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❊❉❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧s♦ s✉♠ ✉♣ ❛❧❧ t❡r♠s t♦ ❛♥

❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❡r♠s✳ ❚❤❡

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❙❆P❚ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r

✸✾



t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦r ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ❞❛t❛ ❝❛♥

s♣❡❛❦ ❜❡tt❡r✳

❘❡♣❧②✿

❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ♠❡❛♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s ✐❞❡♥t✐❢② t❡r♠s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❙❆P❚✿ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✱ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ❙❆P❚✱ t❤❡s❡ t❡r♠s s✉♠ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐❢

t❤❡s❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊❉❆ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❆P❚

✈❛❧✉❡s✱ t❤❡② ❛❧s♦ s✉♠ ✉♣ t♦ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦ ♦t❤❡r t❡r♠s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ q✉♦t❡❞ t❡①t t♦ ♠❛❦❡ ♦✉r ♣♦✐♥t ♠♦r❡ ❝❧❡❛r✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❇❡s✐❞❡s✱ ❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♥❡❡❞ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐✲

r❡❝t❧②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇r♦t❡ ✏■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮

❛♥❞ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞✐♠❡rs✑✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ q✉✐t❡

❝♦♥❢✉s✐♥❣✳ ❉❋❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s ♥♦t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❊❉❆ ♠❡t❤♦❞✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦r❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛♣♣❧❡ ❤❡r❡ ❛s ❙❆P❚✭❉❋❚✮

❛♥❞ ❉❋❚ ❛r❡ ♥♦t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

❘❡♣❧②✿

❙❆P❚ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❝♦♥✲

✜r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲r♦t❛t✐♦♥✲t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✭❱❘❚✮ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❞✐♠❡rs ❛♥❞ tr✐♠❡rs✿ s♣❡❝tr❛

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❙❆P❚ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✽✹✱✶✺✹✕✶✺✼✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡

❛r❡ ❝r②st❛❧✲str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❙❆P❚✲❜❛s❡❞ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝r②st❛❧ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣✲r❛♥❦❡❞ ♣♦❧②♠♦r♣❤s✶✺✽✕✶✻✸✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❙❆P❚ ❝❛♥ ❜❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ❧❡ss ❞✐r❡❝t ❤❡r❡✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ❡①✐st✳ ■♥ t❤❡

❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❞✐♠❡r ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ♣♦❧❛r ♠♦♥♦♠❡rs ✐s ❞♦♠✐✲

♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡♥tr❛♥❝❡✲❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢

str♦♥❣❡st ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ❝r②s✲

t❛❧❧♦❣r❛♣❤❡rs ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❝r②st❛❧s ♦❢ ♣♦❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡

❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥s ✇✐t❤ r❛r❡✲❣❛s ❛t♦♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✉❝❤ s②st❡♠s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦❜❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ P❊❙s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❛r❡✲❣❛s ❛t♦♠s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✉s✱
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t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✲✇❛✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s ♣r♦❜❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s r❛❞✐✐ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡

r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❛❧❧ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❛❧❧ ✐♥ t✉r♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s r❛❞✐✐✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✜rst✳ ❨❡s✱ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❛♥❞ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚

❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡♦r②✳ ❙t✐❧❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❙❆P❚ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋❈■

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛❣r❡❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐❣✐ts ✇✐t❤ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❋❈■ ❡♥❡r❣✐❡s✶✻✱✶✽✱✻✻✱✶✷✼✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❣✐✈❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤♦s❡ ❢r♦♠ s✉✲

♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❤❛✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs✱ ♠❛✐♥❧②

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ♣❤②s✲

✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥s✶✶✽✱✶✻✹✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

t❤❡ ✏s❤♦rts✐❣❤t❡❞♥❡ss✑ ♦❢ ✐♥t❡r❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ❉❋❚ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❉❋❚ ❞❡s❝r✐❜❡s ♠♦♥♦♠❡rs r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♠♦♥♦♠❡r ❞❡t❡r♠✐✲

♥❛♥ts ❛♥❞ ❚❉✲❉❋❚ ♠♦♥♦♠❡r ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t

❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❢r♦♠ ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝t✐♦♥✲t②♣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❉❋❚ s❤♦rts✐❣❤t❡❞♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✷✻ ❛♥❞ ✶✶✸ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❙❆P❚✭❉❋❚✮✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ▼♦st ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ s❡♠✐❧♦❝❛❧

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭●●❆✮ ❉❋❚s ❣✐✈❡ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❡①✲

❝❡♣t ❛t ❧❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡✐✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✜rst ❙❆P❚✭❑❙✮

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✶✵✾ ❣❛✈❡ ♣♦♦r ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❘❡❢s✳ ✶✶✵ ❛♥❞ ✶✶✶✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛t ❛❧❧ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❥✉st ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞

♠♦♥♦♠❡rs✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ s♦ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❖♥ P❛❣❡ ✹ t❤❡ ❛✉t❤♦r st❛t❡s t❤❛t ❙❆P❚ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❞✐❛t♦♠✐❝s✱ ❡✳❣✳✱

▲✐❍✳ ❈❛♥ ❤❡ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦r t✇♦❄ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❡♠✐str② ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ❝❤❡♠✐str② ✇✐t❤♦✉t ❝♦✈❛❧❡♥❝②✳ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ❍2❄ ❲❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥❝② ✐♥ ❙❆P❚❄ ❲❤❛t

❛❜♦✉t r❡s♦♥❛♥❝❡❄

❘❡♣❧②✿

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❝♦♥❝❡r♥s ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞ ❞✐❛t♦♠✐❝s ✭❢♦r ◆❈■s ✐♥ ❞✐❛t♦♠✐❝s✱

❙❆P❚ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♦r❞❡r✮✳ ❋♦r t✇♦ ❞✐❛t♦♠✐❝s✱ ❍2 ❛♥❞ ▲✐❍✱ ❙❆P❚ ✇❛s

✹✶



❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❜♦♥❞❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✶✺✱✶✻✱✶✽✱✺✹✱✽✼✱✶✻✺✳ ❚❛❜❧❡ ■ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✺

s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ✻✵t❤ ♦r❞❡r ❙❘❙ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ♦❢ ❍2 ❛t R ❂ ✷✳✵ ❜♦❤r

t♦ ✇✐t❤✐♥ ✵✳✵✵✵✺✪✳ ❚❛❜❧❡ ■■■ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✽ s❤♦✇s t❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st ✇♦r❦✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❙❆P❚

r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ▲✐❍ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ ✇✐t❤✐♥ ✵✳✵✵✵✶✪✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r s❤♦✇s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♣✉t❡❞

✉s✐♥❣ ✹t❤✲♦r❞❡r ❙❆P❚✳ ❙♦ ❝❧❡❛r❧②✱ ❙❆P❚ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❨❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❙❆P❚ t♦ st✉❞② str♦♥❣

❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❛②s ♥♦t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❙❆P❚ ❞♦❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞❡✲

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t s❡♣❛r❛t❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❞♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ■t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❙❆P❚ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s✉❝❤ s②st❡♠s✶✶✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❙♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✿

❆r❡ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❄ Pr❡s✉♠❛❜❧② t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✐♥❝❡ P❛✉❧✐ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s

❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇✉t P❛✉❧✐ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❜r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ❈❚✳ ❲❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡s❡ ✐♥ t❤❡ ❙❆P❚ ♣✐❝t✉r❡❄ ❆♥② ❡①❛♠♣❧❡❄

❘❡♣❧②✿

❖r❜✐t❛❧s ✇✐t❤✐♥ s②st❡♠ ❆ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r s②st❡♠s ❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ❆ ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ❇✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥

❛s s✉❝❤ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❡①✐sts ❛❧r❡❛❞② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❘❙P❚✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s

tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❙❆P❚ ❡①❛❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦♣❡r ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥❞❡❡❞✱

❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ s♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

❙❆P❚ ❞♦ ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

t♦ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❝❤❛r❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥

❡✛❡❝ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② s❤✐❢t ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ♥♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳

▼♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❉♦❡s♥✬t ❙❆P❚ ♠✐ss ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡✛❡❝t ❧✐❦❡ ❈❚ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥✲

❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ❜✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ t❡r♠s ❬H0 = HA +HB +HC + VAB + VAC + VBC + . . . ❪❄

❘❡♣❧②✿

❚❤❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s q✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ◆♦ t❤r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s✉❝❤

✹✷



❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳ ❬❇❚❲✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞

❛s H r❛t❤❡r t❤❛♥ H0 s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉st♦♠❛r② ♥♦t❛t✐♦♥ H0 = HA +HB +HC ✳❪

❇r✐♥❦ ❛♥❞ ❇♦rr❢♦rs ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

■t ✐s ✈❡r② r❡❛ss✉r✐♥❣ t❤❛t ❙❆P❚ t♦ ❤✐❣❤ ♦r❞❡rs ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥ ❡①❛❝t t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡

❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❙❆P❚ ✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t

s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦r ♣♦ss✐❜❧② t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ✇❡❛❦❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♠♦♥❧② ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ s✉❝❤ ❛s δEHF
int,resp ✭❡q✳ ✼✮ ❛♥❞

t❤❡ S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■s t❤❡r❡ ❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞

❙❆P❚ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❄ ❈❛♥ t❤❡ δEHF
int,resp ✈❛❧✉❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r❄ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❞♦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ❙❆P❚ ❡♥❡r❣② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❙❆P❚ ❧❡✈❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t

❤❛♥❞❄

❘❡♣❧②✿

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❙❆P❚ ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛❧❡♥t

❜♦♥❞s✳ ❋♦r ◆❈■s✱ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r tr❡❛t♠❡♥t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♠♦st ❙❆P❚

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s✐s s❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❡rr♦rs ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❙❆P❚ t❤❡♦r② ❡rr♦rs✳ ■♥ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛♣❡rs✱ ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❈❙❉✭❚✮ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛s✐s

s❡t ✭❈❇❙✮ ❧✐♠✐t✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st t❤♦r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✶✺ ♦♥ ✶✵

❞✐♠❡rs ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t♦t❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❡rr♦r ❝♦♠♣✉t❡❞

❢♦r ❛❧❧ ❞✐♠❡rs ✐♥ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ tr✐♣❧❡✲③❡t❛ ❜❛s✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❈❈❙❉✭❚✮✴❈❇❙ ✇❛s ✷✳✻✪✳ ❚❤✐s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ❢♦r ❈❈❙❉✭❚✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s s❡t ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦

✶✳✷✪✳

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❙❆P❚ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ ♦t❤❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧②

r❡❧✐❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ δEHF
int,resp ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ♦❢ ❙❆P❚✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❙❆P❚ ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ str♦♥❣❧② ♣♦❧❛r s②st❡♠s✱ ✇❤✐❧❡ δEHF
int,resp

✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❘❡❢✳ ✶✶✺✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❙❆P❚ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡r✳ ■♥

♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s ❈❈❙❉✭❚✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❙❆P❚✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❢❡✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛t t❤❡ ❈❇❙ ❧✐♠✐ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜❛s✐s s❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❡rr♦rs✳

■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥

♦❢ δEHF
int,resp ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛t t❤❡
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s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st✉❞② s❤♦✇✐♥❣ t❤✐s ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ S2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✶✷✹✕✶✷✻✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡s✉❧ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥❧② ❛t ✈❡r② s❤♦rt

s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ S2 ❡rr♦rs ❛r❡ ♠♦st❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ δEHF
int,resp✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥

❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ δEHF
int,resp ✐s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡

t❤✐r❞ ✭♦r ❢♦✉rt❤✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✳ ❋♦r ♣♦❧❛r s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♠✉❝❤ ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s t❤❛t t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥

✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳

❇r✐♥❦ ❛♥❞ ❇♦rr❢♦rs ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r ❉❋❚❄ ■s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ✐s ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦t❤❡r

❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❛s ✇❡❧❧❄ ■s ✐t st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❡r♠s ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❡q✳ ✼ ✭δEHF
int,resp ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ✐♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮❄

❆ r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❙❆P❚✭❉❋❚✮✳ ■s ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❧❡ss

❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❛♥ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❉❋❚ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❄ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤✐❝❤

❡♥❡r❣② t❡r♠ ✐♥ ❙❆P❚ ✐s ♠♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❄

❘❡♣❧②✿

❚❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r ❉❋❚ ♦♥❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧② t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦ ❡t ❛❧✳ q✉❡st✐♦♥s✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡♠✐❧♦❝❛❧ ●●❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡❝♦✈❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ♦♥❡

♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✶✶✽ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

r❡❛s♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡rs ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t

✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❋❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ♦❢

s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

Eextra
int = EDFT

int − Edispersionless
int ,

✇❤❡r❡ EDFT
int ✐s t❤❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ Edispersionless

int ✐s ❛ ♥❡❛r✲❡①❛❝t

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉❋❚✱ ✐t s❤♦✉❧❞ r❡❝♦✈❡r Edispersionless
int ✇❡❧❧✱ ✐✳❡✳✱ Eextra

int

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧ ✭❡①❝❡♣t ♣♦ss✐❜❧② ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥t❡r♠♦♥♦♠❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs ❣❡t ✐♥t♦ t❤❡ ✏✈✐s✐❜✐❧✐t②✑ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❉❋❚✮✳ ❋✐❣✉r❡s ✹ ❛♥❞ ✻

✐♥ ❘❡❢✳ ✶✶✽ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ Edispersionless
int ✐s ♣♦♦r✳ ❙♦ t❤❡

✹✹



❛♥s✇❡r ✐s ❝♦♥✜r♠❛t✐✈❡✿ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ✐s ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❙❆P❚✭❉❋❚✮

❜❡✐♥❣ s♦ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❜✉t ❙❆P❚✭❉❋❚✮✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❛♥ ❞♦❡s s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ✐s ❛♥♦t❤❡r✱ ♣❡r❤❛♣s

❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥✳

❨❡s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ δEHF
int,resp ✐s ❛s r✐❣♦r♦✉s ✐♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❛s ✐♥ ❙❆P❚ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛✈❡✲

❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡rs ✐♥ V ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❙❆P❚ ❛r❡ r✐❣♦r♦✉s❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t

✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠s✱ ✇❤✐❧❡ δEHF
int,resp ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② t❤❡ t❤✐r❞✲

❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s ✭♣❧✉s ❛ s♠❛❧❧ ✏❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✑ ✐♥ ❧♦✇❡r ♦r❞❡rs ✇❤✐❝❤ ✐t t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ δEHF
int,resp ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳

❨❡s✱ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢

●●❆s ❛r❡ ✉s❡❞ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✇❛s

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs✷✻✱✶✶✸✱✶✻✻✕✶✻✾✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ P❇❊✵ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✶✼✵✱✶✼✶ s❤♦✇s

❝♦♥s✐st❡♥t❧② t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦st ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲❜♦♥❞❡❞ s②st❡♠s ❧✐❦❡ r❛r❡✲❣❛s ❞✐♠❡rs✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡

❧❛r❣❡st ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❚❛❜❧❡ ■❱ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✻✳

❋♦r ❞✐♠❡rs ♦❢ ♣♦❧❛r ♠♦♥♦♠❡rs✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✛❡❝ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ❱ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✻ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ■❱ ✐♥ ❘❡❢✳ ✶✶✸✳

❇r✐♥❦ ❛♥❞ ❇♦rr❢♦rs ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

❆ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ❡✣✲

❝✐❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r str✉❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ str♦♥❣

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡✳❣✳ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s✳ ❍♦✇ ❛r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤

s②st❡♠s ❜❡st ❤❛♥❞❧❡❞❄ ❲❤❡♥ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ❛❞✈✐s❛❜❧❡ t♦ ✉s❡

❛ s✉♣r❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r str✉❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉❋❚ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss

❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❙❆P❚✭❉❋❚✮ ❢♦r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❲♦✉❧❞ ✐t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛

♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❙❆P❚ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

❞✐st❛♥❝❡s❄ ❲♦✉❧❞ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐t ❜❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞❄ ❆ r❡✲

✹✺



❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭③❡r♦ ♣♦✐♥t

❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✮ t♦ ❝♦♠♣❧❡①❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣✐❡s ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣✐❡s❄

❘❡♣❧②✿

❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠s ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ str✉❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ✜rst ♦♥ r✐❣✐❞ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s

♠♦♥♦♠❡rs✬ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❋♦r

♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ♠♦♥♦♠❡rs ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♣ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❞♦③❡♥ ❛t♦♠s✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛

s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rt✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡r✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❧♦❝❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭✐✳❡✳✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❧♦s❡st ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣

♣♦✐♥t✮ ✇✐❧❧ r❡❧✐❛❜❧② ✜♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✭❝♦♥❢♦r♠❡rs✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠❡r✳ ■❢ ♦♥❡

✇❛♥t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t♦ ✜♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

✇♦✉❧❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❢❛✐❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡

❞✐♠❡r ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥ ✈❡r② ♥♦♥✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣❧❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

tr✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s s✉❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❉❋❚ ❧❡✈❡❧✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s t♦ ✜rst ✜t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♠❛✳

❇♦t❤ t❛s❦s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❛✉t♦P❊❙ ♣r♦❣r❛♠s✶✷✸✱✶✹✶✳ ❚❤✐s

♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❡ ♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✭❛♥❞ ②❡s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✱

r♦❜✉st✱ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞✮✳ ❋♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥② ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ▼P✷✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❉❋❚ ✭❛♥❞ ✐❢ ❉❋❚ ✐s ✉s❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲

❝♦rr❡❝t❡❞ ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦P❊❙ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✢❡①✐❜❧❡✲♠♦♥♦♠❡r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐♠❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s

❛❧❧♦✇s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♠♦♥♦♠❡r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❙❆P❚ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❝❧✉st❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠✲

♣✉t❡ ❱❘❚ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t

❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭s❡❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❘❡❢✳ ✶✼✷✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡

❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

P♦♣❡❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

◗✉❡st✐♦♥ ✶✿ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ s✉❝❤ ❛s ❇r✭❈❍2✮10❇r✱ ❛♥❞ ❝✉r❧ ❜❛❝❦ ✐ts ❝❤❛✐♥ s♦

t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❇r ❛t♦♠s ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❝♦♥t❛❝t ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❜♦♥❞❡❞✳ ❙✉r❡❧② t❤❡r❡ ✐s

❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❇r ❛t♦♠s ❜✉t ❝❛♥ ❙❆P❚✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s

✹✻



❛rt✐❝❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡❄ ❙❆P❚✬s ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇r✭❈❍2✮10❇r ✐s

❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ■s t❤❡r❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs❄

■s ❛ ✇❛② ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✏❛t♦♠✐❝ ❙❆P❚ ♣❛rt✐t✐♦♥✑ ♦r ❆✲❙❆P❚ ✭❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✶✹✱ ✶✹✶✱

✵✹✹✶✶✺✮❄ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆✲❙❆P❚ str✉❣❣❧❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉✐❧❞✉♣ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✏❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲❣r♦✉♣ ❙❆P❚✑ ♦r ❋✲❙❆P❚ ✭❏✳ ❈❤❡♠✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✳ ✷✵✶✹✱

✶✵✱ ✹✹✶✼✮ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❇✉t t❤❡♥ ❋✲❙❆P❚ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ✇✐t❤

✐♥t❡❣r❛❧ ❝❤❛r❣❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ③❡r♦✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② s✉✐t t❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✳

❘❡♣❧②✿

❨❡s✱ ❙❆P❚ ✐s ❛ t❤❡♦r② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ s❡♣❛r❛t❡s ✐♥t♦ ❛ s❡t

♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❛t ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❧♦s❡❞✲s❤❡❧❧✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t

✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s✳ ❚❤✉s✱ st❛♥❞❛r❞ ❙❆P❚ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❇r✭❈❍2✮10❇r✳

❆✲❙❆P❚ ❛♥❞ ❋✲❙❆P❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ss✐❣♥ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❛t♦♠s ♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❆P❚ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐♠❡rs ♦❢ t✇♦ ❝❧♦s❡❞✲s❤❡❧❧ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙❆P❚ t♦ ✐♥tr❛♠♦♥♦♠❡r

◆❈■s✱ ♥❛♠❡❞ ■❙❆P❚✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛t❡r✶✼✸✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ ❘❡❢✳ ✶✼✹✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❙❆P❚ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ♦♥❡

t♦ ♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t ❡q✉❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞

t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✳

P♦♣❡❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

◗✉❡st✐♦♥ ✷✿ ■t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t ❙❆P❚ ❞❡✜♥❡s ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠

❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳ P❧❡❛s❡ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❆P❚ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❘❡♣❧②✿

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❙P❚✳

❙✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❙❆P❚✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❊qs✳ ✭✺✮✱ ✭✶✵✮✱

❛♥❞ ✭✷✼✮ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✶ ❛♥❞ ❊qs✳ ✭✶✽✮✱ ✭✷✾✮✱ ✭❆✳✹✮✱ ❛♥❞ ✭❆✳✶✷✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✹✼



P♦♣❡❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

◗✉❡st✐♦♥ ✸✿ ❉♦❡s t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ♦❢ ❑♦♥r❛❞ P❛t❦♦✇s❦✐ ✇❤♦ ✇r✐t❡s ✐♥

r❡❢❡r❡♥❝❡ ✺✽ t❤❛t ✏♠② ♣❡rs♦♥❛❧ ❧❡❛st ❢❛✈♦r✐t❡ ❙❆P❚ t❡r♠ ✐s t❤❡ δE
(2)
HF ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✷✵✮ ✭✳ ✳ ✳ ✮✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❛s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐♦♥ t❤❛t ♣✉r❡ ❙❆P❚ ❤❛s ❛ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥✱ ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s ♦✉ts✐❞❡ ❤❡❧♣ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

❍❋✑❄ ◆♦t❡ t❤❛t ❤✐s ❊q✳ ✭✷✵✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❊q✳ ✭✼✮ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ δE(2)
HF =

δEHF
int,resp✳

❘❡♣❧②✿

❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ δEHF
int,resp ♣♦s❡s

♥♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ❞♦❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞

t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ♥♦♥♣♦❧❛r ❛♥❞ ♠✐❧❞❧②

♣♦❧❛r s②st❡♠s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ δEHF
int,resp ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✐❢ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❙❆P❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✶✵✽✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ✐s ♠♦r❡ ♦❢ ❛❡st❤❡t✐❝ t❤❛♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ■t ♠❛②

❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ δEHF
int,resp ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡t ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r t❡r♠s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ st❡♣ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥

✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✇♦r❦ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤✲ ❛♥❞ ✜❢t❤✲♦r❞❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♠♦r❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡♥✉❡ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❙❆P❚✶✽✱✽✽ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦♥♦♠❡rs ✭t❤❡

r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❙❆P❚ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✮✳

P♦♣❡❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

◗✉❡st✐♦♥ ✹✿ ■t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t ✏❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠

♠♦♥♦♠❡r ❆ t♦ ♠♦♥♦♠❡r ❇ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠♦♥♦♠❡rs✳✑ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛t♦♠s ♦r ❡✈❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣❡r♣❡t✉❛t❡❞✱ ②❡t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ s♦ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐✈❡

✭q✉❛♥t✉♠✮ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭♦r ❝r✐t❡r✐❛✮ ❣✐✈❡✭s✮ r✐s❡

t♦ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❜✐tr❛t✐♦♥❄ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ♣r❡s❡♥t✲❞❛②

❙❆P❚ ✭✏t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ✭✳ ✳ ✳ ✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❵st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✬ ❢♦r ❊❉❆

♠❡t❤♦❞s✑✮ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✉♥✐q✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐s❡❞ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡

♦♥❧② ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ♣❡r❤❛♣s r❡❧❛①❡❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❝❛♥ ❖❝❝❛♠✬s

r❛③♦r ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛s ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡tt❧❡

t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ q✉❛♥t✐❢② ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✭❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐❡❧❡❝tr♦♥s✮❄

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉③③② ✭✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♥❣✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲

✹✽



❢✉③③② ✭s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ◗❚❆■▼✮ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❏✳ ❈♦♠♣✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✼✱ ✷✽✱ ✶✻✶✮

s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✏♠❛② ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✑ ❛s

t❤❡② ❛❧s♦ ✏❜❡tt❡r ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r ❢r❛❣♠❡♥t ✐❞❡♥t✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✑✳

❘❡♣❧②✿

❋✐rst✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② t♦ ✏r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✑✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❛t

❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❊❉❆ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ✭❛♥❞ ♠♦st❧② ❞♦✮✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧② t♦ ▼♦ ❡t ❛❧✳✱ t❤❡r❡ ✐s✱ ❛❝t✉❛❧❧②✱ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❙❆P❚ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❆❧s♦ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧② t♦ ▼♦ ❡t ❛❧✳✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❝❤❛r❣❡

❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❆■▼✲❛t♦♠s ❣✐✈❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t

st✐❧❧ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡✛❡❝t ✉s✐♥❣ ❙❆P❚✳

P♦♣❡❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t❡❞✿

◗✉❡st✐♦♥ ✺✿ ❈❛♥ ❙❆P❚ ♠❛t❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts t❤❛t t❤❡ ■♥t❡r❛❝t✐♥❣

◗✉❛♥t✉♠ ❆t♦♠s ✭■◗❆✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✭❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❆ ✷✵✶✻✱ ✶✷✵✱ ✾✻✹✼❀

❈❤❡♠P❤②s❈❤❡♠ ✷✵✷✶✱ ✷✷✱ ✼✼✺❀ ❈❤❡♠✐str② ❖♣❡♥ ✷✵✶✾✱ ✽✱ ✺✻✵✮❄

❘❡♣❧②✿

❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉♦t❡ ❢r♦♠ ❘✐❝❤❛r❞ ❋❡②♥♠❛♥ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ✏r❡♣❡❧❧✐♥❣

✉♣♦♥ ❜❡✐♥❣ sq✉❡❡③❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✑✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t❤✐s r❡♣✉❧s✐♦♥ t♦

st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts✿ s✐♥❝❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❤❛♣❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡

s♣❤❡r❡s ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❝♦♠❡s✳ ■♥ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡

❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠s ♦r ❜② ❧❛r❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ R ✭♠♦st❧② 1/R12✮

✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❙❆P❚✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❙❆P❚ P❊❙s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts ❝♦♠♣✉t❡❞

✉s✐♥❣ ❙❆P❚ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ■◗❆ ❛s t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ✉♥r❡❧❛t❡❞ ✇❛②s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ r❡✐t❡r❛t❡ ❤❡r❡ t❤❛t✱ ❛s ✐t ✐s ❡①t❡♥✲

s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■❉✱ ❙❆P❚ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡r✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡✛❡❝t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①✲

❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✱ ❊q✳ ✭✹✸✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■❉✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡rs ❛♥❞ ♥♦t t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤✐s

t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ s✉❝❤ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✶✼✺✕✶✼✼✳

✹✾



❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦❢ ❙❆P❚✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭✹✻✮ ❛♥❞ ✭✹✼✮✳

❚❤❡s❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r

♦♥❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts✺✸✱✼✾✕✽✷✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❞❛♠♣✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜r✐❡✢② ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t

❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ st❡r✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

♣✐❝t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛❧✲

✉❡s ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

st❡r✐❝ ❡✛❡❝t✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉♥✉s✉❛❧ st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ s❤❛♣❡s ♦❢ P❊❙s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t st✉❞② ♦❢ t❤❡

❛♠♠♦♥✐❛ ❞✐♠❡r✶✼✽✳ ❚❤✐s P❊❙ ✐s ✈❡r② ✉♥✉s✉❛❧ ✐♥ t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ❝❛♥②♦♥✲❧✐❦❡ ✈❛❧❧❡②

✇❤❡r❡ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜❛rr✐❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛t t❤❡

❧♦✇❡st✲❡♥❡r❣② s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❆♥ ♦✈❡r❧❛♣✲❞r✐✈❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s s❛❞❞❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛❧❧❡②✱ ❡①♣❧❛✐♥s

t❤❡ ♥❛rr♦✇♥❡ss ♦❢ t❤✐s ✈❛❧❧❡②✳ ❖♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts

t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

❋✉♥❞✐♥❣✿

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❙❋ ❣r❛♥t ❈❍❊✲✶✾✵✵✺✺✶ t♦ ❑❙✳ ❇❏ t❤❛♥❦s ❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt

❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❈❡♥t❡r✱ P♦❧❛♥❞✱ Pr♦❥❡❝t ◆♦✳ ✷✵✶✼✴✷✼✴❇✴❙❚✹✴✵✷✼✸✾✳

❈♦♥✢✐❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿

◆♦♥❡✳

❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✿

◆♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

❈♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✿

◆♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

❆✉t❤♦rs✬ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

❇♦t❤ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❡q✉❛❧❧②✳

✺✵
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❡rt✐❡s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥t ❏ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤❡♠

✶✹✿✷✼✶✕✷✽✼✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴q✉❛✳✺✻✵✶✹✵✸✵✻

✸❍✐rs❝❤❢❡❧❞❡r ❏❖ ✭✶✾✻✼✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s✱ ■■✳ ❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✶✿✸✻✸✕

✸✻✽
✹✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆ ✭✶✾✻✼✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡✲

♦♣❡r❛t♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✹✼✿✸✻✹✾
✺▼✉s❤❡r ❏■✱ ❆♠♦s ❆❚ ✭✶✾✻✼✮ ❚❤❡♦r② ♦❢ ✇❡❛❦ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ P❤②s ❘❡✈

✶✻✹✿✸✶
✻▼✉rr❡❧❧ ❏◆✱ ❙❤❛✇ ● ✭✶✾✻✼✮ ■♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ✐♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❏

❈❤❡♠ P❤②s ✹✻✿✶✼✻✽
✼❈❤✐♣♠❛♥ ❉▼✱ ❇♦✇♠❛♥ ❏❉✱ ❍✐rs❝❤❢❡❧❞❡r ❏❖ ✭✶✾✼✸✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■✳ ●❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✺✾✿✷✽✸✵✕✷✽✸✼
✽❈❤✐♣♠❛♥ ❉▼✱ ❍✐rs❝❤❢❡❧❞❡r ❏❖ ✭✶✾✼✸✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✲

✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■■✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❍+
2 ✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✺✾✿✷✽✸✽✕✷✽✺✼

✾❈❤❛➟❛s✐➠s❦✐ ●✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✶✾✼✼✮ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

❘❛②❧❡✐❣❤✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍✐rs❝❤❢❡❧❞❡r✲❙✐❧❜❡② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥t ❏ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤❡♠ ✶✶✿✷✹✼✕✷✺✼✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴q✉❛✳

✺✻✵✶✶✵✷✵✺

✶✵❆❞❛♠s ❲❍✱ P♦❧②♠❡r♦♣♦✉❧♦s ❊❊ ✭✶✾✼✽✮ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■✳ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐✲
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❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ❍+
2 ✐♦♥✳ ■♥t ❏
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✶✸❆❞❛♠s ❲❍ ✭✶✾✾✵✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥✲t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✲ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠✱ ❛r❡ t❤❡r❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥t ❏ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤❡♠ ❙✷✹✿✺✸✶✕✺✹✼✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴

q✉❛✳✺✻✵✸✽✷✹✺✷
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♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
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❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
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✶✼❆❞❛♠s ❲❍ ✭✷✵✵✷✮ ❚✇♦ ♥❡✇ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡♦r ❈❤❡♠ ❆❝❝ ✶✵✽✿✷✷✺✕✷✸✶✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴

✶✵✳✶✵✵✼✴s✵✵✷✶✹✲✵✵✷✲✵✸✼✼✲✸
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❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✶✻✼✻✶✶✾
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r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♠❛♥② ❝❧♦s❡❞✲s❤❡❧❧ ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥t ❏ ◗✉❛♥t✉♠

❈❤❡♠ ✶✵✿✷✽✶✕✷✾✼✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴q✉❛✳✺✻✵✶✵✵✷✵✽
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❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❛s❡s✳ ❙❛t✉r❛t❡❞ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r
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❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❏ ❈❤❡♠
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❊✱ ❙❛❧✈❛❞♦r P✱ ❙❝❤✇❛r③ ❲❍❊✱ ❙❤❛❤❜❛③✐❛♥ ❙✱ ❙✐❧✈✐ ❇✱ ❙♦❧❛ ▼✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ❚♦❣♥❡tt✐ ❱✱

❲❡✐♥❤♦❧❞ ❋✱ ❩✐♥s ❊▲ ✭✷✵✶✾✮ ◆✐♥❡ q✉❡st✐♦♥s ♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏ ❈♦♠♣

❈❤❡♠ ✹✵✿✷✷✹✽✕✷✷✽✸✱ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✵✷✴❥❝❝✳✷✻✵✵✸
✼✻❱❡❝❝❤❛♠ ❙P✱ ▲❡❡ ❏✱ ▼❛♦ ❨✱ ❍♦r♥ P❘✱ ❍❡❛❞✲●♦r❞♦♥ ▼ ✭✷✵✷✶✮ ❆ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡

♣❛✐r✇✐s❡✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣✐❡s✳ P❤②s ❈❤❡♠ ❈❤❡♠ P❤②s ✷✸✿✾✷✽✕✾✹✸
✼✼◆❛s❡❡♠✲❑❤❛♥ ❙✱ ●r❡s❤ ◆✱ ▼✐sq✉✐tt❛ ❆❏✱ P✐q✉❡♠❛❧ ❏P ✭✷✵✷✶✮ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❙❆P❚ ❛♥❞

s✉♣❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❊❉❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ❢♦r❝❡

✜❡❧❞s✳ ❏ ❈❤❡♠ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t ✶✼✿✷✼✺✾✕✷✼✼✹
✼✽❆❤❧r✐❝❤s ❘ ✭✶✾✼✻✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡ s❡r✐❡s ✭1/R✲

❡①♣❛♥s✐♦♥✮✳ ❚❤❡♦r ❈❤✐♠ ❆❝t❛ ✹✶✿✼✕✶✺
✼✾❑r❡❡❦ ❍✱ ▼❡❛t❤ ❲❏ ✭✶✾✻✾✮ ❈❤❛r❣❡✲♦✈❡r❧❛♣ ❡✛❡❝ts✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s✳ ❏

❈❤❡♠ P❤②s ✺✵✿✷✷✽✾
✽✵❑♥♦✇❧❡s P❏✱ ▼❡❛t❤ ❲❏ ✭✶✾✽✻✮ ◆♦♥✲❡①♣❛♥❞❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❆r2

✺✼



❛♥❞ ▲✐2✳ ❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✶✷✹✿✶✻✹✕✶✼✶
✽✶❑♥♦✇❧❡s P❏✱ ▼❡❛t❤ ❲❏ ✭✶✾✽✻✮ ◆♦♥✲❡①♣❛♥❞❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞

❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❍❋✲❍❡✳ ▼♦❧ P❤②s

✺✾✿✾✻✺✕✾✽✹
✽✷❑♥♦✇❧❡s P❏✱ ▼❡❛t❤ ❲❏ ✭✶✾✽✼✮ ❆ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞✐♠❡rs ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❍❡✱ ◆❡

❛♥❞ ❍❋✳ ▼♦❧ P❤②s ✻✵✿✶✶✹✸✕✶✶✺✽
✽✸❚❛♥❣ ❑❚✱ ❚♦❡♥♥✐❡s ❏P ✭✶✾✽✹✮ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐♠♣❧❡✲♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s

✽✵✿✸✼✷✻✕✸✼✹✶
✽✹▲♦tr✐❝❤ ❱❋✱ ❲✐❧❧✐❛♠s ❍▲✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ▼♦s③②➠s❦✐ ❘✱ ❲♦r♠❡r P❊❙✱

✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆ ✭✶✾✾✺✮ ■♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❆r✲❍❋

❢r♦♠ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✵✸✿✻✵✼✻✕✻✵✾✷✱ ❤tt♣s✿

✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✹✼✵✹✸✻

✽✺❙t♦♥❡ ❆❏ ✭✷✵✶✼✮ ◆❛t✉r❛❧ ❜♦♥❞ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✳ ❏ P❤②s

❈❤❡♠ ❆ ✶✷✶✿✶✺✸✶✕✶✺✸✹✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✷✶✴❛❝s✳❥♣❝❛✳✻❜✶✷✾✸✵

✽✻❙t♦♥❡ ❆❏✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✶✽✮ ❘❡♣❧② t♦ ✏❈♦♠♠❡♥t ♦♥ ◆❛t✉r❛❧ ❜♦♥❞ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✑✳ ❏ P❤②s ❈❤❡♠ ❆ ✶✷✷✿✼✸✸✕✼✸✻✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✷✶✴❛❝s✳

❥♣❝❛✳✼❜✵✾✸✵✼

✽✼❶✇✐♦❦ ❚✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ❑♦➟♦s ❲✱ ▼♦s③②➠s❦✐ ❘✱ ❘②❝❤❧❡✇s❦✐ ❏✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✶✾✾✷✮ ❈♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡✲♦r❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✶✾✺✿✻✼✕✼✻✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳

✹✻✸✹✼✺

✽✽P❛t❦♦✇s❦✐ ❑✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✶✮ ❙②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❏ ▼♦❧ ❙tr✉❝t ✭❚❤❡♦❝❤❡♠✮ ✺✹✼✿✷✾✸✕✸✵✼✱ ❤tt♣s✿

✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✶✻✻✲✶✷✽✵✭✵✶✮✵✵✹✼✽✲❳

✽✾P❛t❦♦✇s❦✐ ❑✱ ❑♦r♦♥❛ ❚✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇ ✭✷✵✵✶✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲

❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r st❛t❡s s✉❜♠❡r❣❡❞ ✐♥ P❛✉❧✐ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❏ ❈❤❡♠

P❤②s ✶✶✺✿✶✶✸✼✕✶✶✺✷✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✶✸✼✾✸✸✵

✾✵❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ❇✉❦♦✇s❦✐ ❘✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇ ✭✷✵✵✺✮ ❖♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❢♦r❝❡s ✐♥

❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❤❛s❡✳ ■♥✿ ❉②❦str❛ ❈❊✱ ❋r❡♥❦✐♥❣ ●✱ ❑✐♠ ❑❙✱ ❙❝✉s❡r✐❛ ●❊ ✭❡❞s✮

❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈❤❡♠✐str②✿ ❚❤❡ ❋✐rst ❋♦✉rt② ❨❡❛rs✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱

✺✽



❆♠st❡r❞❛♠✱ ❝❤❛♣ ✸✸✱ ♣♣ ✾✶✾✕✾✻✷✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❇✾✼✽✲✵✹✹✹✺✶✼✶✾✲✼✴

✺✵✵✼✻✲✼

✾✶❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ▲❡❢♦r❡st✐❡r ❈✱ ✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆ ✭✷✵✵✾✮ ❚♦✇❛r❞s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ ✇❛t❡r ❜② ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✹✽✷✿✶✕✶✹✱ ❤tt♣s✿

✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♣❧❡tt✳✷✵✵✾✳✵✾✳✵✷✾

✾✷●ór❛ ❯✱ P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❈❡♥❝❡❦ ❲✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✶✶✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡rs

❢r♦♠ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❡①♣❛♥s✐♦♥✿ ✇❛t❡r ❝❧✉st❡rs✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✸✺✿✷✷✹✶✵✷✕✭✶✿✶✾✮✱ ❤tt♣s✿

✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✸✻✻✹✼✸✵
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❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s✳ ❏ ❈❤❡♠ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t

✻✿✻✽✸✕✻✾✺✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✷✶✴❝t✾✵✵✹✽✽✸

✶✸✾❙t♦♥❡ ❆❏✱ ▼✐sq✉✐tt❛ ❆❏ ✭✷✵✵✼✮ ❆t♦♠✲❛t♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥t ❘❡✈

P❤②s ❈❤❡♠ ✷✻✿✶✾✸✕✷✷✷✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✽✵✴✵✶✹✹✷✸✺✵✻✵✶✵✽✶✾✸✶

✶✹✵▼✐sq✉✐tt❛ ❆❏✱ ❙t♦♥❡ ❆❏ ✭✷✵✶✻✮ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ ❛t♦♠✲❛t♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✉s✐♥❣ ❈❛♠❈❆❙P✿ ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣②r✐❞✐♥❡ ❞✐♠❡r✳ ❏ ❈❤❡♠ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t

✶✷✿✹✶✽✹✕✹✷✵✽
✶✹✶▼❡t③ ▼P✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✷✵✮ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡✲♠♦♥♦♠❡r ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✳ ❏ ❈❤❡♠ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t ✶✻✿✷✸✶✼✕✷✸✸✾✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳

✶✵✶✻✴❥✳❝♣❧❡tt✳✷✵✵✾✳✵✸✳✵✼✸

✶✹✷❙t♦♥❡ ❆❏✱ ▼✐sq✉✐tt❛ ❆❏ ✭✷✵✵✾✮ ❈❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ✐♥ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✹✼✸✿✷✵✶✕✷✵✺✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♣❧❡tt✳✷✵✵✾✳✵✸✳✵✼✸

✶✹✸▼✐sq✉✐tt❛ ❆❏ ✭✷✵✶✸✮ ❈❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❡♦r②✳ ❏ ❈❤❡♠ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t ✾✿✺✸✶✸✕✺✸✷✻✱ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✷✶✴❝t✹✵✵✼✵✹❛

✶✹✹❉❡r❡❦❛ ❇✱ ❨✉ ◗✱ ▲❡✇✐s ◆❍❈✱ ❈❛r♣❡♥t❡r ❲❇✱ ❇♦✇♠❛♥ ❏▼✱ ❚♦❦♠❛❦♦✛ ❆ ✭✷✵✷✶✮ ❈r♦ss♦✈❡r

❢r♦♠ ❤②❞r♦❣❡♥ t♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✼✶✿✶✻✵✕✶✻✹
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t❤❡♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✉r❛❝✐❧✲✇❛t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✶✾✾✿✺✻✼✕✺✼✸
✶✹✾▼♦s③②➠s❦✐ ❘✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✶✾✾✷✮ ▼❛♥②✲❜♦❞② s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❡♦r② st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❍❡· · ·❋− ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❤❡♠ P❤②s ▲❡tt ✶✻✻✿✸✷✾✕✸✸✾
✶✺✵❲✐❧❧✐❛♠s ❍▲✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ▼♦s③②➠s❦✐ ❘✱ ❘②❜❛❦ ❙ ✭✶✾✾✸✮ ❙②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆r✲❍2 ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳ ❏

❈❤❡♠ P❤②s ✾✽✿✶✷✼✾✕✶✷✾✷
✶✺✶P❛t❦♦✇s❦✐ ❑✱ ❑♦r♦♥❛ ❚✱ ▼♦s③②➠s❦✐ ❘✱ ❏❡③✐♦rs❦✐ ❇✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✷✮ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✈✐r✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❍❡✲❍2❖ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❏ ▼♦❧ ❙tr✉❝t ✭❚❤❡♦❝❤❡♠✮

✺✾✶✿✷✸✶✕✷✹✸
✶✺✷▼❛s ❊▼✱ ❇✉❦♦✇s❦✐ ❘✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✸✮ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ t❤r❡❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❛t❡r✳ ■✳

P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❛t❡r tr✐♠❡r✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✶✽✿✹✸✽✻✕✹✹✵✸
✶✺✸P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❇✉❦♦✇s❦✐ ❘✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✻✮ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥③❡♥❡

❞✐♠❡r ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ π−π ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❏ P❤②s ❈❤❡♠ ❆ ✶✶✵✿✶✵✸✹✺✕✶✵✸✺✹
✶✺✹✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆✱ P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ▲❡❢♦r❡st✐❡r ❈✱ ✈❛♥ ❍❛rr❡✈❡❧t ❘✱ ❇✉♥❦❡r

P❘✱ ❙❝❤♥❡❧❧ ▼✱ ✈♦♥ ❍❡❧❞❡♥ ●✱ ▼❡✐❥❡r ● ✭✷✵✶✵✮ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲r♦t❛t✐♦♥✲t✉♥♥❡❧✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ t❤❡

❜❡♥③❡♥❡ ❞✐♠❡r✿ ❛♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞②✳ P❤②s ❈❤❡♠ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✷✿✽✷✶✾✕✽✷✹✵
✶✺✺●r♦❡♥❡♥❜♦♦♠ ●❈✱ ▼❛s ❊▼✱ ❇✉❦♦✇s❦✐ ❘✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ❲♦r♠❡r P❊❙✱ ✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆

✭✷✵✵✵✮ ❚❤❡ ♣❛✐r ❛♥❞ t❤r❡❡✲❜♦❞② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✇❛t❡r✳ P❤②s ❘❡✈ ▲❡tt ✽✹✿✹✵✼✷✕✹✵✼✺
✶✺✻●r♦❡♥❡♥❜♦♦♠ ●❈✱ ❲♦r♠❡r P❊❙✱ ✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆✱ ▼❛s ❊▼✱ ❇✉❦♦✇s❦✐ ❘✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③

❑ ✭✷✵✵✵✮ ❲❛t❡r ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♥❡❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❛❝❝✉r❛❝②✿ ■■✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲r♦t❛t✐♦♥✲

t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐♠❡r✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✶✸✿✻✼✵✷✕✻✼✶✺
✶✺✼✈❛♥ ❞❡r ❆✈♦✐r❞ ❆✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✽✮ ❲❛t❡r tr✐♠❡r t♦rs✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜

✐♥✐t✐♦ ❛♥❞ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❏ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✷✽✿✵✶✹✸✵✷✕✭✶✿✽✮
✶✺✽P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❇✉❦♦✇s❦✐ ❘✱ ❘✐❝❡ ❇▼✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✼✮ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r

❝②❝❧♦tr✐♠❡t❤②❧❡♥❡ tr✐♥✐tr❛♠✐♥❡ ❞✐♠❡r ❢r♦♠ s②♠♠❡tr②✲❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ P❤②s

❈❤❡♠ ❈❤❡♠ P❤②s ✾✿✺✺✻✶✕✺✺✻✾
✶✺✾P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❘✐❝❡ ❇▼✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✽✮ ❖♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s

❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ P❤②s ❘❡✈ ▲❡tt ✶✵✶✿✶✶✺✺✵✸
✶✻✵P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❘✐❝❡ ❇▼✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✵✾✮ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝②❝❧♦tr✐♠❡t❤②✲

❧❡♥❡ tr✐♥✐tr❛♠✐♥❡ ✭❘❉❳✮ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ P❤②s ❈❤❡♠ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✶✿✺✺✶✷✕✺✺✶✽
✶✻✶❚❛②❧♦r ❉✱ ❘✐❝❡ ❇▼✱ P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ ❘♦❜ ❋✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✶✶✮ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s st✉❞②

✻✹



♦❢ ✶✱✶✲❞✐❛♠✐♥♦✲✷✱✷✲❞✐♥✐tr♦❡t❤②❧❡♥❡ ✭❋❖❳✲✼✮ ❝r②st❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr② ❛❞❛♣t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛✲

t✐♦♥ t❤❡♦r②✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞✳ P❤②s ❈❤❡♠ ❈❤❡♠ P❤②s ✶✸✿✶✻✻✷✾✕✶✻✻✸✻
✶✻✷❘❡✐❧❧② ❆▼✱ ❈♦♦♣❡r ❘■✱ ❆❞❥✐♠❛♥ ❈❙✱ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②❛ ❙✱ ❇♦❡s❡ ❆❉✱ ❇r❛♥❞❡♥❜✉r❣ ❏●✱ ❇②✲

❣r❛✈❡ P❏✱ ❇②❧s♠❛ ❘✱ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❏❊✱ ❈❛r ❘✱ ❈❛s❡ ❉❍✱ ❈❤❛❞❤❛ ❘✱ ❈♦❧❡ ❏❈✱ ❈♦s❜✉r♥ ❑✱

❈✉♣♣❡♥ ❍▼✱ ❈✉rt✐s ❋✱ ❉❛② ●▼✱ ❉✐❙t❛s✐♦ ❏r ❘❆✱ ❉③②❛❜❝❤❡♥❦♦ ❆✱ ✈❛♥ ❊✐❥❝❦ ❇P✱ ❊❧❦✲

✐♥❣ ❉▼✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❊♥❞❡ ❏❆✱ ❋❛❝❡❧❧✐ ❏❈✱ ❋❡rr❛r♦ ▼❇✱ ❋✉st✐✲▼♦❧♥❛r ▲✱ ●❛ts✐♦✉ ❈❆✱ ●❡❡

❚❙✱ ❞❡ ●❡❧❞❡r ❘✱ ●❤✐r✐♥❣❤❡❧❧✐ ▲▼✱ ●♦t♦ ❍✱ ●r✐♠♠❡ ❙✱ ●✉♦ ❘✱ ❍♦❢♠❛♥♥ ❉❲▼✱ ❍♦❥❛

❏✱ ❍②❧t♦♥ ❘❑✱ ■✉③③♦❧✐♥♦ ▲✱ ❏❛♥❦✐❡✇✐❝③ ❲✱ ❞❡ ❏♦♥❣ ❉❚✱ ❑❡♥❞r✐❝❦ ❏✱ ❞❡ ❑❧❡r❦ ◆❏❏✱ ❑♦

❍❨✱ ❑✉❧❡s❤♦✈❛ ▲◆✱ ▲✐ ❳✱ ▲♦❤❛♥✐ ❙✱ ▲❡✉s❡♥ ❋❏❏✱ ▲✉♥❞ ❆▼✱ ▲✈ ❏✱ ▼❛ ❨✱ ▼❛r♦♠ ◆✱

▼❛s✉♥♦✈ ❆❊✱ ▼❝❈❛❜❡ P✱ ▼❝▼❛❤♦♥ ❉P✱ ▼❡❡❦❡s ❍✱ ▼❡t③ ▼P✱ ▼✐sq✉✐tt❛ ❆❏✱ ▼♦❤❛♠❡❞

❙✱ ▼♦♥s❡rr❛t ❇✱ ◆❡❡❞s ❘❏✱ ◆❡✉♠❛♥♥ ▼❆✱ ◆②♠❛♥ ❏✱ ❖❜❛t❛ ❙✱ ❖❜❡r❤♦❢❡r ❍✱ ❖❣❛♥♦✈ ❆❘✱

❖r❡♥❞t ❆▼✱ P❛❣♦❧❛ ●■✱ P❛♥t❡❧✐❞❡s ❈❈✱ P✐❝❦❛r❞ ❈❏✱ P♦❞❡s③✇❛ ❘✱ Pr✐❝❡ ▲❙✱ Pr✐❝❡ ❙▲✱

P✉❧✐❞♦ ❆✱ ❘❡❛❞ ▼●✱ ❘❡✉t❡r ❑✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❊✱ ❙❝❤♦❜❡r ❈✱ ❙❤✐❡❧❞s ●P✱ ❙✐♥❣❤ P✱ ❙✉❣❞❡♥

■❏✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑✱ ❚❛②❧♦r ❈❘✱ ❚❦❛t❝❤❡♥❦♦ ❆✱ ❚✉❝❦❡r♠❛♥ ▼❊✱ ❱❛❝❛rr♦ ❋✱ ❱❛s✐❧❡✐❛❞✐s ▼✱

❱❛③q✉❡③✲▼❛②❛❣♦✐t✐❛ ❆✱ ❱♦❣t ▲✱ ❲❛♥❣ ❨✱ ❲❛ts♦♥ ❘❊✱ ❞❡ ❲✐❥s ●❆✱ ❨❛♥❣ ❏✱ ❩❤✉ ◗✱ ●r♦♦♠

❈❘ ✭✷✵✶✻✮ ❘❡♣♦rt ♦♥ t❤❡ s✐①t❤ ❜❧✐♥❞ t❡st ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❝r②st❛❧✲str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❆❝t❛ ❈r②st ❇ ✼✷✿✹✸✾✕✹✺✾
✶✻✸▼❡t③ ▼P✱ ❙❤❛❤❜❛③ ▼✱ ❙♦♥❣ ❍✱ ❱♦❣t✲▼❛r❛♥t♦ ▲✱ ❚✉❝❦❡r♠❛♥ ▼❊✱ ❙③❛❧❡✇✐❝③ ❑ ✭✷✵✷✷✮
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