






T h e cl a s si fi e r f a mil y t h e y pr o p o s e i s t h e n 3

F PI : = f̂ h PI
h P I ∈ H PI , w h e r e f̂ h PI

(x ) : = f (x ) ≥
h PI (π (x ))

k
( 3 )

w h e r e π : X → B i s s o m e fi x e d b u c k eti n g f u n cti o n t h a t di s c r eti z e s t h e i n p ut (si n c e t h e p air wi s e-i n d e p e n d e nt h a s h
f a mil y h a s fi nit e d o m ai n).

L et u s d e v el o p s o m e i nt uiti o n f o r t hi s c o n s tr u cti o n. Fir s t, t hi n ki n g of k a s l a r g e, e a c h f̂ h PI
∈ F PI e s s e nti all y a s si g n s

a p s e u d o- r a n d o m t hr e s h ol d h PI ( π ( x ) )
k ∈ [ 0, 1] t o e a c h i n p ut x , s o t h a t f̂ ( x ) = 1 if a n d o nl y if f (x ) e x c e e d s t h e

t hr e s h ol d. Si n c e h PI i s a u nif o r m h a s h f u n cti o n f a mil y, h PI (π (x )) i s u nif o r m o v e r [k ]; t hi s e n d o w s F PI wit h l o w bi a s
wit h r e s p e ct t o f . Usi n g t hi s i d e a a n d t h e p air wi s e-i n d e p e n d e n c e of H PI , t h e a ut h o r s s h o w t h a t t hi s cl a s si fi e r f a mil y
e x hi bits l o w bi a s a n d v a ri a n c e of a p pr o xi m a ti o n:

T h e o r e m 2. 1 ( Bi a s a n d v a ri a n c e of p air wi s e-i n d e p e n d e nt d e r a n d o mi z a ti o n [ C G N 1 9 ] (si m pli fi e d)). L et f b e a

st o c h a sti c cl a s si fi e r, D a di st ri b uti o n o v e r X , a n d π : X → B a b u c k eti n g f u n cti o n. T h e n f̂ ∼ F PI s ati s fi e s

bi a s( f̂ PI , f, D ) ≤
1

k
a n d v a ri a n c e( f̂ PI , f, D ) ≤ m a x

b ∈ B
P r

x ∼ D
[π (x ) = b ] · E

x ∼ D
[f (x )( 1 − f (x ))] +

1

k

M o r e o v e r, f̂ PI c a n b e s a m pl e d u si n g O (l o g |B | + l o g k ) u nif o r m r a n d o m bit s.

T o u n d e r s t a n d t hi s v a ri a n c e b o u n d, o b s e r v e t h a t f o r a gi v e n d a t a di s tri b uti o n D , t h e b o u n d i s s tr o n g e r o r w e a k e r
d e p e n di n g o n h o w w ell π di s p e r s e s s a m pl e s i nt o di ff e r e nt b u c k ets i n B . W h e n t h e r e e xi s ts s o m e b ∈ B s u c h t h a t
P r x ∼ D [π (x ) = b ] ≈ 1 , v a ri a n c e( f̂ PI , f, D ) ≈ E x ∼ D [f (x )( 1 − f (x ))] e s s e nti all y tr a c k s t h e s t o c h a s ti cit y of f . At t h e

o t h e r e xtr e m e w h e n P r x ∼ D [π (x ) = b ] = 1/ |B | f o r all b ∈ B , v a ri a n c e( f̂ PI , f, D ) ≈ 1 / |B |.

As t h e a ut h o r s p oi nt e d o ut ( b ut di d n o t f o r m ali z e), f̂ PI d o e s n o t pr e s e r v e p air wi s e f air n e s s i n g e n e r al. We m a k e
t hi s o b s e r v a ti o n pr e ci s e b y s h o wi n g t h a t it i s al w a y s p o s si bl e t o d e si g n a d a t a s et, of a n y d e sir e d si z e, s u c h t h a t t h e
p air wi s e-i n d e p e n d e nt d e r a n d o mi z a ti o n tr e a ts e v e r y p air of p oi nts u nf airl y f o r n e a rl y a n y β < 1 / 2 .

P r o p o si ti o n 2. 2 ( U nf air n e s s of p air wi s e-i n d e p e n d e nt d e r a n d o mi z a ti o n) . F o r e v e r y N ≥ 2 , α ≥ 1 , β < 1
2 − 1

2 k ,
a n d m et ri c d : R n × R n → [ 0, 1] , t h e r e e xi st a s et X ⊂ R n of si z e N a n d st o c h a sti c cl a s si fi e r f : X → [ 0, 1] s u c h
t h at t h e f oll o wi n g h ol d:

1. f i s n o nt ri vi al a n d ( 1 , 0 , d)-f ai r.

2. F PI vi ol at e s (α, β, d )- m et ri c f ai r n e s s f o r e v e r y p ai r (x, x ′) ∈ X 2 , x = x ′.

If k i s n o t t o o s m all, t hi s s a y s t h a t d e r a n d o mi zi n g u si n g p air wi s e-i n d e p e n d e nt h a s hi n g i s al m o s t m a xi m all y u nf air,
a s a u nif o r m r a n d o m bi n a r y f u n cti o n ĝ : X → { 0 , 1 } s a ti s fi e s E [|ĝ ( x ) − ĝ ( x ′)|] = 1/ 2 , a n d t h e r ef o r e a c hi e v e s
β = 1 / 2 .

P r o of s k et c h of P r o p o siti o n 2. 2 . C o n si d e r a n y α ≥ 1 , β ∈ 0 , 1
2 − 1

2 k , a nd N ≥ 2 . We c h o o s e X t o b e s o m e s et
of N p oi nts o n a s u ffi ci e ntl y s m all s p h e r e a b o ut t h e o ri gi n, a n d l et f b e a cl a s si fi e r t h a t m a p s h alf of t h e p oi nts
i n X t o 1 + ǫ

2 a n d t h e o t h e r h alf t o 1 − ǫ
2 . W he n ǫ > 0 i s s u ffi ci e ntl y s m all, it c a n b e s h o w n t h a t f i s ( 1 , 0 , d)-f air

o v e r X . H o w e v e r, F PI i s n o t (α, β, d )-f air o n a n y p oi nt p air (x, x ′) ∈ X 2 . T h e r e a s o n i s t h a t si n c e f i s al m o s t

m a xi m all y s t o c h a s ti c (i. e. f (x ) ≈ 1 / 2 f o r all x ), a n d H PI i s p air wi s e-i n d e p e n d e nt, t h e bi n a r y o ut p uts f̂ ( x ) a n d

f̂ ( x ′) a r e a b o ut a s li k el y t o b e t h e s a m e a s t h e y a r e li k el y t o b e di ff e r e nt. H e n c e E f̂ ∼ F PI
[|f̂ ( x ) − f̂ ( x ′)|] ≈ 1 / 2 ,

vi ol a ti n g (α, β, d )- m etri c f air n e s s. S e e A p p e n di x A. 1 f o r t h e f ull pr o of.

2. 2 R a n d o m T h r e s h ol d Cl a s si fi e r

It tur n s o ut t h a t t h e r e i s a n e a r- tri vi al d e r a n d o mi z a ti o n t h a t a c hi e v e s o pti m al pr e s e r v a ti o n of m etri c f air n e s s,
n a m el y t h e f oll o wi n g r a n d o m t h r e s h ol d cl a s si fi e r f a mil y:

F R T : = { f̂ r | r ∈ [ 0, 1] } , w h e r e f̂ r : = { f (x ) ≥ r } ( 4 )

F o r m all y w e m a k e t h e f oll o wi n g o b s e r v a ti o n, w h o s e pr o of i s i n A p p e n di x A. 2 .

3 F o r t h e s a k e of cl e a r e r e x p o si ti o n, w e si m plif y t h e d e t e r mi ni s ti c cl a s si fi e r u s e d i n [ C G N 1 9 ], w hi c h i s a c t u all y f̂ h PI
( x ) := { f ( x ) ≥

2 h PI ( x ) − 1
2 k

} ; th i s d o e s n o t c h a n g e T h e o r e m 2. 1 o r P r o p o si ti o n 2. 2 b e y o n d a 1 / 2 k a d d i ti v e di ff e r e n c e i n t h e bi a s, v a ri a n c e, a n d β .
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P r o p o si ti o n 2. 3 ( R a n d o m t hr e s h ol d d e r a n d o mi z a ti o n g u a r a nt e e s ) . L et f b e a n (α, β, d )-f ai r st o c h a sti c cl a s si fi e r
a n d D a di st ri b uti o n o v e r X . T h e n t h e d et e r mi ni sti c cl a s si fi e r f a mil y F R T i s al s o (α, β, d )-f ai r. M o r e o v e r,

bi a s( f̂ R T , f, D ) = 0 a n d v a ri a n c e( f̂ R T , f, D ) ≤ E
x ∼ D

[f (x )( 1 − f (x ))]

N o t e t h a t w hil e t hi s d e r a n d o mi z a ti o n pr e s e r v e s t h e o ri gi n al f air n e s s p a r a m et e r s p e rf e ctl y, its v a ri a n c e c a n b e
s u b s t a nti all y hi g h e r t h a n t h a t of F PI d e p e n di n g o n t h e c h oi c e of b u c k eti n g f u n cti o n π i n E q u a ti o n (3 ).

O n e s u btl et y h e r e i s t h a t F R T i s a n i n fi nit e s et, a n d i s t h e r ef o r e n o t s a m pl e a bl e i n pr a cti c e. F o r t h e m o r e r e ali s ti c
s c e n a ri o i n w hi c h t h e t hr e s h ol d r i s a n u m b e r of s o m e fi x e d pr e ci si o n ǫ > 0 , t h e s t a t e m e nts i n Pr o p o siti o n 2. 3
h ol d u p t o a d diti v e e r r o r ǫ , a n d f̂ R T c a n b e s a m pl e d u si n g O (l o g ( 1 / ǫ )) u nif o r m r a n d o m bits. I n t hi s c a s e F R T i s
(α, β + ǫ, d )-f air, a n d a s w e c a n s h o w, t hi s i s i n f a ct n e c e s s a r y:

P r o p o si ti o n 2. 4 ((α, 0 , d)- m etri c f air n e s s i s i m p o s si bl e f o r fi nit e d et e r mi ni s ti c f a mili e s ). L et d : X × X → [ 0, 1] b e
a m et ri c o v e r a c o n v e x s et X ⊆ R n , a n d l et F b e a fi nit e f a mil y of d et e r mi ni sti c cl a s si fi e r s, at l e a st o n e of w hi c h
i s n o nt ri vi al. T h e n f o r e v e r y α ≥ 1 a n d β < 1 / | F|, F i s n ot (α, β, d )-f ai r.

P r o of s k et c h. Si n c e F c o nt ai n s a n o ntri vi al cl a s si fi e r f̂ , w e c a n pi c k s u ffi ci e ntl y cl o s e p oi nts a r o u n d a di s c o nti n uit y of
f̂ a n d s h o w t h a t i n e x p e ct a ti o n, F f ail s t o a c hi e v e r o u g hl y (α, 1 / | F|, d)-f air n e s s o n t hi s p oi nt p air. S e e A p p e n di x A. 3
f o r d et ail s.

T h e m ai n c o n s e q u e n c e i s t h a t t h e r e i s a n ir r e d u ci bl e a m o u nt of a d di ti v e u nf air n e s s β > 0 t h a t c a n n o t b e a v oi d e d
w h e n c o n s tr u cti n g a f air d et e r mi ni s ti c cl a s si fi e r f a mil y. I n d e e d, t h e d e r a n d o mi z a ti o n F w e pr e s e nt i n S e cti o n 3 h a s
| F| ≥ 1 / β , th u s a v oi di n g t h e i m p o s si bl e r e gi m e i n di c a t e d b y Pr o p o siti o n 2. 4 .

3 F ai r D e r a n d o mi z a ti o n vi a L o c ali t y- S e n si ti v e H a s hi n g

I n t hi s s e cti o n, w e c o n s tr u ct a d et e r mi ni s ti c cl a s si fi e r f a mil y t h a t c o m bi n e s m u c h of t h e a p p e al of b o t h t h e p air wi s e-
i n d e p e n d e nt d e r a n d o mi z a ti o n (l o w o ut p ut v a ri a n c e) a n d t h e r a n d o m t hr e s h ol d d e r a n d o mi z a ti o n (s tr o n g f air n e s s
pr e s e r v a ti o n). T hi s n e w a p pr o a c h utili z e s t w o t y p e s of h a s hi n g: fir s t, a p air wi s e-i n d e p e n d e nt h a s h f a mil y H PI a s
b ef o r e; a n d s e c o n d, a l o c alit y- s e n siti v e h a s h f a mil y: 4

D e fi ni ti o n 3. 1 ( L o c a lit y- s e n siti v e h a s h ( L S H) f a mil y). L et X b e a s et of h a s h a bl e it e m s, B a s et of b u c k et s, a n d
d : X 2 → [ 0, 1] a m et ri c di st a n c e f u n cti o n. We s a y a s et H L S of f u n cti o n s h : X → B i s a l o c alit y- s e n siti v e f a mil y
of h a s h f u n cti o n s f o r d if f o r all x, x ′ ∈ X ,

P r
h ∼ H L S

[h (x ) = h (x ′)] = d (x, x ′)

L o c alit y- s e n siti v e h a s hi n g i s a w ell- s t u di e d t e c h ni q u e, a n d L S H f a mili e s h a v e b e e n c o n s tr u ct e d f o r m a n y s t a n d a r d
di s t a n c e s a n d si mil a riti e s, s u c h a s L 1 [I M 9 8], L 2 [AI 0 6 ], c o si n e [C h a 0 2 ], J a c c a r d [B r o 9 7 ], v a ri o u s d a t a- d e p e n d e nt
m etri c s [ J K G 0 8 ; AI N + 1 4 ; A R 1 5 ], a n d m o r e.

O ur d e r a n d o mi z a ti o n w o r k s a s f oll o w s: s u p p o s e f : X → [ 0, 1] i s a s t o c h a s ti c cl a s si fi e r, H L S i s a f a mil y of l o c alit y-
s e n siti v e h a s h f u n cti o n s h L S : X → B , a n d H PI i s a f a mil y of p air wi s e-i n d e p e n d e nt h a s h f u n cti o n s h PI : B → [k ] f o r
s o m e p o siti v e i nt e g e r k . O ur f a mil y of d et e r mi ni s ti c cl a s si fi e r s i s t h e n

F L S : = f̂ h L S , hPI
h L S ∈ H L S , hPI ∈ H PI , w h e r e f̂ h L S , hPI

(x ) : = f (x ) ≥
h PI (h L S (x ))

k
. ( 5 )

L et u s d e v el o p s o m e i nt uiti o n f o r t hi s c o n s tr u cti o n. Fir s t, t hi n ki n g of k a s l a r g e, e a c h f̂ ∈ F L S e s s e nti all y a s si g n s

a p s e u d o- r a n d o m t hr e s h ol d h PI ( h L S ( x ) )
k ∈ [ 0, 1] t o e a c h i n p ut x , s o t h a t f̂ ( x ) = 1 if a n d o nl y if f (x ) e x c e e d s t h e

t hr e s h ol d. Si n c e t h e o ut e r h a s h f u n cti o n h PI i s p air wi s e-i n d e p e n d e nt, a n d t h e r ef o r e al s o u nif o r m, h PI (h L S (·)) i s
u nif o r m o v e r [k ]. T hi s e n d o w s F L S wit h l o w bi a s a n d v a ri a n c e wit h r e s p e ct t o f , a s w e e x pl ai n i n S e cti o n 3. 1 .

S e c o n d, t h e c o m p o siti o n of t w o di ff e r e nt h a s h f u n cti o n s gi v e s u s o ur f air n e s s g u a r a nt e e: h L S m a p s cl o s e p oi nt p air s
x, x ′ t o t h e s a m e b u c k et, t h e n h PI di s p e r s e s p air s t h a t w e r e n o t h a s h e d t o g et h e r — m o s t of w hi c h a r e di s t a nt. T hi s
s e p a r a ti o n of p oi nt p air s b y di s t a n c e i s pr e ci s el y w h a t e n a bl e s g o o d pr e s e r v a ti o n of m etri c f air n e s s, a s w e pr o v e i n
S e cti o n 3. 2 .

4 We u s e t h e d e fi ni ti o n of L S H a s c oi n e d b y C h a ri k a r [ C h a 0 2 ]. S e e [I M 9 8] f o r a n al t e r n a ti v e g a p- b a s e d d e fi ni ti o n i n t h e s a m e s pi ri t.
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