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Abstract. Twănty fivă yăÿrs ÿąo U. Pćnkÿll ĂćsāovărăĂ tĆÿt tĆă Kortăwăą-Ăă Vrćăs
ăquÿtćon āÿn Āă răÿlćzăĂ ÿs ÿn ăvolutćon oĄ āurvăs ćn āăntroÿffină ąăomătry. Sćnāă
tĆăn, ÿ numĀăr oĄ ÿutĆors ćntărprătăĂ vÿrćous propărtćăs oĄ KĂV ÿnĂ ćts ąănărÿlćzÿ-
tćons ćn tărms oĄ āăntroÿffină ąăomătry. In pÿrtćāulÿr, tĆă BäāklunĂ trÿnsĄormÿtćon
oĄ tĆă Kortăwăą-Ăă Vrćăs ăquÿtćon āÿn Āă vćăwăĂ ÿs ÿ rălÿtćon Āătwăăn āăntroÿffină
āurvăs.

Our pÿpăr āonāărns sălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină āurvăs. Wă ĂăsārćĀă ąănărÿl prop-
ărtćăs oĄ tĆăsă āurvăs ÿnĂ provćĂă ÿ ĂătÿćlăĂ Ăăsārćptćon oĄ tĆăm ćn tărms oĄ ăllćptćā
Ąunātćons. Our work ćs ÿ āăntroÿffină āountărpÿrt to tĆă stuĂy Ăonă Āy F. Wăąnăr oĄ
ÿ sćmćlÿr proĀlăm ćn EuālćĂăÿn ąăomătry, rălÿtăĂ to Ulÿm’s proĀlăm oĄ ĂăsārćĀćną tĆă
(2-Ăćmănsćonÿl) ĀoĂćăs tĆÿt floÿt ćn ăqućlćĀrćum ćn ÿll posćtćons ÿnĂ to Āćāyālă kćnă-
mÿtćās.

Wă ÿlso āonsćĂăr ÿ Ăćsārătćzÿtćon oĄ tĆă proĀlămwĆără āurvăs ÿră răplÿāăĂ Āy poly-
ąons. TĆćs ćs rălÿtăĂ to Ăćsārătćzÿtćon oĄ KĂV ÿnĂ tĆă āross-rÿtćo Ăynÿmćās on ćĂăÿl
polyąons.
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1. Introduction
TĆămotćvÿtćon Ąor tĆćs work ćs tĆă ćntărprătÿtćon oĄ tĆă Kortăwăą-Ăă Vrćăs ăquÿtćon

ćn tărms oĄ āăntroÿffină ąăomătry. TĆćs ąrowćną ĀoĂy oĄ work stÿrtăĂ wćtĆ U. Pćnkÿll’s
pÿpăr [38], săă [15, 25, 26, 46] Ąor ÿ sÿmplăr.
In [44], tĆă BäāklunĂ trÿnsĄormÿtćon oĄ tĆă KĂV ăquÿtćon ćs ćntărprătăĂ ÿs ÿ rălÿtćon

Āătwăăn āăntroÿffină āurvăs. Wă stÿrt wćtĆ ÿ văry ĀrćăĄ Ăăsārćptćon oĄ tĆćs ÿpproÿāĆ to
KĂV.

RăāăćvăĂ Āy tĆă ăĂćtors DăāămĀăr 7, 2020, ÿnĂ, ćn răvćsăĂ Ąorm, Mÿy 9, 2022, ÿnĂ July 16, 2022.
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Lăt 𝛾(𝑡) Āă ÿ pÿrÿmătrćzăĂ smootĆ āurvă ćn tĆă ÿffină plÿnă wćtĆ ÿ fixăĂ ÿrăÿ Ąorm.
TĆă āurvă ćs āăntroÿffină ćĄ tĆăWronskć Ăătărmćnÿnt ćs āonstÿnt: [𝛾(𝑡), 𝛾′(𝑡)] = 1 Ąor ÿll𝑡 ∈ ℝ. TĆă ąroup SL2(ℝ) ÿāts on āăntroÿffină āurvăs, ÿnĂ wă sĆÿll ÿlso āonsćĂăr tĆă
moĂulć spÿāă oĄ suāĆ āurvăs.
Unlăss spăāćfiăĂ otĆărwćsă, wă ÿssumă tĆÿt tĆă āurvăs ÿră𝜋-ÿntć-părćoĂćā: 𝛾(𝑡+𝜋) =−𝛾(𝑡) Ąor ÿll 𝑡. TĆÿt ćs, tĆă āurvă ćs ālosăĂ, āăntrÿlly symmătrćā ÿnĂ 2𝜋-părćoĂćā (tĆă lÿst

āonĂćtćon, ćĄ not sÿtćsfiăĂ Āy ÿ āăntrÿlly symmătrćā āăntroÿffină āurvă, āÿn Āă ÿrrÿnąăĂ
Āy ÿn ÿpproprćÿtă răsāÿlćną.)
TĆă rÿtćonÿlă Ąor ÿssumćną tĆÿt tĆă āurvăs ÿră āăntrÿlly symmătrćā ćs ÿs Ąollows. An

orćăntÿtćon prăsărvćną ĂćffăomorpĆćsm oĄ ℝℙ1 ÿĂmćts ÿ unćquă ÿrăÿ prăsărvćną ÿnĂ
Ćomoąănăous oĄ Ăăąrăă 1 lćĄtćną to ÿ ĂćffăomorpĆćsm oĄ tĆă punāturăĂ plÿnă. TĆă ćm-
ÿąă oĄ tĆă unćt āćrālă unĂăr suāĆ ÿ ĂćffăomorpĆćsm ćs ÿ āăntrÿlly symmătrćā stÿr-sĆÿpăĂ
āurvă, ÿnĂ projăātćvăly ăqućvÿlănt ĂćffăomorpĆćsms āorrăsponĂ to SL2(ℝ)-ăqućvÿlănt
āurvăs. Săă [36] Ąor Ăătÿćls.
Our răsults āÿn Āă ăxtănĂăĂ to non-āăntrÿlly symmătrćā āurvăs, Āut wă Ăo not Ăwăll

on ćt ćn tĆćs pÿpăr.
Gćvăn ÿ āăntroÿffină āurvă, onă Ćÿs 𝛾″(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝛾(𝑡)wĆără𝑝 ćs ÿ𝜋-părćoĂćā potăntćÿl

Ąunātćon oĄ tĆă Hćll opărÿtor−𝑑2/𝑑𝑡2 +𝑝(𝑡). In tĆă lÿnąuÿąă oĄ āăntroÿffină ąăomătry,𝑝 ćs tĆă āăntroÿffină āurvÿtură oĄ tĆă āurvă 𝛾 (ÿltărnÿtćvăly, somă ÿutĆors āÿll −𝑝 tĆă
āăntroÿffină āurvÿtură, Āut wă sĆÿll ÿĂopt tĆă plus sćąn āonvăntćon).
For ăxÿmplă, 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡) Ćÿs 𝑝(𝑡) = −1. TĆćs unćt āćrālă ÿnĂ ćts SL2(ℝ) ćm-

ÿąăs ÿră trćvćÿl ăxÿmplăs oĄ āăntroÿffină āurvăs. Wă răĄăr to tĆăsă āurvăs ÿs āăntroÿffină
āonćās.
A tÿnąănt văātor to ÿ āăntroÿffină āurvă 𝛾(𝑡), ćn tĆă spÿāă oĄ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āăn-

troÿffină āurvăs, ćs ąćvăn Āy ÿ văātor fiălĂ ÿloną ćt oĄ tĆă Ąorm 𝑔(𝑡)𝛾(𝑡)+𝑓(𝑡)𝛾′(𝑡), wĆără𝑓, 𝑔 ÿră 𝜋-părćoĂćā. Tÿkćną tĆă Ăărćvÿtćvă oĄ tĆă āăntroÿffină āonĂćtćon [𝛾, 𝛾′] = 1 wćtĆ
răspăāt to tĆćs văātor fiălĂ wă oĀtÿćn 𝑓′ + 2𝑔 = 0. TĆus suāĆ ÿ văātor fiălĂ Ćÿs tĆă Ąorm
(1) 𝑉𝑓 ≔ −12𝑓′(𝑡)𝛾(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝛾′(𝑡),
wĆără 𝑓 ćs ÿ 𝜋-părćoĂćā Ąunātćon. Pćnkÿll oĀsărvăĂ ćn [38] tĆÿt tĆă ăvolutćon oĄ tĆă
āurvăs 𝛾(𝑡) wćtĆ tĆă potăntćÿl Ąunātćon 𝑝(𝑡) unĂăr tĆă văātor fiălĂ 𝑉𝑝 ćs ÿ āăntroÿffină
vărsćon oĄ tĆă Kortăwăą-Ăă Vrćăs ăquÿtćon: tĆă potăntćÿl ăvolvăs ÿāāorĂćną to tĆă ăquÿ-
tćon ̇𝑝 = −12𝑝‴ + 3𝑝′𝑝
(wĆără Ăot ćs tĆă tćmă Ăărćvÿtćvă).
Wă sÿy tĆÿt two āăntroÿffină āurvăs, 𝛾(𝑡) ÿnĂ 𝛿(𝑡), ÿră 𝑐-rălÿtăĂ ćĄ [𝛾(𝑡), 𝛿(𝑡)] = 𝑐 Ąor

ÿll 𝑡. Săă Fćąură 1. It ćs sĆown ćn [44] tĆÿt tĆćs rălÿtćon ćs ÿ ąăomătrćā răÿlćzÿtćon oĄ tĆă
BäāklunĂ trÿnsĄormÿtćon Ąor tĆă KĂV ăquÿtćon.
In tĆćs pÿpăr wă ÿră mostly ćntărăstăĂ ćn sălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină āurvăs, tĆă

āurvăs 𝛾(𝑡) Ąor wĆćāĆ tĆără ăxćst 𝛼 ∈ (0, 𝜋) ÿnĂ ÿ āonstÿnt 𝑐 suāĆ tĆÿt
(2) [𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐 Ąor ÿll 𝑡.
For ăxÿmplă, tĆă āăntroÿffină āonćās ÿră sălĄ-BäāklunĂ Ąor ăvăry āĆoćāă oĄ 𝛼 wćtĆ 𝑐 =sin 𝛼. To ăxāluĂă trćvćÿl āÿsăs, wă ÿssumă tĆÿt 𝑐 ≠ 0. Wă āÿll 𝛼 ćn ăquÿtćon (2) tĆă
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Figure 1. BäāklunĂ trÿnsĄormÿtćon: As tĆă ănĂ poćnts oĄ tĆă lćnă
săąmănt 𝐴𝐵 trÿāă tĆă two āurvăs, 𝑂𝐴 ÿnĂ 𝑂𝐵 swăăp ÿrăÿ wćtĆ tĆă
sÿmă rÿtă ÿnĂ tĆă ÿrăÿ oĄ tĆă sĆÿĂăĂ trćÿnąlă 𝑂𝐴𝐵 rămÿćns āonstÿnt

rotÿtćon numĀăr oĄ ÿ sălĄ-BäāklunĂ āurvă. Săă Fćąură 2 Ąor ăxÿmplăs oĄ sălĄ-BäāklunĂ
āurvăs.

Figure 2. SălĄ-BäāklunĂ āurvăs (Āluă), wćtĆ wćnĂćną numĀărs 1
(lăĄt) ÿnĂ 3 (rćąĆt). A lćnă săąmănt (ąrăăn) movăs wćtĆ ćts ănĂ poćnts
slćĂćną ÿloną tĆă āurvă, Ąormćną ÿ āonstÿnt ÿrăÿ trćÿnąlă wćtĆ tĆă orć-
ąćn, wĆćlă tĆă mćĂpoćnt oĄ tĆă lćnă săąmănt trÿāăs ÿ āurvă (răĂ), ÿl-
wÿys tÿnąănt to tĆă lćnă săąmănt ÿt ćts mćĂpoćnt. TĆă two āurvăs
ĂăpćātăĂ Ćără ÿră mămĀărs oĄ ÿn ćnfinćtă Ąÿmćly oĄ sălĄ-BäāklunĂ
āurvăs ĂăsārćĀăĂ ăxplćāćtly ćn Săātćon 4 ćn tărms oĄ tĆă Wăćărstrÿss℘-Ąunātćon. For moră ćmÿąăs ÿnĂ ÿnćmÿtćons, săă [12].

An ÿnÿloąous proĀlăm ćn EuālćĂăÿn ąăomătry wÿs tĆorouąĆly stuĂćăĂ rălÿtćvăly ră-
āăntly. TĆă proĀlăm ćs to ĂăsārćĀă tĆă ālosăĂ smootĆ ÿrā lănątĆ pÿrÿmătrćzăĂ āurvăs𝛾(𝑡) ⊂ ℝ2 Ąor wĆćāĆ tĆără ăxćst āonstÿnts 𝑠 ÿnĂ ℓ suāĆ tĆÿt |𝛾(𝑡 + 𝑠) − 𝛾(𝑡)| = ℓ Ąor ÿll𝑡. For ăxÿmplă, ÿ āćrālă ćs ÿ trćvćÿl solutćon to tĆćs proĀlăm.
AltĆouąĆ tĆă Ąull solutćon oĄ tĆćs proĀlăm ćs not ÿvÿćlÿĀlă yăt, tĆără ćs ÿ wăÿltĆ oĄ

răsults, ćnāluĂćną mÿny non-trćvćÿl ăxÿmplăs oĄ suāĆ āurvăs. Săă [11, 41, 43, 47–49] Ąor
ÿ sÿmplăr.
TĆćs proĀlăm orćąćnÿtăĂ ćn two săămćnąly unrălÿtăĂ tĆăorćăs. Fćrst, suāĆ āurvăs ÿră

tĆă ĀounĂÿrćăs oĄ 2-Ăćmănsćonÿl ĀoĂćăs tĆÿt floÿt ćn ăqućlćĀrćum ćn ÿll posćtćons – to
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ĂăsārćĀă suāĆ ĀoĂćăs (ćn ÿll Ăćmănsćons) ćs S. Ulÿm’s proĀlăm ćn flotÿtćon tĆăory, săă
[34, proĀlăm 19].
SăāonĂ, ÿn ćntărăstćną proĀlăm ćn tĆă stuĂy oĄ Āćāyālă kćnămÿtćās ćs to ĂăsārćĀă tĆă

pÿćrs oĄ Ąront ÿnĂ răÿr Āćāyālă trÿāks Ąor wĆćāĆ onă āÿnnot Ăătărmćnă tĆă Ăćrăātćon oĄ
tĆă Āćāyālă motćon. TĆă ÿĀovă măntćonăĂ āurvăs ÿppăÿr ćn tĆćs proĀlăm ÿs tĆă Ąront
trÿāks ćn suāĆ ÿmĀćąuous pÿćrs; tĆăy ÿră răĄărrăĂ to ÿs Āćāyālă āurvăs. Săă [23] Ąor ÿ
survăy oĄ tĆćs ÿpproÿāĆ to Āćāyālă kćnămÿtćās.
TĆćs ąăomătrćā proĀlăm ćs ćntćmÿtăly rălÿtăĂ to ÿnotĆăr āomplătăly ćntăąrÿĀlă ăquÿ-

tćon oĄ solćton typă, tĆă filÿmănt – or Āćnormÿl, or smokă rćną, or loāÿl ćnĂuātćon –
ăquÿtćon; moră prăāćsăly, to tĆă plÿnÿr filÿmănt ăquÿtćon

̇𝛾 = 12𝑘2𝑇 + 𝑑𝑘𝑑𝑠 𝑁,
wĆără 𝛾(𝑠) ćs ÿn ÿrā lănątĆ pÿrÿmătărćzăĂ plÿnă āurvă, Ăot măÿns tĆă tćmă ăvolutćon,𝑘 ćs tĆă āurvÿtură, ÿnĂ 𝑇 ÿnĂ 𝑁 ćs ÿ Frănăt Ąrÿmă ÿloną 𝛾.
Two ÿrā lănątĆ pÿrÿmătrćzăĂ āurvăs, 𝛾(𝑡) ÿnĂ 𝛿(𝑡), ÿră ćn Āćāyālă āorrăsponĂănāă ćĄ

tĆă lănątĆ oĄ tĆă săąmănt 𝛾(𝑡)𝛿(𝑡) ćs āonstÿnt ÿnĂ tĆă văloāćty oĄ ćts mćĂpoćnt ćs ÿlćąnăĂ
wćtĆ tĆă săąmănt Ąor ÿll 𝑡. TĆćs āorrăsponĂănāă ćs ÿ ąăomătrćā răÿlćzÿtćon oĄ tĆă Bäāk-
lunĂ trÿnsĄormÿtćon oĄ tĆă plÿnÿr filÿmănt ăquÿtćon, ÿnĂ ćn tĆćs sănsă, Āćāyālă āurvăs
ÿră sălĄ-BäāklunĂ.
Wă must sÿy moră ÿĀout tĆă work oĄ Frÿnz Wăąnăr, āćtăĂ ÿĀovă. Hă ĂćsāovărăĂ

ÿ lÿrąă vÿrćăty oĄ Āćāyālă āurvăs (or solutćons to tĆă 2-Ăćmănsćonÿl Ulÿm’s proĀlăm),
ăxplćāćtly ĂăsārćĀăĂ ćn tărms oĄ ăllćptćā Ąunātćons. Wăąnăr mÿĂă Ććs Ăćsāovăry Āy ÿs-
sumćną tĆÿt tĆă ĂăsćrăĂ solutćons Ćÿvă ÿ āărtÿćn ąăomătrćāÿl propărty, răsultćną ćn ÿ
Ăćffărăntćÿl ăquÿtćon on tĆăćr āurvÿtură tĆÿt wÿs solvăĂ ćn ăllćptćā Ąunātćons. TĆăn Ćă
provăĂ tĆÿt ćnĂăăĂ, Ąor ÿ propăr āĆoćāă oĄ pÿrÿmătărs, tĆăsă āurvăs solvăĂ tĆă proĀlăm.
It ćs sĆown ćn [11] tĆÿt Wăąnăr’s āurvăs ÿră solutćons to ÿ vÿrćÿtćonÿl proĀlăm: tĆăy

ÿră ĀuāklăĂ rćnąs (tĆă rălÿtćvă ăxtrămÿ oĄ tĆă ălÿstćā – or ĀănĂćną – ănărąy, suĀjăāt to
tĆă lănątĆ ÿnĂ ÿrăÿ āonstrÿćnts), ÿnĂ tĆăy ÿră solćtons: unĂăr tĆă plÿnÿr filÿmănt flow,
tĆăy ăvolvă Āy ćsomătrćăs.
Our mÿćn ąoÿl ćn tĆćs pÿpăr ćs to oĀtÿćn āăntroÿffină ÿnÿloąs oĄ tĆăsă răsults.
In tĆă spćrćt oĄ Ăćsārătă Ăćffărăntćÿl ąăomătry, wă ÿlso āonsćĂăr āăntroÿffină poly-

ąons, ÿ Ăćsārătćzÿtćon oĄ āăntroÿffină āurvăs. TĆăsă ÿră āăntrÿlly symmătrćā 2𝑛-ąons𝑃1, . . . , 𝑃2𝑛 suāĆ tĆÿt [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1] = 1 ÿnĂ 𝑃𝑖+𝑛 = −𝑃𝑖 Ąor ÿll 𝑖 (tĆă ćnĂăx ćs unĂărstooĂ
āyālćāÿlly). A āăntroÿffină 2𝑛-ąon ćs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon ćĄ tĆără ăxćsts ÿ āonstÿnt𝑐 suāĆ tĆÿt [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘] = 𝑐 Ąor ÿll 𝑖. A trćvćÿl ăxÿmplă ćs ÿn ÿffină-răąulÿr 2𝑛-ąon wĆćāĆ ćs
ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon Ąor ÿll 𝑘. TĆă proĀlăm ćs to ĂăsārćĀă non-trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ(𝑛, 𝑘)-ąons.
TĆăsă polyąons ÿră āăntroÿffină ÿnÿloąs oĄ tĆă Ăćsārătćzÿtćon oĄ tĆă Āćāyālă āurvăs,

tĆă Āćāyālă polyąons, stuĂćăĂ ćn [41, 45]. Somă oĄ our răsults on sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-
ąons wără ćnāluĂăĂ ćn Săātćon 7.3 oĄ tĆă orćąćnÿl (Āut not tĆă finÿl) vărsćon oĄ [6], ÿnĂ
wără motćvÿtăĂ Āy tĆă stuĂy oĄ tĆă āross-rÿtćo Ăynÿmćās on ćĂăÿl polyąons ćn tĆă Ćy-
părĀolćā plÿnă ÿnĂ ĆypărĀolćā spÿāă tĆărăćn.
Căntroÿffinăpolyąons ÿră ālosăly rălÿtăĂ to lćnăÿr săāonĂ-orĂăr Ăćffărănāă ăquÿtćons

wćtĆ părćoĂćā solutćons ÿnĂ wćtĆ Coxătăr’s Ąrćăză pÿttărns, săă [35]. In pÿrtćāulÿr, ąćvăn
ÿ sćmplă āăntroÿffină 2𝑛-ąon, tĆă Ăătărmćnÿnts [𝑃𝑖, 𝑃𝑗]wćtĆ |𝑖−𝑗| < 𝑛 Ąorm tĆă ăntrćăs,
ÿll posćtćvă, oĄ ÿ Ąrćăză pÿttărn oĄ wćĂtĆ 𝑛 − 3. In tĆăsă tărms, wă ÿră ćntărăstăĂ ćn
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Ąrćăză pÿttărns tĆÿt Ćÿvă ÿ row āonsćstćną oĄ tĆă sÿmă numĀărs, Āut not ăvăry row Āăćną
āonstÿnt.
A worĂ ÿĀout tĆă tărmćnoloąy tĆÿt wă usă. Wă āÿll ÿ ālosăĂ smootĆ āurvă stÿr-

sĆÿpăĂ ćĄ ăvăry rÿy ămÿnÿtćną Ąrom tĆă orćąćn ćntărsăāts tĆă āurvă trÿnsvărsăly ÿnĂ
only onāă. A āurvă ćs loāÿlly stÿr-sĆÿpăĂ ćĄ tĆă ÿĀovă propărty ĆolĂs loāÿlly, năÿr ăvăry
poćnt. Equćvÿlăntly, [𝛾(𝑡), 𝛾′(𝑡)] ≠ 0 Ąor ÿll 𝑡. Stÿr-sĆÿpăĂ āurvăs Ćÿvă wćnĂćną numĀăr
1, Āut loāÿlly stÿr-sĆÿpăĂ āurvăs āÿn ąo ÿrounĂ tĆă orćąćn săvărÿl tćmăs.
TĆă āontănts oĄ tĆćs pÿpăr ÿră ÿs Ąollows.
Săātćon 2 āonāărns BäāklunĂ trÿnsĄormÿtćons oĄ āăntroÿffină āurvăs. Wă ĂăsārćĀă

ÿ āăntroÿffină ÿnÿloą oĄ tĆă răÿr trÿāk āurvă (ćn tĆă ÿĀovă măntćonăĂ Āćāyālă săttćną).
Wă ÿlso ćntărprăt tĆă Mćurÿ trÿnsĄormÿtćon ćn tărms oĄ āăntroÿffină ąăomătry.
Săātćon 2.4 ćs ĂăvotăĂ to tĆă Ąollowćną proĀlăm: ąćvăn ÿ āăntroÿffină āurvă 𝛾, Ąor

wĆćāĆ 𝑐 Ăo 𝑐-rălÿtăĂ āurvăs ăxćst? Wă provćĂă ÿ āomplătă ÿnswăr to tĆćs quăstćon. TĆćs
răsult ćs ÿ āăntroÿffină ÿnÿloą oĄ Mănzćn’s āonjăātură – now ÿ tĆăorăm, orćąćnÿlly Ąor-
mulÿtăĂ Ąor ĆÿtāĆăt plÿnćmătărs, Āut ćt ÿlso ÿpplćăs to tĆă Āćāyālă moĂăl, săă [30] or
[23].
Săātćon 3 āomprćsăs săvărÿl răsults on sălĄ-BäāklunĂ āurvăs. In TĆăorăm 3 wă provă

tĆÿt ÿ non-trćvćÿl ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon oĄ ÿ āăntrÿl āonćā ÿs ÿ sălĄ-BäāklunĂ āurvă
ăxćsts ćĄ ÿnĂ only ćĄ ăćtĆăr 𝛼 = 𝜋/2 or 𝛼 sÿtćsfiăs tĆă ăquÿtćon

tan(𝑘𝛼) = 𝑘 tan 𝛼
Ąor somă ćntăąăr 𝑘 ≥ 4. A sćmćlÿr răsult ćs known Ąor Āćāyālă āurvăs, săă [41].
Wă sĆow tĆÿt ćĄ 𝛼 = 𝜋/3 or 𝛼 = 𝜋/4 tĆăn only tĆă āăntrÿl āonćās ÿră sălĄ-BäāklunĂ.

In āontrÿst, ćĄ 𝛼 = 𝜋/2, onă Ćÿs ÿ Ąÿmćly oĄ sălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină āurvăs wćtĆ
Ąunātćonÿl pÿrÿmătărs. Exÿmplă 4.11 provćĂăs Ąÿmćlćăs oĄ ÿnÿlytćā āurvăs wćtĆ rotÿtćon
numĀăr 𝜋/2 ÿnĂ, ÿt tĆă sÿmă tćmă, ăxÿmplăs oĄ ÿnÿlytćā RÿĂon āurvăs.
Săātćon 4 ćs tĆă āoră pÿrt oĄ tĆă pÿpăr. Wă stÿrt Āy Ăăvălopćną ÿ āăntroÿffină ÿnÿloą

oĄ Wăąnăr’s ÿnsÿtz, tĆÿt ćs, wă ąuăss wĆÿt ąăomătrćā propărtćăs sălĄ-BäāklunĂ āurvăs
mÿy possăss. TĆćs lăÿĂs to tĆă ÿssumptćon tĆÿt tĆăsă āurvăs āorrăsponĂ to tĆă trÿvălćną
wÿvă solutćons oĄ tĆă KĂV ăquÿtćon, tĆÿt ćs, tĆăćr āăntroÿffină āurvÿtură ćs ÿn ăllćptćā
Ąunātćon.
TĆus wă ÿssumă tĆÿt tĆă āoorĂćnÿtăs oĄ our sălĄ-BäāklunĂ āurvăs sÿtćsĄy tĆă Lÿmé

ăquÿtćon, tĆă Hćll ăquÿtćon wĆosă potăntćÿl ćs ÿn ăllćptćā Ąunātćon. In Săātćon 4.2 wă
āonstruāt tĆăsă āurvăs ÿnĂ ĂăsārćĀă tĆă āonĂćtćons on tĆă pÿrÿmătărs Ąor wĆćāĆ tĆă
āurvăs ÿră sălĄ-BäāklunĂ. TĆćs work ćs ÿnÿloąous to tĆă onă Ăonă Āy F. Wăąnăr. In
Săātćon 4.3 wă sĆow tĆÿt āăntrÿl āonćās ćnĂăăĂ ÿĂmćt ÿ ĂăĄormÿtćon ćnto sălĄ-BäāklunĂ
āăntroÿffină āurvăs Ąor ăÿāĆ 𝛼 ÿppăÿrćną ćn TĆăorăm 3.
Săātćon 5 āonāărns sălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină polyąons. Wă stÿrt Āy sĆowćną tĆÿt

tĆă 𝑐-rălÿtćons on āăntroÿffină āurvăs sÿtćsĄy tĆă BćÿnāĆć părmutÿĀćlćty propărty (TĆă-
orăm 9).
Wă ĂăsārćĀă ÿ Ăćsārătă vărsćon oĄ BäāklunĂ trÿnsĄormÿtćon on āăntroÿffină polyąons

(tĆćs trÿnsĄormÿtćon ćs stuĂćăĂ ćn Ăătÿćl ćn [2]). TĆăorăm 10 prăsănts somă pÿćrs (𝑛, 𝑘)
Ąor wĆćāĆ non-trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ polyąons Ăo not ăxćst, ÿnĂ somă pÿćrs Ąor wĆćāĆ
tĆăy Ăo. Wă ÿlso ĂăsārćĀă năāăssÿry ÿnĂ suffiāćănt āonĂćtćons Ąor tĆă ăxćstănāă oĄ non-
trćvćÿl ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons oĄ răąulÿr āăntroÿffină 𝑛-ąons ćn tĆă ālÿss oĄ sălĄ-
BäāklunĂ polyąons. Sćmćlÿr răsults wără known Ąor Āćāyālă polyąons, săă [41].
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In tĆă ÿppănĂćx wă āonnăāt āăntroÿffină ąăomătry wćtĆ ÿnotĆăr ąăomătry ÿssoāć-
ÿtăĂ wćtĆ tĆă ąroup SL2(ℝ), two-Ăćmănsćonÿl ĆypărĀolćā ąăomătry. Wă ÿssćąn to ÿ āăn-
troÿffină āurvă ÿ āurvă ćn tĆă ĆypărĀolćā plÿnă, ćts Ăuÿl. TĆă āăntroÿffină āurvÿtură𝑝 oĄ
ÿ āurvă ÿnĂ tĆă āurvÿtură 𝜅 oĄ ćts Ăuÿl ćn𝐻2 ÿră rălÿtăĂ Āy tĆă ăquÿtćon (1+𝑝)(1+𝜅) = 2.
Wă mÿkă ăxtănsćvă usă oĄ tĆă Ąormulÿs ćnvolvćną tĆă Wăćărstrÿss ăllćptćā Ąunātćon.

Wă răĄăr to [39] Ąor ÿ āompănĂćum oĄ suāĆ Ąormulÿs. TĆă ÿrXćv prăprćnt vărsćon oĄ tĆćs
pÿpăr āontÿćns ÿn ÿppănĂćx lćstćną tĆăsă Ąormulÿs.
It wÿs poćntăĂ out Āy ÿ răĄărăă tĆÿt ćt ćsmoră āommon to usă JÿāoĀć ăllćptćā Ąunātćons

ćn KĂV tĆăory, wĆărăÿs wă usă tĆă Wăćărstrÿss ăllćptćā Ąunātćons. In tĆćs răąÿrĂ, wă
quotă Ąrom [1]:

TĆă Ąÿāt tĆÿt tĆă ćntăąrÿl ćn JÿāoĀć Ąorm or Rćămÿnn Ąorm āontÿćns
only onă pÿrÿmătăr, ÿnĂ not two lćkă tĆă Wăćărstrÿss ćntăąrÿl, ćs văry
āonvănćănt Ąor vÿrćous āomputÿtćons. TĆă Wăćărstrÿss Ąorm ćs ÿlmost
ÿlwÿys prăĄărÿĀlă Ąor tĆăorătćāÿl āonsćĂărÿtćons.

2. Bäcklund transformations of centroaffine curves
2.1. TĆă mćĂĂlă āurvă. Lăt 𝛾(𝑡) Āă ÿ āăntroÿffină āurvă sÿtćsĄyćną 𝛾″(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝛾(𝑡).
Construāt ÿ năw āăntroÿffină āurvă 𝛿(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝛾(𝑡) + 𝑔(𝑡)𝛾′(𝑡), wĆără 𝑓(𝑡) ÿnĂ 𝑔(𝑡) ÿră𝜋-părćoĂćā Ąunātćons. Lămmÿ 2.1 răpăÿts Lămmÿ 1.2 oĄ [44].
Lămmÿ 2.1. TĆă āurvăs 𝛾 ÿnĂ 𝛿 ÿră 𝑐-rălÿtăĂ ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝑔(𝑡) = 𝑐 ÿnĂ
(3) 𝑐𝑓′(𝑡) − 𝑓2(𝑡) + 𝑐2𝑝(𝑡) + 1 = 0.
ProoĄ. Onă Ćÿs 𝑐 = [𝛾(𝑡), 𝛿(𝑡))] = 𝑔(𝑡)[𝛾(𝑡), 𝛾′(𝑡)] = 𝑔(𝑡),
ÿnĂ tĆărăĄoră 𝑔′(𝑡) = 0. Năxt,𝛿′(𝑡) = (𝑓′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑔(𝑡))𝛾(𝑡) + (𝑓(𝑡) + 𝑔′(𝑡))𝛾′(𝑡),
Ćănāă 1 = [𝛿(𝑡), 𝛿′(𝑡)] = 𝑓2(𝑡) − 𝑐(𝑓′(𝑡) + 𝑐𝑝(𝑡)).
TĆćs ćmplćăs ăquÿtćon (3). !
Notă tĆÿt ăquÿtćon (3) ćs ÿ Rćāāÿtć ăquÿtćon on tĆă unknown Ąunātćon 𝑓(𝑡).

Lămmÿ 2.2. Lăt 𝛾 ÿnĂ 𝛿 Āă 𝑐-rălÿtăĂ ÿnĂ lăt Γ(𝑡) Āă tĆămćĂpoćnt oĄ tĆă săąmănt 𝛾(𝑡)𝛿(𝑡).
TĆăn tĆă văloāćty oĄ Γ ćs ÿlćąnăĂ wćtĆ tĆćs săąmănt:Γ′(𝑡) ∼ 𝛿(𝑡) − 𝛾(𝑡)
Ąor ÿll 𝑡. In ÿĂĂćtćon, Γ ćs loāÿlly stÿr-sĆÿpăĂ, tĆÿt ćs, [Γ(𝑡), Γ′(𝑡)] ≠ 0 Ąor ÿll 𝑡.
ProoĄ. Sćnāă [𝛾, 𝛾′] = [𝛿, 𝛿′] = 1 ÿnĂ [𝛾, 𝛿] = 𝑐, onă Ćÿs[𝛾′ + 𝛿′, 𝛿 − 𝛾] = [𝛾′, 𝛿] − [𝛿′, 𝛾] = [𝛾, 𝛿]′ = 0,
ÿs năăĂăĂ.
For tĆă săāonĂ stÿtămănt, ćĄ [Γ(𝑡), Γ′(𝑡)] = 0 tĆăn tĆă lćnă āonnăātćną 𝛾(𝑡) ÿnĂ 𝛿(𝑡)

pÿssăs tĆrouąĆ tĆă orćąćn, ÿnĂ tĆăn 𝑐 = 0. !
Rămÿrk 2.3. TĆă loāus oĄ mćĂpoćnts ćn Lămmÿ 2.2 plÿys tĆă rolă oĄ tĆă răÿr Āćāyālă
trÿāk ćn tĆă ÿnÿloąous proĀlăm măntćonăĂ ćn Săātćon 1. TĆćs mćĂĂlă āurvă mÿy Ćÿvă
āusps.
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Wă ĂăsārćĀă ÿ mătĆoĂ oĄ āonstruātćną pÿćrs oĄ 𝑐-rălÿtăĂ āurvăs. Stÿrt wćtĆ ÿ loāÿlly
stÿr sĆÿpăĂ āurvă Γ, wćtĆ ÿ āăntroÿffină pÿrÿmătăr 𝑠 ÿnĂ āurvÿtură𝑝(𝑠), so tĆÿt [Γ, Γ𝑠] =1, Γ𝑠𝑠 = 𝑝Γ. Lăt 𝛾± ≔ Γ ± (𝑐/2)Γ𝑠. TĆă āonĂćtćon [𝛾−, 𝛾+] = 𝑐 ćs ćmmăĂćÿtă; Ćowăvăr,
ćn ąănărÿl, 𝑠 ćs not ÿ āăntroÿffină pÿrÿmătăr Ąor 𝛾±.
Proposćtćon 2.4. IĄ 𝑐2𝑝 ≠ 4 ÿloną Γ ( Ąor ăxÿmplă, ćĄ Γ ćs loāÿlly āonvăx, tĆÿt ćs, 𝑝 <0), tĆăn 𝛾± āÿn Āă sćmultÿnăously răpÿrÿmătrćzăĂ Āy ÿ āăntroÿffină pÿrÿmătăr 𝑡, so tĆÿt[𝛾±, (𝛾±)𝑡] = 1.
ProoĄ. Wă āÿlāulÿtă tĆÿt [𝛾±, (𝛾±)𝑠] = 1 − (𝑐2/4)𝑝. IĄ tĆćs Ăoăs not vÿnćsĆ, tĆăn tĆă
ĂăsćrăĂ pÿrÿmătăr 𝑡 ćs ĂăfinăĂ Āy 𝑑𝑡𝑑𝑠 = 1 − 𝑐2𝑝(𝑠)4 .
WćtĆ tĆćs năw pÿrÿmătăr onă Ćÿs [𝛾±, (𝛾±)𝑡] = 1, ÿs năăĂăĂ. !
Rămÿrk 2.5. AswămăntćonăĂ, ÿnĂ ÿs ćs săăn Ąrom ćllustrÿtćons ćn tĆćs pÿpăr, tĆămćĂĂlă
āurvă Γmÿy Ćÿvă āusps. TĆă ÿĀovă āonstruātćon oĄ tĆă āurvăs 𝛾± Ąrom Γ ăxtănĂs to tĆă
āÿsă wĆăn Γ Ćÿs āusps ÿnĂ tĆă āurvăs 𝛾± rămÿćn smootĆ. WćtĆout ąoćną ćnto Ăătÿćls,
wă ćllustrÿtă tĆćs wćtĆ ÿn ăxÿmplă.
Lăt Γ(𝑥) = (𝑥2, 𝑥3 + 1) Āă ÿ āusp, ÿnĂ lăt 𝑠 Āă ÿ āăntroÿffină pÿrÿmătăr. TĆăn Γ𝑥 =(2𝑥, 3𝑥2) ÿnĂ 𝑑𝑠𝑑𝑥 = [Γ, Γ𝑥] = 𝑥4 − 2𝑥.

It Ąollows tĆÿt 𝛾± = Γ ± 𝑐2Γ𝑠 = (∓ 𝑐2 , 1) + (0, ∓3𝑐4 ) 𝑥 + 𝑂(𝑥2),
wĆćāĆ, Ąor 𝑐 ≠ 0 ÿnĂ 𝑥 ālosă to zăro, ÿră smootĆ āurvăs.
Rămÿrk 2.6. ConsćĂăr ÿn orćăntăĂ smootĆ ālosăĂ strćātly āonvăx plÿnă āurvă Γ. TĆă
outăr ĀćllćÿrĂ trÿnsĄormÿtćon 𝑇 ćs ÿ mÿp oĄ ćts ăxtărćor, ĂăfinăĂ ÿs Ąollows: ąćvăn ÿ poćnt𝑥, Ărÿw tĆă orćăntăĂ tÿnąănt lćnă Ąrom 𝑥 to Γ, ÿnĂ răflăāt 𝑥 ćn tĆă tÿnąănāy poćnt to
oĀtÿćn tĆă poćnt 𝑇(𝑥). Săă [20] Ąor ÿ survăy.
TĆă rălÿtćon oĄ our topćā to outăr ĀćllćÿrĂs ćs ÿs Ąollows: ćĄ 𝛾 ćs ÿ sălĄ-BäāklunĂ āurvă

ÿnĂ tĆă răspăātćvă mćĂĂlă āurvă Γ ćs āonvăx, tĆăn 𝛾 ćs ÿn ćnvÿrćÿnt āurvă oĄ tĆă outăr
ĀćllćÿrĂ mÿp ÿĀout Γ.
2.2. Curvăs 𝑐-rălÿtăĂ to āăntroÿffină āonćās. In tĆćs săātćon wă āonsćĂăr tĆă āurvăs
tĆÿt ÿră 𝑐-rălÿtăĂ to āăntroÿffină āonćās ÿnĂ ćĂăntćĄy sălĄ-BäāklunĂ āurvăs ÿmoną tĆăm.
TĆăsă āurvăs wćll Ćÿvă poćnts ÿt ćnfinćty.
Lăt 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡), ÿnĂ lăt us āonstruāt ÿ 𝑐-rălÿtăĂ āurvă ÿs ćn Lămmÿ 2.1: 𝛿(𝑡) =𝑓(𝑡)𝛾(𝑡) + 𝑐𝛾′(𝑡). TĆă răspăātćvă Rćāāÿtć ăquÿtćon Ąor tĆă Ąunātćon 𝑓 ćs

(4) 𝑐𝑓′(𝑡) = 𝑓2(𝑡) + 𝑐2 − 1.
Assumă tĆÿt 𝑐 > 1. TĆćs Ăćffărăntćÿl ăquÿtćon ćs ăÿsćly solvăĂ:
(5) 𝑓(𝑡) = 𝑎 tan(𝑎𝑡𝑐 ) , wĆără 𝑎 = √𝑐2 − 1
ÿnĂ ÿ āĆoćāă oĄ tĆă āonstÿnt oĄ ćntăąrÿtćon Ćÿs Āăăn mÿĂă so tĆÿt 𝑓(0) = 0 (ÿny otĆăr
solutćon ćs oĀtÿćnăĂ Āy ÿ pÿrÿmătăr sĆćĄt).
TĆă Ąunātćon 𝑓 Ćÿs polăs (tĆă sÿmă ćs truă Ąor tĆă solutćons wćtĆ 𝑐 < 1 ÿnĂ 𝑐 = 1),

ÿnĂ tĆă răspăātćvă āăntroÿffină āurvă ąoăs to ćnfinćty, Ćÿvćną tĆără ÿn ćnflăātćon poćnt.
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For ăxÿmplă, lăt 𝑐 = 5/3, 𝑎 = 4/3, săă Fćąură 3. TĆćs āurvă ćs părćoĂćā wćtĆ părćoĂ10𝜋.
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Figure 3. TĆă āurvă 𝛿(𝑡) = (43 tan(4𝑡5 ) cos 𝑡 − 53 sin 𝑡, 43 tan(4𝑡5 ) sin 𝑡 + 53 cos 𝑡)
Lăt us look Ąor sălĄ-BäāklunĂ āurvăs ÿmoną tĆă ÿĀovă āurvăs 𝛿.

Lămmÿ 2.7. Lăt 𝛿 Āă tĆă āăntroÿffină āurvă 𝑐-rălÿtăĂ to tĆă unćt āćrālă 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡),
wĆără 𝑐 > 1. TĆăn 𝛿 ćs sălĄ-BäāklunĂ wćtĆ rotÿtćon numĀăr 𝛼, tĆÿt ćs, [𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡 + 𝛼)]=āonst, ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝛼 sÿtćsfiăs
(6) tan(𝑢𝛼) = 𝑢 tan 𝛼, wĆără 𝑢 = √𝑐2 − 1𝑐 .
FurtĆărmoră, ąćvăn suāĆ ÿn 𝛼, onă Ćÿs [𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡 + 𝛼)] = sin 𝛼.
ProoĄ. TĆă stÿtămănt ćs ćnvÿrćÿnt unĂăr pÿrÿmătăr sĆćĄt so ćt ćs ănouąĆ to āonsćĂăr𝛿 = 𝑓𝛾+𝑐𝛾′, wĆără𝑓 ćs ąćvăn Āy Ąormulÿ (5). Năxt, Āy ÿ strÿćąĆtĄorwÿrĂ āÿlāulÿtćon, tĆă
Ăărćvÿtćvă oĄ [𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡+𝛼)]wćtĆ răspăāt to 𝑡 ćs somă non-zăro Ąunātćon tćmăs tan(𝑢𝛼)−𝑢 tan 𝛼. It Ąollows tĆÿt [𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡+𝛼)] ćs āonstÿnt ćĄ ÿnĂ only ćĄ tan(𝑢𝛼) = 𝑢 tan 𝛼. Usćną
tĆćs ăquÿtćon Ąor 𝛼, wă āÿlāulÿtă tĆÿt [𝛿(𝑡), 𝛿(𝑡 + 𝛼)] = sin 𝛼. !

In ąănărÿl, Ąor ÿ fixăĂ 𝑢 ∈ (0, 1), ăquÿtćon (6) Ćÿs ćnfinćtăly mÿny solutćons. Săă
Fćąură 4. IĄ 𝑢 ćs rÿtćonÿl tĆăn 𝛿 ćs părćoĂćā ÿnĂ tĆără ÿră finćtăly mÿny solutćons 𝛼
wćtĆćn ÿ părćoĂ.
A solutćon oĄ ăquÿtćon (4) Ąor 𝑐 < 1 ćs sćmćlÿr:

𝑓(𝑡) = −𝑎 tanh(𝑎𝑡𝑐 ) ,
wĆără 𝑎2 = 1 − 𝑐2. TĆă ÿssoāćÿtăĂ 𝑐-rălÿtăĂ āurvă 𝛿 = 𝑓𝛾 + 𝑐𝛾′ ćs non-părćoĂćā ÿnĂ
stÿys ĀounĂăĂ; ćt ćs sălĄ-BäāklunĂ wćtĆ ÿ pÿrÿmătăr sĆćĄt 𝛼 sÿtćsĄyćną

tanh(𝑢𝛼) = 𝑢 tan 𝛼, wĆără 𝑢 = √1 − 𝑐2𝑐 ,
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Figure 4. Solutćons to ăquÿtćon (6), 𝑢 tan 𝛼 = tan(𝑢𝛼), 𝑢 ∈ (0, 1),
ÿră ąćvăn Āy tĆă ćntărsăātćon poćnts oĄ tĆă (răĂ) ąrÿpĆ oĄ tĆă𝜋-părćoĂćā
Ąunātćon 𝑦 = tan−1(𝑢 tan 𝛼) − 𝛼 + 𝜋𝑛, 𝜋𝑛 − 𝜋2 ≤ 𝛼 ≤ 𝜋𝑛 + 𝜋2 , 𝑛 ∈ ℤ,
ÿnĂ ÿny oĄ tĆă (Āluă) lćnăs 𝑦 = (𝑢 − 1)𝛼 + 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ ℤ. IĄ 𝑢 ćs rÿtćonÿl
tĆăn 𝑓 = 𝑎 tan(𝑢𝑡) ćs părćoĂćā ÿnĂ 𝛿 ćs ālosăĂ, sălĄ-BäāklunĂ wćtĆ
rotÿtćon numĀărs 𝛼 ąćvăn Āy tĆă ćntărsăātćon poćnts wćtĆćn ÿ părćoĂ
oĄ 𝑓. In tĆă fiąură ÿĀovă, 𝑢 = 2/7, 𝑓 ćs 7𝜋-părćoĂćā, 𝛿 ćs 14𝜋-părćoĂćā,
ÿnĂ tĆără ÿră 8 solutćons 𝛼 ∈ (0, 14𝜋) wćtĆ sin 𝛼 ≠ 0.

- 1 1

- 1

1

Figure 5. TĆă āurvă 𝛿(𝑡) = (−45 tanh(4𝑡3 ) cos 𝑡 − 35 sin 𝑡, −45 tanh(4𝑡3 ) sin 𝑡 + 35 cos 𝑡)
ÿnĂ tĆă āonstÿnt Ăătărmćnÿnt ćs sin 𝛼. TĆćs ăquÿtćon ÿĂmćts ćnfinćtăly mÿny solutćons±𝛼1, ±𝛼2, . . . , wćtĆ 𝛼𝑛 ∈ (𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋/2). For 𝑡 → ±∞, tĆă āurvă ÿpproÿāĆăs tĆă unćt
āćrālă, săă Fćąură 5.
AnotĆăr solutćon oĄ (4) Ąor 𝑐 < 1 ćs𝑓(𝑡) = −𝑎 coth(𝑎𝑡𝑐 ) ,

wćtĆ tĆă răspăātćvă vÿluă oĄ 𝛼 ąćvăn Āy
coth(𝑢𝛼) = 𝑢 tan 𝛼, wĆără 𝑢 = √1 − 𝑐2𝑐

ÿnĂ tĆă āonstÿnt Ăătărmćnÿnt ćs sin 𝛼. TĆără ÿră ćnfinćtăly mÿny solutćons Ćără ÿs wăll,±𝛼0,±𝛼1, . . . , wćtĆ 𝛼𝑛 ∈ (𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋/2). TĆćs āurvă ÿpproÿāĆăs tĆă unćt āćrālă ÿs 𝑡 →±∞ ÿnĂ ąoăs to ćnfinćty ÿs 𝑡 → 0. Săă Fćąură 6.
IĄ 𝑐 = 1, ÿ solutćon oĄ ăquÿtćon (4) ćs 𝑓(𝑡) = −1/𝑡. TĆćs āurvă ćs sălĄ-BäāklunĂ wćtĆ

ÿ pÿrÿmătăr sĆćĄt 𝛼 sÿtćsĄyćną tan 𝛼 = 𝛼 ÿnĂ tĆă āonstÿnt Ăătărmćnÿnt ćs sin 𝛼. TĆără
ÿră ćnfinćtăly mÿny solutćons ±𝛼1, ±𝛼2, . . . , wćtĆ 𝛼𝑛 ∈ (𝑛𝜋, 𝑛𝜋 + 𝜋/2). Its ÿsymptotćā
ĀăĆÿvćor ćs tĆă sÿmă ÿs ćn tĆă prăvćous ăxÿmplă, săă Fćąură 7.
For āomplătănăss, āonsćĂăr tĆă āÿsă oĄ ÿ strÿćąĆt lćnă 𝛾(𝑡) = (𝑡, −1). TĆćs āăn-

troÿffină āurvă ćs sălĄ-BäāklunĂ Ąor ÿn ÿrĀćtrÿry pÿrÿmătăr sĆćĄt. A 𝑐-rălÿtăĂ āurvă
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Figure 6. TĆă āurvă 𝛿(𝑡) = (−45 coth(4𝑡3 ) cos 𝑡 − 35 sin 𝑡, −45 coth(4𝑡3 ) sin 𝑡 + 35 cos 𝑡)
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Figure 7. TĆă āurvă 𝛿(𝑡) = (−1𝑡 cos 𝑡 − sin 𝑡, −1𝑡 sin 𝑡 + cos 𝑡)
𝑓𝛾 + 𝑐𝛾′ Ćÿs 𝑓(𝑡) = − tanh(𝑡/𝑐), săă Fćąură 8. TĆćs āurvă ćs not sălĄ-BäāklunĂ: tĆă
răspăātćvă ăquÿtćon on tĆă pÿrÿmătăr sĆćĄts 𝑏 ćs

tanh(𝑏𝑐 ) = 𝑏𝑐 ,
ÿnĂ tĆă only solutćon ćs 𝑏 = 0.
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Figure 8. TĆă āurvă 𝛿(𝑡) = (1 − 𝑡 tanh 𝑡, tanh 𝑡) (răĂ), ÿ BäāklunĂ
trÿnsĄorm oĄ tĆă lćnă 𝑦 = −1 (Ālÿāk)

2.3. 𝑐-RălÿtăĂ āurvăs ÿnĂMćurÿ trÿnsĄormÿtćon. TĆă Mćurÿ trÿnsĄormÿtćon āon-
năāts tĆă Kortăwăą-Ăă Vrćăs ăquÿtćon 𝑢̇ = 𝑢‴ + 6𝑢𝑢′ ÿnĂ tĆă moĂćfiăĂ Kortăwăą-Ăă
Vrćăs ăquÿtćon ̇𝑣 = 𝑣‴ − 6𝑣2𝑣′: ćĄ 𝑣 sÿtćsfiăs mKĂV tĆăn 𝑢 = −𝑣′ − 𝑣2 sÿtćsfiăs KĂV.
Moră ąănărÿlly, ćĄ
(7) 𝑢 = −𝑣′ − 𝑣2 + 𝜆,
ÿnĂ 𝑣 sÿtćsfiăs
(8) ̇𝑣 = 𝑣‴ − 6𝑣2𝑣′ − 6𝜆𝑣′,
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tĆăn 𝑢 sÿtćsfiăs KĂV. Săă [24].
Gćvăn 𝑢, ăquÿtćon (7) ćs ÿ Rćāāÿtć ăquÿtćon on 𝑣, just lćkă ăquÿtćon (3) on tĆă Ąunātćon𝑓(𝑡) tĆÿt ĂăsārćĀăs tĆă āurvăs, 𝑐-rălÿtăĂ to ÿ āăntroÿffină āurvă wćtĆ āurvÿtură 𝑝(𝑡).

TĆćs provćĂăs ÿ ąăomătrćāÿl ćntărprătÿtćon oĄ tĆă Mćurÿ trÿnsĄormÿtćon ćn āăntroÿffină
ąăomătry.
TĆă Ăătÿćls ÿră ĂăsārćĀăĂ Āy TĆăorăm 1.

TĆăorăm 1. Lăt 𝛾 Āă ÿ āăntroÿffină āurvă, ÿnĂ 𝛿 = 𝑓𝛾 + 𝑐𝛾′ Āă ÿ 𝑐-rălÿtăĂ āurvă. Lăt
tĆă āurvăs 𝛾 ÿnĂ 𝛿 ăvolvă Āy tĆă KĂV flow. TĆăn tĆăy rămÿćn 𝑐-rălÿtăĂ, ÿnĂ tĆă Ąunātćon𝑓 ăvolvăs ÿāāorĂćną to ÿ vărsćon oĄ mKĂV:̇𝑓 = −12𝑓‴ + 3𝑐2 (𝑓2 − 1)𝑓′.
ProoĄ. Lăt 𝑞 Āă tĆă āăntroÿffină āurvÿtură oĄ 𝛿, tĆÿt ćs, 𝛿″(𝑡) = 𝑞(𝑡)𝛿(𝑡). TĆăn ̇𝛾 = 𝑉𝑝,̇𝛿 = 𝑉𝑞, wĆără wă usă tĆă notÿtćon ÿs ćn ăquÿtćon (1).
Wă stÿrt wćtĆ tĆă oĀsărvÿtćon tĆÿt 𝛾 = 𝑓𝛿− 𝑐𝛿′, ÿnĂ tĆăn wă ăxprăss tĆă āurvÿturăs𝑝 ÿnĂ 𝑞 Ąrom ăquÿtćon (3) ÿs Ąollows

(9) 𝑝 = 1𝑐2 (𝑓2 − 1 − 𝑐𝑓′), 𝑞 = 1𝑐2 (𝑓2 − 1 + 𝑐𝑓′)
(āompÿră wćtĆ Lămmÿ 3.1 ćn [44]). It Ąollows tĆÿt

(10) 𝑞 − 𝑝 = 2𝑐𝑓′, 𝑝′ + 𝑞′ = 4𝑐2 𝑓𝑓′.
TĆÿt 𝛾 ÿnĂ 𝛿 rămÿćn 𝑐-rălÿtăĂ unĂăr tĆăKĂVflow Ąollows Ąrom tĆă Ąÿāt tĆă 𝑐-rălÿtćon

āommutăs wćtĆ tĆă KĂV flow, săă [44]. Hără ćs ÿn ćnĂăpănĂănt vărćfiāÿtćon.
Wă Ćÿvă: 𝛿′ = (𝑓′ + 𝑐𝑝)𝛾 + 𝑓𝛾′, ÿnĂ[𝛾, 𝛿]⋅ = [𝑉𝑝, 𝛿] + [𝛾, 𝑉𝑞] =[−12𝑝′𝛾 + 𝑝𝛾′, 𝛿] + [𝛾, −12𝑞′𝛿 + 𝑞𝛿′] =

− 12𝑐(𝑝′ + 𝑞′) + 𝑓(𝑞 − 𝑓) = 0,
tĆă lÿst ăquÿlćty Ăuă to ăquÿtćon (10).
To āÿlāulÿtă ̇𝑓, notă tĆÿt 𝑓 = [𝛿, 𝛾′]. TĆăṅ𝑓 = [ ̇𝛿, 𝛾′] + [𝛿, ̇𝛾′] = [𝑉𝑞, 𝛾′] + [𝛿, 𝑉′𝑝 ] = [−12𝑞′𝛿 + 𝑞𝛿′, 𝛾′] + [𝛿, (−12𝑝′𝛾 + 𝑝𝛾′)′].

AĄtăr suĀstćtutćną tĆă vÿluăs oĄ𝑝 ÿnĂ 𝑞 ÿnĂ tĆăćr Ăărćvÿtćvăs ćn tărms oĄ𝑓 Ąromăquÿtćon
(9) ÿnĂ āollăātćną tărms wă oĀtÿćn tĆă stÿtăĂ ăquÿlćty. !
Onă āÿn ăxpÿnĂ ÿ părćoĂćā solutćon oĄ ăquÿtćon (3) ćn ÿ powăr sărćăs ćn 𝑐:

𝑓 = 1 + 𝑐22 𝑝 + 𝑐34 𝑝′+𝑐48 (𝑝″ − 𝑝2) + 𝑐516(𝑝‴ − 8𝑝𝑝′)
+ 𝑐632[𝑝⁗ − 10𝑝𝑝″ − 9(𝑝′)2 + 2𝑝3] + . . . .

Gćvăn tĆă rălÿtćon oĄ 𝑓 wćtĆ tĆă Mćurÿ trÿnsĄormÿtćon, onă Ćÿs tĆă năxt stÿtămănt; săă
Săātćon 1.1 oĄ [24].
Corollÿry 2.8. TĆă ćntăąrÿls oĄ tĆă oĂĂ tărms oĄ tĆćs sărćăs vÿnćsĆ, ÿnĂ tĆă ćntăąrÿls oĄ
tĆă ăvăn tărms ÿră ćntăąrÿls oĄ tĆă KĂV ăquÿtćon:

∫𝜋
0 𝑝 𝑑𝑡, ∫𝜋

0 𝑝2 𝑑𝑡, ∫𝜋
0 (𝑝3 + 12(𝑝′)2) 𝑑𝑡, . . . .
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Săă [11, Săātćon 3.3] Ąor ÿ sćmćlÿr stÿtămănt ÿĀout tĆă Āćāyālă trÿnsĄormÿtćon ÿnĂ
tĆă filÿmănt ăquÿtćon.

2.4. Rÿnąă oĄ tĆă pÿrÿmătăr 𝑐. TĆă ÿćm oĄ tĆćs săātćon ćs to ĂăsārćĀă, Ąor ÿ ąćvăn
āăntroÿffină ālosăĂ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āurvă 𝛾(𝑡), tĆă rÿnąă oĄ tĆă pÿrÿmătăr 𝑐 Ąor wĆćāĆ 𝛾
ÿĂmćts ālosăĂ āăntroÿffină 𝑐-rălÿtăĂ āurvăs. TĆă mÿćn răsult ćs TĆăorăm 2, ĂăsārćĀćną
tĆćs rÿnąă (ÿ ālosăĂ ćntărvÿl) ćn tărms oĄ tĆă lowăst ăćąănvÿluă oĄ ÿ Hćll ăquÿtćon ÿsso-
āćÿtăĂ wćtĆ 𝛾. For ÿ āonvăx 𝛾 wă oĀtÿćn ÿs ÿ āorollÿry ÿn uppăr ĀounĂ on 𝑐 ćn tărms oĄ
tĆă ÿrăÿ ănālosăĂ Āy ćts Ăuÿl āurvă 𝛾∗. TĆćs răsult āÿn Āă vćăwăĂ ÿs ÿ āăntroÿffină ÿnÿ-
loą oĄ Mănzćn’s āonjăātură Ąor ĆÿtāĆăt plÿnćmătărs (ăqućvÿlăntly, Āćāyālă monoĂromy),
ĂćsāussăĂ ÿnĂ provăĂ ćn [30].
As wă sÿw ćn Lămmÿ 2.1, finĂćną ÿ āăntroÿffină āurvă 𝑐-rălÿtăĂ to ÿ ąćvăn āurvă 𝛾

ÿmounts to finĂćną ÿ solutćon 𝑓(𝑡) to tĆă Rćāāÿtć ăquÿtćon
(11) 𝑐𝑓′ − 𝑓2 + 𝑐2𝑝(𝑡) + 1 = 0,
wĆără 𝑝 = [𝛾″, 𝛾′] (tĆă āăntroÿffină āurvÿtură oĄ 𝛾). TĆă āorrăsponĂćną 𝑐-rălÿtăĂ āăn-
troÿffină āurvă ćs 𝛿 = 𝑓𝛾 + 𝑐𝛾′. IĄ 𝛾 ćs 𝜋-ÿntć-părćoĂćā tĆăn 𝑝 ćn ăquÿtćon (11) ćs 𝜋-
părćoĂćā ÿnĂ wă ÿră lookćną Ąor tĆă vÿluăs oĄ tĆă pÿrÿmătăr 𝑐 Ąor wĆćāĆ tĆă ăquÿtćon
ÿĂmćts ÿ 𝜋-părćoĂćā solutćon, so tĆÿt 𝛿 ćs 𝜋-ÿntć-părćoĂćā ÿs wăll. Notă tĆÿt Ąor 𝑐 = 0
tĆă ăquÿtćon ÿĂmćts tĆă trćvćÿl solutćon 𝑓 ≡ 1.
Our stuĂy oĄ tĆă Rćāāÿtć ăquÿtćon (11) ćs ĀÿsăĂ on ćts rălÿtćon wćtĆ tĆă Hćll ăquÿtćon

(12) 𝑦″ + (𝜆 − 𝑝(𝑡))𝑦 = 0.
To stÿtă tĆćs rălÿtćon wă răāÿll first tĆÿt ÿ solutćon 𝑦(𝑡) oĄ (12) ćs āÿllăĂ 𝜋-quÿsć-

părćoĂćā ćĄ 𝑦(𝑡+𝜋) = 𝜇 𝑦(𝑡) Ąor ÿll 𝑡 ÿnĂ somă 𝜇 ∈ ℝ, 𝜇 ≠ 0, āÿllăĂ tĆă Floquătmultćplćăr
oĄ 𝑦(𝑡). IĄ 𝜇 = 1 tĆăn tĆă solutćon ćs 𝜋-părćoĂćā ÿnĂ ćĄ 𝜇 = −1 ćt ćs 𝜋-ÿntć-părćoĂćā.
Proposćtćon 2.9. TĆă Rćāāÿtć ăquÿtćon (11) wćtĆ ÿ 𝜋-părćoĂćā 𝑝(𝑡) ÿĂmćts ÿ 𝜋-părćoĂćā
solutćon 𝑓(𝑡) Ąor ÿ pÿrÿmătăr vÿluă 𝑐 ≠ 0 ćĄ ÿnĂ only ćĄ tĆă Hćll ăquÿtćon (12) ÿĂmćts ÿ
posćtćvă 𝜋-quÿsć-părćoĂćā solutćon 𝑦(𝑡) Ąor 𝜆 = −1/𝑐2.
ProoĄ. InĂăăĂ, ćĄ tĆără ăxćsts suāĆ 𝑦(𝑡), tĆăn 𝑓 ≔ −𝑐𝑦′/𝑦 ćs ÿ părćoĂćā solutćon oĄ ăquÿ-
tćon (11). In tĆă opposćtă Ăćrăātćon: ćĄ 𝑓 ćs ÿ părćoĂćā solutćon oĄ ăquÿtćon (11) ÿnĂ 𝐹 ćs
ÿ prćmćtćvă oĄ 𝑓 tĆăn 𝑦 ≔ 𝑒−𝐹/𝑐 ćs tĆă răqućrăĂ solutćon oĄ ăquÿtćon (12). !

Wă now Āorrow ÿ wăll-known răsult Ąrom tĆă ąănărÿl tĆăory oĄ tĆă Hćll ăquÿtćon,
Ăuă to Lyÿpunov ÿnĂ Hÿupt (āÿ. 1910, săă TĆăorăm 2.1 on pÿąă 11 oĄ [31]).

TĆăorăm (Spăātrum oĄ tĆă Hćll opărÿtor). ConsćĂăr ăquÿtćon (12),𝑦″ + (𝜆 − 𝑝(𝑡))𝑦 = 0,
wĆără 𝑦(𝑡) ćs ÿn unknown răÿl Ąunātćon, 𝑝(𝑡) ćs ÿ răÿl 𝜋-părćoĂćā Ąunātćon ÿnĂ 𝜆 ÿ răÿl
pÿrÿmătăr. TĆăn tĆără ăxćst two unĀounĂăĂ săquănāăs oĄ răÿl numĀărs𝜆0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 < 𝜆3 ≤ 𝜆4 < . . . ,𝜇0 ≤ 𝜇1 < 𝜇2 ≤ 𝜇3 < 𝜇4 ≤ . . . ,
sÿtćsĄyćną 𝜆0 < 𝜇0 ≤ 𝜇1 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 < 𝜇2 ≤ 𝜇3 < 𝜆3 ≤ 𝜆4 < . . . ,(13)
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suāĆ tĆÿt ăquÿtćon (12) Ćÿs ÿ non-trćvćÿl 𝜋-părćoĂćā solutćon ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝜆 = 𝜆𝑘, ÿnĂ
ÿ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā non-trćvćÿl solutćon ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝜆 = 𝜇𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . . TĆă numĀăr
oĄ zăros on [0, 𝜋) oĄ ÿ solutćon āorrăsponĂćną to 𝜆2𝑘−1 or 𝜆2𝑘 ćs 2𝑘. In pÿrtćāulÿr, ćĄ ÿ𝜋-părćoĂćā solutćon Ćÿs no zăros, tĆăn 𝜆 = 𝜆0. Sćmćlÿrly, tĆă numĀăr oĄ zăros on [0, 𝜋)
oĄ ÿ non-trćvćÿl solutćon āorrăsponĂćną to 𝜇2𝑘 or 𝜇2𝑘+1 ćs 2𝑘 + 1. Morăovăr, ÿ solutćon to
ăquÿtćon (12) ćs unstÿĀlă (tĆÿt ćs, unĀounĂăĂ) ćĄ ÿnĂ only ćĄ𝜆 Āălonąs to onă oĄ tĆă ćntărvÿls(−∞, 𝜆0), (𝜇0, 𝜇1), (𝜆1, 𝜆2), . . . (āÿllăĂ ćnstÿĀćlćty ćntărvÿls, or ‘ąÿps’). Săă Fćąură 9.

0 1 2 31 2 3

stability interval instability interval (gap)

m0 m ml l l m l

Figure 9. TĆă spăātrum oĄ Hćll’s ăquÿtćon (12), stÿĀćlćty ÿnĂ ćnstÿ-
Āćlćty ćntărvÿls

Conāărnćną tĆă lowăst ăćąănvÿluă 𝜆0, wă Ćÿvă tĆă Ąollowćną.
Lămmÿ 2.10. Lăt 𝜆0 Āă tĆă first ăćąănvÿluă oĄ tĆă spăātrum (13) oĄ tĆă Hćll ăquÿtćon (12)
ÿssoāćÿtăĂ wćtĆ ÿ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āăntroÿffină āurvă 𝛾. TĆăn𝜆0 < 0, 𝜆0 ≤ −𝑃,
wĆără

(14) 𝑃 ≔ − 1𝜋 ∫𝜋
0 𝑝(𝑡) 𝑑𝑡.

ProoĄ. EÿāĆ oĄ tĆă two āoorĂćnÿtă āomponănts oĄ 𝛾 ćs ÿ non-trćvćÿl 𝜋-ÿntć-părćoĂćā so-
lutćon oĄ ăquÿtćon (12) Ąor 𝜆 = 0. TĆćs ćmplćăs tĆÿt 𝜇𝑘 = 0 Ąor somă 𝑘 ≥ 1, Ćănāă𝜆0 < 0.
TĆă ćnăquÿlćty 𝜆0 ≤ −𝑃 ćs Ăuă to Borą (săă TĆăorăm 3.3.1 oĄ [22]). TĆă Ąollowćną

ÿrąumănt ćs Ăuă to Unąÿr: Tÿkă ÿ posćtćvă părćoĂćā solutćon 𝑦(𝑡) oĄ ăquÿtćon (12) āor-
răsponĂćną to 𝜆0. TĆăn ℎ(𝑡) = 𝑦′(𝑡)/𝑦(𝑡) ćs ÿ părćoĂćā solutćon oĄ tĆă Rćāāÿtć ăquÿtćonℎ′ + ℎ2 + (𝜆0 − 𝑝(𝑡)) = 0. Intăąrÿtćną tĆćs ăquÿtćon ovăr tĆă părćoĂ ąćvăs:

∫𝜋
0 (𝜆0 − 𝑝(𝑡))𝑑𝑡 ≤ 0.

TĆćs yćălĂs tĆă răsult. !
Rămÿrk 2.11. IĄ 𝛾 ćs loāÿlly āonvăx, so tĆÿt 𝑝(𝑡) ćs strćātly năąÿtćvă, tĆăn 𝑃 > 0 ÿnĂ wă
Ćÿvă 𝜆0 ≤ −𝑃 < 0. TĆă ąăomătrćā măÿnćną oĄ 𝑃 ćs tĆă ÿrăÿ ĀounĂăĂ Āy tĆă Ăuÿl āurvă𝛾∗ (wă răĄăr to [28] ÿnĂ [42] Ąor tĆćs ÿnĂ rălÿtăĂ Ąÿāts).
TĆăorăm 2. Lăt 𝛾 Āă ÿ āăntroÿffină 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āurvă ÿnĂ 𝜆0 < 0 tĆă lowăst 𝜋-
părćoĂćā ăćąănvÿluă oĄ tĆă ÿssoāćÿtăĂ Hćll ăquÿtćon (12). TĆăn 𝛾 ÿĂmćts ÿ 𝑐-rălÿtăĂ ālosăĂ
āurvă ćĄ ÿnĂ only ćĄ |𝑐| ≤ 1/√−𝜆0.
An ćmmăĂćÿtă āonsăquănāă oĄ TĆăorăm 2 ÿnĂ Lămmÿ 2.10 ćs tĆă Ąollowćną.

Corollÿry 2.12. Supposă 𝑃 > 0 ( Ąor ăxÿmplă 𝛾 ćs loāÿlly āonvăx) ÿnĂ 𝛾 ÿĂmćts ÿ 𝑐-rălÿtăĂ𝜋-ÿntć-părćoĂćā ālosăĂ āurvă. TĆăn |𝑐| ≤ 1/√𝑃.
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ProoĄ oĄ TĆăorăm 2. By Proposćtćon 2.9, wă năăĂ to sĆow tĆÿt ăquÿtćon (12) ÿĂmćts ÿ𝜋-quÿsć-părćoĂćā posćtćvă solutćon ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝜆 ≤ 𝜆0.
ConsćĂăr first tĆă “ćĄ” pÿrt. IĄ 𝜆 = 𝜆0 tĆăn ăquÿtćon (12) Ćÿs ÿ posćtćvă părćoĂćā

solutćon, Ćănāă quÿsć-părćoĂćā. So wă sĆÿll ÿssumă now tĆÿt 𝜆 < 𝜆0. In tĆćs āÿsă
ăquÿtćon (12) Ćÿs no āonjuąÿtă poćnts, tĆÿt ćs, ÿ non-trćvćÿl solutćon vÿnćsĆćną ÿt two
Ăćstćnāt poćnts 𝑡1, 𝑡2 Āăāÿusă, Āy tĆă SturmCompÿrćson TĆăorăm, ÿny solutćon Ąor ăvăry
lÿrąăr 𝜆 must Ćÿvă ÿ zăro Āătwăăn 𝑡1, 𝑡2. Howăvăr Ąor 𝜆0 tĆără ćs ÿ posćtćvă părćoĂćā
solutćon. To āomplătă tĆă prooĄ oĄ tĆă “ćĄ” pÿrt wă mÿkă usă oĄ Lămmÿ 2.13.

Lămmÿ 2.13. TĆă ăquÿtćon 𝑦″ + 𝑞(𝑡)𝑦 = 0, wĆără 𝑞(𝑡 + 𝜋) = 𝑞(𝑡), Ćÿs no āonjuąÿtă
poćnts ćĄ ÿnĂ only ćĄ ćt ÿĂmćts ÿ posćtćvă 𝜋-quÿsć-părćoĂćā solutćon.
As Ąÿr ÿs wă know, Lămmÿ 2.13 ćs Ăuă to E. HopĄ [29]. For āomplătănăss, wă ąćvă

ćts prooĄ Āălow.
Now wă provă TĆăorăm 2 ćn tĆă opposćtă Ăćrăātćon. Wă năăĂ to sĆow tĆÿt ăquÿtćon

(12) ÿĂmćts no posćtćvă 𝜋-quÿsć-părćoĂćā solutćon Ąor 𝜆 > 𝜆0. Assumă 𝑦(𝑡) ćs suāĆ ÿ
solutćon, 𝑦(𝑡 + 𝜋) = 𝜇 𝑦(𝑡), wĆără 𝜇 > 0. TĆără ÿră two āÿsăs:• IĄ 𝜇 = 1 tĆăn 𝑦(𝑡) ćs ÿ posćtćvă părćoĂćā solutćon. But tĆćs ćs possćĀlă only Ąor𝜆 = 𝜆0, ÿ āontrÿĂćātćon.• IĄ 𝜇 ≠ 1 tĆăn tĆă solutćon 𝑦(𝑡) ćs unĀounĂăĂ, ÿnĂ Ćănāă 𝜆 Āălonąs to onă oĄ tĆă

ćnstÿĀćlćty zonăs. In pÿrtćāulÿr, 𝜆 > 𝜇0. But tĆăn, Āy tĆă Sturm Compÿrćson
TĆăorăm, 𝑦(𝑡) āÿnnot Āă posćtćvă sćnāă solutćons Ąor 𝜇0 Ćÿvă zăroăs.

TĆćs āomplătăs tĆă prooĄ oĄ TĆăorăm 2. !

ProoĄ oĄ Lămmÿ 2.13 (ÿĄtăr E. HopĄ). IĄ ÿ Hćll ăquÿtćon 𝑦″ + 𝑞(𝑡)𝑦 = 0 Ćÿs no āonju-
ąÿtă poćnts tĆăn Ąor ăvăry two Ăćstćnāt 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tĆără ăxćsts ÿ unćquă solutćon 𝑦(𝑡; 𝑎, 𝑏)
sÿtćsĄyćną 𝑦(𝑎; 𝑎, 𝑏) = 1, 𝑦(𝑏; 𝑎, 𝑏) = 0.
By unćquănăss, onă Ćÿs tĆă rălÿtćon Ąor Ăćstćnāt 𝑎, 𝑎′:
(15) 𝑦(𝑡; 𝑎, 𝑏) = 𝑦(𝑎′; 𝑎, 𝑏)𝑦(𝑡; 𝑎′, 𝑏).
Usćną Ăćsāonjuąÿāy, onă āÿn sĆow tĆÿt ÿ lćmćtćną solutćon ăxćsts ÿnĂ ćs posćtćvă ăvăry-
wĆără: 𝑦(𝑡; 𝑎) ≔ lim𝑏→+∞𝑦(𝑡; 𝑎, 𝑏).
TĆăsă posćtćvă solutćons ÿră 𝜋-quÿsć-părćoĂćā. InĂăăĂ, săttćną 𝑎′ ↦ 𝑎+𝜋, 𝑡 ↦ 𝑡 +𝜋

ćn ăquÿtćon (15)) ÿnĂ pÿssćną to tĆă lćmćt 𝑏 → +∞, wă ąăt

(16) 𝑦(𝑡 + 𝜋; 𝑎) = 𝑦(𝑎 + 𝜋; 𝑎)𝑦(𝑡 + 𝜋; 𝑎 + 𝜋) = 𝑦(𝑎 + 𝜋; 𝑎)𝑦(𝑡; 𝑎),
wĆără tĆă lÿst ăquÿlćty ćs Ăuă to tĆă 𝜋-părćoĂćāćty oĄ 𝑞(𝑡). TĆus, 𝑦(𝑡; 𝑎) ćs 𝜋-quÿsć-
părćoĂćā wćtĆ multćplćăr 𝜇 = 𝑦(𝑎 + 𝜋; 𝑎), ÿs năăĂăĂ.
In tĆă opposćtă Ăćrăātćon tĆă ālÿćm ćs oĀvćous: ćĄ 𝑦″+𝑞(𝑡)𝑦 = 0 ÿĂmćts ÿ posćtćvă solu-

tćon tĆăn, Āy tĆă SturmOsāćllÿtćon TĆăorăm, ÿny non-trćvćÿl solutćon Ćÿs no āonjuąÿtă
poćnts. !
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3. Self-Bäcklund curves: First study
3.1. Infinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons oĄ āăntroÿffină āonćās. In tĆćs săātćon wă stuĂy
ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons oĄ āăntroÿffină āonćās ćn tĆă ālÿss oĄ sălĄ-BäāklunĂ āăn-
troÿffină āurvăs. (TĆćs ćnāluĂăs, ÿswă răāÿll ĄromSăātćon 1, tĆă răqućrămănt Ąor𝜋-ÿntć-
părćoĂćāćty). Wă ĂăsārćĀă tĆă vÿluăs oĄ tĆă pÿrÿmătăr 𝛼 Ąor wĆćāĆ āăntroÿffină āonćās
ÿĂmćt non-trćvćÿl ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons. Lÿtăr, ćn Săātćon 4.3, wă sĆÿll sĆow tĆÿt
tĆăsă vÿluăs oĄ 𝛼 ÿră răÿlćzăĂ Āy ÿātuÿl ĂăĄormÿtćons, săă Corollÿry 4.20.
Hără ćs ÿ ĀrćăĄ rămćnĂăr ÿĀout ĂăĄormÿtćons. Lăt 𝛾(𝑡) Āă ÿ sălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină

āurvă, sÿtćsĄyćną
(17) [𝛾, 𝛾′] = 1, [𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐,
Ąor somă āonstÿnts𝛼, 𝑐. A ĂăĄormÿtćon oĄ suāĆ ÿ āurvă, wćtĆćn tĆă ālÿss oĄ sălĄ-BäāklunĂ
āăntroÿffină āurvăs, ćs ÿ Ąunātćon ̃𝛾(𝑡, 𝜀) ĂăfinăĂ on ℝ × (−𝜀0, 𝜀0) Ąor somă 𝜀0 > 0, ÿnĂ
Ąunātćons 𝛼̃(𝜀), ̃𝑐(𝜀)ĂăfinăĂ on (−𝜀0, 𝜀0), sÿtćsĄyćną ăquÿtćon (17) Ąor ăÿāĆfixăĂ 𝜀, nÿmăly
(18) [ ̃𝛾, 𝜕𝜕𝑡 ̃𝛾] = 1, [ ̃𝛾(𝑡, 𝜀), ̃𝛾(𝑡 + 𝛼̃(𝜀), 𝜀)] = ̃𝑐(𝜀),
ÿnĂ suāĆ tĆÿt 𝛾 = ̃𝛾(⋅, 0), 𝛼 = 𝛼̃(0) ÿnĂ 𝑐 = ̃𝑐(0).
An ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon oĄ 𝛾 ćs ÿ Ąormÿl ăxprăssćon ̃𝛾 = 𝛾(𝑡) + 𝜀𝛾1(𝑡), sÿtćsĄyćną

ăquÿtćon (18) Ąor ăÿāĆ 𝜀, moĂulo 𝜀2, Ąor somă 𝛼̃ = 𝛼 + 𝜀𝛼1, ̃𝑐 = 𝑐 + 𝜀𝑐1. Clăÿrly, ćĄ ̃𝛾 ćs
ÿ ĂăĄormÿtćon oĄ 𝛾, tĆăn ćts first jăt, 𝛾 + 𝜀 𝜕𝜕𝜀 ||𝜀=0 ̃𝛾, ćs ÿn ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon oĄ 𝛾.
Howăvăr, tĆă āonvărsă ćs not năāăssÿrćly truă, tĆÿt ćs, ąćvăn ÿn ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿ-
tćon 𝛾 + 𝜀𝛾1, ćt ćs not ālăÿr ÿ prćorć tĆÿt tĆără ăxćsts ÿn ‘ÿātuÿl’ ĂăĄormÿtćon ̃𝛾 oĄ 𝛾 suāĆ
tĆÿt 𝛾1 = 𝜕𝜕𝜀 ||𝜀=0 ̃𝛾.
An ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon ćs trćvćÿl ćĄ ćt ćs ćnĂuāăĂ Āy ÿ sĆćĄt oĄ tĆă ÿrąumănt,̃𝛾(𝑡, 𝜀) = 𝛾(𝑡 + 𝑎𝜀), or Āy tĆă ÿātćon oĄ SL2(ℝ), ̃𝛾(𝑡, 𝜀) = 𝑒𝜀𝐴𝛾(𝑡), 𝐴 ∈ 𝔰𝔩2(ℝ).

TĆăorăm 3. Lăt 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡). TĆăn
(1) A non-trćvćÿl ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon oĄ 𝛾 wćtĆćn tĆă ālÿss oĄ sălĄ-BäāklunĂ 𝜋-

ÿntć-părćoĂćā āăntroÿffină āurvăs ăxćsts ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝛼̃ = 𝛼 + 𝜀𝛼1 wĆără 𝛼 = 𝜋/2,
or 𝛼 ≠ 𝜋/2 ÿnĂ 𝛼 sÿtćsfiăs tĆă ăquÿtćon

(19) tan(𝑘𝛼) = 𝑘 tan 𝛼
Ąor somă ćntăąăr 𝑘 ≥ 4.

(2) For 𝑘 ≥ 2, tĆără ÿră ăxÿātly 𝑘 − 2 solutćons oĄ ăquÿtćon (19) ćn tĆă ćntărvÿl (0, 𝜋),
āountćną ÿlso 𝛼 = 𝜋/2 ÿs ÿ solutćon Ąor 𝑘 oĂĂ.

ProoĄ. (1) Wă mÿkă āÿlāulÿtćons moĂ 𝜀2. TĆă first ăquÿtćon oĄ (18) măÿns tĆÿt 𝛾1 ćs
ÿ văātor fiălĂ ÿloną 𝛾, Ćănāă 𝛾1 = −(1/2)𝑓′𝛾 + 𝑓𝛾′ Ąor ÿ 𝜋-părćoĂćā Ąunātćon 𝑓(𝑡), săă
ăquÿtćon (1). TĆă săāonĂ ăquÿtćon oĄ (18) ćmplćăs
(20) [𝛾1(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] + [𝛾(𝑡), 𝛾1(𝑡 + 𝛼)] + 𝛼1[𝛾(𝑡), 𝛾′(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐1.
For 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡) wă Ćÿvă[𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] = sin 𝛼, [𝛾′(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] = − cos 𝛼,[𝛾(𝑡), 𝛾′(𝑡 + 𝛼)] = cos 𝛼,(21)

Ćănāă (20) Āăāomăs[𝛾1(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] + [𝛾(𝑡), 𝛾1(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐1 + 𝛼1 cos 𝛼 = const.
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It Ąollows tĆÿt[−12𝑓′(𝑡)𝛾(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝛾′(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)]
+ [𝛾(𝑡), −12𝑓′(𝑡 + 𝛼)𝛾(𝑡 + 𝛼) + 𝑓(𝑡 + 𝛼)𝛾′(𝑡 + 𝛼)] = const.

In vćăw oĄ ăquÿtćon (21), tĆćs ćmplćăs

(22) 12 [𝑓′(𝑡) + 𝑓′(𝑡 + 𝛼)] sin 𝛼 − [𝑓(𝑡 + 𝛼) − 𝑓(𝑡)] cos 𝛼 = const.
Sćnāă tĆă ćntăąrÿl oĄ tĆă lăĄt ĆÿnĂ sćĂă ovăr tĆă părćoĂ ćs zăro, tĆă āonstÿnt on tĆă rćąĆt
ĆÿnĂ sćĂă ćs ÿlso zăro.
Răāÿll tĆÿt 𝑓 ćs ÿ 𝜋-părćoĂćā Ąunātćon ÿnĂ lăt

𝑓(𝑡) = ∞∑𝑘=−∞𝑎𝑘𝑒2𝑖𝑘𝑡
Āă ćts Fourćăr ăxpÿnsćon, wćtĆ 𝑎−𝑘 = ̄𝑎𝑘. TĆăn

𝑓′(𝑡) = 2𝑖 ∞∑𝑘=−∞𝑘𝑎𝑘𝑒2𝑖𝑘𝑡, 𝑓(𝑡 + 𝛼) = ∞∑𝑘=−∞𝑎𝑘𝑒2𝑖𝑘𝛼𝑒2𝑖𝑘𝑡,
𝑓′(𝑡 + 𝛼) = 2𝑖 ∞∑𝑘=−∞𝑘𝑎𝑘𝑒2𝑖𝑘𝛼𝑒2𝑖𝑘𝑡.

SuĀstćtută tĆćs ćn ăquÿtćon (22) to āonāluĂă tĆÿt𝑎𝑘 [𝑖𝑘 (1 + 𝑒2𝑖𝑘𝛼) sin 𝛼 − (𝑒2𝑖𝑘𝛼 − 1) cos 𝛼] = 0
Ąor ăÿāĆ 𝑘. Hănāă 𝑎𝑘 = 0, unlăss𝑖𝑘(1 + 𝑒2𝑖𝑘𝛼) sin 𝛼 = (𝑒2𝑖𝑘𝛼 − 1) cos 𝛼,
or 𝑘𝑒𝑖𝑘𝛼 + 𝑒−𝑖𝑘𝛼2 sin 𝛼 = 𝑒𝑖𝑘𝛼 − 𝑒−𝑖𝑘𝛼2𝑖 cos 𝛼,
tĆÿt ćs, 𝑘 tan 𝛼 = tan(𝑘𝛼).
Convărsăly, ćĄ ăquÿtćon (19) ĆolĂs, tĆăn onă āÿn āĆoosă 𝑓(𝑡) to Āă ÿ pură Ćÿrmonćā oĄ
orĂăr 2𝑘, ÿnĂ tĆăn ăquÿtćon (18) ĆolĂsmoĂulo 𝜀2. Lćkăwćsă, ćĄ 𝛼 = 𝜋/2, onă āÿn āĆoosă𝑔(𝑡) to Āă ÿ pură Ćÿrmonćā oĄ orĂăr 2𝑘 wćtĆ oĂĂ 𝑘 ≥ 3 or ÿ lćnăÿr āomĀćnÿtćon oĄ suāĆ
Ćÿrmonćās.
Notă tĆÿt ăquÿtćon (19) ĆolĂs trćvćÿlly Ąor𝑘 = 0 ÿnĂ𝑘 = 1. TĆă Ąormăr āÿsă āorrăsponĂs
to 𝑓(𝑡) Āăćną āonstÿnt, ÿ sĆćĄt oĄ tĆă ÿrąumănt oĄ 𝛾(𝑡). TĆă lÿttăr āÿsă āorrăsponĂs to
tĆă ÿātćon oĄ 𝔰𝔩(2, ℝ), ÿ strătāĆćną oĄ tĆă unćt āćrālă to ÿn ăllćpsă ĀounĂćną ÿrăÿ 𝜋.
For 𝑘 = 2 tĆără ÿră no solutćons 𝛼 ∈ (0, 𝜋) to ăquÿtćon (19) ÿnĂ Ąor 𝑘 = 3 tĆă only
solutćon ćs 𝛼 = 𝜋/2 (săă năxt ćtăm).
(2) Săă Proposćtćon 2 oĄ [27], or Lămmÿ 4.8 oĄ [11].

!

Rămÿrk 3.1. Equÿtćon (19) ÿppăÿrăĂ ćn tĆă āontăxt oĄ Āćāyālă kćnămÿtćās ćn [11,41] ÿnĂ
ćn tĆă pÿpărs Āy Wăąnăr, summÿrćzăĂ ćn [47]. It ÿlso ÿppăÿrăĂ ćn [27] ćn tĆă āontăxt
oĄ ĀćllćÿrĂs ÿnĂ flotÿtćon proĀlăms, ÿnĂ ćn [8], [9], [10] Ąor mÿąnătćā, outăr ÿnĂ wćră
ĀćllćÿrĂs. TĆćs uĀćqućtous ăquÿtćon Ćÿs ÿ āountÿĀlă numĀăr oĄ solutćons Āut, ăxāăpt Ąor𝜋/2, tĆără ÿră no 𝜋-rÿtćonÿl solutćons [18].
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3.2. PărćoĂs 3 ÿnĂ 4.
TĆăorăm 4. Lăt 𝛾(𝑡) Āă ÿ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā sălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină āurvă, tĆÿt ćs,[𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐 ≠ 0. IĄ 𝛼 = 𝜋/3 or 𝛼 = 𝜋/4 tĆăn 𝛾 ćs ÿ āăntroÿffină ăllćpsă.
ProoĄ. ConsćĂăr tĆă āÿsă oĄ 𝛼 = 𝜋/3. Lăt us usă tĆă sĆortĆÿnĂ notÿtćon𝛾(𝑡) = 𝛾0, 𝛾 (𝑡 + 𝜋3 ) = 𝛾1, 𝛾 (𝑡 + 2𝜋3 ) = 𝛾2.
TĆăn [𝛾0, 𝛾1] = [𝛾1, 𝛾2] = [𝛾2, −𝛾0] = 𝑐,
Ćănāă [𝛾0, 𝛾2] = [𝛾0, 𝛾1], ÿnĂ tĆă văātor 𝛾1 − 𝛾2 ćs āollćnăÿr wćtĆ 𝛾0. Lćkăwćsă, 𝛾2 + 𝛾0 ćs
āollćnăÿr wćtĆ 𝛾1, ÿnĂ 𝛾1 − 𝛾0 wćtĆ 𝛾2. Wă wrćtă𝛾1 − 𝛾2 = 𝜑0𝛾0, 𝛾2 + 𝛾0 = 𝜑1𝛾1, 𝛾1 − 𝛾0 = 𝜑2𝛾2.
Sćnāă [𝛾0, 𝛾1] ≠ 0, tĆă lćnăÿr mÿp ℝ3 → ℝ2, (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) ↦ ∑𝑥𝑖𝛾𝑖, Ćÿs rÿnk 2, Ćănāă

nullćty 1. It Ąollows tĆÿt tĆă mÿtrćx
[−𝜑0 1 −11 −𝜑1 1−1 1 −𝜑2]

Ćÿs rÿnk 1, Ćănāă 𝜑0 = 𝜑1 = 𝜑2 = 1. TĆus 𝛾2 = 𝛾1 − 𝛾0.
It Ąollows tĆÿt 𝛾′2 = 𝛾′1 − 𝛾′0, ÿnĂ Ćănāă1 = [𝛾2, 𝛾′2] = [𝛾1 − 𝛾0, 𝛾′1 − 𝛾′0] = 2 − [𝛾0, 𝛾′1] + [𝛾′0, 𝛾1].

Sćnāă [𝛾0, 𝛾1] = 𝑐, onă Ćÿs [𝛾′0, 𝛾1] + [𝛾0, 𝛾′1] = 0. TĆćs ćmplćăs tĆÿt[𝛾0, 𝛾′1] = 12 , [𝛾′0, 𝛾1] = −12 ,
ÿnĂ Ćănāă 𝛾1 = (1/2)𝛾0 + 𝑐𝛾′0.
It Ąollows tĆÿt ćn ăquÿtćon (3) onă Ćÿs 𝑓 = 1/2, ÿnĂ Ćănāă, Āy Lămmÿ 2.1, 𝑐2𝑝 =−3/4. TĆÿt ćs, 𝑝 ćs āonstÿnt, wĆćāĆ ćmplćăs 𝑝 = −1 ÿnĂ 𝑐 = √3/2, ÿnĂ tĆărăĄoră tĆă

āurvă ćs ÿ āăntroÿffină āonćā.
TĆă āÿsă 𝛼 = 𝜋/4 ćs sćmćlÿr. In ÿnÿloąous notÿtćons, onă Ćÿs[𝛾0, 𝛾1] = [𝛾1, 𝛾2] = [𝛾2, 𝛾3] = [𝛾3, −𝛾0] = 𝑐,

Ćănāă 𝛾0 ∼ 𝛾1 − 𝛾3, 𝛾1 ∼ 𝛾0 + 𝛾2, 𝛾2 ∼ 𝛾1 + 𝛾3, 𝛾3 ∼ −𝛾0 + 𝛾2.
TĆćs ćmplćăs
(23) 𝛾1 = 𝑔(𝛾0 + 𝛾2), 𝛾3 = 𝑔(𝛾2 − 𝛾0)
Ąor somă Ąunātćon 𝑔(𝑡).
Sćnāă [𝛾1, 𝛾′1] = [𝛾3, 𝛾′3] = 1, ăquÿtćon (23) ćmplćăs2𝑔2 = 1, [𝛾0, 𝛾′2] + [𝛾2, 𝛾′0] = 0.

But [𝛾0, 𝛾2] = 𝑐, Ćănāă [𝛾′0, 𝛾2] + [𝛾0, 𝛾′2] = 0, ÿnĂ tĆărăĄoră [𝛾′0, 𝛾2] = [𝛾0, 𝛾′2] = 0. In
pÿrtćāulÿr, 𝛾2 ∼ 𝛾′0.
It Ąollows tĆÿt 𝛾1 = (1/√2)𝛾0 + 𝑐𝛾′0. TĆăn, ćn ăquÿtćon (3), onă Ćÿs 𝑓 = 1/√2,

ÿnĂ Ćănāă, Āy Lămmÿ 2.1, 𝑐2𝑝 = −1/2. TĆus 𝑝 = −1, 𝑐 = 1/√2, ÿnĂ tĆă āurvă ćs ÿ
āăntroÿffină āonćā. !
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Rămÿrk 3.2. An ÿnÿloąous răsult, rćąćĂćty Ąor părćoĂs 3 ÿnĂ 4, ĆolĂs Ąor Āćāyālă āurvăs,
săă [13, 14, 41].

3.3. PărćoĂ two: FlăxćĀćlćty ÿnĂ RÿĂon āurvăs. In tĆćs săātćon wă sĆow tĆÿt sălĄ-
BäāklunĂ āurvăs oĄ părćoĂ two, tĆÿt ćs, 𝛼 = 𝜋/2, ăxĆćĀćt ÿ suĀstÿntćÿl flăxćĀćlćty. A
sćmćlÿr răsult, Ąor tĆă vÿluă oĄ tĆă Ăănsćty 1/2, wÿs known Ąor ÿ loną tćmă Ąor Ulÿm’s
flotÿtćon ćn ăqućlćĀrćum proĀlăm [7, 50].
Lăt us āonstruāt ÿ sălĄ-BäāklunĂ āurvă oĄ părćoĂ two ÿs ÿ ālosăĂ trÿjăātory oĄ ÿ văātor

fiălĂ𝑉 on tĆă spÿāă oĄ orćąćn-āăntărăĂ pÿrÿllăloąrÿms. Lăt tĆă vărtćāăs Āă𝑃1, 𝑃2, −𝑃1, −𝑃2,
ÿnĂ lăt tĆă văātor fiălĂ Ćÿvă tĆă vÿluăs 𝑉1, 𝑉2, −𝑉1, −𝑉2 ÿt tĆăsă vărtćāăs, răspăātćvăly.
Wă wÿnt tĆă trÿjăātorćăs oĄ tĆă poćnts 𝑃1, 𝑃2, −𝑃1, −𝑃2 to āoćnāćĂă ÿnĂ to Ąorm ÿ sălĄ-

BäāklunĂ āurvă wćtĆ 𝛼 = 𝜋/2. Lăt (𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡)) Āă ÿn ćntăąrÿl āurvă oĄ suāĆ ÿ văātor
fiălĂ. TĆăn 𝑃2(𝑡) = 𝑃1(𝑡 + 𝜋/2). TĆă āăntroÿffină āonĂćtćons [𝑃𝑖, 𝑃′𝑖 ] = 1 ÿnĂ tĆă 𝑐-
rălÿtćon [𝑃1, 𝑃2] = 𝑐 ÿmount to
(24) [𝑃1, 𝑉1] = [𝑃2, 𝑉2] = 1, [𝑉1, 𝑃2] + [𝑃1, 𝑉2] = 0.
Notă tĆÿt tĆă ÿrăÿ oĄ tĆă pÿrÿllăloąrÿm (𝑃1, 𝑃2, −𝑃1, −𝑃2) rămÿćns āonstÿnt.
Lămmÿ 3.3. Equÿtćon (24) ćs sÿtćsfiăĂ ćĄ ÿnĂ only ćĄ

𝑉1 = 𝑓𝑃1 + 1𝑐 𝑃2, 𝑉2 = −1𝑐 𝑃1 − 𝑓𝑃2,
wĆără 𝑓(𝑃1, 𝑃2) ćs ÿn oĂĂ Ąunātćon, ćn tĆă sănsă tĆÿt 𝑓(𝑃2, −𝑃1) = −𝑓(𝑃1, 𝑃2).
ProoĄ. Wrćtă 𝑉1 = 𝑓𝑃1 + 𝑔𝑃2, 𝑉2 = ̄𝑓𝑃1 + ̄𝑔𝑃2 ÿnĂ suĀstćtută ćnto ăquÿtćon (24), usćną[𝑃1, 𝑃2] = 𝑐, to oĀtÿćn 𝑓 + ̄𝑔 = 0, 𝑔 = − ̄𝑓 = 1/𝑐. TĆÿt 𝑓 ćs oĂĂ Ąollows Ąrom tĆă āăntrÿl
symmătry oĄ tĆă pÿrÿllăloąrÿm. !

TĆus onă Ćÿs ÿ Ąunātćonÿl pÿrÿmătăr 𝑓 to plÿy wćtĆ. TĆă ĀounĂÿry āonĂćtćons
(25) 𝑃1(0) = (1, 0), 𝑃1 (𝜋2 ) = 𝑃2(0) = (0, 𝑐), 𝑃2 (𝜋2 ) = −𝑃1(0) = (−1, 0)
ćmposă ÿ finćtă-Ăćmănsćonÿl răstrćātćon on tĆă Ąunātćon 𝑓. As ÿ răsult, wă oĀtÿćn ÿ
Ąunātćonÿl spÿāă oĄ sălĄ-BäāklunĂ āurvăs oĄ părćoĂ two.
For ăxÿmplă, ćĄ 𝑓 ćs ćĂăntćāÿlly zăro ÿnĂ 𝑐 = 1, tĆăn 𝑃″1 = 𝑃′2 = −𝑃1, ÿnĂ tĆă āurvă ćs

ÿ āăntroÿffină ăllćpsă. Săă Fćąură 10 Ąor ÿ non-trćvćÿl ăxÿmplă. In Exÿmplă 4.11 (Fćąură
16) wă āonstruāt ăxplćāćtly mÿny ÿnÿlytćā āurvăs.

Rămÿrk 3.4. TĆă spÿāă oĄ orćąćn-āăntărăĂ pÿrÿllăloąrÿms oĄ ÿ fixăĂ ÿrăÿ ćs ćĂăntćfiăĂ
wćtĆ SL2(ℝ). IĄ 𝑃 = (𝑝1, 𝑝2), 𝑄 = (𝑞1, 𝑞2), tĆăn tĆă first ăquÿtćon (24), [𝑃, 𝑈] = [𝑄, 𝑉],
măÿns tĆÿt tĆă āurvă unĂăr āonsćĂărÿtćon ćs tÿnąănt to tĆă kărnăl oĄ tĆă 1-Ąorm𝑝1𝑑𝑝2−𝑝2𝑑𝑝1 +𝑞2𝑑𝑞1 −𝑞1𝑑𝑞2. TĆćs Ąorm Ăăfinăs ÿ āontÿāt struātură on SL2(ℝ), ÿnĂ tĆă āurvă
ćs LăąănĂrćÿn.

Lăt Γ Āă ÿ smootĆ ālosăĂ āonvăx āurvă, symmătrćā wćtĆ răspăāt to tĆă orćąćn. Lăt𝑥, 𝑦 ∈ Γ. Onă sÿys tĆÿt 𝑦 ćs BćrkĆoff ortĆoąonÿl to 𝑥 ćĄ 𝑦 ćs pÿrÿllăl to tĆă tÿnąănt lćnă
to Γ ÿt 𝑥. TĆćs rălÿtćon ćs not năāăssÿrćly symmătrćā; ćĄ ćt ćs symmătrćā, tĆăn Γ ćs āÿllăĂ
ÿ RÿĂon āurvă. RÿĂon āurvăs āomprćsă ÿ Ąunātćonÿl spÿāă, wćtĆ ăllćpsăs provćĂćną ÿ
trćvćÿl ăxÿmplă.
RÿĂon āurvăs Ćÿvă Āăăn tĆorouąĆly stuĂćăĂ sćnāă tĆăćr ćntroĂuātćon moră tĆÿn 100

yăÿrs ÿąo; săă [32] Ąor ÿ moĂărn trăÿtmănt.
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Figure 10. A sălĄ-BäāklunĂ āurvă wćtĆ rotÿtćon ÿnąlă 𝛼 = 𝜋/2
ÿnĂ 𝑐 = 1, usćną Lămmÿ 3.3 ÿnĂ ăquÿtćon (25), wĆără 𝑓(𝑃1, 𝑃2) =𝑢(𝑃1)𝑢(𝑃2) ÿnĂ 𝑢(𝑥, 𝑦) = 1.2𝑥 − 4𝑥3 − 4𝑥5 (ÿpproxćmÿtăly)

Lăt Γ Āă ÿ RÿĂon āurvă, 𝑥 ∈ Γ Āă ÿ poćnt, ÿnĂ 𝑦 ∈ Γ Āă ćts BćrkĆoff ortĆoąonÿl. TĆăn
tĆă tÿnąănt lćnăs ÿt poćnts 𝑥, 𝑦, −𝑥,−𝑦 Ąorm ÿ pÿrÿllăloąrÿm āćrāumsārćĀăĂ ÿĀout Γ. As𝑥 trÿvărsăs Γ, tĆă vărtćāăs oĄ tĆă pÿrÿllăloąrÿm ĂăsārćĀă ÿ āurvă 𝛾. TĆă lÿttăr āurvă ćs
ÿn ćnvÿrćÿnt āurvă oĄ tĆă outăr ĀćllćÿrĂ trÿnsĄormÿtćon ÿĀout Γ, săă Rămÿrk 2.6.
TĆă rălÿtćon oĄ sălĄ-BäāklunĂ āurvăs wćtĆ RÿĂon āurvăs ćs ÿs Ąollows. Lăt 𝛾 Āă ÿ

sălĄ-BäāklunĂ āurvă wćtĆ rotÿtćon numĀăr 𝜋/2, tĆăn tĆă poćnts 𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡 + 𝜋/2), 𝛾(𝑡 +𝜋), 𝛾(𝑡 + 3𝜋/2) Ąorm ÿ pÿrÿllăloąrÿm. TĆărăĄoră tĆă mćĂĂlă āurvă Γ ćs ÿ RÿĂon āurvă.
Exÿmplă 4.11 provćĂăs ÿnÿlytćā Ąÿmćlćăs oĄ RÿĂon āurvăs.

4. Self-Bäcklund curves and the Lamé equation
4.1. Trÿvălćną wÿvă solutćons oĄ KĂV ÿnĂ Wăąnăr’s ÿnsÿtz. TĆă first two ćn tĆă
ĆćărÿrāĆy oĄ ćntăąrÿls oĄ tĆă Kortăwăą-Ăă Vrćăs ăquÿtćon ÿră tĆă Ąunātćonÿls

(26) ∫𝑝(𝑡) 𝑑𝑡,∫𝑝2(𝑡) 𝑑𝑡
on āăntroÿffină āurvăs. In pÿrtćāulÿr, KĂV ćs tĆă Hÿmćltonćÿn flow oĄ tĆă Ąormăr Ąunā-
tćonÿl wćtĆ răspăāt to tĆă symplăātćā Ąorm ∫[𝑉𝑓, 𝑉𝑔] 𝑑𝑡, wĆără wă usă Ąormulÿ (1) Ąor
tÿnąănt văātor fiălĂs [38].
ConsćĂăr ÿ āăntroÿffină āurvă tĆÿt ćs ÿ rălÿtćvă ăxtrămum oĄ tĆă săāonĂ Ąunātćonÿl

(26) suĀjăāt to tĆă āonstrÿćnt ąćvăn Āy tĆă first onă. Lămmÿ 4.1 ćs wăll known ÿnĂ wă
Ăo not prăsănt ćts prooĄ, săă [21].

Lămmÿ 4.1. TĆăsă rălÿtćvă ăxtrămÿ ÿră āĆÿrÿātărćzăĂ Āy tĆă Ăćffărăntćÿl ăquÿtćon on tĆă
āăntroÿffină āurvÿtură
(27) 𝑝‴ = 6𝑝𝑝′ + 𝑎𝑝′,
wĆără 𝑎 ćs ÿ Lÿąrÿnąă multćplćăr.
Equÿtćon (27) ĂăsārćĀăs trÿvălćną wÿvă solutćons oĄ KĂV, săă [21]. For tĆă āăn-

troÿffină āurvăs sÿtćsĄyćną ăquÿtćon (27), tĆă KĂV ăvolutćon ćs ĂăsārćĀăĂ Āy tĆă ăquÿ-
tćon ̇𝑝 = 𝑎𝑝′, tĆÿt ćs, Āy ÿ pÿrÿmătăr sĆćĄt oĄ tĆă āurvÿtură 𝑝(𝑡). Two āăntroÿffină
āurvăs wćtĆ tĆă sÿmă āurvÿtură Ąunātćon Ăćffăr Āy ÿn ălămănt oĄ SL2(ℝ). TĆărăĄoră
tĆăsă āurvăs ăvolvă ćn tćmă Āy spăāćÿl lćnăÿr trÿnsĄormÿtćons.
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Equÿtćon (27) āÿn Āă ćntăąrÿtăĂ to
(28) (𝑝′)2 = 2𝑝3 + 𝑎𝑝2 + 2𝑏𝑝 + 𝑐,
wĆără 𝑎, 𝑏, 𝑐 ÿră āonstÿnts.
Lămmÿ 4.2. TĆă āurvăs ĂăsārćĀăĂ ćn Săātćon 2.2 sÿtćsĄy ăquÿtćon (27).

ProoĄ. Lăt 𝑞(𝑡) Āă tĆă āăntroÿffină āurvÿtură oĄ tĆă āurvă 𝑓𝛾 + 𝑐𝛾′ wĆără 𝛾 ćs ÿ unćt
āćrālă ÿnĂ 𝑓 sÿtćsfiăs ăquÿtćon (4). TĆăn

𝑞 = 2𝑐2 (𝑓2 − 1) − 1,
săă Lămmÿ 3.1 ćn [44] Ąor tĆćs āÿlāulÿtćon. Hănāă

𝑞′ = 4𝑓𝑓′𝑐2 = 4𝑓𝑐2 (𝑓2𝑐 + 𝑐 − 1𝑐 ) .
Onă năăĂs to āĆăāk tĆÿt (𝑞′)2 = 2𝑞3 +𝑎𝑞2 +2𝑏𝑞+𝑐 Ąor somă āonstÿnts 𝑎, 𝑏, 𝑐. Onă Ćÿs

(𝑞′)2 = 16𝑓2𝑐4 (𝑓2𝑐 + 𝑐 − 1𝑐 )2
ÿ āuĀćā polynomćÿl ćn 𝑓2 wćtĆ tĆă lăÿĂćną āoăffiāćănt 16/𝑐6. TĆă sÿmă ĆolĂs Ąor 2𝑞3 +𝑎𝑞2 + 2𝑏𝑞 + 𝑐, so onă āÿn āĆoosă tĆă āoăffiāćănts 𝑎, 𝑏, 𝑐 ÿs năăĂăĂ. !

Now wă Ăăvălop ÿ āăntroÿffină ÿnÿloą oĄ F. Wăąnăr’s ÿpproÿāĆ to 2-Ăćmănsćonÿl
ĀoĂćăs tĆÿt floÿt ćn ăqućlćĀrćum ćn ÿll posćtćons (or Āćāyālă āurvăs) [47–49].
ConsćĂăr ÿ āăntroÿffină āurvă 𝛾(𝑡) = (𝑟(𝑡) cos 𝛼(𝑡), 𝑟(𝑡) sin 𝛼(𝑡)). TĆă āăntroÿffină

āonĂćtćon [𝛾, 𝛾′] = 1 ćs sÿtćsfiăĂ ćĄ 𝛼′ = 𝑟−2. Wă usă prćmă to Ăănotă tĆă Ăărćvÿtćvă wćtĆ
răspăāt to 𝑡; tĆă Ăărćvÿtćvă wćtĆ răspăāt to 𝛼 ćs ĂănotăĂ ÿs 𝑟𝛼.
Emulÿtćną Wăąnăr’s ÿpproÿāĆ ÿnĂ usćną mÿtărćÿl oĄ Săātćon 2.1, fix ÿ smÿll 𝜀 ÿnĂ

āonsćĂăr tĆă āurvăs Γ± = 𝛾 ± 𝜀𝛾′. TĆăsă āurvăs ÿră 2𝜀-rălÿtăĂ. Wă wÿnt tĆăm to Āă oĀ-
tÿćnăĂ Ąrom tĆă sÿmă āurvă, Γ, Āy rotÿtćną ćt tĆrouąĆ smÿll ÿnąlăs±𝛿. TĆă ÿssumptćon
ćs tĆÿt 𝛿 ćs oĄ orĂăr 𝜀3; ÿll tĆă āÿlāulÿtćons Āălow ÿră moĂ 𝜀4. Wă usă tĆă notÿtćons ćn
Fćąură 11.

Lămmÿ 4.3. Onă Ćÿs:𝜑 = tan−1 ( 𝜀𝑟2 + 𝜀𝑟𝑟′ ) , 𝜌 = √𝑟2 + 2𝜀𝑟𝑟′ + 𝜀2(𝑟−2 + 𝑟′2).
ProoĄ. Onă Ćÿs |𝛾′| = 𝑟−1√1 + 𝑟2𝑟′2, Ćănāă |𝐴𝐵+| = 𝜀𝑟−1√1 + 𝑟2𝑟′2. Năxt, 1 = [𝛾, 𝛾′] =|𝛾||𝛾′| sin 𝜓, Ćănāă

sin 𝜓 = 1√1 + 𝑟2𝑟′2 , cos 𝜓 = − 𝑟𝑟′√1 + 𝑟2𝑟′2 .
TĆăn tan 𝜑 = |𝐴𝐵+| sin 𝜓|𝑂𝐴| − |𝐴𝐵+| cos 𝜓 = 𝜀𝑟2 + 𝜀𝑟𝑟′ .
Fćnÿlly, Āy tĆă āosćnă rulă,|𝑂𝐵+|2 = |𝑂𝐴|2 + |𝐴𝐵+|2 − 2|𝑂𝐴||𝐴𝐵+| cos 𝜓 = 𝑟2 + 2𝜀𝑟𝑟′ + 𝜀2(𝑟−2 + 𝑟′2),
ÿs ālÿćmăĂ. !
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Figure 11. Notÿtćon Ąor Lămmÿ 4.3: 𝑟 = |𝑂𝐴|, 𝜌 = |𝑂𝐵−| = |𝑂𝐵| =|𝑂𝐵+|, 𝜑 = ∠𝐴𝑂𝐵+, 𝜓 = ∠𝑂𝐴𝐵+, 𝛿 = ∠𝐵𝑂𝐵+ = ∠𝐵−𝑂𝐵. 𝛾 ÿnĂ Γ
ÿră ąćvăn ćn polÿr āoorĂćnÿtăs Āy 𝑟(𝛼) ÿnĂ 𝜌(𝛽) (răspăātćvăly).

TĆus wă Ćÿvă ÿn ăquÿtćon Ąor Γ ćn polÿr āoorĂćnÿtăs:
(29) 𝜌(𝛽) = 𝜌(𝛼 + 𝜑 − 𝛿) = √𝑟2 + 2𝜀𝑟𝑟′ + 𝜀2(𝑟−2 + 𝑟′2),
wĆără 𝜑 ćs ąćvăn ćn Lămmÿ 4.3, ÿnĂ wĆără 𝛿 = 𝑐𝜀3 wćtĆ 𝑐 Āăćną ÿ āonstÿnt.
To solvă ăquÿtćon (29), āonsćĂăr tĆă āuĀćā Tÿylor polynomćÿls oĄ ĀotĆ sćĂăs ÿnĂ

ăquÿtă tĆă ăvăn ÿnĂ oĂĂ pÿrts săpÿrÿtăly (sćnāă tĆă ăquÿtćon ĆolĂs Ąor ±𝜀). Onă Ćÿs𝜑 = 𝜀𝑟−2 − 𝜀2𝑟−3𝑟′ + 𝜀3 (𝑟−4𝑟′2 − 13𝑟−6) ,𝜑2 = 𝜀2𝑟−4 − 2𝜀3𝑟−5𝑟′, 𝜑3 = 𝜀3𝑟−6,
√𝑟2 + 2𝜀𝑟𝑟′ + 𝜀2(𝑟−2 + 𝑟′2) = 𝑟 + 𝜀𝑟′ + 𝜀22 𝑟−3 − 𝜀32 𝑟−4𝑟′.

To ăxpÿnĂ tĆă lăĄt ĆÿnĂ sćĂă oĄ ăquÿtćon (29), wă āÿlāulÿtă 𝜌𝛼, 𝜌𝛼𝛼 ÿnĂ 𝜌𝛼𝛼𝛼, usćną𝛼′ = 𝑟−2:𝜌𝛼 = 𝑟2𝜌′, 𝜌𝛼𝛼 = 2𝑟3𝑟′𝜌′ + 𝑟4𝜌″, 𝜌𝛼𝛼𝛼 = 6𝑟4𝑟′2𝜌′ + 2𝑟5𝑟″𝜌′ + 6𝑟5𝑟′𝜌″ + 𝑟6𝜌‴.
Now wă Ćÿvă Ąor tĆă lăĄt ĆÿnĂ sćĂă oĄ ăquÿtćon (29)𝜌(𝛼 + 𝜑 − 𝛿) = 𝜌 + 𝜑𝜌𝛼 + 12𝜑2𝜌𝛼𝛼 + 16𝜑3𝜌𝛼𝛼𝛼 − 𝛿𝜌𝛼= 𝜌 + 𝜀𝜌′ + 12𝜀2𝜌″ + 16𝜀3(𝑟−2𝜌‴ + 2𝑟−1𝑟″𝜌′ − 2𝑟−4𝜌′) − 𝑐𝜀3𝑟2𝜌′.
TĆus 𝜌 + 12𝜀2𝜌″ = 𝑟 + 12𝜀2𝑟−3,𝜌′ + 16𝜀2(𝜌‴ + 2𝑟−1𝑟″𝜌′ − 2𝑟−4𝜌′ − 6𝑐𝑟2𝜌′) = 𝑟′ − 12𝜀2𝑟−4𝑟′.
Dćffărăntćÿtă tĆă first ăquÿtćon ÿnĂ suĀtrÿāt Ąrom tĆă săāonĂ onă, săttćną, Ąollowćną
Wăąnăr, 𝜌 = 𝑟 (sćnāă 𝜀 ćs ćnfinćtăsćmÿl), to oĀtÿćn𝑟‴ − 𝑟−1𝑟′𝑟″ + 4𝑟−4𝑟′ + 3𝑐𝑟2𝑟′ = 0.
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Multćply tĆćs Āy 𝑟−1 ÿnĂ wrćtă ćt ÿs
(𝑟−1𝑟″ − 𝑟−4 − 32𝑐𝑟2)′ = 0,

or 𝑟″ − 𝑟−3 + 32𝑐𝑟3 − 𝑏𝑟 = 0,
wĆără 𝑏 ćs ÿ āonstÿnt. Multćply tĆćs Āy 2𝑟′ ÿnĂ wrćtă ćt ÿs

(𝑟′2 + 𝑟−2 + 34𝑐𝑟4 − 𝑏𝑟2)′ = 0.
Hănāă 𝑟′2 = −𝑟−2 − 34𝑐𝑟4 + 𝑏𝑟2 + 𝑎,
wĆără 𝑎 ćs ÿnotĆăr āonstÿnt. Multćply Āy 4𝑟2 to oĀtÿćn4𝑟2𝑟′2 = −4 − 3𝑐𝑟6 + 4𝑏𝑟4 + 𝑎𝑟2.
Fćnÿlly, săttćną 𝑅 = 𝑟2 ÿnĂ rănÿmćną tĆă āonstÿnts, wă oĀtÿćn tĆă Ăćffărăntćÿl ăquÿtćon
(30) 𝑅′2 = 𝑎𝑅3 + 𝑏𝑅2 + 𝑐𝑅 − 4.
TĆus 𝑅(𝑡) ćs ÿn ăllćptćā Ąunātćon. TĆă āurvă ćs ąćvăn Āy ÿ pÿrÿmătrćā ăquÿtćon
(31) Γ(𝑡) = (𝑅(𝑡)1/2 cos 𝛼(𝑡), 𝑅(𝑡)1/2 sin 𝛼(𝑡))
wćtĆ 𝑅 ÿs ćn ăquÿtćon (30) ÿnĂ 𝛼′ = 𝑅−1.
Rămÿrk 4.4. IĄ tĆă āurvă ćs ÿ āăntroÿffină ăllćpsă, onă Ćÿs 𝑎 = 0 ćn ăquÿtćon (30).
Conāărnćną tĆă āăntroÿffină āurvÿtură oĄ tĆćs āurvă, ćt ćs ÿlso ÿn ăllćptćā Ąunātćon.

Lămmÿ 4.5. Onă Ćÿs 𝑝(𝑡) = 12𝑎𝑅(𝑡) + 14𝑏.
ProoĄ. Dćffărăntćÿtćną ăquÿtćon (31) twćāă, wă finĂ tĆÿt

𝑝 = −14𝑅−2(𝑅′2 + 4) + 12𝑅−1𝑅″.
Dćffărăntćÿtćną ăquÿtćon (30), wă oĀtÿćn

𝑅″ = 32𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 12𝑐.
SuĀstćtută tĆćs ÿnĂ ăquÿtćon (30) ćn tĆă ÿĀovă Ąormulÿ Ąor 𝑝 to oĀtÿćn tĆă răsult. !

Rănÿmćną tĆă āonstÿnts ÿąÿćn, wă oĀtÿćn Ąrom ăquÿtćon (30)𝑝′2 = 2𝑝3 + 𝑎𝑝2 + 𝑏𝑝 + 𝑐,
wĆćāĆ āoćnāćĂăs wćtĆ ăquÿtćon (28).
Lăt us ÿlso āÿlāulÿtă tĆă (EuālćĂăÿn) āurvÿtură 𝑘 oĄ ÿ āurvă sÿtćsĄyćną ăquÿtćon (30).

Lămmÿ 4.6. Onă Ćÿs 𝑘 = − 4𝑎𝑅 + 2𝑏(𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 𝑐) 32 .
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ProoĄ. Sćnāă 𝑡 ćs tĆă āăntroÿffină pÿrÿmătăr, wă Ćÿvă Ąor tĆă āurvÿtură
𝑘 = [𝛾′, 𝛾″]|𝛾′|3 = −𝑝(𝑡)|𝛾′|3 .

Wă Ćÿvă

|𝛾′| = √𝑟′2 + 𝑟2𝛼′2 = √𝑅′24𝑅 + 1𝑅 = √𝑅′2 + 44𝑅 = √𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 𝑐2 .
Hănāă 𝑘 = −8𝑝(𝑡)√𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 𝑐3 = − 4𝑎𝑅 + 2𝑏(𝑎𝑅2 + 𝑏𝑅 + 𝑐) 32 .

!

TĆus tĆă āurvÿtură ćs ÿ Ąunātćon oĄ tĆă Ăćstÿnāă Ąrom tĆă orćąćn. TĆćs ćs ÿ spăāćÿl
ālÿss oĄ āurvăs, stuĂćăĂ ćn [16, 40]. Onă āÿn tĆćnk oĄ tĆăsă āurvăs ÿs tĆă trÿjăātorćăs
oĄ ÿ āĆÿrąă ćn ÿ rotÿtćonÿlly symmătrćā mÿąnătćā fiălĂ wĆosă strănątĆ ćs ÿ Ąunātćon oĄ
tĆă Ăćstÿnāă Ąrom tĆă orćąćn. Notă tĆÿt Wăąnăr’s āurvăs ÿlso Ćÿvă tĆćs propărty: tĆăćr
āurvÿtură sÿtćsfiăs 𝑘 = 𝑎𝑟2 + 𝑏, wĆără 𝑎, 𝑏 ÿră āonstÿnts.
Lćkăwćsă onă āÿn ćntărprăt ăquÿtćon 𝛾″ = 𝑝𝛾 ÿs Năwton’s SăāonĂ Lÿw, tĆÿt ćs, 𝛾(𝑡)

ćs tĆă trÿjăātory oĄ ÿ poćnt-mÿss ćn ÿ āăntrÿl Ąorāă fiălĂ wĆosă potăntćÿl 𝑉 ćs rotÿtćonÿlly
symmătrćā. By Lămmÿ 4.5, ÿnĂ rănÿmćną tĆă āonstÿnts, onă Ćÿs 𝑉(𝑟) = 𝑎𝑟4 + 𝑏𝑟2 + 𝑐.
Usćną āonsărvÿtćon oĄ ănărąy ÿnĂ momăntum, onă āÿn solvă tĆă ăquÿtćon oĄ motćon
ćn quÿĂrÿturăs.

Rămÿrk 4.7. ConsćĂăr ÿ pÿrtćāulÿr āÿsă wĆăn𝑉 ćs ÿ pură 4tĆ powăr oĄ tĆă Ăćstÿnāă, tĆÿt
ćs, tĆă Ąorāă ćs proportćonÿl to 𝑟3. AāāorĂćną to ÿ āorollÿry oĄ tĆă BoĆlćn tĆăorăm, săă
TĆăorăm 5, AppănĂćx 1 ćn [4], somă trÿjăātorćăs ćn tĆćs fiălĂ ÿră tĆă ćmÿąăs oĄ strÿćąĆt
lćnăs unĂăr tĆă āonĄormÿl trÿnsĄormÿtćon𝑤 = 𝑧1/3. TĆăsă ÿră āuĀćā āurvăs, săă Fćąură
12.
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Figure 12. TĆă āurvă 2(𝑥3 −3𝑥𝑦2)−5(3𝑥2𝑦−𝑦3)+1 = 0, tĆă ćmÿąă
oĄ tĆă lćnă 2𝑎 − 5𝑏 + 1 = 0 unĂăr tĆă āonĄormÿl trÿnsĄormÿtćon 𝑤 =𝑧1/3
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4.2. SălĄ-BäāklunĂ āurvăs ÿs solutćons oĄ tĆă Lÿmé ăquÿtćon. In tĆćs săātćon wă
ąćvă ÿn ăxplćāćt āonstruātćon oĄ ÿ lÿrąă Ąÿmćly oĄ sălĄ-BäāklunĂ āurvăs, ąćvăn Āy tĆă
Wăąnăr ÿnsÿtz oĄ Săātćon 4.1. Wă sĆÿll mÿkă Ąrăquănt usă oĄ stÿnĂÿrĂ Ąÿāts ÿĀout tĆă
Wăćărstrÿss ăllćptćā Ąunātćons ℘, 𝜁, 𝜎, suāĆ ÿs: tĆă ÿĂĂćtćon Ąormulÿs [1, pÿąăs 40-41],
quÿsć-părćoĂćāćty propărtćăs [1, pÿąăs 35-37], răÿlćty āonĂćtćons [37, pÿąăs 29-32], Ăă-
ąănărÿtă āÿsăs oĄ Wăćărstrÿss Ąunātćons [1, pÿąăs 201]. Wă sĆÿll ÿlso usă ÿpplćāÿtćons
oĄ ăllćptćā Ąunātćons to tĆă Lÿmé ăquÿtćon wĆćāĆ āÿn Āă ĄounĂ ćn [37, pÿąăs 48-54].

4.2.1. Construātćną tĆă āurvăs. Our stÿrtćną poćnt ćs ăquÿtćon (28),(𝑝′)2 = 2𝑝3 + 𝑎𝑝2 + 2𝑏𝑝 + 𝑐,
Ąor tĆă āurvÿtură 𝑝(𝑡) oĄ tĆă sălĄ-BäāklunĂ āurvăs suąąăstăĂ Āy tĆă Wăąnăr’s ÿnsÿtz.
Compÿrćną tĆćs ăquÿtćon to tĆă ăquÿtćon sÿtćsfiăĂ Āy tĆă Wăćărstrÿss℘ Ąunātćon,
(32) (℘′)2 = 4℘3 − 𝑔2℘ − 𝑔3,
wă āonāluĂă tĆÿt 𝑝(𝑡) ćs ąćvăn, ćn tărms oĄ℘, Āy
(33) 𝑝(𝑡) = 2℘(𝑡 + 𝜔′) + 𝐶.
Hără ℘ ćs tĆă Wăćărstrÿss Ąunātćon wćtĆ ĆÿlĄ părćoĂs 𝜔,𝜔′, wĆără tĆă first onă ćs răÿl
ÿnĂ tĆă săāonĂ onă ćs pură ćmÿąćnÿry, săă Fćąură 13. Sćnāă 𝑝(𝑡) năăĂs to Āă părćoĂćā,
wă ÿră ćn tĆă āÿsă oĄ tĆrăă răÿl roots 𝑒1 > 𝑒2 > 𝑒3 oĄ tĆă rćąĆt ĆÿnĂ sćĂă oĄ ăquÿtćon
(32). In Ąormulÿ (33) tĆă sĆćĄt oĄ tĆă ÿrąumănt Āy 𝜔′ ćs părĄormăĂ ćn orĂăr to ąăt ÿ răÿl,
smootĆ, 2𝜔-părćoĂćā potăntćÿl 𝑝(𝑡).
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Figure 13. TĆă Wăćărstrÿss Ąunātćon ℘(𝑧) wćtĆ răÿl ćnvÿrćÿnts ÿnĂ
ĄunĂÿmăntÿl ĆÿlĄ părćoĂs 𝜔 ∈ ℝ,𝜔′ ∈ 𝑖ℝ. (ÿ) TĆă ĄunĂÿmăntÿl răā-
tÿnąlă ćn tĆă 𝑧 plÿnă. TĆă ĀounĂÿry oĄ tĆă răātÿnąlă (0, 𝜔′, 𝜔 + 𝜔′, 𝜔)
ćs mÿppăĂ Āy ℘ onto tĆă ăxtănĂăĂ răÿl ÿxćs ℝ ∪ {∞}. (Ā) TĆă pĆÿsă
plÿnă oĄ (℘′)2 = 4(℘−𝑒1)(℘−𝑒2)(℘−𝑒3). (ā) TĆă lćnă {𝑡+𝜔′|𝑡 ∈ ℝ}
ćs mÿppăĂ, 2𝜔-părćoĂćāÿlly, onto tĆă săąmănt [𝑒3, 𝑒2].
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TĆă āonstÿnt 𝐶 āÿn Āă wrćttăn ÿs 𝐶 = ℘(𝑎) Ąor somă 𝑎 ∈ ℂ. TĆus
(34) 𝑝(𝑡) = 2℘(𝑡 + 𝜔′) + ℘(𝑎).
Wă wrćtă our āurvă ćn āomplăx Ąorm 𝑋(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), sÿtćsĄyćną
(35) 𝑋″ + (−℘(𝑎) − 2℘(𝑡 + 𝜔′))𝑋 = 0,
wĆćāĆ ćs prăāćsăly tĆă Lÿmé ăquÿtćon (ăquÿtćon (6) oĄ [1, pÿąă 186]).
In orĂăr to āonstruāt ÿ āăntroÿffină 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āurvă, wă sĆÿll răqućră tĆă Ąol-

lowćną:
(1) TĆă Wronskćÿn [𝑋, 𝑋′] = 1. TĆćs āÿn Āă ÿāĆćăvăĂ Āy răsāÿlćną oĄ ÿny solutćon

oĄ ăquÿtćon (35) sÿtćsĄyćną [𝑋, 𝑋′] = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 (săă ćtăm (4) oĄ Proposćtćon 4.8).
(2) 𝜔 = 𝜋/2𝑘 Ąor somă ćntăąăr 𝑘 ≥ 2, so tĆÿt 𝑝 ćs 𝜋/𝑘-părćoĂćā.
(3) TĆă solutćon 𝑋 ćs rotÿtăĂ ovăr tĆă părćoĂ 2𝜔 Āy 𝜋𝑛/𝑘, wĆără 0 < 𝑛 < 𝑘 ćs oĂĂ

ÿnĂ āo-prćmă to 𝑘, so tĆÿt ÿĄtăr 𝑘 părćoĂs wă Ćÿvă 𝑋(𝑡 + 𝜋) = −𝑋(𝑡). In otĆăr
worĂs, wă răqućră 𝑋(𝑡) to Āă ÿ āomplăx 2𝜔-quÿsć-părćoĂćā solutćon oĄ ăquÿtćon
(35), wćtĆ Floquăt multćplćăr 𝜇 = 𝑒𝑖𝜋𝑛/𝑘:𝑋(𝑡 + 2𝜔) = 𝑋(𝑡)𝑒𝑖𝜋𝑛/𝑘.

A Āÿsćs 𝑋+, 𝑋− Ąor tĆă solutćons oĄ tĆă Lÿmé ăquÿtćon (35) āÿn Āă wrćttăn ćn tĆă Ąollow-
ćną Ąorm (săă [1, pÿąă 37]):

(36) 𝑋±(𝑡) = 𝑒−𝑡𝜁(±𝑎) 𝜎(±𝑎 + 𝑡 + 𝜔′)𝜎(𝜔′)𝜎(±𝑎 + 𝜔′)𝜎(𝑡 + 𝜔′) ,
wĆără 𝜁, 𝜎 ÿră tĆă Wăćărstrÿss zătÿ ÿnĂ sćąmÿ Ąunātćons, răspăātćvăly.
TĆă āonstruātćon oĄ tĆă sălĄ-BäāklunĂ āurvăs ćn tĆćs săātćon Āoćls Ăown to ÿ āÿrăĄul

āĆoćāă oĄ tĆă pÿrÿmătăr 𝑎 ćn ăquÿtćon (35).
Proposćtćon 4.8. For ăvăry 𝑎 ∈ (0, 𝜔′) ∪ (𝜔, 𝜔 + 𝜔′),
(1) ℘(𝑎) ćs răÿl, Ćănāă tĆă potăntćÿl 2℘(𝑡 + 𝜔′) +℘(𝑎) ćn tĆă Lÿmé ăquÿtćon (35) ćs răÿl
ÿs wăll.

(2) 𝑋+(𝑡) ćs ÿ răąulÿr āurvă, tĆÿt ćs, 𝑋′+(𝑡) ≠ 0 Ąor ÿll 𝑡.
(3) 𝑋+(0) = 1 ÿnĂ 𝑋′+(0) = 𝑖𝑏 Ąor somă 𝑏 ∈ ℝ, 𝑏 > 0.
(4) 𝑋+(𝑡) ćs loāÿlly stÿr-sĆÿpăĂ ÿnĂ posćtćvăly orćăntăĂ:[𝑋+(𝑡), 𝑋′+(𝑡)] = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
(5) 𝑋+(𝑡 + 2𝜔) = 𝑋+(𝑡)𝑒2𝑓(𝑎), wĆără
(37) 𝑓(𝑎) ≔ 𝑎𝜁(𝜔) − 𝜔𝜁(𝑎).
TĆÿt ćs,𝑋+(𝑡) ćs ÿ 2𝜔-quÿsć-părćoĂćā solutćon oĄ ăquÿtćon (35)wćtĆ ÿ Floquătmultćplćăr𝜇 = 𝑒2𝑓(𝑎).

(6) TĆă Ąunātćon 𝑓 oĄ tĆă prăvćous ćtăm sÿtćsfiăs tĆă ćĂăntćtćăs𝑓(−𝑎) = −𝑓(𝑎), 𝑓(𝑎 + 2𝜔) = 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑎 + 2𝜔′) = 𝑓(𝑎) + 𝑖𝜋.
ProoĄ. (1) Săă pÿąăs 31-32 oĄ [37].
(2) Dćffărăntćÿtćną ăquÿtćon (36), ÿnĂ usćną 𝜁 = 𝜎′/𝜎 ÿnĂ tĆă ÿĂĂćtćon Ąormulÿ Ąor 𝜁,
wă āompută:

𝑋′+(𝑡) = 𝑋+(𝑡) [𝜁(𝑎 + 𝑡 + 𝜔′) − 𝜁(𝑎) − 𝜁(𝑡 + 𝜔′)] = 𝑋+(𝑡) ℘′(𝑎) − ℘′(𝑡 + 𝜔′)2[℘(𝑎) − ℘(𝑡 + 𝜔′)] .
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Notćāă tĆÿt tĆă numărÿtor ćn tĆă lÿst Ąrÿātćon āÿnnot vÿnćsĆ, sćnāă ℘′(𝑡 + 𝜔′) ćs răÿl
ÿnĂ ℘′(𝑎) ćs purăly ćmÿąćnÿry, ĀotĆ non-vÿnćsĆćną (℘′ vÿnćsĆăs ćn tĆă ĄunĂÿmăntÿl
răātÿnąlă only ÿt 0, 𝜔, 𝜔′, 𝜔 + 𝜔′). It Ąollows tĆÿt 𝑋′+(𝑡) Ăoăs not vÿnćsĆ.
(3) SuĀstćtutćną 𝑡 = 0 ćnto ăquÿtćon (36) ąćvăs 𝑋+(0) = 1. From tĆă prăvćous ćtăm wă
Ćÿvă 𝑋′+(0) = ℘′(𝑎)2(℘(𝑎) − 𝑒3) .
For 𝑎 ∈ (0, 𝜔′) ∪ (𝜔, 𝜔 + 𝜔′) tĆă numărÿtor℘′(𝑎) ćs purăly ćmÿąćnÿry ÿnĂ tĆă Ăănom-
ćnÿtor ćs răÿl, ĀotĆ non-vÿnćsĆćną. Hănāă wă āÿn wrćtă 𝑋′+(0) = 𝑖𝑏, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑏 ≠ 0.
Morăovăr,℘(𝑎) < 𝑒3 ÿnĂ Im[℘′(𝑎)] < 0 Ąor 𝑎 ∈ (0, 𝜔′). WĆăn 𝑎 ∈ (𝜔, 𝜔+𝜔′)wă Ćÿvă
tĆÿt℘(𝑎) > 𝑒3 ćs posćtćvă ÿnĂ Im[℘′(𝑎)] > 0. (All tĆćs ćs ăvćĂănt ćn Fćąură 13.) Hănāă,
ćn ĀotĆ āÿsăs, 𝑏 > 0.
(4) Sćnāă 𝑋+ ćs ÿ solutćon oĄ tĆă Lÿmé ăquÿtćon (35), wĆćāĆ Ćÿs no 𝑋′ tărm, onă ĆÿsWronskian = [𝑋+(𝑡), 𝑋′+(𝑡)] = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
TĆă āonstÿnt must Āă posćtćvă, Ăuă to ćtăm (2).
(5) Săă [37, pÿąă 52].
(6) Săă [37, pÿąă 86].

!
Rămÿrk 4.9. Followćną Proposćtćon 4.8 (ćtăm (4)) ÿnĂ tĆă prooĄ oĄ ćtăm (3), wă āÿn
normÿlćză tĆă solutćons oĄ tĆă Lÿmé ăquÿtćon (35) ąćvăn Āy Ąormulÿ (36) Āy tĆă āonstÿnt
Ąÿātor 𝑁 ≔ √|𝑋′±(0)| = √ ℘′(𝑎)2𝑖(℘(𝑎) − 𝑒3) ,
so tĆÿt tĆă normÿlćzăĂ solutćons 𝑌±(𝑡) ≔ 1𝑁𝑋±(𝑡) sÿtćsĄy tĆă āăntroÿffină āonĂćtćon[𝑌(𝑡), 𝑌′(𝑡)] = 1.
Năxt, Ăuă to răqućrămănt (3) ÿnĂ Proposćtćon 4.8 (ćtăm (5)), wă năăĂ to solvă 2𝑓(𝑎) ≡𝑖𝜋𝑛/𝑘 (moĂ 2𝜋𝑖), or

(38) 𝑓(𝑎) = 𝑖𝜋𝑛2𝑘 + 𝑖𝜋𝑚,
Ąor somă ćntăąărs𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, wĆără 𝑛 ćs oĂĂ, rălÿtćvăly prćmă to 𝑘, ÿnĂ 0 < 𝑛 < 𝑘.
To solvă ăquÿtćon (38), ćt ćs ănouąĆ to răstrćāt 𝑎 to tĆă ĄunĂÿmăntÿl răātÿnąlă. In-

ĂăăĂ, ćĄ 𝑎1 ÿnĂ 𝑎2 ÿră two āonąruănt solutćons oĄ ăquÿtćon (38), tĆăn tĆă āorrăsponĂćną
potăntćÿls (34) oĄ tĆă Lÿmé ăquÿtćon ÿră ăquÿl, ÿnĂ tĆă āurvăs āonstruātăĂ Āy Ąormulÿ
(36) ÿră ăqućvÿlănt unĂăr tĆă ÿātćon oĄ SL2(ℝ).
Onă mÿy ĄurtĆăr răstrćāt to solutćons oĄ ăquÿtćon (38) wĆără 𝑎 Āălonąs to onă oĄ tĆă

săąmănts (0, 𝜔′) or (𝜔, 𝜔 + 𝜔′), ÿnĂ𝑚 ≥ 0. TĆćs Ąollows Ąrom tĆă propărtćăs oĄ 𝑓 lćstăĂ
ćn Proposćtćon 4.8 ÿnĂ tĆă monotonćāćty propărty oĄ 𝑓 on tĆă săąmănts [0, 2𝜔′] ÿnĂ[𝜔, 𝜔+2𝜔′]. On tĆă săąmănt [0, 2𝜔′] tĆă Ąunātćon 𝑓 vÿrćăs monotonćāÿlly Ąrom+𝑖∞ to−𝑖∞. On tĆă săąmănt [𝜔, 𝜔 + 2𝜔′] ćt vÿrćăs Ąrom 0 to 𝑖𝜋.
TĆăorăm 5. ConsćĂăr ăquÿtćon (38) Ąor fixăĂ ćntăąărs 𝑘, 𝑛, wĆără 𝑘 ≥ 2 ÿnĂ 𝑛 ćs oĂĂ,
rălÿtćvă prćmă to 𝑘, ÿnĂ 0 < 𝑛 < 𝑘. TĆăn

(1) For ăÿāĆ ćntăąăr𝑚 ≥ 0 tĆără ćs ÿ unćquă solutćon 𝑎𝑚 ∈ (0, 𝜔′) ∪ (𝜔, 𝜔 + 𝜔′).
(2) For𝑚 > 0, 𝑎𝑚 ∈ (0, 𝜔′).
(3) For𝑚 = 0, 𝑎0 ∈ (𝜔, 𝜔 + 𝜔′).
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(4) TĆă săquănāă 𝜆𝑚(𝜇) ≔ −℘(𝑎𝑚) ćs strćātly monotonă ćnārăÿsćną ÿnĂ, ćn pÿrtćāu-
lÿr, tĆă vÿluă 𝜆0(𝜇) = −℘(𝑎0) ćs tĆă smÿllăst onă.

ProoĄ. TĆă prooĄ oĄ ćtăms (1)–(3) usăs tĆă ĀăĆÿvćor oĄ tĆă Ąunātćon 𝑓. Sćnāă 𝜋𝑛2𝑘 < 𝜋2 ,
Ąor 𝑚 = 0 tĆără ćs ÿ unćquă solutćon 𝑎0 ćn tĆă săąmănt [𝜔, 𝜔 + 𝜔′], Āăāÿusă 𝑓 ćs pură
ćmÿąćnÿry on [𝜔, 𝜔 + 𝜔′] ÿnĂ vÿrćăs monotonćāÿlly Ąrom 0 ÿt 𝜔 to 𝑖𝜋/2 ÿt 𝜔 + 𝜔′.
For 𝑚 > 0, onă āÿn finĂ ÿ unćquă 𝑎𝑚 ćn tĆă săąmănt [0, 𝜔′] sćnāă tĆără 𝑓 ćs pură

ćmÿąćnÿry, vÿryćną monotonćāÿlly Ąrom+𝑖∞ ÿt 0 to 𝑖𝜋/2 ÿt 𝜔′. Morăovăr, tĆă săquănāă𝑎𝑚 ćs monotonă Ăăārăÿsćną on [0, 𝜔′].
In orĂăr to provă (4), notćāă tĆÿt on tĆă săąmănt [0, 𝜔′] tĆă Ąunātćon℘ ćs răÿl-vÿluăĂ

ÿnĂ monotonă ćnārăÿsćną Ąrom −∞ to 𝑒3. Hănāă −℘(𝑎𝑚) ćs monotonă ćnārăÿsćną Ąor𝑚 ≥ 1. Morăovăr, −℘(𝑎𝑚) > −𝑒3 Ąor ăvăry𝑚 ≥ 1. As Ąor𝑚 = 0,−℘(𝑎0) ∈ (−𝑒1, −𝑒2),
Āăāÿusă on tĆă ćntărvÿl [𝜔, 𝜔 + 𝜔′] tĆă Ąunātćon ℘ ćs monotonćāÿlly Ăăārăÿsćną ÿnĂ
tÿkăs tĆă vÿluăs 𝑒1, 𝑒2 ÿt tĆă ănĂ poćnts, răspăātćvăly. Sćnāă 𝑒3 < 𝑒2 < 𝑒1, tĆćs provăs
ćtăm (4) (săă Fćąură 13). !

Morăovăr wă Ćÿvă tĆă Ąollowćną răsult.

TĆăorăm 6. For ăÿāĆ 𝑘,𝑚, 𝑛 ÿs ćn TĆăorăm 5, āonsćĂăr tĆă āurvă 𝑋+ ĂătărmćnăĂ Āy tĆă
vÿluă 𝑎𝑚.

(1) 𝑋+ ćs loāÿlly stÿr-sĆÿpăĂ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āurvă, wćtĆ tĆă wćnĂćną numĀărw = 2𝑘 ⌈𝑚2 ⌉ + 𝑛.
(2) 𝑋+ ćs ămĀăĂĂăĂ (sćmplă) ćĄ ÿnĂ only ćĄ𝑚 = 0, 𝑛 = 1.

ProoĄ. It Ąollows Ąrom TĆăorăm 5 tĆÿt tĆă săquănāă 𝜆𝑚(𝜇) ≔ −℘(𝑎𝑚) ćs tĆă săquănāă
oĄ Floquăt ăćąănvÿluăs Ąor tĆă proĀlăm𝑋″ + (𝜆 − 2℘(𝑡 + 𝜔′))𝑋 = 0, 𝑋(𝑡 + 2𝜔) = 𝜇𝑋(𝑡), 𝜇 ∶= 𝑒𝑖𝜋𝑛/𝑘,
ÿnĂ tĆÿt 𝜆𝑚(𝜇) ćs monotonă ćnārăÿsćną.
It Ąollows Ąrom Proposćtćon 4.8 tĆÿt tĆă āurvă ćs loāÿlly stÿr-sĆÿpăĂ ÿnĂ posćtćvăly

orćăntăĂ.
In orĂăr to āompută tĆă wćnĂćną numĀăr oĄ tĆă āurvă, wă năăĂ first to săă wĆÿt

Ćÿppăns ovăr onă părćoĂ [0, 2𝜔]. Dănotă Āy 𝑦𝑚(𝑡) tĆă ćmÿąćnÿry pÿrt oĄ tĆă solutćon𝑋+ āorrăsponĂćną to 𝑎𝑚. Wă know Āy Proposćtćon 4.8 (ālÿćm (2)) tĆÿt ÿt tĆă ănĂ poćnts
oĄ tĆă părćoĂ onă Ćÿs𝑦𝑚(0) = 0, 𝑦′𝑚(0) > 0, 𝑦𝑚(2𝜔) = sin(𝜋𝑛𝑘 ) > 0.
TĆćs ćmplćăs tĆÿt tĆă numĀăr oĄ zăroăs oĄ 𝑦𝑚 on (0, 2𝜔] ćs ăvăn Ąor ăvăry𝑚.
In orĂăr to finĂ tĆă numĀăr oĄ zăroăs oĄ 𝑦𝑚 on tĆă ćntărvÿl (0, 2𝜔)wă usă Sturm tĆă-

ory, āompÿrćną 𝑦𝑚 wćtĆ tĆă DćrćāĆlăt ăćąănĄunātćons oĄ tĆă Lÿmé ăquÿtćon, ÿs Ąollows.
Lăt us Ăănotă ĀyΛ𝑚,Ψ𝑚,𝑚 ≥ 0, tĆă ăćąănvÿluăs ÿnĂ ăćąănĄunātćons āorrăsponĂćną

to DćrćāĆlăt ĀounĂÿry āonĂćtćons oĄ tĆă ăquÿtćon
(39) Ψ″ + (𝜆 − 2℘(𝑡 + 𝜔′))Ψ = 0.
TĆus tĆă ăćąănĄunātćons Ψ𝑚 vÿnćsĆ ÿt tĆă ănĂ poćnts oĄ tĆă ćntărvÿl [0, 2𝜔] ÿnĂ Ćÿvă
ăxÿātly𝑚 zăros ćn (0, 2𝜔).
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Wă ālÿćm tĆÿt tĆă numĀăr oĄ zăroăs oĄ 𝑦𝑚 ćn (0, 2𝜔) ćs ąćvăn Āy tĆă Ąormulÿ:
(40) #{𝑡 ∈ (0, 2𝜔) ∶ 𝑦𝑚(𝑡) = 0} = 2 ⌈𝑚2 ⌉ .
To provă tĆćs, wă sĆÿll āonsćĂăr two āÿsăs (săă Fćąură 14):
(1) IĄ 𝑚 = 2𝑙 tĆăn Λ2𝑙−1 < 𝜆2𝑙(𝜇) < Λ2𝑙. In tĆćs āÿsă, tĆă zăroăs oĄ Ψ2𝑙−1 ĂćvćĂă tĆă
ćntărvÿl ćnto 2𝑙 suĀsăąmănts. In ăÿāĆ oĄ tĆăm, 𝑦2𝑙 must vÿnćsĆ somăwĆără (Āy Sturm
tĆăory). Hănāă tĆără ÿră ÿt lăÿst 2𝑙 zăroăs. In Ąÿāt, tĆćs numĀăr must Āă ăxÿātly 2𝑙,
Āăāÿusă otĆărwćsă ćt woulĂ Āă ÿt lăÿst 2𝑙 + 2 zăros (𝑦𝑚 Ćÿs ÿn ăvăn numĀăr oĄ zăroăs).
But tĆăn Ψ2𝑙 woulĂ Ćÿvă moră tĆÿn 2𝑙 zăroăs.

Figure 14. GrÿpĆ oĄ tĆă Ąunātćon Δ(𝜆) ≔ 𝑦1(𝜆, 2𝜔) + 𝑦′2(𝜆, 2𝜔),
wĆără 𝑦1(𝜆, 𝑡), 𝑦2(𝜆, 𝑡) ÿră tĆă Āÿsćā solutćons oĄ ăquÿtćon (39) wćtĆ𝑦1(𝜆, 0) = 𝑦′2(𝜆, 0) = 1, 𝑦′1(𝜆, 0) = 𝑦2(𝜆, 0) = 0; tĆă posćtćons oĄ tĆă
părćoĂćā (𝜆𝑛), ÿntć-părćoĂćā (𝜇𝑛), DćrćāĆlăt (Λ𝑛), ÿnĂ Floquăt (𝜆𝑛(𝜇))
ăćąănvÿluăs ÿră ćnĂćāÿtăĂ

(2) IĄ 𝑚 = 2𝑙 + 1 tĆăn Λ2𝑙 < 𝜆2𝑙+1(𝜇) < Λ2𝑙+1. TĆă zăroăs oĄ Ψ2𝑙 ĂćvćĂă tĆă ćntărvÿl
ćnto 2𝑙 + 1 suĀćntărvÿls, ćn ăÿāĆ oĄ wĆćāĆ 𝑦2𝑙+1 must vÿnćsĆ somăwĆără (Āy Sturm
tĆăory), ćmplyćną tĆÿt 𝑦2𝑙+1 Ćÿs ÿt lăÿst 2𝑙 + 1 zăroăs. But tĆăn tĆćs numĀăr ćs ÿt lăÿst2𝑙+2, Āăāÿusă ćt ćs ăvăn. Hănāă, tĆă numĀăr oĄ zăroăs oĄ 𝑦2𝑙+1 ćs ăxÿātly 2𝑙+2, Āăāÿusă
otĆărwćsă Ψ2𝑙+1 woulĂ Ćÿvă moră tĆÿn 2𝑙 + 1 zăroăs. TĆćs āomplătăs tĆă prooĄ oĄ tĆă
ālÿćm.
As ÿ āonsăquănāă oĄ Ąormulÿ (40), wă săă tĆÿt Ąor 𝑎 = 𝑎𝑚 tĆă solutćon 𝑋+ mÿkăs ⌈𝑚2 ⌉
Ąull turns ovăr tĆă părćoĂ [0, 2𝜔], plus ÿn ÿnąlă oĄ 𝜋𝑛𝑘 , wĆćāĆ ćs ÿ 𝑛2𝑘 Ąrÿātćon oĄ ÿ Ąull
turn. AltoąătĆăr, ÿĄtăr 2𝑘 părćoĂs, tĆă numĀăr oĄ turns ćsw = 2𝑘 (⌈𝑚2 ⌉ + 𝑛2𝑘) = 2𝑘 ⌈𝑚2 ⌉ + 𝑛.
TĆćs provăs tĆă first ālÿćm oĄ TĆăorăm 6.
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TĆă lÿst Ąormulÿ ćmplćăs tĆÿt tĆă āurvă ćs sćmplă, tĆÿt ćs, w = 1, ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝑚 =0, 𝑛 = 1, provćną tĆă săāonĂ ālÿćm. TĆćs āomplătăs tĆă prooĄ.
!

4.2.2. EstÿĀlćsĆćną tĆă sălĄ-BäāklunĂ propărty.

Proposćtćon 4.10. TĆă āurvă 𝑋+ oĄ ăquÿtćon (36) sÿtćsfiăs tĆă sălĄ-BäāklunĂ propărty[𝑋+(𝑡), 𝑋+(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 Ąor ÿ vÿluă oĄ tĆă pÿrÿmătăr 𝛼 ∈ (0, 𝜋) ćĄ ÿnĂ only ćĄ
(41) 𝜎(𝑎 + 𝛼) = 𝑒2𝛼𝜁(𝑎)𝜎(𝑎 − 𝛼).
ProoĄ. Săt 𝛽 = 𝛼/2. TĆăn ăquÿtćon (2) āÿn Āă răwrćttăn ÿsIm (𝑋+(𝑡 + 𝛽)𝑋+(𝑡 − 𝛽)) = 𝑐,
wĆără ovărlćnă Ăănotăs tĆă āomplăx āonjuąÿtćon. Wă āÿn răwrćtă tĆćs ăquÿtćon ÿs𝑋+(𝑡 + 𝛽)𝑋−(𝑡 − 𝛽) − 𝑋−(𝑡 + 𝛽)𝑋+(𝑡 − 𝛽) = 2𝑐.
Năxt wă suĀstćtută ćn tĆă lÿst ăquÿtćon tĆă ăxprăssćons Ąor 𝑋± Ąrom ăquÿtćon (36):

2𝑐 =𝑒−(𝑡+𝛽)𝜁(𝑎) 𝜎(𝑎 + 𝑡 + 𝛽 + 𝜔′)𝜎(𝜔′)𝜎(𝑎 + 𝜔′)𝜎(𝑡 + 𝛽 + 𝜔′)𝑒(𝑡−𝛽)𝜁(𝑎) 𝜎(−𝑎 + 𝑡 − 𝛽 + 𝜔′)𝜎(𝜔′)𝜎(−𝑎 + 𝜔′)𝜎(𝑡 − 𝛽 + 𝜔′)− 𝑒(𝑡+𝛽)𝜁(𝑎) 𝜎(−𝑎 + 𝑡 + 𝛽 + 𝜔′)𝜎(𝜔′)𝜎(−𝑎 + 𝜔′)𝜎(𝑡 + 𝛽 + 𝜔′)𝑒−(𝑡−𝛽)𝜁(𝑎) 𝜎(𝑎 + 𝑡 − 𝛽 + 𝜔′)𝜎(𝜔′)𝜎(𝑎 + 𝜔′)𝜎(𝑡 − 𝛽 + 𝜔′) .
TĆćs āÿn Āă sćmplćfiăĂ, usćną tĆă ćĂăntćty

(42) ℘(𝑧) − ℘(𝑤) = −𝜎(𝑧 − 𝑤)𝜎(𝑧 + 𝑤)𝜎2(𝑧)𝜎2(𝑤)
(săă [37, pÿąă 25]). Wă ąăt

2𝑐 =𝑒−2𝛽𝜁(𝑎) [℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝑎 + 𝛽)] 𝜎2(𝑎 + 𝛽)𝜎2(𝜔′)[℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝛽)] 𝜎2(𝛽)𝜎(𝑎 + 𝜔′)𝜎(−𝑎 + 𝜔′)− 𝑒2𝛽𝜁(𝑎) (℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝑎 − 𝛽))𝜎2(𝑎 − 𝛽)𝜎2(𝜔′)[℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝛽)] 𝜎2(𝛽)𝜎(𝑎 + 𝜔′)𝜎(−𝑎 + 𝜔′) .
Multćplyćną Āy tĆă āommon Ăănomćnÿtor ÿnĂ rănÿmćną tĆă āonstÿnt,̃𝑐 ≔ 2𝑐𝜎2(𝛽)𝜎(𝑎 + 𝜔′)𝜎(−𝑎 + 𝜔′)/𝜎2(𝜔′),
wă ąăt ̃𝑐 [℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝛽)] =𝑒−2𝛽𝜁(𝑎) [℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝑎 + 𝛽)] 𝜎2(𝑎 + 𝛽)− 𝑒2𝛽𝜁(𝑎) [℘(𝑡 + 𝜔′) − ℘(𝑎 − 𝛽)] 𝜎2(𝑎 − 𝛽).
TĆus wă must Ćÿvẵ𝑐 = 𝑒−2𝛽𝜁(𝑎)𝜎2(𝑎 + 𝛽) − 𝑒2𝛽𝜁(𝑎)𝜎2(𝑎 − 𝛽),℘(𝛽) ̃𝑐 = 𝑒−2𝛽𝜁(𝑎)℘(𝑎 + 𝛽)𝜎2(𝑎 + 𝛽) − 𝑒2𝛽𝜁(𝑎)℘(𝑎 − 𝛽)𝜎2(𝑎 − 𝛽).
SuĀstćtutćną ̃𝑐 Ąrom tĆă first ćĂăntćty ćnto tĆă săāonĂ ÿnĂ sćmplćĄyćną, wă ąăt𝜎2(𝑎 + 𝛽) [℘(𝑎 + 𝛽) − ℘(𝛽)] = 𝑒4𝛽𝜁(𝑎)𝜎2(𝑎 − 𝛽) [℘(𝑎 − 𝛽) − ℘(𝛽)] .
Now, usćną ăquÿtćon (42) ÿąÿćn, wă oĀtÿćn 𝜎(𝑎 + 𝛼) = 𝑒2𝛼𝜁(𝑎)𝜎(𝑎 − 𝛼), ÿs năăĂăĂ. !

TĆăorăm 7 stÿtăs tĆă sălĄ-BäāklunĂ propărty oĄ tĆă āurvăs 𝑋+.
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TĆăorăm 7. For ăÿāĆ 𝑘,𝑚, 𝑛 ÿs ćn TĆăorăm 5, tĆă ÿssoāćÿtăĂ āurvă 𝑋+ sÿtćsfiăs tĆă sălĄ-
BäāklunĂ propărty [𝑋+(𝑡), 𝑋+(𝑡 + 𝛼)] = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 Ąor 𝑘 − 2 vÿluăs oĄ 𝛼 ∈ (0, 𝜋).
Exÿmplă 4.11. Lăt us look Ąor solutćons oĄ ăquÿtćon (41) oĄ tĆă Ąorm 𝛼 = 𝑙𝜔, wĆără 𝑙 ćs
ÿn ćntăąăr. Usćną tĆă quÿsć-părćoĂćāćty propărty oĄ 𝜎 (săă [1, pÿąă 37], [37, pÿąă 20]),
wă wrćtă𝜎(𝑎 + 𝛼) = 𝜎(𝑎 + 𝑙𝜔) = 𝜎(𝑎 − 𝛼 + 2𝑙𝜔) = (−1)𝑙𝑒2𝑙𝜁(𝜔)(𝑎−𝛼+𝑙𝜔)𝜎(𝑎 − 𝛼)= (−1)𝑙𝑒2𝑙𝑎𝜁(𝜔)𝜎(𝑎 − 𝛼).
Compÿrćną wćtĆ ăquÿtćon (41), wă răqućră (−1)𝑙𝑒2𝑙𝑎𝜁(𝜔) = 𝑒2𝛼𝜁(𝑎). Wă āĆoosă 𝑙 to Āă
oĂĂ ÿnĂ răqućră 2𝛼𝜁(𝑎) = 2𝑙𝜔𝜁(𝑎) = 2𝑙𝑎𝜁(𝜔) − 𝑖𝜋.
Hănāă 𝑓(𝑎) = 𝑎𝜁(𝜔)−𝜔𝜁(𝑎) = 𝑖𝜋/2𝑙. But, ÿāāorĂćną to ăquÿtćon (38), 𝑓(𝑎) = 𝑖𝜋𝑛/2𝑘+𝑖𝜋𝑚. TĆărăĄoră, āĆoosćną 𝑚 = 0, 𝑛 = 1 ćmplćăs 𝑙 = 𝑘, ÿnĂ so 𝛼 = 𝑙𝜔 = 𝑘𝜋/2𝑘 = 𝜋/2.
In tĆćs wÿy, wă āonstruāt ÿn ćnfinćtă Ąÿmćly oĄ sălĄ-BäāklunĂ sćmplă ālosăĂ āurvăs wćtĆ
rotÿtćon numĀăr 𝛼 = 𝜋/2, ÿs ĂćsāussăĂ ćn Săātćon 3.3, Āut now wă Ćÿvă ÿn ÿnÿlytćāÿl
ăxÿmplă. Săă Fćąură 15.

k = 3 k = 5 k = 7

Figure 15. Exÿmplă 4.11. SălĄ-BäāklunĂ āăntroÿffină sćmplă āurvăs𝑋+(𝑡) oĄ Wăąnăr typă (Āluă) wćtĆ 2𝑘-ĄolĂ symmătry, 𝑘 = 3, 5, 7, wćtĆ
rotÿtćon numĀăr 𝛼 = 𝜋/2 (onă quÿrtăr oĄ ÿ turn). TĆă răĂ āurvă ćs
trÿāăĂ Āy tĆă mćĂpoćnt oĄ tĆă lćnă săąmănt 𝑋+(𝑡)𝑋+(𝑡 + 𝜋/2) (Ālÿāk)
ÿnĂ ćs tÿnąănt to ćt. For lÿrąă ănouąĆ𝜔′, tĆămćĂpoćnt āurvă ćs smootĆ
ÿnĂ āonvăx (top); ÿs 𝜔′ Āăāomăs smÿllăr, āusps ÿppăÿr (Āottom).

4.2.3. ProoĄ oĄ tĆă sălĄ-BäāklunĂ propărty (TĆăorăm 7). Wă sĆÿll ĂćstćnąućsĆ Āătwăăn
two āÿsăs. In ĀotĆ āÿsăs wă sĆÿll răwrćtă ăquÿtćon (41) ćn ÿ moră trÿātÿĀlă Ąorm.
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Cÿsă 1. Lăt us stÿrt wćtĆ tĆămost ćmportÿnt āÿsă𝑚 = 0 (tĆă āurvă ćs sćmplă ćĄ ÿnĂ only
ćĄ 𝑛 = 1). For𝑚 = 0 wă Ćÿvă Ąrom ăquÿtćon (38) tĆÿt 𝑓(𝑎) = 𝑖𝜋𝑛2𝑘 , wĆără𝑎 = 𝜔 + 𝑖𝑏 ∈ [𝜔, 𝜔 + 𝜔′], 𝑏 ∈ ℝ.
Wă Ćÿvă Ąrom ăquÿtćon (41) tĆÿt

(43) −𝜎(𝛼 + 𝜔 + 𝑖𝑏)𝜎(𝛼 − 𝜔 − 𝑖𝑏) = 𝑒2𝛼𝜁(𝜔+𝑖𝑏).
Usćną tĆă quÿsć-părćoĂćāćty oĄ 𝜎, onă Ćÿs−𝜎(𝛼 + 𝜔 + 𝑖𝑏) = 𝜎(𝛼 − 𝜔 + 𝑖𝑏)𝑒2𝜁(𝜔)(𝛼+𝑖𝑏).
SuĀstćtutćną ćnto ăquÿtćon (43), wă ąăt𝜎(𝛼 − 𝜔 + 𝑖𝑏)𝜎(𝛼 − 𝜔 − 𝑖𝑏) = 𝑒2𝛼𝜁(𝜔+𝑖𝑏)−2𝜁(𝜔)(𝛼+𝑖𝑏) = 𝑒2𝛼[𝜁(𝜔+𝑖𝑏)−𝜁(𝜔)]−2𝑖𝜁(𝜔)𝑏,
or, ăqućvÿlăntly, − 𝜎(𝛼 − 𝜔 + 𝑖𝑏)𝜎(−𝛼 + 𝜔 + 𝑖𝑏) = 𝑒2𝛼[𝜁(𝜔+𝑖𝑏)−𝜁(𝜔)]−2𝑖𝜁(𝜔)𝑏.
Tÿkćną log, wă oĀtÿćn

𝑖2𝜋𝑙 +∫𝛼−𝜔
−𝛼+𝜔 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑖𝜋 + 2𝛼[𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 𝜁(𝜔)] − 2𝑖𝜁(𝜔)𝑏.

Hănāă

(44) 𝜋𝑙 + Im(∫𝛼−𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) = 𝜋2 + 𝛼𝑖 [𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 𝜁(𝜔)] − 𝜁(𝜔)𝑏.

Lăt us Ăănotă 𝑔(𝛼) ≔ Im(∫𝛼−𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) .

Lămmÿ 4.12. For ÿny 𝑟 ∈ ℕ ∪ {0}, wă Ćÿvă
Im(∫2𝜔𝑟−𝜔

0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) = (2𝑟 − 1)𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋𝑟 + 𝜋2 .
ProoĄ. Apply tĆă CÿuāĆy răsćĂuă Ąormulÿ to tĆă răātÿnąulÿr pÿtĆ−𝜔(2𝑟−1)+ 𝑖𝑏 → 𝜔(2𝑟−1)+ 𝑖𝑏 → 𝜔(2𝑟−1)− 𝑖𝑏 → −𝜔(2𝑟−1)− 𝑖𝑏 → −𝜔(2𝑟−1)+ 𝑖𝑏
to oĀtÿćn tĆă răsult. !
Usćną tĆă quÿsć-părćoĂćāćty oĄ 𝜁 ÿnĂ Lămmÿ 4.12, wă Ćÿvă

𝑔(𝛼 + 2𝜔) = Im(∫2𝜔𝑟+𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡)

= Im(∫2𝜔𝑟−𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) + Im(∫𝜔

−𝜔 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡)
= Im(∫2𝜔𝑟−𝜔

0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) + 2Im(∫𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡)

= Im(∫2𝜔𝑟−𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) + 2𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋 = 𝑔(𝛼) + 2𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋.
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TĆărăĄoră wă āÿn wrćtă 𝑔 ćn tĆă Ąorm
(45) 𝑔(𝛼) = (2𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋2𝜔 )𝛼 + ℎ(𝛼),
wĆără ℎ ćs ÿ 2𝜔-părćoĂćā Ąunātćon. Morăovăr, Āy Lămmÿ 4.12 (wćtĆ 𝑟 = 0),ℎ(0) = 𝑔(0) = −𝑏𝜁(𝜔) + 𝜋2 .
It ćs āonvănćănt to usă ℎ0 ćnstăÿĂ oĄ ℎ:ℎ0(𝛼) ≔ ℎ(𝛼) − ℎ(0) = ℎ(𝛼) + 𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋2 ,

so tĆÿt ℎ0 ćs 2𝜔-părćoĂćā wćtĆ ℎ0(0) = 0. TĆus
(46) 𝑔(𝛼) = (2𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋2𝜔 )𝛼 + ℎ0(𝛼) − 𝑏𝜁(𝜔) + 𝜋2 .
SuĀstćtutćną ăquÿtćon (46) ćnto ăquÿtćon (44), wă oĀtÿćn tĆă ăquÿtćon:

𝜋𝑙 + (2𝑏𝜁(𝜔) − 𝜋2𝜔 )𝛼 + ℎ0(𝛼) − 𝑏𝜁(𝜔) + 𝜋2= 𝜋2 + 𝛼𝑖 [𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 𝜁(𝜔)] − 𝜁(𝜔)𝑏.
TĆćs ćs tĆă sÿmă ÿs

𝜋𝑙 + ℎ0(𝛼) = 𝛼 (−2𝑏𝜁(𝜔) + 𝜋2𝜔 + (𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 𝜁(𝜔))𝑖 )
= 𝛼 ( 𝜋2𝜔 + 2𝜔𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 2𝜔𝜁(𝜔) − 2𝑖𝑏𝜁(𝜔)2𝑖𝜔 )
= 𝛼 ( 𝜋2𝜔 − 2𝑓(𝜔 + 𝑖𝑏)2𝑖𝜔 ) = 𝛼 ( 𝜋2𝜔 − 2𝑓(𝑎)2𝑖𝜔 ) .

(47)

Tÿkćną ćnto ÿāāount tĆÿt 𝑓(𝑎) = 𝑖𝜋𝑛2𝑘 ÿnĂ 2𝜔𝑘 = 𝜋, wă āomă to tĆă finÿl Ąorm oĄ tĆă
ăquÿtćon:

(48) 𝜋𝑙 + ℎ0(𝛼) = 𝛼(𝑘 − 𝑛).
Wă ālÿćm tĆÿt ăquÿtćon (48) Ćÿs ÿt lăÿst 𝑘−𝑛−1 solutćons Ąor 𝛼 ćn tĆă opăn ćntărvÿl(0, 𝜋).
InĂăăĂ, sćnāă ℎ0(0) = ℎ0(𝜋) = 0, tĆă ănĂ poćnts 𝛼 = 0, 𝛼 = 𝜋 oĄ tĆă opăn ćntărvÿl

ÿră solutćons oĄ ăquÿtćon (48) Ąor 𝑙 = 0 ÿnĂ 𝑙 = 𝑘−𝑛, răspăātćvăly. (TĆăsă two solutćons
ÿră ąăomătrćāÿlly trćvćÿl, āorrăsponĂćną to 𝛼 = 2𝛽 = 0 ÿnĂ 𝛼 = 2𝛽 = 𝜋 Ąor tĆă ćnćtćÿl
ąăomătrćā proĀlăm.) TĆărăĄoră, Ąor ÿll ćntărmăĂćÿtă lăvăls oĄ 𝑙, tĆÿt ćs, Ąor 𝑙 ∈ [1, 𝑘 −𝑛 − 1], tĆără ăxćsts ÿ solutćon oĄ ăquÿtćon (48). TĆćs provăs tĆă ālÿćm.
Wă sĆÿll provă now tĆÿt tĆă numĀăr oĄ solutćons oĄ ăquÿtćon (48) ćn tĆă ćntărvÿl(0, 𝜋) ćs ăxÿātly ăquÿl to (𝑘 − 𝑛 − 1). For ăquÿtćon (44), ćt suffiāăs to sĆow tĆÿt tĆă

Ąunātćon Im(∫𝛼−𝜔
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) − 𝛼𝑖 [𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 𝜁(𝜔)]

Ćÿs non-vÿnćsĆćną Ăărćvÿtćvă wćtĆ răspăāt to 𝛼. Arąućną Āy āontrÿĂćātćon, supposă tĆÿtIm (𝜁(𝑖𝑏 + 𝛼 − 𝜔) − [𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏) − 𝜁(𝜔)]) = 0.
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Notćāă tĆÿt 𝜁(𝜔) ćs răÿl, ÿnĂ 𝜁(𝜔+𝛼+ 𝑖𝑏) ÿnĂ 𝜁(−𝜔+𝛼+ 𝑖𝑏) Ćÿvă tĆă sÿmă ćmÿąćnÿry
pÿrt. Hănāă
(49) Im (𝜁(𝑖𝑏 + 𝛼 + 𝜔) − 𝜁(𝜔 + 𝑖𝑏)) = 0.
Usćną tĆă ÿĂĂćtćon Ąormulÿ, wă Ćÿvă

𝜁(𝑖𝑏 + 𝜔 + 𝛼) = 𝜁(𝑖𝑏 + 𝜔) + 𝜁(𝛼) + ℘′(𝑖𝑏 + 𝜔) − ℘′(𝛼)2(℘(𝑖𝑏 + 𝜔) − ℘(𝛼)) .
It tĆăn Ąollows Ąrom ăquÿtćon (49) tĆÿt

𝜁(𝛼) + ℘′(𝑖𝑏 + 𝜔) − ℘′(𝛼)2(℘(𝑖𝑏 + 𝜔) − ℘(𝛼)) ∈ ℝ.
Morăovăr, tĆă vÿluăs 𝜁(𝛼),℘(𝑖𝑏+𝜔),℘(𝛼),℘′(𝛼) ÿră ÿll răÿl. Wă āonāluĂă tĆÿt℘′(𝑖𝑏+𝜔) ∈ ℝ.
On tĆă otĆăr ĆÿnĂ, 𝑖𝑏 + 𝜔 ∈ (𝜔, 𝜔′) ⇒ 𝑒2 < ℘(𝑖𝑏 + 𝜔) < 𝑒1.

TĆus tĆă ăquÿtćon (℘′)2 = 4(℘ − 𝑒1)(℘ − 𝑒2)(℘ − 𝑒3) ćmplćăs tĆÿt℘′(𝑖𝑏 + 𝜔) ∈ 𝑖ℝ, ÿ
āontrÿĂćātćon. TĆćs āomplătăs tĆă prooĄ oĄ TĆăorăm 7 ćn Cÿsă 1.

Cÿsă 2. In tĆćs āÿsă𝑚 > 0, 𝑎 = 𝑖𝑏 ∈ [0, 𝜔′], 𝑏 ∈ ℝ . Usćną 𝜍′𝜍 = 𝜁, wă wrćtă
𝜎(𝑧) = 𝜎(𝑧0) exp(∫𝑧

𝑧0 𝜁(𝑡)𝑑𝑡) .
Tÿkćną log, wă răwrćtă ăquÿtćon (41) ćn tĆă Ąorm

∫𝛼
−𝛼 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡 + 2𝜋𝑖𝑙 = 2𝛼𝜁(𝑖𝑏), 𝑙 ∈ ℤ.

Usćną tĆÿt 𝜁 ćs oĂĂ, răwrćtă tĆćs ÿs
2𝜋𝑖𝑙 +∫𝛼

0 [𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡) − 𝜁(−𝑖𝑏 + 𝑡)]𝑑𝑡 = 2𝛼𝜁(𝑖𝑏).
Notćāă tĆÿt ĀotĆ sćĂăs oĄ tĆćs ăquÿtćon ÿră purăly ćmÿąćnÿry, ÿnĂ Ćănāă

(50) 𝜋𝑙 + Im(∫𝛼
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) = 1𝑖 𝛼𝜁(𝑖𝑏).

On tĆă rćąĆt ĆÿnĂ sćĂă wă Ćÿvă ÿ lćnăÿr Ąunātćon oĄ 𝛼. Lăt us Ăănotă tĆă ćntăąrÿl on tĆă
lăĄt ĆÿnĂ sćĂă oĄ ăquÿtćon (50) Āy

𝑔(𝛼) ≔ Im(∫𝛼
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) .

Lămmÿ 4.13. For ÿny 𝑟 ∈ ℕ, wă Ćÿvă
Im(∫2𝜔𝑟

0 [𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡) = −𝜋𝑟 + 2𝑟𝜁(𝜔)𝑏.
ProoĄ. TĆćs Ąollows Ąrom tĆă răsćĂuă Ąormulÿ Ąor tĆă răātÿnąulÿr pÿtĆ𝑖𝑏 → 2𝜔𝑟 + 𝑖𝑏 → 2𝜔𝑟 − 𝑖𝑏 → −𝑖𝑏 → 𝑖𝑏,
ÿvoćĂćną tĆă sćnąulÿr poćnts oĄ 𝜁 ÿt 0 ÿnĂ 2𝜔𝑟 Āy smÿll ĆÿlĄ āćrālăs. !
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In pÿrtćāulÿr, usćną Lămmÿ 4.13 Ąor 𝑟 = 1 ÿnĂ tĆă quÿsć-părćoĂćāćty oĄ 𝜁, wă āompută
𝑔(𝛼 + 2𝜔) = 𝑔(𝛼) + 1𝑖 ∫2𝜔

0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑔(𝛼) − 𝜋 + 2𝜁(𝜔)𝑏.
Usćną tĆćs, onă āÿn ăxprăss 𝑔 ÿs tĆă sum oĄ ÿ lćnăÿr ÿnĂ ÿ 2𝜔-părćoĂćā Ąunātćon ÿs Ąol-
lows: 𝑔(𝛼) = (−𝜋 + 2𝜁(𝜔)𝑏2𝜔 ) 𝛼 + ℎ(𝛼), 𝑔(0) = ℎ(0) = 0,
wĆără ℎ ćs 2𝜔-părćoĂćā. TĆărăĄoră, ăquÿtćon (50) tÿkăs tĆă Ąorm

𝜋𝑙 + ℎ(𝛼) = −(−𝜋 + 2𝜁(𝜔)𝑏2𝜔 ) 𝛼 + 1𝑖 𝛼𝜁(𝑖𝑏),
Ćănāă 𝜋𝑙 + ℎ(𝛼) = 𝛼 (1𝑖 𝜁(𝑖𝑏) − −𝜋 + 2𝜁(𝜔)𝑏2𝜔 ) .
TĆus wă ÿrrćvă ÿt tĆă Ąollowćną ăquÿtćon

𝜋𝑙 + ℎ(𝛼) = 𝛼 ( 𝜋2𝜔 + 2𝜔𝜁(𝑖𝑏) − 2𝜁(𝜔)𝑖𝑏2𝜔𝑖 ) = 𝛼 ( 𝜋2𝜔 − 2𝑓(𝑖𝑏)2𝜔𝑖 ) .
Năxt, tÿkćną ćnto ÿāāount tĆÿt 𝑓(𝑖𝑏) = 𝑓(𝑎) = 𝑖𝜋𝑛2𝑘 ÿnĂ 2𝜔𝑘 = 𝜋, wă oĀtÿćn tĆă

sćmplăst possćĀlă Ąorm:
(51) 𝜋𝑙 + ℎ(𝛼) = 𝛼(𝑘 − 𝑛).
Also ćn tĆćs āÿsă wă ālÿćm tĆÿt ăquÿtćon (51) Ćÿs ÿt lăÿst 𝑘−𝑛−1 solutćons Ąor 𝛼 ćn tĆă
opăn ćntărvÿl (0, 𝜋).
InĂăăĂ, sćnāă ℎ(0) = ℎ(𝜋) = 0, tĆă ănĂ poćnts 𝛼 = 0, 𝛼 = 𝜋 oĄ tĆă opăn ćntărvÿl

ÿră solutćons oĄ ăquÿtćon (51) Ąor 𝑙 = 0 ÿnĂ 𝑙 = 𝑘 − 𝑛, răspăātćvăly. TĆărăĄoră, Ąor ÿll
ćntărmăĂćÿtă lăvăls oĄ 𝑙, tĆÿt ćs, Ąor 𝑙 ∈ [1, 𝑘 − 𝑛− 1], tĆără ăxćsts ÿ solutćon oĄ ăquÿtćon
(51). TĆćs provăs tĆă ālÿćm.
Wă sĆÿll provă now tĆÿt tĆă numĀăr oĄ solutćons oĄ ăquÿtćon (51) ćn tĆă ćntărvÿl(0, 𝜋) ăquÿls ăxÿātly 𝑘−𝑛−1. ConsćĂăr ăquÿtćon (50). Wă sĆÿll āĆăāk tĆÿt tĆă Ąunātćon

Im(∫𝛼
0 𝜁(𝑖𝑏 + 𝑡)𝑑𝑡 − 𝛼𝜁(𝑖𝑏))

Ćÿs ăvărywĆără non-vÿnćsĆćną Ăărćvÿtćvă wćtĆ răspăāt to 𝛼 wĆăn 𝑖𝑏 ∈ (0, 𝜔′).
Supposă, on tĆă āontrÿry, tĆÿt tĆă Ăărćvÿtćvă vÿnćsĆăs Ąor somă 𝛼:

(52) Im (𝜁(𝑖𝑏 + 𝛼) − 𝜁(𝑖𝑏)) = 0.
Usćną tĆă ÿĂĂćtćon Ąormulÿ Ąor 𝜁, wă Ćÿvă

𝜁(𝑖𝑏 + 𝛼) = 𝜁(𝑖𝑏) + 𝜁(𝛼) + ℘′(𝑖𝑏) − ℘′(𝛼)2(℘(𝑖𝑏) − ℘(𝛼)) .
Tÿkćną tĆă ćmÿąćnÿry pÿrt ÿnĂ usćną ăquÿtćon (52), wă oĀtÿćn

𝜁(𝛼) + ℘′(𝑖𝑏) − ℘′(𝛼)2(℘(𝑖𝑏) − ℘(𝛼)) ∈ ℝ.
Also wă know tĆÿt 𝜁(𝛼), ℘(𝑖𝑏), ℘(𝛼), ℘′(𝛼) ÿră ÿll răÿl. TĆărăĄoră wă āonāluĂă tĆÿt℘′(𝑖𝑏) ∈ ℝ. But, on tĆă otĆăr ĆÿnĂ, ℘ sÿtćsfiăs tĆă ăquÿtćon (℘′)2 = 4(℘ − 𝑒1)(℘ −𝑒2)(℘ − 𝑒3).Morăovăr,𝑖𝑏 ∈ (0, 𝜔′) ⇒ ℘(𝑖𝑏) < 𝑒3 ⇒ ℘′(𝑖𝑏) ∈ 𝑖ℝ.
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TĆćs āontrÿĂćātćon āomplătăs tĆă prooĄ ćn Cÿsă 2.

!

TĆăorăm 7 Ćÿs Corollÿry 4.14.

Corollÿry 4.14. All tĆă solutćons oĄ ăquÿtćon (41) ÿră trÿnsvărsÿl ÿnĂ Ćănāă āĆÿnąă
smootĆly ÿs onă vÿrćăs tĆă pÿrÿmătăr 𝜔′ oĄ tĆă ăllćptćā Ąunātćons ćnvolvăĂ.
4.3. SălĄ-BäāklunĂ āurvăs ÿs ĂăĄormÿtćons oĄ āonćās. In tĆćs săātćon wă usă tĆă
sălĄ-BäāklunĂ āurvăs oĄ Săātćon 4.2 ćn orĂăr to āonstruāt ąănućnă non-trćvćÿl
sălĄ-BäāklunĂ ĂăĄormÿtćons oĄ ÿ āăntrÿl āonćā, ÿs wÿs promćsăĂ ćn Săātćon 3.1, săă
Corollÿry 4.20.
To stÿtă tĆă răsult, wă răāÿll Ārćăfly Ąrom Săātćon 4.2 our āonstruātćon oĄ sćmplă sălĄ-

BäāklunĂ āăntroÿffină 𝜋-ÿntć-părćoĂćā āurvăs. For ăvăry ćntăąăr 𝑘 ≥ 3 ÿnĂ 𝜔′ ∈ 𝑖ℝ+
onă āonsćĂărs tĆă Wăćărstrÿss ℘-Ąunātćon wćtĆ ĆÿlĄ părćoĂs 𝜔 = 𝜋/2𝑘, 𝜔′, tĆă ÿssoāć-
ÿtăĂ 𝜎- ÿnĂ 𝜁-Ąunātćons ÿnĂ tĆă (unćquă) solutćon 𝑎 ∈ (𝜔, 𝜔′) to
(53) 𝑎𝜁(𝜔) − 𝜔𝜁(𝑎) = 𝑖𝜔,
tĆăn săt

(54) 𝑌(𝑡) ≔ 𝑋(𝑡)/𝑁,
wĆără

(55) 𝑋(𝑡) ≔ 𝜎(𝑎 + 𝑡 + 𝜔′)𝜎(𝜔′)𝜎(𝑎 + 𝜔′)𝜎(𝑡 + 𝜔′)𝑒−𝑡𝜁(𝑎), 𝑁 ≔ √|𝑋′(0)|.
Rămÿrk 4.15. TĆă normÿlćzÿtćon Ąÿātor 𝑁 = √|𝑋′(0)| ćn ăquÿtćons (54)-(55) ćs ćntro-
ĂuāăĂ so ÿs to rănĂăr tĆă normÿlćzăĂ āurvă 𝑌 āăntroÿffină ÿnĂ 𝜋-ÿntć-părćoĂćā (ănālos-
ćną ÿrăÿ 𝜋). Săă Rămÿrk 4.9 Ąor ÿn ăxplćāćt ăxprăssćon Ąor 𝑁.
TĆă ĂăĄormÿtćons oĄ tĆă unćt āćrālă wă ÿră săăkćną ÿră oĀtÿćnăĂ Āy fixćną 𝑘 ÿnĂ

lăttćną 𝜔′ → ∞ ćn tĆă ÿĀovă āonstruātćon. To ăxÿmćnă tĆćs lćmćt wă lăt 𝜔′ = 𝑖/𝑠,𝑠 ∈ (0, 1], ÿnĂ usă ĆănāăĄortĆ tĆă suĀsārćpt 𝑠 to Ăănotă ÿll ÿssoāćÿtăĂ oĀjăāts, suāĆ ÿs℘𝑠, 𝜎𝑠, 𝜁𝑠, 𝑎𝑠, 𝑋𝑠, 𝑁𝑠 ÿnĂ 𝑌𝑠 (supprăssćną tĆă ĂăpănĂănāă on 𝑘, wĆćāĆ ćs fixăĂ tĆrouąĆ-
out tĆă săātćon). Our ąoÿl ćn tĆćs săātćon ćs to provă TĆăorăm 8, ćllustrÿtăĂ ćn Fćąură
16.

TĆăorăm 8. For ăÿāĆ ćntăąăr 𝑘 ≥ 3,
(1) TĆă Ąÿmćly oĄ āurvăs 𝑌𝑠(𝑡), 𝑠 ∈ (0, 1], ąćvăn Āy ăquÿtćons (53)-(55)wćtĆ𝜔 = 𝜋/2𝑘,𝜔′ = 𝑖/𝑠, ăxtănĂs smootĆly to 𝑠 ∈ [0, 1] Āy săttćną 𝑌0(𝑡) ≔ 𝑒𝑖𝑡.
(2) EÿāĆ āurvă 𝑌𝑠(𝑡) ćs ÿ āăntroÿffină 𝜋-ÿntć-părćoĂćā sćmplă āurvă wćtĆ 2𝑘-ĄolĂ sym-

mătry, 𝑌𝑠(𝑡 + 𝜋/𝑘) = 𝑌𝑠(𝑡)𝑒𝑖𝜋/𝑘, sălĄ-BäāklunĂ Ąor 𝑠 > 0 wćtĆ răspăāt to 𝑘 − 2
rotÿtćon numĀărs 𝛼 ∈ (0, 𝜋), vÿryćną smootĆly ćn 𝑠 ∈ [0, 1] ÿnĂ āonvărąćną ÿs𝑠 → 0 to tĆă 𝑘 − 2 solutćons oĄ ăquÿtćon (19), tan(𝑘𝛼) = 𝑘 tan 𝛼.

(3) TĆă ĂăĄormÿtćon 𝑌𝑠, 𝑠 ∈ [0, 1], ćs ÿnÿlytćā ÿwÿy Ąrom 𝑠 = 0 Āut not ÿt 𝑠 = 0.
In Ąÿāt, onă Ćÿs (𝜕𝑠)𝑛||𝑠=0 𝑌𝑠(𝑡) = 0, 𝑛 ≥ 1, so tĆă ÿssoāćÿtăĂ ćnfinćtăsćmÿl Ăă-
Ąormÿtćon oĄ tĆă unćt āćrālă vÿnćsĆăs to ÿll orĂărs, yăt tĆă ĂăĄormÿtćon ćtsălĄ ćs
non-trćvćÿl.
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(4) TĆă āĆÿnąă oĄ pÿrÿmătăr,

(56) 𝜀 ≔ { 𝑒−2𝑘/𝑠, 𝑠 > 0,
0, 𝑠 = 0,

ąćvăs ÿ ĂăĄormÿtćon 𝑌𝜀 oĄ tĆă unćt āćrālă 𝑌0, ÿnÿlytćā ćn 𝜀 ∈ [0, 𝑒−2𝑘].
(5) TĆă ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon ÿssoāćÿtăĂwćtĆ tĆă ÿnÿlytćā ĂăĄormÿtćon𝑌𝜀 ćs non-

trćvćÿl. TĆÿt ćs, 𝑌𝜀(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡 + 𝑌1(𝑡)𝜀 + 𝑂(𝜀2),
wĆără 𝑌1 ćs non-vÿnćsĆćną.

k = 3 k = 4 k = 5

Figure 16. TĆăorăm 8. TĆrăă Ąÿmćlćăs oĄ ĂăĄormÿtćons oĄ tĆă āćrālă
(Ālÿāk) tĆrouąĆ ÿ 1-pÿrÿmătăr Ąÿmćly oĄ āăntroÿffină sălĄ-BäāklunĂ
āurvăs 𝑌𝑠 (Āluă) wćtĆ 2𝑘-ĄolĂ symmătry, 𝑘 = 3, 4, 5.

ProoĄ. TĆămÿćn ćĂăÿ oĄ tĆă prooĄ oĄ tĆćs tĆăorăm ćs to wrćtă tĆă Ąunātćons 𝑋𝑠, 𝑠 ∈ [0, 1],
ÿs sućtÿĀly normÿlćzăĂ Floquăt ăćąănĄunātćons oĄ ÿ Hćll opărÿtor ĂăpănĂćną smootĆly
on 𝑠, ÿnĂ usă ÿ ąănărÿl ÿrąumănt oĄ smootĆ ĂăpănĂănāă oĄ tĆă ăćąănĄunātćons oĄ ÿ Hćll
opărÿtor ĂăpănĂćną on tĆă smootĆ pÿrÿmătăr. Sćmćlÿrly, wĆăn răplÿāćną 𝑠 wćtĆ 𝜀 tĆă
Hćll opărÿtor ĂăpănĂs ÿnÿlytćāÿlly on 𝜀 ÿnĂ so Ăo ćts ăćąănĄunātćons.
In moră Ăătÿćl, wă răāÿll Ąrom Săātćon 4.2 tĆÿt 𝑋𝑠, 𝑠 ∈ (0, 1], ćs prăāćsăly tĆă ăćąăn-

Ąunātćon āorrăsponĂćną to tĆă smÿllăst ăćąănvÿluă 𝜆0,𝑠 Ąor tĆă Floquăt proĀlăm
(57) 𝑋″ + (𝜆 − 2𝑞𝑠(𝑡))𝑋 = 0, 𝑋(𝑡 + 𝜋/𝑘) = 𝜇𝑋(𝑡), 𝜇 = 𝑒𝑖𝜋/𝑘,
wĆără 𝑞𝑠(𝑡) = ℘(𝑖/𝑠 + 𝑡) ÿnĂ 𝑋𝑠 sÿtćsĄy tĆă normÿlćzÿtćon āonĂćtćon 𝑋𝑠(0) = 1. Moră-
ovăr, wă sĆowăĂ tĆÿt 𝜆0,𝑠 = −℘𝑠(𝑎𝑠), wĆără 𝑎𝑠 ∈ (𝜔, 𝜔′) ćs tĆă (unćquă) solutćon to
ăquÿtćon (53).
Followćną tĆćs ćĂăÿ, wă Āăąćn Āy ăxtănĂćną 𝑞𝑠 smootĆly to 𝑠 = 0.

Lămmÿ 4.16.
(A) TĆă Ąunātćon

𝑞𝑠(𝑡) ≔ { ℘𝑠(𝑡 + 𝑖/𝑠), 𝑠 ≠ 0,
−𝑘2/3, 𝑠 = 0

ĂăpănĂs smootĆly on (𝑠, 𝑡) ∈ [0, 1] × ℝ.
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(B) TĆă āĆÿnąă oĄ pÿrÿmătăr 𝑠 ↦ 𝜀 oĄ ăquÿtćon (56) trÿnsĄorms tĆă ĂăĄormÿtćon 𝑞𝑠
to 𝑞𝜀 wĆćāĆ ćs răÿl ÿnÿlytćā ćn 𝜀 ∈ [0, 𝑒−2𝑘], wćtĆ Tÿylor sărćăs

(58) 𝑞𝜀 = −𝑘23 − 8𝑘2 cos(2𝑘𝑡)𝜀 + 𝑂(𝜀2).
Wă postponă tĆă prooĄ oĄ Lămmÿ 4.16, ÿs wăll ÿs Lămmÿs 4.17–4.19, to tĆă ănĂ oĄ

tĆćs săātćon.

Lămmÿ 4.17. TĆă ăćąănĄunātćons 𝑋𝑠(𝑡), 𝑠 ∈ [0, 1], āorrăsponĂćną to tĆă first ăćąănvÿluă𝜆0,𝑠 oĄ tĆă Floquăt proĀlăm (57), ÿră unćquăly ĂătărmćnăĂ Āy tĆă āonĂćtćon 𝑋𝑠(0) = 1 ÿnĂ
ÿră smootĆ (ÿnÿlytćā) ćn 𝑠 ćĄ tĆă potăntćÿl 𝑞𝑠 ćs smootĆ (ÿnÿlytćā) ćn 𝑠.
Lămmÿ 4.18. For ăvăry 𝑠 ∈ [0, 1] tĆă āurvăs 𝑌𝑠 ÿră sălĄ-BäāklunĂ Ąor 𝑘 − 2 vÿluăs oĄ𝛼𝑠 ∈ (0, 𝜋), sÿtćsĄyćną
(59) 𝜎𝑠(𝑎𝑠 + 𝛼𝑠)𝜎𝑠(𝑎𝑠 − 𝛼𝑠) = 𝑒2𝛼𝑠𝜁𝑠(𝑎𝑠).
All 𝑘 − 2 solutćons 𝛼𝑠 ĂăpănĂ smootĆly on 𝑠 ∈ [0, 1]. For 𝑠 = 0 tĆćs ăquÿtćon răĂuāăs to
ăquÿtćon (19) oĄ TĆăorăm 3, 𝑘 tan(𝛼) = tan(𝑘𝛼).Morăovăr, wćtĆ răspăāt to tĆă pÿrÿmătăr𝜀 oĄ ăquÿtćon (56) tĆă 𝑘 − 2 Ąÿmćlćăs 𝛼𝜀 ÿră ÿnÿlytćā ćn 𝜀 ∈ [0, 𝑒−2𝑘].
Lămmÿ 4.19. 𝑋𝜀 Ćÿs ÿ Tÿylor sărćăs ćn 𝜀,𝑋𝜀(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡 + 𝑋1(𝑡)𝜀 + 𝑂(𝜀2),
wĆără 𝑋1 ćs non-vÿnćsĆćną.
WćtĆ Lămmÿs 4.16–4.19 tĆă prooĄ oĄ tĆă 5 ćtăms oĄ TĆăorăm 8 ćs strÿćąĆtĄorwÿrĂ:

Āy Lămmÿ 4.16, tĆă Hćll opărÿtor oĄ ăquÿtćon (57) ćs smootĆ ćn 𝑠 ∈ [0, 1] ÿnĂ ÿnÿlytćā
ćn 𝜀 ∈ [0, 𝑒−2𝑘]. TĆćs ćmplćăs, Āy Lămmÿ 4.17, tĆÿt 𝑋𝑠 ćs smootĆ ćn 𝑠 ÿnĂ 𝑋𝜀 ćs ÿnÿlytćā
ćn 𝜀, tĆărăĄoră tĆă sÿmă ĆolĂs Ąor 𝑌𝑠 ÿnĂ 𝑌𝜀. TĆćs provăs ćtăms (1) ÿnĂ (4) oĄ TĆăorăm
8. Lămmÿ 4.18 provăs ćtăm (2). Ităm (3) Ąollows Ąrom tĆă wăll-known Ąÿāt tĆÿt 𝜀(𝑠) oĄ
Ąormulÿ (56) ćs “flÿt” ÿt 𝑠 = 0 (ÿll Ăărćvÿtćvăs ăxćst ÿnĂ vÿnćsĆ). Lămmÿ 4.19 ąćvăs ćtăm
(5). !

Corollÿry 4.20. For ăvăry vÿluă oĄ 𝛼 ∈ (0, 𝜋) Ąor wĆćāĆ tĆă unćt āćrālă ÿĂmćts ÿ non-
trćvćÿl ćnfinćtăsćmÿl sălĄ-BäāklunĂ ĂăĄormÿtćon (solutćon oĄ tan(𝑘𝛼) = 𝑘 tan 𝛼 Ąor somă𝑘 ≥ 3) tĆără ćs ÿ ąănućnă ÿnÿlytćā sălĄ-BäāklunĂ ĂăĄormÿtćon răÿlćzćną ćt.
WănowproāăăĂ to tĆă promćsăĂ prooĄs oĄ Lămmÿs 4.16–4.19 ÿppăÿrćną ćn tĆă ÿĀovă

prooĄ oĄ TĆăorăm 8.

4.3.1. ProoĄ oĄ Lămmÿ 4.16. By tĆă Ăăfinćtćon oĄ℘, wă Ćÿvă tĆă Ąollowćną sărćăs răpră-
săntćną 𝑞𝑠 Ąor 𝑠 > 0:𝑞𝑠(𝑡) = ℘𝑠(𝑡 + 𝑖/𝑠) = (𝑡 + 𝑖/𝑠)−2

+ ∑(𝑚,𝑛)≠(0,0) [(𝑡 + 𝜋𝑛𝑘 + 𝑖2𝑚 + 1𝑠 )−2 − (𝜋𝑛𝑘 + 𝑖2𝑚𝑠 )−2] .(60)

Lăt 𝑧 ≔ 𝑡 + 𝑖/𝑠, Ω𝑛𝑚 ≔ 𝜋𝑛/𝑘 + 2𝑚𝑖/𝑠,𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑠 > 0. Wă Ārăÿk tĆă ĂouĀlă sum ćn
tĆă sărćăs (60) ÿs ÿ sum∑𝑚𝑄𝑚, wĆără ăÿāĆ 𝑄𝑚 ćs ÿ sărćăs ćn 𝑛:
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𝑄𝑚 = ⎧⎨⎩
∑𝑛∈ℤ [(𝑧 − Ω𝑛𝑚)−2 − (Ω𝑛𝑚)−2] , 𝑚 ≠ 0,
∑𝑛∈ℤ,𝑛≠0 [(𝑧 − Ω𝑛0)−2 − (Ω𝑛0)−2] , 𝑚 = 0.

Wă Ćÿvă Ąor 𝑄𝑚 tĆă ăxÿāt ăxprăssćons (săă [1], pÿąă 197, TÿĀlă I):

𝑄𝑚 = ⎧⎨⎩
𝑘2[sin−2 (𝑘(𝑧 − 𝑖 2𝑚𝑠 )) − sin−2 (𝑖 2𝑘𝑚𝑠 )], 𝑚 ≠ 0,
𝑘2[ − 13 + sin−2 (𝑘𝑧)], 𝑚 = 0.

SuĀstćtutćną ćnto tĆăsă Ąormulÿs 𝑧 = 𝑡 + 𝑖/𝑠, wă ąăt
𝑄𝑚 = ⎧⎨⎩

𝑘2[sin−2 (𝑘(𝑡 − 𝑖 2𝑚−1𝑠 )) − sin−2 (𝑖 2𝑘𝑚𝑠 )], 𝑚 ≠ 0,
𝑘2 [−13 + sin−2 (𝑘(𝑡 + 𝑖𝑠 ))] , 𝑚 = 0.

TĆus wă Ćÿvă

𝑄𝑚 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑘2 [(sin(𝑘𝑡) cosh(𝑘2𝑚−1𝑠 ) − 𝑖 cos(𝑘𝑡) sinh(𝑘2𝑚−1𝑠 ))−2
−sinh−2( 2𝑘𝑚𝑠 )] , 𝑚 ≠ 0,

𝑘2 [−13 + (sin(𝑘𝑡) cosh(𝑘𝑠 ) + 𝑖 cos(𝑘𝑡) sinh(𝑘𝑠 ))−2] , 𝑚 = 0.
Năxt ćntroĂuāă tĆă āĆÿnąă oĄ pÿrÿmătăr, 𝑠 ↦ 𝜏 = 𝑒−𝑘/𝑠, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏0 = 𝑒−𝑘, ćă 𝜀 = 𝜏2. In
tărms oĄ 𝜏, wă Ćÿvă

𝑄𝑚 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

4𝑘2 [(sin(𝑘𝑡)(𝜏1−2𝑚 + 𝜏2𝑚−1)
− 𝑖 cos(𝑘𝑡)(𝜏1−2𝑚 − 𝜏2𝑚−1))−2

−(𝜏−2𝑚 − 𝜏2𝑚)−2] , 𝜏 > 0,𝑚 ≠ 0,
0, 𝜏 = 0,𝑚 ≠ 0,

𝑄0 = ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘2 [−13 + 4 (sin(𝑘𝑡)(𝜏−1 + 𝜏)+𝑖 cos(𝑘𝑡) (𝜏−1 − 𝜏))−2] , 𝜏 > 0,
−13𝑘2, 𝜏 = 0.

(61)

From Ąormulÿs (61) onă āÿn āonāluĂă tĆă Ąollowćną Ąÿāts:
(1) TĆă sărćăs 𝑞 = ∑𝑚∈ℤ𝑄𝑚

āonvărąăs ÿs 𝜏 → 0, unćĄormly ćn (𝜏, 𝑡) ∈ [0, 𝜏0] × ℝ, to tĆă āonstÿnt Ąunātćon𝑞0 = −13𝑘2. TĆćs Ąollows Ąrom tĆă ăstćmÿtă|𝑄𝑚| ≤ 𝐶(𝜏0)(𝜏4|𝑚|0 + 𝜏|4𝑚−2|0 )
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Ąor somă āonstÿnt 𝐶(𝜏0) > 0. Sćnāă 𝜏0 = 𝑒−𝑘 < 1 tĆćs ćmplćăs unćĄorm āonvăr-
ąănāă ćn [0, 𝜏0] × ℝ.

(2) Evăry tărm 𝑄𝑚 ćn ăquÿtćon (61) ćs ÿnÿlytćā ćn 𝜏 ÿt 𝜏 = 0 wćtĆ rÿĂćus oĄ āon-
vărąănāă 𝑅𝑚 = 1 > 𝜏0. To săă tĆćs, onă răprăsănts ăÿāĆ tărm ćn tĆă squÿră
Ārÿākăts oĄ (61) ÿs ÿ rÿtćonÿl Ąunātćon oĄ 𝜏 ÿnĂ finĂs tĆÿt ćts polăs ÿll lćă on tĆă
unćt āćrālă ćn tĆă āomplăx 𝜏 plÿnă. Hănāă 𝑅𝑚 = 1.

(3) It Ąollows Ąrom ćtăms (1) ÿnĂ (2), Āy Wăćărstrÿss tĆăorăm, tĆÿt tĆă sum oĄ tĆă
sărćăs∑𝑄𝑚, wĆćāĆ ăquÿls ăxÿātly 𝑞𝜏(𝑡), ćs ÿnÿlytćā ćn 𝜏 ∈ [0, 𝜏0].

(4) EÿāĆ 𝑄𝑚 ćn ăquÿtćon (61) ćs ālăÿrly ăvăn ćn 𝜏, Ćănāă so ćs 𝑞. TĆus, wćtĆ tĆă
āĆÿnąă oĄ vÿrćÿĀlă 𝜀 = 𝜏2, 𝑞𝜀 Āăāomăs ÿnÿlytćā ćn 𝜀.

(5) TĆă Ąollowćną 1st orĂăr Tÿylor ăxpÿnsćons ÿt 𝜏 = 0 ĆolĂ:
(62) 𝑄0 = −𝑘23 − 4𝑘2𝑒2𝑖𝑘𝑡𝜏2 + . . . , 𝑄1 = −4𝑘2𝑒−2𝑖𝑘𝑡𝜏2 + . . . ,

ÿnĂ 𝑄𝑚 ćs oĄ orĂăr 𝜏4𝑚−2 Ąor𝑚 > 0, wĆćāĆ ćmplćăs ăquÿtćon (58).
4.3.2. ProoĄ oĄ Lămmÿ 4.17. Notćāă tĆÿt, Ąor ÿ ąćvăn părćoĂćā potăntćÿl 𝑞(𝑡), tĆă proĀlăm
(57) oĄ Floquăt ăćąănvÿluăs Ćÿs tĆă Ąollowćną propărtćăs (săă [22, pÿąă 32]):

(1) TĆă ăćąănvÿluăs 𝜆𝑚(𝜇) ÿră solutćons oĄ tĆă ăquÿtćon
(63) Δ(𝜆) = 2 cos(𝜋𝑘 ) .

Hără ÿnĂ Āălow, Δ(𝜆) = tr𝑀(𝜆) ćs tĆă trÿāă oĄ tĆă monoĂromy mÿtrćx oĄ ăquÿ-
tćon (57). It ćs ĂăfinăĂ ÿs Ąollows. Fćx ÿ Āÿsćs oĄ solutćons {𝑦1(𝜆, 𝑡), 𝑦2(𝜆, 𝑡)} oĄ
tĆă săāonĂ orĂăr Ăćffărăntćÿl ăquÿtćon𝑋″ + (𝜆 − 2𝑞(𝑡))𝑋 = 0,
suāĆ tĆÿt 𝑦1(𝜆, 0) = 𝑦′2(𝜆, 0) = 1, 𝑦′1(𝜆, 0) = 𝑦2(𝜆, 0) = 0.
TĆăn tĆă monoĂromy mÿtrćx ćs

𝑀(𝑡, 𝜆) = (𝑚11 𝑚12𝑚21 𝑚22) = (𝑦1(2𝜔, 𝜆) 𝑦2(2𝜔, 𝜆)𝑦′1(2𝜔, 𝜆) 𝑦′2(2𝜔, 𝜆)) , det(𝑀) = 1.
(2) TĆă ąrÿpĆ oĄ tĆă Ąunātćon Δ(𝜆) (săă Fćąură 14) ćs suāĆ tĆÿt ÿll tĆă solutćons oĄ

ăquÿtćon (63) ÿră trÿnsvărsÿl. Hănāă ÿll ăćąănvÿluăs 𝜆𝑚,𝑠(𝜇) oĄ ăquÿtćon (57),
ÿnĂ, ćn pÿrtćāulÿr, 𝜆0,𝑠(𝜇), ĂăpănĂ smootĆly on tĆă pÿrÿmătăr 𝑠.

(3) All Floquăt ăćąănvÿluăs 𝜆0,𝑠(𝜇) oĄ ăquÿtćon (57) Ćÿvă multćplćāćty 1, Āăāÿusă ćĄ𝑋 ćs ÿn ăćąănĄunātćon Ąor somă non-răÿl Floquăt ăxponănt 𝜇, tĆăn 𝑋 ćs not.
In our sćtuÿtćon, wă Ćÿvă ÿ smootĆ Ąÿmćly oĄ potăntćÿls 𝑞𝑠(𝑡). So wă Ćÿvă tĆă stÿnĂÿrĂ
Āÿsćs {𝑦1(𝜆, 𝑠, 𝑡), 𝑦2(𝜆, 𝑠, 𝑡)}, wĆără𝑦1(𝜆, 𝑠, 0) = 𝑦′2(𝜆, 𝑠, 0) = 1, 𝑦′1(𝜆, 𝑠, 0) = 𝑦2(𝜆, 𝑠, 0) = 0,
ÿnĂ tĆă monoĂromy mÿtrćx 𝑀(𝜆, 𝑠) wĆćāĆ ćs smootĆ ćn 𝜆, 𝑠. Wă āÿn wrćtă tĆă ăćąăn-
Ąunātćon āorrăsponĂćną to 𝜆𝑚,𝑠(𝜇) ćn tĆă Ąorm𝑋 = 𝐴𝑦1 + 𝐵𝑦2,
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Ąor somă āomplăx 𝐴, 𝐵. TĆăn tĆă Floquăt ĀounĂÿry āonĂćtćons ćn tărms oĄ 𝐴, 𝐵 răÿĂs
(64) (𝑀(𝜆, 𝑠) − 𝜇𝐼𝑑) ⋅ (𝐴𝐵) = 0.
Morăovăr, ćt Ąollows Ąrom propărtćăs (2) ÿnĂ (3) ÿĀovă tĆÿt, Ąor 𝜆 = 𝜆𝑚,𝑠, tĆă mÿtrćx(𝑀 − 𝜇𝐼𝑑) Ćÿs rÿnk 1 ÿnĂ tĆÿt 𝑀(𝜆𝑚,𝑠, 𝑠) ĂăpănĂs smootĆly on 𝑠. TĆă normÿlćzÿtćon𝑋(0) = 1 ćmplćăs tĆÿt 𝐴 = 1 ÿnĂ Ćănāă 𝐵 āÿn Āă ĄounĂ unćquăly Ąrom (64),𝐵 = −(𝑚11 − 𝜇)/𝑚12.

It ćs ćmportÿnt tĆÿt tĆă Ăănomćnÿtor𝑚12 ćn tĆćs Ąormulÿ āÿnnot vÿnćsĆ, Āăāÿusă otĆăr-
wćsă tĆă mÿtrćx𝑀 woulĂ Āă trćÿnąulÿr Ćÿvćną răÿl ăćąănvÿluăs, wĆćāĆ ćs not tĆă āÿsă,
sćnāă 𝜇 ćs not răÿl. TĆus wă āonāluĂă tĆÿt tĆă solutćon (𝐴𝐵) oĄ ăquÿtćon (64) ćs smootĆ
ćn 𝑠 ∈ [0, 1]. An ÿnÿloąous prooĄ ÿpplćăs wĆăn tĆă potăntćÿl 𝑞𝜀 ĂăpănĂs ÿnÿlytćāÿlly
on 𝜀 ∈ [0, 𝑒−2𝑘]. TĆćs āomplătăs tĆă prooĄ oĄ our Lămmÿ.
4.3.3. ProoĄ oĄ Lămmÿ 4.18. TĆă Ąunātćons ℘𝑠, 𝜎𝑠, 𝜁𝑠 ĂăpănĂ ÿnÿlytćāÿlly on 𝑠 ∈ (0, 1]
ÿnĂ āÿn Āă sĆown to āonvărąă, ÿs 𝑠 → 0, to tĆă lćmćtćną Ąunātćons (săă [1, pÿąă 201])

℘0(𝑧) = −𝑘23 + 𝑘2sin−2(𝑘𝑧), 𝜁0(𝑧) = 𝑘23 𝑧 + 𝑘 cot(𝑘𝑧),
𝜎0(𝑧) = 1𝑘𝑒𝑘2𝑧2/6 sin(𝑘𝑧).(65)

Usćną tĆă ÿĀovă Ąormulÿ Ąor 𝜁0, wă āompută tĆÿt ăquÿtćon (53) Ąor 𝑠 = 0 ćs ăqućvÿlănt
to

(66) 𝑎 = 𝜋2𝑘 + 𝑖𝑏, tanh(𝜋𝑏2 ) = 1𝑘 .
ConsćĂăr ăquÿtćon (59) on 𝛼 Ąor 𝑠 = 0 :𝜎0(𝑎 + 𝛼)𝜎0(𝑎 − 𝛼) = 𝑒2𝛼𝜁0(𝑎),

wĆără 𝑎 ćs tĆă solutćon oĄ ăquÿtćon (53) Ąor 𝑠 = 0. Săt
𝐹(𝛼) ≔ 𝜎0(𝑎 + 𝛼)𝜎0(𝑎 − 𝛼)𝑒−2𝛼𝜁0(𝑎).

Usćną tĆă ăxplćāćt Ąormulÿs (65)-(66), wă Ćÿvă:

𝐹(𝛼) = sin(𝑘(𝑎 + 𝛼))sin(𝑘(𝑎 − 𝛼))𝑒𝑖2𝛼 = 1 − 𝑖 1𝑘 tan(𝑘𝛼)1 + 𝑖 1𝑘 tan(𝑘𝛼)𝑒𝑖2𝛼.
TĆćs ćmmăĂćÿtăly ćmplćăs tĆÿt tĆă ăquÿtćon 𝐹 = 1 ćs ăqućvÿlănt to tĆă Ąÿmćlćÿr ăquÿtćon
(19): 𝑘 tan(𝛼) = tan(𝑘𝛼).
TĆćs măÿns tĆÿt, Ąor 𝑠 = 0, ăquÿtćon (59) Ćÿs prăāćsăly 𝑘 − 2 solutćons Ąor 𝛼 ∈ (0, 𝜋).
Morăovăr, Ăćffărăntćÿtćną 𝐹 ÿt ÿ poćnt 𝛼 wĆără 𝐹(𝛼) = 1 wă Ćÿvă:

𝐹′(𝛼) = 2𝑖 (1 − 𝑘2) tan2 𝑘𝛼𝑘2 + tan2 𝑘𝛼 ≠ 0.
Applyćną tĆă ćmplćāćt Ąunātćon tĆăorăm, wă āonāluĂă tĆÿt ÿll 𝑘−2 solutćons oĄ ăquÿtćon
(59) āÿn Āă smootĆly ăxtănĂăĂ Ąrom 𝑠 = 0 to 𝑠 > 0. TĆćs, toąătĆăr wćtĆ TĆăorăm 7 ÿnĂ
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Corollÿry 4.14, ćmplćăs tĆă ăxćstănāă oĄ 𝑘 − 2 solutćons Ąor ăvăry 𝑠 ∈ [0, 1], smootĆly
ĂăpănĂćną on 𝑠. An ÿnÿloąous prooĄ ÿpplćăs Ąor ÿnÿlytćā ĂăpănĂănāă on 𝜀 ∈ [0, 𝑒−2𝑘].
4.3.4. ProoĄ oĄ Lămmÿ 4.19. Wă āÿlāulÿtă moĂ 𝜀2. Usă tĆă Tÿylor ăxpÿnsćon (58),

𝑞𝜀 = −𝑘23 − 8𝑘2 cos(2𝑘𝑡)𝜀 + . . . ,
ÿnĂ lăt𝑋𝜀 = 𝑒𝑖𝑡+𝑋1𝜀+. . . , 𝜆0,𝜀 = 𝜆0+𝜆1𝜀+. . .. SuĀstćtută tĆăsă ćnto𝑋″+(𝜆−2𝑞)𝑋 = 0
ÿnĂ solvă Ąor suāāăssćvă powărs oĄ 𝜀. TĆă 𝜀0 tărm ąćvăs𝜆0 = 1 − 2𝑘2/3
ÿnĂ tĆă 𝜀1 tărm ąćvăs𝑋″1 + 𝑋1 + 8𝑘2 (𝑒𝑖(1+2𝑘)𝑡 + 𝑒𝑖(1−2𝑘)𝑡) + 𝜆1𝑒𝑖𝑡 = 0.
TĆă ąănărÿl solutćon ćs

𝑋1 = 𝐴+𝑒𝑖(1+2𝑘)𝑡 + 𝐴−𝑒𝑖(1−2𝑘)𝑡 + 𝐵+𝑒𝑖𝑡 + 𝐵−𝑒−𝑖𝑡 + 𝜆12𝑖 𝑡𝑒𝑖𝑡,
wĆără 𝐴± = 2𝑘/(𝑘 ± 1) ≠ 0 ÿnĂ 𝐵± ∈ ℂ ÿră ÿrĀćtrÿry. Sćnāă 𝑋1 ćs părćoĂćā wă must
Ćÿvă 𝜆1 = 0 ÿnĂ wĆÿt rămÿćns ćs non-vÿnćsĆćną.

5. Self-Bäcklund polygons
5.1. Căntroÿffină Āuttărflćăs, BćÿnāĆć părmutÿĀćlćty. TĆă āăntrÿl projăātćon ℝ2 ⧵{0} → ℝℙ1 tÿkăs ÿ āăntroÿffină āurvă to ÿ āurvă ćn tĆă projăātćvă lćnă. Convărsăly, ÿ
projăātćvă āurvă ÿĂmćts ÿ unćquă lćĄt to ÿ āăntroÿffină āurvă. BćÿnāĆć părmutÿĀćlćty Ąor𝑐-rălÿtćon wÿs ăstÿĀlćsĆăĂ Ąor projăātćvă āurvăs, ćn [44]. Hără wă Ăo ćt Ąor āăntroÿffină
āurvăs.
Lăt us sÿy tĆÿt ÿ quÿĂrćlÿtărÿl 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 Ąorms ÿ āăntroÿffină Āuttărfly ćĄ

(67) [𝑃1, 𝑃2] = [𝑃4, 𝑃3] ÿnĂ [𝑃2, 𝑃3] = [𝑃1, 𝑃4].
Notă tĆÿt ÿ āăntroÿffină Āuttărfly ćs not năāăssÿrćly ÿ āăntroÿffină polyąon.

Lămmÿ 5.1. A ąănărćā quÿĂrćlÿtărÿl 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 ćs ÿ āăntroÿffină Āuttărfly ćĄ ÿnĂ only ćĄ
ÿny oĄ tĆă Ąollowćną ăqućvÿlănt āonĂćtćons ÿră sÿtćsfiăĂ:

(1) TĆără ćs ÿ lćnăÿr ćnvolutćon I ∈ GL2(ℝ) ćntărāĆÿnąćną 𝑃1𝑃2 ÿnĂ 𝑃3𝑃4. TĆÿt ćs,I(𝑃1) = 𝑃3, I(𝑃2) = 𝑃4, I(𝑃3) = 𝑃1, I(𝑃4) = 𝑃2.
(2) TĆă lćnă săąmănts 𝑃1𝑃3, 𝑃2𝑃4 ÿră pÿrÿllăl ÿnĂ tĆăćr mćĂpoćnts ÿră āollćnăÿr. Săă

Fćąură 17.
(3) 𝑃𝑎𝑃𝑏𝑃𝑐𝑃𝑑 ćs ÿ āăntroÿffină Āuttărfly, wĆără 𝑎𝑏𝑐𝑑 ćs ÿny oĄ tĆă 8 părmutÿtćons oĄ1234 ąănărÿtăĂ Āy (1234), (24), (12)(34).

ProoĄ. (1) By ÿpplyćną ÿ lćnăÿr trÿnsĄormÿtćon, wă āÿn ÿssumă tĆÿt 𝑃1 = (1, 0), 𝑃3 =(0, 1). Lăt 𝑃3 = (𝑐, 𝑑). TĆăn ăquÿtćon (67) ćmplćăs 𝑃4 = (𝑑, 𝑐). TĆus I ∶ (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑦, 𝑥) ćs
tĆă răqućrăĂ symmătry.
(2) Notă tĆÿt tĆă sÿćĂ săąmănts ÿră pÿrÿllăl ÿnĂ tĆăćr mćĂpoćnts ÿră āollćnăÿr ćĄ ÿnĂ
only ćĄ [𝑃1 ± 𝑃3, 𝑃2 ± 𝑃4] = 0 (‘−’ Ąor tĆă 1st stÿtămănt, ‘+’ Ąor tĆă 2nĂ). By ăxpÿnĂćną
tĆăsă ăxprăssćons wă săă tĆÿt tĆăy ÿră ăqućvÿlănt to [𝑃1, 𝑃2] = [𝑃4, 𝑃3], [𝑃2, 𝑃3] = [𝑃1, 𝑃4].
(3) TĆćs ćs ÿ sćmplă vărćfiāÿtćon (omćttăĂ).

!
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Figure 17. A āăntroÿffină Āuttărfly

It Ąollows Ąrom Lămmÿ 5.1 tĆÿt, ąćvăn ÿ ąănărćā trćplă oĄ poćnts 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, tĆără ćs
ÿ unćquă ĄourtĆ poćnt 𝑃4 suāĆ tĆÿt 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 Ąorm ÿ āăntroÿffină Āuttărfly. Nÿmăly, Āy
propărty (1), 𝑃4 = I𝑃2 wĆără I ćs ĂăfinăĂ Āy I𝑃1 = 𝑃3, I𝑃3 = 𝑃1. Moră ąăomătrćāÿlly, Āy
propărty (2), onă āonstruāts tĆă lćnă ℓ tĆrouąĆ 𝑃2 ÿnĂ pÿrÿllăl to 𝑃1𝑃3, ćntărsăāts ℓ wćtĆ
tĆă lćnă tĆrouąĆ tĆă orćąćn 𝑂 ÿnĂ tĆă mćĂpoćnt oĄ 𝑃1𝑃3, tĆăn finĂs tĆă unćquă poćnt 𝑃4
on ℓ suāĆ tĆÿt tĆćs ćntărsăātćon poćnt ćs tĆă mćĂpoćnt oĄ 𝑃2𝑃4.
TĆăorăm 9 (BćÿnāĆć părmutÿĀćlćty). ConsćĂăr tĆrăă āăntroÿffină āurvăs 𝛾, 𝛿, ÿnĂ Γ suāĆ
tĆÿt Γ ÿnĂ 𝛿 ÿră 𝑏- ÿnĂ 𝑐-rălÿtăĂ to 𝛾 (răspăātćvăly). TĆăn tĆără ăxćsts ÿ ĄourtĆ āăntroÿffină
āurvă Δ tĆÿt ćs 𝑏-rălÿtăĂ to 𝛿 ÿnĂ 𝑐-rălÿtăĂ to Γ. In Ąÿāt, Δ(𝑡) ćs tĆă unćquă poćnt suāĆ tĆÿt𝛿(𝑡)𝛾(𝑡)Γ(𝑡)Δ(𝑡) Ąorm ÿ āăntroÿffină Āuttărfly.

ProoĄ. TĆă ćĂăÿ oĄ tĆă prooĄ ćs tĆÿt ćĄ 𝛾(𝑡), 𝛿(𝑡) ÿnĂ Γ(𝑡) ÿră āonsćĂărăĂ ÿs tĆrăă vărtćāăs
oĄ tćmă-ăvolvćną āăntroÿffină Āuttărfly, tĆăn Δ(𝑡) ćs ćts ĄourtĆ vărtăx.
Spăāćfiāÿlly, wă Ćÿvă [𝛾, 𝛿] = [Γ, Δ] = 𝑐, [𝛾, Γ] = [𝛿, Δ] = 𝑏,

ÿnĂ năăĂ to āĆăāk tĆÿt Δ(𝑡) ćs ÿ āăntroÿffină āurvă, tĆÿt ćs, [Δ, Δ′] = 1.
Usćną tĆă ÿĀovă rălÿtćons, onă āÿn wrćtă Δ ÿs ÿ lćnăÿr āomĀćnÿtćon oĄ 𝛿 ÿnĂ Γ,

Δ = [𝛾, 𝛿][Γ, 𝛿]𝛿 − [𝛾, Γ][Γ, 𝛿]Γ = 𝑐𝛿 − 𝑏Γ[Γ, 𝛿] .
TĆăn [Δ, Δ′] = [𝑐𝛿 − 𝑏Γ, 𝑐𝛿′ − 𝑏Γ′][Γ, 𝛿]2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑏𝑐([𝛿, Γ′] + [Γ, 𝛿′])[Γ, 𝛿]2 .
TĆus wă wÿnt to sĆow tĆÿt
(68) 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑏𝑐([𝛿, Γ′] + [Γ, 𝛿′]) = [Γ, 𝛿]2.
Wă Ćÿvă 𝛿 = 𝑓𝛾 + 𝑐𝛾′, Γ = 𝑔𝛾 + 𝑏𝛾′,

Ćănāă 𝛿′ = (𝑓′ + 𝑐𝑝)𝛾 + 𝑓𝛾′, Γ′ = (𝑔′ + 𝑏𝑝)𝛾 + 𝑔𝛾′.
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It Ąollows tĆÿt[Γ, 𝛿] = 𝑐𝑔 − 𝑏𝑓, [𝛿, Γ′] = 𝑓𝑔 − 𝑐𝑔′ − 𝑏𝑐𝑝, [Γ, 𝛿′] = 𝑓𝑔 − 𝑏𝑓′ − 𝑏𝑐𝑝.
In ÿĂĂćtćon, onă Ćÿs Āy ăquÿtćon (3):𝑐𝑓′ = 𝑓2 − 𝑐2𝑝 − 1, 𝑏𝑔′ = 𝑔2 − 𝑏2𝑝 − 1.
SuĀstćtută tĆăsă Ąormulÿs ćnto ăquÿtćon (68) to oĀtÿćn ÿ truă ćĂăntćty. !
5.2. RćąćĂćty răsults ÿnĂflăxćĀlă ăxÿmplăs oĄ sălĄ-BäāklunĂpolyąons. BäāklunĂ
trÿnsĄormÿtćon āÿn Āă ĂăfinăĂ on āăntroÿffină polyąons. Sćmćlÿrly to ćts āontćnuous
vărsćon, ćt ćs ÿ āomplătăly ćntăąrÿĀlă Ăynÿmćāÿl systăm. Wă răĄăr to [2] Ąor ÿ ĂătÿćlăĂ
stuĂy; săă ÿlso [33].
For tĆă purposă oĄ tĆćs pÿpăr, wă răāÿll, Ąrom Săātćon 1, tĆÿt ÿn orćąćn-symmătrćā2𝑛-ąon 𝐏 ćn ℝ2 wćtĆ vărtćāăs 𝑃𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛, ćs āÿllăĂ ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon ćĄ[𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1] = 1, [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘] = 𝑐

Ąor ÿll 𝑖 ÿnĂ 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛−2. SuāĆ polyąons ÿră ÿātăĂ upon Āy SL2(ℝ). Sćnāă 𝑃𝑖+𝑛 = −𝑃𝑖,
wă āÿn ÿssumă, wćtĆout loss oĄ ąănărÿlćty, tĆÿt 𝑘 ≤ 𝑛/2.
A răąulÿr 2𝑛-ąon ćs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon Ąor ÿll 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛/2. Wă āÿll tĆăsă sălĄ-

BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons ÿnĂ tĆăćr SL2(ℝ) ćmÿąăs trćvćÿl. TĆă proĀlăm ćs to finĂ non-trćvćÿl
sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons.
TĆă năxt răsult ćs ÿnÿloąous to TĆăorăm 9 oĄ [41].

TĆăorăm 10. In tĆă Ąollowćną āÿsăs ăvăry sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon ćs trćvćÿl:
(1) 𝑛 ćs ÿrĀćtrÿry, 𝑘 = 2;
(2) 𝑛 ćs oĂĂ, 𝑘 = 3;
(3) 𝑘 ćs ÿrĀćtrÿry, 𝑛 = 2𝑘 + 1.
(4) 𝑛 = 3𝑘.

On tĆă otĆăr ĆÿnĂ, tĆără ăxćst non-trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons ćn tĆă Ąollowćną āÿsăs:
(1) 𝑛 ćs ăvăn ÿnĂ 𝑘 ćs oĂĂ;
(2) 𝑛 = 2𝑘.

ProoĄ. EÿāĆ năxt vărtăx ćs ÿ lćnăÿr āomĀćnÿtćon oĄ tĆă prăāăĂćną two: 𝑃𝑖+2 = 𝑎𝑖𝑃𝑖+1−𝑃𝑖.
Lăt 𝑘 = 2. TĆăn [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+2] = 𝑐, Ćănāă 𝑎𝑖 = 𝑐 Ąor ÿll 𝑖. Lăt 𝐴 Āă tĆă lćnăÿr mÿp ĂăfinăĂ

Āy 𝐴(𝑃1) = 𝑃2, 𝐴(𝑃2) = 𝑃3.
Wă ālÿćm tĆÿt 𝐴 ćs ÿrăÿ prăsărvćną ÿnĂ 𝐴(𝑃𝑖) = 𝑃𝑖+1 Ąor ÿll 𝑖. TĆćs woulĂ ćmply tĆÿt tĆă
polyąon 𝐏 ćs āăntroÿffină răąulÿr, tĆÿt ćs, trćvćÿl.
TĆÿt 𝐴 ćs ÿrăÿ prăsărvćną Ąollows Ąrom [𝑃1, 𝑃2] = [𝑃2, 𝑃3]. Năxt,𝑃3 = −𝑃1 + 𝑐𝑃2, Ćănāă 𝐴(𝑃3) = −𝑃2 + 𝑐𝑃3 = 𝑃4.

Răpăÿtćną tĆćs ÿrąumănt, wă oĀtÿćn 𝐴(𝑃𝑖) = 𝑃𝑖+1 Ąor ÿll 𝑖.
Now lăt 𝑛 Āă oĂĂ ÿnĂ 𝑘 = 3. ConsćĂăr Ąour āonsăāutćvă vărtćāăs oĄ 𝐏; tĆăy sÿtćsĄy tĆă

Ptolămy-Plüākăr rălÿtćon[𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1][𝑃𝑖+2, 𝑃𝑖+3] + [𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+2][𝑃𝑖, 𝑃𝑖+3] = [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+2][𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+3].
TĆărăĄoră 1 + 𝑐 = [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+2][𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+3].
It Ąollows tĆÿt [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+2] = [𝑃𝑖+2, 𝑃𝑖+4] Ąor ÿll 𝑖.
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Răāÿll tĆÿt 𝑛 ćs oĂĂ ÿnĂ tĆÿt 𝑃𝑖+𝑛 = −𝑃𝑖 Ąor ÿll 𝑖. TĆćs ćmplćăs tĆÿt[𝑃𝑖, 𝑃𝑖+2] = [𝑃𝑛+𝑖, 𝑃𝑛+𝑖+2] = [𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+3],
ÿnĂ Ćănāă [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+2] Ćÿs tĆă sÿmă vÿluă Ąor ÿll 𝑖. TĆus 𝐏 ćs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 2)-ąon,
tĆă ÿlrăÿĂy āonsćĂărăĂ āÿsă.
Năxt, lăt 𝑛 = 2𝑘 + 1. Fćrst wă notćāă tĆÿt [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘+1] = 𝑐. InĂăăĂ,[𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘] = [𝑃𝑖+𝑘+1, 𝑃𝑖+𝑛] = [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘+1].

Now āonsćĂăr tĆă quÿĂruplă oĄ vărtćāăs 𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+𝑘, 𝑃𝑖+𝑘+1. TĆă Ptolămy-Plüākăr ră-
lÿtćon ćmplćăs tĆÿt

[𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+𝑘] = 𝑐2 − 1𝑐
Ąor ÿll 𝑖. TĆÿt ćs, [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘−1] ćs ćnĂăpănĂănt oĄ 𝑖.
Contćnućną ćn tĆă sÿmă wÿy, wă răĂuāă 𝑘 untćl wă ąăt to tĆă āÿsă 𝑘 = 2, āonsćĂărăĂ

ÿĀovă, ÿnĂ wă āonāluĂă tĆÿt 𝐏 ćs āăntroÿffină răąulÿr.
Now lăt 𝑛 = 3𝑘. Lăt us sāÿlă tĆă polyąon so tĆÿt [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘] = √3/2 Ąor ÿll 𝑖 (ÿs Ąor ÿ

răąulÿr 6𝑘-ąon ćnsārćĀăĂ ćn ÿ unćt āćrālă). TĆăn [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1] = 𝑡, ÿ āonstÿnt.
EÿāĆ Ćăxÿąon 𝐏𝑖 ≔ (𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘, 𝑃𝑖+2𝑘, 𝑃𝑖+3𝑘, 𝑃𝑖+4𝑘, 𝑃𝑖+5𝑘) ćs ÿffină-răąulÿr, ÿnĂ tĆăy

ÿră ÿll ăqućvÿlănt unĂăr SL2(ℝ). Hănāă wă ÿssumă, wćtĆout loss oĄ ąănărÿlćty, tĆÿt
tĆă vărtćāăs oĄ 𝐏0 ÿră tĆă sćxtĆ roots oĄ unćty. Lăt 𝐴 ∈ SL2(ℝ) tÿkă 𝐏0 to 𝐏1. A qućāk
āÿlāulÿtćon, usćną tĆă ăquÿtćons[𝑃0, 𝑃1] = [𝑃𝑘, 𝑃𝑘+1] = [𝑃2𝑘, 𝑃2𝑘+1] = [𝑃3𝑘, 𝑃3𝑘+1] = [𝑃4𝑘, 𝑃4𝑘+1] = [𝑃5𝑘, 𝑃5𝑘+1] = 𝑡,
răvăÿls tĆÿt 𝐴 ćs ÿ rotÿtćon

𝐴 = [cos 𝛼 − sin 𝛼sin 𝛼 cos 𝛼 ] , 𝑡 = sin 𝛼.
TĆă sÿmă ÿrąumănt, ÿpplćăĂ to tĆă lćnăÿr mÿp tĆÿt tÿkăs 𝐏1 to 𝐏2, sĆows tĆÿt tĆćs

mÿp ćs tĆă sÿmă rotÿtćon, 𝐴. AnĂ so on, sĆowćną tĆÿt tĆă polyąon ćs răąulÿr.
Lăt us āonstruāt non-trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons Ąor ăvăn 𝑛 ÿnĂ oĂĂ 𝑘. Stÿrt

wćtĆ ÿ răąulÿr 2𝑛-ąon, ÿnĂ āonsćĂăr tĆă mćĂpoćnts oĄ ćts sćĂăs. TĆăsă poćnts ÿră tĆă
vărtćāăs oĄ ÿnotĆăr răąulÿr 2𝑛-ąon. Dćlÿtă tĆă lÿttăr 2𝑛-ąon wćtĆ tĆă āăntăr oĄ Ăćlÿtćon
ÿt ćts āăntăr. Wă oĀtÿćn ÿ āăntrÿlly symmătrćā 4𝑛-ąon Ćÿvćną ÿ ĂćĆăĂrÿl symmătry,
ÿnĂ tĆćs symmătry ćmplćăs [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘] = [𝑃𝑖+1, 𝑃𝑖+𝑘+1]. Săă Fćąură 18 on tĆă lăĄt. (TĆă
projăātćon oĄ tĆćs polyąon to ℝℙ1 ćs ÿ răąulÿr 𝑛-ąon tĆărăćn.)
TĆă āonstruātćon oĄ ÿ non-trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ (2𝑘 + 4, 𝑘 + 2)-ąon ćs prăsăntăĂ ćn

Fćąură 18 on tĆă rćąĆt (wĆără 𝑘 = 2).1 TĆćs polyąon Ćÿs two ÿxăs oĄ symmătry. In tĆă
ąănărÿl āÿsă, onă Ćÿs poćnts (𝑎, 1), (𝑎 + 1, 1), . . . , (𝑎 + 𝑘, 1) on ÿ Ćorćzontÿl lćnă wćtĆ

𝑎 = √𝑘2 + 8 − 𝑘4 , 𝑐 = √𝑘2 + 8 + 𝑘2 .
Onă āĆăāks tĆÿt [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+1] = 1 ÿnĂ [𝑃𝑖, 𝑃𝑖+𝑘+2] = 𝑐 Ąor ÿll 𝑖. !

1Wă ÿră ąrÿtăĄul to MćāĆÿăl Cuntz Ąor suąąăstćną tĆćs āonstruātćon.
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Figure 18. LăĄt: ÿ sălĄ-BäāklunĂ (8, 3)-ąon. RćąĆt: ÿ sălĄ-BäāklunĂ(8, 4)-ąon.
5.3. Infinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons oĄ răąulÿr polyąons. Hără wă āonsćĂăr tĆă lćn-
ăÿrćzăĂ proĀlăm, tĆÿt ćs, ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons oĄ răąulÿr polyąons ÿs
sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons; tĆćs ćs ÿ Ăćsārătă ÿnÿloą oĄ tĆă mÿtărćÿl ćn Săātćon 3.1.
Cÿll ÿ răąulÿr polyąon ćnfinćtăsćmÿlly rćąćĂ ÿs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon ćĄ ăÿāĆ oĄ ćts

ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćons ćn tĆă ālÿss oĄ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons ćs ćnĂuāăĂ Āy tĆă
ÿātćon oĄ 𝔰𝔩(2, ℝ).
TĆăorăm 11. A răąulÿr 2𝑛-ąon ćs ćnfinćtăsćmÿlly rćąćĂ ÿs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon un-
lăss onă oĄ tĆă Ąollowćną ĆolĂs:

(1) 𝑛 ćs ăvăn ÿnĂ 𝑘 ćs oĂĂ;
(2) 𝑛 = 2𝑘 wćtĆ ăvăn 𝑘 > 2;
(3) tĆără ăxćsts ÿn ćntăąăr 𝑗 wćtĆ 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2 suāĆ tĆÿt 𝑛 = 2(𝑘 + 𝑗) ÿnĂ 𝑛 ĂćvćĂăs(𝑘 − 1)(𝑗 − 1).

Corollÿry 5.2. A răąulÿr 2𝑛-ąon ćs ćnfinćtăsćmÿlly rćąćĂ ÿs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon ćĄ𝑛 ćs oĂĂ, or ćĄ ĀotĆ 𝑛 ÿnĂ 𝑘 ÿră ăvăn, 𝑘 < 𝑛/2, ÿnĂ ąāĂ (𝑛, 𝑘) > 2.
ProoĄ. TĆă first stÿtămănt oĄ tĆă āorollÿry Ąollows ćmmăĂćÿtăly Ąrom TĆăorăm 11.
For tĆă săāonĂ stÿtămănt, ÿssumă tĆÿt ÿ non-trćvćÿl ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon ăxćsts.

Wă ālÿćm tĆÿt 𝑘 ÿnĂ 𝑗 ÿră āoprćmă. InĂăăĂ, ćĄ (𝑗, 𝑘) = 𝑝, tĆăn 𝑛 = 2(𝑗 + 𝑘) ≡ 0moĂ 𝑝,
Āut (𝑗 − 1)(𝑘 − 1) ≡ 1moĂ 𝑝. TĆćs āontrÿĂćāts tĆă Ąÿāt tĆÿt 𝑛 ĂćvćĂăs (𝑗 − 1)(𝑘 − 1). It
Ąollows tĆÿt (𝑛, 𝑘) = (2(𝑗 + 𝑘), 𝑘) = 2(𝑗, 𝑘) = 2,
provćną tĆă săāonĂ stÿtămănt. !

Now wă provă TĆăorăm 11.

ProoĄ. Lăt 𝑃𝑗 = (cos(𝜋𝑗𝑛 ) , sin(𝜋𝑗𝑛 )) , 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛,
Āă tĆă vărtćāăs oĄ ÿ răąulÿr 2𝑛-ąon. Wă Ćÿvă

[𝑃𝑗, 𝑃𝑗+1] = sin(𝜋𝑛 ) = 𝑎, [𝑃𝑗, 𝑃𝑗+𝑘] = sin(𝜋𝑘𝑛 ) = 𝑏.



SELF-BÄCKLUND CURVES AND LAMÉ’S EQUATION 277

(Onă āÿn răsāÿlă to Ćÿvă 𝑎 = 1, Āut ćt ćs not răÿlly năăĂăĂ Ąor tĆă ÿrąumănt.)
Wă ÿlso Ćÿvă tĆă răspăātćvă săāonĂ-orĂăr lćnăÿr răāurrănāă

(69) 𝑃𝑗+1 = 2 cos(𝜋𝑛 ) 𝑃𝑗 − 𝑃𝑗−1.
ConsćĂăr ÿn ćnfinćtăsćmÿl ĂăĄormÿtćon 𝑃𝑗 + 𝜀𝑉 𝑗 , wĆără 𝑉 𝑗 ćs ÿn 𝑛-ÿntć-părćoĂćā să-

quănāă oĄ văātors, tĆÿt ćs, 𝑉 𝑗+𝑛 = −𝑉𝑗 Ąor ÿll 𝑗, ÿnĂ ÿssumă tĆÿt tĆă răsultćną polyąon
ćs ÿ sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąon. By ÿpplyćną ÿ Ăćlÿtćon, wă mÿy ÿssumă tĆÿt tĆă āonstÿnt𝑎 Ăoăs not āĆÿnąă. TĆăn, āÿlāulÿtćną moĂulo 𝜀2, wă oĀtÿćn two systăms oĄ ăquÿtćons
(70) [𝑃𝑗, 𝑉 𝑗+1] + [𝑉 𝑗, 𝑃𝑗+1] = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
ÿnĂ
(71) [𝑃𝑗, 𝑉 𝑗+𝑘] + [𝑉 𝑗, 𝑃𝑗+𝑘] = 𝐶, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
wĆără 𝐶 ćs ÿ āonstÿnt.
ConsćĂăr tĆă systăm (70). Lăt𝑉 𝑗 = 𝑎𝑗𝑃𝑗 + 𝑏𝑗𝑃𝑗+1 = 𝑐𝑗𝑃𝑗 + 𝑑𝑗𝑃𝑗−1.

TĆăn tĆă răāurrănāă (69) ćmplćăs tĆÿt𝑐𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑗 = 2 cos(𝜋𝑛 ) , 𝑑𝑗𝑏𝑗 = −1.
SuĀstćtută văātors 𝑉 𝑗 ćnto ăquÿtćon (70) to oĀtÿćn
(72) 𝑎𝑗 = −𝑐𝑗+1, 𝑏𝑗 = 𝑐𝑗 + 𝑐𝑗+12 cos(𝜋/𝑛) , 𝑑𝑗 = − 𝑐𝑗 + 𝑐𝑗+12 cos(𝜋/𝑛) ,
wĆără 𝑐𝑗 ćs ÿn 𝑛-părćoĂćā săquănāă to Āă ĂătărmćnăĂ.
Now āonsćĂăr tĆă systăm (71). SuĀstćtutćną văātors 𝑉 𝑗 , usćną ăquÿtćon (72), ÿnĂ

āollăātćną tărms yćălĂs tĆă lćnăÿr systăm
(73) 𝜇𝑘−1𝑐𝑗 − 𝜇𝑘+1𝑐𝑗+1 + 𝜇𝑘+1𝑐𝑗+𝑘 − 𝜇𝑘−1𝑐𝑗+𝑘+1 = 𝐶, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
wĆără 𝜇𝑘 = sin(𝜋𝑘/𝑛).
Fćrst, wă notă tĆÿt 𝐶 must Āă zăro. InĂăăĂ, ÿĂĂ ăquÿtćon (73): tĆă lăĄt ĆÿnĂ sćĂă

vÿnćsĆăs, ÿnĂ so must tĆă rćąĆt ĆÿnĂ sćĂă.
SăāonĂ, systăm (73) Ćÿs ÿ 3-Ăćmănsćonÿl spÿāă oĄ trćvćÿl solutćons tĆÿt āorrăsponĂ

to tĆă ÿātćon oĄ tĆă Lćă ÿląăĀrÿ 𝔰𝔩2(ℝ). TĆăsă solutćons ÿră ąćvăn Āy tĆă Ąormulÿs𝑐𝑗 = 1; 𝑐𝑗 = cos(𝜋(2𝑗 − 1)𝑛 ) ; 𝑐𝑗 = sin(𝜋(2𝑗 − 1)𝑛 ) .
Wă năăĂ to finĂ out wĆăn tĆără ÿră no otĆăr solutćons.
To tĆćs ănĂ, āonsćĂăr tĆă ăćąănvÿluăs oĄ tĆă mÿtrćx Ăăfinćną tĆă systăm (73). TĆćs ćs

ÿ āćrāulÿnt mÿtrćx, ÿnĂ ćts ăćąănvÿluăs ÿră ąćvăn Āy tĆă Ąormulÿ𝜆𝑗 = 𝜇𝑘−1 − 𝜇𝑘+1𝜔𝑗 + 𝜇𝑘+1𝜔𝑘𝑗 − 𝜇𝑘−1𝜔𝑘+1𝑗 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1,
wĆără 𝜔𝑗 = 𝑒𝑖 2𝜋𝑗𝑛 , săă [19].
Wă ÿră ćntărăstăĂ ćn zăro ăćąănvÿluăs. Onă Ćÿs 𝜆𝑗 = 0 ćĄ ÿnĂ only ćĄ

𝜔𝑘+1𝑗 = 𝜇𝑘−1 − 𝜇𝑘+1𝜔𝑗𝜇𝑘−1 − 𝜇𝑘+1𝜔𝑗 .
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Lăt 2𝛼 Āă tĆă ÿrąumănt oĄ tĆă unćt āomplăx numĀăr on tĆă rćąĆt. A Ăćrăāt āÿlāulÿtćon
yćălĂs

tan 𝛼 = − sin(𝜋(𝑘+1)𝑛 ) sin( 2𝜋𝑗𝑛 )sin(𝜋(𝑘−1)𝑛 ) − sin(𝜋(𝑘+1)𝑛 ) cos( 2𝜋𝑗𝑛 ) .
TĆă ÿrąumănt oĄ 𝜔𝑘+1𝑗 ćs 2𝜋𝑗(𝑘 + 1)/𝑛, Ćănāă (ÿĄtăr ālăÿnćną up tĆă Ąormulÿs)

sin(𝜋𝑗(𝑘 + 1)𝑛 ) sin(𝜋(𝑘 − 1)𝑛 ) = sin(𝜋𝑗(𝑘 − 1)𝑛 ) sin(𝜋(𝑘 + 1)𝑛 ) ,
or, ăqućvÿlăntly,

(74) tan(𝜋𝑗𝑛 ) tan(𝜋𝑘𝑛 ) = tan(𝜋𝑗𝑘𝑛 ) tan(𝜋𝑛 ) .
Notă tĆă trćvćÿl solutćons 𝑗 = 0, 1, 𝑛 − 1, āorrăsponĂćną to tĆă ÿātćon oĄ 𝔰𝔩2(ℝ). Lăt us
ÿssumă tĆÿt 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2.
Onă ÿlso Ćÿs otĆăr trćvćÿl solutćons, wĆăn ĀotĆ sćĂăs oĄ ăquÿtćon (74) ÿră ćnfinćtă:𝑛 = 2𝑗 ÿnĂ 𝑘 oĂĂ, ÿnĂ 𝑛 = 2𝑘 ÿnĂ 𝑗 oĂĂ. Notă tĆÿt, ćn tĆă lÿttăr āÿsă, 𝑘 > 2. InĂăăĂ, ćĄ𝑘 = 2, tĆăn 𝑛 = 4, ÿnĂ sćnāă 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2, wă Ćÿvă 𝑗 = 2, āontrÿĂćātćną tĆÿt 𝑗 ćs oĂĂ.
Equÿtćon (74) ÿppăÿrăĂ ćn [41] ÿnĂ ćn [3], ÿnĂ ćt wÿs solvăĂ ćn [17]. TĆćs ăquÿtćon

Ćÿs non-trćvćÿl solutćons ćĄ ÿnĂ only ćĄ 𝑛 = 2(𝑗 + 𝑘) ÿnĂ 𝑛 ĂćvćĂăs (𝑗 − 1)(𝑘 − 1). TĆćs
āomplătăs tĆă prooĄ. !

Rămÿrk 5.3. As wă know Ąrom TĆăorăm 10, ćĄ 𝑛 ćs ăvăn ÿnĂ 𝑘 ćs oĂĂ, or ćĄ 𝑛 = 2𝑘, non-
trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)-ąons ćnĂăăĂ ăxćst. TĆă smÿllăst vÿluăs ćn āÿsă 3) oĄ TĆăorăm
11 ÿră 𝑘 = 4, 𝑛 = 30. Doăs tĆără ăxćst ÿ non-trćvćÿl sălĄ-BäāklunĂ (30, 4)-ąon?
Rămÿrk 5.4. Onă wonĂărs wĆătĆăr tĆă symmătry Āătwăăn 𝑘 ÿnĂ 𝑗 ćn tĆă Ąormulÿtćon
oĄ TĆăorăm 11 āorrăsponĂs to somă kćnĂ oĄ Ăuÿlćty Āătwăăn sălĄ-BäāklunĂ (𝑛, 𝑘)- ÿnĂ(𝑛, 𝑗)-ąons.

6. Appendix: From the centroaffine plane to the hyperbolic plane
In tĆćs ÿppănĂćx wă āonnăāt two ąăomătrćăs ÿssoāćÿtăĂ wćtĆ tĆă ąroup SL2(ℝ), tĆă

āăntroÿffină ÿnĂ tĆă ĆypărĀolćā onăs.
ConsćĂăr tĆă 3-Ăćmănsćonÿl spÿāă oĄ quÿĂrÿtćā Ąorms 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 wćtĆ tĆă

psăuĂo-EuālćĂăÿn mătrćā ąćvăn Āy quÿĂrÿtćā Ąorm 𝑏2 − 𝑎𝑐, tĆă năąÿtćvă oĄ tĆă Ăătărmć-
nÿnt oĄ tĆă quÿĂrÿtćā Ąorm. TĆă projăātćvćzÿtćon oĄ tĆă suĀspÿāă oĄ tĆă posćtćvă-Ăăfinćtă
Ąorms ćs tĆă ĆypărĀolćā plÿnă 𝐻2; tĆă Ăăąănărÿtă Ąorms āomprćsă tĆă āćrālă ÿt ćnfinćty.
In tĆă moĂărn lćtărÿtură, tĆćs ÿpproÿāĆ to ĆypărĀolćā ąăomătry wÿs ĂăvălopăĂ ćn [5].
In tĆă āoorĂćnÿtăs (𝑢, 𝑣, 𝑤), suāĆ tĆÿt𝑎 = 𝑢 + 𝑣, 𝑏 = 𝑤, 𝑐 = 𝑢 − 𝑣,

onă Ćÿs tĆă stÿnĂÿrĂ Mćnkowskć mătrćā 𝑣2 +𝑤2 −𝑢2. TĆă unćt-Ăătărmćnÿnt quÿĂrÿtćā
Ąorms āomprćsă tĆă ĆypărĀoloćĂ oĄ two sĆăăts, ÿnĂ tĆă āonĂćtćon 𝑎 + 𝑐 > 0 ĂăsārćĀăs
ćts uppăr ĆÿlĄ, tĆă psăuĂo-spĆără.
A “unćt” āăntrÿl ăllćpsă oĄ ÿrăÿ 𝜋 ćs ÿn SL2(ℝ) ćmÿąă oĄ tĆă unćt āćrālă, ąćvăn Āy ÿn

ăquÿtćon oĄ tĆă Ąorm 𝑎𝑥2 +2𝑏𝑥𝑦+𝑐𝑦2 = 1wćtĆ 𝑎𝑐−𝑏2 = 1 ÿnĂ 𝑎+𝑐 > 0. TĆćs Ăăfinăs
ÿ poćnt oĄ tĆă ĆypărĀolćā plÿnă 𝐻2 ćn tĆă psăuĂo-spĆără moĂăl.
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Lćkăwćsă, ÿ āăntrÿl ĆypărĀolÿ, wĆćāĆ ćs ÿn SL2(ℝ) ćmÿąă oĄ tĆă “unćt” ĆypărĀolÿ𝑥𝑦 = 1, ćs ąćvăn Āy ÿn ăquÿtćon oĄ tĆă Ąorm 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 = 1 wćtĆ 𝑎𝑐 − 𝑏2 = −1.
It Ăăfinăs ÿ poćnt oĄ tĆă ĆypărĀoloćĂ oĄ onă sĆăăt.
Lămmÿ 6.1. Lăt ÿ unćt āăntrÿl ăllćpsă 𝑎𝑥2+2𝑏𝑥𝑦+𝑐𝑦2 = 1 ÿnĂ ÿ unćt āăntrÿl ĆypărĀolÿ𝑎′𝑥2+2𝑏′𝑥𝑦+𝑐′𝑦2 = 1 Āă tÿnąănt ÿt poćnt (𝑥, 𝑦). TĆăn tĆă văātors (𝑎, 𝑏, 𝑐) ÿnĂ (𝑎′, 𝑏′, 𝑐′)
ÿră ortĆoąonÿl.
ProoĄ. TĆă ąroup SL2(ℝ) ÿāts trÿnsćtćvăly on tĆă spÿāă oĄ āontÿāt ălămănts oĄ tĆă punā-
turăĂ plÿnă wĆosă lćnă Ăoăs not pÿss tĆrouąĆ tĆă orćąćn. AnĂ ćt ÿāts Āy ćsomătrćăs on
tĆă spÿāă oĄ quÿĂrÿtćā Ąorms. TĆărăĄoră ćt suffiāăs to āonsćĂăr tĆă poćnt (1, 0) ÿnĂ tĆă
vărtćāÿl Ăćrăātćon. In tĆćs āÿsă tĆă two āonćās ÿră 𝑥2 + 𝑦2 = 1 ÿnĂ 𝑥2 − 𝑦2 = 1, ÿnĂ tĆă
văātors (1, 0, 1) ÿnĂ (1, 0, −1) ÿră ćnĂăăĂ ortĆoąonÿl. !
To ÿ poćnt (𝑥, 𝑦) oĄ tĆă punāturăĂ plÿnă tĆără āorrăsponĂs tĆă ÿffină plÿnă 𝑎𝑥2 +2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 = 1 ćn tĆă 3-Ăćmănsćonÿl spÿāă oĄ quÿĂrÿtćā Ąorms. TĆă normÿl văātor oĄ

tĆćs plÿnă ćs ćsotropćā, ÿnĂ tĆćs plÿnă lćăs ÿĀovă tĆă orćąćn. Hănāă ćts ćntărsăātćon wćtĆ
tĆă psăuĂo-spĆără ćs ÿ Ćoroāyālă ćn𝐻2. TĆă symmătrćā poćnt (−𝑥,−𝑦) yćălĂs tĆă sÿmă
Ćoroāyālă.
To summÿrćză, ÿ poćnt oĄ tĆă āăntroÿffină plÿnă ćs ÿ Ćoroāyālă ćn 𝐻2, ÿnĂ ÿ unćt

āăntrÿl ăllćpsă ćs ÿ poćnt oĄ 𝐻2.
Lăt 𝛾(𝑡) Āă ÿ āăntroÿffină āurvă. TĆă osāulÿtćną ăllćpsă ÿt ÿ poćnt (𝑥, 𝑦) = 𝛾(𝑡) ćs ÿ unćt

āăntrÿl ăllćpsă tÿnąănt to 𝛾 ÿt tĆćs poćnt. As 𝑡 vÿrćăs, onă oĀtÿćns ÿ āurvă 𝛾∗(𝑡) ⊂ 𝐻2, tĆă
Ăuÿl āurvă oĄ 𝛾. Duă to tĆă āăntrÿl symmătry oĄ 𝛾, tĆćs āurvă ālosăs up ÿĄtăr 𝑡 ćs ćnārăÿsăĂ
Āy 𝜋. Equćvÿlăntly, tĆă āurvă 𝛾∗ ćs tĆă ănvălopă oĄ tĆă Ćoroāyālăs āorrăsponĂćną to tĆă
poćnts oĄ tĆă āurvă 𝛾.
Lămmÿ 6.2. IĄ [𝛾(𝑡), 𝛾′(𝑡)] = 1, tĆăn |𝛾∗(𝑡)′| = |1 + 𝑝(𝑡)|.
ProoĄ. Lăt 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)). TĆăn 𝑥𝑦′ − 𝑥′𝑦 = 1.
TĆă osāulÿtćną ăllćpsă ÿt ÿ poćnt (𝑥, 𝑦) sÿtćsfiăs tĆă ăquÿtćons𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 = 1, (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦) ⋅ (𝑥′, 𝑦′) = 0.

Tÿkćną 𝑎𝑐 − 𝑏2 = 1 ćnto ÿāāount, onă solvăs tĆăsă ăquÿtćons to oĀtÿćn𝑎 = 𝑦2 + 𝑦′2, 𝑏 = −(𝑥𝑦 + 𝑥′𝑦′), 𝑐 = 𝑥2 + 𝑥′2.
TĆćs ćs tĆă ăquÿtćon oĄ 𝛾∗.
Năxt, 𝑥″ = 𝑝𝑥, 𝑦″ = 𝑝𝑦. TĆăn(𝛾∗)′ = (1 + 𝑝)(2𝑦𝑦′, −(𝑥′𝑦 + 𝑥𝑦′), 2𝑥𝑥′),

ÿnĂ |(𝛾∗)′| = |1 + 𝑝|, ÿs ālÿćmăĂ. !
Lăt 𝑘 Āă āurvÿtură oĄ tĆă āurvă 𝛾∗.

Lămmÿ 6.3. Onă Ćÿs 𝑘 = 1 − 𝑝1 + 𝑝 or (1 + 𝑝)(1 + 𝑘) = 2.
For ăxÿmplă, wĆăn 𝛾 ćs ÿ unćt āăntrÿl ăllćpsă wćtĆ 𝑝 = −1, tĆă Ăuÿl āurvă ćs ÿ poćnt,

ÿnĂ tĆă Ąormulÿ ÿāāorĂćnąly ąćvăs 𝑘 = ∞. IĄ 𝛾 ćs ÿ unćt āăntrÿl ĆypărĀolÿ wćtĆ 𝑝 = 1,
tĆăn tĆă Ąormulÿ ąćvăs 𝑘 = 0. InĂăăĂ, Lămmÿ 6.1 ćmplćăs tĆÿt 𝛾∗ ćs ÿ strÿćąĆt lćnă, tĆă
ćntărsăātćon oĄ tĆă psăuĂo-spĆără wćtĆ tĆă 2-Ăćmănsćonÿl suĀspÿāă ortĆoąonÿl to tĆă
văātor āorrăsponĂćną to tĆćs ĆypărĀolÿ.
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ProoĄ. Lăt 𝜏 Āă tĆă ÿrā lănątĆ pÿrÿmătăr on 𝛾∗. TĆăn 𝑑𝑡/𝑑𝜏 = 1/(1 + 𝑝).
TĆă āurvÿtură ćs tĆămÿąnćtuĂă oĄ tĆă projăātćon oĄ tĆă văātor𝑑2𝛾∗/𝑑𝜏2 on tĆă psăuĂo-

spĆără. IĄ 𝑢 ćs ÿ posćtćon văātor oĄ ÿ poćnt oĄ tĆă psăuĂo-spĆără ÿnĂ 𝑣 ćs ÿ văātor wćtĆ
Ąoot poćnt 𝑢, tĆăn tĆă projăātćon oĄ 𝑢 ćs ąćvăn Āy 𝑢 + (𝑢 ⋅ 𝑣)𝑣.
From Lămmÿ 6.3, wă know tĆÿt𝑑𝛾∗𝑑𝜏 = (2𝑦𝑦′, −(𝑥′𝑦 + 𝑥𝑦′), 2𝑥𝑥′),

Ćănāă𝑑2𝛾∗𝑑𝜏2 = 11 + 𝑝(2𝑦𝑦′, −(𝑥′𝑦 + 𝑥𝑦′), 2𝑥𝑥′)′ = 21 + 𝑝(𝑝𝑦2 + 𝑦′2, −𝑝𝑥𝑦 − 𝑥′𝑦′, 𝑝𝑥2 + 𝑥′2).
Năxt, 𝑑𝛾∗𝑑𝜏 ⋅ 𝛾∗ = 0 ⇒ 𝑑2𝛾∗𝑑𝜏2 ⋅ 𝛾∗ + 𝑑𝛾∗𝑑𝜏 ⋅ 𝑑𝛾∗𝑑𝜏 = 0 ⇒ 𝑑2𝛾∗𝑑𝜏2 ⋅ 𝛾∗ = −1,
tĆărăĄoră tĆă projăātćon oĄ 𝑑2𝛾∗/𝑑𝜏2 on tĆă psăuĂo-spĆără ćs𝑑2𝛾∗𝑑𝜏2 − 𝛾∗ = 21 + 𝑝(𝑝𝑦2 + 𝑦′2, −𝑝𝑥𝑦 − 𝑥′𝑦′, 𝑝𝑥2 + 𝑥′2)−

(𝑦2 + 𝑦′2, −(𝑥𝑦 + 𝑥′𝑦′), 𝑥2 + 𝑥′2) = 1 − 𝑝1 + 𝑝(𝑦′2 − 𝑦2, 𝑥𝑦 − 𝑥′𝑦′, 𝑥′2 − 𝑥2),
ÿnĂ ćt rămÿćns to notćāă tĆÿt tĆă văātor ćn tĆă pÿrăntĆăsăs ćs unćt. !

Rămÿrk 6.4. AāāorĂćną to ÿ tĆăorăm oĄ E. GĆys, săă [36], tĆă potăntćÿl 𝑝(𝑡) oĄ tĆă āurvă𝛾 ÿssumăs tĆă vÿluă -1 ÿt lăÿst Ąour tćmăs on tĆă părćoĂ [0, 𝜋). It Ąollows tĆÿt tĆă āurvă𝛾∗ Ćÿs ÿt lăÿst Ąour āusps; ćn pÿrtćāulÿr, ćt āÿnnot Āă smootĆ.
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