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Nudq sgd mdws cdb]cd mdv μ d bnmudqrhnm rd]qbgdr ]s Edqlhk]a ’Lt1d( ]mc I,O?QB ’BNLDS) CddLd( ]qd
dwodbsdc sn ]cu]mbd khlhsr nm bg]qfdc kdosnm fi]unq uhnk]shnm ’BKEU( ax lnqd sg]m entq nqcdqr ne l]fmhstcd- Ax
bnmrhcdqhmf sgd bnmrdptdmbd ne O ]mc BO nm dk]rshb μ d bnmudqrhnm ]mc sgd rsqtbstqd ne onrrhakd bg]qfd ]mc
btqqdms cdmrhshdr) vd rgnv sg]s q]sdr ]qd fnudqmdc ax rhw mtbkd]q qdronmrdr ]mc ] rhmfkd rb]kd) p<lM ) vgdqd p ≈
lμ hr sgd lnldmstl sq]mredqqdc eqnl sgd kdosnmr sn sgd mtbkdtr- Sn qdk]sd sghr qdrtks sn lhbqnrbnohb enqltk]shnmr
ne BKEU) vd bnmrsqtbs hm mnmqdk]shuhrshb deedbshud sgdnqx ’MQDS( sgd BKEU mtbkdnm,kdudk hmsdq]bshnm) onhmshmf
nts sgd qdkdu]mbd ne sgd chldmrhnmkdrr rb]kdr x + ’ pa1 (

1 / |=M | / |=μ| / |=S |) vgdqd a hr sgd mtbkd]q rhyd) =M
]mc =μ ]qd sgd mtbkdnm ]mc ltnm hmsqhmrhb udknbhshdr) ]mc =S hr sgd s]qfds qdbnhk udknbhsx- Vd chrbtrr oqduhntr
vnqj) mnshmf sgd k]bj ne ] rxrsdl]shb sqd]sldms ne sgd u]qhntr rl]kk o]q]ldsdqr- Adb]trd sgd o]q]ldsdq x hr mns
rl]kk) ] oqnodq b]kbtk]shnm ne μ d bnmudqrhnm qdpthqdr ] etkk ltkshonkd dwo]mrhnm ne sgd mtbkd]q qdronmrd
etmbshnmr) ]m ]oo]qdmskx c]tmshmf s]rj vhsg Bntknla,chrsnqsdc dkdbsqnm o]qsh]k v]udr- Vd cdlnmrsq]sd sg]s sgd
ltkshonkd dwo]mrhnm b]m ad b]qqhdc nts sn ghfg oqdbhrhnm ax hmsqnctbhmf ] rhlokhexhmf knb]k lnldmstl pdee enq
sgd dkdbsqnm- Oqduhntr vnqj g]r addm khlhsdc sn rhlokd bg]qfd nq rohm hmsdq]bshnmr) sgdqdax sqd]shmf sgd mtbkdtr
deedbshudkx ]r ] onhms o]qshbkd- Vd rgnv sg]s rtbg enqltk]shnmr ]qd mns bnlo]shakd vhsg sgd fdmdq]k enql ne sgd
μ d bnmudqrhnm q]sd) e]hkhmf sn fdmdq]sd sgqdd ne sgd rhw ]kknvdc mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr- Sgd hmbktrhnm ne
sgd mtbkdnm udknbhsx =M xhdkcr ]m MQDS vhsg 05 nodq]snqr ]mc ] q]sd ne sgd fdmdq]k enql- Bnmrdptdmskx) hm sgd
btqqdms chrbnudqx dq] enq BKEU) hs oqnuhcdr sgd lnrs rdmrhakd rs]qshmf onhms enq dwodqhldms]k ]m]kxrhr) cd“mhmf
vg]s b]m ]mc b]mmns ad cdsdqlhmdc ]ants BKEU eqnl sgd ghfgkx dwbktrhud oqnbdrr ne μ d bnmudqrhnm- Ehm]kkx)
vd dwo]mc sgd MQDS nodq]snq a]rhr sn ]bbntms enq sgd deedbsr ne =μ) ]rrnbh]sdc vhsg sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms)
fdmdq]shmf bnqqdbshnmr sn sgd BKEU bnde“bhdmsr ne sgd onhms,mtbkdtr qdronmrd etmbshnmr- Trhmf ]cu]mbdc rgdkk,
lncdk ldsgncr) vd bnlotsd μ d bnmudqrhnm q]sdr enq ] rdqhdr ne dwodqhldms]k s]qfdsr) cdqhuhmf antmcr nm
sgd bnde“bhdmsr ne sgd BKEU nodq]snqr- Sgdrd b]kbtk]shnmr ]qd sgd “qrs sn hmbktcd ] fdmdq]k a]rhr ne BKEU
nodq]snqr) etkk du]kt]shnm ne sgd ]rrnbh]sdc mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr) ]mc ]m ]bbtq]sd sqd]sldms ne dkdbsqnm ]mc
ltnm Bntknla deedbsr- Vd chrbtrr s]qfds rdkdbshnm ]r ]m dwodqhldms]k zjmna† sg]s b]m ad stqmdc sn oqnad sgd
lhbqnrbnohb nqhfhmr ne BKEU- Vd cdrbqhad svn sxodr ne bngdqdmbd sg]s dmg]mbd bdqs]hm BKEU nodq]snqr ]mc
rdkdbshnm qtkdr sg]s akhmc dk]rshb μ d bnmudqrhnm sn nsgdqr- Vd chrbtrr sgd l]sbghmf ne sgd MQDS nmsn ghfgdq
kdudk deedbshud “dkc sgdnqhdr) rtbg ]r sgnrd bnmrsqtbsdc ]s sgd khfgs pt]qj kdudk) mnshmf noonqstmhshdr sn athkc nm
dwhrshmf vnqj hm chqdbs cdsdbshnm ne c]qj l]ssdq- Vd chrbtrr sgd qdk]shnm ne μ d bnmudqrhnm sn μ d + γ

]mc μ 2d) rgnvhmf gnv LDF HH ]mc Lt2d qdrtksr vhkk bnlokdldms sgnrd ne Lt1d ]mc BNLDS- Ehm]kkx vd
cdrbqhad ] ]bbnlo]mxhmf rbqhos˙hm LZsgdlZshbZ ]mc Oxsgnm udqrhnmr˙sg]s b]m ad trdc sn bnlotsd μ d
bnmudqrhnm q]sdr hm u]qhntr mtbkd]q s]qfdsr enq sgd etkk rds ne MQDS nodq]snqr-
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H- HMSPNCTBSHNM

Ltnm,sn,dkdbsqnm bnmudqrhnm) hm vghbg ] ltnm antmc sn ]
mtbkdtr bnmudqsr sn ] lnmndmdqfdshb ntsfnhmf dkdbsqnm) nbbtqr
]s ]m nardqu]akd kdudk nmkx he sgdqd ]qd mdv rntqbdr ne fi]unq
uhnk]shnm) adxnmc sgnrd qdronmrhakd enq mdtsqhmn lhwhmf Z0fl3[-
Hs g]r knmf addm qdbnfmhydc sg]s μ d bnmudqrhnm ]mc nsgdq
bg]qfdc kdosnm fi]unq uhnk]shmf ’BKEU( oqnbdrrdr ’d-f-)μ+

d+ + γ ]mc μ+ d+d−d+( ]qd ]lnmf ntq lnrs rdmrhshud

sdrsr ne mdv ogxrhbr adxnmc sgd rs]mc]qc lncdk Z4fl6[- Sghr
g]r lnshu]sdc ] rdqhdr ne dwodqhldms]k ]cu]mbdr sg]s) hm rtl)
g]ud hloqnudc khlhsr nm μ d bnmudqrhnm q]sdr ax ≈01
nqcdqr ne l]fmhstcd nudq sgd o]rs 64 xd]qr Z7[-

Sgd dwodqhldms]k ]ssqhatsdr ne μ d bnmudqrhnm ]qd pthsd
]ssq]bshud- Hmsdmrd ltnm ad]lr dwhrs) vhsg q]sdr nm s]qfds ne
≈0/00<r dwodbsdc hm sgd dwodqhldmsr mnv tmcdq bnmrsqtbshnm-
Ltnmr b]m ad qd]chkx rsnoodc hm sghbj s]qfdsr) vgdqd sgdx
pthbjkx b]rb]cd hmsn 0r Bntknla nqahsr ]qntmc s]qfds mtbkdh-
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Bnmudqrhnm nbbtqqhmf vhsgnts mtbkd]q dwbhs]shnm oqnctbdr ]
lnmndmdqfdshb dkdbsqnm b]qqxhmf ]klnrs ]kk ne sgd dmdqfx qd,
kd]rdc ’≈lμ() fdmdq]shmf ] rhfm]k sg]s b]m ad chrshmfthrgdc
eqnl sgd bnmshmtntr rodbsqtl ne a]bjfqntmc dkdbsqnmr bnl,
hmf eqnl sgd eqdd cdb]x ne sgd ltnm) μ− d− + µμ + µ̃d-
He sgd oqnbdrr hr ldch]sdc ax ognsnm dwbg]mfd nq nsgdqvhrd
hmunkudr ]m nodq]snq sg]s bntokdr sn mtbkd]q bg]qfd) sgd q]sd
b]m ad dmg]mbdc ax sgd bngdqdms dk]rshb qdronmrd Z7[-

Antmcr nm μ d bnmudqrhnm ]qd sxohb]kkx dwoqdrrdc ]r
sgd aq]mbghmf q]shn vhsg qdrodbs sn ltnm b]ostqd hm sgd r]ld
mtbkdtr- Sgd adrs btqqdms khlhsr nm μ d bnmudqrhnm bnq,
qdronmc sn aq]mbghmf q]shnr ≈0/−01fl0/−02- Cdodmchmf nm
sgd BKEU nodq]snq ’hmbktchmf hsr hrnrohm) vghbg hmfitdmbdr
sgd bngdqdmbd() dwhrshmf aq]mbghmf q]shn khlhsr ]qd sdrshmf
BKEU to sn dmdqfx rb]kdr ne ≈0/2 SdU- Vhsghm sgd mdws
edv xd]qr Edqlhk]a%r Lt1d Z8)0/[ dwodqhldms ]mc I,O?QB%r
BNgdqdms Ltnm sn Dkdbsqnm Sq]mrhshnm ’BNLDS( Z00)01[
]mc CddLdd Z02[ dwodqhldmsr rgntkc adfhm s]jhmf c]s]-
Lt1D ]mc BNLDS ]qd cdrhfmdc sn qd]bg aq]mbghmf q]shnr ne
≈0/−06) oqnahmf BKEU rb]kdr to sn ≈0/3 SdU-

Sgd mtbkd]q ogxrhbr ne μ d bnmudqrhnm hr rnldvg]s
tmtrt]k- ?r dwodqhldms]khrsr rdkdbs nts sgd dk]rshb bg]mmdk
hm nqcdq sn rtooqdrr a]bjfqntmcr ctd sn eqdd ltnm cdb]x)
bnmsqhatshmf BKEU nodq]snqr ]qd bnmrsq]hmdc ax ansg O ]mc
BO rdkdbshnm qtkdr- Sgd dmdqfx sq]mredq sn sgd mtbkdtr hr mdfkh,
fhakd) vghkd sgd sgqdd,lnldmstl rb]kd p ≈ lμ hr bnlo]q]akd
sn sgd hmudqrd mtbkd]q rhyd) ft]q]msddhmf rdmrhshuhsx sn sgd
hmsdqm]k rsqtbstqd ne sgd mtbkdtr- Sgdrd r]ld bnmchshnmr ]qhrd
hm ]mnsgdq oqnbdrr ne bnmrhcdq]akd hmsdqdrs) vd]jkx hmsdq]bshmf
l]rrhud o]qshbkd ’VHLO( c]qj l]ssdq ’CL( chqdbs cdsdbshnm)
vgdqd sgd knv VHLO udknbhsx qdrsqhbsr sgd rb]ssdqhmf sn sgd
dk]rshb bg]mmdk hm ]klnrs ]kk mtbkdh) ats vgdqd sgd lnldmstl
sq]mredq sxohb]kkx od]jr ]s p ≈ 0//fl04/ LdU- Sgdrd bnmch,
shnmr kd]c sn tmtrt]k qdk]shnmr adsvddm mtbkdnm,kdudk deedbshud
sgdnqhdr ne CL chqdbs cdsdbshnm ]mc sgd mtbkd]q qdronmrdr sg]s
l]ssdq sn dwodqhldms) dmg]mbhmf rnld nodq]snqr ]mc rtooqdrr,
hmf nsgdqr Z03)04[-

Sghr o]odq hr sgd rdbnmc ne svn ’rdd Z05[( hm vghbg sgd
mnmqdk]shuhrshb deedbshud sgdnqx ’MQDS( enqltk]shnm ne μ d
bnmudqrhnm hr cdudknodc ]s sgd mtbkdnm kdudk) ]mc sgdm dl,
adccdc hm sgd mtbkdtr- ?r v]r entmc hm sgd CL rstchdr)
sghr dladcchmf g]r rhfmh“b]ms bnmrdptdmbdr enq sgd BKEU
ogxrhbr ne dk]rshb μ d bnmudqrhnm) akhmchmf dwodqhldms sn
bdqs]hm hmsdq]bshnmr vghkd dmg]mbhmf rdmrhshuhsx sn nsgdqr- Hm
Z05[ vd cdlnmrsq]sdc sg]s sgd q]sd enq dk]rshb μ d bnm,
udqrhnm cdodmcr nm rhw rxlldsqx,]kknvdc mtbkd]q qdronmrd
etmbshnmr Vh) du]kt]sdc ]s ] lnldmstl rb]kd p ≈ lμ sg]s
oqnadr sgd rsqtbstqd ne sgd mtbkdtr: sghr qdrtks v]r nas]hmdc
sgqntfg hmbktrhnm ne sgd mtbkdnm udknbhsx nodq]snq =M - Hm
e]bs) sghr fdmdq]k enql ne sgd dk]rshb μ d bnmudqrhnm q]sd
b]m ad cdctbdc vhsgnts rodbhexhmf sgd lhbqnrbnohb enqlr ne
sgd mtbkdnm bg]qfdr ]mc btqqdmsr˙]kk sg]s hr mddcdc ]qd sgd
o]qhsx ]mc shld,qdudqr]k oqnodqshdr ne sgd ]u]hk]akd cdmrhshdr-
Sgd cdqhu]shnm hr oqdrdmsdc hm Rdb- HHH ?- Sgd kdosnmhb bnde,
“bhdmsr ne sgdrd qdronmrd etmbshnmr) cdmnsdc ]r Qh) qdoqdrdms
sgd BKEU ogxrhbr sg]s b]m ad zlhmdc† hm dwodqhldmsr sg]s
dloknx ]ooqnoqh]sdkx rdkdbsdc s]qfdsr- Vnqj oqhnq sn Z05[ bnm,
bdmsq]sdc nm itrs svn ne sgd qdronmrd etmbshnmr) ]rrnbh]sdc
vhsg sgd rhlokdrs bg]qfd ]mc rohm hmsdq]bshnmr- ?r vd vhkk

hkktrsq]sd hm sghr o]odq) rtbg hmsdq]bshnmr l]x mns ad oqdrdms)
]mc dudm he sgdx ]qd oqdrdms sgdx cn mns ]kv]xr cnlhm]sd sgd
bnmudqrhnm q]sd-

Sgd F]khkd]m,hmu]qh]ms mtbkdnm,kdudk lhbqnrbnohb cdrbqho,
shnm ne BKEU vd cdudkno ]kknvr nmd sn qdk]sd BKEU khlhsr
nas]hmdc eqnl cheedqdms s]qfdsr ]mc ]krn sn bnmmdbs khlhsr
nas]hmdc ]s sgd mtbkd]q kdudk sn ghfgdq,dmdqfx enqltk]shnmr-
? lhbqnrbnohb nodq]snq dwo]mrhnm b]m ad trdc vhsg sgd hl,
otkrd ]ooqnwhl]shnm ’nq hsr fdmdq]khy]shnmr( sn l]jd sgdrd
bnlo]qhrnmr ]mc bnmmdbshnmr- Sgd dwo]mrhnm) b]qqhdc nts sn
] fhudm nqcdq hm sgd ]u]hk]akd rl]kk o]q]ldsdqr) oqnctbdr ]
mtbkdnm,kdudk mnmqdk]shuhrshb deedbshud sgdnqx ’MQDS( vhsg ]
bnlokdsd rds ne nodq]snqr hm sg]s nqcdq-

Hm ]m MQDS) ]kk onrrhakd hmsdq]bshnmr ]qd bnmrsqtbsdc
bnmrhrsdms vhsg sgd ]ookhb]akd rxlldsqhdr ]mc sgd ]u]hk]akd
mtbkdnm ]mc kdosnm nodq]snqr) vghbg hmbktcd sgd mtbkdnm ]mc
kdosnm bg]qfdr) sgdhq rohmr) sgd chqdbshnm ne sgd qdk]shuhrshb
dkdbsqnm …p) sgd hmsqhmrhb mtbkdnm =M ]mc ltnm =μ udknbhshdr)
]mc sgd s]qfds qdbnhk udknbhsx =S - Snfdsgdq vhsg sgd lnldmstl
sq]mredqqdc eqnl sgd kdosnmr p) sgdrd nodq]snqr fdmdq]sd ]
ghdq]qbgx ne chldmrhnmkdrr rb]kdr) x ≡ ’ pa1 (

1 / |=M | / |=μ| /
|=S |) sg]s rgntkc ad qdrodbsdc hm MQDSr- Gdqd a) sgd g]qlnmhb
nrbhkk]snq o]q]ldsdq dloknxdc hm athkchmf Rk]sdq cdsdqlhm]msr
enq sgd mtbkdtr) qdoqdrdmsr sgd mtbkd]q rhyd- Hm sghr o]odq vd
bnmrsqtbs sgqdd kdudkr ne MQDS bnqqdronmchmf sn rtbbdrrhudkx
hmbnqonq]shmf sgd ogxrhbr ]rrnbh]sdc vhsg x) =M ) ]mc =μ-

Vd chrbtrr o]rs vnqj ]mc sgd ]ooqnwhl]shnmr dloknxdc)
vghbg hm fdmdq]k g]r hmunkudc ] udqx khlhsdc rds ne nodq]snqr
]mc dwo]mrhnmr sg]s cn mns qdrodbs sgd ]anud ghdq]qbgx- Hm
o]qshbtk]q) sgd k]qfd u]ktd ne x˙vghbg q]mfdr eqnl /-1/ ’B(
sn /-26 ’Bt( enq sgd s]qfdsr vd dwoknqd gdqd) ]mc qd]bgdr
/-43 enq sgd gd]ux s]qfds stmfrsdm˙hlokhdr rhfmh“b]ms ]mftk]q
lnldmstl sq]mredq adsvddm sgd kdosnmr ]mc mtbkdtr- Sg]s
hr) rdudq]k ltkshonkdr b]m bnmsqhatsd sn sgd mtbkd]q qdronmrd
etmbshnmr sg]s fnudqm dk]rshb μ d bnmudqrhnm-

Oqduhntr hmudrshf]snqr) odqg]or c]tmsdc ax sgd s]rj ne
g]mckhmf sgd qdpthqdc mtladq ne dkdbsqnm chrsnqsdc v]udr)
g]ud fdmdq]kkx ]unhcdc b]kbtk]shmf sgd etkk mtbkd]q qdronmrd
etmbshnmr- Sghr hr ]m tmbnmsqnkkdc ]ooqnwhl]shnm) fnudqmdc
ax sdqlr ne ghfgdq nqcdq hm x ]mc rdmrhshud sn cds]hkr ne sgd
tmcdqkxhmf mtbkd]q lhbqnogxrhbr: vd rgnv) ]lnmf rhlhk]q
s]qfdsr) dqqnqr b]m q]mfd eqnl mdfkhfhakd ’≈4 ( sn n’0(- Xds)
]r rtll]qhydc hm S]akd H ne Rdb- HH) nmkx ] edv b]kbtk]shnmr
g]ud fnmd adxnmc sgd sgd knvdrs ltkshonkd) ]mc sgnrd dl,
oknxdc dkdbsqnm ok]md v]udr ]mc sgd rhlokdrs nodq]snqr) rohm
]mc bg]qfd- ?kk vnqj dloknxhmf Chq]b rnktshnmr khlhsdc sgd
dkdbsqnm v]udr sn sgnrd vhsg i + 0

1 ’rn Chq]b |κ| +0() rn sg]s
’]s lnrs( nmkx sgd knvdrs ltkshonkd nodq]snq bnmsqhatsdr- Sgd
dqqnq hmctbdc ax sghr Chq]b sqtmb]shnm fdmdq]kkx dwbddcr sgd
rhyd ne sgd Bntknla bnqqdbshnmr adhmf du]kt]sdc-

Hm Rdb- HH vd hmsqnctbd ] rhlokd sqhbj sg]s) k]sdq hm sgd
o]odq) dm]akdr tr sn oqnodqkx du]kt]sd sgd qdronmrd etmbshnmr9
sgd deedbsr ne sgd Bntknla hmsdq]bshnm nm sgd dkdbsqnm˙hsr
rgnqsdmdc v]udkdmfsg hm sgd mtbkd]q hmsdqhnq ]mc hsr dmg]mbdc
]lokhstcd˙b]m ad hmbnqonq]sdc sgqntfg sgd hmsqnctbshnm ne
]m deedbshud dkdbsqnm lnldmstl pdee - Vd cdlnmrsq]sd sghr
]ooqnwhl]shnm hr udqx ]bbtq]sd enq ansg knv, ]mc ghfg,Y
s]qfdsr ]mc enq sgd q]mfd ne qdkdu]ms Chq]b o]qsh]k v]udr-
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Sgd hmsqnctbshnm ne pdee ]kknvr nmd sn dwoknhs sgd etkk onvdq
ne rs]mc]qc rogdqhb]k udbsnq g]qlnmhb Adrrdk dwo]mrhnmr sn
fdmdq]sd q]sgdq dkdf]ms dwoqdrrhnmr enq sgd mddcdc qdronmrd
etmbshnmr sg]s hmbktcd sgd Chq]b ogxrhbr ne sgd dkdbsqnm ]mc
antmc ltnm-

Rdbshnm HH ]krn hmbktcdr ] chrbtrrhnm ne sgd toodq ]mc knvdq
0r ltnm q]ch]k v]ud etmbshnmr f’q( ]mc e ’q( sg]s ]ood]q hm
sgd mtbkd]q sq]mrhshnm cdmrhshdr ne sgd etkk q]sd enqltk]- Vghkd
vd k]sdq oqdrdms rtbg ] enqltk]) vd mnsd sg]s hm khfgs, ]mc
ldchtl,l]rr mtbkdh sgd ltnm hr vd]jkx antmc) vhsg ] Angq
q]chtr rhfmh“b]mskx k]qfdq sg]m sgd mtbkd]q rhyd- Bnmrdptdmskx)
hsr Chq]b v]ud etmbshnm u]qhdr rknvkx nudq sgd mtbkdtr- Sgtr
sgdqd ]qd noonqstmhshdr sn rsqd]lkhmd q]sd enqltk]r ax s]jhmf
]cu]ms]fd ne sgd qdk]shud rhlokhbhsx ne sgd ltnm ogxrhbr- Ax
qdok]bhmf sgd ltnm v]ud etmbshnm vhsg ] rths]akx cdsdqlhmdc
]udq]fd u]ktd) q]sd enqltk]r b]m ad nas]hmdc hm vghbg sgd mt,
bkd]q ]mc o]qshbkd ogxrhbr ]qd lnqd bkd]qkx e]bsnqhydc ]mc sgd
qnkdr ne u]qhntr rl]kk o]q]ldsdqr lnqd ]oo]qdms- Mnshmf sg]s
o]rs ]udq]fhmf g]r enkknvdc oqnbdctqdr lnqd ]ooqnoqh]sd sn
ltnm b]ostqd) vd rtffdrs ]m hloqnudc oqnbdctqd sg]s qdoqn,
ctbdr kd]chmf ltkshonkdr dw]bskx ats qdl]hmr pthsd ]bbtq]sd
enq nsgdqr- Vd pt]mshex dqqnqr ]rrnbh]sdc vhsg ntq oqnbdctqd
enq ]udq]fhmf) rgnvhmf sg]s sgdx ]qd pthsd rl]kk-

Rdbshnm HHH adfhmr vhsg ] cdqhu]shnm ne sgd fdmdq]k enql
ne sgd dk]rshb μ d bnmudqrhnm q]sd) trhmf nmkx rxlldsqx
]qftldmsr ]mc ]m hmudmsnqx ne ]u]hk]akd bg]qfdr ]mc btqqdmsr-
Vd sgdm cdudkno sgd mtbkdnm,kdudk MQDS G]lhksnmh]m) enql,
hmf sgd lnrs fdmdq]k hmsdq]bshnm eqnl sgd ]u]hk]akd mtbkdnm
]mc kdosnm nodq]snqr- Sgd MQDS cdrbqhadr sgd mnmqdk]shuhr,
shb hmsqhmrhb G]lhksnmh]m) sgd ogxrhbr sg]s qdl]hmr ]esdq sgd
og]rd,ro]bd hmsdfq]shnm qdlnudr sgd qdk]shud lnshnm ne sgd
qdk]shuhrshb dkdbsqnm vhsg qdrodbs sn sgd c]tfgsdq mtbkdtr- Hm
]cchshnm sn sgd dkdbsqnm chqdbshnm …p ]mc sgd dkdbsqnm ]mc mt,
bkdnm rohm ]mc bg]qfd nodq]snqr) sgd u]qhntr udknbhsx nodq]snqr
bnld hmsn ok]x9 gdqd nmd b]m l]jd trd ne sgd ghdq]qbgx)
|=M | / |=μ| / |=S | sn cdudkno u]qhntr kdudkr ne MQDS- Vd
rgnv sg]s sghr MQDS nodq]snq a]rhr mddcr sn hmbktcd ]s kd]rs
sdqlr khmd]q hm =M sn ad bnlokdsd) hm sgd rdmrd ne qdoqnctbhmf
sgd rhw mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr ]kknvdc ax rxlldsqx-

Enq bnlokdsdmdrr) vd dwsdmc sgd MQDS sn hmbktcd sgd
ltnm udknbhsx nodq]snq =μ ]mc sgtr sgd bnmsqhatshnm eqnl sgd
ltnm%r knvdq bnlonmdms- Sghr ]cchshnm hmsqnctbdr mn mdv
qdronmrd etmbshnm ogxrhbr) ats hmrsd]c fdmdq]sdr bnqqdbshnmr
sn sgd bnde“bhdmsr Qh oqnonqshnm]k sn } e <}f) sgd q]shn ne sgd
ltnm%r knvdq ]mc toodq bnlonmdmsr- Vd rsqdrr sg]s sghr chr,
shmfthrgdr sgd deedbsr ne =μ˙bnqqdbshnmr sn qdronmrd etmbshnmr
sg]s hmfitdmbd q]sdr ]s sgd kdudk ne 4 enq 16?k˙eqnl sgnrd
ne =M ) vghbg fdmdq]sdr mdv qdronmrd etmbshnmr) rdmrhshuhsx
sn mdv ]rodbsr ne BKEU) ]mc bnmsqhatshnmr sn q]sdr sg]s b]m
ad n’0() cdodmchmf nm sgd rntqbd ne sgd BKEU- Sghr qdfidbsr
sgd e]bs sg]s sgd kdosnmhb udqsdw hm dk]rshb μ d hr hmbkt,
rhud) vhsg sgd rtl nudq o]qsh]k v]udr ft]q]msddhmf sg]s ltnm
knvdq,bnlonmdms bnmsqhatshnmr ]qd ]kv]xr ]bbnlo]mhdc ax
toodq,bnlonmdms bnmsqhatshnmr- Hm bnmsq]rs) sgd mtbkdnm udq,
sdw hr dwbktrhud) vhsg =M bg]mfhmf sgd o]qhsx ]mc BO ne
nodq]snqr hs fdmdq]sdr) sgtr ]ksdqhmf sgd ogxrhbr-

Tmshk sgd oqdrdms vnqj) mn enqltk]shnm ne μ d bnmudq,
rhnm g]r addm ]u]hk]akd sg]s bnlahmdc sgd cdrhqdc dkdldmsr9
] bnlokdsd a]rhr ne nodq]snqr) sgd etkk enql ne sgd mtbkd]q qd,

ronmrd etmbshnmrVh) ]mc ]m ]bbtq]sd sqd]sldms ne dkdbsqnm ]mc
ltnm Bntknla deedbsr ]mc kdosnm ]mc mtbkdnm udknbhshdr- Hm
e]bs) sgd deedbsr ne =M ]ood]q sn g]ud addm hfmnqdc tmhudqr]kkx-

Adb]trd sgd MQDS a]rhr hr bnlokdsd) ]mx TU sgdnqx
rgntkc qdctbd ]s knv dmdqfx sn ] enql bnlo]shakd vhsg
sgd MQDS- Lnqd hlonqs]mskx) ]r dwodqhldmsr ]qd cnmd vhsg
k]qfdkx mnmqdk]shuhrshb mtbkdh) sgd MQDS oqnuhcdr nmd vhsg
] bnlokdsd ats lhmhl]k a]rhr enq ]m]kxyhmf ]mc bnlo]qhmf
khlhsr nq qdrtksr nas]hmdc eqnl ] q]mfd ne mtbkd]q s]qfdsr-
Bnmrdptdmskx) hmenql]shnm dwsq]bsdc eqnl μ d bnmudqrhnm
khlhsr) dmbncdc ]r bnmrsq]hmsr nm sgd Q

hr) b]m ad zonqsdc to,
v]qc† sn bnmrsq]hm sgdnqhdr enqltk]sdc ]s ghfgdq dmdqfx rb]kdr)
vghbg mdbdrr]qhkx g]ud lnqd cdfqddr ne eqddcnl- Sgtr ]
zsno,cnvm† qdctbshnm ne ] e]unqdc TU sgdnqx sn l]jd bnms]bs
vhsg dwodqhldms vntkc nmkx mddc sn ad b]qqhdc nts sn sgd
mtbkdnm,kdudk MQDS9 sgdqd vntkc ad mn mddc sn qdod]s sgd
mtbkd]q ogxrhbr odqenqldc gdqd-

?s sgd dmc ne Rdb- HHH vd oqdrdms ] rhlokd dw]lokd ne
rtbg ] qdctbshnm9 vd bnmrsqtbs sgd 1/ mtbkdnm,kdudk qdk]shuhrshb
nodq]snqr sg]s b]m ]qhrd enq rdlhkdosnmhb BKEU hmsdq]bshnmr
ldch]sdc ax rb]k]q nq udbsnq ldch]snqr- Vd rgnv sg]s sgdrd
hmsdq]bshnmr qdctbd sn ] rtards ne sgd MQDS nodq]snqr vd
hmsqnctbdc ’qdfidbshmf sgd rodbh]khy]shnm sn rb]k]q ]mc udbsnq
dwbg]mfdr() tmcdq ] mnmqdk]shuhrshb qdctbshnm sg]s sqd]sr sgd
udknbhshdr ne antmc mtbkdnmr ]mc sgd ltnm sn “qrs nqcdq- Vd
]krn chrbtrr ]s sgd dmc ne sghr rdbshnm rnld ne sgd mnmsqhuh]k ]r,
odbsr ne rtbg l]sbghmf) hmbktchmf) sgd hmsdqoqds]shnm ne MQDS
nodq]snq bnde“bhdmsr cdqhudc eqnl mtbkdh ]r deedbshud-

Sghr rsq]sdfx enkknvr nmd sg]s g]r addm trdc udqx deedb,
shudkx hm rstchdr ne CL chqdbs cdsdbshnm) ]m dk]rshb oqnbdrr
vhsg udqx rhlhk]q jhmdl]shbr- Sgd MQDS CL enqltk]shnm
Z03[ g]r adbnld ] udqx onotk]q aqhcfd adsvddm sgd mtbkd]q
rb]kd ]mc TU sgdnqhdr nq) lnqd bnllnmkx) deedbshud “dkc
sgdnqhdr ’DESr( enqltk]sdc ]s ghfgdq dmdqfx rb]kdr- Enq dw]l,
okd) nodm,rntqbd snnkr khjd ChqdbsCL Z06[) a]rdc nm nodq]snq
enqltk]shnmr ]s sgd khfgs,pt]qj ]mc fktnm kdudk) vdqd cd,
rhfmdc sn vnqj vhsg sgd ]m]knfntr MQDS snnk CLEnqlE]bsnq
Z04[- Sghr enql]khrl sg]s g]r addm ]cnosdc ax lnrs ne sgd
l]inq dwodqhldms]k fqntor Z07fl11[) rnld ne vgnl g]ud cd,
udknodc rodbh]khydc btsr gdkoetk hm hrnk]shmf rodbh“b MQDS
hmsdq]bshnmr- Vd cdrbqhad hm ?oodmchw B ] rbqhos enq μ d
bnmudqrhnm pthsd ]m]knfntr sn CLEnqlE]bsnq- Ax l]jhmf
sgd bncd otakhbkx ]u]hk]akd) vd gnod sn dmbntq]fd rhlhk]q
cdudknoldmsr enq μ d bnmudqrhnm-

Hm Rdb- HU ’]mc hm ?oodmchw A( vd oqdrdms cds]hkr ne sgd
rs]mc]qc ltkshonkd enql]khrl enq dladcchmf sgd mtbkdnm,
kdudk hmsdq]bshnm hm ] mtbkdtr) kd]chmf sn sgd dk]rshb μ d
bnmudqrhnm q]sd enqltk]- Vd oqdrdms q]sdr enq ] rtbbdrrhnm ne
MQDSr) ]bbnqchmf sn sgd ghdq]qbgx ne rl]kk o]q]ldsdqr9 sgd
dwsqdld mnmqdk]shuhrshb khlhs) sgd hmbktrhnm ne deedbsr khmd]q hm
=M ) ]mc sgd hmbktrhnm ne ]cchshnm]k deedbsr khmd]q hm =μ-

Q]sdr ]qd dwoqdrrdc ]r rtlr nudq BKEU bnde“bhdmsr Qh

ltkshokhdc ax mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr Vh) vhsg sgd k]ssdq
dwoqdrrdc ]r ] rtl nudq bnmsqhatshmf ltkshonkdr- D]bg Qh hr
] ahkhmd]q etmbshnm ne sgd MQDS nodq]snq bnde“bhdmsr- Sghr
e]bsnqhy]shnm b]m ad gdkoetk hm dwodqhldms]k ]m]kxrhr) he BKEU
hr chrbnudqdc- Hs ]kknvr nmd sn uhdv sgd V 

h r ]r dwodqhldms]k
zjmnar† sg]s b]m ad ch]kdc sn hrnk]sd sgd BKEU bnde“bhdmsr
Qh9 sgd mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr cdodmc nm oqnodqshdr ne
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sgd fqntmc rs]sd) rtbg ]r hsr ]mftk]q lnldmstl) hrnrohm)
rohm,nqahs oqnodqshdr ne u]kdmbd mtbkdnmr) ]mc sgd rohm,nqahs
rsqtbstqd ne sgd bnqd- Rdo]q]shmf sgd u]qhntr bnmsqhatshnmr vhkk
ad bg]kkdmfhmf) ne bntqrd- Xds ax rdkdbshmf mtbkd]q s]qfdsr vhsg
rodbh“b oqnodqshdr) hs rgntkc ad onrrhakd sn kd]qm lnqd ]ants
sgd nodq]snq rntqbd ne sgd BKEU entmc hm μ d bnmudqrhnm
sg]m vntkc ad onrrhakd eqnl qdrtksr nm ] rhmfkd mtbkd]q s]qfds-

Hm Rdb- U vd chrbtrr sgd mtbkd]q ogxrhbr ne dk]rshb μ d)
s]jhmf sgd knmf,v]udkdmfsg khlhs sn hrnk]sd sgd kd]chmf mtbkd]q
nodq]snq enq d]bg qdronmrd etmbshnm- Vd onhms nts svn chrshmbs
enqlr ne bngdqdmbd) nmd ne vghbg hr pthsd mnudk ]mc drodbh]kkx
qdkdu]ms sn s]qfdsr khjd 16?k ctd sn sgd rohm,nqahs rsqtbstqd ne
sgd fqntmc rs]sd- Vd rsqdrr sg]s sgd m]hud bntmshmf ne nodq]snqr
]s sgd mtbkdnm MQDS kdudk mn knmfdq gnkcr ]s sgd mtbkd]q kdudk9
rnld nodq]snqr ]qd dmg]mbdc ax sgd svn bngdqdmbd ldbg,
]mhrlr) nsgdqr ]qd rtooqdrrdc ax mtbkdtr,hlonrdc rdkdbshnm
qtkdr- Vd mnsd sg]s rnld ne sgd mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr
Vh ]qd bknrdkx qdk]sdc sn rs]mc]qc,lncdk qdronmrdr) ]mc sgtr
onsdmsh]kkx bntkc ad ld]rtqdc hm hrn,dk]rshb ltnm b]ostqd nq
dk]rshb dkdbsqnm rb]ssdqhmf) vghkd nsgdqr ]qd mns ]mc sgtr mdb,
drr]qhkx qdpthqd lhbqnrbnohb du]kt]shnm- Vd oqdrdms fq]oghbr
rgnvhmf sgd vhcd u]qh]shnm hm s]qfds qdronmrdr sn BKEU nodq,
]snqr: s]qfds ]ssqhatsdr dwodqhldms]khrsr l]x ad ]akd sn dwoknhs-

Rdbshnm U ]krn cdrbqhadr sgd k]qfd,a]rhr bnm“ftq]shnm,
hmsdq]bshnm rgdkk,lncdk b]kbtk]shnmr vd odqenqldc sn bnlotsd
mtbkd]q qdronmrdr) trhmf sgd adrs ]u]hk]akd deedbshud hmsdq]b,
shnmr- Sgd mddcdc nmd,ancx cdmrhsx l]sqhbdr ]qd nas]hmdc
enq ] u]qhdsx ne mtbkd]q s]qfdsr sg]s dhsgdq g]ud addm trdc hm
o]rs dwodqhldmsr nq lhfgs ad rths]akd bgnhbdr enq etstqd nmdr-
B]kbtk]shnmr vdqd odqenqldc enq 00 s]qfdsr q]mfhmf eqnl B
sn Bt- ?r sgd hmbktcdc ro]bdr vd trd ]qd rdo]q]akd ]mc sgd
b]kbtk]shnmr ]qd cnmd vhsgnts ]mx a]rhr sqtmb]shnmr) vd b]m
oqnidbs rotqhntr bdmsdq,ne,l]rr lnshnm) enq bnmrhrsdmbx vhsg
ntq F]khkd]m,hmu]qh]ms MQDSr-

Hm Rdb- UH vd cdqhud bnmrsq]hmsr nm sgd nodq]snq
bnde“bhdmsr˙sgd knv,dmdqfx bnmrs]msr nq KDBr˙eqnl dw,
hrshmf khlhsr nm μ d bnmudqrhnm ]mc drshl]sd gnv sgdrd
khlhsr vhkk ad rg]qodmdc vgdm Lt1d ]mc BNLDS qdrtksr
adbnld ]u]hk]akd- Sgd bnmrsq]hmsr s]jd sgd enql ne khlhsr nm
ahkhmd]q bnlahm]shnmr ne sgd KDBr) sgdqdax rgnvhmf vg]s b]m
]mc b]mmns ad kd]qmdc ]ants sgd BKEU eqnl dk]rshb μ d
bnmudqrhnm- Vd bnlo]qd sgdrd bnmrsq]hmsr sn sgnrd sg]s b]m ad
nas]hmdc eqnl μ d + γ ]mc μ 2d-

Hm sgd bnmbktchmf Rdb- UHH vd rtll]qhyd sghr o]odq ]mc
cdrbqhad rnld etstqd fn]kr) hmbktchmf dwsdmchmf sgd btqqdms
enql]khrl sn ]kknv enq mtbkd]q dwbhs]shnm- Rtbg ]m dwsdmrhnm
b]m xhdkc ]cchshnm]k ogxrhbr9 adb]trd ne sgd ]ardmbd ne BO
bnmrsq]hmsr nm hmdk]rshb sq]mrhshnmr) entq KDBr sg]s b]mmns ad
oqnadc hm dk]rshb μ d bnmudqrhnm sgdm ok]x ] qnkd-

HH- KDOSNMHB HMSDP:BSHNMR

Ehftqd 0 cdohbsr sgd bnmudqrhnm ne ] ltnm) antmc hm ] 0r
]snlhb nqahs]k ax sgd Bntknla “dkc ne sgd mtbkdtr) hmsn ]m
ntsfnhmf dkdbsqnm ne “wdc dmdqfx Dd ≈ lμ- He sghr BKEU oqn,
bdrr nbbtqr vhsgnts mtbkd]q dwbhs]shnm˙sgd mtbkdtr qdl]hmr
hm hsr fqntmc rs]sd˙nmd “mcr

Dd + lμ − Dahmc
μ − =p 1

1LS
. ’0(

EHF- 0- Cdohbshnm ne dk]rshb μ d bnmudqrhnm- Sgd mtbkd]q
Bntknla onsdmsh]k ahmcr sgd 0r hmhsh]k,rs]sd ltnm ]mc chrsnqsr sgd
ntsfnhmf dkdbsqnm v]ud etmbshnm- Mdfkdbshmf mtbkd]q qdbnhk) sgd dkdb,
sqnm%r dmdqfx hr sgd ltnm l]rr lhmtr hsr Bntknla ahmchmf-

vgdqd =p hr sgd sgqdd,lnldmstl sq]mredqqdc eqnl sgd mtbkdtr
sn sgd dkdbsqnm) lμ ]mc LS ]qd qdrodbshudkx sgd ltnm ]mc mt,
bkd]q l]rrdr) ]mc Dahmc

μ hr sgd ltnm%r ahmchmf dmdqfx) cd“mdc
gdqd ]r ] onrhshud pt]mshsx- Vnqjhmf sn “qrs nqcdq hm lμ<LS

]mc hfmnqhmf ]kk rl]kkdq pt]mshshdr hm 0<LS nmd “mcr

=p 1 + LS

lμ + LS


lμ − Dahmc

μ

1 − l1
d


. ’1(

vghbg b]m ad rtarshstsdc hmsn Dp- ’0( sn cdsdqlhmd sgd mtbkd]q
qdbnhk dmdqfx-

Sgd BKEU G]lhksnmh]m bnmrhrsr ne ] rdqhdr ne sdqlr ne sgd
enql

… h + bh


c=q ̃d’=q(MKμ’=q(∗

M ’=q(MMM ’=q(. ’2(

Sgd entq,edqlhnm enql hr pthsd fdmdq]k9 to sn rl]kk mtbkd]q
qdbnhk deedbsr) sgd lnldmstl sq]mredq =p hr “wdc) ]mc) bnm,
rdptdmskx) ]mx oqno]f]snq deedbsr b]m ad ]arnqadc hmsn sgd
bnde“bhdmsr bh- Hm fdmdq]k) sgd kdosnmhb ]mc mtbkdnm nodq]snqr
MK ]mc MM ’]mc sgd bnqqdronmchmf btqqdmsr( b]m ad rb]k]q nq
udbsnq ’hm vghbg b]rd sgdx ltrs bntokd sn ]m nudq]kk rb]k]q(-
Sgd bgnhbdr ne sgd MK ]mc MM ) ]mc bnmrdptdmskx sgd mtladq
ne bnde“bhdmsr bh) ]qd khlhsdc ax sgd ]u]hk]akd bg]qfd ]mc
btqqdms cdmrhshdr sg]s nmd b]m enql- Dk]rshb l]sqhw dkdldmsr
ne sgd hmsdq]bshnm b]m ad etqsgdq khlhsdc ax o]qhsx ]mc BO
rdkdbshnm qtkdr- Hm sghr o]odq) vd vhkk bnmrsqtbs ] fdmdq]k
nodq]snq a]rhr enq sghr oqnbdrr) cdqhud q]sdr) ]mc bnlo]qd sgnrd
q]sdr sn dwhrshmf ]mc ]mshbho]sdc khlhsr ne μ d bnmudqrhnm-
? “qrs rsdo hr sgd cdqhu]shnm ne sgd Bntknla,chrsnqsdc kdo,
snmhb v]ud etmbshnmr sg]s ]ood]q hm sgd sq]mrhshnm cdmrhsx ne
Dp- ’2(-
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S?AKD H- ?m hmbnlokdsd rtqudx ne dk]rshb μ d bnmudqrhnm rstchdr hmbktchmf sgd mtbkd]q s]qfdsr bnmrhcdqdc) sgd mtbkd]q ltkshonkd
nodq]snqr du]kt]sdc) ]mc sgd enql ne sgd kdosnm v]ud etmbshnmr dloknxdc- MI:τ ld]mr sg]s ansg hrnrohm rsqtbstqdr ]mc ]kk ]kknvdc I vdqd
hmbktcdc- Enq sgd Chq]b dkdbsqnm) ]kk ne sgd qdedqdmbdr rtqudxdc qdrsqhbs ]ssdmshnm sn sgd knvdrs o]qsh]k v]udr κ + ±0- Adrhcdr sgd Chq]b rnktshnm)
sgd qdl]hmhmf enqlr ne sgd ltnm v]ud etmbshnm ]qd ]kk bnmrs]ms ]ooqnwhl]shnmr9 }|ψμ|1

ρ
hr nas]hmdc ax ]udq]fhmf sgd oqna]ahkhsx ne sgd Chq]b

rnktshnm nudq sgd mtbkd]q cdmrhsx) |φY
0r’=/(|1 hr sgd oqna]ahkhsx ne sgd onhms,khjd Rbgqnchmfdq rnktshnm du]kt]sdc ]s sgd nqhfhm) |F’QM (|1 hr sgd toodq

bnlonmdms ne sgd ltnm%r Chq]b v]ud etmbshnm du]kt]sdc ]s sgd mtbkd]q q]chtr- Rtodqrbqhos – hmchb]sdr sg]s sgd qdedqdmbd bnmrhcdqr sgd hmdk]rshb
oqnbdrr ]r vdkk) ]ksgntfg sgd hmenql]shnm hm sgd s]akd qdfidbsr nmkx sgd sqd]sldms ne sgd dk]rshb oqnbdrr-

?tsgnq’r( Xd]q ZQde-[ S]qfds Nodq]snqr ψd ψμ

Vdhmadqf ]mc Edhmadqf– 0848 Z12[ Ltkshokd L/:o Ok]md v]ud }|ψμ|1
ρ

L]qbh]mn ]mc R]mc] 0866 Z13[ Ltkshokd L/:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1
ρ

Rg]mjdq 0868 Z14[ Ltkshokd L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Jnrl]r ]mc Udqf]cnr– 088/ Z15[ Ltkshokd L/:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1

ρ

Bgh]mf ds Zk-– 0882 Z16[ Ltkshokd L/:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1
ρ

Jnrl]r ds Zk-– 0883 Z17[ 37Sh L/:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1
ρ

By]qmdbjh) L]qbh]mn) ]mc Ldkmhjnu 0887 Z18[ 16?k) 37Sh) 1/7Oa L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Rhhrjnmdm) Rtgnmdm) ]mc Jnrl]r– 1/// Z2/[ 16?k) 37Sh LI:τ 

I:τ 
I:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1

ρ

Jnrl]r– 1//0 Z20[ 37Sh) 1/7Oa LI:τ 
I:τ 

I:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1
ρ

Jhs]mn) Jnhjd) ]mc Nj]c] 1//1 Z21[ Ltkshokd L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Jnrl]r 1//2 Z22[ Ltkshokd L/:τ Ok]md v]ud Chq]b
Bhqhfkh]mn ds Zk- 1//8 Z5[ Ltkshokd L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Bqhudkkhm ds Zk- 1/06 Z23[ 16?k) 086?t L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
A]qsnknss] ]mc Q]lrdx,Ltrnke 1/07 Z24[ 16?k L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Bhqhfkh]mn) C]uhcrnm) ]mc Jtmn 1/07 Z25[ 16?k L/:τ 

I:τ 
I:τ Ok]md v]ud |φY

0r’=/(|1
C]uhcrnm) Jtmn) ]mc R]onqs] 1/07 Z26[ 16?k) Sh L/:τ 

I:τ 
I:τ Ok]md v]ud |φY

0r’=/(|1
Bhuhs]qdrd ]mc S]qtshm]– 1/08 Z27[ 1/7Oa L/:τ Ok]md v]ud |F’QM (|1
Qtkd) G]wsnm) ]mc LbDku]hm 1/10 Z05[ 16?k) Sh LI:τ 

I:τ 
I:τ Etkk Chq]b ’pdee ( |φYdee

0r ’=/(|1
I:τ ̂

I:τ 
I:τ

Gddbj) Ry]eqnm) ]mc Tdr]j] 1/11 Z28[ Ltkshokd L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Bhqhfkh]mn ds Zk- 1/11 Z3/[ 16?k. 37Sh. 086?t. 1/7Oa L/:τ Chq]b) |κ| + 0 Chq]b
Gnedqhbgsdq) Ldmámcdy) ]mc Mnêk 1/11 Z30[ 16?k)Sh LI:τ 

I:τ 
I:τ Ok]md v]ud }|ψμ|1

ρ


I:τ

:- Bntinla deedbsr

S]jhmf sgd l]sqhw dkdldms ne sgd hmsdq]bshnm hm Dp- ’2(
adsvddm kdosnm ]mc mtbkd]q rs]sdr xhdkcr

bh}MK


c=q} e |∗
d ’=q(μ’=q(

:

h+0

…NM ’h(δ’=q − =qh (|h. ’3(

vgdqd |h ]mc | e  ]qd sgd hmhsh]k ]mc “m]k mtbkd]q rs]sdr
]mc }MK hr sgd l]sqhw dkdldms ne sgd kdosnmhb nodq]snq
adsvddm rohm rs]sdr- Vd bnmrhcdq gdqd ] mtbkd]q nodq]snq
sg]s hr nmd,ancx) vghbg vd vqhsd rnldvg]s rbgdl]shb]kkx
hm “qrs pt]mshy]shnm- Sgd mtbkd]q sq]mrhshnm cdmrhsx sgtr hm,
unkudr ] bnmunktshnm ne sgd dkdbsqnm ]mc ltnm v]ud etmbshnmr
vhsg sgd mtbkd]q cdmrhsx- Sgd ntsfnhmf ghfgkx qdk]shuhrshb
dkdbsqnm hr chrsnqsdc ]mc dmg]mbdc hm sgd qdfhnm ne sgd mt,
bkdtr ax sgd Bntknla onsdmsh]k) vghbg hr rntqbdc ax sgd
mtbkdtr%r dwsdmcdc bg]qfd chrsqhatshnm- Sgd v]ud etmbshnm
]mc antmc,rs]sd dmdqfx ne ] ltnm hm sgd 0r nqahs]k ]qd ]m
dhfdmrnktshnm ne sgd Chq]b dpt]shnm enq sgd r]ld Bntknla
“dkc-

Svn ne sgd sdqlr hm sgd hmsdfq]mc ne Dp- ’3() sgd mtbkd]q
cdmrhsx ]mc sgd dkdbsqnm v]ud etmbshnm) u]qx nudq ] kdmfsg r]kd
sxohb]k ne sgd mtbkd]q q]chtr9 sgd dkdbsqnm b]qqhdr ] lnldmstl
p ≈ lμ ≈ 0<0.75 el) vghkd sgd rgdkk,lncdk nrbhkk]snq o]q]l,
dsdq a enq 16?k hr 0-74 el- Sgd sghqc sdql) sgd 0r ltnm v]ud

etmbshnm) u]qhdr lnqd rknvkx enq sgd s]qfdsr bnmrhcdqdc hm sghr
o]odq) vghbg q]mfd eqnl B sn Bt- Sgd ltnm%r Angq q]chtr hm
16?k hr Zμ

/ ≈ 1/ el-
?r mnsdc hm sgd Hmsqnctbshnm) sgd mdfkdbs ne ghfgdq ltk,

shonkd nodq]snqr hm bnlotshmf dk]rshb μ d q]sdr vhkk hm
fdmdq]k kd]c sn ] qdronmrd etmbshnm sg]s hr bnqqdbs nmkx sgqntfg
n’x(- Rtbg ltkshonkdr vhkk bnmsqhatsd sn dk]rshb μ d bnmudq,
rhnm he sgd fqntmc,rs]sd ]mftk]q lnldmstl iM > 0- Hm 16?k)
vgdqd iM + 4

1 ) sgd rxlldsqx,]kknvdc bg]qfd ltkshonkdr ]qd
L/) L1) ]mc L3) vghkd sgd ]kknvdc sq]mrudqrd ’knmfhstchm]k(
rohm nodq]snqr ]qd

0)

2) ]mc

4 ’

0 )


2 ) ]mc

4 (- ’Sgd rod,
bh“b enqlr ne sgdrd nodq]snqr vhkk ad fhudm k]sdq hm sghr o]odq-(
Sgd dqqnq nmd hmctbdr ax sqtmb]shmf sgd ltkshonkd dwo]mrhnm
hr mns rhlokd sn drshl]sd9 sgd mtldqhb]k hlo]bs ne n’x1( bnq,
qdbshnmr vhkk cdodmc nm ansg sgd MQDS nodq]snq tmcdq rstcx
]mc sgd rodbh“b mtbkd]q ogxrhbr ne sgd s]qfds- Enq dw]lokd)
sgd L1 nodq]snq hr qdk]sdc sn sgd pt]cqtonkd lnldms) vghbg
b]m ad pthsd dmg]mbdc hm lhc,rgdkk mtbkdh ctd sn bnkkdbshud
cdenql]shnm-

Lnrs o]rs vnqj g]r qds]hmdc nmkx sgd kd]chmf ltksh,
onkd bnmsqhatshnm) vghkd ]krn l]jhmf nsgdq rhlokh“b]shnmr)
rtbg ]r mdfkdbshmf sgd Bntknla chrsnqshnm ne sgd ntsfnhmf
dkdbsqnm o]qsh]k v]udr ]mc sqd]shmf nmkx sgd rhlokdrs mtbkd]q
nodq]snqr- ? qdk]shudkx bnlokdsd bnlohk]shnm ne o]rs vnqj
hr fhudm hm S]akd H- Hm sgd edv b]rdr hm S]akd H vgdqd sgd
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etkk qdronmrd etmbshnm v]r bnlotsdc Z2/)20)25)26[) dkdbsqnm
ok]md v]udr vdqd dloknxdc ]mc nmkx sgd bg]qfd ]mc.nq rohm
mtbkd]q nodq]snqr vdqd bnmrhcdqdc- Nsgdqr trdc chrsnqsdc dkdb,
sqnm v]udr˙rnktshnmr ne sgd Bntknla Chq]b dpt]shnm˙ats
qds]hmdc nmkx sgnrd v]udr vhsg Chq]b |κ| + 0 ’ i + 0

1 (- Sghr
ft]q]msddr sg]s ’]s lnrs( nmd ltkshonkd nodq]snq hr fdmdq]sdc:
]m ]ooqnwhl]shnm sg]s nmd dwodbsr sn adbnld hmbqd]rhmfkx
oqnakdl]shb vhsg hmbqd]rhmf : ]mc x- Vghkd sgd rgdkk,lncdk
q]sd b]kbtk]shnmr qdonqsdc hm sghr o]odq nmkx dwsdmc to sn Bt)
md]qkx 3/ ne sgd rohm qdronmrd oqna]ahkhsx hm 52Bt hr b]qqhdc
ax sgd I + 2 ltkshonkd-

Hm Rdb- HH A vd rgnv sg]s ] etkk ltkshonkd dwo]mrhnm trhmf
chrsnqsdc dkdbsqnm v]udr b]m ad b]qqhdc nts sn ghfg ]bbtq]bx
enq ]mx ne ntq MQDS nodq]snqr- Sghr hr ]bbnlokhrgdc ax dl,
oknxhmf ]m ]ooqnwhl]shnm e]lhkh]q eqnl qdk]shuhrshb dkdbsqnm
rb]ssdqhmf9 sgd deedbsr ne sgd Bntknla “dkc hm rgnqsdmhmf sgd
v]udkdmfsg ne sgd dkdbsqnm v]ud etmbshnm ]mc dmg]mbhmf hsr
nudqk]o vhsg sgd mtbkdtr b]m ad hmbnqonq]sdc udqx ]bbtq]sdkx
sgqntfg sgd hmsqnctbshnm ne ]m deedbshud lnldmstl pdee - Vd
cdlnmrsq]sd sgd ]bbtq]bx ne sgd pdee ]ooqnwhl]shnm ]r sgd
Chq]b pt]mstl mtladq κ ]mc s]qfds bg]qfd Y ]qd u]qhdc-
Sghr rtarshstshnm ]kknvr tr sn bnlokdsd sgd etkk ltkshonkd
dwo]mrhnm trhmf rs]mc]qc Adrrdk udbsnq rogdqhb]k g]qlnmhb
dwo]mrhnmr-

Hm Rdb- HH B vd chrbtrr sgd antmc ltnm v]ud etmbshnm-
Sgd ltnm hr k]qfdkx mnmqdk]shuhrshb9 hm 16?k sgd q]shn ne knvdq
sn toodq bnlonmdmsr ]s sgd od]j ne sgd sq]mrhshnm cdmrhsx hr
≈/./16- Bnmrdptdmskx)μ d bnmudqrhnm q]sdr ]qd cnlhm]sdc
ax sgd ltnm%r toodq bnlonmdms- Vghkd hm ntq l]rsdq q]sd
enqltk] f’q( ]mc e ’q( ]qd qds]hmdc hm sgd sq]mrhshnm cdmrhshdr)
vd ]krn rhlokhex sg]s qdrtks ax qdok]bhmf sgdrd etmbshnmr vhsg
]udq]fd u]ktdr- Sghr hr ] bnllnm oq]bshbd hm ltnm b]ostqd
rstchdr Z31[) ]r vdkk ]r hm μ d bnmudqrhnm) ]r b]m ad rddm
hm S]akd H- Gdqd sgd otqonrd ne sgd ]udq]fhmf hr sn rhlokhex sgd
q]sd enqltk] sn aqhmf nts sgd tmcdqkxhmf ogxrhbr lnqd bkd]qkx-
Vd ]krn cn sgd ]udq]fhmf hm ] v]x sg]s dw]bskx oqdrdqudr sgd
u]ktdr ne kd]chmf ltkshonkdr ]mc lhmhlhydr dqqnqr enq nsgdq
ltkshonkdr- Vd cdlnmrsq]sd sg]s sgd dqqnqr hmctbdc ax trhmf
]udq]fdr }f ]mc } e  ]qd rl]kk-

Hm ntq MQDS sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms hr fdmdq]sdc
eqnl sgd toodq bnlonmdms sgqntfg sgd ]bshnm ne sgd ltnm%r
udknbhsx nodq]snq- ?r sgd MQDS enqbdr nmd sn sghmj ]ants
]kk ne sgd sgdnqx%r udknbhsx nodq]snqr hm ] bnmrhrsdms v]x) hs
aqhmfr nts rnld hmbnmrhrsdmbhdr hm o]rs vnqj- Rdudq]k ne sgd
o]odqr khrsdc hm S]akd H hmbktcdc sgd knvdq bnlonmdms) ats
mnmd oqhnq sn ntq vnqj hm Z05[ sqd]sdc sgd mtbkdnm udknb,
hsx nodq]snq) vgnrd l]fmhstcd enq ]ktlhmtl hr ]ants entq
shldr k]qfdq- Sgd svn udknbhshdr g]ud ] bnllnm nqhfhm9 sgd
MQDS hr sgd F]khkd]m hmu]qh]ms hmsqhmrhb G]lhksnmh]m sg]s cd,
rbqhadr sgd qdk]shud lnshnm ne sgd mtbkd]q bnmrshstdmsr- : − 0
ne sgd qdk]shud ’I]bnah( bnnqchm]sdr cdrbqhad sgd qdk]shud on,
rhshnmr ne sgd : mtbkdnmr) vghkd sgd :sg I]bnah bnnqchm]sd
fhudr sgd ltnm%r onrhshnm qdk]shud sn sgd bdmsdq ne l]rr ne
sgd : mtbkdnmr- MQDS udknbhsx nodq]snqr ]qd bnmitf]sd sn
sgdrd qdk]shud bnnqchm]sdr) vhsg |=M | / |=μ| enq ]kk s]qfdsr
bnmrhcdqdc gdqd- Vd chrbtrr sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms
hm Rdb- HH C ]mc ]ccqdrr hsr qnkd hm sgd MQDS k]sdq hm sgd
o]odq-

A- Sgd didbsqnm r chrsnqsdc oYqshYi vYudr

Rnldvg]s rbgdl]shb]kkx) hm sgd ok]md,v]ud khlhs ne Dp- ’3(
nmd nas]hmr ] mtbkd]q sq]mrhshnm cdmrhsx ne sgd enql

:

h+0

d−h =p·=qh …MM ’h(.

vgdqd enq rhlokhbhsx vd g]ud nlhssdc sgd r,v]ud bnmsqhatshnm
ne sgd ltnm- Gdqd …MM ’h( vntkc ad nmd ne sgd MQDS nodq]snqr
sg]s vd vhkk bnmrsqtbs eqnl mtbkdnm bg]qfdr) rohmr) ]mc ud,
knbhshdr ]mc sgdhq knmfhstchm]k ]mc sq]mrudqrd oqnidbshnmr- ?r
=qh nodq]sdr nm mtbkdnm h) nmd ltrs dwo]mc sgd dwonmdmsh]k)
qdfqntohmf onvdqr ne =qh vhsg …MM ’h( sn enql mtbkd]q nodq]snqr-
Adb]trd |=p · =qh| ≈ n’0( enq 16?k ]mc nsgdq s]qfdsr ne hmsdqdrs) ]
etkk dwo]mrhnm ne sgd dwonmdmsh]k rgntkc ad l]cd- Sgd dkdf]ms
v]x sn cn sghr hr ax ]m dwo]mrhnm hm rogdqhb]k Adrrdk etmbshnmr)
rogdqhb]k g]qlnmhbr) ]mc udbsnq rogdqhb]k g]qlnmhbr ’cdodmc,
hmf nm vgdsgdq …MM ’h( hr ] bg]qfd nq btqqdms nodq]snq(- Eqnl
sghr bnmrsqtbshnm dldqfd mtbkd]q ltkshonkd nodq]snqr ne fnnc
]mftk]q lnldmstl) O) ]mc BO- Rtbg sdbgmhptdr ]qd o]qshb,
tk]qkx onvdqetk enq dk]rshb oqnbdrrdr khjd μ d bnmudqrhnm
adb]trd sgd bnmsqhatshmf ltkshonk]qhshdr I sgdm ]qd qdrsqhbsdc
ax sgd fqntmc,rs]sd ]mftk]q lnldmstl iM ) ’I 1 iM () ]r vdkk
]r ax fnnc O ]mc BO ne sgd fqntmc rs]sd-

Gnvdudq) sgd fdmdq]khy]shnm ne sghr bnmrsqtbshnm enq chr,
snqsdc dkdbsqnm o]qsh]k v]udr hr mnmsqhuh]k) drodbh]kkx vgdm
] k]qfd MQDS nodq]snq a]rhr hr trdc- Sgd o]odq ne Jhs]mn)
Jnhjd) ]mc Nj]c] Z21[ khrsdc hm S]akd H adfhmr ax chrbtrrhmf
]m nodq]snq a]rhr rnldvg]s ]m]knfntr sn ntq MQDS- Sgd
]tsgnqr ]krn snnj sgd dkdbsqnm o]qsh]k v]udr eqnl rnktshnmr
ne sgd Bntknla Chq]b dpt]shnm) ats) hm drshl]shmf q]sdr) ]
rdqhdr ne rhlokh“b]shnmr vdqd l]cd) hmbktchmf sgd qdsdmshnm
ne itrs sgd |κ| + 0 o]qsh]k v]udr- Hm sgd dmc) sgd ordtcnrb]k]q)
]wh]k udbsnq) sdmrnq) ]mc ro]bdkhjd udbsnq nodq]snqr ne sgdhq K],
fq]mfh]m vdqd dkhlhm]sdc eqnl bnmrhcdq]shnm- Nmkx sgd knvdrs
ltkshonkd ne sgd bg]qfd nodq]snq L/ v]r qds]hmdc) fdmdq]sdc
ax sgd mtbkdnm,kdudk rb]k]q hmsdq]bshnm ]mc sgd bg]qfd bnlon,
mdms ne sgd udbsnq hmsdq]bshnm-

Sghr jhmc ne oqnbdctqd hr mns bnlo]shakd vhsg ntq zans,
snl to† MQDS ]ooqn]bg) vghbg qdpthqdr sg]s vd bnmrsqtbs
]mc du]kt]sd ]kk onrrhakd MQDS nodq]snqr) khlhsdc nmkx ax
a]rhb rxlldsqhdr9 hm sghr ]ooqn]bg nmd l]jdr mn Zoqhnqh
]rrtloshnmr ]ants sgd TU rntqbd ne sgd BKEU) nq) bnmrd,
ptdmskx) gnv hs vhkk ad l]mhedrsdc sgqntfg rodbh“b knv,dmdqfx
nodq]snqr hm dk]rshb μ d bnmudqrhnm- Sgtr vd mddc sn hm,
bktcd sgd etkk rds ne MQDS nodq]snqr ]mc) fhudm ntq qdl]qjr
]ants sgd mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr) ]kk bnmsqhatshmf dkdb,
sqnm Bntknla,chrsnqsdc o]qsh]k v]udr- Sn ]bbnlokhrg sghr) vd
rgnv sg]s sgd chrsnqsdc,v]ud oqnakdl b]m ad fqd]skx rhlokh,
“dc ax qdbnfmhyhmf sg]s ]klnrs ]kk ne sgd chrsnqshnm b]m ad
]arnqadc sgqntfg ] rhlokd rb]khmf ne sgd ok]md,v]ud rnktshnm-
Sghr ]kknvr tr sn bnlokdsd sgd etkk ltkshonkd dwo]mrhnm enq sgd
dmshqd rds ne MQDS nodq]snqr) ]mc) vgdm bnlahmdc vhsg ltnm
]udq]fhmf) ]m]kxshb]kkx du]kt]sd ]kk ne sgd nmd,ancx l]sqhw dk,
dldmsr ne sgdrd nodq]snqr- Sghr hr ]m dmnqlntr rhlokh“b]shnm
vhsg udqx khsskd r]bqh“bd ne ]bbtq]bx) ]r vd vhkk rgnv-

Sgd Chq]b rnktshnmr enq sgd bnmshmttl dkdbsqnm ]mc antmc,
rs]sd ltnm b]m ad dwo]mcdc hm o]qsh]k v]udr- ?rrtlhmf
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rogdqhb]k rxlldsqx)

ψκ ’=q( +

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

hf> i


} 01 .

0
1 |’>

0
1 ( il

} 01 .−
0
1 |’>

0
1 ( il



− e> i


} 01 .

0
1 |’> ± 0 0

1 ( il
} 01 .−

0
1 |’> ± 0 0

1 ( il



⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. ’4(

Rnktshnmr ]qd hmcdwdc ax sgd o]q]ldsdq κ +
. . . .−2.−1.−0. 0. 1. 2. . . . vgdqd i + |κ| − 0

1 ]mc

κ +

−’> + 0(. κ , /.
>. κ / /. ’5(

Sgd ]mftk]q,rohm v]ud etmbshnmr ]qd

θφ

> 0
1


il


+


l>lr


>l>

0
1lr

 il

W>l>

’θ .φ(ξlr . ’6(

vgdqd ξlr hr sgd O]tkh rohmnq-
Hm sgd ok]md,v]ud khlhs sgd q]ch]k rnktshnmr ]qd rogdqhb]k

Adrrdk etmbshnmr)
f> i ’q(

p
≡ F> i

pq
+ i>’pq(.

e> i ’q(

p
≡ E> i

pq
+


D − l

D + l

 0
1

i>−0’pq(. κ / /.
− i>+0’pq(. κ , /.

’7(

Hm sgd oqdrdmbd ne ] Bntknla onsdmsh]k) sgd q]ch]k rnktshnmr
r]shrex

ZD − μ −Ub’q([F> i + − c

cq
E> i + κ

q
E> i.

’D + μ −Ub’q((E> i +
c

cq
F> i + κ

q
F> i. ’8(

vgdqd μ hr sgd qdctbdc l]rr ne sgd kdosnm)

μ + lLS

l + LS

vhsg l sgd kdosnm l]rr ]mc LS sgd mtbkd]q l]rr- Ub’q( hr
sgd Bntknla onsdmsh]k) vghbg vd bnlotsd trhmf ]m dwsdmcdc
mtbkd]q bg]qfd chrsqhatshnm ne sgd enql

ρ’q( + m/
0 + dwo


q−b
β

 vhsg
 ∞

/
cq q1ρ’q( + Y. ’0/(

vgdqd sgd u]ktdr ne b ]mc β) sxohb]kkx cdsdqlhmdc eqnl dk]rshb
dkdbsqnm rb]ssdqhmf) ]qd s]jdm eqnl Qde- Z32[ ’rdd S]akd WH (- Y
hr sgd mtbkd]q bg]qfd- Sgd mnql]khy]shnm m/ b]m ad du]kt]sdc
]m]kxshb]kkx hm sdqlr ne sgd onkxknf]qhsgl etmbshnm Khm’y()

m/ + − Y

1β2Kh2’−dwoZb<β[(
.

]r b]m sgd ]rrnbh]sdc onsdmsh]k-
? oqnbdctqd e]lhkh]q eqnl dkdbsqnm rb]ssdqhmf rstchdr hr sgd

qdok]bdldms ne sgd Bntknla rnktshnm hm sgd uhbhmhsx ne sgd
mtbkdtr ax ] ok]md v]ud rnktshnm vhsg ] rghesdc lnldmstl)
=p =pdee 9

dh =p·=q
pdee
p

dh =pdee ·=q. q . Q. ’00(

vgdqd =pdee hr sgd knb]k lnldmstl hm sgd Bntknla vdkk ]mc
Q sgd mtbkd]q q]chtr- Sghr hr ] knb]k qdok]bdldms) mns ]eedbshmf
sgd fitw ]s hm“mhsx- Enq cdqhu]shnmr ]mc chrbtrrhnm rdd Z33fl35[-

Sgd trd ne =pdee hm sgd dwonmdmsh]k ]bbntmsr enq sgd lnqd
q]ohc nrbhkk]shnm ne sgd dkdbsqnm v]ud etmbshnm hm sgd ]ssq]bshud
Bntknla vdkk bqd]sdc ax sgd mtbkdtr) vghkd pdee<p ]bbntmsr
enq sgd dmg]mbdldms ne sgd ]lokhstcd ctd sn sg]s ]ssq]bshnm-
Gdqd vd cdsdqlhmd pdee trhmf ] bnmrs]ms onsdmsh]k vgnrd cdosg
hr dpt]sdc sn sgd ]udq]fd ne sgd Bntknla onsdmsh]k nudq sgd
mtbkd]q bg]qfd chrsqhatshnm9

Ũb +
 ∞
/ cq q1ρ’q(Ub’q( ∞

/ cq q1ρ’q(
.

=p 1
dee +

LS

lμ + LS


lμ − Dahmc

μ − Ũb
1 − l1

d


. ’01(

Sgd u]ktdr vd nas]hmdc enq ] rdqhdr ne onrrhakd mtbkd]q s]qfdsr
]qd fhudm hm S]akd WH-

Bnmrdptdmskx) enq ]m tksq]qdk]shuhrshb dkdbsqnm) vd hcdmshex

FBntknla
> i

pq
↔ pdee

p
i>’pdeeq(.

EBntknla
> i

pq
↔ pdee

p


i>−0’pdeeq(. κ / /.
− i>+0’pdeeq(. κ , /. ’02(

Sghr ]ooqnwhl]sd dpthu]kdmbd v]r dwoknhsdc hm dkdbsqnm rb]s,
sdqhmf rstchdr trhmf sgd s]qfdsr 3/B] ]mc 1/7Oa Z36[- Hm d]qkx
vnqj) sgd bnmrs]ms onsdmsh]k trdc hm b]kbtk]shmf pdee v]r rds
sn sgd Bntknla onsdmsh]k ]s sgd mtbkd]q nqhfhm) vghbg nudqdr,
shl]sdr sgd ]ssq]bshnm- ? ogxrhb]kkx lnqd qd]rnm]akd bgnhbd)
]r b]kbtk]shnmr k]sdq cdlnmrsq]sdc) hr sn “w sgd onsdmsh]k sn hsr
mtbkd]q,cdmrhsx,vdhfgsdc ]udq]fd) ]r hr cnmd gdqd- Hm Ehfr- 1
]mc 2 sgd rghesdc ok]md v]udr ne Dp- ’02( ]qd bnlo]qdc sn
sgd mtldqhb]kkx bnlotsdc Chq]b dpt]shnm rnktshnmr- Sgdrd
rnktshnmr ]mc Ũb ]qd ansg fdmdq]sdc eqnl sgd mtbkd]q bg]qfd
chrsqhatshnm ne Dp- ’0/(- Qdrtksr ]qd rgnvm enq 16?k ]mc 073V
enq sgd o]qsh]k v]udr |κ| 1 sn rgnv sgd pt]khsx ne sgd pdee
]ooqnwhl]shnm hm u]qhntr o]qsh]k v]udr ]mc enq knv, ]mc ghfg,
Y s]qfdsr- Sgd bnlotsdc Ũ 

b r enq
16?k ]mc 073V ]qd −4.73 ]mc

−07.3 LdU) qdrodbshudkx-
Sgd bnqqdronmcdmbd adsvddm sgd pdee ]ooqnwhl]shnm ]mc

sgd dw]bs Chq]b rnktshnmr hr udqx fnnc- Hm 16?k) cduh]shnmr
]qd nmkx chrbdqmhakd nm sgd e]q s]hk ne sgd mtbkd]q cdmrhsx)
vgdqd bnmsqhatshnmr sn sgd bnmunktshnm ]qd udqx rl]kk- Sgd
]fqddldms hr ]krn dwbdkkdms enq 073V) vgdqd sgd Bntknla
chrsnqshnm hr udqx k]qfd- Sghr ]fqddldms hr ]bghdudc vhsgnts
stmhmf9 pdee hr cdqhudc eqnl Ũb) vghbg hr bnlotsdc eqnl sgd
r]ld mtbkd]q cdmrhsx trdc hm sgd Chq]b dpt]shnm- pdee v]r mns
cdsdqlhmdc ax “sshmf sgd Chq]b rnktshnm-

Vd dloknx hm sghr o]odq sgd eqdd,dkdbsqnm Chq]b rohmnq Z37[

T ’p. r( +


Dd + ld

1ld


ξr

=σ ·=p
Dd+ld

ξr
’03(

vhsg ξr sgd O]tkh rohmnq- Enq ntq ghfgkx qdk]shuhrshb dkdbsqnm)
sgd mds deedbs ne sgd Bntknla hmsdq]bshnm vhsg sgd mtbkdtr hr
sgd qdok]bdldms

T ’p. r(dh =p·=q
pdee
p


Dd

1ld


ξr

=σ · …pξr


dh =pdee ·=q. ’04(

vgdqd …p hr sgd tmhs udbsnq hm sgd chqdbshnm ne sgd dkdbsqnm-
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EHF- 1- Sgd Chq]b Bntknla rnktshnmr F’q( ]mc E ’q( enq sgd ghfgkx qdk]shuhrshb ntsfnhmf dkdbsqnm oqnctbdc hm μ d bnmudqrhnm hm 16?k
’fqddm khmd( ]qd bnlo]qdc sn sgd eqdd rnktshnm ’nq]mfd( ]mc sn sgd eqdd rnktshnm du]kt]sdc vhsg pdee ’aktd c]rgdc() enq knv o]qsh]k v]udr- Sgd
mtbkd]q bg]qfd chrsqhatshnm hr rgnvm ax sgd rg]chmf ’]qahsq]qx mnql]khy]shnm(- Sgd ]fqddldms adsvddm sgd Bntknla ]mc eqdd rnktshnmr du]kt]sdc
vhsg pdee hr pthsd fnnc-

Vhsg pdee nmd b]m ]bbtq]sdkx ]bbntms enq Bntknla chr,
snqshnmr ne sgd dkdbsqnm vghkd mns ]a]mcnmhmf sgd dkdf]ms
ltkshonkd enql]khrl ne ok]md v]udr- S]akd H hmbktcdr entq
b]kbtk]shnmr hm vghbg etkk qdronmrd etmbshnmr g]ud addm
b]kbtk]sdc Z2/)20)25)26[) ats sgnrd b]kbtk]shnmr dloknxdc
tmchrsnqsdc ok]md v]udr- Hm ]kk nsgdq b]rdr) nmkx sgd kd]chmf
ltkshonkd g]r addm qds]hmdc- Sgd ]rrnbh]sdc dqqnq cdodmcr nm
sgd cds]hkdc mtbkd]q ogxrhbr ne sgd hfmnqdc ltkshonkdr ]mc
b]m ad k]qfd- Enq dw]lokd) ]lnmf sgd 00 s]qfdsr vd vhkk
bnmrhcdq hm sghr o]odq) sgdqd ]qd sgqdd˙M]) ?k) Bt˙vhsg
nmkx ncc hrnsnodr) ]m tmo]hqdc oqnsnm) ]mc ] fqntmc,rs]sd
]mftk]q lnldmstl ne ]s kd]rs 2

1 ) rn sg]s lnqd sg]m nmd ltk,
shonkd bnmsqhatsdr- Vd ohbjdc nmd e]lhkh]q MQDS hmsdq]bshnm)
=σK · =σM ) ]mc rds sgd hrnrohm sn ad ’0 + τ2(<1) rn sg]s sgd nodq,
]snq bntokdr sn sgd tmo]hqdc u]kdmbd oqnsnm- Du]kt]shmf q]sdr
“qrs vhsg sgd kd]chmf ltkshonkd ]mc sgdm vhsg ]kk bnmsqhatshmf
ltkshonkdr) vd “mc q]sd hmbqd]rdr ne 11-3 ’M]() 3-6 ’?k()
]mc 54-3 ’Bt(- Hm sgd b]rd ne ?k) hfmnqhmf ghfgdq ltkshonkdr
oqnctbdr ] lncdrs dqqnq) ats hm Bt sgd dqqnq hr md]qkx n’0(- ?kk
sgqdd hrnsnodr g]ud rsqnmf rohm qdronmrdr- Nmd bnmbktcdr sg]s
sqtmb]shmf sgd ltkshonkd dwo]mrhnm sn sgd kd]chmf nodq]snq hr
mns hm ]mx rdmrd ] bnmsqnkkdc ]ooqnwhl]shnm- Sgd ]rrnbh]sdc
dqqnq fitbst]sdr bnmrhcdq]akx eqnl mtbkdtr sn mtbkdtr- Bnm,
rdptdmskx) sgdqd hr mn rgnqsbts9 sn ]rrdrr sgd hlonqs]mbd ne
mdfkdbsdc ltkshonkdr) nmd ltrs b]kbtk]sd sgdl- Sgd trd ne pdee

l]jdr sghr oq]bshb]k dudm he nmd%r nodq]snq a]rhr hr pthsd k]qfd)
]r hs hr gdqd-

Sgd pdee rtarshstshnm ]krn gdkor nmd sn rdd bnmmdbshnmr
adsvddm μ d bnmudqrhnm ]mc rs]mc]qc,lncdk oqnbdrrdr-
Dwodqhldms]k μ d bnmudqrhnm q]sdr ]qd dwoqdrrdc ]r ]
aq]mbghmf q]shn vhsg qdrodbs sn sgd ltnm b]ostqd q]sd- Hm
sqd]sldmsr khjd sg]s oqdrdmsdc gdqd) sgd trd ne pdee vhkk ]kknv
nmd sn dwoqdrr sgd mtldq]snq ]mc cdmnlhm]snq hm pthsd rhlh,
k]q enqlr ’onkxmnlh]kr hm x() onsdmsh]kkx l]jhmf ]rrdrrldmsr
ne mtbkd]q rsqtbstqd tmbdqs]hmshdr lnqd sq]mro]qdms- Hm rnld
b]rdr hs l]x ad onrrhakd sn cn lnqd- Enq dw]lokd) hrnudbsnq
qdronmrdr bnmsqhatshmf sn dk]rshb μ d bnmudqrhnm hm 16?k
b]m ad qdk]sdc chqdbskx sn sgd hrndk]rshb oqnbdrr ne sgd lhqqnq
β cdb]x ne 16Rh sn sgd fqntmc rs]sd ne 16?k- Rtbg qdk]shnmrghor
bntkc ad hlonqs]ms he BKEU hr chrbnudqdc) ]mc ] lnqd pt]msh,
s]shud ]rrdrrldms ne mtbkd]q rsqtbstqd tmbdqs]hmshdr adbnldr ]
oqhnqhsx-

B- Sgd 0e ltnm r toodq bnlonmdms

Vd g]ud bnlotsdc antmc ltnm Chq]b v]ud etmbshnmr enq
sgd 00 s]qfdsr khrsdc hm S]akd WH- Sgdrd s]qfdsr ]qd ansg hmsdq,
drshmf dwodqhldms]kkx ]mc sq]bs]akd enq sgd rgdkk lncdk9 ghfg
pt]khsx mtbkd]q deedbshud hmsdq]bshnmr ]qd ]u]hk]akd) ]kknvhmf tr
sn bnlokdsd etkk,ro]bd ch]fnm]khy]shnmr vhsg dw]bs oqnidbshnm
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EHF- 2- ?r hm Ehf- 1 ats enq 073V-

ne sgd bdmsdq,ne,l]rr) ]r vd cdrbqhad k]sdq- Vd ]krn sqd]s 073V)
]r ] ghfg,Y bnlo]qhrnm s]qfds-

Rnktshnmr vdqd nas]hmdc ax mtldqhb]kkx hmsdfq]shmf eqnl
sgd nqhfhm ntsv]qc- Sgd dhfdmu]ktd hr cdsdqlhmdc ax qdpthqhmf
sgd v]ud etmbshnm sn u]mhrg ]s hm“mhsx- Qdrtksr enq sgd 16?k
]mc 37Sh 0r ltnm rs]sdr ’κ + −0( ]qd rgnvm hm Ehf- 3- Sgd
bnqqdronmchmf Rbgqïchmfdq rnktshnmr ]qd ]krn oknssdc: sgdx
]qd ]klnrs hmchrshmfthrg]akd eqnl sgd Chq]b q]ch]k rnktshnmr
f’q(- Sgd Chq]b ahmchmf dmdqfhdr ]qd md]qkx hcdmshb]k sn sgd
Rbgqïchmfdq u]ktdr) dwbddchmf sgd k]ssdq ax itrs /-07 ]mc
/-26 ) qdrodbshudkx-

Ehftqd 3 rgnvr sg]s sgd ltnm hr md]qkx mnmqdk]shuhrshb)
vhsg f’q( ]mc sgd Rbgqïchmfdq rnktshnm deedbshudkx hmchr,
shmfthrg]akd- Enq sgd “qrs 00 dmsqhdr ne S]akd HH) sgd q]shn
| e ’q(<f’q(| du]kt]sdc ]s sgd od]j ne bg]qfd sq]mrhshnm cdmrhsx

S?AKD HH- Sgd q]shn ne sgd knvdq sn toodq bnlonmdmsr ne sgd
ltnm v]ud etmbshnm du]kt]sdc ]s sgd q]chtr q/ vgdqd sgd lnmnonkd
bg]qfd sq]mrhshnm cdmrhsx od]jr-

S]qfds | e ’q/ (
f’q/ (

| S]qfds | e ’q/ (
f’q/ (

| S]qfds | e ’q/ (
f’q/ (

|
01B /-/03 16?k /-/16 37Sh /-/32
05N /-/06 17Rh /-/2/ 45Ed /-/38
08E /-/08 21R /-/25 52Bt /-/50
12M] /-/13 3/B] /-/3/ 073V /-021

q1 i/’pdeeq(ρ’q( q]mfdr eqnl /-/03 ’B( sn /-/50 ’Bt(- Sgd 16?k
u]ktd hr /-/16) vghkd sg]s enq sgd ghfg,Y s]qfds 073V hr /-021-

Sgd Chq]b antmc,rs]sd mnql]khy]shnm
 ∞

/
cq


F1

> i ’q( + E 1
> i ’q(


+ 0 ’05(

oqnuhcdr ]m ]ksdqm]shud ld]rtqd ne sgd qdk]shuhsx9 sgd knvdq,
bnlonmdms bnmsqhatshnmr sn sghr mnql]khy]shnm hmsdfq]k ]qd
/-1 ]mc /-4 ) qdrodbshudkx) enq 16?k ]mc 37Sh- Enq 073V sgd
qdrtks hr 1-1 -

Nmd bnmbktcdr sg]s) enq khfgsdq mtbkd]q s]qfdsr) qdsdmshnm
ne itrs sgd toodq bnlonmdms ne sgd ltnm v]ud etmbshnm˙
nq md]qkx dpthu]kdmskx) trd ne sgd Rbgqïchmfdq rnktshnm˙b]m
ad ] rdmrhakd oqnbdctqd- Sgdqd hr ] knmf ghrsnqx ne ltnm,
b]ostqd rstchdr hm khfgs, ]mc ldchtl,l]rr mtbkdh sg]s s]jd
]cu]ms]fd ne sgd ltnm%r knv udknbhsx hm sgd hmhsh]k rs]sd Z31[-
Gnvdudq) sgd sgqdd o]odqr khrsdc hm S]akd H sg]s g]ud l]cd
sghr ]ooqnwhl]shnm dhsgdq chc rn enq ] ghfg,Y mtbkdtr ’1/7Oa(
Z27[ nq dpt]sdc sgd Rbgqïchmfdq cdmrhsx sn hsr onhms,mtbkdtr
u]ktd Z25)26[) vghbg) ]r vd vhkk k]sdq chrbtrr hm sghr rdbshnm)
b]m rtars]msh]kkx nudqdrshl]sd sgd ltnm cdmrhsx dudm enq ]
qdk]shudkx khfgs mtbkdtr khjd 16?k-

C- Sgd 0e ltnm r invdq bnlonmdms

Cdrohsd sgd qdl]qjr l]cd ]anud) hm lnrs ne sgd o]rs vnqj
rtll]qhydc hm S]akd H sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms v]r
hmbktcdc ’dhsgdq dwokhbhskx hm sgd sq]mrhshnm cdmrhsx nq ]r ]m
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EHF- 3- Knvdq o]mdkr9 ltnm κ + −0 antmc rs]sd Chq]b rnktshnmr F’q( ’nq]mfd khmd( ]mc E ’q( ’fqddm( ]qd rgnvm enq 16?k ’kdes( ]mc
37Sh ’qhfgs() ]knmf vhsg sgd Rbgqïchmfdq rnktshnm ’aktd c]rgdc(- Sgdrd rnktshnmr ]qd bnlotsdc enq dwsdmcdc mtbkd]q bg]qfdr) trhmf sgd
o]q]ldsqhy]shnmr ne S]akd WH) ]mc ]qd oqnodqkx mnql]khydc- Toodq o]mdkr9 f’q( ’nq]mfd() e ’q( ’fqddm() ]mc sgd Rbgqïchmfdq rnktshnmr enq
dwsdmcdc ’aktd c]rgdc( ]mc onhms ’qdc( bg]qfd chrsqhatshnmr- ?krn rgnvm ]qd sgd unktld,vdhfgsdc bg]qfd chrsqhatshnmr q1ρ’q( i/’pq( ]mc
q1ρ’q( i1’pq( ’rg]cdc(- Sgd nudq]kk mnql]khy]shnm ’ats mns sgd qdk]shud mnql]khy]shnm( ne sgd svn cdmrhshdr hr ]qahsq]qx- ?r sgd ltnm v]ud
etmbshnm u]qhdr rknvkx nudq sgd mtbkdtr) hs hr ]ooqnoqh]sd sn trd ]m ]udq]fd u]ktd9 sgd ak]bj cnssdc khmd hr sgd u]ktd nas]hmdc ax ]udq]fhmf nudq
q1ρ’q( i/’pq( ’rdd sdws(-

]udq]fd u]ktd(- Hm sgnrd b]rdr vgdqd sgd knvdq bnlonmdms
v]r sqd]sdc dwokhbhskx) sgd dkdbsqnm o]qsh]k,v]ud dwo]mrhnm
v]r sqtmb]sdc sn |κ| + 0) ]mc nmkx sgd bg]qfd nodq]snq v]r
bnmrhcdqdc9 sgd ]tsgnqr sgtr cdodmc nm sgd bngdqdms dmg]mbd,
ldms ne sgd lnmnonkd bg]qfd nodq]snq sn chktsd bnmsqhatshnmr
eqnl ghfgdq ltkshonkdr- ?r vd g]ud mnsdc) sghr bgnhbd ne
]ooqnwhl]shnmr vntkc mns hm fdmdq]k ad rtbbdrretk enq nodq],
snqr nsgdq sg]m sgd bg]qfd nodq]snq˙rn bkd]qkx vntkc mns ad
]ooqnoqh]sd hm ]m MQDṠ ]mc hm e]bs vntkc ad ] onnq bgnhbd
dudm enq sgd bg]qfd nodq]snq) vdqd sgd bntokhmf hrnudbsnq ]mc
sgtr mns bngdqdms- Hm b]rdr vgdqd ]m ]udq]fd u]ktd v]r trdc)
sgd dkdbsqnm v]r sqd]sdc ]r ] ok]md v]ud- Sgtr hs hr che“btks
sn rdd ] bnmrhrsdms o]ssdqm ne ]ooqnwhl]shnmr hm o]rs vnqj)
dudm he vd khlhs ntq ]ssdmshnm sn rhlokd nodq]snqr khjd sgd
bg]qfd-

?kk o]odqr hm S]akd H sg]s sqd]sdc sgd ltnm%r knvdq
bnlonmdms nlhssdc hmsdqmtbkdnm udknbhshdr- Mns nmkx hr sghr
o]q]ldsqhb]kkx che“btks sn itrshex) ats mtbkdnm udknbhshdr fdmdq,
]sd mdv nodq]snqr ]mc ] mdv rntqbd ne bngdqdms dmg]mbdldms)
]r vd vhkk k]sdq rdd- Sghr kd]cr sn mdv mtbkd]q qdronmrd bnmsqh,
atshnmr sn sgd q]sd sg]s hm oqhmbhokd lhfgs ad mdv nardqu]akdr)
he sgdx b]m ad hrnk]sdc ax bnlo]qhmf q]sdr hm ] u]qhdsx ne
s]qfdsr-

Hm bnmsq]rs) =μ ok]xr ] qdk]shudkx lhmnq qnkd hm μ d
bnmudqrhnm- Mtldqhb]kkx) |=M | |=μ| enq sgd mtbkd]q s]qfdsr
bnmrhcdqdc gdqd: enq dw]lokd)

|
}= 1

μ ≈ /./4 enq 16?k vghkd
enq ]m tmo]hqdc 0c4<1 u]kdmbd oqnsnm

|
}= 1

M  ≈ /.10- Ats sgdqd
]qd lnqd hlonqs]ms qd]rnmr sg]m l]fmhstcd enq =

μr qdk]shud
k]bj ne hlo]bs-

Sgd ltnm%r udknbhsx hr sgd nodq]snq sg]s fdmdq]sdr sgd knvdq
bnlonmdms Chq]b rnktshnm e ’q( eqnl sgd toodq bnlonmdms
f’q()

ψ
μ
κ+−0’=q( +


ξr

=σ · =oμ

1μ∗ ξr



hf’q(W//’(

≈


ξr
=σ ·=μ

1 ξr


hf’q(|
3π

. ’06(

]r

e ’q( ≈ 0

1μ∗
cf’q(

cq
≈ 0

1μ

cf’q(

cq
. ’07(

Gdqd μ hr sgd ltnm%r qdctbdc l]rr ]mc μ∗ hr sgd deedbshud
qdctbdc l]rr- He sgd Bntknla onsdmsh]k hm sgd uhbhmhsx ne sgd
mtbkdtr hr qdok]bdc ax ]m ]udq]fd u]ktd Ũb) sgdm μ∗ ≡ μ −
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E HF - 4 - S g d l t n m %r kn v d q,b n l o n m d m s v ] u d et m b shn m e ’q ( b n l ,
o t sd c en q 0 7 3 V eqn l sg d C hq] b d p t ] shn m ’rn khc khm d () ] m c ] o o qn w ,
hl ] sd c ] r ] c d qhu ] shu d n e f ’q ( t rhm f d hsg d q μ ’c n ssd c khm d ( n q μ ∗

’c ] rg d c khm d (-

’|D a hm c
μ | + ˜U b (< 1 - ’Hm 1 6 ? k sg d c heed qd m b d a d sv d d m μ ] m c μ ∗ hr

1 -5 -( S g d sg qd d et m b shn m r hm D p - ’0 7 ( ] qd b n l o ] qd c en q sg d
g hf g ,Y s] qf d s 0 7 3 V hm E hf - 4 : c heed qd m b d r ] qd rl ] kk-

S g d kd o sn m hb ] l o khst c d hm u n ku d r ] o qn c t b s n e sg hr v ] u d
et m b shn m v hsg sg ] s en q sg d d kd b sqn m ) f hu d m a x D p - ’0 4 () v g n rd
t o o d q ] m c kn v d q b n l o n m d m sr ] qd a n sg n ’0 (- B n m rd p t d m skx )
v g d sg d q sg d n o d q] sn q b n m m d b shm f sg d l t n m sn sg d d kd b sqn m
hr d u d m n q n c c hm sg d E n kc x ,V n t sg t x rd m rd m rd ) = μ ] kv ] x r
] o o d ] qr hm b n l a hm ] shn m v hsg sg d l t b g k] qf d q d kd b sqn m u d kn b hsx -
E t qsg d ql n qd ) sg d kd o sn m hb ] l o khst c d hr hm b kt rhu d ) ] rt l n u d q
o ] qsh] k v ] u d r- ? r v d v hkk rg n v a x d w o khb hs b ] kb t k] shn m ) sg d rd
o qn o d qshd r khl hs sg d qn kd n e = μ sn sg ] s n e ] m t b kd ] q en ql e] b sn q
B n t kn l a b n qqd b shn m ) sx o hb ] kkx ] s sg d kd u d k n e ≈ 4 en q sg d khf g s
] m c l d c ht l l ] rr s] qf d sr b n m rhc d qd c g d qd - Hs o k] x r m n n sg d q
qn kd hm sg d B K E U o g x rhb r n e μ d b n m u d qrhn m -

: u d qZ f hm f sg d l t n m v Z u d et m b shn m - Hm l n rs n e sg d o ] o d qr
khrsd c hm S ] a kd H) sg d f d m skd u ] qh] shn m n e sg d l t n m %r v ] u d
et m b shn m v ] r d w o kn hsd c sn qd l n u d hs eqn l sg d sq] m rhshn m c d m rhsx
b n m u n kt shn m hm sd f q] k) hm e] u n q n e ] m ] u d q] f d u ] kt d - Q ] sd r ] qd
qd ] rn m ] a kx hm rd m rhshu d sn g n v sg hr ] u d q] f hm f hr c n m d ) sg n t f g
v d o n hm s n t s a d kn v sg ] s o ] rs ] u d q] f hm f g ] r d l o kn x d c o qn ,
b d c t qd r l n qd ] o o qn o qh] sd en q sg d hm b kt rhu d o qn b d rr n e l t n m
b ] o st qd - Hm b n m sq] rs) sg d ] u d q] f hm f v d d l o kn x g d qd hr c d rhf m d c
en q d k] rshb μ d b n m u d qrhn m ] m c qd o qn c t b d r sg d d w ] b s qd rt ksr
en q sg d kd ] c hm f t o o d q, ] m c kn v d q,b n l o n m d m s l t ksho n kd r-

Hm sg hr o ] o d q) ] r o qd u hn t rkx l d m shn m d c ) v d v hkk t rd ] u d q,
] f hm f sn rhl o khex n t q et kk q] sd d w o qd rrhn m - E n q d w ] l o kd ) sg d
d eed b sr n e = μ ] qd sg d qd a x qd fi d b sd c hm n m d o ] q] l d sd q } e < }f )
v g hb g b ] m a d e] b sn qd c eqn l ] kk qd ro n m rd et m b shn m r- S g d qd hr
] rd b n m c ] c u ] m s] f d f ] hm d c eqn l ] u d q] f hm f 9 hs rhf m h“ b ] m skx
rhl o kh“ d r sg d m t b kd ] q o g x rhb r- ? esd q ] u d q] f hm f ) v d b ] m d w o kn hs
o qn o d qshd r n e sg d g ] ql n m hb n rb hkk] sn q sn ] m ] kx shb ] kkx d u ] kt ] sd
] kk b g ] qf d ] m c b t qqd m s n m d ,a n c x l ] sqhw d kd l d m sr ] m c ) b n m ,
rd p t d m skx ) c d qhu d b kn rd c ,en ql d w o qd rrhn m r en q d ] b g m t b kd ] q
qd ro n m rd et m b shn m - S g hr b ] m a d u d qx g d ko et k hm t m c d qrs] m c hm f
sg d m t b kd ] q o g x rhb r ] m c g n v hs d eed b sr B K E U rd m rhshu hshd r hm
s] qf d sr n e hm sd qd rs- Hm ] c c hshn m ) ] u d q] f hm f o qn c t b d r μ d
b n m u d qrhn m l t ksho n kd n o d q] sn qr hc d m shb ] k sn sg n rd d l o kn x d c hm
rs] m c ] qc ,l n c d k rd l hkd o sn m hb v d ] j hm sd q] b shn m r Z3 1 )3 8 [- S g d

] a hkhsx sn t rd d kd b sqn m rb ] ssd qhm f n q a d s] c d b ] x l d ] rt qd l d m sr
sn c d sd ql hm d B K E U sq] m rhshn m c d m rhshd r b n t kc o qn u d g d ko et k hm
qd c t b hm f m t b kd ] q rsqt b st qd t m b d qs] hm shd r-

S g d o n hm s,m t b kd t r 0 r l t n m R b g qï c hm f d q rn kt shn m o qn u hc d r
] b n m u d m hd m s m n ql ] khy ] shn m en q sg d ] u d q] f d c d m rhsx )

φ Y
0 r ’=q + / ( ≡ φ Y

0 r ’=/ ( +
0

|
π


Y α μ b

g̃

 2 < 1

. ’0 8 (

v g d qd μ hr sg d qd c t b d c l ] rr n e sg d l t n m - ? r sg d o n hm s c d m rhsx
d w b d d c r sg ] s n a s] hm d c a x ] u d q] f hm f n u d q sg d m t b kd ] q u n kt l d ) ]
b n l l n m o q] b shb d hr sn d w o qd rr sg d u n kt l d ,] u d q] f d c qd rt ks hm
sg d r] l d et m b shn m ] k en ql ) a t s v hsg Y qd o k] b d c a x ] m d eed b shu d
b g ] qf d Y d ee , Y )

φ̃ μ
0 r ≡ φ Y d ee

0 r ’=/ (.

S g d c heed qd m b d a d sv d d m sg d o g x rhb ] k ] m c d eed b shu d b g ] qf d r Y −
Y d ee v hkk hm b qd ] rd ] r Y hm b qd ] rd r- ? ksd qm ] shu d kx Z3 1 [ n m d b ] m
d w o qd rr sg d o qn a ] a hkhsx c d m rhsx |φ̃ μ

0 r |
1 ] r


φ̃ μ

0 r


1 ≡ Q


φ Y

0 r ’=/ (

1 . ’1 / (

v hsg Q , 0 c d b qd ] rhm f ] r Y hm b qd ] rd r- U ] kt d r n e Y d ee ] m c Q
en q u ] qhn t r m t b kd ] q s] qf d sr ] qd f hu d m hm S ] a kd W H) t rhm f sg d
] u d q] f hm f o qn b d c t qd v d c d rb qha d a d kn v - A n sg n e sg d rd v ] x r
n e d w o qd rrhm f φ̃ μ

0 r hm sd ql r n e sg d o n hm s R b g qï c hm f d q c d m rhsx
g ] u d a d d m t rd c d w sd m rhu d kx hm l t n m b ] o st qd rst c hd r-

S g d sq] m rhshn m c d m rhsx en q d k] rshb μ d b n m u d qrhn m hr ]
b n m u n kt shn m n e ] rkn v kx u ] qx hm f l t n m v ] u d et m b shn m φ μ

0 r ’q ( +
0|
3 π

f ’q ( v hsg ] l n qd q] o hc kx u ] qx hm f l t ksho n kd c d m rhsx v g n rd

rg ] o d hr eqd p t d m skx m d ] qkx F ] t rrh] m ’rd d E hf - 3 (- S g d rs] m c ] qc
o qn b d c t qd en q g ] m c khm f rt b g b n m u n kt shn m hm sd f q] kr hr ] S ] x kn q
d w o ] m rhn m ] qn t m c sg d hm sd f q] m c %r o d ] j ] s q / ) f d m d q] shm f d qqn qr
sg ] s c d o d m c r n m kx n m sg d rd b n m c c d qhu ] shu d n e sg d rkn v kx u ] qx ,
hm f et m b shn m -

V g d m ] m hrn rb ] k] q b n t o khm f sn b g ] qf d d w hrsr) sg d qd rt ks,
hm f b n g d qd m b d t rt ] kkx kd ] c r sn ] q] sd c n l hm ] sd c a x sg d
hrn rb ] k] q l n m n o n kd n o d q] sn q- G d qd v d rkhf g skx l n c hex sg d
F ] t rrh] m l d sg n c c d rb qha d c ] a n u d ) d eed b shu d kx b g n n rhm f q / r n
sg ] s f ’q / ( ≡ }f  x hd kc r sg d d w ] b s hm sd f q] sd c l n m n o n kd rsqd m f sg


φ Y d ee

0 r ’=/ (

 +

0
|

π


Y d ee α μ b

g̃

 2
1

≡

φ̃ μ

0 r


 ≡

0
|

3 π
}f 

+
|}f -r-|


h i/ ’p d ee q h (W / / ’ h (

0|
3 π

f ’q h ( |f -r-|

|}f -r-|


h i/ ’p d ee q h (W / / ’ h ( |f -r-|

+


c q q 1 ρ ’q ( i/ ’p d ee q ( 0|

3 π
f ’q (


c q q 1 ρ ’q ( i/ ’p d ee q (

. ’1 0 (

G d qd ρ ’q ( hr sg d f qn t m c ,rs] sd d w o d b s] shn m u ] kt d n e sg d
hrn rb ] k] q c d m rhsx - V d l ] j d sg hr b g n hb d m n s n m kx a d b ] t rd
sg d l n m n o n kd n o d q] sn q hr n esd m c n l hm ] m s) a t s ] krn a d b ] t rd sg d
l n m n o n kd b g ] qf d c d m rhsx hr sg d a d rs t m c d qrsn n c o qn o d qsx n e
m t b kd h) shf g skx b n m rsq] hm d c a x d k] rshb d kd b sqn m rb ] ssd qhm f - S g t r
] o qd b hrd sqd ] sl d m s n e sg d B n t kn l a o g x rhb r en q sg hr l t ksho n kd
hr v ] qq] m sd c -

S g d ] o o qn w hl ] shn m hm c t b d c a x n t q ] u d q] f hm f b n l d r hm
t rhm f sg d r] l d }f  hm n sg d q l t ksho n kd r- C d “ m hm f sg d l t n m ,
v ] u d ,et m b shn m v d hf g sd c ] m c t m v d hf g sd c l t ksho n kd n o d q] sn qr

/ 2 4 4 / 3 ,0 0
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S?AKD HHH- Dw]bs b]kbtk]shnmr ne sq]mrhshnm oqna]ahkhshdr hmunku,
hmf sgd ltnm%r toodq bnlonmdms f’q( g]ud addm b]kbtk]sdc enq sgd
bg]qfd L) sq]mrudqrd rohm ) ]mc knmfhstchm]k rohm  nodq]snqr)
du]kt]sdc trhmf ansg kd]chmf ltkshonkdr ’d-f-)VL/L/ ( nq etkk qdronmrd
etmbshnmr ’d-f-)VLL () ]mc dloknxhmf hrnrb]k]q ’//() hrnudbsnq ’00()
]mc oqnsnm ’oo( bntokhmfr- Eqnl d]bg b]kbtk]shnm vd dwsq]bs ] u]ktd
ne Q ’rdd sdws: sgd sno khmd enq d]bg s]qfds() sgd q]shn ne sgd dw]bs
qdrtks sn sg]s nas]hmdc vgdm f’q( hr qdok]bdc ax sgd onhms Rbgqïchmfdq
]m]knf- He vd s]jd Q eqnlV //

L/L/
]r ] a]rdkhmd) odqbdms]fd u]qh]shnmr

hm Q) qdoqdrdmshmf sgd dqqnq hmsqnctbdc he sgd a]rdkhmd hr trdc fkna]kkx)
]qd fhudm hm sgd rdbnmc khmd-

Q ]mc u]qh]shnm

S]qfds V //
L/L/

V //
LL V oo

L/L/
V oo

LL V 00
L/L/

V 00
LL

16?k /-5455 /-5454 /-546/ /-5458 /-5323 /-5306
/-// −/-/0 /-/6 /-/5 −1-/0 −1-15

52Bt /-21/3 /-21/3 /-21// /-2088 /-2176 /-2170
/-// −/-/0 −/-04 −/-05 1-47 1-27

S]qfds V //

0


0

V //
 V oo


0


0

V oo
 V 00


0


0

V 00


16?k /-5364 /-5352 /-5402 /-5384 /-5450 /-5422
−0-27 −0-45 −/-70 −0-/7 −/-/6 −/-38

52Bt /-2578 /-2030 /-2562 /-2/74 /-2544 /-2/15
04-00 −0-88 03-51 −2-61 03-/4 −4-47

S]qfds V //

0

0
V //

 V oo

0

0
V oo

 V 00

0

0
V 00



16?k /-5234 /-5228 /-5227 /-5221 /-5220 /-5212
−2-25 −2-34 −2-35 −2-45 −2-47 −2-58

52Bt /-2164 /-1840 /-2117 /-1810 /-2071 /-1780
1-1/ −6-81 /-63 −7-74 −/-60 −8-66

ax

…Nf
IL ’p( ≡

:

h+0

0|
3π

f’wh ( …NIL ’pwh ( ’11(

’]mc rhlhk]qkx enq e ’q(() vd g]ud enq sgd qdronmrd etmbshnm
fdmdq]sdc ax …Nf

IL ’p(

V ττ 

NfNf ≡ 3π

1 iM + 0



I

} iM ||Nf
I:τ || iM } iM ||Nf

I:τ  || iM 

}f1

1 iM + 0



I

} iM ||NI:τ || iM } iM ||N
I:τ  || iM 

+
3π

φYdee
0r ’=/(

1

1 iM + 0



I

} iM ||NI:τ || iM } iM ||N
I:τ  || iM .

’12(

Sn sdrs sgd u]khchsx ne sghr qdok]bdldms) vd g]ud bnlotsdc
sgd dw]bs Q ’dpthu]kdms sn Y2

dee ( enq nsgdq ltkshonkd bgnhbdr-
Enq sgd bg]qfd nodq]snq) vd u]qx sgd hrnrohm) ]mc vd qdod]s
sgd ]udq]fhmf trhmf sgd etkk qdronmrd etmbshnm ’mns itrs sgd
lnmnonkd() sgdqdax hmbktchmf ghfgdq ltkshonkdr- Vd g]ud ]krn
qdod]sdc sgdrd b]kbtk]shnmr enq sgd sq]mrudqrd dkdbsqhb rohm
nodq]snq 

I ]mc knmfhstchm]k rohm nodq]snq 
I ) vghbg vd

vhkk hmsqnctbd k]sdq hm sghr o]odq- Sgd qdrtksr enq 16?k ]mc
52Bt ]qd oqdrdmsdc hm S]akd HHH- ?krn rgnvm hm sgd s]akd hr

sgd odqbdms dqqnq nmd vntkc l]jd hm trhmf Q/) sgd qdctbshnm
e]bsnq nas]hmdc enq sgd hrnrb]k]q lnmnonkd bg]qfd nodq]snq)
hm ]kk nsgdq b]rdr- Enq 16?k sgd ]udq]fd u]ktd ne sgd u]qh]shnm
hm Q hr /-/07 ]mc sgd vnqrd b]rd hr ] cduh]shnm ne /-/26- ?r
Q qdoqdrdmsr ] oqna]ahkhsx) sghr ld]mr sg]s trd ne Q/ fkna]kkx
vntkc ]eedbs khlhsr cdqhudc nm BKEU KDBr ]s sgd sxohb]k kdudk
ne .0 ]mc hm sgd vnqrd b]rd 1 - Enq 52Bt) sgd bnqqdronmc,
hmf sxohb]k tmbdqs]hmsx hr ≈1.6 vhsg ] vnqrd,b]rd cduh]shnm
ne 6-5 - Bnmrdptdmskx) nmd rgntkc ]rrnbh]sd tmbdqs]hmshdr ne
sghr l]fmhstcd vhsg sgd KDB ahkhmd]qr vd k]sdq dwsq]bs eqnl
dwodqhldms]k antmcr- Hm b]rdr vgdqd sgd hrnrb]k]q lnmnonkd
cnlhm]sdr ctd sn hsr bngdqdmbd) sgd dqqnq vhkk ad ltbg rl]kkdq)
]r sghr ltkshonkd hr dw]bskx qdoqnctbdc ax ntq ]udq]fhmf oqn,
bdctqd-

?r vd vhkk rgnv hm cds]hk k]sdq) sgd knvdq bnlonmdms e ’q(
]ksdqr sgd lnmnonkd sq]mrhshnm cdmrhsx sgqntfg ]m hmsdqedqdmbd
sdql sg]s rhlhk]qkx b]m ad trdc sn cd“md ]m noshl]k } e 9

0|
3π

} e  ≡


cq q1ρ’q( i0’pdeeq( 0|

3π
e ’q(


cq q1ρ’q( i0’pdeeq(

. ’13(

?r ]anud) vd b]m sgdm sdrs sgd u]khchsx ne trhmf sghr lnmnonkd
u]ktd enq } e  hm nsgdq toodq,knvdq bnlonmdms ltkshonkd hmsdq,
edqdmbd sdqlr ’cd“mdc dwokhbhskx k]sdq hm sghr o]odq()

V ττ 

NfN’h( e ≡ 3π

1 iM + 0



I

} iM ||Nf
I:τ || iM } iM |

N’h( e
I:τ 

| iM 

}f} e 
1 iM + 0



I

} iM ||NI:τ || iM } iM ||N’h(
I:τ  || iM 

+
3π

φYdee
0r ’=/(

1

1 iM + 0

} e 
}f



I

} iM ||NI:τ || iM } iM ||N’h(
I:τ  || iM .

’14(

u]qxhmf sgd nodq]snq ]mc hrnrohm- Sgd rl]kk o]q]ldsdq sg]s
qdoqdrdmsr sgd deedbsr ne =μ hr sgtr } e <}f) enq vghbg qdrtksr
]qd rgnvm hm S]akd HU enq 16?k ]mc Bt- Sgd ]udq]fd cduh]shnm
hr 5 - ?r sgd l]fmhstcd ne sgd q]shn |} e <}f| ≈ /./16 enq
16?k sghr hlokhdr ] sxohb]k q]sd dqqnq ne ≈/.0fl/.1 : odqg]or
kdrr) ]r sgd kd]chmf hmsdqedqdmbd sdql hr qdoqnctbdc dw]bskx-

Oqduhntr ZudqZfhmf oqnbdctqdr- L]mx ne sgd qdedqdmbdr
khrsdc hm S]akd H dloknxdc ]udq]fhmf- Ats sxohb]kkx sgd ]tsgnqr
enkknvdc sgd udqx d]qkx vnqj Z12[) hm vghbg ldsgncr lnqd
]ooqnoqh]sd sn ltnm b]ostqd vdqd ]ookhdc sn dk]rshb μ d
bnmudqrhnm- Enq dw]lokd) hm Z16[

}φ0r1 ≡

c2q ρ’q(

φμ
0r’=q (

1

c2q ρ’q(

⇒ }φ0r1 ≡
α2l2

μ

π

Y3
dee

Y
. ’15(

? mtbkd]q,cdmrhsx,vdhfgsdc ]udq]fd ne sgd oqna]ahkhsx ]qnrd
hm Oqhl]jnee%r d]qkx vnqj nm sgd hmbktrhud oqnbdrr ne ltnm
b]ostqd) vgdqd



e

E ’De (|}h|φ
μ
0r’=q (| e |

1

≈ E ’D̃ e (


e

|}h|φ
μ
0r’=q (| e |

1
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S?AKD HU- Dqqnqr hmbtqqdc vgdm 3πV ττ 

NfN’h( e hr qdok]bdc ax

}f } e V ττ 

NN’h( ) vgdqd }f hr nas]hmdc ax ]udq]fhmf nudq sgd hrnrb]k]q
lnmnonkd nodq]snqL//:/’pdeeq( ]mc } e  hr nas]hmdc ax ]udq]fhmf nudq
sgd bnqqdronmchmf knvdq,bnlonmdms nodq]snq L ’1(

//:/’pdeeq(-

u]qh]shnm hm }f} e 

S]qfds V //
LL ’1( V 00

LL ’1( V 0/
LL ’1( V /0

LL ’1(

16?k /-// −4-08 /-87 −4-80
52Bt /-// −3-/4 −0-16 −1-72

S]qfds V //
’/( V 00

’/( V 0/
’/( V /0

’/(

16?k −4-47 −5-67 −5-1/ −5-06
52Bt −2-15 −3-05 −1-58 −3-65

S]qfds V //
’1( V 00

’1( V 0/
’1( V /0

’1(

16?k −4-50 −5-36 −5-27 −4-57
52Bt −0/-18 −02-/2 −00-/3 −01-16

S]qfds V //
’/( V 00

’/( V 0/
’/( V /0

’/(

16?k −1-6/ −11-01 −1-48 −11-00
52Bt 2-46 2-16 3-47 1-26

S]qfds V //
’1( V 00

’1( V 0/
’1( V /0

’1(

16?k −4-22 −2-68 −4-18 −2-71
52Bt −4-67 −6-16 −3-04 −7-75

≈ E ’D̃ e (}h|–|φμ
0r’=q (|

1|h

≈

c2q ρ’q(

φμ
0r’=q (

1

c2q ρ’q(

E ’D̃ e (}h|–|h. ’16(

Gdqd  hr ] mtbkd]q nodq]snq- ?esdq qdok]bhmf sgd “m]k,rs]sd
og]rd ro]bd E ’De ( ax ]m ]udq]fd u]ktd) sgd rtl nudq “m]k
rs]sdr v]r bnlokdsdc ax bknrtqd- Sgd bknrtqd ]ooqnwhl]shnm
qdk]sdr ] sq]mrhshnm oqna]ahkhsx sn sgd fqntmc,rs]sd dwodbs]shnm
u]ktd ne sgd ltnm oqna]ahkhsx- Gnvdudq) sgd dwbktrhud oqn,
bdrr ne μ d bnmudqrhnm cdodmcr nm ] rhlokdq fqntmc,rs]sd
dwodbs]shnm u]ktd ne ]m ]lokhstcd bnms]hmhmf f’q() ]mc sgd
]udq]fd nudq sghr ]lokhstcd b]m ad bnlotsdc vhsgnts ]ooqnw,
hl]shnmr) oqnctbhmf ]m dw]bs qdrtks-

Rhlhk]qkx) sgd ]ood]q]mbd ne Y3
dee hm Dp- ’15( hr ]mnsgdq qdkhb

ne d]qkx ltnm b]ostqd rstchdr) cdqhudc hm ogdmnldmnknfhb]k
“sr sn q]sdr- Sgd ltnm oqna]ahkhsx bnmsqhatsdr ] e]bsnq ne
Y2- Ltnm b]ostqd q]sdr ]qd cnlhm]sdc ax sq]mrhshnmr sn sgd
fh]ms qdrnm]mbdr) vghbg ]qd fnudqmdc ax sgd Sgnl]r,Qdhbgd,
Jtgm rtl qtkd) vghbg oqdchbsr ] rb]khmf ne MY<: ≈ Y<1-
Sgd Y3

dee sg]s ]qhrdr hm ltnm b]ostqd sgtr qdfidbsr ] q]sgdq
bnlokhb]sdc bnmunktshnm ne Bntknla ]mc mtbkd]q rsqtbstqd
]ooqnwhl]shnmr- Sgd Ydee eqnl ltnm b]ostqd hr mns rhlokx
qdk]sdc sn sgd Ydee ne dk]rshb μ d bnmudqrhnm) vghbg ]qhrdr
rnkdkx eqnl sgd hlo]bs ne sgd “mhsd mtbkd]q rhyd hm rnesdmhmf
sgd Bntknla onsdmsh]k ]s rl]kk q-

HHH- DEEDBSHUD SGDNPX ENPLTK:SHNM

:- FdmdqYi bnmrsqtbshnm ne sgd qdronmrd etmbshnmr
enq T bnmudqrhnm

Nmd b]m bnmrsqtbs sgd fdmdq]k enql ne sgd dk]rshb μ d
bnmudqrhnm q]sd ax bnmrhcdqhmf sgd bnmrsq]hmsr hlonrdc nm

S?AKD U- Sgd bnmrsq]hmsr hlonrdc ax o]qhsx ]mc shld qdudqr]k
nm b]mchc]sd ltkshonkd nodq]snqr ldch]shmf dk]rshb μ d bnmudq,
rhnm) ]rrtlhmf mtbkd]q fqntmc rs]sdr ne fnnc o]qhsx ]mcBO- Rk]rgdr
]mc a]bjrk]rgdr hmchb]sd rxlldsqx,enqahccdm ltkshonkdr-

Rxlldsqhdr9 O]qhsxN ShldZN

Btqqdms I dudm I ncc I dudm I ncc I dudm I ncc

=IS I @@
I O dk

I @
@
O dk
I O l]f

I
H
HH

O l]f
I

=I <S
ZZI I Z

Z
O dk
I 

O dk
I

H
HHO l]f

I O l]f
I

=IS4 
4
I @@

4
I O 4 dk

I
H
HO 4 dk
I O 4lZf

I
H
HH

O 4lZf
I

=I <S
4 S

S
4
I

4
I

H
HO 4 dk
I O 4 dk

I
H
HH

O 4lZf
I O 4lZf

I

btqqdms ]mc bg]qfd l]sqhw dkdldmsr ax sgd fnnc o]qhsx ]mcBO
’nq S ( ne sgd mtbkd]q fqntmc rs]sd- Vd cdbnlonrd sgd btqqdmsr
=H ]mc bg]qfdr ρ hmsn udbsnq ]mc ]wh]k,udbsnq bnlonmdmsr
k]adkdc ax sgdhq sq]mrenql]shnm oqnodqshdr tmcdq S 9

=H ’=w( ≡ =I ’=w( + =I4’=w(. H/’=w( ≡ ρ’=w( + ρ4’=w(.
=I ’=w( + =IS’=w( + =I <S’=w(. ρ’=w( + ρS’=w( + ρ

<S’=w(.
=I4’=w( + =IS4 ’=w( + =I <S

4 ’=w(. ρ4’=w( + ρS
4 ’=w( + ρ

<S
4 ’=w(. ’17(

vgdqd S hmchb]sdr shld,qdudqr]k dudm ]mc <S shld,qdudqr]k
ncc- Mn etqsgdq ]rrtloshnmr ]qd l]cd ]ants sgd btqqdmsr ]mc
bg]qfdr9 sgdx b]m ad nmd,ancx nq ltksh,ancx) dsb-

? btqqdms =H b]m ad cdbnlonrdc hmsn hsr knmfhstchm]k) sq]mr,
udqrd dkdbsqhb) ]mc sq]mrudqrd l]fmdshb bnlonmdmsr- D]bg
ltkshonkd bnmsqhatshmf sn ]m dk]rshb l]sqhw dkdldms b]m ad
du]kt]sdc ]bbnqchmf sn hsr sq]mrenql]shnm oqnodqshdr tmcdq O
]mc S ) vhsg sgnrd pt]mshshdr ncc hm dhsgdq pt]mshsx dkhlhm]sdc
ctd sn sgd fnnc O ]mc S ne sgd mtbkd]q fqntmc rs]sd Z4/[- Vd
b]m sqd]s sgd bg]qfd ltkshonkdr rhlhk]qkx- ?r sgd sq]mrenql],
shnm oqnodqshdr cdodmc nm vgdsgdq sgd ltkshonk]qhsx I hr dudm
nq ncc) vd sqd]s sgdrd rdo]q]sdkx- ? rsq]hfgsenqv]qc dwdqbhrd)
rtll]qhydc hm S]akdr U ]mc UH) hcdmsh“dr sgd ]kknvdc dk]rshb
ltkshonkdr-

Vd mnv ]cc hm bnmrsq]hmsr hlonrdc ax sgd pt]mstl ld,
bg]mhb]k cdfqddr ne eqddcnl ]u]hk]akd sn tr- Mtbkdnm bg]qfdr
fdmdq]sd ] rb]k]q cdmrhsx ρrb’=w(- Udknbhshdr fdmdq]sd ] bnmudb,
shnm btqqdms cdmrhsx =Ib’=w() ]mc rohmr ] l]fmdshb cdmrhsx =μ’=w(-

S?AKD UH- Sgd bnmrsq]hmsr hlonrdc ax o]qhsx ]mc shld qdudqr]k
nm b]mchc]sd ltkshonkd nodq]snqr ldch]shmf dk]rshb μ d bnmudq,
rhnm) ]rrtlhmf mtbkd]q fqntmc rs]sdr ne fnnc o]qhsx ]mcBO- Rk]rgdr
]mc a]bjrk]rgdr hmchb]sd rxlldsqx,enqahccdm ltkshonkdr-

Rxlldsqhdr9 O]qhsxN ShldZN

Btqqdms I dudm I ncc

ρS LI H
HLI

ρ <S H
HLI LI

ρS
4 

L4
I

Z
Z

L4
I

ρ
<S
4

Z
Z
L4
I L4

I
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Nmd b]m enql ] cns oqnctbs ne rohm ]mc udknbhsx sn bqd]sd
] ordtcnrb]k]q cdmrhsx ρor’=w( ]mc ] bqnrr oqnctbs sn enql
] udbsnq cdmrhsx = ’=w(- Etqsgdqlnqd nmd b]m enql fq]chdmsr
ne rb]k]qr ]mc btqkr ne btqqdmsr- Chrsqhatshmf sgdrd cdmrhshdr
]bbnqchmf sn sgdhq sq]mrenql]shnm oqnodqshdr xhdkcr ogxrhb]k
qdoqdrdms]shnmr ne sgd btqqdmsr ]mc bg]qfdr)

=IS’=w( + = ’=w( + =∇ρrb’=w(.
=I <S’=w( + =Ib’=w( + =∇ · =μ’=w(.
=IS4 ’=w( + =∇ · = ’=w( + =∇ρor’=w(.
=I <S
4 ’=w( + =μ’=w( + =∇ · =Ib’=w(.

ρS’=w( + ρrb’=w( + =∇ · = ’=w(.
ρ
<S’=w( + =∇ · =Ib’=w(.

ρS
4 ’=w( + ρor’=w(.

ρ
<S
4 ’=w( + =∇ · =μ’=w(. ’18(

Ehqrs bnmrhcdq sgd bg]qfdr- S]akd UH ]kknvr tr sn dkhlhm]sd
ρ <S’=w( ]mc ρS

4 ’=w(- Sgd chudqfdmbdr b]m ad o]qsh]kkx hmsdfq]sdc
sn xhdkc knmfhstchm]k oqnidbshnmr ne = ’=w( ]mc =μ’=w() sdqlr sg]s
vhkk ]kqd]cx ad fdmdq]sdc ax sgd btqqdmsr ]anud- Bnmrdptdmskx)
sgd nmkx bnmsqhatshnm eqnl sgd bg]qfdr bnldr eqnl sgd dudm
ltkshonkdr ne

ρS’=w( + ρrb’=w(.

Sghr dkhlhm]sdr sgd b]mchc]sd qdronmrd etmbshnm ]rrnbh]sdc
vhsgL4

i 9 dk]rshbμ d bnmudqrhnm b]mmns oqnad ]wh]k,bg]qfd
hmsdq]bshnmr-

Enq sgd btqqdmsr) vd mnsd

’0( S]akd U drs]akhrgdr sg]s =I <S ]mc =IS4 nmkx bnmsqhatsd
sgqntfg sgd sq]mrudqrd l]fmdshb oqnidbshnm- O]qsh]kkx
hmsdfq]shmf sgd btqkr fdmdq]sdr sq]mrudqrd dkdbsqhb oqn,
idbsnqr) rn vd rdd ansg btqkr ]qd qdctmc]ms) ]r sgdrd
sdqlr ]qd ]kqd]cx hmbktcdc hm sgd sq]mrudqrd dkdbsqhb
bnmsqhatshnmr ne =I <S

4 ]mc =IS) qdrodbshudkx-
’1( Sgd fq]chdms bnmsqhatshnm sn =IS4 hr knmfhstchm]k) ]mc

sgtr b]mmns bnmsqhatsd sn ] sq]mrudqrd l]fmdshb ltk,
shonkd-

’2( Sgd fq]chdms bnmsqhatshnm sn =IS bnmsqhatsdr sn sgd
rxlldsqx,]kknvdc knmfhstchm]k ltkshonkd- Ats he o]q,
sh]kkx hmsdfq]sdc) hs fdmdq]sdr ] bg]qfd ltkshonkd ne ρrb)
vghbg vd g]ud ]kqd]cx hmbktcdc-

’3( Sgd btqk sdql hm =I <S
4 b]m nmkx bnmsqhatsd sn sgd ]k,

knvdc sq]mrudqrd dkdbsqhb ltkshonkd- Ats nm o]qsh]kkx
hmsdfq]shmf) sgd oqnidbsnq adbnldr l]fmdshb) ]mc sgtr
qdctmc]ms vhsg sgd bnmudbshnm btqqdms bnmsqhatshnm
sn =I <S-

Hs enkknvr sg]s ]kk btqkr ]mc fq]chdmsr hm sgd btqqdmsr ]qd
tmmdbdrr]qx) rn sg]s

=I <S’=w( + =Ib’=w(.
=IS’=w( + = ’=w(.
=I <S
4 ’=w( + =μ’=w(.
=IS4 ’=w( + /. ’2/(

Sghr dkhlhm]sdr sgd nsgdqvhrd rxlldsqx,]kknvdc ]wh]k sq]mr,
udqrd l]fmdshb ltkshonkd O 4l]f

I -
Vd bnmbktcd sg]s sgd dk]rshb μ d bnmudqrhnm q]sd bnm,

s]hmr rhw hmcdodmcdms qdronmrd etmbshnmr)

LI 9 dudm I > / ltkshonkdr ne ρrb’=w( LI .

O l]f
I 9 ncc I > 0 ltkshonkdr ne =Ib’=w( I .

JI 9 dudm I > / ltkshonkdr ne = ’=w( 
I .

O dk
I 9 dudm I > 1 ltkshonkdr ne = ’=w( ̂

I .

J4
I 9 ncc I > 0 ltkshonkdr ne =μ’=w( 

I .

O 4 dk
I 9 ncc I > 0 ltkshonkdr ne =μ’=w( 

I . ’20(

vgdqd nm sgd qhfgs vd hmchb]sd sgd deedbshud nmd,ancx nodq],
snqr sg]s vhkk fdmdq]sd sgdrd qdronmrd etmbshnmr hm sgd MQDS
enql]khrl vd hmsqnctbd adknv- ?m MQDS vhsg ] etkk a]rhr ne
nodq]snqr rgntkc fdmdq]sd sgdrd rhw qdronmrd etmbshnmr-

A- LnshuYshnmr enq MPDSr

Sgd oqnbdctqd hm DES hr sn bnmrsqtbs ] bnlokdsd rds ne
nodq]snqr) bnmrsq]hmdc ax sgd ]ookhb]akd rxlldsqhdr) to sn ]
fhudm nqcdq hm ]m dwo]mrhnm hm nmd nq lnqd rl]kk o]q]ldsdqr)
vhsg sgd dwodbs]shnm sg]s sgdrd nodq]snqr ]mc sgdhq bnde“bhdmsr
’sgd knv,dmdqfx bnmrs]msr nq KDBr( vhkk dmbnlo]rr ]kk ne
sgd ogxrhbr qdkdu]ms sn sgd dmdqfx nq lnldmstl rb]kd ne sgd
bnmrsqtbshnm-

Ld]rtqdldmsr ne dk]rshb μ d bnmudqrhnm ]qd odqenqldc
hm mtbkdh) ]mc) ]r cds]hkdc ]anud) sgd bnmrsq]hmsr ne O ]mc
BO ]kknv rhw qdronmrd etmbshnmr- Sgd MQDS%r bg]qfd ]mc
btqqdms nodq]snqr rgntkc fdmdq]sd sgdrd qdronmrdr) oqnuhchmf ]
lhbqnrbnohb a]rhr enq sgdhq du]kt]shnm- ?ardms ] lhbqnrbnohb
enqltk]shnm) hs adbnldr che“btks sn qdk]sd BKEU bnmrsq]hmsr
nas]hmdc hm cheedqdms mtbkdh-

?mnsgdq otqonrd ne sgd MQDS hr sn rdqud ]r ]m hmsdqe]bd
vhsg TU enqltk]shnmr ne BKEU- ?esdq sgd mtbkd]q ogxrhbr hr
cnmd)μ d bnmudqrhnm bnmrsq]hmsr nm BKEUvhkk ad dmbncdc
]r khlhsr nm rodbh“b ahkhmd]q bnlahm]shnmr ne sgd MQDS bnde,
“bhdmsr) sgd KDBr- Sgdrd khlhsr b]m sgdm ad trdc ]r bnmrsq]hmsr
nm ghfgdq,kdudk DESr nq TU sgdnqhdr- Sghr hr fdmdq]kkx ] lnqd
de“bhdms v]x sn oqnbddc sg]m sgd ]ksdqm]shud ne qdod]sdckx
rdkdbshmf nmd TU sgdnqx ]mc cnhmf ] zsno cnvm† qdctbshnm
sn sgd mtbkd]q rb]kd) vghbg qdpthqdr nmd sn qdod]s ] rdqhdr ne
rsdor enq d]bg b]mchc]sd TU sgdnqx adhmf dwoknqdc-

?r vd mnsdc hm sgd Hmsqnctbshnm) sghr rsq]sdfx g]r addm
cdudknodc enq CL chqdbs cdsdbshnm nudq sgd o]rs cdb]cd ]mc
g]r oqnudc sn ad udqx onotk]q- Sgd MQDS enqltk]shnm ne
sgd mtbkd]q ogxrhbr g]r addm hmbnqonq]sdc hmsn d]rhkx trdc
rbqhosr) vghbg nsgdqr g]ud sgdm trdc ]r sgd rs]qshmf onhms enq
nsgdq rbqhosr sg]s sqd]s sgd l]sbghmf sn ghfgdq,kdudk DESr) rtbg
]r sgnrd enqltk]sdc ]s sgd khfgs pt]qj ]mc fktnm kdudk- Hm
?oodmchw B vd cdrbqhad ] otakhbkx ]u]hk]akd rbqhos enq μ d
bnmudqrhnm sg]s b]m ad tshkhydc hm ] rhlhk]q e]rghnm-

B- Bnmrsqtbshmf sgd MPDS

Hm μ d bnmudqrhnm sgd qdk]shuhrshb lnshnm ne sgd dkdbsqnm
b]m ad d]rhkx qdlnudc) deedbshudkx qdok]bhmf sgd dkdbsqnm%r
udknbhsx ax sgd nardqu]akd …p) sgd chqdbshnm ne sgqdd,lnldmstl
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sq]mredq- Sghr v]r cnmd hm vqhshmf Dp- ’04(- ’Rdd ]krn ?o,
odmchw ?-( ?r sgd qdl]hmhmf jhmdl]shbr ]qd mnmqdk]shuhrshb)
sgd fdmdq]k enql ne sgd sq]mrhshnm ]lokhstcd b]m ad vqhssdm
rnldvg]s rbgdl]shb]kkx ]r

} e |Jhms|h


Dd

1ld

pdee
p

·

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩


c=q ξ –

le
NKξlh φ

μ
0r’=q (d−h =pdee ·=q

·} eM |


h NM ’h(δ’=q − =qh (|hM .

c=q ξ –

le
=NKξlh φ

μ
0r’=q ( d−h =pdee ·=q

·} eM |


h
=NM ’h(δ’=q − =qh (|hM .

’21(

vgdqd sgd toodq dwoqdrrhnm hr s]jdm he sgd nodq]snqr ]bshmf
adsvddm sgd kdosnmr ]mc mtbkdnmr ]qd rb]k]qr ]mc sgd anssnl
he sgdx ]qd udbsnqr- Gdqd ξl hr sgd kdosnm O]tkh rohmnq-

Sgd mdws rsdo hr sn bnmrsqtbs ]kk ne sgd b]mchc]sd MQDS
nodq]snqr sg]s lhfgs bnmsqhatsd sn sgd ]anud dwoqdrrhnm- Gdq,
lhsh]m nodq]snqr b]m ad bnmrsqtbsdc eqnl sgd kdosnm ]mc
mtbkdnm hcdmshsx nodq]snqr 0K ]mc 0M ]mc eqnl sgd entq ch,
ldmrhnmkdrr sgqdd,udbsnqr

h …p + h =p
|=p |

. =. =σK. =σM . ’22(

Gdqd …p hr sgd tmhs udbsnq ]knmf sgd sgqdd,lnldmstl sq]mredq sn
sgd kdosnmr ]mc = qdoqdrdmsr ]kk antmc,rs]sd qdk]shud udknbhshdr-
…p oqnuhcdr ] m]stq]k pt]mshy]shnm chqdbshnm) qdk]shud sn vghbg
nmd b]m oqnidbs nts sgd knmfhstchm]k ’ …p ·( ]mc sq]mrudqrd ’ …p·(
bnlonmdmsr ne mtbkd]q btqqdmsr- Sgdrd athkchmf aknbjr enq sgd
MQDS sq]mrenql ]r

– S O

=σK. =σM +0 −0 +0
h …p +0 +0 −0
= +0 −0 −0

]mc sgtr eqnl sgdrd Gdqlhsh]m nodq]snqr vd b]m bnmrsqtbs
u]qhntr rdlhkdosnmhb BKEU hmsdq]bshnmr- Eqnl sgd s]akd nmd
b]m ]krn cdsdqlhmd sgd sq]mrenql]shnm oqnodqshdr ne sgd hmsdq,
]bshnmr tmcdq O ]mc S -

Sgd udknbhsx nodqZsnq- Sgd dkdbsqnm%r udknbhsx hr ld]rtqdc
vhsg qdrodbs sn sg]s ne sgd qdbnhkhmf “m]k,rs]sd mtbkdtr- Sgd
hmhsh]k,rs]sd mtbkdtr hr ]rrtldc sn ad ]s qdrs- Sgtr) ]esdq
qdlnu]k ne sgd dkdbsqnm) nmkx antmc,rs]sd I]bnah udknbhshdr
qdl]hm-

Sgd rs]mc]qc tmhs]qx sq]mrenql]shnm sn sgd hmsdq,o]qshbkd
I]bnah udknbhshdr)

=̄M ’0( +
0|
1
Z=M ’1( − =M ’0([.

=̄M ’1( +
0|
5
Z1=M ’2( − ’=M ’0( + =M ’1(([ · · · . ’23(

vhkk fdmdq]sd : − 0 hmsdqmtbkdnm udknbhshdr- Sgd k]rs hmsqhmrhb
I]bnah udknbhsx hr sg]s ne sgd ltnm) cd“mdc qdk]shud sn sgd

bdmsdq,ne,l]rr ne mtbkdnmr hm sgd r]ld antmc rs]sd9

=̄μ +


=μ − 0

:

:

h+0

=M ’h(


. ’24(

Gdmbdenqsg vd vhkk cqno sgd rtodqrbqhos cns) vhsg sgd tmcdq,
rs]mchmf sg]s ]kk udknbhshdr ]qd F]khkd]m hmu]qh]ms ]mc hmsqhmrhb-

?kk ne sgd udknbhshdr cd“mdc ]qd rl]kk) vhsg |=M ’h(| / |=μ|-
Sghr ghdq]qbgx b]m ad tshkhydc hm bnmrsqtbshmf sgd MQDS- Sgd
knfhb]k oqnfqdrrhnm hr

’0( Hfmnqd ]kk udknbhshdr) qds]hmhmf nmkx sgd onhms,mtbkdtr
nodq]snqr 0M ]mc =σM -

’1( Qds]hm =M sn “qrs nqcdq ats mdfkdbs sgd rl]kkdq =μ)
vghbg fdmdq]sdr sgd ltnm knvdq bnlonmdms-

’2( Qds]hm ansg =M ]mc =μ sn “qrs nqcdq-

Sgdrd MQDS bgnhbdr ]qd hmshl]sdkx bnmmdbsdc sn sgd
BKEU mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr vd k]sdq fdmdq]sd- Sgd “qrs
MQDṠ vghbg vd vhkk k]adk sgd ]kknvdc ]ooqnwhl]shnm˙
fdmdq]sdr sgqdd qdronmrd etmbshnmr) bnqqdronmchmf sn bg]qfd)
knmfhstchm]k rohm) ]mc sq]mrudqrd rohm- Hm sgd o]odqr ne S]akd H
oqhnq sn Z05[) sgd sq]mrudqrd ]mc knmfhstchm]k rohm qdronmrdr
vdqd ktlodc snfdsgdq) sgntfg sgdhq enql e]bsnqr ]mc cd,
odmcdmbd nm mtbkdnm,kdudk nodq]snqr ]qd chrshmbs- ’Sghr hr
rtqoqhrhmf ]r sghr hrrtd hm CL chqdbs cdsdbshnm g]r addm sqd]sdc
oqnodqkx rhmbd sgd d]qkx vnqj ne Dmfdk Z40[-( Sgtr sgd oqnodq
enql ne sgd knvdrs,kdudk MQDS enq dk]rshb μ d bnmudqrhnm
g]r mns addm trdc tmshk qdbdmskx Z05)30[-

Sgd rdbnmc MQDS) vghbg hmbktcdr =M ) hr sgd lhmhl]k
sgdnqx b]o]akd ne fdmdq]shmf ]kk rhw ne sgd mtbkd]q qdronmrd
etmbshnmr ]kknvdc ax O ]mcBO) ]mc hm ntq uhdv bnmrdptdmskx
ok]xr ] rodbh]k qnkd) cd“mhmf vg]s b]m ]mc b]mmns ad kd]qmdc
]ants BKEU eqnl dk]rshb μ d bnmudqrhnm- Sgd hmbktrhnm
ne =M l]jdr sgd sqd]sldms ne μ d bnmudqrhnm bnlo]shakd
vhsg rs]mc]qc enqltk]shnmr ne rdlhkdosnmhb vd]j hmsdq]bshnmr
Z31)38[- Hs ]krn fdmdq]sdr rnld hmsdqdrshmf mtbkd]q ogxrhbr)
hmbktchmf ] mdv enql ne bngdqdmbd sg]s hr hlonqs]ms enq bdqs]hm
s]qfdsr) hmbktchmf 16?k- Sghr MQDS v]r hmsqnctbdc hm Z05[:
mnmd ne sgd d]qkhdq o]odqr khrsdc hm S]akd H bnmrhcdqdc sgd sgqdd
qdronmrd etmbshnmr fdmdq]sdc ax =M - ’Rdd ]krn Z30[-(

Hm sgd sghqc rsdo vd dwsdmc sgd MQDS sn hmbktcd =μ-
Sghr cndr mns ]eedbs rdkdbshnm qtkdr nq bqd]sd sqtkx chrshmbs
qdronmrdr) qdfidbshmf sgd e]bs sg]s sgd kdosnmhb o]qs ne sgd
]lokhstcd hr mns bnmsqnkkdc ax O nq BO rdkdbshnm qtkdr) ]r hs
hr hmdk]rshb ]mc ]r ] rtl nudq ]kk dkdbsqnm chrsnqsdc v]udr hr
cnmd- Sgd hmbktrhnm ne =μ cndr fdmdq]sd bnqqdbshnmr sn sgd
mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr sg]s vd ]qd ]akd sn b]rs hm ] qdk],
shudkx rhlokd enql) sg]mjr sn ntq trd ne pdee - Sgdrd bnqqdbshnmr
]qd sxohb]kkx ]s sgd edv odqbdms kdudk enq s]qfdsr ne btqqdms
dwodqhldms]k hmsdqdrs- Hm ]kk sgqdd MQDS%r vd vhkk b]qqx nts
sgd etkk ltkshonkd dwo]mrhnm) e]hsgetkkx sqd]shmf sgd k]qfdrs ne
sgd rl]kk o]q]ldsdqr) x- Vd khlhs ntq sqd]sldms ne udknbhshdr sn
khmd]q nqcdq ]r ]lahfthshdr ]qhrd hm sqd]shmf udknbhshdr hm ghfgdq
nqcdq hm antmc mtbkd]q rxrsdlr Z41[-

Vd adfhm ax cdudknohmf sgd nodq]snqr enq sgd rdbnmc MQDS
cdrbqhadc ]anud- Sgd mtbkdnm rohm nodq]snq b]m ad bnlahmdc
vhsg =M ]r =M · =σM ]mc =M · =σM ) ats mns ]r sgd q]mj,1 sdmrnq
Z=M ± =σM [1) vghbg vntkc mns sqh]mftk]sd adsvddm rohm, 01 mt,
bkdnm rs]sdr- ?r ]mx oqno]f]snq deedbsr hm sgd rb]ssdqhmf ne sgd
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kdosnmr nee sgd mtbkdnm vntkc ad du]kt]sdc ]s “wdc |=p |) sgdx
b]m ad ]arnqadc hmsn sgd KDBr- Bnmrdptdmskx) sgd nodq]snqr
b]m ad dwoqdrrdc ]r rhlokd oqnctbsr ne kdosnmhb ]mc mtbkdnmhb
nodq]snqr-

Sgd ]u]hk]akd kdosnm rb]k]qr ]qd 0K ]mc h …p · =σK) vghkd
sgd udbsnqr ]qd =σK ]mc hsr sq]mrudqrd oqnidbshnm h …p · =σK:
sgd mtbkdnm rb]k]qr ]qd 0M ) =M · =σM ) h …p · =σM ) h …p · =M ) ]mc h …p ·
’=M · =σM () vghkd sgd udbsnqr ]qd =σM ) =M ) =M · =σM ]mc sgdhq
sq]mrudqrd oqnidbshnmr- Nmd enqlr ]kk rb]k]qr) mnshmf sg]s
oqnctbsr ne sq]mrudqrd oqnidbshnmr b]m ad dkhlhm]sdc trhmf
’h …p · =:( · ’h …p · =A( + − =: · =A − h …p · =: h …p · =A- Vd hcdmshex ] sn,
s]k ne 05 nodq]snqr9

M0 + 0K 0M .

M
1 + 0K h …p · =M .

M2 + 0K h …p · Z=M · =σM [.

M3 + =σK · =σM .

M4 + =σK · ’h …p · =M (.

M5 + h …p · =σK h …p · =σM .

M6 + 0K =M · =σM .

M7 + =σK · =M .
M8 + =σK · ’h …p · =σM (.

M0/ + 0K h …p · =σM .

M00 + h …p · =σK 0M .

M01 + =σK · Z=M · =σM [.

M
02 + =σK · ’h …p · Z=M · =σM [(.

M03 + h …p · =σK =M · =σM .

M04 + h …p · =σK h …p · Z=M · =σM [.

M
05 + h …p · =σK h …p · =M . ’25(

?ksdqm]shudkx) nmd b]m bntms sgd onrrhahkhshdr ax mnshmf sg]s
svn kdosnmhb rb]k]qr) 0K ]mc h …p · =σK) b]m ad bnlahmdc vhsg svn
g]cqnmhb rb]k]qr) 0M ]mc =M · =σM : ]mc entq kdosnmhb udbsnqr) h …p)
=σK) h …p · =σK) ]mc Z’h …p± h …p(1 ± =σK ([0) b]m ad bnlahmdc vhsg
sgqdd g]cqnmhb udbsnqr) =M ) =σM ) ]mc =M · =σM - Sgd sdmrnq hm
sgd dkdbsqnm%r udknbhsx sg]s ]ood]qr hm Z’h …p± h …p(1 ± =σK ([0 hr ]
bnlonmdms ne h …p · =σKh …p-

Sgd bnmrsqtbshnm ]anud hr ]m]knfntr sn sg]s odqenqldc
d]qkhdq enq CL chqdbs cdsdbshnm Z03)04[) ]mc hm e]bs vd g]ud
]cnosdc ] rhlhk]q k]adkhmf ne sgd nodq]snqr- Gnvdudq sgdqd ]qd
rnld rhfmh“b]ms cheedqdmbdr sg]s vd chrbtrr hm ?oodmchw ?)
enq sgnrd e]lhkh]q vhsg sghr d]qkhdq vnqj-

D]bg nodq]snq b]m g]ud chrshmbs bntokhmfr sn oqnsnmr ]mc
mdtsqnmr- Sgtr sgd MQDS hmsdq]bshnm vd dloknx hm sghr o]odq
s]jdr sgd enql



α+m.o

05

h+0

bα
h Mα

h . ’26(

vgdqd sgd tmjmnvm mtldqhb]k bnde“bhdmsr bh vntkc mddc sn ad
cdsdqlhmdc ax dwodqhldms nq l]sbgdc sn rnld oqdchbshud TU
sgdnqx- Nmd b]m e]bsnqhyd sgd ro]bd.rohm ]mc oqnsnm.mdtsqnm

bnlonmdmsr ne Dp- ’26( ax hmsqnctbhmf hrnrohm) vghbg hr ]krn
trdetk ]r ]m ]ooqnwhl]sd rxlldsqx ne sgd mtbkd]q v]ud etmb,
shnmr- Sgtr ]m dpthu]kdms enql enq ntq hmsdq]bshnm hr

05

h+0


b/h 0 + b0h τ2


Mh +



τ+/.0

05

h+0

bτ
h Mhs

τ . ’27(

vgdqd b/h + 0
1 ’b

o
h + bmh ( ]mc b0h + 0

1 ’b
o
h − bmh (- Sgd hrnrohm l],

sqhbdr ]qd s/ + 0 ]mc s0 + τ2-
Sgd MQDS g]r ] sns]k ne 21 o]q]ldsdqr) ]rrnbh]sdc vhsg 05

ro]bd.rohm nodq]snqr d]bg ne vghbg b]m g]ud chrshmbs bntokhmfr
sn oqnsnmr ]mc mdtsqnmr- He vd dwbktcd nodq]snqr sg]s ]qd mns
]rrnbh]sdc vhsg rohm,/ nq rohm,0 ldch]snqr) 01 ro]bd.rohm no,
dq]snqr ]mc 13 bntokhmfr qdl]hm- ? l]hm fn]k ne sghr o]odq hr
sn cdsdqlhmd sgd rodbh“b bnmrsq]hmsr sg]s ] oqnfq]l ne dk]rshb
μ d bnmudqrhnm ld]rtqdldmsr b]m ok]bd nm sgdrd KDBr-

Sgd bnde“bhdmsr bh hm nsgdq ]ookhb]shnm ne MQDS vntkc ad
etmbshnmr ne p1 Z03[)

bh + bh’/( + bh’1(p
1 + bh’3(p

3 + · · · ≡ Eh


p1

1


.

Hm CL chqdbs cdsdbshnm sgd oqdrdmbd ne sqdd,kdudk ohnmr hm
rnld bg]mmdkr vntkc kd]c sn Eh ≈ 0

p1+l1
π
) l]jhmf bh ] etmb,

shnm ne sgd nardqudc mtbkd]q qdbnhk dmdqfx- He bntokhmfr vdqd
sqd]sdc ]r bnmrs]msr hm “sr) ] ahs ne hmenql]shnm vntkc ad
lhrrhmf9 sgd cdctbdc bntokhmf bh vntkc ad bnqqdbs nmkx ]s
rnld ]udq]fd lnldmstl- Ats sghr hr mns ] bnmbdqm hm μ d
bnmudqrhnm) ]r p1 ≈ l1

μ hr “wdc- Nmd b]m qdoqdrdms Eh ax ]
bnmrs]ms bh) ]mc jmnv dw]bskx gnv sn l]sbg sn ]m DES vhsg
ohnmr- Sghr ]qftldms dwsdmcr sn hmsdq]bshnmr vhsg l]rrkdrr
ldch]snqr) Eh ≈ 0<p1-

?r cd“mdc hm Dp- ’27() sgd b
hr b]qqx chldmrhnmr ne

0<’l]rr(1- Bnmudmshnm]kkx khlhsr nm μ d bnmudqrhnm ]qd
dwoqdrrdc ]r ] aq]mbghmf q]shn vhsg qdrodbs sn sgd rs]mc]qc,
lncdk ltnm b]ostqd q]sd

A + Zμ− + ’:.Y ( d− + ’:.Y ([

Zμ− + ’:.Y ( µμ + ’:.Y − 0([
. ’28(

Bnmrdptdmskx) hs l]jdr rdmrd sn hmsqnctbd ] rds ne chldmrhnm,
kdrr KDBr b̂h sg]s ]qd mnql]khydc sn sgd vd]j rb]kd)

bh ≡ b̂h<
1 +

|
1FE b̂h. ’3/(

vgdqd + 135.1 FdU hr sgd Ghffr u]bttl dwodbs]shnm u]ktd
]mc FE + 0.055· 0/−4<FdU1 hr sgd Edqlh bnmrs]ms- ?ksdq,
m]shudkx) fhudm ]m dwodqhldms]k ld]rtqdldms ’nq khlhs( nm ]m
KDB) nmd b]m cd“md ]m dmdqfx bg]q]bsdqhrshb ne sgd BKEU)

τ
h ≡ 0

bτ
h


+ b̂τ

h


.

Sghr hr sgd dmdqfx rb]kd sg]s nmd vntkc ]rrnbh]sd vhsg sgd
ARL rntqbd ne sgd BKEU- Nesdm) dwodqhldms]k rdmrhshuhshdr
]qd cdrbqhadc hm sdqlr ne sgdhq qd]bg hm τ

h -

C- LYsbghmf

Sgd MQDS cdudknodc gdqd) vghbg enkknvr bknrdkx ] rhlhk]q
bnmrsqtbshnm enq CL ogdmnldmnknfx) hr eqdptdmskx trdc hm
bnmitmbshnm vhsg u]qhntr zsno,cnvm† DES bnmrsqtbshnmr- Sgd
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MQDS hr enqltk]sdc ]s sgd mtbkd]q kdudk) vhsg sgd hlotkrd
]ooqnwhl]shnm dloknxdc sn qdk]sd nardqu]akdr hm cheedqdms
mtbkd]q s]qfdsr- Sgd nodq]snq dwo]mrhnm khmd]q hm M ’rn hm,
bktchmf hmsdq]bshnmr ne nqcdq 0<lM ( hr bnmrhrsdms vhsg sgdhq
trd vhsg mtbkd]q v]ud etmbshnmr cdqhudc eqnl sgd l]mx,ancx
Rbgqndchmfdq dpt]shnm Z41[- Sgd bnde“bhdmsr ne sgd MQDS
nodq]snqr ]qd bnmrsq]hmdc ax “sshmf dwodqhldms- Hm μ d
bnmudqrhnm sgd ]u]hk]akd hmenql]shnm hr khlhsdc hm oqhmbhokd
sn sgd bnde“bhdmsr ne sgd rhw mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr sg]s
vd vdqd ]akd sn hcdmshex ax rxlldsqx ]qftldmsr- Hs vhkk s]jd
fqd]s deenqs ]mc rnld fnnc enqstmd sn rdo]q]sd sgd qdronmrd
etmbshnmr9 he sg]s hr mns onrrhakd) sgd sns]k q]sd adbnldr sgd
nmkx bnmrsq]hms-

Sgd MQDS enqlr ] bnmudmhdms hmsdqe]bd adsvddm sgd o]qsh,
bkd ogxrhbr ne BKEU ]mc mtbkd]q b]kbtk]shnmr ne sgd μ d
q]sd- Sgd MQDS nodq]snq a]rhr “sr m]stq]kkx vhsg l]mx,
ancx mtbkd]q ldsgncr9 enqltk]shmf sgd ogxrhbr hm sghr a]rhr
l]jdr enql e]bsnq b]kbtk]shnmr lnqd ]bbdrrhakd sn mtbkd]q
rsqtbstqd sgdnqhrsr- Sgd MQDS nodq]snqr ltrs ad du]kt]sdc
]s p ≈ lμ ]mc hmbktcd rnld hmsdq]bshnmr sg]s b]mmns ad
oqnadc hm rs]mc]qc,lncdk rdlhkdosnmhb hmsdq]bshnmr- Sgd pt]k,
hsx ne sgd enql e]bsnq b]kbtk]shnmr chqdbskx hlo]bsr ntq ]ahkhsx
sn dwsq]bs ld]mhmfetk bnmrsq]hmsr nm BKEU eqnl μ d
bnmudqrhnm-

? qdbdms Rmnvl]rr vghsd o]odq nm CL deedbshud sgdnqx
Z42[ mhbdkx cdrbqhadr sgd o]qshbkd ogxrhbr hmsdqe]bd) rodbh“,
b]kkx) zsno,cnvm† qdctbshnmr sg]s qdk]sd DESr enqltk]sdc ]s
ghfgdq dmdqfx rb]kdr sn ntq MQDS- Enq dw]lokd) hm Z43)44[
]m DES enqltk]sdc enq nodq]snqr vhsg pt]qjr) fktnmr) ]mc
ognsnmr ]r sgd dwsdqm]k rs]sdr) hr qdctbdc sn sgd MQDS enql
trdc gdqd- Sghr qdctbshnm trdr sdbgmhptdr e]lhkh]q eqnl gd]ux
a]qxnm deedbshud sgdnqx) xhdkchmf hm sgd CL b]rd oqnctbsr ne
CL ]mc mtbkdnm bg]qfdr ]mc btqqdmsr- Sgd dmc qdrtks˙rdd
?oodmchw ? ne Z43[˙hr ] chbshnm]qx ne Vhkrnm bnde“bhdmsr
sg]s qdk]sd sgd bnde“bhdmsr ne sgd pt]qj<fktnm,kdudk nodq]snqr
sn sgd KDBr bh ne sgd MQDS vd cdudkno gdqd- Sgd qdctbshnm
eqnl ] bnu]qh]ms DES sn ] F]khkd]m,hmu]qh]ms MQDS kd]cr
sn bnqqdk]shnmr adsvddm sgd MQDS nodq]snqr) dmbncdc hm sgd
chbshnm]qx- Bnmmdbshnmr adsvddm KN bg]qfd nodq]snqr ]mc
M ,cdodmcdms btqqdmsr) nq sgd qdudqrd) mdbdrr]qhkx ]bbnlo]mx
sgd mnmqdk]shuhrshb qdctbshnm- Sgd dwsdmrhud khsdq]stqd nm rtbg
qdctbshnmr hr rtll]qhydc hm Z42[-

Hm sghr v]x) ] sgdnqhrs hmsdqdrsdc hm ] rodbh“b enqltk]shnm
ne BKEU ]s rnld ghfgdq dmdqfx rb]kd) b]m sdrs hsr bnmrhr,
sdmbx vhsg dwodqhldms]k bnmrsq]hmsr dmbncdc hm sgd MQDS
KDBr˙lnqd oqdbhrdkx) sgd bnlahm]shnmr ne sgdrd KDBr sg]s
]qd ]rrnbh]sdc vhsg rhw mtbkd]q qdronmrdr etmbshnmr- Vd vhkk
trd sgd MQDS sn cdsdqlhmd oqdbhrdkx vg]s BKEU hmenql]shnm
lhfgs ad ]u]hk]akd eqnl etstqd rstchdr ne μ d bnmudqrhnm-
Sgdqd ]qd ]kv]xr lnqd b]mchc]sd BKEU nodq]snqr hm sgd rs]qs,
hmf DES sg]m mtbkd]q nardqu]akdr) rnld ne vghbg ok]x mn qnkd
hm dk]rshb μ d bnmudqrhnm ctd sn rdkdbshnm qtkdr- Sgtr vghkd
μ d rstchdr b]m drs]akhrg sg]s BKEU nbbtqr) hs vhkk mns
etkkx cdsdqlhmd sgd o]qshbkd ogxrhbr nqhfhm ne sgd rxlldsqx
uhnk]shnm-

Sgd vnqj ne Z43)44[ v]r hmbnqonq]sdc hmsn sgd bncd Ch,
qdbsCL Z06[ sg]s bnmmdbsr sn sgd bnqqdronmchmf MQDS bncd
Z04[- ? rhlhk]q deenqs hr cdrbqhadc hm Z45[- Ltbg ne sghr vnqj
b]m ad qd]chkx ]c]osdc sn bnmmdbs khfgs pt]qj.fktnm BKEU

DESr sn ntq MQDS- Vnqj hr tmcdqv]x Z46[ sn athkc ] rbqhos
khjd ChqdbsCL ]r ]m hmsdqe]bd sn sgd MQDS rbqhos ne ?o,
odmchw B-

D- MPDS uYqhYshnmr

?r cdrbqhadc d]qkhdq) sgdqd ]qd svn m]stq]k u]qh]shnmr ne
sghr MQDS bnmrsqtbshnm- Sgd “qrs hr sgd mdfkdbs ne ]kk I]bnah
udknbhshdr) sgd : − 0 qdk]shud mtbkdnm udknbhshdr ]mc sgd ltnm
udknbhsx qdk]shud sn sgd mtbkd]q bdmsdq ne l]rr- ?r sgd ]u]hk]akd
mtbkd]q nodq]snqr ]qd sgdm khlhsdc sn itrs bg]qfd ]mc rohm)
sghr b]m ad qdf]qcdc ]r sgd onhms mtbkdtr ’nq ]kknvdc( khlhs-
Hm sghr khlhs vd qds]hm nmkx rhw ne sgd nodq]snqr dmtldq]sdc
]anud9 M0) M3) M5) M8) M0/) ]mc M00- Vd vhkk k]sdq rdd sg]s
sgd bnde“bhdmsr ne sgd bg]qfd ’LI () knmfhstchm]k rohm ’

I ()
]mc sq]mrudqrd dkdbsqhb rohm ’

I ( qdronmrd etmbshnmr ]qd cd,
sdqlhmdc ax dw]bskx sgd KDBr ne sgdrd nodq]snqr-

Sgd ]kknvdc khlhs hr ] e]hqkx rhlokd nmd) ]mc bnmrdptdmskx
hs hr mns]akd sg]s sgd fdmdq]k enql ne sgd μ d bnmudqrhnm
q]sd hm sghr khlhs g]r mns ]ood]qdc hm o]rs vnqj- Vghkd entq
o]odqr khrsdc hm S]akd H g]ud bnmrhcdqdc rohm,ldch]sdc hm,
sdq]bshnmr) ]kk g]ud ]rrtldc ]m hmsdq]bshnm ne sgd enql ne
M3 ’F]lnv,Sdkkdq(- Sghr hmsdq]bshnm xhdkcr ] rodbh“b khmd]q
bnlahm]shnm ne knmfhstchm]k ]mc sq]mrudqrd dkdbsqhb qdronmrdr-
Hm fdmdq]k) gnvdudq) sgdrd svn qdronmrdr ]qd dmshqdkx hm,
cdodmcdms- Enq dw]lokd) ]r vd vhkk rdd hm Rdb- HHH E) ]
ordtcnrb]k]q,ordtcnrb]k]q BKEU hmsdq]bshnm fdmdq]sdr nmkx
sgd knmfhstchm]k qdronmrd-

Sgd rdbnmc u]qh]shnm hr sn hmbktcd ansg =M ]mc =μ sn “qrs
nqcdq- Sgd hmbktrhnm ne =μ fdmdq]sdr mdv MQDS nodq]snqr ]r
vdkk ]r bnqqdbshnmr sn mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr sg]s) he vd
dloknx ]udq]fhmf) dmsdq o]q]ldsqhb]kkx ]r } e <}f-

Sgd mdv nodq]snqr fdmdq]sdc ax sghr hmbktrhnm ]qd

M e 
1 + h …p · =μ

1
0M .

M e
2 + h …p ·


=μ

1
· =σK


0M .

M e
4 +


h …p · =μ

1


· =σM .

M e
6 + =μ

1
· =σK 0M .

M e
7 + =μ

1
· =σM .

M e
01 +


=μ

1
· =σK


· =σM .

M e 
02 +


h …p ·


=μ

1
· =σK


· =σM .

M e
03 +

=μ

1
· =σK h …p · =σM .

M e
04 + h …p ·


=μ

1
· =σK


h …p · =σM .

M e 
05 + h …p · =μ

1
h …p · =σM . ’30(
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S?AKD UHH- ?ksdqm]shud Chq]b enqlr ne ntq MQDS BKEU ]lokhstcdr i
hms ]qd qdk]sdc sn khmd]q bnlahm]shnmr ne sgd O]tkh enqlr ’sgd

nodq]snqr Mh(- Ainqjdm ]mc Cqdkk rohmnq ]mc f]ll] l]sqhw bnmudmshnmr ]qd trdc- Gdqd χd + ’ ξr
=σK · …p ξr

() χμ + ’ξr/ () ]mc M + ’
ξr

=σM ·=M
1 ξr

(- Sgd Chq]b

enqlr ]qd dwo]mcdc sn “qrs nqcdq hm =M sn l]hms]hm bnmrhrsdmbx vhsg sgdhq trd adsvddm Rbgqïchmfdq v]ud etmbshnmr-

i i
hms O]tkh nodq]snq qdctbshnm


h bhMh
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· =σM (
p

1lM
M0/

2 χ̃dhγ 4χμ M̃M ’−h …p · =σK ( 0M −M00
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lK

’M4 + p
1lM

’M3 + M5((

0/ χ̃dhσμµ pµ
lK

χμM̃hσμα
pα

lM
M −’−h =p

lK
· =σK ( · ’−h =p

lM
· =σM (

p
lK

p
lM

’M3 + M5(

00 χ̃dhσμµ pµ
lK

χμM̃γμγ 4M ’− p
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1lM
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γ 4χμM̃σμα

pα

lM
γ 4M ’−h =p

lK
· =σK (’−h =p

lM
· =σM (

p
lK

p
lM

M5

vgdqd vd dloknx =μ<1 ]anud) sgd nodq]snq sg]s fdmdq]sdr e ’q(
vgdm ]bshmf nm sgd 0r ltnm v]ud etmbshnm f’q(- Vd vhkk
cdmnsd hmsdq]bshnmr ]rrnbh]sdc vhsg =μ ’]mc sgtr sgd ltnm%r
knvdq bnlonmdms( ax



h


a/h 0 + a0h τ2


M e

h +


τ+/.0



h

aτ
h M

e
h s

τ . ’31(

Sgd rtl nudq h dwsdmcr nmkx nudq sgd nodq]snqr ne Dp- ’30()
vhsg ah cdmnshmf sgd knv,dmdqfx bnmrs]msr ]rrnbh]sdc vhsg
sgnrd nodq]snqr-

E- ChqYb rohmnq MPDS dpthuYidms

Hm rnld CL ]mc μ d bnmudqrhnm vnqj nodq]snqr ]qd
dwoqdrrdc ]r l]sqhw dkdldmsr adsvddm Chq]b rohmnqr- Enq dw,
]lokd) CL dwodqhldms]khrsr bnmctbshmf fdmdq]khydc ]m]kxrdr
ne rohm,cdodmcdms rb]ssdqhmf nesdm vqhsd l]fmdshb) dkdbsqhb
chonkd) ]mc ]m]onkd nodq]snqr hm sgd Chq]b enqlr e]lhkh]q eqnl
sdwsannjr Z11[- Hm S]akd UHH vd vqhsd ntq MQDS ]lokhstcdr
hm sgd Chq]b enql) bnmmdbshmf sghr qdoqdrdms]shnm sn sgd O]tkh
rohmnq dpthu]kdms- Sgd hmsdq]bshnmr hmbktcdc hm sgd s]akd ]qd
khlhsdc sn sgnrd fdmdq]sdc sgqntfg rb]k]q nq udbsnq ldch]snqr-
Vd rsqdrr sg]s sghr Chq]b enql hr ldqdkx ] qdvqhshmf ne ntq
MQDS9 sgd dwo]mrhnm qdl]hmr nmd khmd]q hm M -

Sgd ]lokhstcdr ]qd bnmrsqtbsdc eqnl sgd ]u]hk]akd kdosnmhb
rb]k]qr

χ̃dχμ. χ̃dhγ
4χμ

]mc entq,udbsnqr

χ̃dγ
μχμ. χ̃dhσ

μµ pµ
lK

χμ. χ̃dγ
μγ 4χμ. χ̃dσ

μµ pµ
lK

γ 4χμ

vghbg b]m ad bnlahmdc vhsg sgdhq mtbkdnm bntmsdqo]qsr sn
enql ]kk onrrhakd rb]k]q hmsdq]bshnmr- Vd b]m ]rrtld ] entq,
edqlhnm hmsdq]bshnm9 ]mx oqno]f]snq deedbsr b]m ad ]arnqadc
hmsn sgd KDBr adb]trd p hr “wdc) ]r mnsdc d]qkhdq- Sgtr sgdqd
]qd 11 + 31 + 1/ bnlahm]shnmr-

Hmbktchmf =M ats mdfkdbshmf =μ hm sgd rohmnqr)

χd +


ξr

=σK · …p ξr


. M +


ξr

=σM ·=M
1 ξr

. χμ +


ξr

/


.

] O]tkh qdctbshnm ne sgd 1/ Chq]b enqlr xhdkcr u]qhntr khmd]q
bnlahm]shnmr ne 01 ne sgd 05 MQDS nodq]snqr) rgnvm hm sgd
k]rs bnktlm ne S]akd UHH- Sgtr sgd Chq]b qdoqdrdms]shnm ne
ntq MQDS hr q]sgdq hmde“bhdms- Sgd entq rohm,udknbhsx nodq,
]snqr ]qd mns mddcdc- Sgd lnrs fdmdq]k Chq]b enql ne sgd

/244/3,07



MTBKD?Q,KDUDK DEEDBSHUD SGDNQX NE μ d ” OGXRHB?K QDUHDV B 0.6) /244/3 ’1/12(

S?AKD UHHH- ?r hm S]akd UHH) ats khrshmf sgd ]cchshnm]k sdqlr fdmdq]sdc vgdm sgd khmd]q dwo]mrhnm hm udknbhshdr hmbktcdr =μ) rn sg]s

χμ + ’
ξr

=σK ·=μ
1 ξr

(-

i i
hms O]tkh nodq]snq qdctbshnm


h ahM

e
h

0 χ̃dχμ M̃M − 0
1 …p · =μ 0M − h

1 …p · Z=μ · =σK[ 0M hM e 
1 − M e

2

2 χ̃dhγ 4χμ M̃M h
1 =μ · =σK0M hM e

6

4 χ̃dγ
μχμM̃γμM

0
1 …p · =μ 0M + h

1 …p · Z=μ · =σK[ 0M −hM e 
1 + M e

2

6 χ̃dγ
μχμM̃γμγ 4M − 0

1 =μ · =σM − h
1 Z=μ · =σK[ · =σM −M e

7 − hM e
01

8 χ̃dhσμµ pµ
lK

χμM̃γμM
p

1lK
’ …p · =μ 0M + h …p · Z=μ · =σK[ 0M (

p
lK

’−hM e 
1 + M e

2 (

00 χ̃dhσμµ pµ
lK

χμM̃γμγ 4M p
1lK

’=μ · =σM + hZ=μ · =σK[ · =σM
p
lK

’M e
7 + hM e

01

−h …p · Z=μ · =σK[ …p · =σM − …p · =μ …p · =σM ( +hM e
04 + M e 

05 (
02 χ̃dγ

μγ 4χμM̃γμM
0
1 =μ · =σK 0M M e

6

04 χ̃dγ
μγ 4χμM̃γμγ 4M h

1 Z …p · =μ[ · =σM − 0
1 ’ …p · Z=μ · =σK[( · =σM M e

4 + hM e 
02

− 0
1 =μ · =σK …p · =σM +hM e

03

06 χ̃dσ
μµ pµ

lK
γ 4χμM̃γμM

hp
1lK

=μ · =σK 0M
hp
lK
M e

6

08 χ̃dσ
μµ pµ

lK
γ 4χμM̃γμγ 4M p

1lK
’Z …p · =μ[ · =σM + ’h …p · Z=μ · =σK[( · =σM (

p
lK

’−hM e
4 + M e 

02 (

hmsdq]bshnm hr

Jhms ≡
1/

i+0

c iJ i
hms.

Hrnrohm k]adkr b]m ad ]ccdc sn sghr dwoqdrrhnm- Mnsd sg]s dw,
oqdrrhnmr enq sgd bh hm sdqlr ne sgd ch b]m ad qd]c nee sgd s]akd)
d-f-)

b0 + c0 − p

lK
c8. b1 + hc4. dsb.

rn sg]s ] q]sd fhudm hm sdqlr ne sgd bh b]m ad d]rhkx bnmudqsdc-
Cdrohsd sgd qdctmc]mbx hm sgd c 

h r) nmd lhfgs vnmcdq
vgdsgdq sgd Chq]b nodq]snq qdoqdrdms]shnm needqr ]m ]cu]m,
s]fd ax bnmmdbshmf bdqs]hm n’0( bg]qfd nodq]snqr vhsg sgdhq
]rrnbh]sdc n’0<lM ( btqqdmsr) nq sgd qdudqrd- Sghr hr mns sgd
b]rd- Ne sgd dhfgs b]rdr hm S]akd UHH vgdqd sghr rhst]shnm
]qhrdr) entq hmunkud ]wh]k bntokhmfr) ats mtbkd]q rdkdbshnm qtkdr
oqdudms sgd ]wh]k bg]qfd eqnl ok]xhmf ]mx qnkd hm dk]rshb
μ d bnmudqrhnm- Sgd qdl]hmhmf b]rdr ]qd udbsnq) vgdqd
bngdqdmbd dmg]mbdr sgd bg]qfd bntokhmf) vghbg sxohb]kkx qdk,
df]sdr sgd bnmudbshnm btqqdms q]sd bnmsqhatshnm sn sgd kdudk
. 0/−3- Sgtr) ]ksgntfg sgd udbsnq bg]qfd ]mc bnmudbshnm btq,
qdms bnmsqhatshnmr ]qd hrnk]sdc hm chrshmbs qdronmrd etmbshnmr)
hs hr hloq]bshb]k sn dwsq]bs sgd bnmudbshnm btqqdms ohdbd- Sgd
rhst]shnm b]m ad rtll]qhydc ax rs]shmf sg]s sgd dladcchmfr
ne sgdrd hmsdq]bshnmr hm sgd mtbkdtr cdrsqnxr ]mx nodq]snq
bnmmdbshnmr sgqntfg bnu]qh]mbd-

He sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms hr hmbktcdc hm sgd qdctbshnm)

χμ +


ξr
=σK ·=μ

1 ξr
.

]mc sgd dwo]mrhnm qdod]sdc sn “qrs nqcdq hm udknbhshdr) sgd ]c,
chshnm]k sdqlr rgnvm hm S]akd UHHH ]qd nas]hmdc- Mnsd sg]s ]kk
sdm MQDS nodq]snqr ne Dp- ’30( ]qd fdmdq]sdc- Sghr nbbtqr ad,
b]trd sgd kdosnmhb rohm,udknbhsx nodq]snq =μ · =σK ]qhrdr eqnl
sgd bntokhmf ne kdosnmhb knvdq bnlonmdmsr) ]r sgd dkdbsqnm

hr qdk]shuhrshb- Hm bnmsq]rs) rtbg bntokhmf nm sgd mtbkdnm rhcd
vntkc ad rdbnmc nqcdq hm sgd mtbkdnm udknbhsx-

?r ]kqd]cx mnsdc) sgd rohm,udknbhsx btqqdms =M · =σM cndr
mns ]ood]q adb]trd ne sgd qdrsqhbshnm sn rb]k]q ]mc udbsnq
ldch]snqr) dkhlhm]shmf sgd MQDS nodq]snqrM2)M01)M

02) ]mc
M04- He vd hmbktcd sdmrnq,ldch]sdc hmsdq]bshnmr) d-f-)

χ̃dhσ
μµγ 4χμM̃hσμµγ

4M. ’32(

sgdx cn- Sgd dpthu]kdms O]tkh enql hr

p

lM
0K0M + 1h …p · Z=M · =σM [ − 1=σK · =σM

− 1=σK · ’ …p · Z=M · =σM [( − h’ …p · =μ( · =σM

+ =μ · =σK …p · =σM + ’ …p · Z=μ · =σK[( · =σM

+ p

lM
M0 + 1M2 − 1M3 + 1hM

02

− 1M e
4 − 1hM e 

02 − 1hM e
03 ’33(

fdmdq]shmf M2 ]mc M
02- Hm bnmsq]rs sn S]akd UHH) vd vhkk

k]sdq “mc sg]s sgd mtbkd]q dladcchmf ne sgd rohm,udknbhsx
btqqdms kd]cr sn ] mnudk dmg]mbdldms ne sghr M ,cdodmcdms
nodq]snq- Etqsgdqlnqd) sg]s dmg]mbdldms b]m ad stqmdc nm ]mc
nee ax ohbjhmf ]ooqnoqh]sd s]qfdsr- Bnmrdptdmskx) he μ d
bnmudqrhnm vdqd cnlhm]sdc ax sdmrnq,ldch]sdc hmsdq]bshnmr)
bnu]qh]mbd bntkc ad nmd ne sgd rntqbdr ne ld]rtq]akd nodq]snq
bnqqdk]shnmr-

F- MtbidYq,idudi KDBr Yr bnmrsqYhmsr nm BKEU

K]sdq hm sghr o]odq vd vhkk cdrbqhad rgdkk,lncdk sqd]sldmsr
ne sgd mtbkd]q l]mx,ancx ogxrhbr ne μ d bnmudqrhnm- Vd
jmnv sgd tmcdqkxhmf TU sgdnqx ne sgd rsqnmf hmsdq]bshnm
’PBC( ]mc g]ud ]u]hk]akd q]sgdq oqdbhrd onsdmsh]kr) stmdc sn
dwodqhldms]k og]rd rghesr) cdrbqhahmf sgd hmsdq]bshnmr adsvddm
bnlonrhsd mtbkdnmr- Xds cdrohsd sghr jmnvkdcfd) vgdm vd
sqd]s sgd mtbkd]q oqnakdl hm sgd sqtmb]sdc ro]bdr sg]s btqqdms
sdbgmnknfx ]kknvr hm sgd rgdkk lncdk) vd qdkx nm ogdmnldmn,
knfhb]k deedbshud hmsdq]bshnmr- Vghkd rnld ]ooqn]bgdr l]x
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adfhm vhsg sgd MM hmsdq]bshnm ]mc sgd ffl]sqhw hs fdmdq,
]sdr) sgd trd ne ghfgkx qdrsqhbsdc Ghkadqs ro]bdr dwbktcdr ]
fqd]s cd]k ne ghfg,lnldmstl ogxrhbr ]mc hmctbdr l]mx,ancx
enqbdr sg]s ]qd che“btks sn drshl]sd sgdnqdshb]kkx- Bnmrd,
ptdmskx) o]q]ldsdqr hm hmsdq]bshnmr ]qd sqd]sdc ogdmnldmnknf,
hb]kkx) ]citrsdc sn hloqnud ]fqddldms adsvddm rgdkk,lncdk
oqdchbshnmr ]mc ld]rtqdc mtbkd]q oqnodqshdr) rtbg ]r dmdqfx
kdudkr- Sgd dmc qdrtksr ]qd nesdm pthsd hloqdrrhud: ] fnnc
dw]lokd ne sgd rs]sd ne sgd ]qs hr Z47[- Xds sgd qdk]shnmrgho
adsvddm sgd deedbshud hmsdq]bshnm ]mc PBC hr mns rhlokd-

Sgd r]ld hrrtdr vhkk ]qhrd enq sgd MQDS hmsdq]bshnmr vd
g]ud cdudknodc ]s sgd mtbkdnm kdudk) ats dloknx hm sgd bnl,
okdw mtbkdh vgdqd μ d bnmudqrhnm dwodqhldmsr ]qd cnmd-
?r cdrbqhadc adknv) dwodqhdmbd f]hmdc eqnl sgd rsqnmf hmsdq,
]bshnm rtffdrsr sg]s sgd MQDS b]m rshkk ad ] udqx rtbbdrretk
ogdmnldmnknfx enq ]m]kxyhmf BKEU) oqnuhcdc vd bnmrhcdq
sgd KDBr hm sgd nodq]snq dwo]mrhnm sn ad deedbshud- Adb]trd
sgd nodq]snq a]rhr hr bnlokdsd) hs g]r sgd fidwhahkhsx sn ]bbntms
enq sgd l]inqhsx ne sgd qdmnql]khy]shnm ]mc nodq]snq lhwhmf
sg]s ]qhrdr eqnl Ghkadqs ro]bd sqtmb]shnm) oqnuhcdc sgd no,
dq]snq bnde“bhdmsr ]qd sqd]sdc ]r o]q]ldsdqr- Sghr hr hm o]qs
] bnmrdptdmbd ne sgd ]udq]fhmf ne l]mx,ancx bg]qfdr ]mc
btqqdmsr vgdm sgdx ]qd du]kt]sdc hm mtbkdh vhsg hmdqs bnqdr
]mc ] edv ]bshud u]kdmbd mtbkdnmr md]q sgd Edqlh rtqe]bd-

Sg]s hr) vghkd nmd bntkc dmuhrhnm dwsdmchmf sgd mtbkdnm,
kdudk MQDS itrs bnmrsqtbsdc sn hmbktcd ] bnlokdsd rds ne svn,
nq sgqdd,mtbkdnm F]khkd]m,hmu]qh]ms hmsdq]bshnmr) sgd deedbsr
ne sgdrd lnqd bnlokhb]sdc bg]qfd ]mc btqqdms nodq]snqr b]m
ad k]qfdkx ]arnqadc ax ]citrshmf sgd nmd,ancx KDBr- Hm e]bs
he nmd vdqd sn rhlokhex sgd rgdkk,lncdk cdrbqhoshnm ne 16?k)
sqd]shmf sgd fqntmc rs]sd ]r ] gnkd hm ] 17Rh bnqd) svn,ancx
nodq]snqr vntkc dw]bskx qdctbd sn cdmrhsx,cdodmcdms deedb,
shud nmd,ancx nodq]snqr- Hm lnqd qd]khrshb cdrbqhoshnmr) rnld
sqtd svn,ancx bnqqdbshnmr vntkc odqrhrs) ats pt]khs]shudkx
sgd ]qftldms vntkc qdl]hm u]khc) qdfidbshmf sgd bnlahm],
snqhbr ne g]uhmf lnqd bnqd sg]m u]kdmbd mtbkdnmr- ?r mtbkd]q
r]stq]shnm kd]cr sn khsskd u]qh]shnm hm mtbkd]q cdmrhsx) sgd
cdmrhsx,cdodmcdms qdmnql]khy]shnm vhkk ad nmkx vd]jkx cd,
odmcdms nm :9 mtbkdnmr hm 16?k ]mc hm Bt knb]kkx rdd ] rhlhk]q
mtbkd]q ldchtl-

Sghr ]qftldms hr mns rodbh“b sn BKEU) ats hmrsd]c e]lhkh]q
hm l]mx mtbkd]q bnmsdwsr- Nmd rs]mc]qc,lncdk dw]lokd hr
sgd ]wh]k,udbsnq bntokhmf f:) vghbg enq ] eqdd mtbkdnm g]r
sgd u]ktd ≈0.16) vghkd sgd dlohqhb]k u]ktd cdctbdc hm sgd
1r0c rgdkk eqnl β cdb]x hr ≈0./ Z48[- Khlhsdc Ghkadqs ro]bdr
mns nmkx kd]c sn nodq]snq qdmnql]khy]shnm ne sghr rnqs) ats
]krn sn lhwhmf ]lnmf nodq]snqr ne sgd r]ld rxlldsqx- Enq
dw]lokd) sgd ]wh]k,udbsnq rohm b]m lhw vhsg sgd nqahs]k ]mftk]q
lnldmstl => ]mc rohm,sdmrnq ZW1’q (± =σ [0 nodq]snqr- Nmd
mhbd ]rodbs ne ]m MQDS hr sg]s hs hmbktcdr ]kk nodq]snqr to sn
] cdrhfm]sdc nqcdq) rn sg]s sgd bnmrsqtbshnm rgntkc hmbktcd ]kk
ne sgd b]mchc]sd lhwhmf o]qsmdqr-

Sqtmb]sdc rgdkk lncdk ro]bdr ]qd mns sgd nmkx rntqbd ne
qdmnql]khy]shnm ]mc lhwhmf- Dudm he ] bnlokdsd a]rhr ne Rk]sdq
cdsdqlhm]msr hr trdc hm ] mtbkd]q b]kbtk]shnm) mdv bg]qfd
]mc btqqdms nodq]snqr vntkc ]qhrd eqnl dwokhbhs ohnmr) udbsnq
ldrnmr) ]mc nsgdq cdfqddr ne eqddcnl mns oqdrdms hm rtbg ]
a]rhr- Enq dw]lokd) hm rs]mc]qc,lncdk dkdbsqnvd]j hmsdq]b,
shnmr) hlonqs]ms ohnm dwbg]mfd btqqdmsr ]qhrd enq sgd udbsnq

sgqdd,btqqdms ]mc sgd ]wh]k bg]qfd) ]r sgd nmd, ]mc svn,ancx
hmsdq]bshnmr ]qhrd ]s sgd r]ld nqcdq hm <b- ?f]hm) adb]trd ne
sgd ]udq]fhmf oqnodqshdr ne mtbkdh) ]klnrs ]kk ne sgd deedbsr ne
sgdrd ltkshmtbkdnm btqqdmsr b]m ad ]arnqadc hmsn nmd,ancx
nodq]snqr) he sgd nodq]snq KDBr ]qd qdf]qcdc ]r deedbshud- Enq
dw]lokd) sgd ]wh]k bg]qfd nodq]snq ]mc hsr svn,mtbkdnm ohnm,
q]mfd bnqqdbshnm ]qd ansg ne nqcdq =M - Ogdmnldmnknfhb]kkx)
sgd bnmsqhatshnmr ne sgd k]ssdq b]m ad ]arnqadc hmsn ]m deedbshud
bntokhmf ne sgd ]wh]k bg]qfd nodq]snq) rhfmh“b]mskx dmg]mbhmf
sghr bntokhmf Z5/)50[-

Bnmrdptdmskx) sgdqd hr ] fqd]s cd]k ne dlohqhb]k duhcdmbd
sg]s sgd btqqdms MQDS enqltk]shnm vhkk ad ] qdkh]akd ogd,
mnldmnknfx enq ]m]kxyhmf ]mc bnqqdk]shmf μ d bnmudqrhnm
qdrtksr nas]hmdc nudq ] q]mfd ne mtbkdh- Sgd “ssdc KDBr
vhkk dmbncd sgd ]u]hk]akd BKEU hmenql]shnm- Sgd che“btksx
sgntfg) vhkk bnld hm dwsq]bshmf eqnl sgnrd ogdmnldmnknfhb]k
KDBr bnmrsq]hmsr nm nmd%r e]unqhsd TU sgdnqx ne BKEU-

?r cdrbqhadc hm sgd hmsqnctbshnm) BKEU qdpthqdr ogxrhbr
adxnmc sgd lhmhl]k rs]mc]qc lncdk) ]mc vd jmnv rtbg
ogxrhbr dwhrsr9 sgd chrbnudqx ne fi]unq uhnk]shnm hm sgd nrbhkk],
shnmr ne khfgs mdtsqhmnr ]kknvr μ d bnmudqrhnm sn oqnbddc
sgqntfg ] V ,anrnm mdtsqhmn knno) sgntfg ]s ] q]sd sg]s hr
mns btqqdmskx ld]rtq]akd- Gnvdudq sgdqd ]qd l]mx nsgdq
rntqbdr ne mdv tksq]uhnkds ’TU( ogxrhbr˙rtodqrxlldsqx)
gd]ux mdtsqhmnr) ] lnqd bnlokhb]sdc Ghffr rdbsnq) kdosn,
pt]qjr) bnlonrhsdmdrr) ] mdv gd]ux Y˙sg]s b]m oqnctbd
nardqu]akd μ d bnmudqrhnm- Vg]s b]m vd kd]qm ]ants sgnrd
rntqbdr) nmbd vd g]ud ] rds ne MQDS KDBr hm g]mc; Sghr hr
sgd onhms vgdqd sgd bnlokhb]sdc qdmnql]khy]shnm ]mc nodq]snq
lhwhmf deedbsr chrbtrrdc ]anud ltrs ad bnmeqnmsdc gd]c nm-
?kk ne sgd rntqbdr ne zdeedbshudmdrr† sg]s qdmnql]khyd ]mc lhw
mtbkd]q,kdudk nodq]snqr vntkc g]ud sn ad tmvntmc-

Rnld ne sgd mtbkdnm,kdudk hrrtdr cdrbqhadc ]anud) rtbg ]r
sgd ]ardmbd ne sgd ohnm) nsgdq ldrnmr) nq a]qxnmhb qdrnm]mbdr
hm sgd mtbkd]q Ghkadqs ro]bd) b]m ad ]ccqdrrdc) ]mc hm e]bs
g]ud addm dwsdmrhudkx rstchdc hm sgd jhmdl]shb]kkx ]m]knfntr
oqnbdrr ne VHLO,mtbkdtr rb]ssdqhmf- ?s sgd sgqdd,lnldmstl
sq]mredq qdkdu]ms sn dk]rshb μ d bnmudqrhnm |=p | ≈ lμ ≈
lπ ) ohnmhb bnmsqhatshnmr sn rhmfkd,mtbkdnm enql e]bsnqr bntkc
ad rhfmh“b]ms) cdodmchmf nm cds]hkr ne bntokhmfr ]mc sgdhq
hrnrohmr- ?r sgdrd enql e]bsnqr ]qd du]kt]sdc ]s “wdc =p 1)
]mc ]r sgd l]fmhstcd ne sgd sgqdd,lnldmstl sq]mredq u]qhdr
ax nmkx ] edv odqbdms ]bqnrr sgd khfgs, ]mc ldchtl,l]rr
mtbkdh ne hmsdqdrs) sgdhq deedbsr b]m ad ]arnqadc hmsn sgd KDBr)
xhdkchmf ]mnsgdq rntqbd ne qdmnql]khy]shnm- ?r cdlnmrsq]sdc
enq sgd ]m]knfntr CL deedbshud sgdnqx) sgd hlo]bs ne rhmfkd,
mtbkdnm enql e]bsnqr nm sgd KDBr b]m ad dwokhbhskx b]kbtk]sdc
ax l]sbghmf sgd MQDS sn) enq dw]lokd) qdrtksr eqnl gd]ux
a]qxnm bghq]k odqstqa]shnm sgdnqx ’GABgOS( Z43)44)51fl54[-
Vgdm bnmrhrsdmbx ne sgd bghq]k sgdnqx qdpthqdr sgd hmsqn,
ctbshnm ne svn,mtbkdnm ’nq ghfgdq,ancx( hmsdq]bshnmr) sgdrd
bnqqdbshnmr l]x ad ]udq]fdc sn deedbshud rhmfkd,mtbkdnm nodq,
]snqr) fdmdq]shmf bntokhmfr sg]s b]m ad e]hqkx l]sbgdc sn sgnrd
cdsdqlhmdc eqnl sgd MQDS mtbkd]q ]m]kxrhr-

Gnvdudq) ] mtladq ne hrrtdr b]m ]qhrd hm rtbg l]sbg,
hmf- Btqqdms dwodqhdmbd vhsg PBC oqnuhcdr rnld bnmsdws-
Qdmnql]khy]shnm uh] BgOS cndr rtbbdrretkkx oqnctbd rnesdq
rsqnmf hmsdq]bshnmr lnqd rths]akd enq mtbkd]q ogxrhbr) ats sgd
hloqnudldms bd]rdr ]s ] lnldmstl rb]kd ≈34/ LdU) e]q
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]anud sgd rgdkk,lncdk rb]kd- Sgd rnesdq hmsdq]bshnmr nas]hmdc
]qd ]krn hm rnld sdmrhnm vhsg sgd r]stq]shnm cdmrhsx cdqhudc
eqnl dwodqhldms- Sgd qd]rnmr enq sghr adg]uhnq ]qd rshkk tmcdq
rstcx ’]mc ]qd bdqs]hmkx adxnmc sgd rbnod ne oqdrdms chrbtr,
rhnmr( ats bntkc hmunkud hrrtdr khjd sgd hmbnlo]shahkhsx ne sgd
ok]md,v]ud a]rdr trdc hm BgOS ]mc sgd g]qlnmhb nrbhkk]snq
a]rdr qdpthqdc hm mtbkd]q ogxrhbr sn oqdrdqud sq]mrk]shnm]k
hmu]qh]mbd- Rnld qdkdu]ms chrbtrrhnm b]m ad entmc hm Z55[-
Rhfmh“b]ms oqnfqdrr g]r addm l]cd hm cdudknohmf mtldqhb]k
ldsgncr ne qdmnql]khy]shnm sg]s b]m adfhm ]s 34/ LdU ]mc
bnmshmtd sn knvdq lnldms] Z56[-

Ats sgd drrdmsh]k onhms enq tr hr sgd dwodbs]shnm sg]s sgd
MQDS nodq]snq dwo]mrhnm rgntkc oqnuhcd ] udqx rtbbdrretk
enql]khrl enq μ d bnmudqrhnm ]m]kxrhr) bnqqdbskx b]ostqhmf
hm hsr KDBr sgd hmenql]shnm mddcdc sn bnmrsq]hm TU BKEU-
Nmbd ] o]ssdqm ne bntokhmfr dldqfdr eqnl dwodqhldms) sgd
bg]kkdmfd ne l]jhmf sgd cds]hkdc bnmmdbshnm sn TU sgdnqhdr
vntkc q]hrd ]kk ne sgd hrrtdr chrbtrrdc ]anud- ?r vd g]ud
mnsdc sg]s sgd MQDS b]m ad cdudknodc hm u]qhntr kdudkr ne
rnoghrshb]shnm) vd mnv stqm sn sgd ptdrshnm ne vg]s kdudk
rgntkc ad dloknxdc sn xhdkc ] q]sd enqltk] oqnuhchmf sgd qhfgs
a]k]mbd adsvddm bnlokdsdmdrr ]mc rhlokhbhsx-

HU- SGD T BNMUDPRHNM P:SD

Sgd mtbkd]q ]lokhstcd L enq μ d bnmudqrhnm hr
nas]hmdc hm sgd hlotkrd ]ooqnwhl]shnm eqnl sgd MQDS hmsdq,
]bshnmr cdrbqhadc ]anud- Vd vhkk cdqhud sgd etkk qdrtks enq sgd
q]sd trhmf sgd pdee qdoqdrdms]shnm ne chrsnqsdc dkdbsqnm v]udr)
vgdqd sgd ltnm%r toodq ]mc knvdq v]ud etmbshnmr f’q( ]mc
e ’q( ]ood]q hm sq]mrhshnm cdmrhshdr- Vd sgdm s]jd ]cu]ms]fd
ne sgd ltbg rknvdq u]qh]shnm ne sgd ltnm%r v]ud etmbshnm
sn rhlokhex sghr qdrtks ax ]udq]fhmf) ] rsdo sg]s ]krn ]kknvr
tr sn du]kt]sd ]m]kxshb]kkx ]kk l]sqhw dkdldmsr ne ltkshonkd
nodq]snqr adsvddm g]qlnmhb,nrbhkk]snq Rk]sdq cdsdqlhm]msr-
Enq d]bg MQDS nodq]snq) nmd b]m de“bhdmskx du]kt]sd sgd
etkk mtbkd]q qdronmrd etmbshnm) vghkd dloknxhmf k]qfd,a]rhr
rs]sd,ne,sgd,]qs rgdkk,lncdk v]ud etmbshnmr- Vhsg sghr sqd]s,
ldms ne sgd ltnm v]ud etmbshnm) ]mc ]esdq ]udq]fhmf nudq
hmhsh]k kdosnm rohmr ]mc mtbkd]q l]fmdshb pt]mstl mtladqr

]mc rtllhmf nudq “m]k l]fmdshb pt]mstl mtladqr) vd “mc

0

1

0

1 iM + 0



rohmr

|L|1

≈


j



τ+/.0



τ +/.0

Qj ’{bτ
h b

τ 

i {(V ττ 

j ’x(. ’34(

Sgd mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr Vj ]qd pt]mshshdr sg]s u]qx
cdodmchmf nm sgd bg]q]bsdq ne sgd mtbkd]q fqntmc rs]sd) hm,
bktchmf hsr ]mftk]q lnldmstl ]mc hrnrohm) ]r vdkk ]r ]rodbsr
ne hsr hmsdqm]k rsqtbstqd) rtbg ]r sgd rohm ]mc ]mftk]q ln,
ldmstl bnmsdms ne u]kdmbd mtbkdnmr- Sgtr ]m dwodqhldms]khrs
b]m zch]k† sghr jmna ax rdkdbshmf ]m noshl]k mtbkdtr- Sgd
kdosnmhb qdronmrd etmbshnmr bnms]hm sgd o]qshbkd ogxrhbr9 sgdx
cdsdqlhmd vghbg bnlahm]shnmr ne sgd KDBr bh b]m ]mc b]mmns
ad oqnadc hm μ d bnmudqrhnm-

:- MPDS enql ne sgd sqYmrhshnm Yloihstcd

Sgd deedbshud hmsdq]bshnm cdqhudc hm sgd oqduhntr rdbshnm b]m
ad vqhssdm

kτ/ 0M + k: τ

/ =M · =σM + =kτ4 · =σM + =kτL · =M + h=kτD · ’=σM · =M (

s τ

’35(

vgdqd sgd kdosnmhb e]bsnqr nas]hmdc hm ntq rs]mc]qc MQDS
’vgdqd =M hr qds]hmdc ats sgd rl]kkdq =μ mdfkdbsdc( ]qd

kτ/ + bτ
00K + bτ

00h …p · =σK.

k: τ
/ + bτ

60K + bτ
03h …p · =σK.

=kτ4 + bτ
3 =σK + bτ

5 h …p · =σKh …p − bτ
8 h …p · =σK + bτ

0/h …p0K.

=kτL + bτ
1 h …p0K − bτ

4 h …p · =σK + bτ
7 =σK + bτ

05h …p · =σKh …p.

=kτD + −bτ
2 …p0K + bτ

01h=σK + bτ
02 …p · =σK − hbτ

04 …p · =σK …p. ’36(

He hm ]cchshnm nmd rdsr =M ≡ /) sgd onhms,mtbkdtr MQDS
khlhs) kτ/ ]mc =kτ4 ]qd tmbg]mfdc) vghkd k: τ

/ ) =kτL ) ]mc =kτD ]kk /-
?ksdqm]shudkx) he nmd hmbktcdr =μ) sgd ltnm%r knvdq bnlon,
mdms fdmdq]sdr bnqqdbshnmr ≈ e sn sgd onhms,mtbkdtr kdosnmhb
e]bsnqr)

kτ/ kτ/ + aτ
1h …p · =μ

1
+ aτ

2h …p ·

=μ

1
· =σK


+ a6

=μ

1
· =σK ≡ kτ/ + kτ/ e .

=kτ4 =kτ4 + aτ
4h …p ·

=μ

1
+ aτ

7
=μ

1
+ aτ

01
=μ

1
· =σK + aτ

02h …p ·

=μ

1
· =σK


+ aτ

03
=μ

1
· =σKh …p + aτ

04h …p ·

=μ

1
· =σK


h …p + aτ

05h …p · =μ

1
h …p.

≡ =kτ4 + =kτ4 e . ’37(

Gdmbdenqsg) kτ/ ]mc =kτ4 vhkk cdmnsd sgd kdosnmhb e]bsnqr vhsg =μ ≡ /) vghkd kτ/ e ]mc =kτ4 e vhkk cdmnsd sgd bnqqdbshnmr ctd sn =μ-
Sgd oqdrbqhoshnm enq dladcchmf sghr hmsdq]bshnm hm sgd mtbkdtr hr sgd qdok]bdldms ne sgd mtbkdnm nodq]snqr ]anud ax sgdhq

nmd,ancx dpthu]kdmsr) rtlldc nudq ]kk mtbkdnmr hm ] mtbkdtr- Sghr xhdkcr sgd bnnqchm]sd,ro]bd nodq]snq



τ+/.0



kτ/ + kτ/ e

 :

h+0

δ’=w − =wh ( + k:τ
/

:

h+0

0

1lM


−0

h

←−∇ h · =σM ’h( δ’=w − =wh ( + δ’=w − =wh ( =σM ’h( · 0
h

−∇ h



+
=kτ4 + =kτ4 e


·

:

h+0

=σM ’h( δ’=w − =wh ( + =kτL ·
:

h+0

0

1lM


−0

h

←−∇ h δ’=w − =wh ( + δ’=w − =wh (
0

h

−∇ h


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+ =kτD ·
:

h+0

0

1lM
’
←−∇ h · =σM ’h( δ’=w − =wh ( + δ’=w − =wh ( =σM ’h(·

−∇ h (



hms

s τ ’h(. ’38(

Gdqd sgd rtarbqhos hms cdmnsdr sg]s sgd : rhmfkd,mtbkdnm udknbhshdr ]ood]qhmf hm sgd ]anud dwoqdrrhnm rgntkc ad qdok]bdc ax : − 0
qdk]shud ’nq I]bnah( udknbhshdr9 sgd r]ld hrrtd g]r addm chrbtrrdc hm bnmmdbshnm vhsg CL chqdbs cdsdbshnm Z04[- Oqnuhcdc nmd s]jdr
b]qd sn qdlnud sgd nudqbnlokdsdmdrr ne sgd rgdkk,lncdk a]rhr ax oqnidbshmf sgd bdmsdq,ne,l]rr hmsn sgd g]qlnmhb nrbhkk]snq 0r
rs]sd) sgd cheedqdmbd adsvddm sgd bnqqdbs hmsqhmrhb nodq]snq ]mc sgd trt]k hlotkrd,]ooqnwhl]shnm nmd,ancx nodq]snq hr ] qdbnhk
bnqqdbshnm) rtooqdrrdc ax 0<: ’sg]s hr) ax sgd s]qfds l]rr(- Sgd mtbkd]q qdbnhk udknbhsx hr ltbg rl]kkdq sg]m sgd hmsdqmtbkdnm
udknbhsx =M ]mc adxnmc sgd nqcdq ne ntq MQDS dwo]mrhnm- Bnmrdptdmskx) vd b]m trd sgd rhlokd nmd,ancx enql ne nodq]snqr-
Sghr hr dpthu]kdms sn cdbk]qhmf sgd mtbkdtr ]r hm“mhsdkx gd]ux-

Sgd l]sqhw dkdldms ne sgd cdb]x ]lokhstcd b]m sgdm ad nas]hmdc ax rtarshstshmf sghr dwoqdrrhnm hmsn Dp- ’21(- Hmbktchmf
bnmsqhatshnmr eqnl =μ vd “mc

L +


Dd

1ld

pdee
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
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
0

1
r e : iMle
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
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h+0
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
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3π
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
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−h =pdee ·=wh hf’wh (|

3π
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
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=σM ’h( d
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
=kτ4
hf’wh (|
3π
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e ’wh(|
3π


+ =kτL ·

:

h+0

0

1lM


−0

h

←−∇ hd
−h =pdee ·=wh hf’wh (|

3π
+ hf’wh (|

3π
d−h =pdee ·=wh 0

h

−∇ h



+ =kτD ·
:

h+0

0

1lM


←−∇ h · =σM ’h(d

−h =pdee ·=wh hf’wh (|
3π

+ hf’wh (|
3π

d−h =pdee ·=wh =σM ’h(·
−∇ h



hms

s τ ’h( | 01 rh: iMlh. ’4/(

vgdqd sgd ltnm%r o,v]ud knvdq bnlonmdms fdmdq]sdr ]m ]cchshnm]k ]mftk]q cdodmcdmbd sgqntfg …wh)

kτ/ e ’ …wh ( ≡ aτ
1h …p · …wh + aτ

2h …p · Z…wh · =σK[ + aτ
6 …wh · =σK.

=kτ4 e ’ …wh ( ≡ aτ
4h …p · …wh + aτ

7 …wh + aτ
01 …wh · =σK + aτ

02h …p · Z…wh · =σK[ + aτ
03 …wh · =σKh …p + aτ

04h …p · Z…wh · =σK[h …p + aτ
05h …p · …whh …p. ’40(

Mnsd sg]s sgd sdqlr hmunkuhmf fq]chdmsr b]m ad o]qsh]kkx hmsdfq]sdc vhsgnts bnmbdqm ]ants cheedqdmsh]shmf f’wh () ]r sghr vntkc
oqnctbd sdqlr rdbnmc nqcdq hm udknbhshdr- Sgd MQDS vhsg =μ ≡ / hr nas]hmdc ax rdsshmf kτ/ e ’ …wh ( + =kτ4 e ’ …wh ( + /) vghkd sgd onhms

mtbkdtr MQDS bnqqdronmcr sn qds]hmhmf nmkx kτ/ ]mc =kτ4 -
?r vd g]ud oqduhntrkx chrbtrrdc) sgd etkk ltkshonkd dwo]mrhnm ne sghr nodq]snq rgntkc ad b]qqhdc nts sn ]unhc dqqnqr

sg]s b]m ad n’0(9 ?r pdee ≈ lμ ≈ 0<Qmtb vgdqd Qmtb hr sgd mtbkd]q q]chtr) sgd lnldmstl sq]mredq hm μ d bnmudqrhnm hr
rte“bhdms sn dwbhsd u]qhntr ]mftk]q ]mc q]ch]k lncdr ne sgd mtbkdtr- Sgd qdkdu]ms nodq]snqr b]qqxhmf cd“mhsd o]qhsx ]mc ]mftk]q
lnldmstl ]qd nas]hmdc ax bnlokdshmf ] rs]mc]qc ltkshonkd cdbnlonrhshnm) dwo]mchmf ok]md v]udr hm Dp- ’4/( hm rogdqhb]k
bnlonmdmsr) bnlahmhmf sgdrd vhsg sgd rhmfkd,mtbkdnm nodq]snqr sn enql sgd mddcdc ltkshonkdr- Vd pt]mshyd ]knmf …p- Enq dk]rshb
oqnbdrrdr) ]r vd cdrbqhadc d]qkhdq hm sghr rdbshnm) sgd md]qkx dw]bs o]qhsx ]mc BO ne sgd fqntmc rs]sd hlonrd rdkdbshnm qtkdr
sg]s dkhlhm]sd bdqs]hm nodq]snqr dmshqdkx ]mc qdrsqhbs sgd ]kknvdc ]mftk]q lnldms] ne nsgdqr sn dhsgdq dudm nq ncc I - Rnld ne
sgdrd qdrtksr ]qd rs]mc]qc hm rdlhkdosnmhb vd]j hmsdq]bshnmr) sgntfg sdqlr ]rrnbh]sdc vhsg =μ qdpthqd rnld ]cchshnm]k vnqj- Vd
nas]hm
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Mnsd sg]s k:/ cndr mns ]ood]q ]anud9 hs hr ]rrnbh]sdc vhsg ]
ordtcnrb]k]q mtbkd]q nodq]snq sg]s b]mmns bnmsqhatsd sn dk]rshb
rb]ssdqhmf) ]r vd cdlnmrsq]sdc d]qkhdq eqnl sgd O ]mc BO
rdkdbshnm qtkdr- Dpt]shnm ’41( chuhcdr sgd ]lokhstcd hmsn entq
sdqlr) bnqqdronmchmf sn knmfhstchm]k<sq]mrudqrd mtbkd]q nodq,
]snqr ]mc dudm.ncc ]mftk]q lnldms]- Vgdm sgd rohm rtlr ]qd
bnlokdsdc hm sgd q]sd du]kt]shnm) sgd Vhfmdq,Dbj]qs sgdnqdl
dkhlhm]sdr hmsdqedqdmbdr ]lnmf sgdrd sdqlr-

Vd b]kbtk]sd sgd sq]mrhshnm oqna]ahkhsx) rpt]qhmf sgd ]lokh,
stcd hm Dp- ’41() ]udq]fhmf nudq hmhsh]k mtbkd]q rohmr) rtllhmf
nudq “m]k mtbkd]q rohmr) ]mc du]kt]shmf sgd og]rd ro]bd- Cd,
s]hkr ]qd fhudm hm ?oodmchw A- Sgd qdrtkshmf zl]rsdq q]sd
enqltk]† hr oqdrdmsdc hm svn enqlr) ax Dpr- ’A2( ]mc ’A5(-

?r vd drs]akhrgdc pt]mshs]shudkx d]qkhdq hm sghr o]odq) sgd
mtbkd]q l]sqhw dkdldmsr b]m ad rhlokh“dc vhsg udqx khsskd knrr
ne ]bbtq]bx) ots hmsn ] enql vgdqd sgdx b]m ad du]kt]sdc
]m]kxshb]kkx ]r etmbshnmr ne x) nmbd nmd bnlotsdr sgd mddcdc
rgdkk,lncdk nmd,ancx cdmrhsx l]sqhbdr- Qdb]kkhmf ntq cd“mh,
shnm

…Nf
IL ’p( ≡

:

h+0

0|
3π

f’wh ( …NIL ’pwh ( ’42(

]mc rhlhk]qkx enq e ’q() vd qdok]bd f’q( ]mc e ’q( ax sgd ]udq]fd
u]ktdr nas]hmdc ax sgd oqnbdctqd cdrbqhadc hm Rdb- HH)

…Nf
IL ’p(

φYdee
0r ’=/(
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…Ne
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φYdee
0r ’=/(

 } e 
}f

:
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…NIL ’pwh (. ’43(

Sgd deedbsr ne sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms ]qd dmbncdc hm sgd
q]shn } e <}f Sgd deedbsr ne ghfgdq ltkshonkdr) =M ) ]mc =μ ]qd
sgdm qdfidbsdc hm sgd cdodmcdmbd ne ntq q]sd enqltk] nm sgd
o]q]ldsdqr x) pdee<lM ) ]mc } e <}f- Ntq l]rsdq q]sd enqltk])
qdvqhssdm hm sghr ]udq]fdc enql ]r Dp- ’A6() sgdm rgnvr sgd
bnlodshshnm ]lnmf sgdrd o]q]ldsdqr- Hm sgd mdws rdbshnm) vd
dlog]rhyd sgd hlonqs]mbd ne rtbg q]sd qdoqdrdms]shnmr hm sgd
zchrbnudqx og]rd† ne BKEU) vgdm sgd fn]kr ]qd sn ld]rtqd
mnmydqn q]sdr ]mc trd sgdl sn cdctbd sgd tmcdqkxhmf nodq]snq
rsqtbstqd ne sgd BKEU-

Hm Dp- ’41() sgd rhw mtbkd]q nodq]snqr ]rrnbh]sdc vhsg sgd ltnm%r toodq bnlonmdms ]qd e]lhkh]q eqnl rs]mc]qc,lncdk
dkdbsqnvd]j hmsdq]bshnm sgdnqx- Sgdx ]qd bnmrsqtbsdc eqnl sgd Adrrdk rogdqhb]k g]qlnmhbr ]mc udbsnq rogdqhb]k g]qlnmhbr)
LIL ’p=w( ≡ iI ’pw(WIL ’w ( ]mc =LL
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vhsg sgd rtodqrbqhosr ’/(. ’0(. ’1( cdmnshmf sgd q]ch]k cdodmcdmbd- Hm ]kk b]rd ]anud vd g]ud fhudm sgd nodq]snqr vhsg }f ]mc
} e  qdlnudc- Sghr q]sgdq dkdf]ms qdrtks enq sgd knvdq,bnlonmdms Bntknla ogxrhbr hr ]mnsgdq admd“s ne hmsqnctbhmf pdee - Hm
sqd]shmf =μ) sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms xhdkcr …wh) vghbg hr ] k]ccdq nodq]snq hm ]mftk]q lnldmstl) vghkd hm sqd]shmf =M ) sgd
mtbkdnm%r knvdq bnlonmdms xhdkcr =∇) vghbg hr ] k]ccdq nodq]snq enq ansg ]mftk]q lnldmstl ]mc sgd q]ch]k etmbshnmr iI ’q(- Sghr
cheedqdmbd kd]cr sn sgd bnmsq]rshmf rsqtbstqdr ne Dpr- ’44( ]mc ’45(- Sgd o]qhsx ]mc shld,qdudqr]k oqnodqshdr ne sgd mdv nodq]snqr
L ’h(

I ) 
’h(
I ) ]mc 

’h(
I qdfidbs sgnrd ne sgdhq m]ldr]jdr hm Dp- ’44(- He sgd mtbkd]q ogxrhbr hr cnmd vhsg Rk]sdq cdsdqlhm]msr hm ]

g]qlnmhb nrbhkk]snq a]rhr) l]sqhw dkdldmsr ne ]kk nodq]snqr hm Dp- ’45( b]m ad du]kt]sdc ]m]kxshb]kkx) sgntfg mns hm sdqlr ne “mhsd
onkxmnlh]kr hm x) ]r hr onrrhakd enq sgd nodq]snqr ne Dp- ’44(-

A- MPDS cdbYw qYsdr

Hm 0825) F]lnv ]mc Sdkkdq Z57[ bnmbktcdc eqnl sgd rxrsdl]shbr ne β cdb]x sg]s Edqlh%r bg]qfd ’udbsnq( vd]j ]lokhstcd v]r
]bbnlo]mhdc ax ] rohm,cdodmcdms ’]wh]k( ]lokhstcd ne bnlo]q]akd rsqdmfsg- Xds lnqd sg]m svn cdb]cdr vdqd sn o]rr adenqd hs
bntkc ad bnmbktcdc sg]s sgd knv,dmdqfx vd]j hmsdq]bshnm v]rU − :) vhsg rb]k]q) ordtcnrb]k]q) ]mc sdmrnq hmsdq]bshnmr dkhlhm]sdc
]r kd]chmf nodq]snqr- Nmd lnshu]shnm enq cdudknohmf ]m MQDS ne μ d bnmudqrhnm hr sn oqnuhcd ] fdmdq]k eq]ldvnqj sg]s vhkk
]kknv dwodqhldms]khrsr˙nmbd BKEU hr cdsdbsdc˙sn ]m]kxyd sgdhq c]s] hm ] rxrsdl]shb v]x) sn cdctbd vghbg MQDS nodq]snqr
]qd qdronmrhakd enq sgd BKEU- Sgd MQDS oqnuhcdr ] bnlokdsd rds ne nodq]snqr) nqf]mhydc hm ] ghdq]qbgx- Nmd b]m sdrs enq sgd
oqdrdmbd ne kd]chmf nodq]snqr) dwoknhshmf mtbkd]q ogxrhbr oqnodqshdr) udqx ltbg ]r F]lnv ]mc Sdkkdq trdc mtbkd]q rdkdbshnm
qtkdr sn cdlnmrsq]sd sgd oqdrdmbd ne ]m ]kknvdc ]wh]k hmsdq]bshnm hm β cdb]x- Vd vhkk rdd adknv sg]s rdbnmc]qx hmsdq]bshnmr b]m
]krn ad dwoknqdc) fhudm sgd mtladq ne mtbkd]q zjmnar† ]u]hk]akd sgqntfg itchbhntr bgnhbdr ne mtbkd]q s]qfdsr-

Sgd zZkknvdc– MQDS qdronmrd-Vd cd“md sgd ]kknvdc ]ooqnwhl]shnm ]r sgd q]sd nmd nas]hmr ax nlhsshmf udknbhsx,cdodmcdms
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vgdqd ’τ τ ( hmchb]sdr sg]s sgd rdbnmc sdql hr nas]hmdc
eqnl sgd “qrs ax sgd hmchb]sdc hrnrohm hmcdw bg]mfd- Sgd
mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr V ) fhudm ax Dp- ’A4() hmunkud
rtlr nudq dudm ltkshonkdr enq sgd bg]qfd nodq]snq ]mc ncc
ltkshonkdr enq sgd rohm nodq]snqr) ] bnmrdptdmbd ne sgd O ]mc
BO rdkdbshnm qtkdr- Vd mnsd

’0( ?kk ne sgd vnqj qdonqsdc hm S]akd H oqhnq sn Z05[ dl,
oknxdc sgd rhlokdrs onhms nodq]snqr) sgd hmsdq]bshnmr
M0 ]mc M3- Sgdrd nodq]snqr fdmdq]sd qdronmrdr ne sgd
]kknvdc enql- Sgdx bntokd sn sgd mtbkdtr%r bg]qfd ]mc
rohm) vhsg rdmrhshuhsx sn sgd mtbkdtr%r hmsdqm]k rsqtbstqd
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]qhrhmf nmkx sgqntfg sgd qdronmrd etmbshnmrV ττ 
’pdee ()

r]lokdc ]s ] lnldmstl sq]mredq pdee ≈ lμ-
’1( Sgd svn rohm,cdodmcdms qdronmrdr˙sq]mrudqrd dkdb,

sqhb  ]mc knmfhstchm]k ˙g]ud chrshmbs enql
e]bsnqr) ]kknvhmf nmd hm oqhmbhokd sn chrshmfthrg knm,
fhstchm]k nodq]snqr) d-f-) M5 ]mc M0/) eqnl sq]mrudqrd
nmdr) d-f-) M8- Ld]rtqdldmsr hm ltkshokd s]qfdsr vhsg
rodbh“b mtbkd]q oqnodqshdr vntkc ad mddcdc-

’2( Hm rs]mc]qc,lncdk vd]j hmsdq]bshnmr khjd ads] cdb]x)
sgd ]kknvdc khlhs fdmdq]kkx hr rxmnmxlntr vhsg qdsdm,
shnm ne itrs sgd Edqlh ]mc F]lnv,Sdkkdq nodq]snqr- Ats
adb]trd sgd lnldmstl sq]mredq hm μ d bnmudqrhnm
hr “wdc) nsgdq nodq]snqr b]m lhlhb sgdrd qdronmrdr-
Sghr hr ]oo]qdms eqnl sgd dwoqdrrhnmr enq Q̂ττ 

 ]mc
Q̂ττ 
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fdmdq]sdc ax bnmudbshnm btqqdmsr) l]fmdshb lnldmsr)
dsb-

Vd mnsdc oqduhntrkx sg]s hm o]rs vnqj nm Bntknla deedbsr
hm μ d bnmudqrhnm ’rdd S]akd H( Bntknla bnqqdbshnmr sn sgd
]kknvdc qdronmrd vdqd l]cd ax hmbktchmf sgd ltnm%r knvdq
bnlonmdms vghkd rhltks]mdntrkx dwbktchmf dkdbsqnm o]qsh]k
v]udr vhsg |κ| / 0 ’]mc ]krn sgd deedbsr ne =M (- Vd mnv hkktr,
sq]sd vgx sghr bgnhbd cndr mns oqnodqkx qdrodbs sgd ghdq]qbgx
ne rl]kk o]q]ldsdqr-

Vd s]jd sgd dw]lokd ne sgd rb]k]q nodq]snq M0) vghbg
adb]trd ne hsr rhlokhbhsx g]r addm eqdptdmskx rstchdc ’rdd
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Dp- ’A6( xhdkcr ] q]sd oqnonqshnm]k sn


ĉ0
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Nmd rddr sg]s sgd k]rs khmd˙sgd hmbktcdc bnqqdbshnm˙hr dpt]k
]mc noonrhsd sn sgd bnmsqhatshnm eqnl sgd pt]cqtonkd qdronmrd
etmbshnm) vghbg hr dwbktcdc ax sgd qdrsqhbshnm |κ| + 0- Sgd
l]fmhstcd ne d]bg bnqqdbshnm hr ]ants 4 - Nmd vntkc g]ud
addm adssdq nee l]jhmf mn bnqqdbshnm enq sgd ltnm%r qdk,
]shuhsx) q]sgdq sg]m hmbktchmf sghr bnqqdbshnm ]s sgd bnrs ne
khlhshmf sgd dkdbsqnm%r o]qsh]k v]ud dwo]mrhnm- Sghr hr sqtd
dudm enq ] mtbkdtr vhsg ] qdk]shudkx vd]j pt]cqtonkd qd,
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Gdqd vd rdd sg]s ’0( sgd ]kknvdc rohm nodq]snqr sg]s g]ud
=μ bnqqdbshnmr ]qd sgdlrdkudr qdk]shudkx vd]j) rn sg]s sgd
bnqqdbshnmr ]qd vdkk adknv sgd 0 kdudk ]mc sgtr ]qd hfmnqdc
]anud: ’1( sgd ]kknvdc qdronmrd hr cnlhm]sdc ax sgd bngdq,
dms hrnrb]k]q bg]qfd nodq]snq) sgntfg enq sgd sdmrnq,ldch]sdc
nodq]snq tmcdq rstcx sgdqd hr ] p<lM rtooqdrrhnm: ’2( bnm,
rdptdmskx) nodq]snqr fdmdq]sdc ax =M ]qd ne sgd r]ld nqcdq
hm 0<lM : ’3( sgd kd]chmf rtbg nodq]snq mtldqhb]kkx hr 

/)
vghbg ansg hmsdqedqdr vhsg sgd bg]qfd nodq]snq ]mc dwghahsr
hsr nvm bngdqdmbd ’rdd Rdb- U(: ]mc ’4( sgd dqqnq nmd l]jdr
eqnl hfmnqhmf =M ,cdodmcdms nodq]snqr adxnmc sgd ]kknvdc
]ooqnwhl]shnm hr n’0(-

Qdod]shmf sghr b]kbtk]shnm enq Bt) ] gd]uhdq s]qfds vhsg
oqnodqshdr rhlhk]q sn 16?k) xhdkcr
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Bnqqdbshnmr adxnmc sgd ]kknvdc khlhs ]rrnbh]sdc vhsg =M dm,
g]mbd sgd q]sd ax md]qkx ] e]bsnq ne 2-

Sgd MQDS qdronmrd sn n’=M (- ? bnmbktrhnm nmd b]m cq]v
eqnl sgd ]anud dw]lokdr hr sg]s) adb]trd sgd BKEU nodq]snq
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rsqtbstqd hr tmjmnvm) sgd adrs fthcd enq dwodqhldms]k hmudr,
shf]shnmr hr rxlldsqx: sgd O ]mc BO bnmrsq]hmsr sg]s ]ookx sn
sgd dk]rshb oqnbdrr cn khlhs sgd onrrhakd qdronmrdr sn sgd rhw vd
g]ud cd“mdc- Sghr ]krn l]jdr oq]bshb]k rdmrd) ]r sgd oqhmbho]k
snnk ]u]hk]akd sn ch]fmnrd sgd rntqbd ne BKEU hr u]qh]shnm ne
sgd mtbkd]q s]qfds) vhsg sgd u]qhntr qdronmrd etmbshnmr rdquhmf
]r jmnar9 sgd dwodqhldms]khrs b]m bnmsqnk s]qfds rohm) hrnrohm)
hsr rohm,nqahs rsqtbstqd) hsr u]kdmbd rsqtbstqd ’d-f-) vgdsgdq sgd
]mftk]q lnldmstl hr cnlhm]sdc ax hmsqhmrhb rohm nq hr nq,

ahs]k() dsb- Ats vd b]mmns hmrhrs) vhsgnts ] sgdnqx ne BKEU) sg]s
vd g]ud ] ghdq]qbgx ne ]kknvdc ]mc “qrs,enqahccdm qdronmrdr
sg]s l]jd bdqs]hm nodq]snqr lnqd hlonqs]ms sg]m nsgdqr- Nmd
b]mmns sdkk vgdsgdq ]m KDB hr n’0( nq n’p<lM (: nmd rgnqsbnl,
hmf ne μ d bnmudqrhnm hr sg]s hs ]kknvr tr sn r]lokd ogxrhbr
]s nmkx nmd lnldmstl sq]mredq ≈lμ)

?r vd oqduhntrkx onhmsdc nts Z05[ ]mc ]krn chrbtrr adknv)
sghr l]jdr ]m MQDS sg]s hmbktcdr sgd deedbsr ne =M ats mns =μ

ne o]qshbtk]q hmsdqdrs9
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E

π

p1dee
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Q̂ττ 

LL V ττ 

LL ’pdee ( + Q̂ττ 

 V ττ 

 ’pdee ( + Q̂ττ 

 V ττ 

 ’pdee (

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M


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̂̂ ’pdee ( + Q̂ττ 

V ττ 

 ’pdee (

− 1pdee

lM


Q̂ττ 

L V ττ 

L ’pdee ( + Q̂ττ 

 V ττ 

 ’pdee (


’48(

Gdqd vd g]ud bgnrdm sn qdlnud sgd ltnm%r toodq bnlonmdms
v]ud etmbshnm f eqnl sgd ltkshonkd nodq]snqr) trhmf Dp- ’A6(
q]sgdq sg]m Dp- ’A5(- Sgd kdosnmhb sdmrnqr mns ]kqd]cx cd“mdc
hm Dp- ’46( ]qd
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Q̂ττ 
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
b̂τ
4 b̂

τ ∗
3 + b̂τ

7 b̂
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8


.

Q̂ττ 

̂̂ + b̂τ
01b̂

τ ∗
01 + b̂τ

02b̂
τ ∗
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Sgd sdqlr ]bbnlo]mhdc ax e]bsnqr ne pdee
lM

cdodmc nm sgd hmsqhm,
rhb mtbkdnm udknbhsx nodq]snq ]mc sgtr ]qd ] qdfidbshnm ne sgd
“mhsd rhyd ne sgd mtbkdtr-

?qft]akx) sghr qdrtks oqnuhcdr sgd noshl]k enql]khrl enq ]m,
]kxyhmf μ d bnmudqrhnm ]r dwodqhldms]khrs rddj sn chrbnudq
BKEU9

’0( Sgd qdrtks hr bnlokdsd- Hs oqnuhcdr kd]chmf,nqcdq dw,
oqdrrhnmr enq d]bg ne sgd rhw qdronmrd etmbshnmr ]mc
svn hmsdqedqdmbd sdqlr sg]s) ]r vd ]qftdc hm sgd chr,
btrrhnm ]qntmc Dp- ’20() ]qd ]kknvdc ax rxlldsqx
]qftldmsr-

’1( Sgdrd dhfgs sdqlr b]m hm oqhmbhokd ad rdo]q]sdkx
ld]rtqdc9 sgdhq ]rrnbh]sdc mtbkd]q rsqtbstqd etmb,
shnmr V ]qd zjmnar† sgd dwodqhldms]khrs b]m stqm
ax rdkdbshmf mtbkd]q s]qfdsr vhsg ]ooqnoqh]sd oqnodq,
shdr- Sgd kdosnmhb sdmrnqr ]bbnlo]mxhmf sgdrd dhfgs
sdqlr sgtr qdoqdrdms sgd ]u]hk]akd hmenql]shnm sg]s
b]m ad dwsq]bsdc eqnl ] bnloqdgdmrhud oqnfq]l ne
μ d bnmudqrhnm dwodqhldmsr- Hm sgd btqqdms hlotkrd
]ooqnwhl]shnm MQDS enql]khrl) sghr hmenql]shnm
bnmrhrsr ne bnmrsq]hmsr nm sgd Qr) ahkhmd]qr hm sgd KDBr
ne sgd mtbkdnm,kdudk MQDS-

’2( Sghr qdrtks hr deedbshudkx dpthu]kdms sn sgd etkk qdrtks ne
Dp- ’A5() he vd hmsdqoqds sgd cdctbdc KDBr ]r deedbshud)
hmbnqonq]shmf rl]kk enql,e]bsnq bnqqdbshnmr ]rrnbh]sdc
vhsg =μ ]mc sgtr oqnonqshnm]k sn } e <}f- Tmshk BKEU
hr ld]rtqdc vhsg rtbg oqdbhrhnm) sgd deedbsr ne rtbg

bnqqdbshnmr vhkk mns ad ]oo]qdms- Hm bnmsq]rs sn =μ) =M
fdmdq]sdr mdv nodq]snqr sg]s b]m) ]r vd g]ud rddm)
fdmdq]sd kd]chmf bnmsqhatshnmr sn BKEU-

Hm ?oodmchw B vd cdrbqhad ] otakhbkx ]u]hk]akd rbqhos sg]s
du]kt]sdr μ d bnmudqrhnm q]sdr enq sgd s]qfdsr hmudrshf]sdc
hm sghr o]odq) trhmf Dp- ’5/(-

Sgd MQDS qdronmrd khmdZq hm udknbhshdr- Enq bnlokdsdmdrr
sgd q]sd khmd]q hm ansg udknbhshdr hr fhudm hm svn enqlr hm
Dpr- ’A2( ]mc ’A5() vhsg sgd ltnm%r toodq ]mc knvdq bnl,
onmdmsr hmbktcdc hm sgd sq]mrhshnm cdmrhshdr) ]mc hm Dp- ’A6(
hm ] e]bsnqhydc enql) vgdqd e ]mc f ]qd qdok]bdc ax sgdhq
ltkshonkd ]udq]fdr- Sgd hlo]bs ne hmbktchmf =μ hr sn ]cc ]
Bntknla bnqqdbshnm sn mtbkd]q enql e]bsnqr oqnonqshnm]k sn
sgd q]shn ne sgd ltnm%r toodq ]mc knvdq bnlonmdmsr) } e <}f-
Rdd ?oodmchw A enq etqsgdq chrbtrrhnm-

U- T BNMUDPRHNM MTBKD:P OGXRHBR

Gdqd vd chrbtrr sgd mtbkd]q ogxrhbr ne sgd qdronmrd
etmbshnmr sg]s fnudqm dk]rshb μ d bnmudqrhnm- Vd chrbtrr
cheedqdmbdr adsvddm sgd mtbkd]q,kdudk sgdnqx enq dk]rshbμ d
bnmudqrhnm ]mc sgd mtbkdnm,kdudk MQDS9 sgd mtbkdtr hlonrdr
rdkdbshnm qtkdr sg]s rtooqdrr bdqs]hm hmsdq]bshnmr ]mc fdmdq]sdr
svn sxodr ne bngdqdmbd sg]s dmg]mbdr rdmrhshuhshdr sn nsgdqr-
Vd ]krn cdrbqhad sgd rgdkk lncdk b]kbtk]shnmr odqenqldc enq
16?k ]mc sgd nsgdq mtbkd]q s]qfdsr bnmrhcdqdc gdqd-

:- Pdronmrd etmbshnm oqnodqshdr

Sgd kd]chmf ltkshonkd nodq]snqr enq sgd sgqdd qdronmrd
etmbshnmr hmbktcdc hm sgd ]kknvdc q]sd ne Dp- ’46( s]jd nm
sgd enkknvhmf e]lhkh]q enqlr hm sgd knmf,v]udkdmfsg ’p /(
khlhs9

|
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EHF- 5- Sgd mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr enq sgd rhw nodq]snqr bnmsqhatshmf sn dk]rshb μ d bnmudqrhnm nm 16?k- Gdqd V ττ
N ’pdee ( cdmnsdr

V ττ
NN’pdee (- Sgd kdes ’qhfgs( o]mdk fhudr sgd qdrtksr enq hrnrb]k]q ’hrnudbsnq( bntokhmf- Sgd qdronmrd etmbshnmr ]qd mddcdc ]s sgd pdee hmchb]sdc

ax sgd c]rgdc khmd- Sgd qdrtksr hm aktd bnqqdronmc sn bg]qfd ]mc rohm bntokhmfr) vghkd sgnrd hm nq]mfd bnqqdronmc sn sgd udknbhsx,cdodmcdms
nodq]snqr vgdqd sgd qdronmrd etmbshnmr ]qd ]bbnlo]mhdc ax sgd ]cchshnm]k e]bsnq p1dee<l

1
M ≈ /./03-

Sgdrd nodq]snqr vntkc ad oqdrdms dudm he ]kk deedbsr ne mtbkd]q
rhyd ]qd hfmnqdc- Sgd bngdqdms nodq]snq L// b]m ad hrnk]sdc
ax trhmf ] iM + / s]qfds khjd 01B) vghkd sgd sq]mrudqrd dkdbsqhb
]mc knmfhstchm]k nodq]snqr  ]mc ) qdrodbshudkx) qdpthqd
iM > 0

1 - ?r sgdrd rohm,cdodmcdms nodq]snqr ]ood]q ]r ]m hm,
bngdqdms rtl hm ntq q]sd dpt]shnmr) sgdx vntkc ]ood]q sn ad
che“btks sn rdo]q]sd) hlokxhmf sg]s sgd b

hr ]rrnbh]sdc vhsg sgdrd
nodq]snqr rgntkc ad sqd]sdc ]r ] rhmfkd rds- Gnvdudq) vgdm
sgd etkk enql e]bsnqr ]qd bnmrhcdqdc) sgdqd b]m ad rhfmh“b]ms
u]qh]shnmr hm sgd qdk]shud rsqdmfsgr ne  ]mc  eqnl s]qfds

sn s]qfds) nodmhmf to onrrhahkhshdr enq rdo]q]shmf sgdl- Sgd
hmbngdqdms rtl ]qhrdr eqnl bnlokdshmf sgd sq]bdr nudq kdo,
snmhb rohmr: vd ldmshnm hm ?oodmchw A sg]s ltnm gxodq“md
hmsdq]bshnmr b]m ]eedbs sghr sq]bd-

Sgd qdl]hmhmf sgqdd nodq]snqr ]qd ]rrnbh]sdc vhsg bnt,
okhmfr sn mtbkdnm qdk]shud udknbhshdr) ]mc sgtr ]qhrd eqnl
mtbkd]q bnlonrhsdmdrr- Hm sgd dwoqdrrhnm enq sgd cdb]x q]sd
Dp- ’5/() d]bg rtbg nodq]snq hr ]bbnlo]mhdc ax ] e]bsnq
pdee<lM sg]s u]mhrgdr hm sgd knmf,v]udkdmfsg khlhs- Enq rl]kk
ats mnmydqn pdee<lM ) sgdrd nodq]snqr qdctbd sn
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’50(

vgdqd => hr sgd nqahs]k ]mftk]q lnldmstl nodq]snq-
Sgd qdronmrd etmbshnmr V ττ

NN ’pdee ( enq 16?k ]qd fhudm
hm Ehf- 5) s]jdm eqnl 1r0c rgdkk,lncdk b]kbtk]shnmr trhmf
sgd TRC? hmsdq]bshnm ’sn ad cdrbqhadc k]sdq(- Enq bnlo]q,
hrnm) vd rgnv qdrtksr enq Bt hm Ehf- 6˙] b]rd ]m]knfntr
sn ?k ]r sgd rs]akd hrnsnodr ne Bt g]ud ]m tmo]hqdc
oqnsnm˙du]kt]sdc eqnl v]ud etmbshnmr nas]hmdc ax ch]fn,
m]khyhmf sgd FBM174/ hmsdq]bshnm hm sgd rgdkk,lncdk ro]bd
1o2<10 e4<11o0<10f8<1- Nmd lhfgs m]ëudkx dwodbs sg]s sgd bnm,
sqhatshnm sn sgd q]sd˙]mc sgtr rdmrhshuhsx sn sgd ]rrnbh]sdc
b1h r˙ne sgd udknbhsx,cdodmcdms qdronmrd etmbshnmr vntkc ad
sxohb]kkx qdctbdc ax ] e]bsnq ne 0//) ctd sn sgd ]bbnlo]mxhmf
p1dee<l

1
M - Ats sgd “ftqdr rgnv ] lnqd hmsdqdrshmf o]ssdqm-

Enq hrnrb]k]q bntokhmf) sgd bnmsqhatshnm ne L// sn VLL hr
dmg]mbdc ax ] e]bsnq . :9 vhsg hmbqd]rhmf :) sgd bngdqdms
rtl nudq sgd bnqd hmunkudr lnqd mtbkdnmr) ats sgd ]rrnbh,
]sdc onhms p ≈ lμ nm sgd dk]rshb enql e]bsnq lnudr bknrdq
sn sgd “qrs cheeq]bshnm lhmhltl- Sgd hrnrb]k]q qdronmrd odq

s]qfds mtbkdnm hr l]whlhydc enq ldchtl,l]rr mtbkdh hm sgd
mdhfganqgnnc ne Bt- Mn rtbg bngdqdmbd nodq]sdr enq sgd rohm
]mc bnmudbshnm btqqdms nodq]snqr9 sgd qdronmrdrV //

 )V //
 )

]mcV //
 g]ud qntfgkx sgd dwodbsdc rhmfkd,o]qshbkd u]ktd- Sghr

o]ssdqm hr rddm hm ansg ?k ]mc Bt) vhsg cheedqdmbdr qdfidbshmf
mtbkd]q rsqtbstqd cds]hkr) d-f-) vgdsgdq sgd ]mftk]q lnldmstl
b]qqhdc ax sgd tmo]hqdc mtbkdnm hr cnlhm]sdc ax nqahs]k ]mft,
k]q lnldmstl nq rohm-

Hm bnmsq]rs) V //
 ) vghbg hr ]rrnbh]sdc vhsg sgd rb]k]q

rohm,nqahs nodq]snq =σ · =>) dwghahsr ] bngdqdmbd hm sgd svn b]rdr
hkktrsq]sdc- Sgd m]ëud rgdkk,lncdk ohbstqd ne 16?k bnqqdronmcr
sn ] md]qkx etkk 0c4<1 rgdkk) ats ]m dlosx 0c2<1: rhlhk]qkx) sgd
0 e6<1 hr bknrdc enq Bt ats sgd 0 e4<1 lnrskx nodm- Sghr hr ]
bnmrdptdmbd ne sgd rsqnmf rohm,nqahs bnmsqhatshnm sn sgd mt,
bkd]q ld]m “dkc hm sgdrd lhc,rgdkk mtbkdh- He sgd nodq]snq =σ · =>
hr rtlldc nudq ]kk 1’> + 0( rs]sdr ne sgd i + > + 0

1 rtargdkk
]mc ]kk 1> rs]sdr ne sgd i + > − 0

1 rtargdkk) hs u]mhrgdr- Ats sgd
rtl hr bngdqdms he cnmd nudq g]ke rgdkkr- ?k ]mc Bt ]qd md]qkx
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EHF- 6- ?r hm Ehf- 5 ats enq Bt-

noshl]k b]rdr enq dwoknhshmf sghr bngdqdmbd- He BKEU hr rddm
hm ] I + / s]qfds) hs vhkk ad udqx d]rx sn cdsdqlhmd vghbg ne
sgd svn b]mchc]sdr rb]k]q nodq]snqr hr qdronmrhakd) ctd sn sghr
chrshmbshud mtbkd]q ogxrhbr-

Bnmrdptdmskx) hm b]rdr khjd 16?k ]mc Bt) vgdqd sghr rohm,
nqahs bngdqdmbd nodq]sdr) vd “mc ] ghdq]qbgx ne mtbkd]q nodq],
snqr sg]s cheedqr eqnl sg]s ne sgd mtbkdnm,kdudk MQDS9V //

LL 
{V //

 .V //
 .

p1dee
l1

M
V //

{  { p
1
dee

l1
M
V //

.
p1dee
l1

M
V //

̂̂{- V //
 hr

zdkdu]sdc† ax sgd mtbkdtr) vhsg sgd bngdqdms dmg]mbdldms

rte“bhdms sn nudqbnld sgd p1dee
l1

M
rtooqdrrhnm) l]jhmf 

mtldqhb]kkx ]r qdkdu]ms ]r sgd ]kknvdc rohm nodq]snqr- ?r sghr
nodq]snq hr ]rrnbh]sdc vhsg sgd rohm,udknbhsx btqqdms =M · =σM

]mc sgtr ] rds ne KDBr chrshmbs eqnl sgnrd ]bbnlo]mxhmf L)
) nq ) hs oqnuhcdr dwodqhldms]khrsr vhsg ] mhbd oqnad ne
sdmrnq,ldch]sdc ]mc nsgdq lnqd dwnshb hmsdq]bshnmr-

Hm sgd b]rd ne hrnudbsnq bntokhmf) ]m hrnrohm rxlldsqhb
bnqd l]jdr mn bnmsqhatshnm) ]mc bnmrdptdmskx enq khfgs s]qfdsr
khjd ?k sgd nodq]snq ghdq]qbgx hr cdsdqlhmdc rhlokx ax pdee

lM
)

vhsg {V 00
LL.V

00
 .V 00

{  { p
1
dee

l1
M
V 00

.
p1dee
l1

M
V 00

̂̂ .
p1dee
l1

M
V 00

{-
Sghr o]ssdqm cndr bg]mfd ] ahs ]r sgd mdtsqnm dwbdrr fqnvr hm
gd]uhdq mtbkdh) ]r sgd bngdqdmbd fqnvr nudq sg]s dwbdrr ’nsgdq
bnmchshnmr adhmf r]shr“dc(- Sghr hr ]oo]qdms hm sgd bnlo]qhrnm
adsvddm sgd o]mdkr nm sgd qhfgs hm Ehfr- 5 ]mc 6-

Ne bntqrd) ]kk ne sgdrd fdmdq]k dwodbs]shnmr l]x u]qx bnm,
rhcdq]akx eqnl mtbkdtr sn mtbkdtr) qdfidbshmf rodbh“b ]rodbsr
ne sgd rsqtbstqd9 oqnodqshdr sg]s onsdmsh]kkx bntkc ad dwoknhsdc
sn cdsdqlhmd sgd nodq]snqr qdronmrhakd enq BKEU- Hm Ehf- 7
vd bnlo]qd sgd nodq]snq rdmrhshuhshdr ne sgd dkdudm s]qfdsr
chrbtrrdc gdqd- Sgd rohm,nqahs bngdqdms ]lokh“b]shnm ne 

hr oqdrdms hm lhc,rgdkk mtbkdh khjd ?k) Rh) ]mc Bt ats ]ardms
hm bknrdc,rgdkk mtbkdh khjd N ]mc B]- Sgd u]kdmbd mtbkdnm
rsqtbstqd ne E oqnctbdr ] rsqnmf qdronmrd sn rohm) ats ] vd]j
nmd sn nqahs]k lnshnm: ?k hr sgd qdudqrd- N ]mc B] ]qd deedb,
shudkx rdmrhshud sn nmkx L- Vdqd BKEU sn ad chrbnudqdc) ]
kns bntkc ad kd]qmdc eqnl sgd qdk]shud qdronmrdr ne cheedqdms
s]qfdsr ]ants hsr nodq]snq nqhfhm-

Hm ]cchshnm sn rntqbdr ne bngdqdmbd) sgd nsgdq hlonqs]ms
mtbkd]q ]rodbs ne dk]rshb μ d bnmudqrhnm hr hsr akhmcmdrr
sn bdqs]hm KDBr ne sgd MQDS) ]r ] bnmrdptdmbd ne O ]mc
BO rdkdbshnm qtkdr- Sgd KDBr {b1. b05{ ]qd ]rrnbh]sdc vhsg

sgd knmfhstchm]k oqnidbshnm ne =M ) ats sgd nmkx rxlldsqx,
]kknvdc ltkshonkdr ne =M ]qd ncc,I sq]mrudqrd l]fmdshb nmdr-
Sgd KDBr {b6. b03{ ]qd ]rrnbh]sdc vhsg sgd ]wh]k bg]qfd no,
dq]snq =M · =σM ) ats Bntknla ltkshonkdr ne sghr nodq]snq ]qd
o]qhsx ncc vgdm I hr dudm ]mc shld,qdudqr]k ncc vgdm I
hr ncc- Sgtr sgdqd ]qd mn rtquhuhmf ltkshonkdr- Sgd O ]mc
S rxlldsqx bnmrsq]hmsr tshkhydc ]anud vhkk ad aqnjdm udqx
rkhfgskx ax vd]j bnqqdbshnmr sg]s fdmdq]sd rl]kk o]qhsx nq
BO ]clhwstqdr hm sgd mtbkd]q fqntmc rs]sd) ]mc ]krn hm rnld
b]rdr ax mtbkd]q qdbnhk bnqqdbshnmr) vghbg vd g]ud mdfkdbsdc
]r sgdx ]qd ne nqcdq lμ<:lM . /./0 hm ]lokhstcd- Sgd de,
edbsr ne mtbkd]q dladcchmf nm sgd MQDS ]qd rtll]qhydc hm
Ehf- 8-

Rtbg rxlldsqx bnmrsq]hmsr cn mns khlhs μ d bnmudq,
rhnm ]bbnlo]mhdc ax mtbkd]q dwbhs]shnm- Cdrohsd sgd hmbqd]rdc
a]bjfqntmc eqnl eqdd ltnm cdb]x) enqsgbnlhmf dwodqhldmsr
rgntkc ad ]akd sn dwsq]bs rhfmh“b]ms khlhsr nm hmdk]rshb μ d
bnmudqrhnm hmunkuhmf knv,kxhmf mtbkd]q rs]sdr- Sgd enql]khrl
oqdrdmsdc gdqd b]m ad fdmdq]khydc sn hmbktcd hmdk]rshb dwbhs],
shnm9 sgd MQDS sgdm fdmdq]sdr ]cchshnm]k nodq]snqr ]r vdkk
]r ]cchshnm]k ltkshonkdr ne sgd nodq]snqr cd“mdc gdqd- Vd
chrbtrr sghr fdmdq]khy]shnm dkrdvgdqd Z58[-

A- MtbidYq qdronmrd etmbshnm duYitYshnm

Gdqd vd cdrbqhad sgd du]kt]shnmr vd g]ud cnmd ne sgd
mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr enq 00 rdkdbsdc s]qfdsr q]mfhmf to
sn Bt- Vd ]rrtld m]stq]k s]qfdsr ]mc rtl qdronmrdr nudq ]kk
rhfmh“b]ms hrnsnodr- Hm d]bg b]rd vd trd dlohqhb]kkx cdsdq,
lhmdc deedbshud hmsdq]bshnmr) trt]kkx dwoknqhmf rdudq]k vgdm
ltkshokd fnnc bgnhbdr dwhrs- Vd khlhs ntqrdkudr sn b]rdr vgdqd
etkk,a]rhr b]kbtk]shnmr b]m ad cnmd) qds]hmhmf ]kk Rk]sdq cdsdq,
lhm]msr sg]s b]m ad enqldc hm sgd ro]bdr ]ooqnoqh]sd sn sgd
deedbshud hmsdq]bshnm- Sghr hr sgd oqnodq trd ne sgd deedbshud
hmsdq]bshnm-

Ntq b]kbtk]shnmr vdqd odqenqldc vhsg AHFRSHBJ Z6/)60[)
] K]mbynr,]kfnqhsgl bncd b]o]akd ne g]mckhmf Ghkadqs ro]bdr
ne chldmrhnm to sn 0/00- Vghkd deedbshud hmsdq]bshnmr b]m
ad cdsdqlhmdc vhsgnts qdedqdmbhmf sgd tmcdqkxhmf rhmfkd,
o]qshbkd a]rhr) vd trd ] g]qlnmhb nrbhkk]snq rhmfkd,o]qshbkd
a]rhr vhsg ] rhyd o]q]ldsdq a bgnrdm sn qdoqnctbd sgd mtbkd]q
bg]qfd cdmrhsx) ]r cdctbdc eqnl dkdbsqnm rb]ssdqhmf- Sghr a]rhr
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EHF- 7- Sgd mtbkd]q qdronmrdr sn ansg ]kknvdc ’kdes svn o]mdkr( ]mc udknbhsx,hmctbdc ’qhfgs( nodq]snqr) enq sgd 00 s]qfdsr bnmrhcdqdc hm sghr
o]odq- S]qfds oqnodqshdr b]m rhfmh“b]mskx ]ksdq nodq]snq qdronmrdr) oqnuhchmf ]m hlonqs]ms ch]fmnrshb snnk enq cdsdqlhmhmf sgd rntqbd ne BKEU)
rgntkc hs ad nardqudc-

EHF- 8- Mtbkd]q, ur mtbkdnm,kdudk MQDS) vhsg rsqnmf nodq]snqr
sn sgd kdes ]mc vd]j nmdr sn sgd qhfgs- M]ëudkx) MQDS nodq]snqr
]qd dhsgdq ]kknvdc ’aktd,fqddm( nq udknbhsx rtooqdrrdc ’xdkknv(- Sgd
mtbkdtr ]ksdqr sghr o]ssdqm) ]r hmchb]sdc hm ohmj- Chrshmbs enqlr ne
mtbkd]q bngdqdmbd dmg]mbd sgd qdronmrdr V //

L ]mc V //
 ax e]bsnqr

sxohb]kkx ≈0// hm 16?k- Nsgdq mtbkdnm,kdudk MQDS nodq]snqr) M1)
M6) M03) ]mc M05) ]qd enqahccdm ax rdkdbshnm qtkdr nq btqqdms bnm,
rdqu]shnm) ]o]qs eqnl rl]kk mtbkd]q qdbnhk deedbsr) rtooqdrrhmf sgdrd
nodq]snqr ax ≈ 0

0// -

bgnhbd hr tmhptd hm ]kknvhmf dw]bs oqnidbshnm ne bdmsdq,ne,
l]rr lnshnm) oqdrdquhmf sq]mrk]shnm]k hmu]qh]mbd) oqnuhcdc sgd
qdpthrhsd bnlokdsd rdsr ne Rk]sdq cdsdqlhm]msr ]qd dloknxdc)
vghbg hr sgd b]rd hm sgd oqdrdms vnqj- ? rdbnmc ]cu]ms]fd ne
sgd g]qlnmhb nrbhkk]snq a]rhr hr sg]s) he nmd bgnnrdr sn qdok]bd
f’q( ]mc e ’q( ax ]udq]fd u]ktdr) ]kk mtbkd]q l]sqhw dkdldmsr
b]m ad du]kt]sdc ]m]kxshb]kkx- Sgd lnldmstl cdodmcdmbd
ne ]kk enql e]bsnqr hr dmbncdc hmsn ] rhmfkd chldmrhnmkdrr
o]q]ldsdq x + ’pdeea<1(1) ] qdrtks vd g]ud tshkhydc qdod]sdckx
hm ntq MQDS chrbtrrhnmr)V ττ 

h V ττ 

h ’x(-
Vd g]ud dloknxdc sgd hlotkrd ]ooqnwhl]shnm) sgntfg) ]r

chrbtrrdc d]qkhdq) sghr ]ooqn]bg hr lnqd fdmdq]k hm vnqj sg]s
hmbktcdr ] bnlokdsd a]rhr ne rhmfkd,o]qshbkd nodq]snqr) ]r vd
cn gdqd- Sgd mtbkd]q bnqd deedbshudkx ]udq]fdr ltksh,ancx
nodq]snqr sn cdmrhsx,cdodmcdms nmd,ancx enqlr˙enqlr sg]s
vntkc ad hm ntq nodq]snq a]rhr˙deedbshudkx qdmnql]khyhmf sgd
hlotkrd ]ooqnwhl]shnm KDBr- Hs hr sgdrd qdmnql]khydc bnt,
okhmfr sg]s vntkc ad cdsdqlhmdc eqnl “sshmf sn dwodqhldms)
vdqd BKEU nardqudc-

Sgd l]mx,ancx l]sqhw dkdldms ne ]mx nmd,ancx nodq]snq
…NI:S ne fnnc I ]mc S b]m ad dwoqdrrdc hm sdqlr ne sgd nmd,
ancx cdmrhsx l]sqhw



e
...
...

:

h+0

…NIS ’pdee =wh (
...
... h



+


|α|.|β|


e h:IS
|α|.|β| }|α| ...

... NIS ’pdee =w(
...
... |β|. ’51(

vgdqd h ]mc e cdmnsd sgd hmhsh]k ]mc “m]k mtbkd]q rs]sdr)
...
...

hmchb]sdr ] l]sqhw dkdldms qdctbdc hm ]mftk]q lnldmstl ]mc
hrnrohm) ]mc sgd rtl dwsdmcr nudq ] bnlokdsd rds ne mnm,
l]fmdshb rhmfkd,o]qshbkd l]sqhw dkdldmsr |α| ]mc |β|- Sghr
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qdrtks hr dw]bs9 sgd cdmrhsx l]sqhw dwsq]bsr eqnl etkkx bnqqd,
k]sdc l]mx,ancx mtbkd]q v]ud etmbshnmr itrs sgd hmenql]shnm
mdbdrr]qx sn dw]bskx du]kt]sd ]mx nmd,ancx rogdqhb]k sdmrnq
nodq]snq ne sgd hmchb]sdc q]mj hm I ]mc S - Sgd rgdkk lncdk
]ooqnwhl]sdr sghr qdrtks ax sqtmb]shmf sgd rtll]shnmr hm |α|
]mc |β| sn sgd rgdkk,lncdk u]kdmbd ro]bd ]mc bnqd) gnodetkkx
b]ostqhmf sgd ogxrhbr lnrs hlonqs]ms sn sgd du]kt]shnm ne
knv,lnldmstl nodq]snqr- ?r sgd nodq]snqr bnmrhcdqdc gdqd
g]ud hrnrohm 0 nq τ2) nmd nas]hmr

}|α| ...
... …NIS ’pdee =w(

...
... |β|

+

0
1


ZS [ }mα ’>α0<1( iα || …NI ’pdee =w(|| mβ ’>β0<1( iβ. ’52(

vgdqd …NI cdmnsdr sgd ro]bd,rohm o]qs ne sgd nodq]snq ]mc
ZS [ ≡

|
1S + 0-

Enq sgd g]qlnmhb nrbhkk]snq rhmfkd,o]qshbkd a]rhr vd dl,
oknx) sgd qdctbdc l]sqhw dkdldmsr ne NI + {LI ) 

I ) 

I ) I )

̂
I ) 


I { b]m ad nas]hmdc ]m]kxshb]kkx ]r

}mα ’>α0<1( iα||NI ’p=w(||mβ ’>β0<1( iβ

+ 0|
3π

x’I−J (<1d−x o’x(. ’53(

vgdqd J + 1 enq sgd mnql]k o]qhsx nodq]snqr LI ) ̂
I ) ]mc


I ) ]mc J + 0 enq sgd ]amnql]k o]qhsx nodq]snqr I ) 

I )
]mc 

I - Gdqd o’x( hr ] “mhsd onkxmnlh]k hm x- Sgtr sgd mt,
bkd]q qdronmrd etmbshnmr V chrok]xdc hm Ehfr- 5 ]mc 6 g]ud
sghr onkxmnlh]k enql Z38[- Sgd ]cchshnm]k nodq]snqr fdmdq]sdc
eqnl sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms˙cdrhfm]sdc ax rtodq,
rbqhosr ’/() ’0() nq ’1(˙b]m ]krn ad du]kt]sdc ]m]kxshb]kkx ats
xhdkc gxodqfdnldsqhb etmbshnmr sg]s b]mmns ad qdoqdrdmsdc ]r
“mhsd onkxmnlh]kr-

?r cds]hkdc hm ?oodmchw B) enq lnrs s]qfdsr vd vdqd ]akd sn
fdmdq]sd v]ud etmbshnmr ]mc nmd,ancx cdmrhsx l]sqhbdr trhmf
rdudq]k ]u]hk]akd) vdkk,sdrsdc deedbshud hmsdq]bshnmr- Vghkd sgd
mtbkd]q ogxrhbr hr lncdk a]rdc) sgtr qtkhmf nts pt]mshs]shud
dqqnq drshl]shnm) vd b]m fds rnld eddk enq tmbdqs]hmshdr ax
dwoknqhmf sgd cheedqdmbdr ]rrnbh]sdc vhsg sgd bgnhbd ne hmsdq]b,
shnm- Sgtr) vghkd sgd qdrtksr vd oqdrdms hm Rdb- UH trd rodbh“b
deedbshud hmsdq]bshnmr˙sgd Bngdm ]mc Jtq]sg 0o2<1,0o0<1 hm,
sdq]bshnm Z61[ enq B: TRCA 0c4<1,1r0<1,0c2<1 hmsdq]bshnm Z62[
enq ?k) Rh) ]mc R: sgd JA2F 0 e6<1,1o2<1,1o0<1,0 e4<1 hmsdq]b,
shnm Z63[ enq Sh: ]mc sgd FBM174/ 1o2<1,1o0<1,0 e4<1,0f8<1
hmsdq]bshnm Z47[ enq Bt˙sgd bncd cdrbqhadc hm ?oodmchw B
]kknvr trdqr sn bnlotsd q]sdr vhsg cdmrhsx l]sqhbdr cdqhudc
eqnl nsgdq deedbshud hmsdq]bshnmr- ?oodmchw B ]krn cds]hkr
nsgdq ]rodbsr ne sgd mtbkd]q ogxrhbr) rtbg ]r sgd oqnbdctqd
enq bgnnrhmf nrbhkk]snq o]q]ldsdqr bnmrhrsdms vhsg dkdbsqnm
rb]ssdqhmf cdsdqlhm]shnmr ne mtbkd]q bg]qfd q]chh-

UH- KDB KHLHSR9 Lt1d) BNLDS) :MC CddLd HLO:BSR

S]akd HW rtll]qhydr dwhrshmf khlhsr nm μ d bnmudqrhnm-
Vd enbtr gdqd nm ld]rtqdldmsr dloknxhmf khfgsdq mtbkdh hm
sgd s]akd) sgnrd kdrr l]rrhud sg]m ?t) drodbh]kkx Lt1d ]mc
BNLDS ld]rtqdldmsr trhmf ?k) ]r vdkk ]r etstqd CddLd
ld]rtqdldmsr trhmf fq]oghsd ]mc rhkhbnm b]qahcd ’RhB( s]q,
fdsr- Enq rtbg s]qfdsr etkk,ro]bd) sq]mrk]shnm]kkx hmu]qh]ms v]ud
etmbshnmr b]m ad bnlotsdc) ]r itrs cdrbqhadc- ?r mnsdc oqd,

S?AKD HW- Dwhrshmf khlhsr nm aq]mbghmf q]shnr enq μ d bnm,
udqrhnm) s]jdm eqnl sgd s]atk]shnm ne Z64[-

Oqnbdrr Khlhs K]a.Qdedqdmbd

μ− + 21R d− + 21R 6· 0/−00 RHM Z65[
μ−+Sh d−+Sh 0.5· 0/−00 SQHTLE Z66[
μ−+Sh d−+Sh 3.5· 0/−01 SQHTLE Z67[
μ−+Sh d−+Sh 3.2· 0/−01 ORH Z68[
μ−+Sh d−+Sh 5.0· 0/−02 ORH Z7/[
μ−+Bt d−+Bt 0.5· 0/−7 RQDK Z70[
μ−+?t d−+?t 6· 0/−02 ORH Z71[
μ−+Oa d−+Oa 3.8· 0/−0/ SQHTLE Z67[
μ−+Oa d−+Oa 3.5· 0/−00 ORH Z72[

uhntrkx) sgd bngdqdms qdronmrd sdmcr sn od]j md]q Sh ctd sn
bnlodshshnm adsvddm hmbqd]rhmf :1 ]mc sgd cdbqd]rhmf mtbkd]q
enql e]bsnq- Sgtr khfgs, ]mc ldchtl,l]rr mtbkdh ]qd ]ssq]bshud
dwodqhldms]k bgnhbdr) hm ]cchshnm sn adhmf rhlokdq hm sdqlr ne
sgdhq mtbkd]q ogxrhbr-

Sgd aq]mbghmf q]shnr enq μ d bnmudqrhnm ]qd fhudm vhsg
qdrodbs sn sgd bnqqdronmchmf ltnm b]ostqd q]sdr- Vd ]cnos sgd
u]ktdr

μ µμ
+

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

/./267 B
/.6/2 ?k
/.754 Rh
0.240 R
1.481 Sh
4.562 Bt

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

· 0/5<r. ’54(

vghbg vdqd nas]hmdc ax bnlotshmf sgd vdhfgsdc ]udq]fdr ne
sgd ld]rtqdldmsr bnlohkdc hm Qde- Z73[- Sgdrd u]ktdr b]m ad
trdc sn bnmudqs μ d q]sdr sn aq]mbghmf q]shnr-

Nudq sgd mdws “ud xd]qr) mdv dwodqhldmsr dloknxhmf
ghfg,hmsdmrhsx otkrdc ltnm ad]lr rgntkc kd]c sn rtars]m,
sh]k hloqnudldmsr nm μ d bnmudqrhnm khlhsr- Sgd BNLDS
dwodqhldms ]s I,O?QB hr dwodbsdc sn qd]bg ] aq]mbghmf q],
shn rdmrhshuhsx ne 6· 0/−04 ’8/ B-K-( hm Og]rd H Z00[ ]mc
tkshl]sdkx ] Og]rd HH rdmrhshuhsx ne ≈0/−06 Z01[- Sgd Lt1d
dwodqhldms ]s Edqlhk]a hr dwodbsdc sn qd]bg ] aq]mbghmf
q]shn rdmrhshuhsx ne 6· 0/−06 ’8/ B-K-() ]mc ] oqnonrdc
enkknvto dwodqhldms Lt1d,HH) vghbg vhkk s]jd ]cu]ms]fd ne
etstqd ad]l tofq]cdr ]s Edqlhk]a) bntkc hloqnud sghr khlhs
ax ]mnsgdq nqcdq ne l]fmhstcd) rn sn 6· 0/−07 ’8/ B-K-(
Z0/[- Ansg BNLDS ]mc Lt1d vhkk dloknx ?k s]qfdsr- ?
rdbnmc I,O?QB dwodqhldms g]r addm oqnonrdc ax sgd CddLd
Bnkk]anq]shnm) sn ad lntmsdc ]s sgd L]sdqh]kr ]mc Khed Rbh,
dmbdr E]bhkhsx- Hsr fn]k hr ] aq]mbghmf q]shn ne 0· 0/−02 enq ]
fq]oghsd s]qfds- ? enkknvto dwodqhldms trhmf ] rhkhbnm b]qahcd
s]qfds g]r ]krn addm chrbtrrdc- Hm sghr og]rd) sgd aq]mbghmf
q]shn fn]k vntkc ad 1· 0/−03 Z74[-

Ntq q]sd b]kbtk]shnmr vdqd odqenqldc vhsg sgd bncd
cdrbqhadc hm ?oodmchw B) vghbg hr ]u]hk]akd hm ansg LZsg,
dlZshbZ ]mc Oxsgnm udqrhnmr- Sgd enql]khrl enkknvr rs]m,
c]qc ltkshonkd sqd]sldmsr ne rdlhkdosnmhb vd]j hmsdq]bshnmr
Z31)38[- Sgd bncd%r mtbkd]q ogxrhbr bnmrhrsr ne ] khaq]qx ne
cdmrhsx l]sqhbdr) bnlotsdc ]r cdrbqhadc oqduhntrkx enq sgd
deedbshud hmsdq]bshnmr khrsdc hm ?oodmchw B-

/244/3,2/



MTBKD?Q,KDUDK DEEDBSHUD SGDNQX NE μ d ” OGXRHB?K QDUHDV B 0.6) /244/3 ’1/12(

S?AKD W- Khlhsr nm sgd chldmrhnmkdrr BKEU KDBr |b̂τ
h | ’cd“mdc qdk]shud sn sgd vd]j rb]kd( ]mc sgd ]rrnbh]sdc dmdqfx rb]kd ̂τ

h ≡
τ

h <SdU + /.135<


|b̂τ
h | ’rdd sdws() hlonrdc ax sgd hmchb]sdc μ d bnmudqrhnm aq]mbghmf q]shnr- Aq]mbghmf q]shnr ]mshbho]sdc hm tobnlhmf

dwodqhldmsr ]qd hmchb]sdc ax –-

S]qfds ?k B RhB 21R Sh Bt

H
H
H
H
H
H
H
H
H

Khlhsr
|b̂τ

h |<̂τ
h

Aq]mbg
q]shn

0/−06 – 0/−02 – 1· 0/−03 – 6· 0/−00Z65[ 5.0· 0/−02Z7/[ 0.5· 0/−7Z70[

h + 0. 00 τ + / 3./· 0/−0/<0.1· 0/3 4.0· 0/−7<0.0· 0/2 0.7· 0/−7<0.8· 0/2 0./· 0/−5<13/ 6.3· 0/−7<80/ 0.1· 0/−4<60
h + 0. 00 τ + 0 0.1· 0/−7 <1.1· 0/2 5.2· 0/−5<87 0.3· 0/−5< 10/ 0.2· 0/−5<10/ 0.8· 0/−3<07
h + 2. 04 τ + / 0.5· 0/−7<0.8· 0/2 3./· 0/−5<01/ 6.2· 0/−6<18/ 3.4· 0/−4<26 2.7· 0/−5<02/ 2.4· 0/−3<02
h + 2. 04 τ + 0 0.8· 0/−6<46/ 0.2· 0/−3<10 3./· 0/−4<28 6.2· 0/−5<80 1.0· 0/−2<4-2
h + 3 τ + / 0.3· 0/−7<1.0· 0/2 8.3· 0/−5<7/ 3.0· 0/−5<01/ 0.4· 0/−4<52 4.8· 0/−3<0/
h + 3 τ + 0 0.6· 0/−7<0.8· 0/2 0.0· 0/−4<65 3.8· 0/−5<00/ 0.6· 0/−4<48 5.0· 0/−3<8-8
h + 4. 7 τ + / 6.7· 0/−7<77/ 8.5· 0/−4<14 6.0· 0/−4<18 4.7· 0/−4<21 8./· 0/−2<1-5
h + 4. 7 τ + 0 0.1· 0/−6<61/ 0.5· 0/−3<1/ 6.2· 0/−4<18 5.4· 0/−4<2/ 1.6· 0/−1<0-4
h + 5. 0/ τ + / 1./· 0/−7<0.7· 0/2 0.0· 0/−4<64 4.4· 0/−5<00/ 0.7· 0/−4<48 7.6· 0/−3<7-2
h + 5. 0/ τ + 0 1.1· 0/−7<0.6· 0/2 0.1· 0/−4<60 5.0· 0/−5<88 1./· 0/−4<44 7.6· 0/−3<7-2
h + 8 τ + / 1.0· 0/−7<0.6· 0/2 0.8· 0/−4<46 5.1· 0/−5<88 1.7· 0/−4<36 7./· 0/−3<7-6
h + 8 τ + 0 1.7· 0/−7<0.4· 0/2 1.1· 0/−4<41 7.0· 0/−5<76 2.3· 0/−4<31 7.6· 0/−3<7-3
h + 01 τ + / 0.5· 0/−7<0.8· 0/2 3./· 0/−5<01/ 6.2· 0/−6<18/ 3.4· 0/−4<26 2.7· 0/−5<02/ 2.4· 0/−3<02
h + 01 τ + 0 0.3· 0/−6<55/ 0.2· 0/−3<10 3./· 0/−4<28 6.2· 0/−5<80 1.0· 0/−2<4-3
h + 02 τ + / 0.7· 0/−5<07/ 7.3· 0/−4<16 4.2· 0/−1<0-0
h + 02 τ + 0 1.0· 0/−6<43/ 2.6· 0/−3<02 0.1· 0/−1<1-2

:- KDB :mYiwrhr

Sgd qdrtkshmf khlhsr nm BKEU ]qd fhudm hm S]akd W)
dwoqdrrdc hm sdqlr ne sgd l]fmhstcd ne sgd chldmrhnmkdrr bnt,
okhmfr |b̂τ

h |) vgdqd b̂τ
h + 0 bnqqdronmcr sn sgd vd]j rb]kd) ]mc

]ksdqm]shudkx hm sdqlr ne sgd BKEU dmdqfx rb]kd τ
h - Qdb]kk

bτ
h +

|
1FE b̂

τ
h + 0


τ

h

1 .

?r 01 KDBr bnmsqhatsd sn dk]rshb μ d bnmudqrhnm ]mc d]bg
nodq]snq g]r svn hrnrohm bnlonmdmsr) sgdqd ]qd 13 cdfqddr
ne eqddcnl- Vd g]ud dwoknqdc d]bg KDB rdo]q]sdkx) ]r ]m
dwdqbhrd sn ]rrdrr sgd bnlo]q]shud rdmrhshuhsx ne o]rs ]mc ]m,
shbho]sdc dwodqhldmsr-

Rnld nardqu]shnmr enkknv ]ants sgd s]akdr9

’0( Hm ]cchshnm sn hsr e]unq]akd oqnodqshdr ]r ] ltnm rsno,
ohmf s]qfds) 16?k hr ] udqr]shkd bgnhbd sgdnqdshb]kkx) vhsg
] fqntmc,rs]sd ]mftk]q lnldmstl ne 4

1
+
sg]s ]kknvr ]kk

MQDS nodq]snqr sn bnmsqhatsd) ]mc vhsg ]m hrnrohm ne
0
1 sg]s sdrsr ansg hrnrb]k]q ]mc hrnudbsnq nodq]snqr-

’1( Vd g]ud bgnrdm sn dwoknqd hrnrb]k]q ]mc hrnudbsnq)
q]sgdq sg]m oqnsnm ]mc mdtsqnm) hrnrohm chqdbshnmr-
Vghkd sgd enqldq hr lnqd m]stq]k sgdnqdshb]kkx) nmd
vntkc rdd fqd]sdq bnmsq]rs hm nodq]snq rdmrhshuhsx) hm
b]rdr vgdqd sgd u]kdmbd mtbkdnm hr ]m ncc oqnsnm nq
mdtsqnm) ax bgnnrhmf sgd k]ssdq) hmb]rdr vgdqd nodq,
]snqr ]bs oqhl]qhkx nm u]kdmbd mtbkdnmr- Sgd rbqhos
cdrbqhadc hm ?oodmchw B b]m sqd]s ]qahsq]qx hrnrohm
bgnhbdr-

’2( Sgd Sh aq]mbghmf q]shn vd g]ud trdc hr 5.0· 0/−02

eqnl Qde- Z7/[) ] bnmedqdmbd oqnbddchmf- He nmd vdqd

sn hmrsd]c trd sgd RHMCQTL HH antmc ne 3.2· 0/−01)
sgd Sh dmsqhdr enq τ

h hm S]akd W vntkc mddc sn ad
cdbqd]rdc ax ] e]bsnq ne 0-52) vd]jdmhmf sgd antmcr-

’3( Sgd b]kbtk]shnmr enq rhkhbnm b]qahcd ’RhB( vdqd odq,
enqldc tmcdq sgd ]rrtloshnm sg]s 2/ ne sgd ltnmr
b]ostqd nm B ]mc 6/ nm Rh) ]r sgd b]ostqd oqna]ahkhsx
hm ] bnlonrhsd l]sdqh]k hr dwodbsdc sn ad oqnonqshnm]k
sn Y Z75[- Eqnl sgd eqdd khedshld ne sgd ltnm ]mc
sgd ltnm b]ostqd q]sdr fhudm d]qkhdq) nmd “mcr sg]s
nmkx 6-5 ne sgd ltnmr antmc sn B ]qd b]ostqdc ’sgd
qdrs cdb]x hm nqahs() vghkd 55 ne sgd Rh ltnmr ]qd
b]ostqdc- Rhlhk]qkx) μ d bnmudqrhnm q]sdr enq B ]qd
sxohb]kkx nmd sn svn nqcdqr ne l]fmhstcd knvdq sg]m
enq Rh) cdodmchmf nm sgd nodq]snq bgnhbd- Rn vghkd
sgd s]akd sqd]sr sgd s]qfds ]r bnlonrhsd) sgd qdrtksr ]qd
md]qkx dpthu]kdms sn sgnrd nmd vntkc nas]hm enq ] Rh
s]qfds-

’4( Sgd mtbkd]q cdmrhsx l]sqhbdr vdqd b]kbtk]sdc eqnl
rs]mc]qc deedbshud hmsdq]bshnmr sg]s bnmrdqud hrnrohm-
Sghr hr qdfidbsdc hm sgd s]akd) d-f-) 21Rh ]r ] S + / s]qfds
hr akhmc sn ]kk hrnudbsnq nodq]snqr- Vdqd sgd Bntknla
nq nsgdq hrnrohm,uhnk]shmf hmsdq]bshnmr hmbktcdc hm sgd
mtbkd]q deedbshud hmsdq]bshnm) sgdrd nodq]snqr vntkc ad
pthsd rtooqdrrdc) ats mns enqahccdm-

A- DidbsqnlYfmdshb bntoihmfr

Ntq μ d bnmudqrhnm MQDS enql]khrl hmbktcdr b]rdr
vgdqd sgd BKEU qdrhcdr hm ]m dkdbsqnl]fmdshb bntokhmf sn
sgd kdosnmr) hmctbdc ax ] knno) vghbg sgdm ]kknvr ] bngdqdms
hmsdq]bshnm vhsg sgd mtbkdtr sgqntfg sgd dwbg]mfd ne ] uhqst]k
ognsnm- Ats sghr rntqbd ne BKEU bntkc ]krn ad dwoknqdc hm
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otqdkx kdosnmhb oqnbdrrdr rtbg ]r μ dγ ]mc μ 2d- Gdqd
vd bnmrhcdq sghr rbdm]qhn) du]kt]shmf sgd bnlo]q]shud rdmrh,
shuhshdr ne μ d ]mc sgdrd kdosnmhb oqnbdrrdr-

Sgd lnrs fdmdq]k BKEU dkdbsqnl]fmdshb udqsdw hr

μ
μ d +

0

l1
μ

’p1γ μ − pμ
<p(


e μ d
Q ’p1( + h e μ d

: ’p1(γ4


+ hσμµ pµ
lμ


e μ d
L ’p1( + h e μ d

D ’p1(γ4

. ’55(

Gdqd sgd rtarbqhosr Q) :) L) ]mc D cdmnsd sgd hmctbdc ’ch,
ldmrhnmkdrr( BKEU bg]qfd q]chtr) ]m]onkd) l]fmdshb chonkd)
]mc dkdbsqhb chonkd enql e]bsnqr) qdrodbshudkx- Sghr kd]cr sn
sgd mtbkdnm,kdudk qdk]shuhrshb ]lokhstcd enq dkdbsqnl]fmdshb
μ d bnmudqrhnm)

3πα

p1
χ̃d

μ
μ d’p

1(χμ M̃γμ


0 + τ2

1


M. ’56(

vgdqd hm sghr oqnbdrr sgd rpt]qd ne sgd entq,lnldmstl
p1 ≈ −l1

μ-
Sgd mnmqdk]shuhrshb qdctbshnm oqnctbdr svn bngdqdms DES

nodq]snqr M0 ]mc M00 sg]s bntokd sn oqnsnmr vhsg rsqdmfsgr9

b/0 + b00 +
1πα

l1
μ


e μ d
Q


−l1

μ


+ e μ d

L


−l1

μ


.

b/00 + b000 +
1πα

l1
μ


e μ d
:


−l1

μ


− e μ d

D


−l1

μ


. ’57(

?r sgd BKEU bntokhmfr eh ]qd rtooqdrrdc) hmctbdc ax kdosnmhb
knnor bnmsqnkkdc ax rnld gd]ux rb]kd ) hs hr gdkoetk sn l]jd
sghr dwokhbhs ax cd“mhmf ] mdv rds ne chldmrhnmkdrr bntokhmfr
êh ≈ 0 sgqntfg sgd qdk]shnmrgho

eh ≡
l1

μ

1
êh. h + Q.:.L.D .

hm sdqlr ne vghbg sgd chldmrhnmkdrr b̂h trdc hm ntq q]sd enqltk]
]qd

b̂/0 + b̂00 + 1πα
1

1


ê μ d
Q


−l1

μ


+ ê μ d

L


−l1

μ


.

b̂/00 + b̂000 + 1πα
1

1


ê μ d
:


−l1

μ


− ê μ d

D


−l1

μ


. ’58(

Sgd bngdqdms q]sd hr fdmdq]sdc sgqntfg sgd kdosnmhb sdmrnq
Q̂ττ 

LL vghbg xhdkcr) ]esdq rtllhmf nudq hrnrohm) sgd bntokhmf
sn s]qfds oqnsnmr

b̂o0
1 +

b̂o00
1. vgdqd b̂oh ≡ b̂/h + b̂0h + 1b/h .

Sgtr sgd bnmsqhatshnmr ne sgd KDBr ]rrnbh]sdc vhsg sgd svn
bngdqdms nodq]snqr b]mmns ad chrdms]mfkdc-

Mdv hmenql]shnm bntkc bnld eqnl μ dγ ) ]r sgd bg]qfd,
q]chtr ]mc ]m]onkd sdqlr hm Dp- ’56( u]mhrg enq nm,rgdkk
ognsnmr- ? b]kbtk]shnm ne sgd cdb]x q]sd enq sgd dkdbsqnl]f,
mdshb udqsdw ne Dp- ’56( xhdkcr

μ dγ + α
lμ

1

 e μ d
L ’/(

1 +
 e μ d

D ’/(
1

+ α
l4

μ

13

 ê μ d
L ’/(

1 +
 ê μ d

D ’/(
1. ’6/(

EHF- 0/- Dwbktrhnm btqudr enq sgd BKEU dkdbsqnl]fmdshb bnt,
okhmf bnmrhcdqdc hm Dp- ’55() enq sgd b]rd ê: + êD + / ]mc | êQ| +
| êL | + 0- Sgd c]rgdc ’rnkhc( ak]bj btqud rgnvr sgd ’dwodbsdc( khlhs
enq nm,rgdkk μ dγ bnmudqrhnm nas]hmdc eqnl LDF ’LDF HH(-
Sgd aq]mbghmf q]shn khlhsr ]qd A’μ dγ ( , 3.1· 0/−02 Z76[ ]mc
5· 0/−03 Z77[) qdrodbshudkx- Sgd c]rgdc ’Og]rd H( ]mc rnkhc ’Og]rd
HH( fqddm btqudr rgnv sgd μ 2d qdrtksr dwodbsdc eqnl Lt2d- Sgd
qdrodbshud aq]mbghmf q]shnr khlhsr ]qd ,1./· 0/−04 ]mc 0/−05- Sgd
nq]mfd btqud hr sgd RHMCQTL qdrtks) A’μ 2d( , 0./· 0/−01

Z78[- Sgd rnkhc qdc ’aktd( btqud bnqqdronmcr sn ] μ d aq]mbghmf
q]shn khlhs A’μ d( , 0/−06 ’6· 0/−04( vgdqd êQ ]mc êL bnm,
sqhatsd vhsg sgd r]ld rhfm- Sgd c]rgdc qdc ’aktd( btqud hr sgd b]rd
vgdqd êQ ]mc êL ]qd noonrhsd hm rhfm- Hm sghr b]rd) sgd bg]qfd q]chtr
]mc l]fmdshb chonkd bnmsqhatshnmr sn bngdqdms bnmudqrhnm nm mtbkdh
b]mbdk vgdm | êQ< êL | + 0-

Tmcdq sgd ]rrtloshnm sg]s sgd BKEU ]qhrdr nmkx eqnl
sgd bntokhmf hm Dp- ’56() Ehf- 0/ bnlo]qdr sgd bnmrsq]hmsr
nas]hmdc eqnl μ d bnmudqrhnm ]mc μ dγ vgdm êL ]mc
êQ ]qd mnmydqn) ats sgdhq q]shn hr u]qhdc ’nq dpthu]kdmskx) vgdm
êD ]mc ê: ]qd mnmydqn) ats sgdhq q]shn hr u]qhdc(- Etqsgdqlnqd hs
hr ]rrtldc sg]s | êQ| + | êL | + 0- Sgdm sgd LDF ]mc LDF HH
dwodqhldmsr) vghbg knnj enqμ dγ vhsg ] “m]k rs]sd ognsnm)
oqnuhcd ] lnqd rsqhmfdms bnmrsq]hms sg]m Og]rd H BNLDS
ld]rtqdldmsr ne μ d bnmudqrhnm ldch]sdc ax ] uhqst]k
ognsnm) oqnuhcdc sg]s sgd l]fmdshb chonkd enql e]bsnq êL hr
mns rl]kk bnlo]qdc sn sgd bg]qfd q]chtr enql e]bsnq êQ- Nm
sgd nsgdq g]mc) ] aq]mbghmf q]shn khlhs A’μ d( 0/−06 enq
]m ?k s]qfds vhkk oqnuhcd ] lnqd rsqhmfdms bnmrsq]hms nm BKEU
dkdbsqnl]fmdshb bntokhmfr sg]m LDF HH) tmkdrr rhfmh“b]ms
b]mbdkk]shnm nbbtqr adsvddm sgd svn bntokhmfr êQ ]mc êL -

B- Bnmmdbshnm sn 2T

Sgd b]rd ne dkdbsqnl]fmdshb BKEU b]m ]krn ad qdk]sdc sn
sgd oqnbdrr μ± d±d+d−- Khjd μ d bnmudqrhnm) hloqnud,
ldmsr hm μ 2d aq]mbghmf q]shn rdmrhshuhshdr ne onsdmsh]kkx
entq nqcdqr ne l]fmhstcd ]qd dwodbsdc vhsghm sgd mdws cdb]cd)
ctd sn sgd Lt2d dwodqhldms ]s ORH Z8/[- Sgd BKEU μ 2d
oqnbdrr b]m ad ldch]sdc ax sgd deedbshud K]fq]mfh]m

J + 0

1


BK

μdddd̃
b
KμKd̃Kd

b
K +BQ

μdddd̃
b
QμQd̃Qd

b
Q


. ’60(
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vhsg ] bnqqdronmchmf aq]mbghmf q]shn

A’μ 2d( + 0

1





3BK
μddd

1 +
BQ

μddd

1. ’61(

Hm fdmdq]k) sgdqd ]qd chldmrhnm,5 nodq]snqr sg]s ldch]sd μ

2d adxnmc sgnrd hmbktcdc hm Dp- ’61() ats vd g]ud qdrsqhbsdc sn
sgdrd nodq]snqr tmhptd hm sg]s ]s nmd,knno nqcdq sgdx fdmdq]sd
]m deedbshud μ dγ udqsdw sg]s hr dmg]mbdc ax ] k]qfd knf],
qhsgl: sgd qdrtkshmf dkdbsqnl]fmdshb bntokhmfr ]qd Z80fl82[

ê μ d
Q ’p1( + − 0

’3π (1
1

2


BK

μddd +BQ
μddd


km

−p1

1
.

ê μ d
: ’p1( + −h

0

’3π (1
1

2


BK

μddd −BQ
μddd


km

−p1

1
.

’62(

vgdqd vd g]ud qds]hmdc nmkx sgd k]qfd knf]qhsgl bnmsqhat,
shnmr- ?rrtlhmf sg]s sgdrd ]qd sgd nmkx bnmsqhatshnmr sn sgd
bg]qfd q]chtr ]mc ]m]onkd enql e]bsnqr) sgdrd qdk]shnmr b]m ad
hmudqsdc sn vqhsd sgd μ 2d aq]mbghmf q]shn hm sdqlr ne sgd
hmctbdc bntokhmfr)

A’μ 2d( +




3


01π1

km

l1

μ<
1


1

·
 ê μ d

Q


−l1

μ

1 +
 ê μ d

:


−l1

μ

1. ’63(

?r adenqd) kds tr s]jd ê: + êD + / ]mc u]qx sgd bntokhmfr
êQ ]mc êL rtaidbs sn sgd bnmrsq]hms | êQ| + | êL | + 0- ?ksgntfg
sgd entq edqlhnm μ 2d udqsdw hm Dp- ’61( bnmsqhatsdr nmkx
sn sgd bg]qfd q]chtr enql e]bsnq) hm sgd khlhs sg]s | êL | 
| êQ| sgd μ dγ l]fmdshb chonkd cnlhm]sdr) ]mc μ 2d
sgdm oqnbddcr sgqntfg ] uhqst]k ognsnm cdb]xhmf sn ]m dkdb,
sqnm.onrhsqnm o]hq- Hm sghr khlhs) sgd aq]mbghmf q]shnr r]shrex
Z83[

A’μ 2d( ≈ α

2π



km
l1

μ

l1
d

− 1 A’μ dγ (. ’64(

Enq sghr rbdm]qhn) Ehf- 0/ bnlo]qdr sgd bnmrsq]hmsr na,
s]hmdc eqnl μ 2d) μ d) ]mc μ dγ - He sgd bg]qfd
q]chtr hr cnlhm]ms) hs hr udqx tmkhjdkx enq ]mx rhfm]k sn ad
cdsdbsdc ]s LDF HH) ats rhfm]kr ]qd onrrhakd hm ansg μ d
]s Lt1d.BNLDS ]mc μ 2d ]s Lt2d- Sgdqd hr ] lncdrs qd,
fhnm itrs ]anud ≈ 2/// SdU vgdqd ] rhfm]k bntkc ]qhrd nmkx
hm Lt2d- He sgd bg]qfd,q]chtr ]mc l]fmdshb chonkd bntokhmfr
]qd qntfgkx dpt]k) | êQ< êL | ≈ 0) sgdm ltkshokd rbdm]qhnr ]qd
onrrhakd- Enq qdk]shudkx knv  . 0/// SdU) rhfm]kr bntkc ad
rddm hm ansg LDF HH ]mc Lt2d- Cdsdbshnm ]s Lt1d.BNLDS
sgdm cdodmcr nm sgd qdk]shud rhfm ne êQ ]mc êL - Enq êQ ≈
− êL rhfm]kr bntkc ad rddm hm LDF HH ]mc Lt2d) ats mns
Lt1d.BNLDS- ’Mnsd sg]s Lt2d khlhsr ]qd a]rdc nm rhmfkd,
dudms rdmrhshuhshdr9 rl]kk bg]mfdr hm Ehf- 0/ vntkc nbbtq he
sgdrd ]qd bnmudqsdc sn 8/ B-K- khlhsr Z84[-(

Enq ] cnlhm]ms l]fmdshb chonkd bntokhmf) rhfm]kr bntkc ad
rddm hm ]kk sgqdd oqnbdrrdr) nmkx μ d ]mc μ 2d) nq nmkx
μ d- Vghkd hm sgdrd dw]lokdr vd g]ud ]rrtldc sg]s sgd
nmkx bnmsqhatshnm sn sgd dkdbsqnl]fmdshb bg]qfd q]chtr enql
e]bsnq hr sg]s hmctbdc ax μ 2d ]s nmd knno) sghr rbdm]qhn hr
rte“bhdms sn drs]akhrg sgd bnlokdldms]qhsx ne sgdrd cheedqdms
oqnadr ne BKEU-

UHH- RTLL:PX :MC CHRBTRRHNM

Sgd l]hm fn]k ne sghr o]odq g]r addm sgd bnmrsqtbshnm ne
] mtbkd]q,kdudk DES enq μ d bnmudqrhnm sg]s dwoknhsr sgd
k]qfdkx mnmqdk]shuhrshb adg]uhnq ne sgd antmc mtbkdnmr ]mc
ltnm- Adb]trd dwodqhldmsr ]qd odqenqldc ]s knv dmdqfx vhsg
bnlonrhsd mtbkd]q s]qfdsr) ]m MQDS enqltk]shnm oqnuhcdr sgd
lnrs de“bhdms ogdmnldmnknfx enq sgdhq ]m]kxrhr9 sgd nodq]snq
a]rhr hr bnlokdsd ats mns nudqbnlokdsd- Sgd mtbkdnm,kdudk
MQDS hr bnlo]shakd vhsg rs]mc]qc mnmqdk]shuhrshb sqd]sldmsr
ne sgd mtbkd]q ogxrhbr) oqnuhchmf sgqntfg sgd hlotkrd ]o,
oqnwhl]shnm ] bnmudmhdms v]x sn qdk]sd ld]rtqdldmsr l]cd
hm cheedqdms s]qfdsr- Vd g]ud chrbtrrdc gnv sghr ]ooqn]bg hr
hm e]bs lnqd fdmdq]k) ctd sn sgd bnqd ]udq]fhmf˙sgd ld]m
“dkc ogxrhbr˙sg]s nbbtqr m]stq]kkx hm gd]uhdq mtbkdh) vgdm
ltksh,mtbkdnm bg]qfd ]mc btqqdms nodq]snqr ]qd hmsqnctbdc-
Sgd KDBr adhmf “s b]m sgtr ad qdf]qcdc ]r sgd deedbshud KDBr
ne ] mtbkd]q,kdudk MQDS-

Vd g]ud dlog]rhydc sgd ghdq]qbgx ne rb]kdr sg]s ]qhrdr
hm dk]rshb μ d bnmudqrhnm) x / |=M | / |=μ| enq ]kk s]qfdsr
ne btqqdms hmsdqdrs- Sghr ]kknvr nmd sn cdudkno bnmrhrsdms
mtbkdnm,kdudk MQDSr ne u]qxhmf kdudkr ne rnoghrshb]shnm- Vd
g]ud enqltk]sdc rtbg MQDSr) dladcchmf sgdl hm sgd mtbkdtr
trhmf bnlokdsd nodq]snq a]rdr) qds]hmhmf ]kk dkdbsqnm o]qsh]k
v]udr) sgtr oqnodqkx fdmdq]shmf ansg sgd etkk mtbkd]q qdronmrd
etmbshnmr V ’x( ]mc ]kk deedbsr khmd]q hm sgd I]bnah udknbh,
shdr- Ntq enqltk]shnm dwoknhsr ]m hlonqs]ms rhlokh“b]shnm9 sgd
Chq]b Bntknla dkdbsqnm o]qsh]k v]udr b]m ad udqx ]bbtq]sdkx
qdoqdrdmsdc ax ] rghesdc ]mc dmg]mbdc ok]md v]ud fnudqmdc
ax ] pdee vd cdsdqlhmd eqnl sgd hmsq],mtbkdtr Bntknla on,
sdmsh]k-

B]kbtk]shnmr dloknxhmf ] etkk a]rhr ne nodq]snqr) ] etkk
rtll]shnm nudq dkdbsqnm o]qsh]k v]udr) ] oqnodq sqd]sldms
ne sgd ltnm%r knvdq bnlonmdms) ]mc sgd mtbkdnm udknbhsx
nodq]snq g]ud mns addm oqdrdmsdc oqduhntrkx- Vd rsqdrr sg]s
dudm hm sgd knvdrs kdudk ne sgd MQDṠ sgd ]kknvdc ]ooqnw,
hl]shnm) hm vghbg nmkx sgd onhms,mtbkdtr bg]qfd ]mc rohm
nodq]snqr ]qd qds]hmdc˙sgdqd ]qd sgqdd hmcdodmcdms qdronmrd
etmbshnmr) vhsg sgd sq]mrudqrd dkdbsqhb ]mc knmfhstchm]k rohm
nodq]snqr oqnahmf k]qfdkx chrshmbs tmcdqkxhmf BKEU nodq],
snqr- Sgd ]cchshnm ne sgd mdws lnrs hlonqs]ms rb]kd) |=M |) hr
mdv ]mc oqnudc dwbddchmfkx hmsdqdrshmf- Sghr hr sgd lhmh,
l]k sgdnqx sg]s fdmdq]sdr ]kk rhw mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr
]kknvdc ax rxlldsqx9 sgd bnde“bhdmsr ne sgdrd qdronmrd etmb,
shnmr sgtr oqnuhcd sgd ]mrvdq sn ]m hlonqs]ms ptdrshnm) vg]s
b]m ]mc b]mmns ad kd]qmdc ]ants BKEU eqnl dk]rshb μ d
bnmudqrhnm; ?r mnsdc adknv) sghr MQDS ]krn oqnctbdr rnld
rtqoqhrdr) hmbktchmf sgd oqnlnshnm ne nmd udknbhsx,cdodmcdms
nodq]snq sn ] rsqdmfsg bnlo]q]akd sn nq dudm dwbddchmf sg]s
ne sgd ]kknvdc rohm nodq]snqr- Ehm]kkx) vd cdudkno ]m MQDS
khmd]q hm ansg =M ]mc =μ) sgdqdax hmbktchmf sgd ltnm%r knvdq
bnlonmdms-

Rnld oqduhntr deenqsr g]ud sqd]sdc =μ ats hm ] v]x sg]s
cndr mns qdrodbs sgd ghdq]qbgx ne rb]kdr x / |=M | / |=μ|-
Rodbh“b]kkx) sgd hmbktrhnm ne =μ g]r addm ]bbnlo]mhdc ax
] rdudqd qdrsqhbshnm nm sgd dkdbsqnm o]qsh]k v]udr) |κ| + 0-
Eqnl ntq etkk qdrtks hs b]m ad rddm sg]s nodq]shnm]kkx) sgd
hmbktrhnm ne =μ fdmdq]sdr mn mdv nodq]snq ogxrhbr ats hm,
rsd]c ]ccr mdv bnlonmdmsr sn qdronmrd etmbshnmr) vghbg
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]ksdq sgd mds qdronmrd ax ]m ]lntms ≈4 ) enq s]qfdsr
khjd 16?k- Ats sgd sqtmb]shnm |κ| + 0) khlhshmf sgd ]mftk]q
lnldmstl sq]mredq sn sgd mtbkdtr) dkhlhm]sdr ghfgdq ltk,
shonkdr) kd]chmf sn dqqnqr sg]s ]qd sxohb]kkx n’x1(- Hm 16?k)
x ≈ /.16  |=μ| ≈ /./16-

Vd rgnvdc sg]s sgd dladcchmf ne ] mtbkdnm,kdudk MQDS
hm ] mtbkdtr g]r ] rhfmh“b]ms hlo]bs nm nodq]snq ogxrhbr)
dmg]mbhmf rnld hmsdq]bshnmr vghkd rtooqdrrhmf nsgdqr- Svn
rntqbdr ne bngdqdmbd) nmd ne vghbg v]r oqduhntrkx tmqdb,
nfmhydc) annrs rdmrhshuhsx sn bdqs]hm KDBr- Sgd mdv rntqbd
ne bngdqdmbd ]qhrdr eqnl sgd rsqnmf rohm,nqahs hmsdq]bshnm)
vghbg hm rnld mtbkdh kd]cr sn sgd nbbto]shnm ne sgd l]fmdshb
rtars]sdr ne itrs nmd ne sgd svn rohm,nqahs o]qsmdqr- Ansg 16?k
]mc Bt ]qd b]rdr vgdqd sghr nbbtqr- Sgd qdrtkshmf dmg]mbd,
ldms dkdu]sdr ] udknbhsx,cdodmcdms nodq]snq sg]s mnlhm]kkx hr
rtooqdrrdc ax pdee<lM sn ]kknvdc rsqdmfsg) bnlodshshud vhsg
nq dudm rsqnmfdq sg]m sgd ]kknvdc rohm nodq]snqr- Vd ]krn
“mc sg]s entq MQDS hmsdq]bshnmr cn mns bnmsqhatsd sn dk]rshb
μ d bnmudqrhnm ctd sn O ]mc BO rdkdbshnm qtkdr) ]o]qs
eqnl shmx mtbkd]q qdbnhk bnqqdbshnmr- ?r sgdrd rdkdbshnm qtkdr
vntkc mns nodq]sd enq hmdk]rshb mtbkd]q sq]mrhshnmr) ]cchshnm]k
BKEU bnmrsq]hmsr bntkc ad nas]hmdc ax knnjhmf enq dkdbsqnmr
rkhfgskx adknv sgd jhmdl]shb l]whltl) vgdqd a]bjfqntmcr
eqnl eqdd ltnm cdb]x ]qd rshkk rtooqdrrdc- 16?k g]r knv,
kxhmf 0

1
+

]mc 2
1

+
dwbhsdc rs]sdr ]s /-731 ]mc 0-/02 LdU)

qdrodbshudkx-
Vd hmsdmc sn fdmdq]khyd sgd oqdrdms MQDS ]m]kxrhr enq

hmdk]rshb μ d bnmudqrhnm Z58[- Sgd qdk]w]shnm ne sgd O ]mc
BO rdkdbshnm qtkdr kd]cr sn “ud mdv nodq]snqr ]r vdkk ]r
]cchshnm]k ltkshonkdr ne sgd nodq]snqr vd g]ud hmsqnctbdc enq
dk]rshb μ d bnmudqrhnm-

Sgd enqltk]shnm vd cdudknodc ]kknvr nmd sn e]bsnq sgd
mtbkd]q qdronmrd etmbshnm ogxrhbr eqnl sgd BKEU ogxrhbr)
vghbg hr hrnk]sdc hm kdosnmhb qdronmrd etmbshnmr Q sg]s ]qd
ahkhmd]q hm sgd KDBr- Sghr hcdmsh“dr oqdbhrdkx vg]s BKEU
ogxrhbr b]m ad dwsq]bsdc eqnl dk]rshb μ d bnmudqrhnm ]mc
vg]s b]mmns- Nmbd sgdrd bnmrsq]hmsr ]qd nas]hmdc) sgdx b]m
ad l]sbgdc sn ]mx ghfgdq,kdudk sgdnqx) vgdqd lnqd cdfqddr
ne eqddcnl vhkk dwhrs- Vd oqnuhcdc ]m dw]lokd) sgd l]sbghmf
sn ] qdk]shuhrshb mtbkdnm,kdudk hmsdq]bshnm) sgntfg nmd khlhsdc
sn qdk]shuhrshb hmsdq]bshnmr ldch]sdc ax rb]k]q nq udbsnq dw,
bg]mfdr- Hm e]bs) adb]trd sgd MQDS enqltk]shnm ne dk]rshb
μ d bnmudqrhnm hr rn rhlhk]q sn sg]s cdudknodc ] cdb]cd
]fn enq VHLO chqdbs cdsdbshnm) ltbg ne sgd vnqj cnmd sn
l]sbg TU CL sgdnqhdr sn MQDS Z43)44)52fl54[ b]qqhdr nudq
sn μ d bnmudqrhnm-

Vdqd μ d bnmudqrhnm nardqudc) ] oqnfq]l ne ld]rtqd,
ldmsr hm oqnodqkx rdkdbsdc s]qfdsr bntkc) hm oqhmbhokd) hrnk]sd
sgd u]qhntr kdosnmhb qdronmrd etmbshnmr Q- Sgdrd bnde“bhdmsr
vntkc sgdm rdqud ]r bnmrsq]hmsr nm TU enqltk]shnmr ne BKEU-
Sgd ]bbnlo]mxhmf mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr b]m ad uhdvdc
]r dwodqhldms]k zjmnar† sg]s b]m ad stqmdc ax rdkdbshmf s]q,
fdsr vhsg rodbh“b oqnodqshdr- Sgdrd hmbktcd sgd fqntmc,rs]sd
]mftk]q lnldmstl) sgd bg]q]bsdq ne sgd u]kdmbd mtbkdnm hm
ncc,: s]qfdsr ’d-f-) vgdsgdq cnlhm]sdc ax rohm nq nqahs]k
]mftk]q lnldmstl() ]mc s]qfds hrnrohm- Hs vntkc ]krn hmbktcd
sgd rohm,nqahs rsqtbstqd ne sgd fqntmc rs]sd- Vd chrbtrrdc sgd
ogxrhbr ne sgdrd jmnar) cdrbqhahmf sgd sgqdrgnkc adg]uhnq ne

sgd nodq]snqr sg]s fnudqm sgd u]qhntr mtbkd]q qdronmrd etmb,
shnmr- Sgd kdudk ne rtbbdrr onrrhakd hm rtbg ] oqnfq]l vhkk
cdodmc nm cds]hkr9 ] e]unq]akd b]rd vntkc ad ] o]ssdqm ne KDBr
fdmdq]shmf bnlo]q]akd qdronmrdr hm rdudq]k bg]mmdkr) vghbg
bntkc ad chrdms]mfkdc ax rdkdbshmf s]qfdsr sg]s hrnk]sd sgnrd
bg]mmdkr-

Vghkd sgd etkk q]sd enqltk] hr fhudm ax Dp- ’A2() nq ]ksdq,
m]shudkx Dp- ’A5() sgd enqlr oqdrdmsdc hm sgd sdws qdok]bd sgd
ltnm v]ud etmbshnmr f’q( ]mc e ’q( ax ]udq]fd u]ktdr- Sghr hr
cnmd sn dwonrd sgd rl]kk o]q]ldsdqr pdee

lM
]mc } e <}f fdmdq]sdc

ax sgd udknbhsx nodq]snqr =M ]mc =μ) qdrodbshudkx- Sgd ]udq]f,
hmf cnmd ax nsgdqr ’rdd S]akd H( g]r enkknvdc sg]s enq ltnm
b]ostqd) ] lnqd bnlokdw) hmbktrhud oqnbdrr vgdqd ]udq]fhmf
hr sxohb]kkx cnmd ]esdq odqenqlhmf ]m ]ooqnwhl]sd rtll]shnm
nudq dwbhsdc rs]sdr ax bknrtqd- Sghr oqnbdctqd ]krn fdmdq]sdr
] Y3

dee rb]khmf ne q]sdr) hm bnmsq]rs sn sgd Y2
dee Bntknla rb]khmf

ne μ d bnmudqrhnm- Hm bnmsq]rs) sgd ]udq]fhmf vd cn hr vhsg
qdrodbs sn sgd cnlhm]ms μ d bnmudqrhnm ltkshonkd) ]mc sgtr
dw]bskx qdoqnctbdr sgd qdrtks sg]s vntkc g]ud addm nas]hmdc ax
hmbktchmf f’q( Znq e ’q([ hm sg]s ltkshonkd- Dqqnqr nmkx qdrtks
eqnl sgd trd ne sgd r]ld ]udq]fd hm nsgdq ltkshonkdr- Vd
g]ud pt]msh“dc sghr dqqnq enq ansg }f ]mc } e ) “mchmf sxohb]k
cduh]shnmr hm q]sdr nm sgd edv odqbdms kdudk) ]mc sgtr rl]kk
bnlo]qdc sn sgd mtbkd]q rsqtbstqd tmbdqs]hmshdr sg]s ]qhrd hm
ltkshonkd l]sqhw dkdldms du]kt]shnm-

Vd qdbnlldmc trhmf Dp- ’5/() vghbg mdfkdbsr sgd ltnm%r
knvdq bnlonmdms ]mc dloknxr ]udq]fhmf) ctqhmf sgd rd]qbg
]mc d]qkx chrbnudqx og]rd ne BKEU- Sg]s qdrtks hr bnmrhrsdms
vhsg sgd fdmdq]k enql ne sgd q]sd vd cdctbdc eqnl rxl,
ldsqx bnmrhcdq]shnmr) ats g]r sgd og]rd,ro]bd deedbsr ne sgd
Bntknla hmsdq]bshnm ’dmbncdc hm Ydee ]mc pdee () sgd o]qshbkd
ogxrhbr ’dmbncdc hm sgd KDB ahkhmd]qr Q() ]mc sgd mtbkd]q
ogxrhbr ’dmbncdc hm sgd mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr V ( ]kk
mhbdkx e]bsnqdc- Vgdm sgd “dkc g]r oqnfqdrrdc sn sgd onhms
sg]s sgd BKEU nodq]snq rsqtbstqd hr jmnvm ]mc sgd KDBr
]qd cdsdqlhmdc sn adssdq sg]m 0/ ) sgdm rl]kk bnqqdbshnmr
ctd sn =μ b]m ad hmbktcdc- Dudm sgdm) ]r sgdrd bnqqdbshnmr
deedbshudkx ]ksdq sgd mtbkd]q enql e]bsnqr˙rdd Dpr- ’A5( ]mc
’A7(˙sgdhq hmbktrhnm vntkc g]ud hlo]bs nmkx he sgd mtbkd]q
rsqtbstqd tmbdqs]hmshdr ]eedbshmf sgdrd r]ld enql e]bsnqr g]ud
addm qdctbdc sn adknv 0/ -

Vd dw]lhmdc sgd hlo]bs ne etstqd dwodqhldmsr sg]s l]x
]bghdud aq]mbghmf q]shn rdmrhshuhshdr ne .0/−06) rtbg ]r sgd
16?k dwodqhldmsr Lt1d ]mc BNLDS- Vghkd sgd bgnhbd ne
16?k ]r ] s]qfds hr cqhudm k]qfdkx ax dwodqhldms]k bnmrhcdq,
]shnmr) hs hr ]krn pthsd ] mhbd bgnhbd enq sgdnqdshb]k qd]rnmr-
?r ] rhmfkd hrnsnod vhsg ] fqntmc,rs]sd rohm.o]qhsx ne 4

1
+
]mc

]m tmo]hqdc u]kdmbd oqnsnm) hs qdronmcr sn ]kk ne sgd MQDS
nodq]snqr sg]s b]m bnmsqhatsd sn dk]rshb μ d bnmudqrhnm)
hmbktchmf ansg hrnrb]k]q ]mc hrnudbsnq hmsdq]bshnmr- Vd g]ud
mnsdc hsr e]unq]akd rohm,nqahs rsqtbstqd sg]s kd]cr sn ] mdv
enql ne bngdqdmbd- Ntq qdrtksr ]qd oqdrdmsdc ]r khlhsr nm sgd
bntokhmfr b̂h ]mc sgd ]rrnbh]sdc dmdqfx rb]kdr h- Sgd dmdqfx
rb]kdr oqnadc ]qd nodq]snq cdodmcdms ]mc q]mfd eqnl ≈0/1 sn
≈0/3 SdU-

Sgdrd b]kbtk]shnmr vdqd odqenqldc vhsg sgd LZsgdlZshbZ
rbqhos ’]mc hsr Oxsgnm ]m]knf( cdrbqhadc hm ?oodmchw B ]mc
btqqdmskx ]u]hk]akd-
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Ehm]kkx) enq μ d bnmudqrhnm fdmdq]sdc ax ] kdosnm,
ognsnm udqsdw) vd g]ud dw]lhmdc sgd qdk]shnm ne sghr oqnbdrr
sn μ dγ ]mc μ 2d- Sgdqd hr rte“bhdms eqddcnl hm sgd
entq ]u]hk]akd dkdbsqnl]fmdshb bntokhmfr sn ]kknv BKEU chr,
bnudqx hm ]mx ne sgdrd bg]mmdkr) lnshu]shmf deenqsr sn hloqnud
]kk ne sgdhq rdmrhshuhshdr-

:BIMNVKDCFLDMSR

Sghr vnqj v]r rtoonqsdc hm o]qs ax sgd T-R- Cdo]qsldms
ne Dmdqfx tmcdq Fq]msr Mn- CD,RB///3547) Mn- CD,
RB//04265) ]mc Mn- CD,?B/1,/4BG00120) ax sgd M]shnm]k
Rbhdmbd Entmc]shnm tmcdq bnnodq]shud ]fqddldmsr 1/1/164
]mc 052/671) ]mc ax sgd Gdhrhmf,Rhlnmr Entmc]shnm tmcdq
?v]qc Mn- //E0B6-

:OODMCHW :9 PDK:SHNMRGHO SN C:PI L:SSDP MPDSr

Sgd MQDS enq CL rb]ssdqhmf nee mtbkdh g]r ] rhlhk]q no,
dq]snq rsqtbstqd Z03)04[) ]mc vd g]ud sqhdc sn qds]hm gdqd sg]s
d]qkhdq mns]shnm- Sgd sghqsddm tmoqhldc nodq]snqr ne Dp- ’25(
]qd hcdmshb]k sn) nq oqnonqshnm]k sn) sgnrd dloknxdc hm c]qj
l]ssdq rstchdr- Cheedqdmbdr ]qhrd eqnl sgd trd ne O]tkh rohm
l]sqhbdr enq sgd kdosnmr ’hm sgd CL vnqj sgd VHLO rohm hr
]qahsq]qx( ]mc eqnl sgd etkkx qdk]shuhrshb dkdbsqnm udknbhsx …p
’sgd rb]ssdqdc VHLOr ]qd mnmqdk]shuhrshb(- Vd g]ud qdnqcdqdc
rdudq]k ne sgd nodq]snqr sn lnqd bkd]qkx chrok]x sgd qnkd ne h …p
]r ] knmfhstchm]k nq sq]mrudqrd oqnidbsnq-

Sgd sgqdd oqhldc nodq]snqr ]qd mdv) bnmmdbsdc vhsg
sgd sqd]sldms ne sgd mtbkd]q bnmudbshnm btqqdms =M - Hm sgd
CL chqdbs cdsdbshnm DES vnqj ] lnch“dc btqqdms v]r
hmsqnctbdc9

=⊥ ≡ 0

1


=oχ
h

lχ

+
=oχ

e

lχ

− =oh
lM

− =o e

lM

+ 0

1


=oχ
h

lχ

+
=oχ

e

lχ

− =M . ’?0(

vgdqd =oχ
h ]mc =oχ

e ]qd sgd hmbnlhmf ]mc ntsfnhmf VHLO
udknbhshdr ]mclχ sgd VHLO l]rr- Trhmf dmdqfx bnmrdqu]shnm
enq eqdd,o]qshbkd rb]ssdqhmf) nmd “mcr …p · =⊥ + /) vghbg ]kknvr
nmd sn dkhlhm]sd nmd rb]k]q eqnl sgd nodq]snq bnmrsqtbshnm-
Sghr rsdo cdodmcr nm sgd qdk]shnm

=p · =M + =o1
h

1lM
−

=o1
e

1lM
. ’?1(

Gnvdudq) sgd nodq]snqr hm Dp- ’25( vhkk ad dladccdc hm ]
mtbkdtr vgdqd sgdx ]bs nm ]kk mtbkdnmr) ]mc vgdqd sgdrd mt,
bkdnmr ]qd antmc hm ] rsqnmf onsdmsh]k- Sgd qdk]shnm ]anud g]r
]m ]m]knf hm sgd mtbkd]q b]rd) vgdqd sgd qdkdu]ms udknbhshdr
]qd sgnrd ne sgd bdmsdq ne l]rr ne sgd mtbkdtr- Sgd bdmsdq,

ne,l]rr lnshnm hr ne mn hmsdqdrs gdqd ]r hs hr hmsdfq]sdc hm
sgd og]rd ro]bd bnlots]shnm- ?r chrbtrrdc hm lnqd cds]hk hm
Z04[) sgd hmsdqdrshmf udknbhshdr ]qd sgd : − 0 hmsqhmrhb udknbhshdr
sg]s bg]q]bsdqhyd sgd qdk]shud lnshnmr ne sgd antmc mtbkdnmr-
Sgdrd udknbhshdr ]qd hmsqhmrhb mtbkd]q nodq]snqr tmbnmrsq]hmdc
ax dwsdqm]k jhmdl]shbr-

Bnmrdptdmskx) hm sgd oqdrdms vnqj vd qds]hm sgd knmfh,
stchm]k oqnidbshnm ne sgd mtbkd]q bnmudbshnm btqqdms h …p · =M )
fdmdq]shmf ] rkhfgskx lnqd fdmdq]k mtbkdnm,kdudk deedbshud sgd,
nqx sg]s cndr mns ]rrtld eqdd mtbkdnmr- Svn mdv nodq]snqr
M

1 ]mc M
05 sgdm ]qhrd) hmbqd]rhmf sgd mtladq ne nodq]snqr

eqnl sgd 03 ne CL dk]rshb rb]ssdqhmf sn sgd 05 ne μ d
bnmudqrhnm- ’Hmhsh]kkx M1 ≡ ’ ⊥(1 Z03[ v]r hmbktcdc hm sgd
CL DES dwo]mrhnm) ats hs v]r k]sdq dkhlhm]sdc Z04[) ad,
hmf ne nqcdq 0<l1

M -( Hm ]cchshnm) nmd nodq]snq hmsqnctbdc hm
CL rstchdr hr lnch“dc- Sgd M

02 vd g]ud cd“mdc b]m ad
qdvqhssdm

M
02 + =σK · =M h …p · =σM − =σK · =σM h …p · =M . ’?2(

Sgd “qrs sdql nm sgd qhfgs rhcd bnqqdronmcr sn sgd CL DES
nodq]snq M02: sgd ]cchshnm ne sgd rdbnmc sdql) vghbg cdodmcr
nm h …p · =M ) dmrtqdr sg]s ntq μ d nodq]snq dwo]mrhnm hr mns
bnms]lhm]sdc ax Z=M ± =σM [1-

Sgd nodq]snqrM
1 ]mcM

05 cn mns bnmsqhatsd sn μ d bnm,
udqrhnm he sgd mtbkdtr qdl]hmr hm hsr fqntmc rs]sd- Hm sghr b]rd)
rdkdbshnm qtkdr hlonrdc ax sgd ]rrtldc fnnc o]qhsx ]mc BO
oqnodqshdr ne sgd mtbkd]q fqntmc rs]sd qdrsqhbs =M sn sq]mrudqrd
l]fmdshb mtbkd]q ltkshonkdr) vghkd h …p · =M hr knmfhstchm]k-
Gnvdudq) mn rhlhk]q qdrsqhbshnm dwhrsr enq hmdk]rshb rb]ssdqhmf-
Sgd oqhldc nodq]snqr fdmdq]sd ] mtbkdnm,kdudk hmsdq]bshnm sg]s
b]m ad trdc hm dhsgdq dk]rshb nq hmdk]rshb qd]bshnmr-

?mnsgdq cheedqdmbd hm sgd oqdrdms bnmrsqtbshnm hr sg]s vd
g]ud sqd]sdc sgd KDBr ne sgd MQDS ]r bnlokdw) sgntfg ]kk
nodq]snqr vd bnmrsqtbsdc ]qd Gdqlhsh]m- Hm sgd CL vnqj
sgd KDBr ]qd qd]k- Sghr cheedqdmbd ]qhrdr adb]trd) hm μ d
bnmudqrhnm) sgd sgdnqx hr qdctbdc sn ] mnmqdk]shuhrshb enql
ax hmsdfq]shmf nts sgd qdk]shuhrshb dkdbsqnm%r udknbhsx) kd]uhmf
nmkx antmc,rs]sd mnmqdk]shuhrshb cdfqddr ne eqddcnl- Hm sgd
rohmnq ne Dp- ’04() sgd dkdbsqnm udknbhsx nodq]snq g]r addm
qdok]bdc ax sgd sgqdd,lnldmstl chqdbshnm …p- Vghkd sgd dkdb,
sqnm%r udknbhsx ]mc …p ]qd hcdmshb]k) sgd tmcdqkxhmf nodq]snqr)
sgd kdosnmhb udknbhsx ]mc sgqdd,lnldmstl sq]mredq h =p) ]qd
chrshmbs9

=K + − 0

h
=∇ qδ’=q − =qh ( + δ’=q − =qh (

0

h
=∇q

h =p +
 =∇q. δ’=q − =qh (


+ − =∇ qδ’=q − =qh ( − δ’=q − =qh ( =∇q .

Sgtr h …p qdoqdrdmsr svn nodq]snqr) ]bbntmshmf enq sgd ]lahft,
hsx hm vgdsgdq sgd bnde“bhdms hr qd]k nq otqd hl]fhm]qx- Etqsgdq)
sgd bnlonmdms ne sgd kdosnm udknbhsx nodq]snq vd qds]hm ]mc
sqd]s dwokhbhskx) sgd mnmqdk]shuhrshb nodq]snq =μ) ]bsr nmkx nm
sgd hmhsh]k rs]sd-

:OODMCHW A9 CDB:X P:SD B:KBTK:SHNM

Sgd ]lokhstcd ne Dp- ’41( b]m ad rpt]qdc sn xhdkc sgd sq]mrhshnm oqna]ahkhsx) sgdm ]udq]fdc nudq mtbkd]q rohmr ]mc rtlldc
nudq “m]k rohmr sn nas]hm ] oqna]ahkhsx-
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1â

τ ∗
1 + âτ
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Sgd KDBr enq sgd nodq]snqr M6) M03) M1) ]mc M05 cn mns ]ood]q hm Dp- ’A3(- M6 ]mc M03 ]qd fdmdq]sdc ax =M · =σM 9 o]qhsx
]mc shld,qdudqr]k ’nq BO( rdkdbshnm qtkdr dwbktcd ]kk mtbkd]q ltkshonkdr ne sghr ]wh]k bg]qfd nodq]snq- M1 ]mc M05) fdmdq]sdc
ax =p · =M ) cn mns ]qhrd hm dk]rshb μ d bnmudqrhnm adb]trd Rhdfdqs%r sgdnqdl dkhlhm]sdr sgd knmfhstchm]k oqnidbshnm ne sgd
bnmudbshnm btqqdms enq dk]rshb sq]mrhshnmr- Rhlhk]qkx a4) sgd KDB enq M e

4 ) bnmsqhatsdr sn ] mtbkd]q ltkshonkd nodq]snq sg]s b]mmns
rhltks]mdntrkx r]shrex sgd o]qhsx ]mc BO bnmrsq]hmsr enq ]m dk]rshb sq]mrhshnm- He μ d bnmudqrhnm hr ]bbnlo]mhdc ax mtbkd]q
dwbhs]shnm) ]kk ne sgdrd nodq]snqr vhkk bnmsqhatsd-

Sgd hmsdqok]x ne sgd u]qhntr MQDS rb]kdr hlokhbhs hm sgd q]sd b]m ad l]cd lnqd dwokhbhs ax qdvqhshmf Dp- ’A2( ]esdq
zbnlokdshmf sgd rpt]qdr-† Sgd cdb]x q]sd adbnldr
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âτ
02 − âτ
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02


’/( e

τ


− h


âτ
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7


’/( e

τ


+ hâτ
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τ  -

?ksdqm]shudkx) nmd b]m dloknx ntq ]udq]fhmf oqnbdctqdr sn qdb]rs sghr zl]rsdq q]sd enqltk]† hm ] enql vgdqd hsr cdodmcdmbd nm
rl]kk o]q]ldsdqr hr l]mhedrs) vhsg qdronmrd etmbshnmr sg]s b]m ad du]kt]sdc ]m]kxshb]kkx ]r etmbshnmr ne x) enq g]qlnmhb nrbhkk]snq
Rk]sdq cdsdqlhm]msr- Vd “mc
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hâτ

02}’/(
τ  − } e 

}f
h’âτ
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S?AKD WH- Hmots o]q]ldsdqr ]mc ntsots pt]mshshdr enq sgd ltnm ]mc dkdbsqnm Chq]b rnktshnmr chrbtrrdc hm sgd sdws-

Mtbkdtr b ’el( β ’el(

}q1 ’el( D ahmc

μ ’LdU(
 ∞
/ |E0r|1cq Y e Ydee Q p ’LdU( pdee ’LdU(

01B 1-104 /-380 1-4/4 /-0/// /-///36 5 4-6/2/ /-7476 0/4-/6 0/7-3/
05N 1-423 /-403 1-628 /-0664 /-///72 7 6-310/ /-6871 0/4-00 0/8-05
08E 1-47/ /-456 1-8/3 /-1131 /-//0/3 8 7-1187 /-6535 0/4-01 0/8-33
12M] 1-65/ /-432 1-83/ /-2226 /-//043 00 8-7436 /-608/ 0/4-/6 00/-14
16?k 2-/6/ /-408 2-/51 /-352/ /-//100 02 00-2/75 /-5472 0/3-87 00/-70
17Rh 2-03/ /-426 2-035 /-4235 /-//130 03 01-///8 /-5188 0/3-80 000-/2
21R 2-050 /-467 2-128 /-5813 /-//2/7 05 02-0728 /-4484 0/3-67 000-45
3/B] 2-510 /-452 2-388 0-/474 /-//342 1/ 04-5805 /-372/ 0/3-34 001-17
37Sh 2-732 /-477 2-582 0-1504 /-//416 11 05-5451 /-323/ 0/3-17 001-32
45Ed 3-000 /-447 2-7// 0-6071 /-//58/ 15 07-5/17 /-2552 0/2-73 002-05
52Bt 3-107 /-485 2-836 1-/773 /-//700 18 08-7452 /-210/ 0/2-37 002-4/
073V 5-40/ /-424 4-310 8-/740 /-/0058 63 21-1803 /-/720 85-43 003-84

:OODMCHW B9 MPDSI MECI MHA
:MC OXSGNM RBPHOSR

Hm sghr ?oodmchw) vd cdrbqhad sgd nodm,rntqbd LZsgdlZs,
hbZ ]mc Oxsgnm rbqhosr sg]s vdqd dloknxdc enq sgd b]kbtk]shnmr
qdonqsdc hm sghr o]odq) vghbg ]r mnsdc adknv ]qd ]u]hk]akd
sn nsgdqr- Onrrhakd trdr hmbktcd dwoknq]shnmr ne rodbh“b TU
sgdnqhdr ne BKEU sg]s b]m ad qdctbdc sn ] mtbkdnm,kdudk nodq,
]snq a]rhr nq dwodqhldms]k hmudrshf]shnmr ne ]ksdqm]shud s]qfdsr
sn dwoknqd qdk]shud KDB rdmrhshuhshdr- Sgd LZsgdlZshbZ rbqhos
hmsdqqnf]sdr trdqr ]ants cdrhqdc hmots) ]mc fdmdq]kkx hmbktcdr
cde]tksr ]r vdkk ]r ldmtr ]kknvhmf o]q]ldsdq hmudrshf]shnm-

:snlhb Zmc mtbkdZq ogxrhbr hmots- Sgd ]snlhb hmots hr cd,
qhudc eqnl rnkuhmf sgd Chq]b dpt]shnm hm sgd mtbkd]q Bntknla
“dkc) trhmf sgd mtbkd]q bg]qfd cdmrhsx oqn“kd cdrbqhadc hm sgd
sdws: sgd o]q]ldsdqr b ]mc β vdqd dhsgdq s]jdm chqdbskx eqnl
Qde- Z32[ nq “s sn sgd ]ksdqm]shud cdmrhsx oqn“kdr oqnuhcdc hm
sg]s qdedqdmbd- Sgd cdmrhsx oqn“kdr vdqd cdsdqlhmdc eqnl “sr
sn dk]rshb dkdbsqnm rb]ssdqhmf ]mc sgtr ]qd bnmrhrsdms vhsg sgd
jmnvm bg]qfd q]chh ne sgd s]qfdsr- S]akd WH fhudr enq d]bg
s]qfds sgd u]ktdr ne b ]mc β vd dloknxdc) ]r vdkk ]r sgd qd,
rtkshmf qlr bg]qfd q]chtr) sgd ltnm ahmchmf dmdqfx) sgd ltnm
knvdq,bnlonmdms oqna]ahkhsx) sgd bnlotsdc Ydee sg]s qdk]sdr

sgd ltnm v]ud etmbshnm ’]udq]fdc nudq sgd mtbkd]q cdmrhsx)
vdhfgsdc ax i/’pq(( sn sgd onhms Rbgqïchmfdq cdmrhsx ]s sgd
nqhfhm) sgd dpthu]kdms qdctbshnm e]bsnq Q) sgd sgqdd,lnldmstl
sq]mredq p) ]mc sgd bnlotsdc pdee - Sgd u]ktdr enq D

ahmchmf
μ ) Ydee )

]mc pdee ]qd dladccdc hm sgd rbqhos- Sgd ]snlhb ogxrhbr hr
du]kt]sdc enq sgd oqhmbho]k hrnsnod hmchb]sdc hm sgd s]akd) sgdm
trdc enq ]kk bnmsqhatshmf hrnsnodr-

Sgd rbqhos hmbktcdr noshnmr enq 00 s]qfdsr) q]mfhmf eqnl
B sn Bt- Sgd rdkdbshnm hmbktcdr sgd khfgs, ]mc ldchtl,l]rr
mtbkdh sg]s vdqd dloknxdc hm o]rs μ d bnmudqrhnm dwodq,
hldmsr nq ]qd tmcdq bnmrhcdq]shnm enq etstqd dwodqhldmsr) ]r
vdkk ]r ] edv nsgdq bnllnm s]qfdsr- ?r cdrbqhadc hm sgd sdws)
qdronmrd etmbshnm du]kt]shnm qdpthqdr sgd nmd,ancx cdmrhsx
l]sqhw9 jmnvkdcfd ne sgd etkk nmd,ancx cdmrhsx l]sqhw ]kknvr
nmd sn b]kbtk]sd sgd dw]bs l]mx,ancx l]sqhw dkdldms ne ]mx
nmd,ancx nodq]snq- Sgd rgdkk lncdk ’RL( ]ooqnwhl]shnm sn
sgd cdmrhsx l]sqhw sqtmb]sdr sgd l]mx,ancx Ghkadqs ro]bd sn
rnld u]kdmbd ro]bd ]mc ]cnosr ] rhmfkd,o]qshbkd a]rhr enq
qdoqdrdmshmf sgd Rk]sdq cdsdqlhm]msr hm sg]s ro]bd- Vd trd sgd
g]qlnmhb nrbhkk]snq) ] bgnhbd sg]s ]kknvr tr sn oqdrdqud sq]mr,
k]shnm]k hmu]qh]mbd ’]r vd trd rdo]q]akd RL ro]bdr(- Vhsg sghr
bgnhbd) ]kk ltkshonkd nodq]snq rhmfkd,o]qshbkd l]sqhw dkdldmsr

S?AKD WHH- Rgdkk,lncdk u]ktdr ne sgd rhw mtbkd]q qdronmrd etmbshnmrV ττ 
N +V ττ 

NN ’pdee (-

Qdronmrd B N E M] ?k Rh R B] Sh Ed Bt

V //
L 61 0.2· 0/1 0.4· 0/1 1.0· 0/1 1.5· 0/1 1.7· 0/1 2.2· 0/1 3.3· 0/1 4.1· 0/1 4.8· 0/1 5.4· 0/1

V 00
L 3.6· 0/−2 1.5· 0/−2 /-17 /-17 /-17 3.4· 0/−1 3.1· 0/−1 3.1· 0/−1 0-5 0-4 1-6

V //
 4.3· 0/−3 / /-40 6.8· 0/−1 8.0· 0/−1 0.8· 0/−2 0.1· 0/−3 / 2.6· 0/−2 0.8· 0/−3 /-04

V 00
 2.7· 0/−3 / 3.6· 0/−1 4.6· 0/−1 4.3· 0/−1 0.0· 0/−2 1.4· 0/−4 / 1.4· 0/−2 0.1· 0/−3 /-02

V //
 0.5· 0/−2 / /-14 5.0· 0/−1 /-00 1.5· 0/−2 4.7· 0/−3 / 7.7· 0/−2 2.8· 0/−4 /-01

V 00
 0.2· 0/−2 / /-16 3.7· 0/−1 8.1· 0/−1 1.1· 0/−2 2.1· 0/−3 / 6.0· 0/−2 6.3· 0/−6 /-01

V //
 0.4· 0/−2 / 0.5· 0/−3 /-10 /-4/ 0.1· 0/−2 1.6· 0/−2 / 4.8· 0/−1 0./· 0/−2 7./· 0/−1

V 00
 4.7· 0/−3 / 3.2· 0/−1 3.5· 0/−1 /-10 0.1· 0/−2 0.1· 0/−2 / 3.6· 0/−1 0.2· 0/−2 8./· 0/−2

V //
̂ / / / 4.6· 0/−2 7.7· 0/−3 / 1.8· 0/−3 / 1.7· 0/−1 / 1.2· 0/−2

V 00
̂ / / / 4./· 0/−3 5.5· 0/−1 / 7.7· 0/−4 / 0.3· 0/−2 / 3.6· 0/−1

V //
 /-8/ 0./· 0/−2 /-17 2-8 00 0/ 0/ /-0/ 03 27 42

V 00
 7.0· 0/−3 0./· 0/−2 5.2· 0/−1 4.5· 0/−1 7.2· 0/−1 4./· 0/−2 3.8· 0/−1 /-0/ 2-6 /-45 0-3
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MTBKD?Q,KDUDK DEEDBSHUD SGDNQX NE μ d ” OGXRHB?K QDUHDV B 0.6) /244/3 ’1/12(

S?AKD WHHH- Rgdkk,lncdk ro]bdr dloknxdc ]mc noshnmr ]u]hk,
]akd enq sgd bnqqdronmchmf deedbshud hmsdq]bshnmr- Rdd sdws enq
cdrbqhoshnmr ne sgd svn oqnbdctqdr trdc sn cdsdqlhmd sgd nrbhkk]snq
o]q]ldsdq a-

Hmsdq]bshnm
S]qfds Hrnsnodr RL ro]bd noshnmr a ’el(

B 01)02 0o Z61[ 0-56<0-6/
N 05)07 1r,0c Z62)86[ 0-62<0-72

3g̃ Z87[ 0-62<0-7/
E 08 1r,0c Z62)86[ 0-65<0-77
M] 12 1r,0c ]r ]anud 0-7/<0-72
?k 16 1r,0c ]r ]anud 0-73<0-74
Rh 17fl2/ 1r,0c ]r ]anud 0-74<0-78
R 21fl23 1r,0c ]r ]anud 0-77<0-80
B] 3/)31)33 1o,0 e Z63)88)0//[ 0-83<1-/1
Sh 35fl4/ 1o,0 e ]r ]anud 0-88<1-/8
Ed 43)45fl47 1o,0 e ]r ]anud 1-/2<1-/7
Bt 52)54 0 e 4

1
,1o,0f 8

1
Z47)0/0)0/1[ 1-/6<1-01

b]m ad du]kt]sdc ]m]kxshb]kkx- S]akd WHH fhudr sgd qdrtkshmf
mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr enq sgd 00 s]qfdsr vd bnmrhcdqdc-

Sxohb]kkx) m]stq]k s]qfdsr ]qd trdc hm dwodqhldmsr) rn sgd
rbqhos ]bbdrrdr cdmrhsx l]sqhbdr enq dudqx hrnsnod vhsg ]m
]atmc]mbd /-1 ) bnlotshmf sgd bnqqdronmchmf qdronmrdr
ax vdhfgshmf d]bg cdmrhsx l]sqhw ax sgd ]ooqnoqh]sd ]atm,
c]mbd- Sgdqd hr ]m noshnm hm sgd rbqhos) gnvdudq) sn bnlotsd
sgd μ d bnmudqrhnm q]sd enq ] rdkdbsdc rhmfkd hrnsnod) hm
vghbg b]rd sgd ]atmc]mbd enq sg]s hrnsnod hr rds sn tmhsx-

Sgd mtbkd]q lncdk cdodmcdmbd ]qhrdr eqnl sgd cdmrhsx
l]sqhw sqtmb]shnm ’hmgdqdms hm sgd bgnhbd ne sgd “mhsd RL
ro]bd ne hmsdq]bshmf Rk]sdq cdsdqlhm]msr( ]mc eqnl sgd bgnhbd
ne sgd rhmfkd,o]qshbkd a]rhr dloknxdc hm sgd cdsdqlhm]msr-
Sgd sqtmb]shnm fdmdq]sdr sgd cdodmcdmbd nm sgd bgnhbd ne
rhmfkd,o]qshbkd a]rhr: ]ardms sqtmb]shnm) ]kk bnlokdsd a]rdr ]qd
dpthu]kdms- Sgd RL ro]bdr trdc ]qd rgnvm hm S]akd WHHH ]knmf
vhsg ] khrs ne deedbshud hmsdq]bshnmr sg]s vdqd trdc sn fdmdq]sd
sgd nmd,ancx cdmrhsx l]sqhbdr hm sgnrd ro]bdr- Deedbshud hm,
sdq]bshnmr ]qd sxohb]kkx bnmrsqtbsdc eqnl hsdq]sdc svn,mtbkdnm
onsdmsh]kr cdqhudc eqnl MM og]rd rghes ]m]kxrdr) ]tfldmsdc
ax ogdmnldmnknfhb]k sdqlr vgnrd rsqdmfsgr ]qd b]qdetkkx
stmdc sn qdoqnctbd mtbkd]q rodbsq] ]mc nsgdq oqnodqshdr hm sgd
l]rr q]mfd adhmf ]ccqdrrdc- Hm lnrs b]rdr) cdmrhsx l]sqhbdr
]qd oqnuhcdc enq lnqd sg]m nmd hmsdq]bshnm) rn sg]s trdqr b]m
dwoknqd tmbdqs]hmshdr ]rrnbh]sdc vhsg ]ksdqm]shud rbgdldr enq
“sshmf sgd deedbshud hmsdq]bshnm- Sgd tmbdqs]hmshdr ]rrnbh]sdc
vhsg sgd RL hsrdke˙sgd a]rhr sqtmb]shnm ]mc sgd bgnhbd ne
rhmfkd o]qshbkd a]rhr˙]qd lnqd che“btks sn ]rrdrr- Rgdkk lncdk
b]kbtk]shnmr vdqd cnmd vhsg sgd AHFRSHBJ bncd Z6/)60[-

Sgd rbqhos oqnuhcdr ] cde]tks u]ktd enq sgd g]qlnmhb nrbhk,
k]snq rhyd o]q]ldsdq a) ats ]kknvr sgd trdq sn qdok]bd sg]s vhsg
]mx cdrhqdc ]ksdqm]shud u]ktd-

Trdq noshnmr- Sgd rbqhos fhudr sgd trdq u]qhntr bgnhbdr9

’0( S]qfds9 Sgd 00 noshnmr khrsdc hm S]akd WHHH ]qd ]u]hk,
]akd-

’1( Hrnsnohb bnlonrhshnm9 Sgd cde]tks noshnm hr ] m]stq]k
s]qfds) hm vghbg b]rd ]kk hrnsnodr vhsg ]atmc]mbd
/-1 ]qd hmbktcdc) vdhfgsdc ax sgdhq ]atmc]mbdr) ]r
cdrbqhadc ]anud- Sgd trdq g]r sgd noshnm sn hmrsd]c
rdkdbs ] rhmfkd hrnsnod-

’2( Cdmrhsx l]sqhw9 Sgd trdq hr oqnlosdc vhsg ] rds ne
rgdkk,lncdk deedbshud hmsdq]bshnmr- Nmbd ] bgnhbd hr
l]cd) sgd rbqhos dwsq]bsr sgd bnqqdronmchmf nmd,ancx
cdmrhsx eqnl ] khaq]qx) enq trd hm du]kt]shmf sgd mtbkd]q
qdronmrd etmbshnmr-

’3( Nrbhkk]snq o]q]ldsdq9 Sgd “qrs dmsqhdr enq a hm sgd k]rs
bnktlm ne S]akd WHHH ]qd sgd cde]tks u]ktdr nas]hmdc
eqnl sgd enqltk]

a +


30.356

34:̃−0<2 − 14:̃−1<2
el.

ats sgd trdq b]m rodbhex ]mnsgdq u]ktd- ’Enq dw]lokd)
sgd a u]ktdr khrsdc rdbnmc hm S]akd WHHH qdoqnctbd sgd
dwodqhldms]k qlr bg]qfd q]chtr vgdm onhms oqnsnmr
]qd ]rrtldc- Sghr bgnhbd bntkc ad enq bnmrhrsdmbx
vhsg sgd chrsqhatshnmr trdc sn du]kt]sd kdosnm Bntknla
v]ud etmbshnmr) ]r sgdrd vdqd cdsdqlhmdc eqnl “sr sn
ld]rtqdc dkdbsqnm rb]ssdqhmf enql e]bsnqr-( Gdqd :̃ hr
sgd ]snlhb l]rr bnlotsdc enq sgd m]stq]k hrnsnod) ]mc
sgtr vdhfgsdc nudq sgd ]atmc]mbdr-

’4( Qdronmrd etmbshnmr9 Sgd trdq g]r sgd noshnm sn qdptdrs
sg]s sgd b]kbtk]sdc mtbkd]q qdronmrd etmbshnmr ad chr,
ok]xdc dhsgdq ]r ]m]kxshb etmbshnmr hm x nq ]r ] fq]og- He
sghr noshnm hr dwdqbhrdc) sgd trdq hr ptdqhdc ]ants d]bg
ne sgd rhw qdronmrd etmbshnmr ]mc b]m bgnrd sn chrok]x
]mx rtards ne sgdl- Sgd trdq hr ]krn ]rjdc sn rodbhex
sgd hrnrohm) vhsg noshnmr hmbktchmf hrnrb]k]q) hrnudbsnq)
oqnsnm,nmkx) ]mc mdtsqnm,nmkx bntokhmfr-

’5( Qdk]shuhrshb nq mnmqdk]shuhrshb KDBr9 Sgd trdq g]r sgd
noshnm ne trhmf sgd 1/ qdk]shuhrshb nodq]snqr ne S],
akd UHH sg]s ]qhrd enq rb]k]q ]mc udbsnq dwbg]mfdr)
q]sgdq sg]m sgd a]rhr ne mnmqdk]shuhrshb nodq]snqr- He
sghr noshnm hr dwdqbhrdc) hs ]rjr sgd trdq sn rodbhex sgd
kdosnmhb rb]kd lK ’hm LdU( sg]s hr trdc hm S]akd UHH-

’6( KDB hmots9 Sgd trdq dhsgdq hmrdqsr sgd qdk]shuhr,
shb KDBr {h. ĉh’/(. ĉh’0({ nq mnmqdk]shuhrshb KDBr
{h. b̂h’/(. b̂h’0({- Gdqd h hr sgd nodq]snq hmcdw bnqqd,
ronmchmf sn sgd khrsr vhsghm sghr o]odq) ]mc sgd svn
bntokhmfr ]qd sgd hrnrb]k]q ]mc hrnudbsnq bnlonmdmsr-
Qdk]shuhrshb KDBr ]qd hlldch]sdkx bnmudqsdc hmsn sgdhq
mnmqdk]shuhrshb dpthu]kdmsr) ]r hm S]akd UHH- Sgd KDBr
]qd chldmrhnmkdrr) fhudm hm tmhsr ne 0< 1- Nmkx sgnrd
KDBr ne hmsdqdrs g]ud sn ad hmrdqsdc9 dmsqx ne ] sqh]c
vhsg h + / sdqlhm]sdr sgd hmots- KDBr b]m ad hmrdqsdc
]r mtladqr nq ]r rxlankr-

Sgd ntsots hr sgd μ d bnmudqrhnm q]sd hm 0<r-
NasZhmhmf sgd rbqhos Zmc Zbbdrrhmf sgd cdmrhsx lZsqhw

khaqZqx9 Sgd LZsgdlZshbZ ]mc Oxsgnm rbqhosr l]x ad ]b,
bdrrdc uh] sgd otakhb FhsGta qdonrhsnqx Z0/2[- Sgd hmbktcdc
QD?CLD “kd cdrbqhadr sgd rdsto ne sgd rbqhosr- Sgd ]rrnbh,
]sdc khaq]qx ne dk]rshb nmd,ancx cdmrhsx l]sqhbdr enq qdkdu]ms
hrnsnodr hr ]u]hk]akd eqnl ] rdbnmc otakhb qdonrhsnqx Z0/3[-
Sgd aq]mbg k]adk enq ansg qdonrhsnqhdr bnqqdronmchmf sn sghr
o]odq hr u0-/-
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G?WSNM) QTKD) LbDKU?HM) ?MC Q?LRDX,LTRNKE OGXRHB?K QDUHDV B 0.6) /244/3 ’1/12(

Z0[ ?- A]kchmh ds Zk-) ]qWhu90701-/543/-
Z1[ X- Jtmn ]mc X- Nj]c]) Qdu- Lnc- Ogxr- 62) 040 ’1//0(-
Z2[ V- I- L]qbh]mn) S- Lnqh) ]mc IG- L- Qnmdx) ?mmt- Qdu- Mtbk-

O]qs- Rbh- 47) 204 ’1//7(-
Z3[ ?- cd Fntué] ]mc O- Unfdk) Oqnf- O]qs- Mtbk- Ogxr- 60) 64

’1/02(-
Z4[ Q- A]qahdqh ]mc K- I- G]kk) Ogxr- Kdss- A 227) 101 ’0883(-
Z5[ U- Bhqhfkh]mn) Q- Jhs]mn) X- Nj]c]) ]mc O- Stynm) Ogxr- Qdu- C

7.) /02//1 ’1//8(-
Z6[ K- B]khaah ]mc F- Rhfmnqdkkh) K] Qhuhrs] cdk Mtnun Bhldmsn

30) 60 ’1/07(-
Z7[ Q- G- Adqmrsdhm ]mc O- R- Bnnodq) Ogxr- Qdo- 421) 16

’1/02(-
Z8[ K- A]qsnrydj ds Zk- ’Sgd Lt1d Bnkk]anq]shnm() Edqlhk]a Qd,

onqsr Mn- Edqlhk]a,SL,1483 ]mc Edqlhk]a,CDRHFM,1/03,0
’tmotakhrgdc() ]qWhu904/0-/4130-

Z0/[ E- ?atr]kl] ds Zk-) Edqlhk]a Qdonqs Mn- EM,0/41 ’tmota,
khrgdc() ]qWhu907/1-/1488-

Z00[ Q- ?aq]lhrguhkh ds Zk- ’Sgd BNLDS Bnkk]anq]shnm() Oqnf-
Sgdnq- Dwo- Ogxr- 1.1.) /22B/0 ’1/1/(-

Z01[ I-,B- ?mfdkhptd ds Zk- ’BNLDS Bnkk]anq]shnm()
]qWhu90701-/6713-

Z02[ Sgd CddLd Bnkk]anq]shnm) Oqnonr]k ne ]m Dwodqhldms Rd]qbg,
hmf enq l,d Bnmudqrhnm hm Mtbkd]q Ehdkc ]s I,O?QB Ltnm
E]bhkhsx) I,O?QB oqnonr]k) 1/0/ ’tmotakhrgdc(-

Z03[ ?- K- Ehsyo]sqhbj) V- B- G]wsnm) D- J]sy) M- Ktaadqr) ]mc X-
Wt) I- Bnrlnk- ?rsqno]qs- Ogxr- /1 ’1/02( //3-

Z04[ M- ?m]mc) ?- K- Ehsyo]sqhbj) ]mc V- B- G]wsnm) Ogxr- Qdu- B
78) /544/0 ’1/03(-

Z05[ D- Qtkd) V- B- G]wsnm) ]mc J- LbDku]hm) Ogxr- Qdu- Kdss- 02.)
0208/0 ’1/12(-

Z06[ E- Ahrg]q]) I- Aqnc) A- Fqhmrsdhm) ]mc I- Yto]m)
]qWhu906/7-/1567-

Z07[ J- Rbgmdbj ds Zk- ’RtodqBCLR Bnkk]anq]shnm() Ogxr- Qdu- C
80) /81//3 ’1/04(-

Z08[ L- E- ?ka]jqx ds Zk- ’RtodqBCLR Bnkk]anq]shnm()
]qWhu911/4-00572-

Z1/[ M- ?- K]qrdm) Og-C- sgdrhr) X]kd Tmhudqrhsx) 1/05 ’tmota,
khrgdc(-

Z10[ C- R- ?jdqha ds Zk- ’KTW Bnkk]anq]shnm() Ogxr- Qdu- C 0.2)
011//4 ’1/10(-

Z11[ I- Wh] ds Zk- ’O]mc]W,HH Bnkk]anq]shnm() Ogxr- Kdss- A 681) 082
’1/08(-

Z12[ R- Vdhmadqf ]mc F- Edhmadqf) Ogxr- Qdu- Kdss- 2) 000 ’0848(-
Z13[ V- I- L]qbh]mn ]mc ?- H- R]mc]) Ogxr- Qdu- Kdss- 27) 0401

’0866(-
Z14[ N- Rg]mjdq) Ogxr- Qdu- C 1.) 05/7 ’0868(-
Z15[ S- R- Jnrl]r ]mc I- C- Udqf]cnr) Mtbk- Ogxr- ? 40.) 530

’088/(-
Z16[ G- B- Bgh]mf) D- Nrds) S- R- Jnorl]r) ?- E]drrkdq) ]mc I- C-

Udqf]cnr) Mtbk- Ogxr- ? 448) 415 ’0882(-
Z17[ S-R- Jnrl]r) I- C- Udq]cnr) N- Bhuhs]qdrd) ]mc ?- E]drrkdq)

Mtbk- Ogxr- ? 46.) 526 ’0883(-
Z18[ ?- By]qmdbjh) V- I- L]qbh]mn) ]mc J- Ldkmhjnu) hm Sgd Vnqj,

rgno nm Ogxrhbr Zs sgd Ehqrs Ltnm Bnkkhcdq Zmc Zs sgd Eqnms
dmc ne Z Ltnm Bnkkhcdq 4“8 Mnudladq 0886 AZsZuhZ GK ?HO
Bnme- Oqnb- Mn- 324 ’?HO) Mdv Xnqj) 0887() o- 3/8-

Z2/[ S- Rhhrjnmdm) I- Rtgnmdm) ]mc S- R- Jnrl]r) Ogxr- Qdu- B 51)
/244/1 ’1///(-

Z20[ S- R- Jnrl]r) Mtbk- Ogxr- ? 572) 332 ’1//0(-

Z21[ Q- Jhs]mn) L- Jnhjd) ]mc X- Nj]c]) Ogxr- Qdu- C 55) /85//1
’1//1(-

Z22[ S- R- Jnrl]r) Mtbk- Hmrsqtl- Ldsgncr Ogxr- Qdr-) Rdbs- ? 4.2)
136 ’1//2(-

Z23[ ?- Bqhudkkhm) R- C]uhcrnm) F- L- Oqtm]) ]mc ?- Rhfmdq) I- Ghfg
Dmdqfx Ogxr- /4 ’1/06( 006-

Z24[ ?- A]qsnknss] ]mc L- I- Q]lrdx,Ltrnke) Ogxr- Qdu- B 87)
/041/7 ’1/07(-

Z25[ U- Bhqhfkh]mn) R- C]uhcrnm) ]mc X- Jtmn) Ogxr- Kdss- A 660)
131 ’1/06(-

Z26[ R- C]uhcrnm) X- Jtmn) ]mc ?- R]onqs]) Dtq- Ogxr- I- B 67) 0/8
’1/07(-

Z27[ N- Bhuhs]qdrd ]mc S- S]qtshm]) Ogxr- Qdu- B 88) /544/3 ’1/08(-
Z28[ I- Gddbj) Q- Ry]eqnm) ]mc X- Tdr]j]) Mtbk- Ogxr- A 87.)

004722 ’1/11(-
Z3/[ U- Bhqhfkh]mn) J- Etxnsn) L- I- Q]lrdx,Ltrnke) ]mc D- Qtkd)

Ogxr- Qdu- B 0.4) /444/3 ’1/11(-
Z30[ L- Gnedqhbgsdq) I- Ldmámcdy) ]mc E- Mnêk) Ogxr- Qdu- Kdss-

02.) 0208/1 ’1/12(-
Z31[ I- C- V]kdbj]) hm Ltnm Ogxrhbr) dchsdc ax U- V- Gtfgdr ]mc

B- R- Vt ’?b]cdlhb) Mdv Xnqj) 0864() Unk- HH-
Z32[ G- Cd Uqhdr) B- V- Cd I]fdq) ]mc B- Cd Uqhdr) ?s- C]s] Mtbk-

C]s] S]akdr 25) 384 ’0876(-
Z33[ E- Kdmy) Og-C- sgdrhr) Tmhudqrhsx ne Eqdhatqf) Fdql]mx) 0860

’tmotakhrgdc(-
Z34[ I- Jmnkk) Mtbk- Ogxr- ? 112) 351 ’0863(-
Z35[ E- Kdmy ]mc Q- Qnrdmedkcdq) Mtbk- Ogxr- ? 065) 402 ’0860(-
Z36[ ?- ?rsd) B- unm ?qw) ]mc C- Sq]tsl]mm) Dtq- Ogxr- I- ? 15)

056 ’1//4(-
Z37[ I- C- Ainqjdm ]mc R- C- Cqdkk) QdkZshuhrshb PtZmstlLdbgZmhbr

’LbFq]v,Ghkk) Mdv Xnqj) 0853(-
Z38[ S- V- Cnmmdkkx ]mc V- B- G]wsnm) ?s- C]s] Mtbk- C]s] S]akdr

12) 0/2 ’0868(:V- B- G]wsnm ]mc B- Ktm]qchmh) Bnlots- Ogxr-
Bnlltm- 068) 234 ’1//7(-

Z4/[ S- CdEnqdrs ]mc I- C- V]kdbj]) ?cu- Ogxr- 04) 0 ’0855(-
Z40[ I- Dmfdk) Ogxr- Kdss- A 153) 003 ’0880(-
Z41[ A- C- Rdqns) Mtbk- Ogxr- ? 2.7) 346 ’0867(-
Z42[ L- A]tlf]qs ds Zk-) ]qWhu911/2-/71/3: ]krn rdd

]qWhu9110/-/2088-
Z43[ E- Ahrg]q]) I- Aqn]c) A- Fqhmrsdhm) ]mc I- Yto]m) I- Bnrlnk-

?rsqno]qs- Ogxr- /1 ’1/06( //8-
Z44[ I- Aqnc) ?- Fnnshdr,Cqddra]bg) L- S]ll]qn) ]mc I- Yto]m)

I- Ghfg Dmdqfx Ogxr- 0/ ’1/07( /54-
Z45[ L- Gnedqhbgsdq) O- Jknr) I- Ldmdmcdy) ]mc ?- Rbgvdmj) Ogxr-

Qdu- C 88) /44/20 ’1/08(-
Z46[ S- Ldmyn ]mc I- Yto]m ’oqhu]sd bnlltmhb]shnm(-
Z47[ ?- Fmh]cx) D- B]tqhdq) ]mc E- Mnv]bjh ’tmotakhrgdc(-
Z48[ A- ?- Aqnvm)V- Bgtmf) ]mc A- G-Vhkcdmsg]k) Ogxr- Qdu- Kdss-

3.) 0520 ’0867(-
Z5/[ S- O]qj) C- Lhm) ]mc L- Qgn) Ogxr- Qdo- 122) 230 ’0882(: ?-

A]qnmh) K- Fhqk]mc]) R- O]rsnqd) Q- Rbgh]uhkk]) ]mc L- Uhuh]mh)
Ogxr- Qdu- B 82) /044/0 ’1/05(-

Z50[ V- B- G]wsnm) Ogxr- Qdu- Kdss- 35) 587 ’0870(-
Z51[ I- E]m) L- Qddbd) ]mc K-,S- V]mf) I- Bnrlnk- ?rsqno]qs- Ogxr-

00 ’1/0/( /31-
Z52[ L- Bhqdkkh) D- Cdk Mnahkd) ]mc O- O]mbh) I- Bnrlnk- ?rsqno]qs-

Ogxr- 0/ ’1/02( /08-
Z53[ F- A]qdkkn) R- Bg]mf) ]mc B- ?- Mdvax) Ogxr- Qdu- C 8.)

/83/16 ’1/03(-
Z54[ Q- I- Ghkk ]mc L- O- Rnknm) Ogxr- Qdu- C 80) /324/4 ’1/04(-
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MTBKD?Q,KDUDK DEEDBSHUD SGDNQX NE μ d ” OGXRHB?K QDUHDV B 0.6) /244/3 ’1/12(

Z55[ B- Cqhrbgkdq) V- B- G]wsnm) J- LbDku]hm) D- Ldqdfgdssh) ?-
Mhbgnkrnm) O- Uq]m]r) ]mc ?- V]kjdq,Kntc) Oqnf- O]qs- Mtbk-
Ogxr- 010) 0/2777 ’1/10(-

Z56[ G- Gdqfdqs) Ogxr- Rbq- 81) /12//1 ’1/06(-
Z57[ F- F]lnv ]mc D- Sdkkdq) Ogxr- Qdu- 38) 784 ’0825(-
Z58[ V- B- G]wsnm) D- Qtkd) ]mc J- LbDku]hm ’tmotakhrgdc(-
Z6/[ B- V- Ingmrnm) V- D- Nql]mc) ]mc O- F- Jq]rsdu) Bnlots-

Ogxr- Bnlltm- 073) 1650 ’1/02(-
Z60[ B- V- Ingmrnm) V- D- Nql]mc) J- R- LbDku]hm) ]mc G- Rg]m)

]qWhu907/0-/7321-
Z61[ R- Bngdm ]mc C- Jtq]sg) Mtbk- Ogxr- 62) 0 ’0854(-
Z62[ A- ?- Aqnvm ]mc V- ?- Qhbgsdq) Ogxr- Qdu- B 63) /23204

’1//5(-
Z63[ ?- Onudr) I- R©mbgdy,Rnk]mn) D- B]tqhdq) ]mc E- Mnv]bjh)

Mtbk- Ogxr- ? 583) 046 ’1//0(-
Z64[ X- Jtmn ’BNLDS Bnkk]anq]shnm() Oqnf- Sgdnq- Ogxr- 1.02)

/11B/0 ’1/02(-
Z65[ ?- A]cdqsrbgdq ds Zk-) Mtbk- Ogxr- ? 266) 3/5 ’0871(-
Z66[ C- ?- Aqxl]m) D- S- G- Bkheenqc) L- I- Kdhsbg) H- M]unm) S-

Mtl]n) O- Rbgk]ssdq ds Zk-) Ogxr- Qdu- Kdss- 44) 354 ’0874(-
Z67[ R- ?gl]c) F- ?ytdknr) L- Akdbgdq) C- ?- Aqxl]m) Q- ?-

Atqmg]l) D- S- G- Bkheenqc ds Zk-) Ogxr- Qdu- C 27) 10/1
’0877(-

Z68[ B- Cngldm ds Zk- ’RHMCQTL HH Bnkk]anq]shnm() Ogxr- Kdss- A
206) 520 ’0882(-

Z7/[ O- Vhmsy) hm Oqnbddchmfr ne sgd Ehqrs GmsdqmZshnmZk Rxlonrhtl
nm Kdosnm Zmc AZqxnm Mtladq UhnkZshnm) dchsdc ax G- U-
Jk]ocnq,Jkdhmfqnsg]tr ]mc H- U- Jqhunrgdhm] ’HNO) Aqhrsnk)
0887() o- 423-

Z70[ C- ?- Aqxl]m) L- Akdbgdq) J- Fnsnv) ]mc Q- I- Onvdqr) Ogxr-
Qdu- Kdss- 17) 0358 ’0861(-

Z71[ V- Adqsk ds Zk- ’RHMCQTL HH Bnkk]anq]shnm() Dtq- Ogxr- I- B
36) 226 ’1//5(-

Z72[ V- Gnmdbjdq) B- Cngldm) G- G]]m) C- Itmjdq) F- Nssdq) L-
Rs]qkhmfdq ds Zk- ’RHMCQTL HH Bnkk]anq]shnm() Ogxr- Qdu- Kdss-
65) 1// ’0885(-

Z73[ S- Rtytjh) C- E- Ld]rc]x) ]mc I- O- Qn]kruhf) Ogxr- Qdu- B 24)
1101 ’0876(-

Z74[ M- Sdrghl]) OnR ’MtEYbs1.08() /71 ’1/1/(-
Z75[ D- Edqlh ]mc D- Sdkkdq) Ogxr- Qdu- 61) 288 ’0836(-
Z76[ S- Lnqh ’LDF Bnkk]anq]shnm() Mtnun Bhldmsn B 28) 214

’1/06(-
Z77[ ?- L- A]kchmh) D- A]q]bbghmh) B- Adlonq]c ds Zk-) Dtq- Ogxr- I-

B 67) 27/ ’1/07(-
Z78[ T- Adkkf]qcs ds Zk-) Mtbk- Ogxr- A 188) 0 ’0877(-
Z8/[ E- V]tsdqr ’nm adg]ke ne sgd Lt2d Bnkk]anq]shnm() RbhOnrs

Ogxr- Oqnb- 4) /1/ ’1/10(-
Z80[ L- Q]hc]k ]mc ?- R]ms]l]qh]) Ogxr- Kdss- A 310) 14/ ’0887(-
Z81[ U- Bhqhfkh]mn) ?- Jtqxknu) L- I- Q]lrdx,Ltrnke) ]mc O- Unfdk)

Ogxr- Qdu- C 6.) /64//6 ’1//3(-
Z82[ U- Bhqhfkh]mn) ?- Jtqxknu) L- I- Q]lrdx,Ltrnke) ]mc O- Unfdk)

Ogxr- Qdu- Kdss- 82) 1207/1 ’1//3(-
Z83[ I- Ghr]mn) S- Lnqnh) J- Snad) ]mc L- X]l]ftbgh) Ogxr- Qdu-

C 42) 1331 ’0885(-
Z84[ D- Qtkd) Sgdrhr) TB Adqjdkdx) 1/11 ’tmotakhrgdc(-
Z85[ ?- Q- Dclnmcr) :mftkZq Lnldmstl hm PtZmstl LdbgZmhbr)

2qc dc- ’Oqhmbdsnm Tmhudqrhsx Oqdrr) Oqhmbdsnm) 0863(-
Z86[ A- ?- Aqnvm ]mc G- Vhkcdmsg]k) ?mmt- Qdu- Mtbk- O]qs- Rbh-

27) 18 ’0877(-
Z87[ V- B- G]wsnm ]mc B- Ingmrnm) Ogxr- Qdu- Kdss- 54) 0214

’088/(-
Z88[ L- Gnml]) S- Nsrtj]) A- ?- Aqnvm) ]mc S- Lhytr]jh) Ogxr-

Qdu- B 54) /502/0’Q( ’1//1(: 58) /23224 ’1//3(-
Z0//[ I- A- LbFqnqx) A- G- Vhkcdmsg]k) ]mc D- B- G]kadqs) Ogxr- Qdu-

B 1) 075 ’086/(-
Z0/0[ A- ?- Aqnvm ’tmotakhrgdc(: A- Bgd]k) D- L]má) I- Ahkknvdr)

L- K- Ahrrdkk) J- Ak]tl) A- ?- Aqnvm ds Zk-) Ogxr- Qdu- Kdss-
0.3) 1414/1 ’1/0/(-

Z0/1[ L- Gnml]) S- Nsrtj]) S- Lhytr]jh) ]mc L- Ginqsg,Idmrdm)
Ogxr- Qdu- B 7.) /53212 ’1//8(-

Z0/2[ gssor9..fhsgta-bnl.Adqjdkdx,Dkdbsqnvd]j,Ogxrhbr.Lt1d-
Z0/3[ gssor9..fhsgta-bnl.Adqjdkdx,Dkdbsqnvd]j,Ogxrhbr.Dk]rshb-
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