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We  d e si g n s o u r c e s f o r t h e t w o- di m e n si o n al  H el m h olt z

e q u ati o n t h at c a n cl o a k a n o bj e ct b y c a n c elli n g o ut

t h e i n ci d e nt  fi el d i n a r e gi o n,  wit h o ut t h e s o u r c e s

c o m pl et el y s u r r o u n di n g t h e o bj e ct t o hi d e.  A s i n

p r e vi o u s  w o r k f o r r e al  p o siti v e  w a v e n u m b e r s, t h e

s o u r c e s a r e al s o  d et e r mi n e d b y t h e  G r e e n i d e ntiti e s.

T h e n o v elt y i s t h at  w e  p r o v e t h at t h e s a m e a p p r o a c h

w o r k s f o r c o m pl e x  w a v e n u m b e r s  w hi c h  m a k e s it

a p pli c a bl e t o a v a ri et y of  m e di a, i n cl u di n g  m e di a  wit h

di s p e r si o n, l o s s a n d g ai n. F u rt h e r m o r e, b y  d e ri vi n g

b o u n d s o n  G r af’ s a d diti o n f o r m ul a s  wit h c o m pl e x

a r g u m e nt s,  w e o bt ai n n e w e sti m at e s t h at all o w t o

q u a ntif y t h e q u alit y of t h e cl o a ki n g eff e ct.  We ill u st r at e

o u r r e s ult s b y a p pl yi n g t h e m t o a c hi e v e a cti v e e xt e ri o r

cl o a ki n g f o r t h e h e at e q u ati o n.

T hi s a rti cl e i s  p a rt of t h e t h e m e i s s u e ‘ W a v e

g e n e r ati o n a n d t r a n s mi s si o n i n  m ulti- s c al e c o m pl e x

m e di a a n d st r u ct u r e d  m et a m at e ri al s ( p a rt 2)’.

1. I ntro d uctio n
O ur g o al i s t o  u s e s p e ci all y  d e si g n e d s o u r c e s t o cl o a k o r

hi d e a b o u n d e d o bj e ct f r o m a  p r o bi n g  fi el d u i s ati sf yi n g

2022 T he A ut hor(s) Pu blis he d by t he Royal Society. All ri g hts reserve d.
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t h e t w o- di m e n si o n al  H el m h olt z e q u ati o n

u i + k 2 u i = 0, ( 1. 1)

i n a r e gi o n c o nt ai ni n g t h e o bj e ct.  H e r e d e n ot e s t h e  L a pl a ci a n.  T hi s i s c all e d a cti ve cl o a ki n g si n c e

t o b uil d t h e cl o a k,  w e  u s e s o u r c e s r at h e r t h a n  p a s si v e  m at e ri al s t h at  m a y b e h a r d t o  m a n uf a ct u r e

[1 ].  M o r e o v e r, a g r e at a d v a nt a g e of t h e cl o a ki n g st r at e g y  w e  p r e s e nt i s t h at it  d o e s n ot r e q ui r e

c o m pl et el y s u r r o u n di n g t h e o bj e ct t o hi d e it, h e n c e t h e e xteri or cl o a ki n g n a m e.  T hi s i d e a  w a s

i nt r o d u c e d i n [2 ] f o r t h e t w o- di m e n si o n al  H el m h olt z e q u ati o n  wit h k r e al (l o s sl e s s  p r o p a g ati v e

m e di a).  H e r e  w e all o w k t o t a k e a n y v al u e s i n t h e c o m pl e x  pl a n e, e x c e pt f o r t h e n e g ati v e

r e al a xi s.  T h u s,  u si n g a f r e q u e n c y  d e c o m p o siti o n of t h e t r a n si e nt r e gi m e vi a a F o u ri e r – L a pl a c e

t r a n sf o r m o n t h e ti m e v a ri a bl e, o u r a p p r o a c h a p pli e s t o cl o a ki n g o bj e ct s f o r a c o u sti c  w a v e s

p r o p a g ati n g i n  p a s si v e,  di s si p ati v e, a cti v e o r  di s p e r si v e  m e di a, a n d si mil a rl y f o r  diff u si v e  m e di a.

I nt e r e sti n gl y, c o m pl e x  w a v e n u m b e r s o p e n a  p at h t o e xt e ri o r cl o a ki n g f o r  p r o bl e m s  m o d ell e d b y

p a rti al  diff e r e nti al e q u ati o n s  wit h s e c o n d o r d e r  d e ri v ati v e s i n s p a c e a n d  wit h ti m e  d e ri v ati v e s of

a n a r bit r a r y o r d e r.  M o r e o v e r,  w e  d e ri v e n e w e r r o r e sti m at e s o n t h e c o n v e r g e n c e of a cti v e e xt e ri o r

cl o a ki n g a n d a p pl y o u r r e s ult s t o cl o a ki n g f o r t h e h e at e q u ati o n i n t h e t r a n si e nt r e gi m e.

(a) Active exterior cloaki n g

Fr o m  p ot e nti al t h e o r y [ 3 ] o r  u si n g t h e  G r e e n i d e ntiti e s ( e. g. [4 ]), it i s  p o s si bl e t o r e p r o d u c e a

s ol uti o n t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n i n si d e of a b o u n d e d r e gi o n Ω a n d g etti n g, si m ult a n e o u sl y, a

z e r o  fi el d o ut si d e of Ω .  T hi s i s a c hi e v e d b y a  di st ri b uti o n of  m o n o p ol e a n d  di p ol e s o u r c e s o n t h e

b o u n d a r y ∂ Ω t h at c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s of t h e v al u e of t h e  fi el d a n d it s n o r m al  d e ri v ati v e o n

∂ Ω .  A s o b s e r v e d b y  Mill e r [5 ], t hi s  p ri n ci pl e c a n b e  u s e d f o r cl o a ki n g. I n d e e d t h e  m o n o p ol e a n d

di p ol e  di st ri b uti o n c a n b e c h o s e n t o g e n e r at e t h e cl o a k fiel d

u c =
− u i i n Ω

0 o ut si d e Ω ,
( 1. 2)

w h e r e X d e n ot e s t h e cl o s u r e of a s et X .  We s e e t h at b y li n e a rit y, u c + u i c a n c el s o ut i n si d e Ω

wit h o ut aff e cti n g u i o ut si d e of Ω .  T h e e n d r e s ult i s t h at o bj e ct s i n si d e Ω will n ot s c att e r, a n d it i s

i m p o s si bl e t o  d et e ct t h e cl o a k e d  fi el d o ut si d e of Ω .  We c all t hi s a p p r o a c h t h e Gree n i de ntit y cl o a k .

A  fi r st  d r a w b a c k of t hi s a p p r o a c h i s t h at t h e  p r o bi n g  fi el d u i n e e d s t o b e k n o w n a h e a d of ti m e.

A s e c o n d  d r a w b a c k i s t h at t h e s o u r c e s c o m pl et el y s u r r o u n d t h e o bj e ct t h at  w e  wi s h t o hi d e.  T h e

e xt e ri o r cl o a ki n g a p p r o a c h lift s t hi s s e c o n d li mit ati o n.

T o a c hi e v e e xt e ri o r cl o a ki n g,  w e f oll o w t h e a p p r o a c h i n [ 6 ] f o r t h e t w o- di m e n si o n al  H el m h olt z

e q u ati o n  wit h r e al  w a v e n u m b e r s, s e e al s o [ 7 ] f o r t h e t h r e e- di m e n si o n al  H el m h olt z e q u ati o n a n d

[8 ,9 ] f o r el a sti cit y. S e e al s o [1 0 ] f o r a g e n e r al a n al y si s.  T h e k e y o b s e r v ati o n i s t h at  G r af’ s a d diti o n

f o r m ul a s ( s e e e. g. § 1 0. 2 3 i n [1 1 ] o r [1 2 ]) c a n b e  u s e d t o  m o v e a  m o n o p ol e ( o r  di p ol e) l o c at e d at y

t o a n e w l o c ati o n x j.  H o w e v e r, t h e  p ri c e t o  p a y i s t h at t h e n e w s o u r c e i s o bt ai n e d b y a n i n fi nit e

s u p e r p o siti o n of  m ulti p ol a r s o u r c e s t h at  di v e r g e s i n t h e  di s c

D x j,y := { x ∈ R 2 | |x − x j| ≤ |y − x j|}, ( 1. 3)

w h e r e | · | d e n ot e s t h e  E u cli d e a n n o r m.  B y li n e a rit y,  w e s h o ul d al s o b e a bl e t o  m o v e a  di st ri b uti o n

of  m o n o p ol e s o r  di p ol e s o n a c o m p a ct  p o rti o n ∂ Ω j of t h e b o u n d a r y ∂ Ω t o a n e w l o c ati o n x j,

o bt ai ni n g t h e s a m e cl o a k  fi el d u c ,  p r o vi d e d  w e a r e o ut si d e of t h e cl o s e d  di s c

R j = { x ∈ R 2 | |x − x j| ≤ m a x
y ∈ ∂ Ω j

|y − x j|}. ( 1. 4)

A s s u mi n g t h e  p o rti o n s ∂ Ω j c o v e r ∂ Ω a n d t h ei r i nt e r s e cti o n i s r e d u c e d t o  p oi nt s,  w e c a n a c hi e v e

t h e s a m e cl o a ki n g eff e ct a s t h e  G r e e n i d e ntit y cl o a k if  w e a r e o ut si d e of t h e r e gi o n R 1 ∪ R 2 ∪ . . . ∪
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∂ W 1

∂ W 2

∂ W 3

∂ W 4

x 1

x 2

x 3

x 4

Fi g ur e 1. Active exterior cloak for t he Hel m holtz e q uatio n starti n g fro m t he Gree n i de ntities a p plie d o n t he s urface ∂ Ω of
a do mai n Ω . To hi de t he o bject (kite) i nsi de Ω , t he so urces i n t he portio ns ∂ Ω j of ∂ Ω are  move d to ne w locatio ns xj,
j = 1, . . . ,N dev . T he grey discs are t he do mai ns of diverge nce R j for t he ne w fiel ds, see (1.4). For ill ustratio n p ur poses, we
took N dev = 4, b ut t hree so urces wo ul d s u ffice to ac hieve exterior cloaki n g.

R N d e v
( s e e fi g u r e 1 f o r a n ill u st r ati o n).  H e r e  w e e xt e n d t hi s a p p r o a c h t o c o m pl e x  w a v e n u m b e r s t h at

e n a bl e s n e w a p pli c ati o n s.  M o r e o v e r, b y o bt ai ni n g b o u n d s f o r t h e  G r af’ s a d diti o n f o r m ul a  wit h

c o m pl e x a r g u m e nt s,  w e  d e ri v e a si m pl e g e o m et ri c s e ri e s a n s at z t o  p r e di ct t h e t r u n c ati o n e r r o r

f o r t h e  fi el d g e n e r at e d b y t h e  m ulti p ol a r s o u r c e s.  T hi s e xt e n d s  p r e vi o u s  w o r k o n t h e t r u n c ati o n

e r r o r of  G r af’ s a d diti o n f o r m ul a e [ 1 3 ,1 4 ] f o r r e al a r g u m e nt s.  T h e t r u n c ati o n e sti m at e s all o w  u s t o

q u a ntit ati v el y  p r e di ct t h e q u alit y of t h e cl o a ki n g eff e ct.

( b) Exte n di n g active exterior cloaki n g to co m plex k

M a n y  p a rti al  diff e r e nti al e q u ati o n s i n t h e f r e q u e n c y  d o m ai n l e a d t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n

wit h a c o m pl e x  w a v e n u m b e r.  T o n a m e a f e w: t h e t el e g r a p h e q u ati o n, t h e  diff u si o n e q u ati o n,

S c h r ö di n g e r e q u ati o n a n d t h e  Kl ei n – G o r d o n e q u ati o n ( e. g. [ 1 5 ,1 6 ] o r [1 7 ], § 1. 1. 2).  M o r e g e n e r all y,

c o n si d e r  p a rti al  diff e r e nti al e q u ati o n s ( P D E s) i n t h e ti m e  d o m ai n of t h e f o r m

P (∂ t)u = u + f, ( 1. 5)

w h e r e P i s a  p ol y n o mi al of  d e g r e e n a n d f(x , t) i s a s o u r c e t e r m. Si n c e ( 1. 5) i s a c o n st a nt

c o ef fi ci e nt  P D E, it a d mit s a s ol uti o n i n t h e  di st ri b uti o n al s e n s e, f o r e x a m pl e f o r a n y c o m p a ctl y

s u p p o rt e d s o u r c e t e r m f.  T hi s c a n b e s e e n f r o m t h e  M al g r a n g e – E h r e n p r ei s t h e o r e m, t h o u g h

wit h o ut  u ni q u e n e s s o r c a u s alit y g u a r a nt e e s, e. g. [ 1 8 ].

M a n y cl a s si c e q u ati o n s a r e of t h e f o r m ( 1. 5). F o r e x a m pl e, t h e  w a v e e q u ati o n c a n b e o bt ai n e d

wit h P (z ) = z 2 , a n d t h e  h e at e q u ati o n  wit h P (z ) = z . F o r a c a us al s o u r c e f (i. e. f(x , t) = 0 f o r t < 0),  w e

c a n a n al y s e e q u ati o n s of t h e f o r m ( 1. 5) i n t h e f r e q u e n c y  d o m ai n b y  m e a n s of t h e F o u ri e r – L a pl a c e

t r a n sf o r m

u (x , ω ) =
∞

0
d t e iω t u (x , t), ( 1. 6)

w h e r e ω i s i n g e n e r al c o m pl e x a n d u i s a s s u m e d t o g r o w s uf fi ci e ntl y sl o wl y. F o r e x a m pl e,  w e  m a y

a s s u m e t h at u (x , t) s ati s fi e s f o r t > 0

||u (·, t)||  ≤ C e α t( 1 + tp ), ( 1. 7)
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w h e r e C > 0, p ∈ N a n d α ∈ R a r e c o n st a nt s, e. g. [ 1 5 ,1 9 ].  U n d e r t hi s a s s u m pti o n, t h e F o u ri e r –

L a pl a c e t r a n sf o r m i s  d e fi n e d o n t h e h alf  pl a n e

C +
α := { ω ∈ C | I m(ω ) > α }. ( 1. 8)

T h e c h oi c e of n o r m  d e p e n d s o n t h e s p ati al  diff e r e nti al o p e r at o r. Si n c e  w e f o c u s o n t h e  L a pl a ci a n,

w e  u s e t h e H 1 n o r m o n a n y b o u n d e d o p e n s et of i nt e r e st ( α , p , C c o ul d  d e p e n d o n t h e c h oi c e of

t h e s et).  T o s u m m a ri z e, i n o u r sit u ati o n,  w e  m a y a s s u m e t h at u ∈ L 1
l o c(( 0, ∞ ), H 1

l o c(R
2 ))1 s ati s fi e s

t h e g r o wt h c o n diti o n ( 1. 7) f o r t h e H 1 - n o r m o n a n y b o u n d e d o p e n s et of R 2 . F u rt h e r m o r e,  w e

a s s u m e t h at all it s ti m e  d e ri v ati v e s  u p t o o r d e r n (t h e  d e g r e e of t h e  p ol y n o mi al P ) a n d t h e s o u r c e

t e r m f a r e i n L 1
l o c(( 0, ∞ ), L 2

l o c(R
2 )) a n d s ati sf y ( 1. 7) o n a n y b o u n d e d o p e n s et of R 2 f o r t h e L 2 - n o r m

( wit h t h e s a m e r e al α a s f o r u , t h at c o ul d  d e p e n d o nl y o n t h e s p ati al s et).  T hi s g r o wt h c o n diti o n

all o w s t o  m a k e s e n s e of t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m f o r s ol uti o n s t h at  m a y g r o w e x p o n e nti all y

i n ti m e,2 a s i s t h e c a s e of a cti v e  m e di a. 3

R e m ar k 1. 1. T h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m i s e q ui v al e nt t o t h e  L a pl a c e t r a n sf o r m  wit h

s = − iω ( s e e e. g. ( 4. 5) f o r a  d e fi niti o n).  H e r e  w e c h o o s e t hi s c o n v e nti o n b e c a u s e  w h e n ω i s r e al

it c o r r e s p o n d s t o t h e a n g ul a r f r e q u e n c y i n  w a v e  p r o p a g ati o n.

A s s u mi n g u a n d all it s ti m e  d e ri v ati v e s  u p t o o r d e r n − 1 v a ni s h at t = 0,  w e g et t h at u (x , ω )

s ati s fi e s t h e i n h o m o g e n e o u s  H el m h olt z e q u ati o n:

u + k 2 u = − f , ( 1. 9)

wit h t h e r el ati o n k 2 = − P (− iω ).  T hi s f o r m ali s m s h o w s t h at k m a y b e c o m pl e x, e. g. i n t h e c a s e of

t h e h e at e q u ati o n.  A n ot h e r e x a m pl e i s t h e  m o di fi e d  w a v e e q u ati o n  wit h P (z ) = z 2 + α z , α ∈ R .

If α > 0, t hi s i s t h e  di s si p ati v e  w a v e e q u ati o n  w hi c h c o r r e s p o n d s t o  w a v e  p r o p a g ati o n i n l o s s y

m e di a. If ω > 0,  w e c a n c h o o s e t h e r o ot k s u c h t h at I m( k ) > 0 t o g et s p ati all y  d e c r e a si n g s ol uti o n s

t o ( 1. 9).4 W h e r e a s  wit h α < 0, ω > 0  w e c h o o s e k s u c h t h at I m( k ) < 0 t o g et s p ati all y i n c r e a si n g

s ol uti o n s c o r r e s p o n di n g t o a n a m plif yi n g  m e di u m ( m e di u m  wit h g ai n) ( e. g. [ 2 5 ]).  We s u m m a ri z e

t h e  p o s si biliti e s i n fi g u r e 2 .  We h a v e hi g hli g ht e d t h e r e gi o n  wit h  R e(k 2 ) < 0 ( o r e q ui v al e ntl y

|R e( k )| < |I m(k )|), si n c e a f o r m of t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e h ol d s f o r t h e  H el m h olt z e q u ati o n  wit h

s u c h k [2 6 ,2 7 ].  L at e r i n § 3 b,  w e s e e t h at t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e gi v e s a f o r m of st a bilit y f o r t h e

a c c u r a c y of a p p r o xi m ati o n s t o o u r cl o a ki n g a p p r o a c h.

Ot h e r sit u ati o n s  w h e r e c o m pl e x  w a v e n u m b e r k a ri s e s a r e i n  p a s si v e,  di s p e r si v e  m e di a,  w h e r e

t h e i n d e x of r ef r a cti o n i s a c o m pl e x v al u e d f u n cti o n of f r e q u e n c y ω [2 8 – 3 3 ].  A t y pi c al e x a m pl e i s

t h e  di s p e r si o n l a w gi v e n b y t h e  D r u d e – L o r e nt z  m o d el i n el e ct r o m a g n eti s m,  w hi c h c a n  m o d el

b ot h  m et al s a n d  m et a m at e ri al s  wit h n e g ati v e i n d e x of r ef r a cti o n [ 3 4 ]. I n a c o u sti c s ( s e e e. g.

s e cti o n 1. 1. 2 of [ 1 7 ]), c o m pl e x  w a v e n u m b e r s al s o a ri s e  w h e n st u d yi n g a c o u sti c ( p r e s s u r e)  w a v e s

p r o p a g ati n g  wit hi n c o m pl e x ( b ut h o m o g e n e o u s a n d i s ot r o pi c)  fl ui d s (i. e. n ot b a r ot r o pi c)  wit h a

r el a x ati o n ti m e ( d u e t o t h e  p r e s e n c e of s oli d  p a rti cl e s o r b u b bl e s) t h at c a n b e  m o d ell e d i n t h e ti m e-

h a r m o ni c r e gi m e  wit h k 2 = ω 2 / (c 2 ( 1 − iω τ p )).  H e r e c i s t h e s p e e d of s o u n d ( m s− 1 ), ω t h e  p ul s ati o n

f r e q u e n c y ( r a d s− 1 ) a n d τ p t h e  d e n sit y r el a x ati o n ti m e ( s).

We n ot e t h at t h e f r e q u e n c y  d o m ai n f o r m ul ati o n gi v e s a st r at e g y f o r a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g

i n t h e ti m e  d o m ai n f o r e q u ati o n s of t h e f o r m ( 1. 5), a n d e v e n  w h e n t h e  p o w e r s a r e f r a cti o n al o r

n e g ati v e ( w hi c h c o r r e s p o n d s t o i nt e g r o- diff e r e nti al e q u ati o n s).  O n e c a v e at of o u r a p p r o a c h i s t h at

1 L et X ⊂ R d . We r e c all t h at f o r p ≥ 1, L
p

l o c(X ) ( r e s p. H 1
l o c) i s t h e s et of f u n cti o n s t h at a r e L p ( r e s p. H 1 ) o n a n y b o u n d e d o p e n

s u b s et of X ,  wit h cl o s u r e i n si d e X . S e e [2 0 ,2 1 ].

2 T h e g r o wt h c o n diti o n ( 1. 6) a n d t h e r e g ul a rit y a s s u m pti o n u ∈ L 1
l o c(( 0, ∞ ), L 2

l o c(R
2 )) e n s u r e i n  p a rti c ul a r t h e e xi st e n c e of t h e

L a pl a c e t r a n sf o r m ( 1. 6) a s a  B o c h n e r i nt e g r al  wit h r e s p e ct t o t v al u e d i n L 2 [1 9 ], a n d t h u s al s o  p oi nt wi s e f o r al m o st all x ∈ R 2

a n d all ω ∈ C +
α .  We  p oi nt o ut t h at i n a  m o r e g e n e r al c o nt e xt, t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m c a n b e e xt e n d e d t o s p a c e s of

di st ri b uti o n s, e. g. [ 1 5 ,2 2 ,2 3 ].

3 B y ‘ a cti v e  m e di a’,  w e  m e a n t h e r e i s e n e r g y i n p ut t h at  m a y l e a d t o i n c r e a s e of t h e  m a g nit u d e of t h e  fi el d s i n ti m e, s e e f o r
i n st a n c e [2 4 ].  B y ‘ g ai n  m e di a’,  w e  m e a n t h at t h e r e a r e s p ati all y g r o wi n g o ut g oi n g s ol uti o n s of t h e  H el m h olt z e q u ati o n a s e. g.
r e s o n a nt st at e s, s e e [ 2 5 ].  T hi s i s n ot a  u ni v e r s al n o m e n cl at u r e.

4 W e s h all s e e i n § 2 t h at t h e  d e c a y i s c o n si st e nt  wit h t h e c h oi c e of  G r e e n f u n cti o n ( 2. 1).
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l o s sl ess

g ai n g ai n

l oss l oss

g ai n +  m a x pri n ci pl e

l oss +  m a x pri n ci pl e

R e( k )

I m(k )

R e( k )
= −I

m(k )

R e
( k )

 =
 −

I
m(k

)

Fi g ur e 2. Dia gra m of cases for t he wave n u m ber k de fi ne d by k = ± i
√

P (− iω ), w here we use d t he pri nci pal s q uare root a n d
t he si g n is c hose n to  matc h t he si g n of I m(k).  W he n I m(k) = 0 we have k = ±

√
− P (− iω ). ( O nli ne versio n i n colo ur.)

t h e s o u r c e s n e e d t o  m a k e s e n s e  p h y si c all y i n ( 1. 5).  H o w e v e r, f o r a cti v e t h e r m al cl o a ki n g ( § 4) t h e

s o u r c e s  w e o bt ai n c a n b e t h o u g ht of a s  P elti e r  d e vi c e s [ 3 5 ].

(c) Str uct ure of t he pa per

We  d e ri v e c o n v e r g e n c e e sti m at e s f o r t h e  G r af a d diti o n f o r m ul a a p pli e d t o  G r e e n f u n cti o n s i n § 2,

s h o wi n g t h at t h e t r u n c ati o n e r r o r of t h e s e ri e s c a n b e  d o mi n at e d b y t h at of a g e o m et ri c s e ri e s

wit h r ati o t h at  d e p e n d s o nl y o n t h e  p o siti o n of t h e e v al u ati o n  p oi nt r el ati v e t o t h e  p o siti o n s of t h e

o ri gi n al a n d n e w s o u r c e s.  T hi s r e s ult c a n b e a p pli e d t o g et t r u n c ati o n e sti m at e s f o r t h e  m ulti p ol a r

s o u r c e e x p a n si o n s t h at a p p e a r i n a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g f o r  p o s si bl y c o m pl e x  w a v e n u m b e r s ( § 3).

I n § 3,  w e al s o  u s e a f o r m of t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e f o r t h e  H el m h olt z e q u ati o n,  w hi c h g u a r a nt e e s

t h e t r u n c ati o n e r r o r s i n a r e gi o n a r e  m a xi m u m o n t h e b o u n d a r y of t h e r e gi o n (t hi s o nl y h ol d s f o r

a cl a s s of  di s si p ati v e o r  diff u si v e  m e di a).  T h e ti m e  d o m ai n  p r o bl e m f o r t h e h e at e q u ati o n i s t h e n

c o n si d e r e d i n § 4.  We c o n cl u d e  wit h s o m e f ut u r e  w o r k a n d  p e r s p e cti v e s i n § 5.

2.  Movi n g so urces
T h e  fi el d e v al u at e d at x c o r r e s p o n di n g t o a  p oi nt s o u r c e l o c at e d at y i s gi v e n b y t h e a p p r o p ri at e

G r e e n f u n cti o n

G (x − y ; k ) =
i

4
H

( 1)
0 (k |x − y |), ( 2. 1)

w h e r e H
( 1)
0 i s t h e z e r ot h- o r d e r  H a n k el f u n cti o n of t h e  fi r st ki n d,5 ( e. g. [1 1 ], e q n 1 0. 4. 3).  M o r e o v e r,

G (x ; k ) → 0 a s |x | → ∞ w h e n e v e r I m( k ) ≥ 0, a s c a n b e s e e n f r o m t h e l a r g e a r g u m e nt a s y m pt oti c s f o r

B e s s el f u n cti o n s ([ 1 1 ], e q n 1 0. 2. 5).  W h e n I m(k ) < 0, t h e s a m e a s y m pt oti c s h o w s t h at |G (x ; k )| → ∞.

T h u s, t h e c h oi c e of  G r e e n f u n cti o n i s c o n si st e nt  wit h t h e l o s s a n d g ai n c o n v e nti o n s i n t h e  di a g r a m

a p p e a ri n g i n fi g u r e 2 .

5 I n t h e c o nt e xt of t h e  w a v e e q u ati o n  wit h c o n st a nt  p r o p a g ati o n s p e e d c , w e h a v e k = ω / c > 0 a n d t h e c h oi c e of  G r e e n f u n cti o n
( 2. 1) c o r r e s p o n d s t o o ut g oi n g  w a v e s.  T hi s i s c o n si st e nt  wit h t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m c o n v e nti o n ( 1. 6) a n d  wit h t h e
c o n v e nti o n t h at t h e c o r r e s p o n di n g ti m e h a r m o ni c  fi el d i s  R e( e x p[ − iω t]G (x − y ; k )). I n f a ct  R e(k ) > 0 al s o gi v e s o ut g oi n g  w a v e s,
a s c a n b e s e e n e. g. f r o m a d a pti n g t h e  di s c u s si o n ([ 1 7 ], e q n 1. 2. 1 2) f r o m t h r e e- t o t w o- di m e n si o n al  u si n g ([1 1 ], e q n 1 0. 4. 3).
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T h a n k s t o t h e  G r af a d diti o n f o r m ul a e ([ 1 1 ], e q n 1 0. 2 3. 7),  w e c a n  m o v e ( wit h t h r e e si g ni fi c a nt

c a v e at s) t h e s o u r c e f r o m l o c ati o n y t o a n ot h e r l o c ati o n x j, i n d e e d:

G (x − y ; k ) =
i

4

∞

m = − ∞

H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|) e x p[im θ ], ( 2. 2)

w h e r e θ = a r g( x − x j) − a r g( y − x j) a n d a r g x i s t h e c o u nt e r- cl o c k wi s e a n gl e b et w e e n t h e v e ct o r s x

a n d ( 1, 0).  H e r e Jm i s t h e m t h- o r d e r  B e s s el f u n cti o n of t h e  fi r st ki n d, e. g. ([1 1 ], e q n 1 0. 2. 2).  T h e  fi r st

c a v e at i s t h at t h e n e w s o u r c e i n ( 2. 2) i s n o l o n g e r a  m o n o p ol e  p oi nt s o u r c e li k e ( 2. 1), b ut a li n e a r

c o m bi n ati o n of  H el m h olt z e q u ati o n s ol uti o n s t h at  di v e r g e a s |x − x j| → 0, of t h e f o r m V m (x − x j)

w h e r e

V m (x ) = e x p[i m a r g( x )]H
( 1)
m (k |x |), ( 2. 3)

a n d t h at a r e k n o w n a s m ulti p ol ar s o urces ( o r c yli n dri c al o ut g oi n g  w a ves w h e n k i s r e al).  T h e s e c o n d

c a v e at i s t h at t h e  G r af a d diti o n f o r m ul a i s o nl y v ali d f o r k ∈ C \ (− ∞ , 0].  T h e t hi r d c a v e at i s t h at

t h e s e ri e s c o n v e r g e s o nl y o ut si d e of t h e  di s c D x j,y , a s  d e fi n e d i n ( 1. 3).

T h e s a m e  m et h o d a n d c a v e at s a p pl y if  w e  d e si r e t o  m o v e a  di p ol e l o c at e d at y a n d o ri e nt e d i n

t h e  di r e cti o n ν (y ) n o r m al t o t h e b o u n d a r y ∂ Ω at y , o r  m o r e  p r e ci s el y

∂ G

∂ ν (y )
(x − y ; k ) =

i

4

∞

m = − ∞

H
( 1)
m (k |x − x j|)

∂

∂ ν (y )
Jm (k |y − x j|) e x p[im θ ] , ( 2. 4)

w h e r e θ i s t h e s a m e a s i n ( 2. 2). F o r m all y s p e a ki n g, e q u ati o n ( 2. 4) c a n b e o bt ai n e d b y t a ki n g t h e

g r a di e nt t e r m b y t e r m ( wit h r e s p e ct t o y ) i n ( 2. 2) a n d t h e n t a ki n g t h e  d ot  p r o d u ct  wit h ν (y ).

T h e  diff e r e nti ati o n t e r m b y t e r m c a n b e e a sil y j u sti fi e d b y  u si n g l e m m a 2. 2 i n o r d e r t o  p r o v e

t h at t h e i n v ol v e d s e ri e s of g r a di e nt s i s l o c all y n o r m all y c o n v e r g e nt ( a n d t h u s l o c all y  u nif o r ml y

c o n v e r g e nt)  wit h r e s p e ct t o y w h e n x , x j a r e  fi x e d.

We st a rt i n § 2 a b y  p r o vi n g c o n v e r g e n c e e sti m at e s f o r ( 2. 2) a n d ( 2. 4).  T h e c o n v e r g e n c e e r r o r s

a r e ill u st r at e d n u m e ri c all y i n § 2 b.

(a) Tr u ncatio n error esti mates

T o st u d y t h e c o n v e r g e n c e r at e of ( 2. 2) a n d ( 2. 4)  w e  d e fi n e t h e t r u n c ati o n t o 2 M + 1 t e r m s of t h e

f o r m ul a ( 2. 2) f o r  m o vi n g t h e  p oi nt s o u r c e at x j t o l o c ati o n y b y

G j,M (x − y ; k ) =
i

4

M

m = − M

H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|) e x p[im θ ], ( 2. 5)

w h e r e M i s a n i nt e g e r.  T h e t r u n c ati o n e r r o r f o r a  m o n o p ol e a n d  di p ol e a r e gi v e n, r e s p e cti v el y, b y

R j,M (x ; k ) = | G (x − y ; k ) − G j,M (x − y ; k )|

a n d R j,M (x ; k ) =
∂

∂ ν (y )
[G (x − y ; k ) − G j,M (x − y ; k )] .

⎫
⎪⎬

⎪⎭
( 2. 6)

H e r e ν (y ) c a n b e t h e n o r m al t o t h e b o u n d a r y ∂ Ω o r a n y ot h e r  u nit l e n gt h v e ct o r. I n t h e n e xt

t h e o r e m,  w e s h o w t h at t h e s e t r u n c ati o n e r r o r s a r e  d o mi n at e d b y t h e t r u n c ati o n e r r o r s of  w ell-

k n o w n s e ri e s s u c h a s g e o m et ri c s e ri e s.  O u r c o n v e r g e n c e e sti m at e s a c c o u nt f o r  m o vi n g s o u r c e s

f r o m  diff e r e nt o ri gi n al  p o siti o n s y t o a si n gl e n e w  p o siti o n x j.  T h e c a s e of  diff e r e nt o ri gi n al

p o siti o n s y i s  u s ef ul i n t h e c o nt e xt of a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g ( § 3).  We  p oi nt o ut t h at t h e  m o n o p ol e

t r u n c ati o n e r r o r  w a s  d e ri v e d f o r r e al  w a v e n u m b e r s b y ([1 3 ],  L e m m a 9) a n d [1 4 ],  u si n g t e c h ni q u e s

t h at a r e si mil a r t o t h e o n e s  w e  u s e h e r e.  T h e o r e m 2. 1 a p pli e s t o t h e  m o n o p ol e a n d t h e  di p ol e

t r u n c ati o n e r r o r s a n d all o w s f o r e sti m at e s t h at a r e u nif or m wit h r e s p e ct t o o ri gi n al s o u r c e l o c ati o n

y , e v al u ati o n  p oi nt x a n d c o m pl e x  w a v e n u m b e r s k .
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T h e o r e m 2. 1. Let x j ∈ R 2 , M ≥ 2, Y ⊂ R 2 b e a c o m p a ct set a n d de fi ne t he dis c

D m a x
j = { x ∈ R 2 |x − x j| ≤ m a x

y ∈ Y
|y − x j|}.

Let  X ⊂ R 2 \ D m a x
j a n d  K ⊂ C \ (− ∞ , 0] be c o m p a ct sets . T he n f or a n y (x , k ) ∈ X × K we h a ve t he

f oll o wi n g b o u n ds f or t he  m o n o p ole a n d di p ole tr u n c ati o n err ors

R j,M (x ; k ) ≤ C 1 − l n( 1 − a x ) −

M

m = 1

a m
x

m

a n d R j,M (x ; k ) ≤ C 2
a M + 1
x

1 − a x
,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

( 2. 7)

w here  C 1 a n d  C 2 m a y de pe n d o n  X , Y , K a n d

a x :=
m a x y ∈ Y |y − x j|

|x − x j|
. ( 2. 8)

T o  p r o v e t h e o r e m 2. 1,  w e n e e d t h e f oll o wi n g a s y m pt oti c f o r m ul a e f o r  B e s s el f u n cti o n s t h at

a r e  u nif o r m o n t h e o r d e r a n d a r e v ali d o n a p p r o p ri at e c o m p a ct s et s of C e x cl u di n g t h e n e g ati v e

r e al a xi s ( − ∞ , 0].  T hi s i s b e c a u s e  w e  u s e t h e  p o w e r s e ri e s  d e fi niti o n s f o r  B e s s el f u n cti o n s i n ([1 1 ],

§ 1 0. 8) a n d t h e  p o w e r s e ri e s e x p a n si o n f o r H
( 1)
n (z ) i s  n ot v ali d f o r z ∈ (− ∞ , 0] ( a s t h e e x p a n si o n

c o nt ai n s t h e t e r m ( 2i / π ) l n(z / 2) Jn (z ),  w hi c h  h a s a  di s c o nti n uit y f o r s u c h z ).  T h e o r e m 2. 1 c a n b e

r ef o r m ul at e d b y e x cl u di n g f r o m t h e c o m pl e x  pl a n e a  diff e r e nt h alf-li n e t h a n ( − ∞ , 0].  T hi s  w o ul d

r e q ui r e  u si n g a n o n- p ri n ci p al b r a n c h of t h e s q u a r e r o ot (t o  d e fi n e k ), of t h e n at u r al l o g a rit h m

l n a n d of  B e s s el f u n cti o n s.  Al s o t h e o r e m 2. 1 h ol d s e v e n if ν (y ) i s a n a r bit r a r y  u nit v e ct o r ( n ot

n e c e s s a ril y t h e n o r m al t o t h e b o u n d a r y at y ).

L e m m a 2. 2. Let  K 1 b e a c o m p a ct set of C , K 2 b e a c o m p a ct set of C \ (− ∞ , 0] a n d n ∈ N . T he n t here

e xists c o nst a nt  C K 1
, C̃ K 1

a n d C̃ K 2
(i n de pe n de nt of n) s u c h t h at:

Jn (z ) −
1

n !

z

2

n
≤

C K 1

(n + 1)!

|z |

2

n + 2

, ∀ z ∈ K 1 , n ≥ 0, ( 2. 9)

Jn (z ) −
1

2( n − 1)!

z

2

n − 1
≤

C̃ K 1

n !

|z |

2

n + 1

, ∀ z ∈ K 1 , n ≥ 1 ( 2. 1 0)

a n d H
( 1)
n (z ) +

i (n − 1)!

π

2

z

n

≤ C̃ K 2
(n − 2)!

2

|z |

n − 2

, ∀ z ∈ K 2 , n ≥ 2. ( 2. 1 1)

T h e  p r o of of l e m m a 2. 2 i s i n cl u d e d i n a p p e n di x  A. F r o m l e m m a 2. 2,  w e c a n  d e d u c e t h e

f oll o wi n g i n e q u aliti e s f o r Jn , Jn (t h e  d e ri v ati v e of Jn ) a n d H
( 1)
n t h at a r e  u s ef ul i n t h e  p r o of of

t h e o r e m 2. 1.  L et K 1 b e a c o m p a ct s et of C a n d K 2 b e a c o m p a ct s et of C \ (− ∞ , 0].  A p pl yi n g t h e

i n e q u alit y ( 2. 9),  w e g et t h at f o r all z ∈ K 1 a n d n ≥ 0

|Jn (z )| ≤ Jn (z ) −
1

n !

z

2

n
+

1

n !

|z |

2

n

≤
C K 1

(n + 1)!

|z |

2

n + 2

+
1

n !

|z |

2

n

≤
B K 1

n !

|z |

2

n

wit h B K 1
= m a x 1, C K 1

m a x
z ∈ K 1

|z |

2

2

> 0. ( 2. 1 2)

Si mil a rl y, o n e  d e d u c e s f r o m f o r m ul a ( 2. 1 0) a n d ( 2. 1 1) t h at t h e r e e xi st s t w o c o n st a nt s B̃ K 1
> 0 a n d

B̃ K 2
> 0 s u c h t h at:

Jn (z ) ≤
B̃ K 1

(n − 1)!

|z |

2

n − 1

, ∀ z ∈ K 1 , n ≥ 1 ( 2. 1 3)
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a n d

H
( 1)
n (z ) ≤ B̃ K 2

(n − 1)!
2

|z |

n

, ∀ z ∈ K 2 , n ≥ 2. ( 2. 1 4)

We r e m a r k t h at l e m m a 2. 2 s h o w s t h at i n e q u aliti e s ( 2. 1 2) –( 2. 1 4) a r e o pti m al i n t h e s e n s e t h at t h e y

b o u n d t h e f u n cti o n s b y t h ei r l e a di n g o r d e r t e r m.  We a r e n o w r e a d y t o  p r o v e t h e o r e m 2. 1.

Pr o of. St e p 1: i n e q u alit y o n t h e  m o n o p ol e tr u n c ati o n err or R j,M .

We  w a nt t o a p pl y t h e l e m m a 2. 2 t o b o u n d t h e t e r m s Jm (k |y − x j|) a n d H
( 1)
m (k |x − x j|) f o r m ≥

M + 1 a p p e a ri n g i n t h e e x p r e s si o n of R j,M = | G (x − y ; k ) − G M (x − y ; k )|.  N oti n g  fi r st t h at H
( 1)
− m =

(− 1) m H
( 1)
m a n d J− m = (− 1) m Jm ,  w e o bt ai n t h at:

R j,M (x ; k ) ≤

|m | ≥M + 1

|H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|)| =

∞

m = M + 1

2 |H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|)|.

T h u s, a p pl yi n g i n e q u aliti e s ( 2. 1 2) a n d ( 2. 1 3) gi v e s t h at t h e r e e xi st s C 1 > 0 ( d e p e n di n g o n t h e

c o m p a ct s X a n d K b ut n ot o n t h e t r u n c ati o n i n d e x M ) s u c h t h at

R j,M (x ; k ) ≤ C 1

∞

m = M + 1

1

m
a m
x = C 1 − l n( 1 − a x ) −

M

m = 1

a m
x

m
.

St e p 2: i n e q u alit y o n t h e  di p ol e tr u n c ati o n err or R j,M .

F o r R j,M (x ; k ),  w e  h a v e t h e f oll o wi n g ( n ot e t h at θ a n d n d e p e n d o n y )

R j,M (x ; k ) =

|m | ≥M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|)

∂

∂ ν (y )
Jm (k |y − x j|) e x p[im θ ]

=

|m | ≥M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|) e x p[im θ ]k

(y − x j) · ν (y )

|y − x j|3
Jm (k |y − x j|)

+ H
( 1)
m (k |x − x j|) e x p[im θ ]Jm (k |y − x j|)(− im )

∂

∂ ν (y )
a r g( y − x j)

≤

|m | ≥M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|)k

(y − x j) · ν (y )

|y − x j|
Jm (k |y − x j|)

+ H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|)m

∂

∂ ν (y )
a r g( y − x j) .

Si n c e H
( 1)
− m = (− 1) m H

( 1)
m a n d J− m = (− 1) m Jm w e c a n r e d u c e t h e s u m t o

R j,M (x ; k ) ≤ 2

∞

m = M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|)k

(y − x j) · ν (y )

|y − x j|
Jm (k |y − x j|)

+ 2

∞

m = M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|)m

∂

∂ ν (y )
a r g( y − x j) . ( 2. 1 5)

We  d e al  wit h t h e t w o l att e r s u m s s e p a r at el y.  We st a rt  wit h t h e s e c o n d s u m  d u e t o it s si mil a rit y t o

t h e  m o n o p ol e e r r o r.  N oti n g t h at

∂

∂ ν (y )
a r g( y − x j) =

(y − x j)⊥

|y − x j|2
· ν (y ) ≤

1

|y − x j|
≤ C ( 2. 1 6)
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1 4
err ors
b o u n ds

err ors
b o u n ds

1 2

1 0

8

6

5 1 0

z

2 0

( ¥1 0 – 4 )

1 0 – 1

1 0 – 2

1 0 – 3

1 5 5 1 0

z

2 01 5

4

(a ) (b )

Fi g ur e 3. T he  mo no pole (a) a n d di pole (b) errors (lo garit h mic scale), R j,M a n d R j,M i n (2.6) res pectively, a n d t he bo u n ds fro m
t heore m 2.1 for a si n gle poi nt i n s pace t hat was relatively close to t he so urce. T he colo ur re prese nts t he set for k as give n i n
fi g ure 4 . For t he di poles, we ca n not di ffere ntiate t he di ffere nt bo u n ds as t hey all lie o n to p of eac h ot her.  We o bserve t hat t he
di pole errors a n d bo u n ds are larger. T his is i n li ne wit h t heore m 2.1: t he di pole error bo u n d decays slo wer t ha n t he  mo no pole
error bo u n d. Alt ho u g h so me c urves ca n not be disti n g uis he d, t he bo u n ds al ways overesti mate t he act ual errors. ( O nli ne versio n
i n colo ur.)

w h e r e f o r a v e ct o r u = (u 1 , u 2 ) ∈ R 2 , u ⊥ = (− u 2 , u 1 ) a n d t h e  p o siti v e c o n st a nt C i s  d e fi n e d b y

C = m a x y ∈ Y |y − x j|
− 1 .  T h u s, c o m bi ni n g ( 2. 1 2), ( 2. 1 4) a n d ( 2. 1 6) gi v e s t h at

∞

m = M + 1

m H
( 1)
m (k |x − x j|)Jm (k |y − x j|)

∂

∂ ν (y )
a r g( y − x j) ≤ C 3

∞

m = M + 1

a m
x , ( 2. 1 7)

w h e r e t h e  p o siti v e c o n st a nt C 3 d e p e n d s o nl y o n Y , X a n d K .

N o w,  w e e sti m at e t h e  fi r st s u m of ( 2. 1 5).  B y vi rt u e of t h e e sti m at e s ( 2. 1 3) a n d ( 2. 1 4), o n e g et s

t h at t h e r e e xi st s a c o n st a nt C 4 > 0 s u c h t h at

∞

m = M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|)k

(y − x j) · ν (y )

|y − x j|
Jm (k |y − x j|) ≤

C 4

|x − x j|

∞

m = M + 1

a m
x .

S etti n g C 5 = C 4 m a x x ∈ X |x − x j|
− 1 > 0, o n e o bt ai n s

∞

m = M + 1

H
( 1)
m (k |x − x j|)k

(y − x j) · ν (y )

|y − x j|
Jm (k |y − x j|) ≤ C 5

∞

m = M + 1

a m
x . ( 2. 1 8)

C o m bi ni n g ( 2. 1 5), ( 2. 1 7) a n d ( 2. 1 8) yi el d s t h e s e c o n d i n e q u alit y of ( 2. 7).

( b) N u merical ex peri me nts for tr u ncatio n error esti mates

We ill u st r at e o u r b o u n d s n u m e ri c all y i n t h e c a s e  w h e r e t h e r e i s o nl y o n e s o u r c e t o  m o v e, i. e.

Y = { y } a n d  u si n g ν (y ) = (y − x j)/ |y − x j|.  T h e b o u n d s i n t h e o r e m 2. 1 i n v ol v e a q u a ntit y a x t h at c a n

b e e sti m at e d f r o m t h e r el ati v e  p o siti o n s of x , y a n d x j ( r e s p e cti v el y, t h e e v al u ati o n  p oi nt a n d t h e

o ri gi n al a n d n e w s o u r c e  p o siti o n s).  T h e b o u n d s al s o i n v ol v e c o n st a nt s C 1 , C 2 t h at  m a y  d e p e n d i n

n o n- o b vi o u s  w a y s o n t h e  diff e r e nt c h oi c e s of c o m p a ct s et s i n s p a c e a n d  w a v e n u m b e r.  T o e sti m at e

C 1 ( r e s p. C 2 ) f o r a  p a rti c ul a r c h oi c e of (x , k ) ∈ X × K ,  w e a s s u m e t h e t r u n c ati o n e r r o r h a s t h e f o r m

p r e di ct e d b y t h e r e s p e cti v e  u p p e r b o u n d i n ( 2. 7), a n d  w e  fi n d t h e C 1 ( r e s p. C 2 ) t h at  m at c h e s t h e

a ct u al e r r o r e x pli citl y f o r o n e s m all v al u e of M .  We r e p e at t hi s e sti m at e o n a g ri d f o r X × K a n d

t h e n t a k e t h e  m a xi m a of t h e e sti m at e s f o r C 1 ( r e s p. C 2 ) o v e r t h e g ri d.
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2 0

1 5

1 0

0

0 5 1 0

R e

1 5 2 0

I
m

5

– 5

c o n diti o n r a n g e c ol o ur

r e al K 1 = [ 0 .5 , 2 0] gr e e n

i m a gi n ar y K 2 = { iζ | ζ ∈ K 1 } r e d

dissi p ati v e K 3 = { ( 1  +
√

2i ) ζ /
√

3 | ζ ∈ K 1 } bl u e

a m plif yi n g K 4 = { ( 9 9 − i
√

1 9 9 ζ ) / 1 0 0 | ζ ∈ K 1 } pi n k

Fi g ur e 4. Wave n u m ber ra n ges use d i n t he n u merical ex peri me nts a n d t heir vis ualizatio n i n t he co m plex pla ne. ( O nli ne versio n
i n colo ur.)

1

1

1 0 – 5

1 0 – 5

1 0 – 1 0

(a ) (b )

err ors
b o u n ds

0. 5 0. 6 0. 7

⎪ y  – x j⎪ /⎪ x – x j⎪

0. 8 0. 9 1. 0 0. 5 0. 6 0. 7

⎪ y – x j⎪ /⎪ x – x j⎪

0. 8 0. 9 1. 0

err ors
b o u n ds

Fi g ur e 5. T he  mo no pole (a) a n d di pole (b) errors (lo garit h mic scale), R j,M a n d R j,M i n (2.6), res pectively, a n d bo u n ds for a ra n ge

of poi nts i n s pace at a real k = 1, p ure i ma gi nary k = i, co m plex (dissi pative) k = 1/
√

3 + i
√

2/
√

3, a n d co m plex ( gai n)

k = 99 − i
√

199 / 100 wave n u m bers wit h t he colo urs re prese nte d i n fi g ure 4 . T he plots for di ffere nt wave n u m bers ca n not

be di ffere ntiate d. ( O nli ne versio n i n colo ur.)

I n fi g u r e 3 ,  w e s h o w t h e s e b o u n d s f o r {x } × K , f o r  diff e r e nt c h oi c e s of  w a v e n u m b e r s et s i n

c o m pl e x  pl a n e a n d f o r t h e  fi x e d e v al u ati o n  p oi nt x = ( 0, 0. 4 3).  T h e o ri gi n al s o u r c e l o c ati o n i s y =

( 0, 0) a n d it i s  m o v e d t o t h e n e w l o c ati o n x j = ( 0, 0. 2).  We t o o k M = 4 t o a p p r o xi m at e t h e c o n st a nt s

C 1 a n d C 2 o v e r {x } × K a n d t h e n  u s e o u r e sti m at e d C 1 a n d C 2 t o  p r e di ct t h e t r u n c ati o n s e r r o r s

wit h M = 2 0 t e r m s.  T h e  diff e r e nt  w a v e n u m b e r r a n g e s i n t h e c o m pl e x  pl a n e t h at  w e c o n si d e r e d

a r e s u m m a ri z e d i n fi g u r e 4 . T h e n i n fi g u r e 5 ,  w e e sti m at e d t h e c o n st a nt s C 1 a n d C 2 o n X × { k }

f o r f o u r  diff e r e nt  w a v e n u m b e r s k ∈ C . H e r e X i s t h e r e gi o n X = { x ∈ R 2 |1 / 2 ≤ | y − x j|/ |x − x j| ≤

0. 9 9 5 } ∩ {x 1 = 0 }, i. e. t h e a n n ul u s f o r  w hi c h t h e r ati o i n t h e g e o m et ri c s e ri e s a n s at z b el o n g s t o

[ 1/ 2, 0. 9 9 5].
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3. Active exterior cloaki n g at fixe d fre q ue ncy
O n e c a n a c hi e v e a cti v e cl o a ki n g b y o b s e r vi n g [ 5 ] t h at a  di st ri b uti o n of  m o n o p ol e s a n d  di p ol e s o n

t h e b o u n d a r y ∂ Ω of a b o u n d e d o p e n Ω ⊂ R 2 c a n c r e at e a  fi el d u c t h at c a n c el s o ut t h e i n ci d e nt o r

p r o bi n g  fi el d u i i n si d e a r e gi o n Ω ,  w hil e v a ni s hi n g o ut si d e, o r i n ot h e r  w o r d s s ati sf yi n g ( 1. 2).  B y

a p pl yi n g t h e  G r e e n i d e ntiti e s ( e. g. [ 4 ]) o r  p ot e nti al t h e o r y ( e. g. [3 ]) t h e f u n cti o n u c = − u i i s gi v e n

f o r x /∈ ∂ Ω b y

u c (x ; k ) =
∂ Ω

d S (y )
− ∂ u i

∂ ν (y )
(y ; k )G (x − y ; k ) + u i(y ; k )

∂ G

∂ ν (y )
(x − y ; k ) , ( 3. 1)

w h e r e G (x ; k ) i s t h e  G r e e n f u n cti o n ( 2. 1).

R e m ar k 3. 1. T h e r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a ( 3. 1) i s v ali d f o r e x a m pl e  w h e n Ω h a s  Li p s c hit z

b o u n d a r y ∂ Ω .  T o s e e t hi s,  w e a s s u m e Ω ⊂ O , w h e r e O i s a n o p e n s et a n d t h e i n ci d e nt  fi el d

u i ∈ H 1
l o c(O ) s ol v e s (i n t h e  di st ri b uti o n al s e n s e) t h e  H el m h olt z e q u ati o n u i + k 2 u i = 0 i n O f o r

k ∈ C \ { 0 }. T h e n a s − u i = k 2 u i o n O , o n e e a sil y  p r o v e s b y i nt e ri o r elli pti c r e g ul a rit y of t h e  mi n u s

L a pl a ci a n o p e r at o r ( a p pl yi n g it e r ati v el y t h e o r e m 2,  p. 3 1 4 of [ 2 0 ]) t h at u i ∈ C ∞ (Ω ).

We  p oi nt o ut t h at u c = − u i ∈ C ∞ (Ω ) a n d t h e o ut w a r d n o r m al v e ct o r ν (y ) ∈ L ∞ (∂ Ω ) si n c e ∂ Ω

i s a  Li p s c hit z b o u n d a r y.  T h u s, it i s cl e a r t h at t h e  Di ri c hl et t r a c e u i i s s m o ot h o n ∂ Ω a n d t h at t h e

N e u m a n n t r a c e [ ∂ u i/ ∂ ν (y )](y ; k ) i s i n L ∞ (∂ Ω ).  H e n c e, t h e i nt e g r a n d i n ( 3. 1) i s i nt e g r a bl e a s a s u m

of t w o  p r o d u ct s of L ∞ (∂ Ω ) f u n cti o n s. I n d e e d si n c e  w e h a v e x /∈ ∂ Ω , t h e  G r e e n f u n cti o n G (x − y ; k )

i s s m o ot h f o r y ∈ ∂ Ω a n d it s n o r m al  d e ri v ati v e [ ∂ G / ∂ ν (y )](x − y ; k ) i s i n L ∞ (∂ Ω ) a s a f u n cti o n of y .

T o g et e xteri or cl o a ki n g, t h e i d e a i s t o  m o v e t h e  m o n o p ol e s a n d  di p ol e s o n t h e  p o rti o n s ∂ Ω j

of t h e b o u n d a r y ∂ Ω t o t h e n e w s o u r c e l o c ati o n s x j. F o r m all y, t hi s c a n b e  d o n e b y r e pl a ci n g

t h e  G r e e n f u n cti o n a n d it s n o r m al  d e ri v ati v e i n t h e r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a ( 3. 1) b y t h ei r s e ri e s

e x p a n si o n s ( 2. 2) a n d ( 2. 4).  T h e o r e m 3. 2 a n d r e m a r k 3. 1 all o w t o  p e r m ut e t h e o r d e r of t h e s e ri e s

a n d t h e i nt e g r al o v e r ∂ Ω ( si n c e t h e s e ri e s i s n o r m all y c o n v e r g e nt  wit h r e s p e ct t o y ).  T h u s  w e c a n

e x p r e s s t h e n e w cl o a ki n g  fi el d a s

u e (x ; k ) =

N d e v

j= 1

∞

m = − ∞

b j,m V m (x − x j; k ), ( 3. 2)

w h e r e V m a r e  m ulti p ol a r s o u r c e s ( 2. 3) a n d t h e c o ef fi ci e nt s b j,m a r e gi v e n b y ( 3. 4) i n t e r m s of

i nt e g r al s o v e r t h e ∂ Ω j, i d e nti c al t o t h o s e o bt ai n e d i n [2 ].  We e m p h a si z e t h at t h e o r e m 3. 2 i s v ali d

f o r c o m pl e x k wit h t h e e x c e pti o n of t h e n e g ati v e r e al a xi s,  w h e r e a s t h e r e s ult i n [ 2 ] i s o nl y  p r o v e n

f o r r e al k p o siti v e.  M o r e o v e r, t h e o r e m 3. 2 l e v e r a g e s o n t h e  G r af a d diti o n f o r m ul a t r u n c ati o n e r r o r

e sti m at e s i n t h e o r e m 2. 1, t o gi v e t h e t r u n c ati o n e r r o r  w h e n  w e c o n si d e r i n st e a d t h e t r u n c at e d

fi el d s:

u
(M )
e (x ; k ) =

N d e v

j= 1

M

m = − M

b j,m V m (x − x j; k ). ( 3. 3)

T hi s e r r o r e sti m at e i s n o v el a n d a p pli e s t o t h e r e s ult s i n [ 2 ].

T h e or e m 3. 2. Let Ω ⊂ R 2 b e a b o u n de d o pe n set  wit h Li ps c hit z b o u n d ar y ∂ Ω .  Ass u me ui i s a  H1l o c(O )

s ol uti o n t o t he  Hel m h olt z e q u ati o n,  w here O is a n o pe n set c o nt ai ni n g Ω .  De fi ne t he re gi o n  R = R 1 ∪ · · · ∪

R N de v
, i. e. t he u ni o n of t he dis cs Rj i n ( 1. 4). Let  K be a c o m p a ct s u bset of C \ (− ∞ , 0] a n d  X a c o m p a ct

s u bset of R 2 \ R.  De fi ne t he c oef fi cie nts b j,m i n (3. 2 ) a n d (3. 3 ) b y

b j,m =
∂ Ω j

d S (y ) −
∂ u i

∂ ν (y )
(y ; k )U m (y − x j; k ) + u i(y ; k )

∂ U m (y − x j; k )

∂ ν (y )
, ( 3. 4)

w here j = 1, . . . , N de v , m ∈ Z a n d  U m (x ; k ) = Jm (k |x |) e x p[− im a r g( x )].  T he n t here e xists a c o nst a nt  C > 0

( w hi c h  m a y de pe n d o n  K,  X, ui a n d ∂ u i/ ∂ ν (y )) s u c h t h at f or a n y (x , k ) ∈ X × K,

|u c (x ; k ) − u
(M )
e (x ; k )| ≤ C

a M + 1

1 − a
, ( 3. 5)
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w h e re

a = m a x
x ∈ X

m a x
j= 1, ...,N d e v

m a x
y ∈ ∂ Ω j

|y − x j|

|x − x j|
< 1.

I n p arti c ul ar f or a n y x /∈ R a n d k /∈ (− ∞ , 0], we h a ve uc (x ; k ) = u e (x ; k ).

R e m ar k 3. 3. T h e i nt e g r al a p p e a ri n g i n t h e  d e fi niti o n of t h e b j,m i n ( 3. 4) c a n b e e x p r e s s e d

a s a s e ri e s  w h e n t h e i n ci d e nt  fi el d u i i s gi v e n i n t e r m s of it s c yli n d ri c al  w a v e e x p a n si o n

([3 6 ],  T h e o r e m 2).  Alt h o u g h t h e s e ri e s e x p a n si o n i s  p r o v e n f o r t h e t w o- di m e n si o n al  H el m h olt z

e q u ati o n  wit h k > 0,  w e c o nj e ct u r e it i s v ali d f o r c o m pl e x k .

R e m ar k 3. 4. C o nt r olli n g  fi el d s o ut si d e of a b o u n d e d o p e n s et Ω c a n b e  u s ef ul f o r t h e

mi mi c ki n g  p r o bl e m ( m a ki n g a s c att e r e r i n si d e Ω l o o k li k e a n ot h e r o n e) o r f o r cl o a ki n g a s o u r c e

i n si d e Ω . T hi s r e q ui r e s a n e xteri or v e r si o n of t h e  G r e e n r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a ( 3. 1),  w hi c h i s v ali d

f o r I m(k ) ≥ 0,  w h e n t h e  fi el d t o r e p r o d u c e u i i s a s ol uti o n t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n o ut si d e of Ω

a n d s ati s fi e s t h e S o m m e rf el d r a di ati o n c o n diti o n ( e. g. [ 3 7 ],  T h e o r e m 3. 3).  We a r e n ot a w a r e of t h e

v ali dit y of t hi s r e s ult f o r g ai n  m e di a (I m( k ) < 0).  T h e r ef o r e,  w e a nti ci p at e t h at t h e o r e m 3. 2 c a n b e

a d a pt e d t o c o nt r ol  fi el d s o ut si d e of R f o r I m(k ) ≥ 0 a n d k /∈ (− ∞ , 0].

(a) Proof of t heore m 3.2

Pr o of. We r e w rit e t h e b o u n d a r y i nt e g r al r e p r e s e nt ati o n ( 3. 1) of t h e cl o a ki n g  fi el d u c a s a s u m of

i nt e g r al s o v e r t h e  p o rti o n s ∂ Ω j of t h e b o u n d a r y.  We t h e n a p pl y ( 2. 2) t o yi el d

u c (x ) =

N d e v

j= 1
∂ Ω j

d S (y )
− ∂ u i

∂ ν (y )
(y )

i

4

∞

m = − ∞

V m (x − x j)U m (y − x j)

+ u i(y )
i

4

∂

∂ ν (y )

∞

m = − ∞

V m (x − x j)U m (y − x j) , ( 3. 6)

w hi c h  h ol d s f o r x /∈ R .  We a p p r o xi m at e t h e cl o a k  fi el d b y u
(M )
e wit h c o ef fi ci e nt s b j,m c h o s e n a s i n

( 3. 4) t o  m at c h t h e |m | ≤ M t e r m s i n t h e s e ri e s i n ( 3. 6).  T h u s t h e e r r o r  w e  m a k e b y a p p r o xi m ati n g

u c (x ) b y u
(M )
e at s o m e x /∈ R c a n b e b o u n d e d b y

|u c (x ) − u
(M )
e (x )| =

N d e v

j= 1
∂ Ω j

d S (y )

⎡

⎣ − ∂ u i

∂ ν (y )
(y )

i

4
|m | ≥M + 1

V m (x − x j)U m (y − x j)

+ u i(y )
i

4

∂

∂ ν (y )
|m | ≥M + 1

V m (x − x j)U m (y − x j)

⎤

⎦

≤

N d e v

j= 1
∂ Ω j

d S (y )

⎡

⎣ − ∂ u i

∂ ν (y )
(y )

i

4
|m | ≥M + 1

V m (x − x j)U m (y − x j)

+ u i(y )
i

4

∂

∂ ν (y )
|m | ≥M + 1

V m (x − x j)U m (y − x j)

⎤

⎦ .

We  n oti c e t h at

R j,M (x ; k ) =

|m | ≥M + 1

V m (x − x j)U m (y − x j)

a n d

R j,M (x ; k ) =
∂

∂ ν (y )
|m | ≥M + 1

V m (x − x j)U m (y − x j) ,
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all o wi n g  u s t o a p pl y t h e o r e m 2. 1 t o b o u n d t h e t r u n c ati o n b y r e m ai n d e r s of a g e o m et ri c s e ri e s. It

f oll o w s t h at t h e r e e xi st s t w o  p o siti v e c o n st a nt s C 1, j a n d C 2, j t h at  d e p e n d o n t h e c o m p a ct s et s X ,

Y j = ∂ Ω j a n d K s u c h t h at

|u c (x ) − u
(M )
e (x )| ≤

N d e v

j= 1
∂ Ω j

d S (y )
∂ u i

∂ ν (y )
(y )

1

4
C 1, j + u i(y )

1

4
C 2, j

a M + 1
x ,j

1 − a x ,j
,

wit h

a x ,j =
m a x y ∈ ∂ Ω j

|y − x j|

|x − x j|
.

S etti n g C 1 = m a x j= 1, ...,N d e v
C 1, j a n d C 2 = m a x j= 1, ...,N d e v

C 2, j, it f oll o w s t h at

|u c (x ) − u
(M )
e (x )| ≤ n m a x

j
|∂ Ω j| C̃

a M + 1

1 − a
, ( 3. 7)

w h e r e,  u si n g t h at u i ∈ C 0 (∂ Ω ) a n d ∂ u i/ ∂ ν (y ) i s L ∞ (∂ Ω ) b y r e m a r k 3. 1,  w e i nt r o d u c e d

C̃ = e s s s u p
y ∈ ∂ Ω

∂ u i

∂ ν (y )
(y )

1

4
C 1 + m a x

y ∈ ∂ Ω
u i(y )

1

4
C 2 ( 3. 8)

a n d

a = m a x
x ∈ X

m a x
j= 1, ...,n

a x ,j < 1. ( 3. 9)

T h e e r r o r b o u n d ( 3. 5) f oll o w s b y l etti n g C = N d e v C̃ m a x j |∂ Ω j|. I n a d diti o n,  w e h a v e f o r x /∈ R a n d

k ∈ C \ (∞ , 0] t h at |u c (x ) − u e (x )| = li mM → ∞ |u c (x ) − u
(M )
e (x )| = 0 si n c e a < 1.  H e n c e  w e h a v e u c = u e

f o r x /∈ R .  T h e  fi el d s  d o n ot a g r e e f o r x ∈ R , b e c a u s e f o r at l e a st o n e j ∈ { 1, . . . , N d e v }, t h e s e ri e s i n

( 3. 2)  di v e r g e s.

( b) Sta bility t hro u g h t he  maxi m u m pri nci ple

H el m h olt z e q u ati o n s ol uti o n s s ati sf y a st r o n g  m a xi m u m  p ri n ci pl e if  R e( k 2 ) < 0 o r e q ui v al e ntl y

|I m(k )| > |R e( k )|. ( 3. 1 0)

Alt h o u g h  w e  u s e t hi s r e s ult f o r c o n st a nt i s ot r o pi c  m e di a, it h a s b e e n  p r o v e d i n t h e v e r y g e n e r al

c o nt e xt of t h e  H el m h olt z e q u ati o n  wit h a ni s ot r o pi c h et e r o g e n e o u s  m e di a ([ 2 6 ], c o r oll a r y 2. 1).

A n ot h e r  p r o of i n t h e c a s e of i s ot r o pi c h et e r o g e n e o u s  m e di a a p p e a r s i n ([ 2 7 ], t h e o r e m 6).

We n o w st at e t h e st r o n g  m a xi m u m  p ri n ci pl e.  B y i nt e ri o r r e g ul a rit y ( s e e r e m a r k 3. 1), a s ol uti o n

u ∈ H 1
l o c(O ) t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n i n a n o p e n s et O wit h a  w a v e n u m b e r k s ati sf yi n g ( 3. 1 0),

i s C ∞ (B ) o n a n y o p e n b o u n d e d s u b s et B wit h  Li p s c hit z b o u n d a r y ∂ B s ati sf yi n g B ⊂ O . T h u s, o n e

c a n a p pl y t h e st r o n g  m a xi m u m  p ri n ci pl e o n t h e s et B t o g et o n o n e h a n d t h at

m a x
x ∈ B

|u (x )| = m a x
x ∈ ∂ B

|u (x )|,

a n d o n t h e ot h e r h a n d t h at t h e  m a xi m u m of |u | i s o nl y r e a c h e d o n t h e b o u n d a r y ∂ B of B . We

n ot e t h at t h e str o n g m a xi m u m  p ri n ci pl e i s n ot v ali d f o r k o ut si d e t h e r e gi o n ( 3. 1 0) a s o n e c a n  fi n d

e x a m pl e s of s ol uti o n s vi ol ati n g it [ 2 6 ].

I n  p a rti c ul a r if u a n d v a r e s m o ot h s ol uti o n s t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n i n B wit h k s ati sf yi n g

( 3. 1 0), t h e  m a xi m u m of t h e e r r o r |u (x ) − v (x )| i s att ai n e d o nl y at t h e b o u n d a r y ∂ B . I n ot h e r  w o r d s,

t h e e r r o r  wit hi n t h e  d o m ai n i s c o nt r oll e d b y t h e e r r o r o n t h e b o u n d a r y (t h e  Di ri c hl et  d at a).  T hi s

c a n b e vi e w e d a s a f o r m of st a bilit y f o r t h e b o u n d a r y i nt e g r al r e p r e s e nt ati o n ( 3. 1).  M o r e o v e r, u e

a n d u
(M )
e a r e C ∞ (B ) s ol uti o n s t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n o n B , w h e r e B i s a b o u n d e d o p e n s et

s u c h t h at B ⊂ R 2 \ R ( s e e t h e o r e m 3. 2).  T h e r ef o r e,  w e c a n c o n cl u d e f r o m t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e

t h at t h e t r u n c ati o n e r r o r of e xt e ri o r cl o a ki n g (|u e (x ) − u
(M )
e (x )|) r e a c h e s it s  m a xi m u m o v e r B

o nl y o n t h e b o u n d a r y ∂ B . Fi n all y,  w e  p oi nt o ut t h at  w h e n n u m e ri c all y e v al u ati n g t h e b o u n d a r y

r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a ( 3. 1),  w e  u s e  fi nit el y  m a n y  m o n o p ol e a n d  di p ol e s o u r c e s o n t h e  d o m ai n
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x 1
x 1

x 2 x 2

x 3
x 3

x 4

x 4

W

d C

C i

C O

d D

(a ) (b )

Fi g ur e 6. (a) T he co n fi g uratio n of t he exterior cloak use d for fo ur exterior so urces (xj) to  maxi mize t he re gio n w here a n o bject

ca n be dissi m ulate d(t he bl ue stri pe dre gio n), wetake δ D =
√

2δ C .(b) Cloaki n g re gio n wit h s mallest i nscri be d circle wit h ra di us
rCi

a n d largest circ u mscri be d circle wit h ra di us rCO
. (a) I n ner a n d exterior cloak co n fi g uratio n, (b) cloak wit h i n/circ u mscri be d

circles. ( O nli ne versio n i n colo ur.)

∂ Ω . F oll o wi n g t h e s a m e a r g u m e nt, t h e e r r o r  w e  m a k e  wit h t hi s  di s c r eti z ati o n i s al s o  m a xi m u m

o n t h e b o u n d a r y of a n y b o u n d e d  d o m ai n B s u c h t h at B ⊂ R 2 \ ∂ Ω .  We  n u m e ri c all y ill u st r at e i n

fi g u r e 9 t h at t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e  p r e di ct s t h at t h e  m a xi m u m cl o a ki n g e r r o r s o c c u r o n t h e

b o u n d a r y of a r e gi o n a n d n ot i n si d e.

(c) N u merical ex peri me nts

We e x pl ai n h o w  w e e v al u at e t h e t r u n c at e d cl o a k  fi el d u
(M )
e i n § 3 c(i).  T h e n t h e t r u n c ati o n e r r o r s

a r e  p r e di ct e d i n § 3 c(ii)  u si n g t h e e r r o r b o u n d s i n t h e o r e m 3. 2. Fi n all y,  w e e x pl ai n i n § 3 c(iii) h o w

w e c al c ul at e s c att e r e d  fi el d s  w h e n I m( k ) ≥ 0.

(i) Eval uatio n of t he cloak fiel d

We ill u st r at e t h e o r e m 3. 2 n u m e ri c all y  u si n g a  di s c r e gi o n Ω a n d n = 4 s o u r c e s, a s s h o w n i n

fi g u r e 6 .  W hil e  w e c h o s e t o ill u st r at e e xt e ri o r cl o a ki n g  wit h f o u r  m ulti p ol a r s o u r c e s, o nl y t h r e e

a r e n e c e s s a r y i n t w o  di m e n si o n s t o gi v e a n o n- e m pt y r e gi o n cl o a ki n g [ 6 ].  Cl o a ki n g  fi el d s u
(M )
e

wit h M = 2 2 a r e s h o w n i n fi g u r e 7 f o r s e v e r al r e p r e s e nt ati v e  w a v e n u m b e r s o n t h e s q u a r e [ 0, 1 0] 2

u si n g a 2 0 0 × 2 0 0  u nif o r m g ri d.  T h e  di s c Ω i s c e nt r e d at ( 5, 5) a n d  wit h r a di u s δ C = 1 0 / 6.  T h e

x j a r e  u nif o r ml y s p a c e d o n a ci r cl e of s a m e c e nt r e a n d r a di u s δ D (fi g u r e 6 ),  w h e r e δ D i s c h o s e n

t o  m a xi mi z e t h e a r e a of t h e cl o a ki n g r e gi o n f o r δ C fi x e d.  T h e o pti mi z ati o n i s  d o n e vi a a si m pl e

g e o m et ri c a r g u m e nt si mil a r t o [ 6 ] a n d gi v e s δ D = 5
√

2 / 3.  T h e i n ci d e nt  fi el d i s g e n e r at e d b y a

p oi nt s o u r c e at y = ( 2, 5).  T o e v al u at e t h e t r u n c at e d e xt e ri o r cl o a ki n g  fi el d, u
(M )
e , w e u s e a n e q ui-

s p a c e d  di s c r eti z ati o n of ∂ Ω , i nt o  p oi nt s y i wit h i = 1, . . . , n i nt.  We s plit ∂ Ω i nt o n = 4 r e gi o n s e a c h

a s s o ci at e d  wit h a n e w s o u r c e l o c ati o n x j.  We c h o o s e n i nt s o t h at t h e r e i s a n e q u al n u m b e r of

di s c r eti z ati o n  p oi nt s of ∂ Ω f o r e a c h ∂ Ω j a n d c h o o s e t h e x j s u c h t h at  m a x y i∈ ∂ Ω j |y i − x j| i s e q u al

f o r all j i n o r d e r t o k e e p t h e si z e of t h e t h e o r eti c al  di v e r g e n c e r e gi o n s R j of o u r  d e vi c e s e q u al.  T h e

i nt e g r al s o v e r ∂ Ω j t h at  d et e r mi n e t h e c o ef fi ci e nt s b j,m i n t h e o r e m 3. 2 a r e a p p r o xi m at e d  u si n g t h e

mi d p oi nt r ul e ( s o t h at t h e t ot al i nt e g r al o v e r ∂ Ω i s t h e t r a p e z oi d al r ul e).

We n ot e t h at t h e c ol o u r s c al e i n fi g u r e 7 i s  d eli b e r at el y li mit e d t o e x cl u d e t h e l a r g e  fi el d s n e a r

t h e n e w s o u r c e l o c ati o n s x j w hi c h a r e  d u e t o t h e si n g ul a rit y of u
(M )
e at t h e x j.  T hi s  m a y s e e m t o b e
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/2

r e al p art of r e pr o d u cti o n

Fi g ur e 7. Fiel d re pro d uctio ns (b) a n d t he ori gi nal fiel d (a) at di ffere nt wave n u m bers o n t he s q uare [0, 10]2 wit h a poi nt so urce
locate d at (2, 5) . T he colo ur scale was ke pt t he sa me for eac hk a n d was c hose n to hi g hli g ht t he di ffere nt be havio urs of t he poi nt
so urces for di ffere nt k. ( O nli ne versio n i n colo ur.)

a n i m p e di m e nt t o  p h y si c all y r e ali z e s u c h cl o a ki n g  d e vi c e s.  H o w e v e r, a s n ot e d i n [ 6 ], it i s  p o s si bl e

t o  u s e t h e  G r e e n e xt e ri o r r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a ( v ali d f o r I m(k ) ≥ 0, s e e [ 3 7 ],  T h e o r e m 3. 3) t o

r e pl a c e t h e  m ulti p ol a r s o u r c e s b y a  di st ri b uti o n of  m o n o p ol e s a n d  di p ol e s o n s o m e b o u n d a r y

e n cl o si n g e a c h of t h e x j. Si n c e t h e cl o a k  fi el d u
(M )
e i s s m all e r,  w e e x p e ct it i s e a si e r t o r e ali z e i n

p r a cti c e.  T h e  d r a w b a c k i s t h at t h e s e ‘ e xt e n d e d cl o a ki n g  d e vi c e s’ l e a v e o nl y s m all g a p s b et w e e n
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Fi g ur e 8. Pre dicte d a n d act ual  maxi m u m error (lo garit h mic scale) o n circles of ra di us sli g htly larger t ha n rcO a n d s maller t ha n
rci, w hic h are o utsi de of t he diverge nce re gio n of t he cloak fiel d. T he a bscissa corres po n ds to t he para meter ζ for t he se g me nt
of wave n u m bers K 3, as de fi ne di nfi g ure 4 . ( O nli ne versio n i n colo ur.)

t h e cl o a k e d r e gi o n a n d t h e e xt e ri o r.  B y t h e o r e m 3. 2,  w e e x p e ct t h at |u
(M )
e (x )| → ∞, w h e n M → ∞

f o r x ∈ R . S o i n c r e a si n g M l e a d s t o s m all e r g a p s; t h e r e i s a t r a d e- off b et w e e n g etti n g l a r g e r g a p s

a n d t r u n c ati n g t h e i d e al cl o a k  fi el d u e , s e e ( 3. 2).

(ii) Co m p utatio n of error bo u n ds a n d t he  maxi m u m pri nci ple

I n o r d e r t o  u s e t h e e r r o r b o u n d s f r o m t h e o r e m 3. 2 i n o u r  p a rti c ul a r g e o m et ri c s et- u p,  w e  d e fi n e

t h e r a di u s r C i
( r e s p. r C O

) of t h e l a r g e st ( r e s p. s m all e st) i n s c ri b e d ( r e s p. ci r c u m s c ri b e d) ci r cl e

t h at i s i n si d e ( r e s p. o ut si d e) t h e  di v e r g e n c e r e gi o n R ( d e fi n e d i n t h e o r e m 3. 2).  T h e i n s c ri bi n g

a n d ci r c u m s c ri bi n g ci r cl e s a r e r e p r e s e nt e d i n fi g u r e 6 .  We r e c all f r o m ( 3. 7) t h at t h e cl o a k  fi el d

t r u n c ati o n e r r o r c a n b e b o u n d e d b y t h e t r u n c ati o n e r r o r of a g e o m et ri c s e ri e s  wit h r ati o a t h at

i s  d et e r mi n e d b y t h e r el ati v e  p o siti o n s of t h e ∂ Ω j, t h e x j a n d t h e r e gi o n of i nt e r e st  w h e r e  w e

w a nt t o e v al u at e t h e  fi el d s, s e e ( 3. 9). Si n c e  w e e x p e ct t h e cl o a ki n g  fi el d s t o  di v e r g e cl o s e t o

R , it  d o e s n ot  m a k e s e n s e t o e v al u at e t h e e r r o r s o n t h e i n s c ri bi n g a n d ci r c u m s c ri bi n g ci r cl e s.

We  d o it i n st e a d o n sli g htl y s m all e r o r l a r g e r ci r cl e s of r a dii r C 0
+ 0. 1 δ C a n d r C i

− 0. 1 δ C . If w e

t a k e t h e r e gi o n X f r o m t h e o r e m 3. 2 t o b e t h e  u ni o n of t h e s e t w o ci r cl e s a n d s y m m et ri c x j, a

si m pl e g e o m et ri c a r g u m e nt yi el d s t h at t h e r e a r e ei g ht  p oi nt s i n X t h at att ai n t h e  m a xi m u m o v e r

X i n t h e  d e fi niti o n of a ( 3. 9).  At e a c h of t h e s e  p oi nt s, t h e r ati o of t h e g e o m et ri c s e ri e s a n s at z

i s t h e s a m e, s o  w e c a n c o n cl u d e t h e t r u n c ati o n e r r o r c a n b e b o u n d e d b y C ( 1 − a M + 1 )/ ( 1 − a ),

w h e r e a < 1, b ut t h e c o n st a nt s C d e p e n d o n t h e  p oi nt.  We  fi r st e sti m at e t h e c o n st a nt C at a

p oi nt x b y  u si n g t h e ‘ e m pi ri c al  m et h o d’  w e  u s e d i n § 2 b. I n ot h e r  w o r d s,  w e  fi n d t h e C f o r

w hi c h |u
( 3)
e (x ) − u e (x )| i s e q u al t o C ( 1 − a M + 1 )/ ( 1 − a )  wit h M = 3.  T h e n  w e t a k e t h e  w o r st c a s e

s c e n a ri o, i. e. t h e l a r g e st of s u c h C f o r t h e ei g ht  p oi nt s i n X t h at  w e c o n si d e r e d.  We e m p h a si z e

t h at t hi s i s a h e u ri sti c  m e a nt t o si m plif y t h e e x h a u sti v e  m et h o d,  w h e r e  w e  w o ul d h a v e t o

e v al u at e t h e l a r g e st C f o r all x ∈ X .  We s u m m a ri z e i n fi g u r e 8 t h e a p pli c ati o n of t hi s h e u ri sti c

f o r  w a v e n u m b e r s k ∈ K 3 ( a s  d e fi n e d i n fi g u r e 4 ). I n t h e s e e x p e ri m e nt s,  w e  u s e d 1 2 8 e q ui s p a c e d

di s c r eti z ati o n  p oi nt s f o r ∂ Ω , δ C = 1 0 / 6 a n d δ D = 5
√

2 / 3. Fi n all y t h e i n ci d e nt  fi el d  w e  u s e d f o r

t hi s e x p e ri m e nt  w a s a  p oi nt s o u r c e l o c at e d at x = ( 8, 5).  A s c a n b e s e e n f r o m fi g u r e 8 , t h e e r r o r

b o u n d  w e o bt ai n f o r M = 2 2 o v e r e sti m at e s t h e a ct u al e r r o r a n d f oll o w s t h e s a m e t r e n d f o r v a r yi n g

w a v e n u m b e r.

We ill u st r at e i n fi g u r e 9 t h at  w h e n |I m(k )| > |R e( k )|, t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e ( § 3 b) c a n b e  u s e d t o

p r e di ct  w h e r e t h e  m a xi m u m cl o a ki n g e r r o r o c c u r s. I n f a ct t h e  w a v e n u m b e r s  w e  u s e d f o r fi g u r e 8

al s o all o w  u s t o  u s e t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e t o o b s e r v e t h at a b o u n d f o r t h e t r u n c ati o n e r r o r o n

t h e b o u n d a r y of t h e ci r cl e  wit h r a di u s r C i
− 0. 1 δ C a ut o m ati c all y l e a d s t o a b o u n d o n t h e  w h ol e

di s c of s a m e r a di u s.
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Fi g ur e 9. We dis play t he cloaki n g fiel d tr u ncatio n error lo g 10 |u
M
e − u e| (o utsi de of t he ‘exte n de d cloaki n g devices’ i n w hite)

corres po n di n g to (a) k = i/ 2 a n d (b) k = 10 + i/ 2.  We note t hat (a) (res p. ( b)) corres po n ds to t he seco n d (res p. t hird) ro w
i nfi g ure 7 . By a p plyi n g t he  maxi m u m pri nci ple o n t he disc B (das he d c urve), we see t hat t he  maxi m u m error is attai ne d o n
∂ B i n (a) b ut noti n (b). T he di ffere nce is t hat t he wave n u m ber i n (a) satis fies |I m(k)| > |Re( k)| so a versio n of t he  maxi m u m
pri nci ple a p plies, see also fi g ure 2 . ( O nli ne versio n i n colo ur.)

(iii) Calc ulati n g scattere d fiel ds for I m(k) ≥ 0

T o  d e m o n st r at e cl o a ki n g,  w e r e c all h o w t o c al c ul at e s c att e r e d  fi el d s f r o m a s o u n d- s oft ( o r

h o m o g e n e o u s  Di ri c hl et) o b st a cl e A .  H e r e  w e f oll o w t h e  di s c u s si o n i n [4 ].  We a s s u m e f o r si m pli cit y

t h at t h e o b st a cl e A i s a b o u n d e d  d o m ai n  wit h C 2 b o u n d a r y ∂ A (f o r si mil a r r e s ult s i n t h e  m o r e

g e n e r al c a s e of  Li p s c hit z b o u n d a r y s e e [ 3 8 ], § 9).  T h e s c att e ri n g  p r o bl e m c a n b e  p o s e d a s t h e

f oll o wi n g e xt e ri o r  Di ri c hl et  p r o bl e m

u s + k 2 u s = 0, x ∈ R 2 \ A

a n d

u s = − u i, x ∈ ∂ A ,

w h e r e u s al s o s ati s fi e s t h e S o m m e rf el d r a di ati o n c o n diti o n

li m
|x | → ∞

|x |1 / 2 ∂

∂ |x |
− ik u s (x ) = 0,

w h e r e ∂ / ∂ |x | d e n ot e s t h e r a di al  d e ri v ati v e a n d t h e li mit i s  u nif o r m f o r all  di r e cti o n s x / |x | ( s e e

[4 ], § 3. 4).  T h e e xt e ri o r  Di ri c hl et  p r o bl e m h a s a  u ni q u e s ol uti o n u s ∈ H 1
l o c(R

2 \ A ) f o r I m(k ) ≥ 0 a n d

u i|∂ Ω ∈ H 1 / 2 (∂ A ), e. g. ([4 ], § 3. 2).  T hi s i s cl e a rl y t h e c a s e  u n d e r t h e a s s u m pti o n s i n r e m a r k 3. 1, si n c e

u i ∈ C ∞ (∂ Ω ).

We s e e k t h e s c att e r e d  fi el d i n t h e f o r m of a  mi x e d si n gl e a n d  d o u bl e-l a y e r  p ot e nti al ψ ∈

H 1 / 2 (∂ A ) s ati sf yi n g

u s (x ; k ) =
∂ A

d S (y )
∂ G

∂ ν (y )
(x − y ; k ) − iη G (x − y ; k ) ψ (y ), ( 3. 1 1)

w h e r e η = 0, s ati sf yi n g η R e( k ) ≥ 0, i s a c o u pli n g  p a r a m et e r.  T hi s c h oi c e g u a r a nt e e s i n v e rti bilit y

f o r I m(k ) = 0 ( e. g. [ 3 7 ], § 3. 6) b ut it i s n ot n e c e s s a r y  w h e n I m(k ) > 0.  T h e c o r r e s p o n di n g b o u n d a r y

l a y e r o p e r at o r s a r e  d e fi n e d f o r x ∈ ∂ A b y

(S ϕ )(x ) := 2
∂ A

d S (y )[G (x − y ; k )ϕ (y )]

a n d

(K ϕ )(x ) := 2
∂ A

d S (y )
∂ G

∂ ν (y )
(x − y ; k )ϕ (y ) ,
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f o r t h e si n gl e a n d  d o u bl e-l a y e r  p ot e nti al, r e s p e cti v el y.  We n ot e t h at t h e o p e r at o r s c a n b e t a k e n a s

b o u n d e d o p e r at o r s S , K : L 2 (∂ A ) → L 2 (∂ A ) ( e. g. ([3 9 ],  T h e o r e m 4. 4. 1) f o r s m o ot h ∂ A o r ([ 3 8 ], c h. 6)

f o r C 2 o r e v e n  Li p s c hit z ∂ A ).  We al s o n e e d t h e f oll o wi n g j u m p r el ati o n s, l etti n g z ∈ R 2 \ ∂ A

li m
z → x ∂ A

d S (y )[G (z − y ; k )ϕ (y )] =
[S ϕ ](x )

2

a n d li m
z → x +

∂ A
d S (y )

∂ G

∂ ν (y )
(z − y ; k )ϕ (y ) =

1

2
ϕ (x ) + [K ϕ ](x ) ,

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

( 3. 1 2)

w h e r e z → x + d e n ot e s t h e li mit f r o m t h e e xt e ri o r of A .  T a ki n g t h e li mit of ( 3. 1 1) a s  w e a p p r o a c h

t h e b o u n d a r y of A f r o m t h e e xt e ri o r a n d a p pl yi n g ( 3. 1 2) yi el d s

ψ + K ψ − iη S ψ = − 2 u i|∂ A , ( 3. 1 3)

w hi c h  h a s a  u ni q u e s ol uti o n ψ ( e. g. [4 ], § 3. 2).  We a s s u m e t h at ∂ A a d mit s a 2 π - p e ri o di c

p a r a m et ri z ati o n of t h e f o r m

q (τ ) = (x 1 (τ ), x 2 (τ )), 0 ≤ τ ≤ 2 π ,

t h at i s q ([ 0, 2π ]) = ∂ A a n d q i s a s s u m e d s m o ot h f o r o u r n u m e ri c al e x p e ri m e nt s.  A s n ot e d i n e. g.

([4 ], § 3. 5), ( 3. 1 3) i s a n i nt e g r al e q u ati o n of t h e s e c o n d ki n d  wit h a  w e a kl y si n g ul a r k e r n el.  T h e r e

a r e s e v e r al  m et h o d s t o  di s c r eti z e s u c h i nt e g r al e q u ati o n s, e. g. [ 4 0 ] f o r a r e vi e w.  H e r e  w e c h o s e t h e

K a p u r – R o k hli n  m et h o d [ 4 1 ],  w hi c h i s b a s e d o n t h e t r a p e z oi d al r ul e f o r  p e ri o di c f u n cti o n s. I n t hi s

m et h o d, t h e  u n k n o w n s a r e t h e v al u e s of ψ at  u nif o r ml y s p a c e d  p oi nt s of [ 0, 2 π ].  T o a c c o u nt f o r

t h e si n g ul a rit y, t h e e nt ri e s i n a b a n d of t h e s y st e m  m at ri x a r e  w ei g ht e d s o t h at t h e q u a d r at u r e i s

e x a ct f o r  p ol y n o mi al s of a gi v e n o r d e r ( si xt h o r d e r i n o u r c a s e).

We  d o n ot e t h at t h e  K r e s s q u a d r at u r e [ 4 ] w a s u s e d i n [6 ] f o r c o m p uti n g t h e s c att e r e d  fi el d s

wit h k > 0 a n d i s s p e ct r all y a c c u r at e.  U nf o rt u n at el y, a c c u r a c y of t h e  K r e s s q u a d r at u r e  d e g r a d e s f o r

c o m pl e x k . I n d e e d, t h e  K r e s s q u a d r at u r e i s o bt ai n e d b y s plitti n g t h e si n g ul a r k e r n el i nt o a si n g ul a r

a n d n o n- si n g ul a r  p a rt.  T h e l att e r r e q ui r e s t h e e v al u ati o n of J0 (kr ),  w hi c h g r o w s e x p o n e nti all y i n

I m(k ) f o r fi x e d r > 0, e. g. ([ 1 1 ], § 1 0. 7).  T h e c o r r e cti o n  w ei g ht s f o r t h e  K a p u r – R o h kli n  m et h o d o nl y

d e p e n d o n t h e t y p e of si n g ul a rit y a n d o r d e r of t h e  m et h o d.  T h u s t h e  K a p u r – R o k hli n i s b ett e r

a d a pt e d f o r c o m pl e x k .  C o n v e r g e n c e f o r k c o m pl e x f oll o w s f r o m c o n v e r g e n c e of t h e  m et h o d f o r

t h e r e al a n d i m a gi n a r y  p a rt s, c o n si d e r e d i n di vi d u all y.

4. Active exterior cloaki n g for t he heat e q uatio n
We n o w a p pl y t h e si n gl e  w a v e n u m b e r e xt e ri o r cl o a ki n g a p p r o a c h t o t h e ti m e  d o m ai n h e at

e q u ati o n.  We r e c all i n § 4 a ot h e r cl o a ki n g a p p r o a c h e s.  We t h e n  u s e t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m

t o o bt ai n t h e  H el m h olt z e q u ati o n f r o m r e a s o n a bl e h e at e q u ati o n s ol uti o n s ( § 4 b).  T h e e xt e ri o r

cl o a ki n g a p p r o a c h i s a p pli e d f o r  diff e r e nt  w a v e n u m b e r s a n d t h e n  p ut t o g et h e r a g ai n i n § 4 c vi a

t h e i n v e r s e  L a pl a c e t r a n sf o r m.  T h e  d et ail s of t h e  di s c r et e F o u ri e r t r a n sf o r m- b a s e d al g o rit h m  w e

u s e d f o r t hi s  p u r p o s e a r e gi v e n i n § 4 d.

(a) Ot her cloaki n g a p proac hes for t he heat e q uatio n

Cl o a ki n g f o r t h e h e at e q u ati o n  w a s o ri gi n all y i nt r o d u c e d t h r o u g h a c h a n g e of c o o r di n at e s y st e m

[4 2 ], i n s pi r e d b y t r a n sf o r m ati o n o pti c s [4 3 ,4 4 ].  H o w e v e r, t hi s a p p r o a c h l e a d s t o a n e xt r e m e

a ni s ot r o pi c t h e r m al c o n d u cti vit y, a n d e v e n a t h e r m al cl o a k  d e si g n e d t h r o u g h a r e g ul a ri z e d

g e o m et ri c t r a n sf o r m s uff e r s f r o m li mit e d ef fi ci e n c y i n t h e t r a n si e nt r e gi m e [ 4 2 ].  A g o o d t h e r m al

cl o a k ef fi ci e n c y r e q ui r e s a s  m a n y a s 1 0 0 0 0 i s ot r o pi c c o n c e nt ri c l a y e r s t o  fi n el y a p p r o xi m at e

it s s p ati all y v a r yi n g a ni s ot r o pi c c o n d u cti vit y [4 5 ].  T h u s, f a b ri c at e d  m et a m at e ri al cl o a k s  wit h a

li mit e d n u m b e r of l a y e r s s uff e r f r o m r e d u c e d ef fi ci e n c y i n t h e t r a n si e nt r e gi m e [4 6 – 5 0 ]. F o r ot h e r

p a s si v e cl o a ki n g a n d  mi mi c ki n g a p p r o a c h e s s e e e. g. [ 5 1 ,5 2 ].  R e c e nt a d v a n c e s i n t h e r m al cl o a ki n g

a r e t h u s  u n d e r pi n n e d b y i n v e r s e h o m o g e ni z ati o n  p r o bl e m s t h at r e q ui r e h e a v y c o m p ut ati o n al

r e s o u r c e s.  O n t h e ot h e r h a n d, t h e r m o el e ct ri c  d e vi c e s h a v e b e e n  p r o p o s e d t o  p u m p t h e h e at  fl o w
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a c c u r at el y f r o m o n e si d e of a t h e r m al cl o a k t o t h e ot h e r si d e b y a dj u sti n g t h e i n p ut c u r r e nt,

s o t h at t h e b a c k g r o u n d t e m p e r at u r e  fi el d c a n b e r e st o r e d i n a st ati o n a r y r e gi m e [ 5 3 ,5 4 ]. I n o u r

f o r m e r  w o r k [5 5 ],  w e e n vi si o n e d  u si n g  P elti e r  d e vi c e s ( s u r r o u n di n g t h e o bj e ct t o cl o a k) t o c o nt r ol

t r a n si e nt t h e r m al  fi el d s g e n e r at e d b y a s o u r c e.  T h e a p p r o a c h  w e  p r e s e nt h e r e c a n b e vi e w e d a s

a g e n e r ali z ati o n of t h at i n [ 5 6 ] t h at c o n si d e r e d a si n gl e  di p ol e s o u r c e  pl a c e d i n si d e t h e o bj e ct

t o cl o a k i n t h e st ati o n a r y r e gi m e.  T h e r e s h o ul d b e a t r a d e- off b et w e e n  u si n g a si n gl e  di p ol e

s o u r c e a n d n u m e r o u s  m o n o p ol e a n d  di p ol e s o u r c e s t o a c hi e v e ef fi ci e nt t h e r m al cl o a ki n g i n t h e

t r a n si e nt r e gi m e,  w hi c h i s  w h at  m oti v at e d t h e  p r e s e nt  w o r k.  N u m e ri c al o pti mi z ati o n t e c h ni q u e s

c a n al s o b e  u s e d t o a c hi e v e a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g f o r t h e h e at e q u ati o n [ 5 7 ].  O u r a n al y si s i s

p e rf o r m e d i n t h e f r e q u e n c y r e gi m e,  w h e r e  w e c a n e xt e n d r e s ult s of [ 6 ] t o t h e  H el m h olt z e q u ati o n

wit h c o m pl e x  w a v e n u m b e r s.  R e s ult s a r e t h e n t r a n sl at e d i n t h e ti m e  d o m ai n t h r o u g h t h e i n v e r s e

F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m.

R e m ar k 4. 1. Si n c e o u r a p p r o a c h i s b a s e d o n t h e  L a pl a c e t r a n sf o r m of t h e ti m e  d o m ai n h e at

e q u ati o n, it i s  m o r e c o n v e ni e nt t o a s s u m e a z e r o i niti al c o n diti o n. I n d e e d a n o n- z e r o i niti al

c o n diti o n  w o ul d a p p e a r a s a s o u r c e t e r m f o r t h e  H el m h olt z e q u ati o n,  w hi c h  w o ul d  p r e v e nt

u s f r o m  u si n g t h e i nt e ri o r r e p r o d u cti o n f o r m ul a ( 3. 1).  H o w e v e r, a s n ot e d i n [ 5 5 ], if t h e i niti al

c o n diti o n i s a st e a d y- st at e s ol uti o n t o t h e h e at e q u ati o n (i. e. h a r m o ni c)  w e c a n  u s e t h e li n e a rit y of

t h e h e at e q u ati o n t o a p pl y o u r a p p r o a c h t o u (x , t) − u (x , 0).

R e m ar k 4. 2. A s  w e s e e n e xt,  w e o bt ai n s ol uti o n s t o t h e h e at e q u ati o n t h at a c hi e v e e xt e ri o r

cl o a ki n g b ut t h e y c a n b e l a r g e a s  w e g et cl o s e t o t h e n e w s o u r c e l o c ati o n s x j.  H o w e v e r, a s

n ot e d i n [ 5 5 ], it i s c o n c ei v a bl e t o  u s e  P elti e r  d e vi c e s t o  p h y si c all y i m pl e m e nt t h e i nt e ri o r / e xt e ri o r

r e p r o d u cti o n f o r m ul a f o r t h e ti m e  d o m ai n h e at e q u ati o n [ 5 8 ].  T hi s  p r o c e d u r e all o w s t o r e pl a c e

p oi nt-li k e s o u r c e s b y a cti v e s u rf a c e s t h at  w e c all ‘ e xt e n d e d cl o a ki n g  d e vi c e s’,  w hi c h  w o ul d k e e p

t h e t e m p e r at u r e s at l e v el s t h at  w o ul d b e  p r a cti c al t o i m pl e m e nt.

( b) Fro m ti me do mai n to fre q ue ncy do mai n

We n o w a p pl y o u r f r e q u e n c y  d o m ai n cl o a ki n g a p p r o a c h t o t h e h e at e q u ati o n.  T h e t e m p e r at u r e

u (x , t) ( m e a s u r e d i n  K el vi n) i n a h o m o g e n e o u s i s ot r o pi c  m e di u m s ati s fi e s t h e h e at e q u ati o n

ρ c
∂ u

∂ t
= κ u + h , f o r t > 0, ( 4. 1)

w h e r e t i s t h e ti m e ( s), ρ i s t h e  m a s s  d e n sit y ( k g  m− 2 ), c i s t h e s p e ci fi c h e at (J  K− 1 k g − 1 ) a n d

κ i s t h e t h e r m al c o n d u cti vit y ( W  K− 1 ).  H e r e  w e a s s u m e t h at ρ , c a n d κ a r e  p o siti v e c o n st a nt s.

T h e s o u r c e t e r m i s h (x , t) ( W m− 2 ) a n d a s s u m e d c a u s al, i. e. h (x , t) = 0 f o r t < 0. F o r si m pli cit y,  w e

a s s u m e a z e r o i niti al c o n diti o n a n d c o n si d e r

∂ u

∂ t
= σ u +

h

ρ c
, f o r t > 0, ( 4. 2)

w h e r e σ = κ / ρ c i s t h e t h e r m al  diff u si vit y ( m2 s − 1 ).  A s s u mi n g f u rt h e r t h at t h e s o u r c e t e r m h ∈

L 1
l o c(( 0, ∞ ), L 2 (R 2 )) s ati s fi e s t h e g r o wt h c o n diti o n ( 1. 7)  wit h L 2 (R 2 ) n o r m, α ≥ 0 a n d a n i nt e g e r

p ≥ 0,  w e c a n s e e t h at e − ξ t h (x , t) ∈ L 2 ([ 0, ∞ ), L 2 (R 2 )) f o r a n y ξ > α . U si n g ([1 5 ],  C o r oll a r y 2,  p.

2 3 8) it i s  p o s si bl e t o c o n cl u d e t h at ( 4. 2) a d mit s a  u ni q u e s ol uti o n u (x , t) s ati sf yi n g e− ξ t u (x , t) ∈

L 2 ([ 0, ∞ ), H 2 (R 2 )) f o r a n y ξ > α .  T hi s all o w s t o  d e fi n e t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m ( 1. 6) of all

t e r m s i n ( 4. 2) o n t h e h alf  pl a n e C +
α , t h u s o bt ai ni n g t h e  H el m h olt z e q u ati o n

u (x ; ω ) +
iω

σ
u (x ; ω ) = −

h (x , ω )

κ
, ( 4. 3)

w h e r e t h e  w a v e n u m b e r i s k = i
√

− iω / σ ,  u si n g t h e  p ri n ci p al v al u e of t h e s q u a r e r o ot a n d h i s t h e

F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m of h .  We n ot e t h at  R e(k 2 ) = R e(i ω / σ ) < 0,  w h e n e v e r I m( ω > 0),  w hi c h

g u a r a nt e e s t h at t h e  H el m h olt z e q u ati o n s ati s fi e s a f o r m of t h e  m a xi m u m  p ri n ci pl e f o r a n y ω ∈ C +
α

( si n c e α ≥ 0), f o r x o ut si d e of t h e s u p p o rt of t h e s o u r c e h ( s e e § 3 b a n d ( 1. 8) f o r t h e  d e fi niti o n

of C +
α ).
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(a ) (b )

Fi g ur e 1 0. (a) Te m perat ure distri b utio n at ti me t = 4 wit h σ = 1.5 (see (4.2)) res ulti n g fro m a poi nt so urce at locatio n (8, 5)
i n t he prese nce of a ‘kite’ o bject wit h ho mo ge neo us Diric hlet bo u n dary co n ditio n. (b) T he sa me o bject a n d so urce as i n (a), b ut
wit h t he cloaki n g devices activate d. T he te m perat ures o utsi de of t he black circles are bo u n de d by u m a x ≈ 6.2 (see (4.4)) for
t ∈ [0, 4]. T he co m p utatio nal do mai n was [0, 10]2. T he li near colo ur scale s pa ns te m perat ures i n [− 0.0133, 0.0133] a n d ra n ges
fro m bl ue ( ne gative) to re d ( positive), wit h zero re prese nte d i n w hite. (See also t he  movie i n t he electro nic s u p ple me ntary
material.) ( O nli ne versio n i n colo ur.)

(c) N u merical ex peri me nts

We s h o w i n fi g u r e 1 0 a n u m e ri c al si m ul ati o n of a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g of a  Di ri c hl et o bj e ct ( a

‘ kit e’  wit h c o n st a nt z e r o t e m p e r at u r e at it s b o u n d a r y) a n d c o m p a r e it  wit h t h e c a s e  w h e r e t h e r e

a r e n o cl o a ki n g  d e vi c e s. F o r t h e  p u r p o s e s of t h e n u m e ri c al e x p e ri m e nt s,  w e n o n- di m e n si o n ali z e d

( 4. 2) c h o o si n g σ = 1. 5 a n d ρ = c = 1.  A s c a n b e s e e n f r o m t h e ti m e s n a p s h ot i n fi g u r e 1 0 , t h e

i s ot h e r m li n e s  wit h o ut t h e cl o a ki n g  d e vi c e s a r e si g ni fi c a ntl y  diff e r e nt f r o m t h o s e of t h e  p oi nt

s o u r c e t h at  w e  u s e d a s t h e i n ci d e nt  fi el d u i, t hi s i s b e c a u s e of t h e  fi el d ‘ s c att e r e d’ b y t h e o bj e ct.

F o r a n o b s e r v e r f a r f r o m t h e cl o a ki n g  d e vi c e s, t h e i s ot h e r m s a p p e a r c o n si st e nt  wit h t h o s e of a

p oi nt s o u r c e, s o it i s h a r d f o r t h e o b s e r v e r t o  d et e ct t h e o bj e ct f r o m t h e r m al  m e a s u r e m e nt s. I n o u r

n u m e ri c al e x p e ri m e nt s, t h e r e gi o n Ω i s a  di s c c e nt r e d at ( 5, 5) a n d  wit h r a di u s δ C = 1 0 / 6 e n cl o si n g

t h e ‘ kit e’ o bj e ct.  We  m o v e d t h e  di st ri b uti o n of  m o n o p ol e s a n d  di p ol e s t o f o u r n e w s o u r c e l o c ati o n s

d et e r mi n e d a s i n fi g u r e 6 wit h δ D = 5
√

2 / 3.  We  n ot e t h at t h r e e n e w s o u r c e l o c ati o n s  w o ul d h a v e

b e e n s uf fi ci e nt, a s i n [ 6 ].  T h e  fi el d s a r e c al c ul at e d o n [ 0, 1 0]2 u si n g a 2 0 0 × 2 0 0  u nif o r m g ri d.

T h e i n ci d e nt  fi el d i s g e n e r at e d b y a  p oi nt s o u r c e at y = ( 8, 5).  T h e i nt e g r al i n t h e o r e m 3. 2 i s

a p p r o xi m at e d  wit h 2 5 6  u nif o r ml y  pl a c e d  p oi nt s a n d t h e s e ri e s i n ( 3. 3)  u s e s t h e t r u n c ati o n M = 2 2.

T h e b o u n d a r y of t h e s c att e r e r i s  di s c r eti z e d  u si n g 5 1 2 e q u all y s p a c e d  p oi nt s o n t h e  p a r a m et ri c

r e p r e s e nt ati o n of ∂ A a n d t h e s c att e r e d  fi el d s (i n t h e f r e q u e n c y  d o m ai n) a r e c al c ul at e d a c c o r di n g

t o t h e s c h e m e i n § 3 c.  T h e f r e q u e n c y  d o m ai n c al c ul ati o n i s  p e rf o r m e d f o r 2 0 5 0 f r e q u e n ci e s a n d t h e

L a pl a c e t r a n sf o r m i s i n v e rt e d  u si n g a F a st F o u ri e r  Tr a n sf o r m- b a s e d  m et h o d ( s e e § 4 d).

B e c a u s e t h e  m ulti p ol a r s o u r c e s a r e si n g ul a r at t h e x j, t h e cl o a ki n g  fi el d  di v e r g e s a s  w e a p p r o a c h

t h e x j.  T hi s c o ul d li mit t h e  p h y si c al i m pl e m e nt ati o n ( e. g. b e c a u s e t h e  m at e ri al st a rt s  d e g r a di n g

wit h s u c h hi g h t e m p e r at u r e s).  Of c o u r s e,  w e  m a y  u s e t h e  G r e e n e xt e ri o r r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a

( e. g. [5 5 ,5 8 ]) t o r e pl a c e e a c h of t h e  m ulti p ol a r s o u r c e s b y a  m o n o p ol e a n d  di p ol e  di st ri b uti o n o n

s u rf a c e s c o nt ai ni n g t h e  m ulti p ol a r s o u r c e.  T h e s e a cti v e s u rf a c e s o r ‘ e xt e n d e d cl o a ki n g  d e vi c e’

c o ul d b e r e ali z e d i n  p r a cti c e  u si n g  P elti e r  d e vi c e s [ 5 3 ] a n d t h e t e m p e r at u r e s  d o n ot n e e d b e

u n r e a s o n a bl y l a r g e.  T o ill u st r at e t hi s,  w e  di s pl a y i n fi g u r e 1 0 bl a c k ci r cl e s c e nt r e d at t h e n e w

s o u r c e  p o siti o n s, o ut si d e of  w hi c h  w e a r e g u a r a nt e e d t o h a v e |u
(M )
e (x , t)| ≤ u m a x .  O u r c h oi c e

u m a x i s

u m a x = 1 0 0  m a x
(x ,t)∈ Ω × [ 0,T ]

|u i(x , t)|. ( 4. 4)
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Fi g ur e 11. T he soli d bl ue c urve corres po n ds to circ ular active s urface ra dii (relative to t he scali n g para meter δ C ) to ac hieve
exterior cloaki n g of a poi nt so urce locate d at (10, 1) for 40 di ffere nt val ues of t he scali n g para meter δ C a n d for Ω ce ntre d at
(10, 10) (fi g ure 6 ). T he dotte d li ne corres po n ds to t he val ue for w hic h t he circles to uc h. Si nce t he bl ue data poi nts are belo w
t he dotte d li ne, t here are ga ps bet wee n t he circ ular active s urfaces, s ho wi n g t hat eve n t he ‘exte n de d cloaki n g devices’ do not
co m pletely s urro u n d t he o bject (exterior cloaki n g). ( O nli ne versio n i n colo ur.)

T hi s c h oi c e i s n ot a st at e m e nt of  w h at i s f e a si bl e, b ut si m pl y f o r ill u st r ati o n  p u r p o s e s. I n fi g u r e 1 0 ,

w e h a v e T = 2 a n d u m a x ≈ 6. 2.

T o s h o w t h at  w e a r e a c hi e vi n g e xt e ri o r cl o a ki n g e v e n  w h e n r e pl a ci n g t h e  m ulti p ol a r s o u r c e s b y

e xt e n d e d cl o a ki n g  d e vi c e s ( ci r c ul a r a cti v e s u rf a c e s),  w e c h a n g e d t h e s c al e δ C ( r a di u s of Ω ) of t h e

cl o a ki n g c o n fi g u r ati o n i n fi g u r e 6 wit h δ D =
√

2 δ C , k e e pi n g Ω a s a  di s c  wit h a  fi x e d c e nt r e ( 1 0, 1 0)

a n d a  fi x e d  p oi nt s o u r c e  p o siti o n e d at ( 1 0, 1),  w hi c h g e n e r at e s t h e i n ci d e nt  fi el d ( s e e al s o § 3 c(i)).

F o r all v al u e s of δ C ,  w e  u s e d t h e s a m e  diff u si vit y σ = 1. 3 i n ( 4. 2), t r u n c ati o n M = 2 2 a n d 1 2 8  p oi nt s

t o  di s c r eti z e a  p a r a m et ri c r e p r e s e nt ati o n of ∂ Ω .  T h e t e m p e r at u r e  fi el d s  w h e r e e v al u at e d  u si n g

1 3 0  w a v e n u m b e r s.  T h e c o m p ut ati o n  w a s r e p e at e d f o r 4 0 e q u all y s p a c e d δ C i n t h e i nt e r v al [ 1, 8],

c h o s e n s o t h at t h e  di v e r g e n c e r e gi o n R f r o m t h e o r e m 3. 2  d o e s n ot i n cl u d e t h e s o u r c e l o c ati o n.

F o r e a c h δ C , t h e cl o a k  fi el d  w a s e v al u at e d o n a 1 0 0 × 1 0 0  u nif o r m g ri d of t h e s q u a r e [ 0, 2 0] 2

a n d t h e ci r cl e s o ut si d e of  w hi c h |u (x , t)| ≤ u m a x w e r e  d et e r mi n e d  wit h T = 1 i n ( 4. 4).  We  di s pl a y

i n fi g u r e 1 1 t h e r a di u s of t h e s e ci r cl e s r el ati v e t o δ C a n d a s a f u n cti o n of δ C .  T h e  d ott e d li n e i n

fi g u r e 1 1 c o r r e s p o n d s t o t h e r a di u s f o r  w hi c h t h e ci r c ul a r a cti v e s u rf a c e s  w o ul d t o u c h a n d  m at c h

t h e  di v e r g e n c e r e gi o n R . A s w e c a n s e e f r o m fi g u r e 1 1 , t h e ci r c ul a r a cti v e s o u r c e s  d o n ot t o u c h, a n d

t h u s  w e h a v e e xt e ri o r cl o a ki n g e v e n i n t hi s sit u ati o n.  R o u g hl y s p e a ki n g, a c c o r di n g t o fi g u r e 1 1 ,

t h e ‘ u r c hi n s’ h a v e a r a di u s t h at i s a b o ut 7 0 % of t h e r a di u s of t h e g r e y ci r cl e s i n fi g u r e 6 .

( d) Fro m t he fre q ue ncy do mai n to t he ti me do mai n

F or c o n v e ni e n c e,  w e e x p r e s s t h e n u m e ri c al al g o rit h m  w e  u s e t o g o f r o m f r e q u e n c y  d o m ai n t o ti m e

d o m ai n i n t e r m s of t h e  L a pl a c e t r a n sf o r m of u (x , t) r at h e r t h a n t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m ( 1. 6).

U n d e r t h e s a m e g r o wt h c o n diti o n a s s u m pti o n ( 1. 7) o n u (x , t), it s  L a pl a c e t r a n sf o r m i s

u (x , s) =
∞

0
d t[ e− st u (x , t)], ( 4. 5)

w hi c h i s  w ell  d e fi n e d f o r  R e( s) > α , w h e r e α ≥ 0 i s  d e fi n e d i n § 4 b.  Cl e a rl y  w e h a v e u (x , s) = u (x , is),

w h e r e t h e ri g ht- h a n d si d e i s t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m of u gi v e n i n ( 1. 6).  T h e i n v e r s e  L a pl a c e

t r a n sf o r m i s t h e n gi v e n b y

u (x , t) =
1

2 π i

c + i∞

c − i∞
d s [ est u (x , s)], ( 4. 6)
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f o r a n y c > α .6 We f oll o w t h e n u m e ri c al  m et h o d i n [ 5 9 ] f o r c o m p uti n g t h e i n v e r s e  L a pl a c e

t r a n sf o r m b y a p p r o xi m ati n g it  wit h a  di s c r et e F o u ri e r t r a n sf o r m ( o r  D F T,  w hi c h c a n b e e v al u at e d

ef fi ci e ntl y  wit h t h e F a st F o u ri e r  Tr a n sf o r m o r F F T, s e e [ 6 0 ] f o r a  d e fi niti o n). F o r a r e vi e w of

n u m e ri c al i n v e r s e  L a pl a c e t r a n sf o r m  m et h o d s, s e e [ 6 1 ].  T h e i d e a i s t h at t o a  u nif o r m g ri d of t h e

ti m e i nt e r v al [ 0, T ]  wit h N p oi nt s, i. e. tp = p t ∈ [ 0, T ], p = 0, . . . , N − 1, t = T / N ,  w e a s s o ci at e

t h e  di s c r eti z ati o n of a  d u al v a ri a bl e w gi v e n b y w q = q w , q = 0, . . . , N − 1, w = 2 π / T . T h e

di s c r eti z ati o n s a r e c h o s e n s u c h t h at tp w q = 2 π p q / N ,  w hi c h i s t h e n e g ati v e of t h e  p h a s e of t h e

c o m pl e x e x p o n e nti al i n t h e  D F T of l e n gt h N .  U si n g t h e c h a n g e of v a ri a bl e s s = c + iw i n e q u ati o n

( 4. 6) a n d a p p r o xi m ati n g  wit h a  Ri e m a n n s u m o n a  fi nit e i nt e r v al yi el d s t h e f oll o wi n g ( w e a s s u m e

u (x , t) i s r e al)

u (x , t) =
1

2 π

∞

− ∞
d w [ e x p(ct ) e x p(iwt )u (x , c + iw )]

≈
1

2 π

N − 1

q = − (N − 1)

w [ e x p(ct ) e x p(iw q t)u (x , c + iw q )]

=
e x p( ct )

T

N − 1

q = − (N − 1)

[ e x p(iw q t)u (x , c + iw q )]

= 2
e x p( ct )

T
R e

⎡

⎣
N − 1

q = 0

[ e x p(− iw q t)u (x , c − iw q )] −
u (x , c )

2

⎤

⎦ ,

w h e r e t h e l a st e q u alit y f oll o w s b y t h e s y m m et r y f o r  L a pl a c e t r a n sf o r m s of r e al f u n cti o n s ( u (x , s) =

u (x , s)).  B y e v al u ati n g at t h e tp , o u r a p p r o xi m ati o n c a n b e  w ritt e n i n t e r m s of t h e r e al  p a rt of a  D F T:

u (x , tp ) = 2
e x p( ct p )

T
R e

⎡

⎣
N − 1

q = 0

[ e x p(− itp w q )u (x , c − iw q )] −
u (x , c )

2

⎤

⎦

= 2
e x p( ct p )

T
R e f f t (u (x , c − iw q ), q = 0, . . . , N − 1) −

u (x , c )

2
.

H e r e f f t (v ) r e p r e s e nt s t h e  D F T of a v e ct o r v of l e n gt h N , a s d e fi n e d i n [6 0 ].  T h u s  w e e n d  u p

e v al u ati n g t h e f r e q u e n ci e s ω q = w q + ic , q = 0, . . . , N − 1.  A s n ot e d i n [ 5 9 ], t h e c o n v e r g e n c e o nl y

h ol d s f o r [ 0, T / 2), s o i n p r a cti c e w e u s e N = 2 N + 2 a n d o nl y  u s e t h e  fi r st N + 1 ti m e st e p s t o gi v e

c o n v e r g e n c e o n t h e i nt e r v al [ 0, T ] .  H e r e t h e a d diti o n al t w o f r e q u e n ci e s  m e a n t h e t e r mi n al ti m e

st e p i s T a s o p p o s e d t o T − T . Si n c e t h e h e at e q u ati o n s ol uti o n s  w e c o n si d e r  d e c a y,  w e t a k e α = 0

a n d s et c = α − ( w / 2 π ) l n( 1 0− 6 ) > 0.  We  n ot e t h at t h e r e a r e  m et h o d s t o s p e e d  u p c o n v e r g e n c e of

t hi s cl a s s of n u m e ri c al i n v e r s e  L a pl a c e t r a n sf o r m, e. g. [6 2 ].

5. S u m mary a n d pers pectives
I n o u r e a rli e r  w o r k o n a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g f o r t h e  p a r a b oli c h e at e q u ati o n [ 5 5 ],  w e n ot e d i n t h e

c o n cl u di n g r e m a r k s t h at o u r a p p r o a c h c o ul d al s o b e ti e d t o t h e a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g st r at e gi e s

f o r t h e  H el m h olt z e q u ati o n b y g oi n g t o F o u ri e r o r  L a pl a c e  d o m ai n i n ti m e.  H e r e  w e h a v e s h o w n

t h at it i s  p o s si bl e t o cl o a k o bj e ct s f r o m t h e r m al  m e a s u r e m e nt s b y  u si n g a cti v e h e at s o u r c e s,

st a rti n g f r o m a z e r o t e m p e r at u r e c o n diti o n.  We b eli e v e t h at o u r  w o r k o p e n s  u p a n e w  p at h f o r

a cti v e cl o a ki n g f o r a v a ri et y of  p h y si c al sit u ati o n s, i n a d diti o n t o t h e cl a s s of  diff e r e nti al e q u ati o n s

6 We n ot e t h at t h e a s s u m pti o n s of § 4 b (i. e. t h e g r o wt h c o nt r ol of t h e s o u r c e t e r m, t h e z e r o i niti al c o n diti o n a n d t h e c a u s alit y of

u ) i m pl y t h at f o r a n y ξ > α ≥ 0 : e − ξ t u (x , t) ∈ L 2 ([ 0, ∞ ), H 2 (R 2 )) a n d ( u si n g t h e  h e at e q u ati o n) t h at e− ξ t ∂ t u ∈ L 2 ([ 0, ∞ ), L 2 (R 2 )).
T h u s, o n e  h a s t h at u (·, s) = s − 1 L (∂ t u )(·, s) i s a n al yti c wit h r e s p e ct t o s f o r  R e(s) > α , w h e r e L st a n d s f o r t h e  L a pl a c e t r a n sf o r m.
Si n c e ||L (∂ t u )(·, s)||  → 0 f o r R e( s) ≥ c > α a n d |s| → ∞, w e g et ||u (·, s)||  = o (|s|− 1 ).  We  n e e d a littl e  m o r e of  d e c a y t o  u s e t h e
f o r m ul a ( 4. 6) f o r t h e i n v e r s e  L a pl a c e t r a n sf o r m. It i s e n o u g h t o a s s u m e t h at t h e r e e xi st s ε > 0 s u c h t h at ||u (·, s)||  ≤ C |s|− ( 1+ ε )

f o r  R e(s) ≥ c > α .  T h e n, ( 4. 6) i s  w ell  d e fi n e d a s a  B o c h n e r i nt e g r al v al u e d i n L 2 (R 2 ) ( s e e e. g. t h e  p r o of of [1 9 ],  T h e o r e m 2. 5. 1 o r
[2 2 ]) a n d t h u s al s o  p oi nt wi s e f o r a. e. x ∈ R 2 a n d all t ≥ 0.
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of t h e f o r m ( 1. 5). I n d e e d, c o m pl e x  w a v e n u m b e r s  m a k e it  p o s si bl e t o  m o d el  p s e u d o diff e r e nti al

o p e r at o r s i n ti m e s u c h a s f r a cti o n al ti m e  d e ri v ati v e s [ 6 3 ] a n d i nt e g r o- diff e r e nti al e q u ati o n s.  T hi s

o p e n s n e w a v e n u e s i n a cti v e e xt e ri o r cl o a ki n g.  T o gi v e a n e x a m pl e of t hi s  fl e xi bilit y, c o n si d e r a

( n o n- di m e n si o n ali z e d) h e at e q u ati o n  wit h  m e m o r y t h at a ri s e s  w h e n c o n si d e ri n g h o m o g e ni z e d

diff u si o n  m o d el s i n f r a ct u r e d  m e di a [ 6 4 ]

∂ u

∂ t
+

t

0
p (t − τ )

∂ u

∂ t
(τ ) dτ = u + h , ( 5. 1)

w h e r e h (x , t) i s a s o u r c e t e r m a n d p (t) i s a c a u s al c o n v e x  m o n ot o n e  d e c r e a si n g hi st o r y f u n cti o n ( e. g.

p (t) = α e x p[ − α t] f o r t ≥ 0). I n d e e d b y t a ki n g F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m a n d a s s u mi n g z e r o-i niti al

c o n diti o n s  w e g et i n t h e f r e q u e n c y  d o m ai n

u (x , ω ) − (− iω + p (ω ))u (x , ω ) = − h (x , ω ). ( 5. 2)

T h e  p r e s e nt  w o r k all o w s  u s t o al s o st u d y a cti v e cl o a ki n g i n t h e c o nt e xt of  diff u si v e  p h ot o n

d e n sit y  w a v e s g o v e r n e d b y

∂ u

∂ t
+ μ u = σ u + h , f o r t > 0, ( 5. 3)

w h e r e μ > 0 i s a n a b s o r pti o n c o ef fi ci e nt, σ i s a c o n d u cti vit y a n d h r e p r e s e nt s t h e  p h ot o n c u r r e nt

d e n sit y ( p h ot o n  fl o w  p e r  u nit s u rf a c e a n d  p e r  u nit ti m e).  M a ki n g  u s e of t h e F o u ri e r – L a pl a c e

t r a n sf o r m ( 1. 6) a n d a s s u mi n g z e r o i niti al c o n diti o n s, ( 5. 3) t a k e s t h e f o r m of t h e  H el m h olt z

e q u ati o n i n t h e c o nt e xt of  diff u si o n  w a v e s c att e ri n g

u (x ; ω ) +
iω − μ

σ
u (x ; ω ) = −

h (x , ω )

σ
, ( 5. 4)

w h e r e  w e n ot e t h at ( 5. 4) r e d u c e s t o ( 4. 3),  w h e n ω μ . S c att e ri n g c a n c ell ati o n of s u c h  diff u si v e

w a v e s h a s b e e n a d d r e s s e d i n [ 6 5 ,6 6 ].

M o r e o v e r, a d v e cti o n – diff u si o n  p r o bl e m s  pl a y a  p r o mi n e nt r ol e n ot a bl y i n  diff u si o n a n d

mi xi n g of  fl ui d  fl o w  m o d ell e d b y [ 6 7 ]

ρ c
∂ u

∂ t
= − v · ∇u + κ u + h , f o r t > 0, ( 5. 5)

w h e r e v i s a c o n st a nt v el o cit y, ρ i s a  m a s s  d e n sit y, κ a c o n d u cti vit y a n d c t h e h e at c a p a cit y.  T h e

s a m e e q u ati o n i s k n o w n a s t h e F o k k e r – Pl a n c k e q u ati o n a n d i s c e nt r al t o  m o d el s f o r t r a n s p o rt of

s alt, h e at, b u o y s a n d  m a r k e r s i n g e o p h y si c al  fl o w s [ 6 8 ,6 9 ]. It t u r n s o ut t h at o n e c a n r e c a st ( 5. 5)

u si n g t h e e x p o n e nti al v a ri a bl e t r a n sf o r m [ 7 0 ]

u (x , t) = e x p
v

2 κ
· x w (x , t) a n d h (x , t) = e x p

v

2 κ
· x g (x , t) ( 5. 6)

t o g et h e r  wit h t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m ( 1. 6), i nt o t h e  H el m h olt z e q u ati o n ( a s s u mi n g z e r o

i niti al c o n diti o n s)

w (x ; ω ) − τ 2 w (x ; ω ) = −
g (x , ω )

κ
, ( 5. 7)

w h e r e τ 2 = (| v | / 2 κ )2 − iω / σ , a n d σ = κ / (ρ c ).

Fi n all y, t h e e xt e ri o r cl o a ki n g t h e o r y t h at  w e  d e v el o p e d  m a y all o w  u s t o al s o a c hi e v e e xt e ri o r

cl o a ki n g i n t h e c o nt e xt of  M a x w ell – C att a n e o h e at  w a v e s g o v e r n e d b y [ 7 1 ]

τ
∂ 2 u

∂ t2
+

∂ u

∂ t
= κ u + τ σ

∂ u

∂ t
+ h , f o r t > 0, ( 5. 8)

w h e r e κ i s t h e t h e r m al c o n d u cti vit y, σ a c c o u nt s f o r  diff u si v e  p h e n o m e n a, τ i s t h e t h e r m al

r el a x ati o n ti m e (t h at c o r r e s p o n d s t o t h e ti m e it t a k e s f o r a  m e di u m t o r e d u c e it s t e m p e r at u r e t o

h alf).  We a s s u m e t h at κ , τ , σ a r e  p o siti v e c o n st a nt s.  M a ki n g  u s e of t h e F o u ri e r – L a pl a c e t r a n sf o r m

( 1. 6)  wit h z e r o i niti al c o n diti o n s, ( 5. 8) t a k e s t h e f o r m of t h e  H el m h olt z e q u ati o n i n t h e c o nt e xt of

 
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m 
ht
tp

s:
//

ro
ya

ls
oc

ie
ty

pu
bl
is

hi
ng

.o
rg

/ 
on

 0
3 

Au
gu

st
 2

02
3 

by
 
Fe

rn
an

do
 

Va
sq

ue
z 



2 4

royalsocietypublishing.org/journal/rsta
Phil.

Trans.
R.Soc.

A
380: 20220073

...............................................................

diff u si o n  w a v e s c att e ri n g

u (x ; ω ) +
ω (ω τ + i)

κ − iω τ σ
u (x ; ω ) = −

h (x , ω )

κ − iω τ σ
, ( 5. 9)

a n d t h u s o n e c a n  d e fi n e k 2 = ω (ω τ + i)/ (κ − iω τ σ ) t h at,  u nli k e f o r t h e F o u ri e r h e at e q u ati o n ( 4. 3),

c a n l e a d t o  p r o p a g ati n g f e at u r e s ( w h e n  R e( k 2 ) > 0). S c att e ri n g c a n c ell ati o n of s u c h  diff u si v e  w a v e s

h a s b e e n a d d r e s s e d i n [ 7 2 ].

A n ot h e r sit u ati o n  w h e r e c o m pl e x  w a v e n u m b e r s  m a y  pl a y a  p r o mi n e nt r ol e i s f o r i n-

pl a n e  p r e s s u r e a n d s h e a r el a st o d y n a mi c  w a v e s  p r o p a g ati n g i n  p a s si v e,  di s si p ati v e, a cti v e o r

e v e n vi s c o el a sti c  m e di a (t h e c a s e of a nti- pl a n e s h e a r  w a v e s  w o ul d b e c o v e r e d b y t h e t w o-

di m e n si o n al s c al a r  H el m h olt z e q u ati o n  wit h c o m pl e x  w a v e n u m b e r).  T h e l att e r, vi s c o el a sti c

m e di a,  w o ul d r e q ui r e  u si n g t h e  H el m h olt z  d e c o m p o siti o n  p r o p o s e d i n [ 7 3 ] u = ∇ Φ + ∇ × Ψ ,

wit h Ψ a  di v e r g e n c e f r e e v e ct o r  fi el d, i n t h e v e ct o r  N a vi e r e q u ati o n

(λ̃ + 2 μ̃ )∇ ∇ · u + μ̃ ∇ 2 u + ρ ω 2 u = 0, ( 5. 1 0)

w h e r e λ̃ = λ + η p M , μ̃ = μ + η s M , M b ei n g a c o n v ol uti o n o p e r at o r  wit h c e rt ai n  p o w e r l a w

( n a m e d aft e r S z a b o  &  W u [7 4 ]), λ , μ a r e t h e  u s u al  L a m é  p a r a m et e r s, ρ i s t h e  d e n sit y a n d η s , η p 1.

O u r a p p r o a c h  w o ul d t h e n b e a p pli e d t o  H el m h olt z e q u ati o n s  wit h t h e c o m pl e x  w a v e n u m b e r s f o r

s h e a r ( s) a n d  p r e s s u r e ( p)  w a v e s

k 2
m (ω ) = ω 2 1 −

ν m

c 2
m

M (ω ) , m = s, p , ( 5. 1 1)

wit h c p = (λ + 2 μ )/ ρ , c s =
√

μ / ρ , t h e  p r e s s u r e a n d s h e a r  w a v e v el o citi e s, r e s p e cti v el y, ν p =

(η p + 2 η s )/ ρ , ν s = η s / ρ a n d  w h e r e t h e  m ulti pli c ati o n o p e r at o r M i s t h e F o u ri e r t r a n sf o r m of t h e

c o n v ol uti o n o p e r at o r M .  T h e  H o d g e  d e c o m p o siti o n c a n al s o b e a p pli e d t o s plit t h e el a st o d y n a mi c

w a v e e q u ati o n  wit h i s ot r o pi c vi s c o el a sti cit y i nt o t w o a c o u sti c  w a v e e q u ati o n s i n ti m e ( P a n d S

w a v e s) t h at c a n b e t r a n sf o r m e d i nt o t h e  H el m h olt z e q u ati o n, s e e [ 7 5 ].

T h e r e  m a y al s o b e  w a y s of a d a pti n g o u r a p p r o a c h t o ot h e r  diff e r e nti al o p e r at o r s i n s p a c e.  O n e

e x a m pl e  w o ul d b e t o c o n si d e r c o n st a nt a ni s ot r o pi c  m e di a ( e. g. c o mi n g f r o m a h o m o g e ni z ati o n

a p p r o a c h).  We b eli e v e t h at o u r st r at e g y c o ul d b e al s o a p pli e d t o ( 1. 5)  w h e r ei n t h e  L a pl a ci a n i s

r e pl a c e d b y a bi- L a pl a ci a n i n t h e ri g ht- h a n d si d e.  T hi s  p r o bl e m a ri s e s  w h e n  m o d elli n g  fl e x u r al

w a v e s i n t hi n el a sti c  pl at e s,  w hi c h a r e g o v e r n e d b y t h e  Ki r c h h off- L o v e e q u ati o n.  A cti v e cl o a ki n g

i n t hi s c o nt e xt h a s b e e n c o n si d e r e d i n [9 ].  We a r e al s o c o n si d e ri n g a p pl yi n g o u r t h e o r y t o a cti v e

cl o a ki n g f o r  fl e x u r al g r a vit y  w a v e s i n  fl o ati n g t hi n el a sti c  pl at e s t h at  w o ul d i n v ol v e a t ri- L a pl a ci a n

i n t h e ri g ht- h a n d si d e of ( 1. 5) [7 6 ].

We c o nj e ct u r e t h at o u r a p p r o a c h c a n b e a d a pt e d t o t h e t h r e e- di m e n si o n al  H el m h olt z e q u ati o n

f o r c o m pl e x  w a v e n u m b e r s,  w hi c h  w o ul d all o w  u s t o a d d r e s s cl o a ki n g i n g e n e r al  di s p e r si v e

m e di a (i n cl u di n g  m e di a  wit h l o s s e s o r g ai n).  A s i n [ 7 ],  w e  pl a n t o  u s e a n a d diti o n t h e o r e m f o r t h e

G r e e n f u n cti o n i n v ol vi n g s p h e ri c al  H a n k el f u n cti o n s, e. g. ([ 4 ], § 3. 3).  N eit h e r t h e  G r e e n f u n cti o n

n o r t h e s p h e ri c al  H a n k el f u n cti o n s h a v e b r a n c h- c ut s,  w hi c h  m a y si m plif y t h e r e s ult s f o r c o m pl e x

w a v e n u m b e r s. Fi n all y,  w e n ot e t h at o p e n q u e sti o n s r el at e d t o g ai n  m e di a (I m( k ) < 0) r e m ai n. I n

p a rti c ul a r  w h at i s a s e n si bl e f u n cti o n al s p a c e s etti n g f o r t h e e xt e ri o r  G r e e n r e p r e s e nt ati o n f o r m ul a

a n d f o r t h e s c att e ri n g  p r o bl e m i n g ai n  m e di a.  We b eli e v e t h at t h e a p p r o a c h of e xt e ri o r cl o a ki n g

w hi c h  w e h a v e  d e v el o p e d i n t hi s a rti cl e all o w s  u s t o c o v e r a b r o a d r a n g e of  p r o bl e m s f o r a cti v e

cl o a ki n g of  diff u si o n a n d  w a v e  p h e n o m e n a.

Data accessi bility. We  p r o vi d e t h e f oll o wi n g s u p pl e m e nt a r y  m at e ri al s. (i)  A  m o vi e a ni m ati n g fi g u r e 1 0 . (ii)  T h e

M A T L A B c o d e t o r e p r o d u c e  fi g u r e s 3 , 5 , 7 – 1 1 i s a v ail a bl e i n t h e r e p o sit o r y [7 7 ].

T h e  d at a a r e  p r o vi d e d i n t h e el e ct r o ni c s u p pl e m e nt a r y  m at e ri al [ 7 8 ].

A ut hors’ co ntri b utio ns. M. C.: c o n c e pt u ali z ati o n, f o r m al a n al y si s, i n v e sti g ati o n,  m et h o d ol o g y, s u p e r vi si o n,

v ali d ati o n, vi s u ali z ati o n,  w riti n g — o ri gi n al  d r aft,  w riti n g — r e vi e w a n d e diti n g;  T. D.: c o n c e pt u ali z ati o n,

d at a c u r ati o n, f o r m al a n al y si s, i n v e sti g ati o n,  m et h o d ol o g y, s oft w a r e, v ali d ati o n, vi s u ali z ati o n,  w riti n g —

o ri gi n al  d r aft,  w riti n g — r e vi e w a n d e diti n g; S. G.: c o n c e pt u ali z ati o n, f o r m al a n al y si s, i n v e sti g ati o n,

m et h o d ol o g y, s u p e r vi si o n, v ali d ati o n, vi s u ali z ati o n,  w riti n g — o ri gi n al  d r aft,  w riti n g — r e vi e w a n d e diti n g;
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F. G. V.: c o n c e pt u ali z ati o n,  d at a c u r ati o n, f o r m al a n al y si s, f u n di n g a c q ui siti o n, i n v e sti g ati o n,  m et h o d ol o g y,

p r oj e ct a d mi ni st r ati o n, r e s o u r c e s, s oft w a r e, s u p e r vi si o n, v ali d ati o n, vi s u ali z ati o n,  w riti n g — o ri gi n al  d r aft,

w riti n g — r e vi e w a n d e diti n g.

All a ut h o r s g a v e  fi n al a p p r o v al f o r  p u bli c ati o n a n d a g r e e d t o b e h el d a c c o u nt a bl e f o r t h e  w o r k  p e rf o r m e d

t h e r ei n.

Co n flict of i nterest declaratio n. We  d e cl a r e  w e h a v e n o c o m p eti n g i nt e r e st.

Fu n di n g. T. D. a n d F. G. V.  w e r e s u p p o rt e d b y t h e  N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n ( g r a nt n o.  D M S- 2 0 0 8 6 1 0).

A p pe n dix A. Proof of le m ma 2.2
Pr o of. Ste p 1: We  p r o v e  fi r st ( 2. 9).  T h e e nti r e f u n cti o n Jn i s  d e fi n e d ([1 1 ], e q. 1 0. 2. 2) vi a t h e

f oll o wi n g  p o w e r s e ri e s:

Jn (z ) :=

∞

k = 0

(− 1) k

k ! (n + k )!

z

2

n + 2 k
=

1

n !

z

2

n
+

∞

k = 1

(− 1) k

k ! (n + k )!

z

2

n + 2 k
, ∀ z ∈ C . ( A 1)

A s 1 / (n + k )! ≤ 1 / (n + 1)! f o r k ≥ 1, o n e g et s

∞

k = 1

(− 1) k

k ! (n + k )!

z

2

n + 2 k
≤

1

(n + 1)!

|z |

2

n + 2 ∞

k = 1

1

k !

|z |

2

2 k − 2

≤
C K 1

(n + 1)!

|z |

2

n + 2

, ( A 2)

w h e r e t h e  p o siti v e c o n st a nt C K 1
i s  d e fi n e d b y

C K 1
= m a x

z ∈ K 1

f (|z |)  wit h f e nti r e  d e fi n e d b y f (z ) :=

∞

k = 1

1

k !

z

2

2 k − 2
, ∀ z ∈ C . ( A 3)

We  p oi nt o ut t h at f (z ) = 4( e x p( z 2 / 4) − 1) / z 2 f o r z = 0 a n d f ( 0) = 1.  T h u s, ( 2. 9) i s a n i m m e di at e

c o n s e q u e n c e of ( A 1) a n d ( A 2).

Ste p 2: T h e a s y m pt oti c f o r m ul a ( 2. 1 0) f o r Jn f oll o w s i m m e di at el y f r o m t h e a s y m pt oti c

e x p a n si o n ( 2. 9) a n d t h e r e c u r r e n c e f o r m ul a ( s e e [ 1 1 ], e q n 1 0. 6. 1) Jn (z ) = ( 1/ 2)( Jn − 1 (z )) − Jn + 1 (z )).

A n ot h e r  w a y t o o bt ai n t h e f o r m ul a ( 2. 1 0) i s t o  diff e r e nti at e t h e  p o w e r s e ri e s t h at  d e fi n e s Jn a n d

a p pl y t h e s a m e  m et h o d a s f o r f o r m ul a ( 2. 9).

Ste p 3: We n o w  p r o v e ( 2. 1 1).  B y  d e fi niti o n of t h e  H a n k el f u n cti o n H
( 1)
n ( s e e [1 1 ], e q n 1 0. 4. 3), o n e

h a s f o r all z ∈ C \ (− ∞ , 0]:

H
( 1)
n (z ) +

i (n − 1)!

π

2

z

n

= Jn (z ) + iY n (z ) +
i (n − 1)!

π

2

z

n

.

U si n g ( A 1) a n d t h e s e ri e s r e p r e s e nt ati o n of Y n o n C \ (− ∞ , 0] ( s e e [1 1 ], e q n 1 0. 8. 1) o n t h e  p r e vi o u s

e x p r e s si o n l e a d s t o:

H
( 1)
n (z ) +

i (n − 1)!

π

2

z

n

= −
i

π

2

z

n n − 1

k = 1

(n − k − 1)!

k !

z

2

2 k
+ I2 (n , z ), ( A 4)

w h e r e

I2 (n , z ) =
z

2

n

⎛

⎝
∞

k = 0

i

π
2 l n

z

2
− ψ (k + 1) − ψ (k + n + 1) + 1

(− 1) k

k !(n + k )!

z

2

2 k
,

w h e r e l n i s t h e  p ri n ci p al v al u e of t h e l o g a rit h m f u n cti o n  wit h a b r a n c h c ut o n ( − ∞ , 0]  a n d ψ :=

Γ / Γ wit h Γ t h e  w ell- k n o w n  G a m m a f u n cti o n.  We e sti m at e n o w t h e t w o t e r m s a p p e a ri n g i n

( A 4). F o r t h e  fi r st o n e, o n e o bt ai n s

−
i

π

2

z

n n − 1

k = 1

(n − k − 1)!

k !

z

2

2 k
≤

(n − 2)!

π

2

|z |

n − 2 n − 1

k = 1

1

k !

|z |

2

2 k − 2

.

≤
C K 2

π
(n − 2)!

2

|z |

n − 2

, (A 5 )
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wit h t h e c o n st a nt C K 2
d e fi n e d b y r e pl a ci n g t h e c o m p a ct K 1 b y K 2 i n ( A 3).  A s t h e f u n cti o n ψ

e v al u at e d o n i nt e g e r s ( s e e [ 1 1 ], e q n 5. 4. 1 4) i s gi v e n b y

ψ (m + 1) : =

m

p = 1

1

p
+ γ f o r m ≥ 1  wit h γ = : Γ ( 1) = ψ ( 1) t h e  E ul e r c o n st a nt,

t h e s e c o n d t e r m of ( A 4) c a n b e b o u n d e d b y

|I2 (n , z )| ≤
1

π

(n − 2)!

(n − 2)!

2

|z |

n − 4 |z |

2

2 n − 4

×

⎡

⎣
∞

k = 0

⎛

⎝ 2 l n
z

2
+ C +

k + 1

p = 1

1

p
+

n + k

p = 1

1

p

⎞

⎠ 1

k !(n + k )!

|z |

2

2 k
⎤

⎦ ,

wit h C = 2 γ + π ( w e  p oi nt o ut t h at  w e  u s e t h e i n e q u alit y ψ (k + 1) ≤ ψ (k + 2) f o r k ≥ 0 t o a v oi d

t h e  p a rti c ul a rit y of t h e c a s e k = 0).  T h e n,  u si n g t h e f oll o wi n g i n e q u alit y m
p = 1 1 / p ≤ l n(m ) + 1 f o r

m ≥ 1 ( o bt ai n e d b y c o m p a ri s o n of t h e h a r m o ni c s e ri e s  wit h t h e i nt e g r al) a n d t h e f a ct t h at l n( k +

1) ≤ l n(n + k ), o n e g et s t h at

|I2 (n , z )| ≤
1

π

(n − 2)!

(n − 2)!

2

|z |

n − 2 |z |

2

2 n − 2

×

⎡

⎣
∞

k = 0

2 l n
z

2
+ C + 2 l n( n + k ) + 2

1

k !(n + k )!

|z |

2

2 k
⎤

⎦ .

N oti c e t h at

l n(n + k )

(n + k )!
≤

l n(n + k )

(n + k )(n + k − 1)!
≤

1

(n + k − 1)!
≤

1

(k + 1)!
a n d

1

(n + k )!
≤

1

(k + 1)!
f o r n ≥ 2

s o  w e o bt ai n t h at

|I2 (n , z )| ≤
1

π

(n − 2)!

(n − 2)!

2

|z |

n − 2 |z |

2

2 n − 2

2 l n
z

2
+ C + 4

⎡

⎣
∞

k = 0

1

k !(k + 1)!

|z |

2

2 k
⎤

⎦ .

B y i nt r o d u ci n g t h e e nti r e f u n cti o n s,

g (z ) =

∞

n = 2

1

(n − 2)!

|z |

2

2 n − 2

a n d h (z ) =

∞

k = 0

1

k !(k + 1)!

z

2

2 k
, ∀ z ∈ C ,

it f oll o w s t h at

|I2 (n , z )| ≤ C̃ K 2
(n − 2)!

2

|z |

n − 2

wit h C̃ K 2
=

1

π
m a x

K 2

g (|z |) 2 l n
z

2
+ C + 4 h (|z |).
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