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A bstr a ct — E m pi ri c al  o bs e r v ati o ns  s u g g est  t h at  i n  p r a cti c e,
c o m m u nit y   m e m b e rs hi p  d o es  n ot  c o m pl et el y  e x pl ai n  t h e
d e p e n d e n c y  b et w e e n  t h e  e d g es  of  a n  o bs e r v ati o n  g r a p h.   T h e
r esi d u al  d e p e n d e n c e  of t h e  g r a p h e d g es  a r e   m o d el e d i n t his  p a p e r,
t o  fi rst  o r d e r,  b y  a u xili a r y  n o d e  l at e nt  v a ri a bl es  t h at  aff e ct  t h e
st atisti cs  of  t h e  g r a p h  e d g es  b ut c arr y  n o  i nf or m ati o n  a b o ut  t h e
c o m m u niti es  of  i nt er est. W e  t h e n  st u d y  c o m m u nit y  d et e cti o n  i n
g r a p hs  o b e yi n g  t h e  st o c h asti c  bl o c k   m o d el  a n d  c e ns o r e d  bl o c k
m o d el   wit h a u xili a r y l at e nt v a ri a bl es.   W e a n al y z e t h e c o n diti o ns f o r
e x a ct r e c o v e r y   w h e n t h es e  a u xili a r y l at e nt  v a ri a bl es  a r e  u n k n o w n,
r e p r es e nti n g  u n k n o w n  n uis a n c e  p a r a m et e rs  o r   m o d el   mis m at c h.
W e  als o  a n al y z e  e x a ct  r e c o v e r y   w h e n  t h es e  s e c o n d a r y  l at e nt
v a ri a bl es  h a v e  b e e n  eit h e r  f ull y  o r  p a rti all y  r e v e al e d.   Fi n all y,   w e
p r o p os e  a s e mi d e fi nit e  p r o g r a m mi n g  al g o rit h m f o r  r e c o v e ri n g t h e
d esi r e d  l a b els   w h e n  t h e  s e c o n d a r y  l a b els  a r e  eit h e r  k n o w n  o r
u n k n o w n.   W e s h o w t h at  e x a ct  r e c o v e r y is  p ossi bl e  b y s e mi d e fi nit e
p r o g r a m mi n g  d o w n  t o  t h e  r es p e cti v e   m a xi m u m  li k eli h o o d  e x a ct
r e c o v e r y t h r es h ol d.

I n d e x   T er ms — C e ns o r e d  bl o c k   m o d el  ( C B M),  c h e r n off- h elli n-
g e r  di v e r g e n c e,  c o m m u nit y  d et e cti o n,  e x a ct  r e c o v e r y,  g r a p h
i nf e r e n c e,  l at e nt  v a ri a bl es,  s e mi d e fi nit e  p r o g r a m mi n g  ( S D P),
st o c h asti c  bl o c k   m o d el ( S B M).

I.  IN T R O D U C TI O N

C O M M U NI T Y  d et e cti o n r ef ers t o a cl ust eri n g of t h e n o d es
of a gr a p h b as e d o n t h e o bs er v ati o n of t h e e d g es. I n   m a n y

a p pli c ati o ns, t his i n v ol v es i d e ntif yi n g  gr o u ps  of  n o d es t h at  ar e
m or e d e ns el y c o n n e ct e d   wit hi n t h e gr o u p t h a n t o n o d es o utsi d e
t h e gr o u p.   C o m m u nit y d et e cti o n h as   m a n y a p pli c ati o ns s u c h as
fi n di n g li k e- mi n d e d  p e o pl e i n s o ci al  n et w or ks [ 1],  e x pl or ati o n
of  bi o m e di c al  n et w or ks [ 2], i m pr o vi n g li n k  pr e di ct ors a n d r e c-
o m m e n d ati o n s yst e ms [ 3], [ 4], [ 5],  a n d is  als o r el e v a nt t o  n et-
w or k  r e c o nstr u cti o n  pr o bl e ms  [ 6],  [ 7],  [ 8],  [ 9].   C o m m u nit y
d et e cti o n  h as  b e e n   wi d el y  i n v esti g at e d  i n  t h e  lit er at ur e  fr o m
b ot h  t h e or eti c al  a n d  al g orit h mi c  p ers p e cti v es.   C o m m u nit y
d et e cti o n is b as e d o n gr a p h   m o d els s u c h as t h e st o c h asti c bl o c k
m o d el a n d t h e c e ns or e d bl o c k   m o d el [ 1 0], [ 1 1], [ 1 2], [ 1 3], [ 1 4],
[ 1 5], [ 1 6].  S e v er al   m etri cs ar e  us e d i n t his  fi el d t o c h ar a ct eri z e
t h e as y m pt oti c  b e h a vi or  of t h e r esi d u al err ors as t h e si z e  of t h e

gr a p h  gr o ws,  i n cl u di n g  c orr el at e d  r e c o v er y,   w e a k  r e c o v er y,
al m ost e x a ct r e c o v er y, a n d e x a ct r e c o v er y [ 1 7], [ 1 8], [ 1 9], [ 2 0],
[ 2 1], [ 2 2], [ 2 3], [ 2 4], [ 2 5], [ 2 6].   A m o n g t h e  v ari o us  d et e cti o n
t e c h ni q u es  o n e c a n  n a m e s p e ctr al   m et h o ds,  b eli ef  pr o p a g ati o n,
a n d s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g  [ 2 7], [ 2 8], [ 2 9], [ 3 0], [ 3 1], [ 3 2].

I n t h e  gr a p h   m o d els t h at  h a v e s o f ar  b e e n st u di e d f or c o m m u-
nit y  d et e cti o n, t h e  gr a p h e d g es a r e  g e n er at e d i n d e p e n d e ntl y c o n-
diti o n e d  o n t h e  c o m m u nit y l a b els.   A  bri ef s ur v e y  of   m o d els t h at
ar e   m ost  cl os el y  r el at e d  t o  t h e  pr es e nt   w or k   will  b e  pr es e nt e d
s h ortl y.   H o w e v er, i n   m a n y  pr a c ti c al  c o m m u nit y  d et e cti o n  pr o b-
l e ms, t h e  c o m m u nit y l a b els  d o  n ot f ull y  e x pl ai n t h e  d e p e n d e n c e
b et w e e n  t h e  gr a p h  e d g es.  I n  ot h er   w or ds,  i n   m a n y  gr a p hs
e n c o u nt er e d  i n  pr a cti c e,  t h e  g r a p h  e d g es  c o n diti o n e d  o n  t h e
d esir e d  c o m m u nit y l a b els  ar e  n ot st atisti c all y i n d e p e n d e nt.   T his
h a p p e ns   w h e n  t h e  str u ct ur e  of  t h e  gr a p h  is  als o  i n fl u e n c e d  b y
f a ct ors  ot h er t h a n t h e  c o m m u nit y  of i nt er est.  F or  e x a m pl e,  o n e
m a y  c o nsi d er  p oliti c al  af fili ati o n  c o m m u niti es  o n  a  s o ci al  n et-
w or k i n  a  u ni v ersit y  c a m p us,   w h e r e t h e  s o ci al  n et w or k  gr a p h is
als o i n fl u e n c e d  b y  ot h er  v ari a bl es t h at   m a y  b e  u nr el at e d t o t h e
c o m m u nit y l a b el  of i nt er est,  s u c h  as   m e m b ers hi p i n i ntr a m ur al
a n d  e xtr a m ur al  a cti viti es.   T h e  n at ur e  a n d   m a g nit u d e  of  t h e
d e p e n d e n c e  of t h e  gr a p h  o n t h es e s e c o n d ar y  or  a u xili ar y f a ct ors
c a n  h a v e  a n  eff e ct  o n t h e  p erf or m a n c e  of t h e  c o m m u nit y  d et e c-
ti o n  al g orit h m  f or t h e  c o m m u nit y l a b el  of i nt er est.   T h e  pr es e nt
st u d y   m o d els a n d a n al y z es c o m m u nit y d et e cti o n i n t his s c e n ari o.

T o w ar d t h at  g o al, t his  p a p er i ntr o d u c es s e c o n d ar y  or a u xili ar y
l at e nt v ari a bl es i n t h e gr a p h   m o d el t h at ar e n ot s u bj e ct t o c o m m u-
nit y  d et e cti o n  t h e ms el v es,  b ut  i n fl u e n c e  t h e  str u ct ur e  of  t h e
gr a p h.   M or e s p e ci fi c all y,   w e pr o p os e a n d e m pl o y a   m or e g e n er al
v ersi o n  of t h e st o c h asti c  bl o c k   m o d el  a n d c e ns or e d  bl o c k   m o d el
i n   w hi c h e d g es ar e i n d e p e n d e nt c o n diti o n e d o n b ot h t h e c o m m u-
nit y l a b els a n d a s et of s e c o n d ar y l at e nt  v ari a bl es.   T h e s e c o n d ar y
or  a u xili ar y l at e nt  v ari a bl es r e p r es e nt  a  first- or d er   m o d el f or t h e
r esi d u al  d e p e n d e n c e  of t h e  e d g es  of t h e  gr a p h  o n c e t h e  eff e ct  of
t h e  c o m m u nit y l a b els  h as  b e e n r em o v e d.   A u xili ar y  v ari a bl es ar e
i n d e p e n d e nt  of c o m m u nit y   m e m b ers hi ps a n d   m a y  or   m a y  n ot  b e
o bs er v a bl e.   T h e  a u xili ar y l at e nt v ari a bl e   m o d el is  disti n ct  fr o m
si d e-i nf or m ati o n   m o d el  [ 3 3],  [ 3 4]   w h er e  t h e  si d e  i nf or m ati o n
v ari a bl es  ar e  dir e ctl y  o bs er v e d  a n d  c arr y i nf or m ati o n  a b o ut t h e
c o m m u niti es.  Si d e i nf or m ati o n r e pr es e nts n o n- gr a p h i nf or m ati o n
a b o ut  c o m m u niti es,   w hil e  a u x ili ar y  v ari a bl es   m o d el  t h e gr a p h
c o n n e cti vit y p att er ns t h at ar e u nr el at e d t o t h e c o m m u niti es.

W e i n v esti g at e t h e  e x a ct r e c o v er y t hr es h ol d f or  c o m m u nit y
d et e cti o n  i n  t h e  gr a p hs   wit h  s e c o n d ar y  l at e nt  v ari a bl es.   W e
als o a n al y z e t h e eff e ct o n t h e p erf or m a n c e of c o m m u nit y d et e c-
ti o n   w h e n  t his  s e c o n d ar y  l at e nt  v ari a bl e  is  f ull y  or  p arti all y
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k n o w n.   W e  als o  pr o p os e  a n d  i n v esti g at e  a  s e mi d e fi nit e  pr o-
gr a m mi n g  al g orit h m f or  c o m m u nit y  d et e cti o n   wit h s e c o n d ar y
l at e nt  v ari a bl es.   O ur  a n al ysis  s h o ws  t h at  e x a ct  r e c o v er y  vi a
s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g is  p ossi bl e  d o w n t o t h e  r es p e cti v e
m a xi m u m  li k eli h o o d  e x a ct  r e c o v er y  t hr es h ol d,  f or  b ot h
u n k n o w n or k n o w n s e c o n d ar y l at e nt v ari a bl es.

I n  a d diti o n  t o  a d dr essi n g  a  n o v el  pr o bl e m,  t his  p a p er  als o
pr o vi d es a n o v el pr o of f or b o u n di n g t h e s u m m ati o n of t h e   mi ni-
m u ms  of  P oiss o n- distri b ut e d  v al u es fr o m a b o v e a n d  b el o w  vi a
C h er n off- H elli n g er  di v er g e n c e.   O ur  r es ult  ( L e m m a  1)  eli mi-
n at es c ert ai n t e c h ni c al dif fi c ulti es t h at e xist e d i n e arli er pr o ofs,
e. g., d o es n ot i m p os e r estri cti o ns o n t h e d o m ai n of P oiss o n dis-
tri b uti o ns.   T his  r es ult is  e xt e n d e d  ( L e m m a  2)  f or t h e  g e n er al
c e ns or e d  bl o c k   m o d el.   Als o, t h e a n al ysis  of e x a ct r e c o v er y f or
a gr a p h g e n er at e d b as e d o n t w o l at e nt v ari a bl es i n v ol v es s u btl e-
ti es i n  e xtr a cti n g t h e   m a xi m u m li k eli h o o d  esti m at or  a n d  a n a-
l y zi n g  its  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g  r el a x ati o n,   w hi c h  g o
b e y o n d e arli er   w or ks.

T o  p ut  t h e   m o d el  of  t hi s  p a p er  i n  p ers p e cti v e,   w e  r e vi e w
s e v er al  c o m m u nit y  d et e cti o n  gr a p h   m o d els   w h os e  n o d es  ar e
ass o ci at e d,  b e y o n d  a  s c al ar  c o m m u nit y  d et e cti o n  l a b el,   wit h
s o m e  ot h er  v ari a bl es  t o o.   T h e  l at e nt  s p a c e   m o d el  [ 3 5],  [ 3 6],
[ 3 7]  ass o ci at es   wit h  e a c h  n o d e  a  v e ct or,  oft e n   wit h  s m all
di m e nsi o n,  c o nt ai ni n g  v ari a bl es  t h at  ar e  l at e nt  i n  t h e   m o d el.
T h e  gr a p h  e d g es  ar e  g e n er at e d  fr o m  a  distri b uti o n  t h at  is
p ar a m et eri z e d b as e d o n t h e dist a n c e b et w e e n t h e l at e nt v e ct ors
of p airs of n o d es, a n d t h e c o m m u nit y is a s c al ar  g e n er at e d as a
f u n cti o n  of  e a c h  l at e nt  v e ct or.   T h e  o v erl a p pi n g  st o c h asti c
bl o c k   m o d el [ 1 1], [ 3 8] r e c o v ers   m ulti pl e i n d e p e n d e nt, i d e nti-
c all y  distri b ut e d,  bi n ar y  c o m m u niti es  vi a  o bs er vi n g  a  gr a p h
w h os e  e d g es  ar e  dr a w n i n d e p e n d e ntl y  c o n diti o n e d  o n  all t h e
c o m m u nit y l a b els  of t h e t er mi n ati n g  n o d es.   A n i m p ort a nt  dis-
ti n cti o n  of  o v erl a p p e d  c o m m u niti es  fr o m t h e  pr es e nt   w or k is
t h at  all  c o m m u niti es   m ust  b e  r e c o v er e d  i n  t h e  o v erl a p p e d
m o d el, t h er ef or e t h e  o v erl a p p e d   m o d el  h as si g ni fi c a nt si mil ar-
it y   wit h  a   m ulti- c o m m u nit y   m o d el.  I n t h e  o v erl a p p e d   m o d el,
t h e   m ulti pl e  c o m m u niti es  p oss e s  a  str u ct ur e  t h at  c a n  b e
e x pl oit e d,  c o m p ar e d   wit h  a  g e n er al   m ulti- c o m m u nit y   m o d el.
Fi n all y,  t h er e  e xists  s o m e   w or k  o n  c o m bi ni n g  n o n- gr a p h
o bs er v ati o n   wit h  gr a p h  o bs er v ati o ns  [ 3 3],  [ 3 4];  t h es e   w or ks
h a v e  a  s u p er fi ci al r es e m bl a n c e t o t h e  s u bs e cti o n i n t his  p a p er
w h er e t h e s e c o n d ar y l at e nt  v ari a bl e is r e v e al e d.   H o w e v er, t h e
gr a p h a n d t h e si d e i nf or m ati o n i n [ 3 3], [ 3 4] ar e ass u m e d i n d e-
p e n d e nt of e a c h ot h er c o n diti o n e d o n c o m m u nit y l a b els, t h er e-
f or e t h e  r e v e al e d  si d e i nf or m ati o n i n  [ 3 3],  [ 3 4]  h as  n o  dir e ct
i n fl u e n c e  o n t h e  gr a p h.   T h u s, [ 3 3], [ 3 4]   m o d el a  diff er e nt  p h e-
n o m e n o n  a n d  als o  h a v e  a  diff er e nt   m at h e m ati c al  str u ct ur e,
c o m p ar e d   wit h t h e  pr es e nt   w or k. I n t h e i nt er est  of  br e vit y,  o ur
c o v er a g e  of  v ari o us  c o m m u nit y  d et e cti o n   m o d els  is  li mit e d,
a n d  t h e  i nt er est e d  r e a d er  is  r ef err e d  t o   m or e  c o m pr e h e nsi v e
c o v er a g e a v ail a bl e, e. g., i n [ 1 1].

N ot ati o n: I is t h e i d e ntit y   m atri x  a n d J t h e  all- o n e   m atri x.
S 0 i n di c at es  a  p ositi v e  s e mi d e fi nit e   m atri x  a n d S 0
d e n ot es a   m atri x   wit h n o n- n e g ati v e e ntri e s. jjS jj is t h e s p e ctr al
n or m  a n d 2 ðS Þ is t h e s e c o n d s m all est  ei g e n v al u e (f or  a s y m-
m etri c   m atri x). ½a; b is  a  v e ct or  t h at  is  o bt ai n e d  b y  st a c ki n g
v e ct ors a a n d b . h ; i is t h e i n n er  pr o d u ct a n d is t h e el e m e nt-

wis e  pr o d u ct.   W e  a b br e vi at e ½n , f 1 ; . . . ; ng . P ð Þ i n di c at es
t h e  pr o b a bilit y  o p er at or  a n d P ð Þ a  pr o b a bilit y  distri b uti o n
w hi c h is i d e nti fi e d b y t h e c h oi c e of its v ari a bl es   w h e n e v er t h er e
is  n o  c o nf usi o n.   R a n d o m  v ari a bl es   wit h   B er n o ulli  a n d   Bi n o-
mi al  distri b uti o ns  ar e  i n di c at e d  b y B er n ðp Þ a n d Bi n ðn; p Þ,
r es p e cti v el y,   wit h n tr ails a n d s u c c ess  pr o b a bilit y p .   Als o, r a n-
d o m v ari a bl es   wit h P oiss o n distri b uti o n ar e i n di c at e d b y P ðn Þ
wit h n tr ails a n d p ar a m et er .

II.  SY S T E M M O D E L

W e  st art  b y  c o nsi d eri n g  a  t w o-l at e nt  v ari a bl e   m o d el,  a n d
ass u m e t h e  c ar di n alit y  of  b ot h is  fi nit e.  F or  n ot ati o n al  c o n v e-
ni e n c e t hr o u g h o ut t h e  p a p er, x; y ar e l e n gt h- n v e ct ors  h ol di n g
l at e nt v ari a bl e v al u es f or t h e   w h ol e gr a p h,   w hil e t h e l at e nt v ar-
i a bl es f or a n y n o d e v ar e r e pr es e nt e d   wit h x n ; yn . I n o ur   m o d el,
w e  ai m  t o  dis c o v er x ,  t h er ef or e  n o d es  t h at  s h ar e  t h e  s a m e
v al u e f or x ar e  c all e d  a c o m m u nit y. B y mi cr o- c o m m u nit y , w e
r ef er t o t h e s et  of  n o d es i n t h e  gr a p h t h at s h ar e t h e s a m e  v al u e
f or b ot h l at e nt v ari a bl es x; y .   T h e   m atri x P d e n ot es pri or pr o b-
a biliti es

P i; j ¼ P ðx v ¼ i; yv ¼ j Þ:

F or  c o n v e ni e n c e  a n d f or  a v oi di n g t e ns or  c al c ul ati o ns,   w e f ur-
t h er d e fi n e:

p , v e c ðP Þ:

F or  b ot h t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e st o c h asti c  bl o c k   m o d el  a n d
t w o-l at e nt  v ari a bl e c e ns or e d  bl o c k   m o d el, t h e  gr a p h e d g es  ar e
B er n o ulli  distri b ut e d,  c o n diti o n e d  o n  t h e  l at e nt  v ari a bl es  of
t h e t w o  n o d es t er mi n ati n g t h e e d g e.   T h e c o n diti o n al   B er n o ulli
p ar a m et ers f or  a n  ar bitr ar y  e d g e  ar e  or g a ni z e d i n a s y m m etri c
m atri x Q ,   w h os e  r o ws  a n d  c ol u m ns  ar e  or d er e d i n  a   m a n n er
c o m p ati bl e   wit h  v e ct or p . I n  ot h er   w or ds,  ass u mi n g t h e l at e nt
v ari a bl e x v h as m x o ut c o m es, t h e n t h e  pr o b a bilit y  of  a n  e d g e
b et w e e n  t w o  n o d es   wit h  l at e nt  v ari a bl e  p airs  t a ki n g  v al u es
ði; jÞ a n d ði;0 j 0Þ is  gi v e n  b y t h e  el e m e nt  of Q i n r o w j m x þ i
a n d c ol u m n j 0m x þ i0.

W e  ar e  i nt er est e d  i n  a  r e gi m e   w h er e  e d g e  pr o b a biliti es
di mi nis h   wit h  t h e  si z e  of  t h e  gr a p h n ,  i n  p arti c ul ar,  i n  t h e
c o nt e xt  of  o ur   m o d el  t h er e  e xist  a  c o nst a nt   m atri x Q s u c h
t h at:

Q ¼
l o g n

n
Q:

T his  ass u m pti o n  as y m pt oti c all y  g u ar a nt e es  a  f ull y  c o n n e ct e d
gr a p h.

E x a m pl e  1: C o nsi d er a t w o-l at e nt  v ari a bl e st o c h asti c  bl o c k
m o d el   wit h m x ¼ 2 a n d m y ¼ 3 .   T h e n

P ¼
P 0 ;0 P 0 ;1 P 0 ;2

P 1 ;0 P 1 ;1 P 1 ;2

;

p ¼ P 0 ;0 P 0 ;1 P 0 ;2 P 1 ;0 P 1 ;1 P 1 ;2½ ;
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Q ¼
l o g n

n

Q 0 ;0 Q 0 ;1 Q 0 ;2 Q 0 ;3 Q 0 ;4 Q 0 ;5

Q 1 ;0 Q 1 ;1 Q 1 ;2 Q 1 ;3 Q 1 ;4 Q 1 ;5

Q 2 ;0 Q 2 ;1 Q 2 ;2 Q 2 ;3 Q 2 ;4 Q 2 ;5

Q 3 ;0 Q 3 ;1 Q 3 ;2 Q 3 ;3 Q 3 ;4 Q 3 ;5

Q 4 ;0 Q 4 ;1 Q 4 ;2 Q 4 ;3 Q 4 ;4 Q 4 ;5

Q 5 ;0 Q 5 ;1 Q 5 ;2 Q 5 ;3 Q 5 ;4 Q 5 ;5

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

I n  a d diti o n,   w e  d e fi n e t h e  c ol u m ns  of   w ei g ht e d  v ersi o ns  of
t h e   m atri x Q as

q ði; jÞ
, di a g ðp ÞQ e j m x þ i;

w h er e e k is t h e k -t h  c a n o ni c al  c o or di n at e  v e ct or,  a n d f or  c o n-
v e ni e n c e  o ur  n ot ati o n  of q ði; jÞ e m p h asi z es  d e p e n d e n c e  o n t h e
l at e nt  v ari a bl e  o ut c o m e s r at h er t h a n   m atri x  c o or di n at es.   T h us,
q ði; jÞ is t h e c ol u m n of di a g ðp ÞQ .   T his v e ct or r e pr es e nts t h e r el-
ati v e  fr e q u e n c y  of  e d g es  c o n n e cti n g  a  n o d e  fr o m  t h e   mi cr o-
c o m m u nit y ði; jÞ t o  all  n o d es  of  e a c h   mi cr o- c o m m u nit y
(i n cl u di n g  t h e  s a m e   mi cr o- c o m m u nit y).   Als o,   w e  d e fi n e  t h e
v e ct or ~q ði; jÞ of si z e m x wit h e ntri es

~q ði; jÞ
i0 ,

X

j 0

P i;0j 0Q j 0m x þ i;0j m x þ i;

r e pr es e nti n g  t h e  r el ati v e  fr e q u e n c y  of  e d g es,  c o n n e cti n g  a
n o d e  fr o m t h e   mi cr o- c o m m u nit y ði; jÞ t o  all  n o d es  of   mi cr o-
c o m m u niti es   wit h si mil ar c o m m u nit y l at e nt v ari a bl e.

F or t h e t w o-l at e nt v ari a bl e c e ns or e d bl o c k   m o d el, if a n e d g e
e xists b et w e e n a p air of n o d es, t h e si g n of t h e e d g e ( p ositi v e or
n e g ati v e)  is  d et er mi n e d  b y  a  r a n d o m  v ari a bl e  dr a w n  fr o m  a
B er n o ulli  distri b uti o n   wit h  a  c ert ai n  p ar a m et er.   T h e   B er n o ulli
p ar a m et ers f or t h e  p ositi v e si g n  of  a n  e d g e  ar e  or g a ni z e d i n  a
s y m m etri c   m atri x X ,   w h os e r o w s a n d c ol u m ns ar e als o or d er e d
i n a   m a n n er c o m p ati bl e   wit h v e ct or p . Fi n all y, f or t h e c e ns or e d
bl o c k   m o d el,   w e d e fi n e si mil arl y

g ði; jÞ
, di a g ðp ÞðX Q Þ e j m x þ i;

h ði; jÞ
, di a g ðp Þðð 1 X Þ Q Þ e j m x þ i;

a n d

~g
ði; jÞ
i0 ,

X

j 0

P i;0j 0ðX Q Þ j 0m x þ i;0j m x þ i;

~h
ði; jÞ
i0 ,

X

j 0

P i;0j 0ðð1 X Þ Q Þ j 0m x þ i;0j m x þ i:

R e m ar k  1: T h e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el  i n  [ 2 8],  [ 3 9]   wit h
p ar a m et ers a a n d is  a  s p e ci al  c as e  of  t h e  g e n er al  c e ns or e d
m o d el r e pr es e nt e d i n t his p a p er   wit h

Q ¼
a a

a a
; X ¼

1

1
:

III.   EX A C T R E C O V E R Y U N D E R O P TI M A L D E T E C TI O N

T h e   m ai n r es ults  of t his  p art  ar e r e pr es e nt e d i n t h e  c o nt e xt
of t hr e e s c e n ari os,   w h er e t h e l at e nt  v ari a bl e x is  u n k n o w n a n d
t h e l at e nt  v ari a bl e y is eit h er  k n o w n or  u n k n o w n (f or all  n o d es
i n t h e gr a p h) or p arti all y k n o w n (f or s o m e n o d es i n t h e gr a p h).
Fi g.  1  s h o w s  gr a p h  r e ali z ati o ns  of  a  t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o-
c h asti c  bl o c k   m o d el   wit h m x ¼ 2 a n d m y ¼ 2 . I n  e a c h  n o d e,
t h e  c o m m u nit y l at e nt  v ari a bl e is i n di c at e d  b y t h e  c ol or  of t h e
i n n er cir cl e, a n d t h e a u xili ar y l at e nt  v ari a bl e is r e pr es e nt e d  b y
t h e c ol or of a ri n g ar o u n d t h e i n n er cir cl e.

T h e   C h er n off- H elli n g er di v er g e n c e is d u e t o   A b b e [ 2 4] a n d is
d e fi n e d f or t w o n o n- n e g ati v e v e ct ors a; b of t h e s a m e di m e nsi o n:

Di v ða; b Þ , m a x
t2½ 0 ;1

X

i

t ai þ ð 1 tÞb i a t
ib

1 t
i : ( 1)

T his  is  a  g e n er ali z ati o n  of  t h e   H elli n g er  di v er g e n c e  a n d  t h e
C h er n off  di v er g e n c e [ 1 1], [ 2 4]. I n a   m a n n er si mil ar t o [ 1 1]   w e
pr es e nt a l e m m a t h at b o u n ds a s u m m ati o n  of t h e   mi ni m u ms  of
P oiss o n- distri b ut e d v al u es.

L e m m a  1: L et a; b 2 R m
þ ,   wit h a 6 ¼b , a n d t w o  p ositi v e s c a-

l ars p; p̂ .  F or a n y  P oiss o n   m ulti v ari at e  distri b uti o ns P a ðd Þ a n d
P b ðd Þ, d e fi n e

I ða; b Þ ,
X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þp; P b ðd Þ p̂ g :

T h e n

I ða; b Þ m a x f p; p̂ g e Di v ða; b Þ ;

I ða; b Þ mi n f p; p̂ g e Di v ða; b Þ
Ym

i¼ 1

1

e
a t

i b 1 t
i

1
2
;

w h er e t is t h e  o pti m al  p ar a m et er i n t h e  d e fi niti o n  of   C h er n-
off- H elli n g er di v er g e n c e Di v ða; b Þ.

Pr o of: S e e   A p p e n di x   A. &

L et D b e a r a n d o m  v ari a bl e  v e ct or r e pr es e nti n g t h e  n u m b er
of  e d g es  t h at  c o n n e ct  t h e  n o d e v t o  e a c h   mi cr o- c o m m u nit y.

Fi g. 1.  F or e a c h n o d e, ( a) b ot h l at e nt v ari a bl es ar e u n k n o w n, ( b) k n o wi n g t h e st atisti cs of t h e gr a p h, t h e c o m m u nit y l at e nt v ari a bl e is r e c o v er e d   w hil e t h e a u xil-
i ar y l at e nt  v ari a bl e is  u n k n o w n, ( c) t h e a u xili ar y l at e nt  v ari a bl e is  k n o w n   w hil e t h e  first  o n e is  u n k n o w n, ( d)  k n o wi n g t h e st atisti cs  of t h e  gr a p h, t h e c o m m u nit y
l at e nt v ari a bl e is r e c o v er e d   w hil e t h e a u xili ar y l at e nt v ari a bl e is k n o w n.
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M or e s p e ci fi c all y, D ði0; j0Þ is a n el e m e nt  of t h e D i n di c ati n g t h e
n u m b er  of  e d g es  c o n n e cti n g t h e  n o d e v t o t h e   mi cr o- c o m m u-
nit y ði;0 j 0Þ.  F or  e a c h  n o d e v ,  t h e  pr o p os e d  d et e cti o n  t ests
h y p ot h es e s

H i : x v ¼ i:

If v b el o n gs t o   mi cr o- c o m m u nit y ði; jÞ, t h e n

D ði0; j0Þ Bi n ðn P i;0j 0; Q j 0m x þ i;0j m x þ iÞ:

I n t h e r e gi m e   w h er e Q ¼ Q l o g n
n , t h e   Bi n o mi al distri b uti o n c a n

b e a p pr o xi m at e d b y a P oiss o n distri b uti o n   wit h t h e s a m e   m e a n,
d e n ot e d

ði0; j0Þ
i; j .  I n d e e d,  usi n g   L e   C a m’s  i n e q u alit y,  t h e  t ot al

v ari ati o n  dist a n c e  b et w e e n Bi n ðn P i;0j 0; l o g n
n Q j 0m x þ i;0j m x þ iÞ a n d

P ð P i;0j 0Q j 0m x þ i;0j m x þ il o g n Þ as y m pt oti c all y g o es t o z er o.   T h e n

P ðD ¼ d jH i; yv ¼ j Þ ¼
Y

i0

Y

j 0

P ði0; j0Þ
i; j

ðd ði0; j0Þ Þ;

w h er e
ði0; j0Þ
i; j ¼ P i;0j 0Q j 0m x þ i;0j m x þ il o g n .

T h e or e m  1: U n d er t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k
m o d el,  all   mi cr o- c o m m u niti e s  ar e  e x a ctl y  r e c o v er e d  if  a n d
o nl y if

mi n
ði; jÞ6¼ð k;l Þ

Di v ðq ði; jÞ ; qðk;l Þ Þ > 1 :

Pr o of: It f oll o ws fr o m t h e e x a ct r e c o v er y  u n d er t h e  g e n er al
st o c h asti c  b o c k   m o d el  or  t h e  g e n er al  o v erl a p pi n g  st o c h asti c
bl o c k   m o d el. &

T h e or e m  2: U n d er t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k
m o d el,   w h e n t h e l at e nt  v ari a bl e y is r e v e al e d,  e x a ct  r e c o v er y
of x is p o ssi bl e if a n d o nl y if

g 1 , mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ðq ði; jÞ ; qðk; j Þ Þ > 1 :

Pr o of: S e e   A p p e n di x   B. &

T h e or e m  3: U n d er t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k
m o d el,   w h e n  b ot h l at e nt  v ari a bl es  ar e  u n k n o w n,  e x a ct r e c o v-
er y of x is p ossi bl e if a n d o nl y if

g 2 , mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ~q ði; jÞ ; ~q ðk; j Þ > 1 :

Pr o of: S e e   A p p e n di x   C. &

N o w   w e  pr es e nt  t h e  f oll o wi n g   L e m m a   w hi c h is  si mil ar t o
L e m m a  1  a n d is  cr u ci al f or t h e  a n al ysis  of t h e  c e ns or e d  bl o c k
m o d el.

L e m m a  2: L et a; b; â; b̂ 2 R m
þ ,   wit h a 6 ¼b or â 6 ¼b̂ , a n d t w o

p ositi v e s c al ars p; p̂ .  F or a n y  P oiss o n   m ulti v ari at e distri b uti o ns
P a ðd Þ, P b ðd Þ, P â ðw Þ, a n d P b̂ ðw Þ, d e fi n e

I ða; b; â; b̂ Þ ,
X

d; w 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þp; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ p̂ g :

T h e n

I ða; b; â; b̂ Þ m a x f p; p̂ g e Di v ð½a; â ;½b; b̂ Þ ;

I ða; b; â; b̂ Þ mi n f p; p̂ g e Di v ð½a; â ;½b; b̂ Þ

Y

i

1

e 2
ða i â iÞ

t ðb i b̂ iÞ
1 t

h i 1
2
;

w h er e t is t h e  o pti m al  p ar a m et er i n t h e  d e fi niti o n  of   C h er n-
off- H elli n g er di v er g e n c e Di v ð½a; â ; ½b; b̂ Þ .

Pr o of: S e e   A p p e n di x   D. &

L et D a n d W b e  r a n d o m  v e ct ors  r e pr es e nti n g t h e  p ositi v e
a n d n e g ati v e e d g es t h at c o n n e ct t h e n o d e v t o e a c h   mi cr o- c o m-
m u nit y, r es p e cti v el y.   M or e s p e ci fi c all y, D ði0; j0Þ a n d W ði0; j0Þ ar e
el e m e nts  of D a n d W i n di c ati n g t h e  n u m b er  of  p ositi v e  a n d
n e g ati v e e d g es c o n n e cti n g t h e  n o d e v t o t h e   mi cr o- c o m m u nit y
ði;0 j 0Þ,  r es p e cti v el y.  F or  e a c h  n o d e v , t h e  pr o p os e d  d et e cti o n
t ests h y p ot h es es

H i : x v ¼ i:

If v b el o n gs t o   mi cr o- c o m m u nit y ði; jÞ, t h e n

D ði0; j0Þ Bi n ðn P i;0j 0; ðX Q Þ j 0m x þ i;0j m x þ iÞ;

W ði0; j0Þ Bi n ðn P i;0j 0; ðð1 X Þ Q Þ j 0m x þ i;0j m x þ iÞ:

I n t h e r e gi m e   w h er e Q ¼ Q l o g n
n , t h e   Bi n o mi al distri b uti o n c a n

b e  a p pr o xi m at e d  b y  a  P oiss o n  distri b uti o n   wit h  t h e  s a m e
m e a n.   T h e  distri b uti o ns  of D a n d W c a n  b e  a p pr o xi m at e d  b y
m ulti v ari at e  P oiss o n  distri b uti o ns P

i; j
a n d P ^

i; j
wit h t h e  v e c-

t or   m e a ns i; j a n d ^
i; j, r es p e cti v el y.   T h er ef or e

P ðD ¼ d;   W ¼ w jH i; yv ¼ j Þ

¼ P ðD ¼ d jH i; yv ¼ j ÞP ðW ¼ w jH i; yv ¼ j Þ

¼
Y

i0

Y

j 0

P ði0; j0Þ
i; j

ðd ði0; j0Þ Þ P ^ ði0; j0Þ
i; j

ðw ði0; j0Þ Þ;

w h er e

ði0; j0Þ
i; j ¼ P i;0j 0ðX Q Þ j 0m x þ i;0j m x þ il o g n;

^ ði0; j0Þ
i; j ¼ P i;0j 0ðð1 X Þ Q Þ j 0m x þ i;0j m x þ il o g n:

T h e or e m 4: U n d er t w o-l at e nt v ari a bl e c e ns or e d bl o c k   m o d el,
all   mi cr o- c o m m u niti es ar e e x a ctl y r e c o v er e d if a n d o nl y if

mi n
ði; jÞ6¼ð k;l Þ

Di v ½g ði;jÞ ; hði;jÞ ; ½g ðk;l Þ ; hðk;l Þ > 1 :

Pr o of: S e e   A p p e n di x   E. &

T h e or e m  5: U n d er  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k
m o d el,   w h e n t h e l at e nt  v ari a bl e y is r e v e al e d,  e x a ct  r e c o v er y
of x is p ossi bl e if a n d o nl y if

g 3 , mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ½g ði; jÞ ; hði; jÞ ; ½g ðk; j Þ ; hðk; j Þ > 1 :

Pr o of: S e e   A p p e n di x  F. &
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T h e or e m  6: U n d er  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k
m o d el,   w h e n  b ot h l at e nt  v ari a bl es  ar e  u n k n o w n,  e x a ct r e c o v-
er y of x is p ossi bl e if a n d o nl y if

g 4 , mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ½~g ði; jÞ ; ~h ði; jÞ ; ½~g ðk; j Þ ; ~h ðk; j Þ > 1 :

Pr o of: S e e   A p p e n di x   G. &

C or oll ar y  1: Ass u m e x a n d y ar e  u n k n o w n l at e nt  v ari a bl es
f or  all  n o d es.   W e  r a n d o ml y  r e v e al  t h e  l at e nt  v ari a bl e y f or
ð1 Þn n o d es,   w h er e 2 ð 0 ; 1 Þ.   T his is e q ui v al e nt t o er asi n g
t h e l at e nt  v ari a bl e y w hi c h is  a  k n o w n l at e nt  v ari a bl e  fr o m  a
n o d e   wit h er as ur e pr o b a bilit y .   D e fi n e

b 1 , li m
n ! 1

l o g ð1 Þ

l o g n
; b 2 , li m

n ! 1

l o g

l o g n
:

U n d er  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k   m o d el
e x a ct r e c o v er y is as y m pt oti c all y p ossi bl e f or l at e nt v ari-
a bl e x if a n d o nl y if

mi n g 1 þ b 1 ; g 2 þ b 2ð Þ > 1 :

U n d er  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el
e x a ct r e c o v er y is as y m pt oti c all y p ossi bl e f or l at e nt v ari-
a bl e x if a n d o nl y if

mi n g 3 þ b 1 ; g 4 þ b 2ð Þ > 1 :

T h e  r es ults  of  t his  p art  g e n er ali z e  t o M l at e nt  v ari a bl es
wit h o ut dif fi c ult y.

R e m a r k  2: T o  pr o v e  t h e  “if ”  p art  of  all  t h e or e ms  i n
S e cti o n  III,  a  p arti al  r e c o v er y  al g orit h m  is  r e q uir e d  b ef or e
a p pl yi n g a   M A P esti m at or.  F or t h at  p ur p os e, t h e  p arti al r e c o v-
er y al g orit h m i n [ 1 1] is a d o pt e d a n d   m o di fi e d t o   m at c h t h e s c e-
n ari os i n t his p a p er.  Pl e as e s e e   A p p e n di x I.

I V.  SE MI D E FI NI T E P R O G R A M MI N G R E S U L T S

T his  s e cti o n  d es cri b es  a  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g  al g o-
rit h m  f or  r e c o v eri n g  t h e  d esir e d  l at e nt  v ari a bl e.   T h e   m ai n
r es ults of t hi s p art ar e r e pr es e nt e d i n t h e c o nt e xt of t w o s c e n ar-
i os,   w h er e t h e l at e nt  v ari a bl e x is u n k n o w n a n d t h e l at e nt  v ari-
a bl e y is eit h er  k n o w n  or u n k n o w n (f or all n o d es i n t h e gr a p h).
W e c o nsi d er x; y 2 f 1 g n s u c h t h at x T 1 ¼ 0 .   T h us, t h e l at e nt
v ari a bl e x r e pr es e nts t w o  e q u al-si z e d  c o m m u niti es.   T h e  s a m-
pl e  si z e  of  t h e  l at e nt  v ari a bl e y ,  r e pr es e nt e d  b y r , 1

n j fv 2
½n : y v ¼ 1 gj , is a n u n k n o w n q u a ntit y.1

A.  T w o- L at e nt   V a ri a bl e St o c h asti c   Bl o c k   M o d el

W e hi g hli g ht t h e s p e ci fi cs of a t w o-l at e nt v ari a bl e st o c h asti c
bl o c k   m o d el  f or  t h e  p ur p os es  of  u p c o mi n g  c al c ul ati o ns.   T h e
pr o b a bilit y  of  a n  e d g e  dr a w n  b et w e e n t w o  n o d es v; u is  c h ar-
a ct eri z e d b y f o ur c o nst a nts, q 0 ; q1 ; q2 ; q3 s u c h t h at:

A i j

B er n ðq 0
l o g n

n Þ if x v ¼ x u ; yv ¼ y u

B er n ðq 1
l o g n

n Þ if x v 6¼ x u ; yv ¼ y u

B er n ðq 2
l o g n

n Þ if x v ¼ x u ; yv 6¼ y u

B er n ðq 3
l o g n

n Þ if x v 6¼ x u ; yv 6¼ y u

:
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T h e  c orr es p o n di n g   m atri x Q ,  as  d e fi n e d  e arli er,  i n  t his  c as e
will b e:

Q ¼

q 0 q 1 q 2 q 3

q 1 q 0 q 3 q 2

q 2 q 3 q 0 q 1

q 3 q 2 q 1 q 0

2

6
6
4

3

7
7
5 : ( 2)

1)   R e c o v e ri n g x W h e n y is   K n o w n: I n  t h e  first  s c e n ari o,
gi v e n  a n  o bs er v ati o n  of t h e  gr a p h A a n d y w hi c h  c orr es p o n ds
t o  t h e  o bs er v e d  gr a p h,  t h e  l at e nt  v ari a bl e x v is  r e c o v er e d
e x a ctl y  f or  e a c h  n o d e v 2 ½ n .  I n t hi s  p art, y is  c o nsi d er e d  as
a n  o bs er v ati o n   w hi c h  h el ps  t h e  esti m at or  t o  r e c o v er  t h e
d esir e d l at e nt  v ari a bl e x .   L et W , y y T a n d B , W A .  Si n c e
x is c h os e n u nif or ml y o v er f x 2 f 1 g n : x T 1 ¼ 0 g , t h e   m a xi-
m u m li k eli h o o d  esti m at or  gi v es t h e  o pti m al s ol uti o n.  F or t hi s
c o n fi g ur ati o n, t h e l o g-li k eli h o o d is

l o g P ðA jx; y Þ ¼
T 1

8
x T B x þ

T 2

8
x T A x þ c;

w h er e T 1 , l o g ð q 0 q 3
q 2 q 1

Þ a n d T 2 , l o g ð q 0 q 2
q 1 q 3

Þ, as n ! 1 a n d c is  a

c o nst a nt.   C o nsi d eri n g t h e c o nstr ai nts, t h e   m a xi m u m li k eli h o o d
esti m at or is,

x̂ ¼ ar g   m a x
x

T 1 x
T B x þ T 2 x

T A x

s u bj e ct  t o x i 2 f 1 g ; i 2 ½ n

x T 1 ¼ 0 ; ( 3)

w hi c h  is  a  n o n- c o n v e x  o pti mi z ati o n  pr o bl e m.   L et Z ¼ x x T .
R e or g a ni zi n g ( 3),

Ẑ ¼ ar g   m a x
Z

hZ; T 1 B þ T 2 A i

s u bj e ct  t o Z ¼ x x T

Z ii ¼ 1 ; i 2 ½ n

hZ; Ji ¼ 0 : ( 4)

B y  r el a xi n g t h e  r a n k- o n e  c o nstr ai nt  o n Z ,   w e  o bt ai n t h e  f ol-
l o wi n g s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g r el a x ati o n of ( 4):

Ẑ ¼ ar g   m a x
Z

hZ; T 1 B þ T 2 A i

s u bj e ct  t o Z 0

Z ii ¼ 1 ; i 2 ½ n

hZ; Ji ¼ 0 : ( 5)

F or c o n v e ni e n c e d e fi n e

h 1 ðq ; r Þ ,
r

2
ð

ffiffiffiffiffi
q 0

p ffiffiffiffiffi
q 1

p
Þ 2 þ

1 r

2
ð

ffiffiffiffiffi
q 2

p ffiffiffiffiffi
q 3

p
Þ 2 ;

w h er e q , ½q 0 ; q1 ; q2 ; q3 .

1 N ot e t h at  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g  r es ults i n t his  s e cti o n  ar e  o bt ai n e d
f or bi n ar y e q u al-si z e d c o m m u niti es,   w hil e t h e r es ults of  S e cti o n III   w er e   m or e
g e n er al.
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T h e or e m  7: U n d er t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k
m o d el   wit h  bi n ar y  al p h a b et   w h er e  t h e  l at e nt  v ari a bl e y h as
b e e n r e v e al e d, if

h 1 ðq ; r Þ > 1   w h e n r 0 :5

h 1 ðq ; 1 r Þ > 1   w h e n r > 0 :5

t h e n t h e s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g esti m at or is as y m pt oti c all y
o pti m al, i. e., P ð Ẑ ¼ Z Þ 1 o ð1 Þ.   Als o, if

h 1 ðq ; r Þ < 1   w h e n r 0 :5

h 1 ðq ; 1 r Þ < 1   w h e n r > 0 :5

t h e n f or a n y s e q u e n c e of esti m at ors Ẑ n , P ð Ẑ n ¼ Z Þ ! 0 .
Pr o of: S e e   A p p e n di x   H. &

2)   R e c o v e ri n g x W h e n y is   U n k n o w n: Gi v e n  a n  o bs er v a-
ti o n  of t h e  gr a p h A , t h e ai m is t o e x a ctl y r e c o v er x w hil e  b ot h
l at e nt  v ari a bl es x a n d y ar e  u n k n o w n  l at e nt  v ari a bl es.  It  is
ass u m e d t h at t h e  esti m at or  d o es  n ot  k n o w  a n yt hi n g  a b o ut t h e
a u xili ar y l at e nt  v ari a bl e y ,   w hi c h its  pri or  distri b uti o n is  u ni-
f or m  o v er f y : y 2 f 1 g n g .   N oti c e t h at x is  dr a w n  u nif or ml y
fr o m f x 2 f 1 g n : x T 1 ¼ 0 g .   T h e l o g-li k eli h o o d  of A gi v e n
x a n d y is

l o g P ðA jx; y Þ ¼
T 1

8
y T ðA x x T Þy þ

T 2

8
x T A x þ

T 3

8
y T A y þ c;

w h er e T 1 , l o g ð q 0 q 3
q 2 q 1

Þ, T 2 , l o g ð q 0 q 2
q 1 q 3

Þ,  a n d T 3 , l o g ð q 0 q 1
q 2 q 3

Þ, as
n ! 1 a n d c is a c o nst a nt.   T h e n

l o g P ðA jx Þ / l o g
X

Y

P ðA jx; y Þ

/ l o g
X

Y

e
T 1
T 3

y T ðA x x T Þy þ
T 2
T 3

x T A x þ y T A y

¼
T 1 þ T 2

T 3
x T A x þ

X

i

X

j

A i j

þ l o g
X

Y

e
T 1
T 3

y T ðA x x T Þy þ y T A y
T 1
T 3

x T A x
P

i

P
j
A i j :

A p pl yi n g t h e l o g- s u m- e x p  a p pr o xi m ati o n, t h e   m a xi m u m li k e-
li h o o d esti m at or is

x̂ ¼ ar g   m a x
x

x T A x

s u bj e ct  t o x i 2 f 1 g ; i 2 ½ n

x T 1 ¼ 0 ; ( 6)

t h at  is  a  n o n- c o n v e x  o pti mi z ati o n  pr o bl e m.   L et Z ¼ x x T .
R e or g a ni zi n g ( 6) yi el ds

Ẑ ¼ ar g   m a x
Z

hZ;   A i

s u bj e ct  t o Z ¼ x x T

Z ii ¼ 1 ; i 2 ½ n

hZ; Ji ¼ 0 : ( 7)

R el a xi n g t h e r a n k- o n e  c o nstr ai nt  o n Z ,   w e  o bt ai n t h e f oll o w-
i n g s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g r el a x ati o n of ( 7):

Ẑ ¼ ar g   m a x
Z

hZ;   A i

s u bj e ct  t o Z 0

Z ii ¼ 1 ; i 2 ½ n

hZ; Ji ¼ 0 : ( 8)

F or c o n v e ni e n c e d e fi n e

h 2 ðq ; r Þ ,
1

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
q 0 r þ q 2 ð1 r Þ

p ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
q 1 r þ q 3 ð1 r Þ

p 2

:

T h e or e m  8: U n d er t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k
m o d el   wit h bi n ar y al p h a b et, if

mi n f h 2 ðq ; r Þ; h 2 ðq ; 1 r Þ g > 1 ;

t h e n t h e s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g esti m at or is as y m pt oti c all y
o pti m al, i. e., P ð Ẑ ¼ Z Þ 1 o ð1 Þ.   Als o, if

mi n f h 2 ðq ; r Þ; h 2 ðq ; 1 r Þ g < 1 ;

t h e n f or a n y s e q u e n c e of esti m at ors Ẑ n , P ð Ẑ n ¼ Z Þ ! 0 .
Pr o of: S e e   A p p e n di x J. &

R e m ar k  3: T h e r es ults  of   T h e or e ms  7  a n d  8  ar e  c o nsist e nt
wit h   T h e or e ms 2 a n d 3, r es p e cti v el y.

R e m ar k 4: T h e c o nstr ai nt x T 1 ¼ 0 t h at h as b e e n c o nsi d er e d
f or t his  p art r es ults i n a   w ell- d e fi n e d  p h as e tr a nsiti o n t hr es h ol d
f or  e x a ct r e c o v er y  of l at e nt  v ari a bl e x . I n  g e n er al, x m a y  b e  a
r a n d o m v ari a bl e   w hi c h is dr a w n u nif or ml y fr o m f x 2 f 1 g n :
x T 1 ¼ ð 2 r x 1 Þn g ,   w h er e r x , 1

n j fv 2 ½ n : x v ¼ 1 gj .   T h e n
x T 1 ¼ 0 is  s u bstit ut e d  b y x T 1 ¼ ð 2 r x 1 Þn i n  s e mi d e fi nit e
pr o gr a m mi n g r el a x ati o ns ( 5)  a n d ( 8).   Als o,  d u e t o t h e r o b ust-
n ess  of  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g,  a n  a p pr o xi m ati o n  of r x

c a n b e r e pl a c e d f or r e c o v eri n g t h e l at e nt v ari a bl e x . I n v esti g at-
i n g  t h e  c o nstr ai nt x T 1 ¼ ð 2 r x 1 Þn a n d  t h e  r o b ust n ess  of
s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g ar e b e y o n d t h e s c o p e of t his p a p er.

B.  T w o- L at e nt   V ari a bl e   C e ns or e d   Bl o c k   M o d el

W e  hi g hli g ht t h e s p e ci fi cs  of a t w o-l at e nt  v ari a bl e c e ns or e d
bl o c k   m o d el  f or  t h e  p ur p os es  of  u p c o mi n g  c al c ul ati o ns.   L et
P ðk ; q 0 ; Þ b e  a  dis cr et e  pr o b a bilit y  d e nsit y  f u n cti o n   wit h
p ar a m et ers q 0 > 0 a n d 2 ½ 0 ; 1 as,

P ðk ; q 0 ; Þ , q 0
l o g n

n
d ½k 1 þ ð 1 Þq 0

l o g n

n
d ½k þ 1

þ 1 q 0
l o g n

n
d ½k ;

w h er e d is   Dir a c  d elt a  f u n cti o n.   T h e  pr o b a bilit y  of  a n  e d g e
dr a w n  b et w e e n  t w o  n o d es v; u is  c h ar a ct eri z e d  b y  c o nst a nts
q 0 ; q1 ; q2 ; q3 a n d s u c h t h at:

A i j

P ðk ; q 0 ; 1 Þ if x v ¼ x u ; yv ¼ y u

P ðk ; q 1 ; Þ if x v 6¼ x u ; yv ¼ y u

P ðk ; q 2 ; Þ if x v ¼ x u ; yv 6¼ y u

P ðk ; q 3 ; Þ if x v 6¼ x u ; yv 6¼ y u

:
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T h e  c orr es p o n di n g   m atri x Q ,  as  d e fi n e d  e arli er,  is  t h e  s a m e
as ( 2).   Als o, i n t hi s c as e, t h e c orr es p o n di n g   m atri x X will b e:

X ¼

ð1 Þ
ð1 Þ

ð1 Þ
ð1 Þ

2

6
6
4

3

7
7
5 : ( 9)

1)   R e c o v e ri n g x W h e n y is   K n o w n: Gi v e n  a n  o bs er v ati o n
of t h e gr a p h A a n d y w hi c h c orr es p o n d s t o t h e o b s er v e d gr a p h,
t h e l at e nt  v ari a bl e x v is  r e c o v er e d  e x a ctl y  f or  e a c h  n o d e v 2
½n . I n t his  p art, y is  c o nsi d er e d  as a n  o bs er v ati o n   w hi c h  h el p s
t h e esti m at or t o r e c o v er t h e d esir e d l at e nt v ari a bl e x .   L et

R , T A þ T ðA W Þ þ T 1 ðA A W Þ þ T 2 ðA A Þ;

w h er e T , l o g ð 1 Þ a n d W , y y T .  Si n c e x is c h os e n u nif or ml y

o v er f x 2 f 1 g n : x T 1 ¼ 0 g ,  t h e   m a xi m u m  li k eli h o o d  esti-
m at or  gi v e s t h e  o pti m al s ol uti o n.  Si mil ar t o  S e cti o n I V- A 1, it
c a n  b e s h o w n t h at t h e s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g r el a x ati o n  of
m a xi m u m li k eli h o o d esti m at or f or t his c o n fi g ur ati o n is

Ẑ ¼ ar g   m a x
Z

hZ;   R i

s u bj e ct  t o Z 0

Z ii ¼ 1 ; i 2 ½ n

hZ; Ji ¼ 0 : ( 1 0)

F or c o n v e ni e n c e d e fi n e

g , ½ð1 Þq 0 ; q 1 ; q 2 ; q 3 ;

h , ½ q 0 ; ð1 Þq 1 ; ð1 Þq 2 ; ð1 Þq 3 :

T h e or e m  9: U n d er  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k
m o d el   wit h  bi n ar y  al p h a b et   w h er e  t h e  l at e nt  v ari a bl e y h as
b e e n r e v e al e d, if

h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ > 1   w h e n r 0 :5

h 1 ðg ; 1 r Þ þ h 1 ðh ; 1 r Þ > 1   w h e n r > 0 :5

t h e n t h e s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g esti m at or is as y m pt oti c all y
o pti m al, i. e., P ð Ẑ ¼ Z Þ 1 o ð1 Þ.   Als o, if

h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ < 1   w h e n r 0 :5

h 1 ðg ; 1 r Þ þ h 1 ðh ; 1 r Þ < 1   w h e n r > 0 :5

t h e n f or a n y s e q u e n c e of esti m at ors Ẑ n , P ð Ẑ n ¼ Z Þ ! 0 .
Pr o of: S e e   A p p e n di x   K. &

2)   R e c o v e ri n g x W h e n y is   U n k n o w n: Gi v e n  a n  o bs er v a-
ti o n  of t h e  gr a p h A , t h e ai m is t o e x a ctl y r e c o v er x w hil e  b ot h
l at e nt  v ari a bl es x a n d y ar e  u n k n o w n.  It  is  ass u m e d  t h at  t h e
esti m at or  d o es  n ot  k n o w  a n yt hi n g  a b o ut  t h e  a u xili ar y  l at e nt
v ari a bl e y ,   w hi c h its pri or distri b uti o n is u nif or m o v er f y : y 2
f 1 g n g .   N oti c e t h at x is  dr a w n  u nif or ml y fr o m f x 2 f 1 g n :
x T 1 ¼ 0 g .  Si mil ar t o  S e cti o n I V- A 2, it  c a n  b e  s h o w n t h at f or
t his  c o n fi g ur ati o n t h e s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g r el a x ati o n  of
t h e   m a xi m u m li k eli h o o d esti m at or is

Ẑ ¼ ar g   m a x
Z

hZ; T A þ T 2 ðA A Þi

s u bj e ct  t o Z 0

Z ii ¼ 1 ; i 2 ½ n

hZ; Ji ¼ 0 : ( 1 1)

T h e or e m  1 0: U n d er t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k
m o d el   wit h bi n ar y al p h a b et, if

mi n h 2 ðg ; r Þ þ h 2 ðh ; r Þ; h 2 ðg ; 1 r Þ þ h 2 ðh ; 1 r Þf g > 1 ;

t h e n t h e s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g esti m at or is as y m pt oti c all y
o pti m al, i. e., P ð Ẑ ¼ Z Þ 1 o ð1 Þ.   Als o, if

mi n h 2 ðg ; r Þ þ h 2 ðh ; r Þ; h 2 ðg ; 1 r Þ þ h 2 ðh ; 1 r Þf g < 1 ;

t h e n f or a n y s e q u e n c e of esti m at ors Ẑ n , P ð Ẑ n ¼ Z Þ ! 0 .
Pr o of: S e e   A p p e n di x   L. &

R e m ar k  5: T h e r es ults  of   T h e or e ms  9 a n d  1 0 ar e c o nsi st e nt
wit h   T h e or e ms 5 a n d 6, r es p e cti v el y.

V.   D I S C U S SI O N & N U M E RI C A L R E S U L T S

It is ill u mi n ati n g t o r e vi e w t h e  fl o w  of t h e  d e v el o p m e nt  of
t h e a c hi e v a bilit y r es ults t hr o u g o ut t his p a p er:

1)   C al c ul at e  t h e   L a gr a n gi a n  of  t h e  c orr e s p o n di n g
o pti mi z ati o n

2)   E xtr a ct t h e  d u al  o pti m al s ol uti o n  b as e d  o n t h e   L a gr a n g e
m ulti pli ers

3)  S h o w t h at Ẑ ¼ Z is pri m al o pti m al s ol uti o n
4)  S h o w t h at Ẑ ¼ Z is u ni q u e
5)   E xtr a ct  t h e  c o n diti o ns  u n d er   w hi c h  t h e  d u al  o pti m al

s ol uti o n h ol ds
T h e c o n v ers es f oll o w t h e f oll o wi n g s e q u e n c e:

1)   E xtr a ct t h e   m a xi m u m li k eli h o o d esti m at or
2)   E xtr a ct t h e c o n diti o ns u n d er   w hi c h t h e   m a xi m u m li k eli-

h o o d esti m at or f ails
T o  gi v e  a  pi ct ori al  vi e w  of  s o m e  r es ults  of  t h e  p a p er,   w e

pl ot s o m e r es ults i n t h e  c o nt e xt  of t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e st o-
c h asti c  bl o c k   m o d el r e pr es e nt e d b y ( 2) a n d t w o-l at e nt  v ari a bl e
c e ns or e d  bl o c k   m o d el r e pr es e nt e d  b y ( 2)  a n d ( 9).  F or  e as e  of
n ot ati o n,   w e d e fi n e

g 1 , mi n f h 1 ðq ; r Þ; h 1 ðq ; 1 r Þ g;

g 2 , mi n f h 2 ðq ; r Þ; h 2 ðq ; 1 r Þ g;

g 3 , mi n f h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ; h 1 ðg ; 1 r Þ þ h 1 ðh ; 1 r Þ g;

g 4 , mi n f h 2 ðg ; r Þ þ h 2 ðh ; r Þ; h 2 ðg ; 1 r Þ þ h 2 ðh ; 1 r Þ g:

F or t h e t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k   m o d el,  Fi gs.  2
a n d  3 s h o w t h e e x a ct r e c o v er y r e gi o n f or r e c o v eri n g t h e l at e nt
v ari a bl e x w h e n  t h e  s e c o n d ar y  l at e nt  v ari a bl e y is  eit h er
k n o w n  or  u n k n o w n.   T h e  c ur v e s i n t h es e  fi g ur es  ar e  b as e d  o n
t h e  o bt ai n e d r es ults i n   T h e or e m  7  a n d   T h e or e m  8.   T h es e  fi g-
ur es  e n c o m p as s  s e v er al  c ur v e s  pl ott e d  f or  diff er e nt  v al u es  of
q 0 , q 1 , q 2 , q 3 i n  ( 2),  a n d r .   At  e a c h  fi g ur e,   w e  c o nsi d er  fi x e d
v al u es f or q 1 , q 2 , q 3 a n d v ar y t h e v al u es of q 0 a n d r .   A c o m p ar-
is o n b et w e e n t h e c ur v es i n  Fi gs. 2 a n d 3 cl ari fi es t h e r ol e of t h e
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r e v e al e d l at e nt  v ari a bl e y f or r e c o v eri n g t h e d esir e d l at e nt  v ar-
i a bl e x .

F or  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el,  Fi gs.  4
a n d  5 s h o w t h e e x a ct r e c o v er y r e gi o n f or r e c o v eri n g t h e l at e nt
v ari a bl e x w h e n  t h e  s e c o n d ar y  l at e nt  v ari a bl e y is  eit h er
k n o w n  or  u n k n o w n.   T h e  c ur v e s i n t h es e  fi g ur es  ar e  b as e d  o n
t h e  o bt ai n e d r es ults i n   T h e or e m  9  a n d   T h e or e m  1 0.   T h es e  fi g-
ur es c o nsist of s e v er al c ur v e s pl ott e d f or diff er e nt v al u es of q 0 ,
q 1 , q 2 , q 3 i n ( 2) a n d r ,   w hil e ¼ 0 :1 i n ( 9).   At e a c h  fi g ur e,   w e
c o nsi d er  fi x e d  v al u es f or , q 1 , q 2 , q 3 a n d  v ar y t h e  v al u es  of q 0

a n d r .   A c o m p aris o n  b et w e e n t h e c ur v es i n  Fi gs. 4 a n d 5 cl ari-
fi es t h e r ol e  of t h e r e v e al e d l at e nt  v ari a bl e y f or r e c o v eri n g t h e
d esir e d l at e nt v ari a bl e x .

T o  g ai n  a n  u n d er st a n di n g  of  t h e  s c o p e  of  o ur  as y m pt oti c
r es ults,  u n d er  t h e  c o n diti o ns  of  Fi gs.  2  a n d  4,   w e  p erf or m e d
s e v er al  si m ul ati o ns  o n 1 0 4 gr a p h  r e ali z ati o ns   wit h  v ari o us
gr a p h  si z es  o bt ai n e d fr o m t h e  pr o p os e d   m o d els i n  S e cti o n II.

T h e  o bt ai n e d  a v er a g e  err or  pr o b a bilit y  ( A E P) is  ar o u n d 1 0 5

i n  t h e  r e gi m es  j ust  i nsi d e  t h e  r e gi o n  of  e x a ct  r e c o v er y,  a n d
ar o u n d 1 0 2 i n  t h e  r e gi m es  j ust  o utsi d e  t h e  r e gi o n  of  e x a ct
r e c o v er y.   T h e  d et ails  of  t h es e  si m ul ati o ns  ar e  r e pr es e nt e d  i n
T a bl es I  a n d II.   At  e a c h  si m ul ati o n,   w e  c o nsi d er  fi x e d  v al u es
f or q 1 , q 2 , q 3 a n d v ar y t h e v al u es of q 0 , r , a n d n .

VI.   C O N C L U SI O N

T his p a p er pr es e nts a n d a n al y z es a n e w g e n er ali z ati o n of t h e
st o c h asti c  a n d  c e ns or e d  bl o c k   m o d els i n   w hi c h, i n  a d diti o n t o
t h e l at e nt  v ari a bl e r e pr es e nti n g  c o m m u nit y l a b els, t h er e  e xists
a n ot h er (s e c o n d ar y) l at e nt v ari a bl es t h at ar e n ot p art of c o m m u-
nit y d et e cti o n.   T h es e s e c o n d ar y l at e nt v ari a bl es   m a y b e k n o w n,
u n k n o w n,  or  p arti all y  k n o w n.   T his   m o d el  r e pr es e nts  c o m m u-
nit y d et e cti o n pr o bl e ms   w h er e t h e c o m m u nit y l a b els al o n e d o es
n ot e x pl ai n all t h e d e p e n d e n ci es b et w e e n t h e gr a p h e d g es.

Fi g.  2.   E x a ct  r e c o v er y  r e gi o n  of x i n  t h e  c o nt e xt  of  ( 2),   wit h q 2 ¼ 3 ;
q 1 ¼ q 3 ¼ 1 .

Fi g.  3.   E x a ct  r e c o v er y  r e gi o n  of x i n  t h e  c o nt e xt  of  ( 2),   wit h q 1 ¼ q 2 ¼
q 3 ¼ 1 .

Fi g. 4.   E x a ct r e c o v er y r e gi o n of x i n t h e c o nt e xt of ( 2) a n d ( 9),   wit h ¼ 0 :1 ,
q 2 ¼ 3 , a n d q 1 ¼ q 3 ¼ 1 .

Fi g. 5.   E x a ct r e c o v er y r e gi o n of x i n t h e c o nt e xt of ( 2) a n d ( 9),   wit h ¼ 0 :1 ,
a n d q 1 ¼ q 2 ¼ q 3 ¼ 1 .
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W e i n v esti g at e t h e e x a ct r e c o v er y t hr es h ol d f or t h es e   m o d els
u n d er   m a xi m u m li k eli h o o d d et e cti o n, a n d als o a n al y z e a s e mi-
d e fi nit e  pr o gr a m mi n g  al g orit h m  f or  r e c o v eri n g  t h e  d esir e d
l at e nt  v ari a bl e  u n d er  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k
m o d el  a n d  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el  f or
b ot h s c e n ari os.

A P P E N DI X A

Pr o of of  L e m m a 1: D e fi n e

f 1 ðtÞ ,
Ym

i¼ 1

b i

a i

ðt 1 Þd i

e ðt 1 Þða i b i Þ ;

f 2 ðtÞ ,
Ym

i¼ 1

b i

a i

t di

e tða i b i Þ :

F or a n y t 2 ½ 0 ; 1 ,

X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þp; P b ðd Þ p̂ g

m a x f p; p̂ g
X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ; P b ðd Þ g

¼ m a x f p; p̂ g e x p
X

i

t ai þ ð 1 tÞb i a t
ib

1 t
i

X

d 2 Z m
þ

Y

i

ða t
ib

1 t
i Þ d i

d i!
e a t

i
b 1 t
i mi n f f 1 ðtÞ; f2 ðtÞ g:

B ot h f 1 ðtÞ a n d f 2 ðtÞ ar e   m o n ot o ni c  a n d
f 2 ðtÞ
f 1 ðtÞ is  a  p ositi v e  c o n-

st a nt ( d o es n ot d e p e n d o n t), t h us mi n f f 1 ; f2 g is als o   m o n ot o ni c
i n t. Si n c e f 1 ð1 Þ ¼ f 2 ð0 Þ ¼ 1 , f or all t w e h a v e:

mi n f f 1 ðtÞ; f2 ðtÞ g   1 :

N oti c e t h at

X

d 2 Z m
þ

Y

i

ða t
i b

1 t
i Þ d i

d i!
e a t

i
b 1 t
i ¼ 1 :

T h e n

I ða; b Þ m a x f p; p̂ g e
P m

i¼ 1
t ai þð 1 tÞb i a t

i
b 1 t
i½ : ( 1 2)

F or  t h e  v al u e  of t t h at   m a xi mi z es  t h e  ri g ht- h a n d  si d e  of
i n e q u alit y ( 1 2),   w e h a v e

X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þp; P b ðd Þ p̂ g m a x f p; p̂ g e Di v ða; b Þ :

N oti c e t h at t s atis fi es

Ym

i¼ 1

b i

a i

a t
i

b 1 t
i

e a i b i ¼ 1 :

T h e n at t h e o pti m al t ,

X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þp; P b ðd Þ p̂ g

mi n f p; p̂ g
X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ; P b ðd Þ g

ða Þ

mi n f p; p̂ g e Di v ða; b Þ
Y

i

ða t
i b 1 t

i Þ a t
i

b 1 t
i

a t
i b 1 t

i !
e a t

i
b 1 t
i

ðb Þ

mi n f p; p̂ g e Di v ða; b Þ
Y

i

1

e
a t

i b 1 t
i

1
2
;

T A B L E I
S E MI D E FI NI T E P R O G R A M MI N G O P TI MI Z A TI O N   O F ( 8) A N D ( 1 0),

W I T H q 2 ¼ 3 ; q1 ¼ q 3 ¼ 1 , A N D r ¼ 0 :5

T A B L E II
S E MI D E FI NI T E P R O G R A M MI N G O P TI MI Z A TI O N   O F ( 8) A N D ( 1 0),

W I T H q 2 ¼ 3 ; q1 ¼ q 3 ¼ 1 , A N D r ¼ 0 :3
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w h er e ða Þ h ol ds b e c a u s e

X

d 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ; P b ðd Þ g   mi n f P a ðd Þ; P b ðd Þ g;

w h er e d is  d e fi n e d  b y d i , a t
i b 1 t

i ,  a n d ðb Þ is  d u e  t o  Stir-

li n g’s a p pr o xi m ati o n n ! n n þ 1
2 e n þ 1 f or a n y n 1 . &

A P P E N DI X B

Pr o of  of  T h e or e m  2: W e  ai m  t o  r e c o v er x v w h e n y v is
k n o w n.   Gi v e n  a  r e ali z ati o n  of D a n d y v ,  o ur  g o al is t o   mi ni-
mi z e t h e err or  pr o b a bilit y  b y s el e cti n g t h e   m ost li k el y  h y p ot h-
esis, i. e.,

ar g m a x
i

P f H ijD ¼ d; y v g ;

or e q ui v al e ntl y, si n c e d; y v ar e k n o w n o bs er v ati o n s,

ar g m a x
i

P ðd jH i; yv ÞP f H i; yv g ;

w hi c h is t h e   m a xi m u m a  p ost eri ori ( M A P)  d et e ct or,   w hi c h   w e
r e writ e:

ar g m a x
i

P ðd jH i; yv ÞP i; yv : ( 1 3)

S ol vi n g  ( 1 3)  r e q uir e s m x 1 p air wis e  c o m p aris o n s  of  t h e
h y p ot h es e s.  Fr o m t his vi e w p oi nt, if

P ðd jH i; yv ÞP i; yv P ðd jH k ; yv ÞP k; y v ; ( 1 4)

t h e n  a  p air wis e  c o m p aris o n   will  c h o os e H k o v er H i.   N o w
ass u m e  t h e  c orr e ct  h y p ot h esis  is H i,  a n d  d e n ot e  b y B i k t h e
r e gi o n  of D f or   w hi c h  ( 1 4)  is  s atis fi e d,  i. e., H i h as  a w or s e
m etri c c o m p ar e d   wit h H k .   Als o  d e n ot e  b y B i t h e r e gi o n f or D
w h er e t h e o v er all   M A P  d e c o d er is i n err or.   T h e  d e p e n d e n c e  of
err or r e gi o ns B i k a n d B i o n y v is i m pli cit.   T h e n t h e  pr o b a bilit y
of err or

P e ¼
X

i

P f D 2 B ijH i; yv g P i; yv : ( 1 5)

Si n c e B i [ k B i k,

P e

X

i

X

k 6 ¼i

P f D 2 B i kjH i; yv g P i; yv :

Fr o m  t h e  e arli er  P oiss o n  ass u m pti o n P ðd jH i; yv Þ ¼ P
i; yv

ðd Þ
it f oll o ws t h at:

mi n f P
i; yv

ðd ÞP i; yv ; P k; y v
ðd ÞP k; y v g ¼

P
i; yv

ðd Þ P i; yv w h e n D 2 B i k

P
k; y v

ðd Þ P k; y v w h e n D 2 B c
i k

:

(

T h er ef or e, s u bstit uti n g i nt o t h e u ni o n b o u n d:

P e

X

d

X

i

X

k > i

mi n f P
i; yv

ðd ÞP i; yv ; P k; y v
ðd ÞP k; y v g : ( 1 6)

F or  b o u n di n g t h e  err or  pr o b a bilit y  ( 1 6), it  s uf fi c es t o  fi n d  a n
u p p er b o u n d f or

X

d

mi n f P
i; yv

ðd ÞP i; yv ; P k; y v
ðd ÞP k; y v g : ( 1 7)

It f oll o ws fr o m   L e m m a 1 t h at

P e

X

i

X

k > i

m a x f P i; yv ; Pk; y v g e
Di v ð i; yv ; k; y v

Þ

¼
X

i

X

k > i

n Di v q ði; yv Þ ; qðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ : ( 1 8)

W e  n o w  b o u n d t h e  err or  pr o b a bilit y  of  d e c o di n g  r ul e  ( 1 3)
fr o m b el o w.  Si n c e

X

k 6 ¼i

P f D 2 B i kjH i; yk g ðm x 1 ÞP f D 2 B ijH i; yv g ; ( 1 9)

s u bstit uti n g ( 1 9) i nt o ( 1 5) yi el ds

P e
1

m x 1

X

i

X

k 6 ¼i

P f D 2 B i kjH i; yv g P i; yv ¼
1

m x 1

X

i

X

k > i

X

d

mi n P
i; yv

ðd ÞP i; yv ; P k; y v
ðd ÞP k; y v

n o
:

T h e n it s uf fi c es t o fi n d a l o w er b o u n d f or ( 1 7) t o b o u n d t h e err or
pr o b a bilit y fr o m b el o w. It f oll o ws fr o m   L e m m a 1 t h at

P e

X

i

X

k > i

c 0mi n f P i; yv ; Pk; y v gð l o g n Þ
m
2 e Di v ð i; yv ; k; y v

Þ

¼
X

i

X

k > i

n Di v ðq ði; yv Þ ; qðk; y v Þ Þ þo ð1 Þ ; ( 2 0)

w h er e c 0 is a c o nst a nt a n d m is t h e n u m b er  of el e m e nts i n  v e c-
t or d , i. e., t h e pr o d u ct of al p h a b et si z es of x v a n d y v .   T h e l o w er
a n d  u p p er  b o u n ds ( 1 8)  a n d ( 2 0) i m pl y t h at t h e tr u e  h y p ot h esis
is r e c o v er e d c orr e ctl y if Di v ðq ði; yv Þ ; qðk; y v Þ Þ > 1 , f or a gi v e n y v

a n d  a n y i 6 ¼k .   T his   m e a ns  t h at  a  k n o w n  l at e nt  v ari a bl e
r estri cts t h e  n u m b er  of  p air wis e  c o m p aris o n s.   T h e n  u n d er t h e
t w o-l at e nt  v ari a bl e st o c h asti c  bl o c k   m o d el i n   w hi c h t h e l at e nt
v ari a bl e y is  k n o w n,  a n d  t h e  l at e nt  v ari a bl e x is  u n k n o w n,
e x a ct r e c o v er y is p ossi bl e f or x if a n d o nl y if

mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ðq ði; jÞ ; qðk; j Þ Þ > 1 : ( 2 1)
&

A P P E N DI X C

Pr o of  of  T h e or e m  3: W e  ai m  t o  r e c o v er x v w h e n y v is
u n k n o w n,  gi v e n  a r e ali z ati o n  of D f or  n o d e v .  F or t his s etti n g
t h e   M A P d et e ct or is

ar g m a x
i

P f H ijD ¼ d g ;
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or e q ui v al e ntl y,

ar g m a x
i

X

y v

Y

l

P

 
X

j

d ðl; jÞ jH i; yv

!

P i; yv : ( 2 2)

S ol vi n g  ( 2 2)  r e q uir e s m x 1 p air wis e  c o m p aris o n s.  I n t h es e
c o m p aris o ns, if

X

y v

Y

l

P

 
X

j

d ðl; jÞ jH i; yv

!

P i; yv

<
X

y v

Y

l

P

 
X

j

d ðl; jÞ jH k ; yv

!

P k; y v ; ( 2 3)

t h e n   w e  c o n cl u d e  h y p ot h esis H i is  r ul e d  o ut,  i. e., x v 6¼ i,
b e c a us e  a n ot h er  h y p ot h esis H k h as  a  b ett er   m etri c.   D e n ot e  b y
B i k t h e r e gi o n of D f or   w hi c h H i h as a w ors e m etri c c o m p ar e d
wit h H k , i. e., t h e r e gi o n f or D i n   w hi c h ( 2 3) is s atis fi e d.   Als o
d e n ot e b y B i t h e r e gi o n f or D w h er e t h e o v er all   M A P d e c o d er is
i n err or.  T h e err or pr o b a bilit y of   M A P d e c o d er ( 2 2) is gi v e n b y

P e ¼
X

i

X

y v

P ðD 2 B ijH i; yv g P i; yv : ( 2 4)

Si n c e B i [ k B i k, vi a t h e u ni o n b o u n d,

X

y v

P f D 2 B ijH i; yv g P i; yv

X

y v

X

k 6 ¼i

P f D 2 B i kjH i; yv g P i; yv : ( 2 5)

Usi n g t h e  P oiss o n  a p pr o xi m ati o n  a n d t h e  a d diti v e  pr o p ert y  of
P oiss o n distri b uti o n:

I ðd; i; y v Þ ,
Y

l

P
X

j

d ðl; jÞ jH i; yv

¼
Y

l

P P
j

ðl; jÞ
i; yv

X

j

d ðl; jÞ :

T h er ef or e,

mi n I ðd; i; y v ÞP i; yv ; Iðd; k; y v ÞP k; y v

¼
I ðd; i; y v ÞP i; yv w h e n D 2 B i k

I ðd; k; y v ÞP k; y v w h e n D 2 B c
i k

:

S u bstit uti n g ( 2 5) i nt o ( 2 4) yi el ds

P e

X

i

X

k 6 ¼i

X

y v

P f D 2 B i kjH i; yv g P i; yv

¼
X

i

X

k > i

X

y v

X

d

mi n I ðd; i; y v ÞP i; yv ; Iðd; k; y v ÞP k; y v : ( 2 6)

F or  b o u n di n g t h e err or  pr o b a bilit y ( 2 6) fr o m a b o v e, it s uf fi c es
t o  fi n d a n u p p er b o u n d f or

X

d 2 Z m
þ

mi n I ðd; i; y v ÞP i; yv ; Iðd; k; y v ÞP k; y v :
( 2 7)

A p pl yi n g   L e m m a 1 yi el ds

P e

X

i

X

k > i

X

y v

n Di v ~q ði; yv Þ ;~q ðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ : ( 2 8)

W e n o w b o u n d t h e err or pr o b a bilit y of d e c o di n g r ul e ( 2 2) fr o m
b el o w.   N oti c e t h at

X

k 6 ¼i

P f D 2 B i kjH i; yv g ðm x 1 ÞP f D 2 B ijH i; yv g : ( 2 9)

S u bstit uti n g ( 2 9) i nt o ( 2 4) yi el ds

P e
1

m x 1

X

i

X

k 6 ¼i

X

y v

P f D 2 B i kjH i; yv g P i; yv ¼
1

m x 1
X

i

X

k > i

X

y v

X

d

mi n I ðd; i; y v ÞP i; yv ; Iðd; k; y v ÞP k; y v :

T h e n  it  s uf fi c es  t o  fi n d  a  l o w er  b o u n d  f or  ( 2 7).   A p pl yi n g
L e m m a 1 yi el ds

P e

X

i

X

k > i

X

y v

n Di v ~q ði; yv Þ ;~q ðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ : ( 3 0)

T h e l o w er  a n d  u p p er  b o u n ds ( 2 8)  a n d ( 3 0) i m pl y t h at t h e tr u e
h y p ot h esi s is r e c o v er e d c orr e ctl y if Di v ð ~q ði; yv Þ ; ~q ðk; y v Þ Þ > 1 f or
a n y i 6 ¼k a n d a n y y v .   T h e n  u n d er t w o-l at e nt  v ari a bl e st o c h as-
ti c  bl o c k   m o d el  i n   w hi c h  b ot h  l at e nt  v ari a bl es x; y ar e
u n k n o w n, e x a ct r e c o v er y is s ol v a bl e f or x if a n d o nl y if

mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ~q ði; jÞ ; ~q ðk; j Þ > 1 : ( 3 1)
&

A P P E N DI X D

Pr o of of  L e m m a  2: D e fi n e

f 1 ðtÞ ,
P a ðd Þ P â ðw Þ

P b ðd Þ P b̂ ðw Þ

1 t

;

f 2 ðtÞ ,
P b ðd Þ P b̂ ðw Þ

P a ðd Þ P â ðw Þ

t

;

f ðtÞ , P a ðd Þ
tP b ðd Þ

1 tP â ðw Þ tP b̂ ðw Þ 1 t :

F or a n y t 2 ½ 0 ; 1 ,

X

d; w 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þp; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ p̂ g

m a x f p; p̂ g
X

d; w 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þ; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ g

m a x f p; p̂ g e x p
X

i

t ai þ ð 1 tÞb i a t
i b

1 t
i

e x p
X

i

tâ i þ ð 1 tÞ b̂ i â t
i b̂

1 t
i

h i
; ( 3 2)

w h er e t h e l ast i n e q u alit y h ol ds b e c a us e mi n f f 1 ðtÞ; f2 ðtÞ g   1 ,
a n d
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X

d; w 2 Z m
þ

Y

i

ða t
ib

1 t
i Þ d i

d i!
e a t

i
b 1 t
i

ð â t
i b̂

1 t
i Þ w i

w i!
e â t

i
b̂ 1 t
i ¼ 1 :

F or t h e  v al u e  of t t h at   mi ni mi z es t h e  u p p er  b o u n d  of ( 3 2),   w e
h a v e

I ða; b; â; b̂ Þ m a x f p; p̂ g e Di v ð½a; â ;½b; b̂ Þ :

N oti c e t h at t s atis fi es

Ym

i¼ 1

b i

a i

a t
i

b 1 t
i b̂ i

â i

â t
i

b̂ 1 t
i

e a i b i þ â i b̂ i ¼ 1 :

T h e n at t h e o pti m al t ,

X

d; w 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þp; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ p̂ g

mi n f p; p̂ g
X

d; w 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þ; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ g

ða Þ

mi n f p; p̂ g e Di v ð½a; â ;½b; b̂ Þ

Y

i

ða t
i b 1 t

i Þ a t
i

b 1 t
i

a t
i b 1 t

i !
e a t

i
b 1 t
i

Y

i

ð â t
i b̂ 1 t

i Þ â t
i

b̂ 1 t
i

â t
i b̂ 1 t

i !
e â t

i
b̂ 1 t
i

ðb Þ

mi n f p; p̂ g e Di v ð½a; â ;½b; b̂ Þ
Y

i

1

e 2
ða i â iÞ

t ðb i b̂ iÞ
1 t

h i 1
2
;

w h er e ða Þ h ol ds b e c a u s e

X

d; w 2 Z m
þ

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þ; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ g

mi n f P a ðd Þ P â ðw Þ; P b ðd Þ P b̂ ðw Þ g;

w h er e d is  d e fi n e d  b y d i , a t
i b 1 t

i a n d w is  d e fi n e d  b y
w i , â t

i b̂ 1 t
i ,  a n d ðb Þ is  d u e t o  Stirli n g’ s  a p pr o xi m ati o n n !

n n þ 1
2 e n þ 1 f or a n y n 1 . &

A P P E N DI X E

Pr o of  of  T h e or e m  4: W e  ai m t o r e c o v er  b ot h x v a n d y v f or
n o d e v ,  gi v e n  a r e ali z ati o n  of D a n d  a r e ali z ati o n  of W .   O ur
g o al is t o   mi ni mi z e t h e  err or  pr o b a bilit y  b y s el e cti n g t h e   m ost
li k el y h y p ot h esis, i. e.,

ar g m a x
i; j

P f H i; jjD ¼ d;   W ¼ w g ;

w h er e

H i; j : x v ¼ i; yv ¼ j:

T h e   m a xi m u m a p ost eri ori ( M A P) d et e ct or is r e writ e as

ar g m a x
i; j

P ðd;   w jH i; jÞP i; j: ( 3 3)

S ol vi n g ( 3 3) r e q uir e s m x m y 1 p air wis e  c o m p aris o ns  of t h e
h y p ot h es es.  Fr o m t hi s vi e w p oi nt, if

P ðd;   w jH i; jÞP i; j P ðd;   w jH k;l ÞP k;l ;

t h e n  a  p air wis e  c o m p aris o n   will  c h o os e H k;l o v er H i; j.   N o w
ass u m e t h e  c orr e ct  h y p ot h esis is H i; j.  Si mil ar t o t h e  pr o of  of
T h e or e ms 2 a n d 3, it c a n b e s h o w n t h at t h e pr o b a bilit y of err or
f or r e c o v eri n g t h e tr u e  h y p ot h esis is  b o u n d e d fr o m  a b o v e  a n d
b el o w b y c o ntr olli n g

X

d; w

mi n f P
i; j

ðd Þ P ^
i; j

ðw ÞP i; j; P k;l
ðd Þ P ^

k;l
ðw ÞP k;l g :

It f oll o ws fr o m   L e m m a 2 t h at

P e

X

i; k   > i

X

j;l   > j

m a x f P i; j; Pk;l g e
Di v ð½ i; j ; ^ i; j ;½ k;l ; ^ k;l Þ

¼
X

i; k   > i

X

j;l   > j

n Di v ½q ði; jÞ ; gði; jÞ ;½q ðk;l Þ ; gðk;l Þð Þ þ o ð1 Þ ; ( 3 4)

a n d

P e

X

i; k   > i

X

j;l   > j

c 0mi n f P i; j; Pk;l g

ðl o g n Þ m e Di v ð½ i; j ; ^ i; j ;½ k;l ; ^ k;l Þ

¼
X

i; k   > i

X

j;l   > j

n Di v ½g ði; jÞ ; hði; jÞ ;½g ðk;l Þ ; hðk;l Þð Þ þ o ð1 Þ ; ( 3 5)

w h er e c 0 is a c o nst a nt a n d m is t h e n u m b er  of el e m e nts i n  v e c-
t or d , i. e., t h e pr o d u ct of al p h a b et si z es of x v a n d y v .   T h e l o w er
a n d  u p p er  b o u n ds ( 3 4)  a n d ( 3 5) i m pl y t h at t h e tr u e  h y p ot h esis
is  r e c o v er e d  c orr e ctl y  if Di v ð½g ði; jÞ ; hði; jÞ ; ½g ðk;l Þ ; hðk;l Þ Þ > 1 ,
f or  a n y ði; jÞ 6¼ ð k; l Þ.   T his   m e a ns  t h at  u n d er  t h e  t w o-l at e nt
v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el  all   mi cr o- c o m m u niti es  ar e
e x a ctl y r e c o v er e d if a n d o nl y if

mi n
ði; jÞ6¼ð k;l Þ

Di v ½g ði; jÞ ; hði; jÞ ; ½g ðk;l Þ ; hðk;l Þ > 1 :
&

A P P E N DI X F

Pr o of  of  T h e or e m  5 :   W e  ai m  t o  r e c o v er x v w h e n y v is
k n o w n.   Gi v e n  a r e ali z ati o n  of D ,  a r e ali z ati o n  of W ,  a n d y v ,
o ur  g o al is t o   mi ni mi z e t h e  err or  pr o b a bilit y  b y  s el e cti n g t h e
m ost li k el y h y p ot h esis, i. e.,

ar g m a x
i

P f H ijD ¼ d;   W ¼ w; y v g ;

or e q ui v al e ntl y,

ar g m a x
i

P ðd jH i; yv ÞP ðw jH i; yv ÞP i; yv ; ( 3 6)

w hi c h is t h e   M A P d et e ct or.  S ol vi n g ( 3 6) r e q uir e s m x 1 p air-
wi s e  c o m p aris o ns  of  t h e  h y p ot h es es.  Si mil ar  t o  t h e  pr o of  of
T h e or e m  2, it  c a n  b e  s h o w n t h at t h e  err or  pr o b a bilit y  of  fi n d-
i n g tr u e  h y p ot h esis is  b o u n d e d fr o m  a b o v e  a n d  b el o w  b y  c o n-
tr olli n g
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X

d; w

mi n f P
i; yv

ðd Þ P ^
i; yv

ðw ÞP i; yv ; P k; y v
ðd Þ P ^

k; y v
ðw ÞP k; y v g :

It f oll o ws fr o m   L e m m a 2 t h at

P e

X

i

X

k > i

m a x f P i; yv ; Pk; y v g e
Di v ð½ i; yv ; ^ i; yv ;½ k; y v

; ^ k; y v
Þ

¼
X

i

X

k > i

n Di v ½g ði; yv Þ ; hði; yv Þ ;½g ðk; y v Þ ; hðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ : ( 3 7)

a n d

P e

X

i

X

k > i

c

ðl o g n Þ
m
2

e Di v ð½ i; yv ; ^ i; yv ;½ k; y v
; ^ k; y v

Þ

¼
X

i

X

k > i

n Di v ½g ði; yv Þ ; hði; yv Þ ;½g ðk; y v Þ ; hðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ ; ( 3 8)

w h er e c , c 0mi n f P i; yv ; Pk; y v g is  a  c o nst a nt  a n d m is t h e  n u m-
b er  of  el e m e nts i n  v e ct or d .   T h e l o w er  a n d  u p p er  b o u n ds ( 3 7)
a n d ( 3 8) i m pl y t h at t h e tr u e  h y p ot h esis is r e c o v er e d  c orr e ctl y
if Di v ð½g ði; yv Þ ; hði; yv Þ ; ½g ðk; y v Þ ; hðk; y v Þ Þ > 1 ,  f or  a  gi v e n y v a n d
a n y i 6 ¼k .   T his   m e a ns  t h at  a  k n o w n  l at e nt  v ari a bl e  r estri cts
t h e  n u m b er  of  p air wis e  c o m p aris o n s.   T h e n  u n d er  t h e  t w o-
l at e nt  v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el i n   w hi c h t h e l at e nt  v ari-
a bl e y is  k n o w n,  a n d t h e l at e nt  v ari a bl e x is  u n k n o w n,  e x a ct
r e c o v er y is p ossi bl e f or x if a n d o nl y if

mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ½g ði; jÞ ; hði; jÞ ; ½g ðk; j Þ ; hðk; j Þ > 1 :
&

A P P E N DI X G

Pr o of  of  T h e or e m  6: W e  ai m  t o  r e c o v er x v w h e n y v is
u n k n o w n,  gi v e n  a r e ali z ati o n  of D a n d  a r e ali z ati o n  of W f or
n o d e v .  F or t his s etti n g t h e   M A P d et e ct or is

ar g m a x
i

P f H ijD ¼ d;   W ¼ w g :

F or c o n v e ni e n c e d e fi n e

I ðd;   w; i; y v Þ ,
Y

l

P
X

j

d ðl; jÞ ;
X

j

w ðl; jÞ jH i; yv ;

w h er e
P

j w ðl; jÞ a n d
P

j d ðl; jÞ ar e i n d e p e n d e nt gi v e n H i a n d y v .
T h e n t h e   M A P d et e ct or r e writ e as

ar g m a x
i

X

y v

I ðd;   w; i; y v ÞP i; yv : ( 3 9)

S ol vi n g  ( 3 9)  r e q uir e s m x 1 p air wis e  c o m p aris o n s.  I n t h es e
c o m p aris o ns, if

X

y v

I ðd;   w; i; y v ÞP i; yv <
X

y v

I ðd;   w; k; y v ÞP k; y v ;

t h e n   w e  c o n cl u d e  h y p ot h esis H i is  r ul e d  o ut,  i. e., x v 6¼ i,
b e c a u s e a n ot h er  h y p ot h esis H k h as a  b ett er   m etri c.   N oti c e t h at
usi n g t h e  P oiss o n  a p pr o xi m ati o n  a n d t h e  a d diti v e  pr o p ert y  of
P oiss o n distri b uti o n, I ðd;   w; i; y v Þ c a n b e r e or g a ni z e d as

I ðd;   w; i; y v Þ ¼
Y

l

P P
j

ðl; jÞ
i; yv

X

j

d ðl; jÞ

Y

l

P P
j

ðl; jÞ
i; yv

X

j

w ðl; jÞ :

Si mil ar  t o  t h e  pr o of  of   T h e or e m  3,  it  c a n  b e  s h o w n  t h at  t h e
err or  pr o b a bilit y  of r e c o v eri n g t h e tr u e  h y p ot h esis is  b o u n d e d
fr o m a b o v e a n d b el o w b y c o ntr olli n g

X

d; w 2 Z m
þ

mi n I ðd;   w; i; y v ÞP i; yv ; Iðd;   w; k; y v ÞP k; y v :

A p pl yi n g   L e m m a 2 yi el ds

P e

X

i

X

k > i

X

y v

n Di v ½~g ði; yv Þ ; ~h ði; yv Þ ;½~g ðk; y v Þ ; ~h ðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ ; ( 4 0)

a n d

P e

X

i

X

k > i

X

y v

n Di v ½~g ði; yv Þ ; ~h ði; yv Þ ;½~g ðk; y v Þ ; ~h ðk; y v Þð Þ þ o ð1 Þ : ( 4 1)

T h e l o w er  a n d  u p p er  b o u n ds ( 4 0)  a n d ( 4 1) i m pl y t h at t h e tr u e
h y p ot h esis is r e c o v er e d  c orr e ctl y if Di v ð½ ~g ði; yv Þ ; ~h ði; yv Þ ; ½~g ðk; y v Þ ;
~h ðk; y v Þ Þ > 1 f or  a n y i 6 ¼k a n d  a n y y v .   T h e n  u n d er t w o-l at e nt
v ari a bl e  c e ns or e d  bl o c k   m o d el  i n   w hi c h  b ot h  l at e nt  v ari a bl es
x; y ar e u n k n o w n, e x a ct r e c o v er y is s ol v a bl e f or x if a n d o nl y if

mi n
j

mi n
i6 ¼k

Di v ½~g ði;jÞ ; ~h ði; jÞ ; ½~g ðk;j Þ ; ~h ðk;j Þ > 1 :
&

A P P E N DI X H

Pr o of  of  T h e or e m  7: W e  b e gi n  b y  st ati n g  s uf fi ci e nt  c o n-
diti o n s  f or  t h e  o pti m u m  s ol uti o n  of  ( 5)   m at c hi n g  t h e  tr u e
l a b el s x . &

L e m m a  3: F or  t h e  o pti mi z ati o n  pr o bl e m  ( 5),  c o nsi d er  t h e
L a gr a n g e   m ulti pli ers

; D ¼ di a g ðd i Þ; S :

If   w e h a v e

S ¼ D þ J T 1 B T 2 A;

S 0 ;

2 ðS Þ > 0 ;

S x ¼ 0 ;

t h e n ð ; D ; S Þ is t h e  d u al  o pti m al  s ol uti o n  a n d Ẑ ¼ x x T

is t h e u ni q u e pri m al o pti m al s ol uti o n of ( 5).
Pr o of: L et D ¼ di a g ðd iÞ, 2 R ,  a n d S 0 d e n ot e  t h e

L a gr a n gi a n of ( 5). F or a n y Z t h at s atis fi es t h e c o nstr ai nts i n ( 5),
w e h a v e

T 1 hB;   Z i þ T 2 hA;   Z i
ða Þ

L ðZ;  S ; D ; Þ ¼ hD ; Ii

¼
ðb Þ

hS J þ T 1 B þ T 2 A;   Z i

¼
ðc Þ

T 1 hB;   Z i þ T 2 hA;   Z i;
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w h er e ða Þ h ol ds  b e c a u s e hS ; Zi 0 , ðb Þ h ol ds  b e c a u s e Z ii ¼
1 f or  all i 2 ½ n a n d S ¼ D þ J T 1 B T 2 A ,  a n d ðc Þ
h ol ds  b e c a u s e S x ¼ 0 a n d x T 1 ¼ 0 .   T h er ef or e, Z ¼
x x T is a n  o pti m al s ol uti o n  of ( 5).   N o w, ass u m e ~Z is a n ot h er
o pti m al s ol uti o n.   T h e n

hS ; ~Z i ¼hD þ J T 1 B T 2 A; ~Z i

¼
ða Þ

hD þ J T 1 B T 2 A;   Z i ¼ hS ; Z i ¼ 0 ;

w h er e ða Þ h ol ds b e c a us e hT 1 B þ T 2 A;  Z i ¼ hT 1 B þ T 2 A; ~Z i,
Z ii ¼ ~Z ii ¼ 1 f or  all i 2 ½ n , a n d hJ; Z i ¼ hJ; ~Z i ¼ 0 . Si n c e
~Z 0 , a n d S 0 w hil e its s e c o n d s m all est ei g e n v al u e 2 ðS Þ
is  p ositi v e (si n c e S x̂ ¼ 0 ), ~Z m ust  b e a   m ulti pl e of Z . Als o,
si n c e ~Z ii ¼ Z ii ¼ 1 f or all i 2 ½ n , w e h a v e ~Z ¼ Z . &

W e  n o w  s h o w  t h at S ¼ D þ J T 1 B T 2 A s atis fi e s
ot h er c o n diti o ns i n   L e m m a 3   wit h pr o b a bilit y 1 o ð1 Þ.   L et

d i ¼ T 1

X n

j ¼ 1

B i jx j x i þ T 2

X n

j ¼ 1

A i jx j x i : ( 4 2)

T h e n D x ¼ T 1 B x þ T 2 A x a n d  b as e d  o n t h e  d e fi niti o n  of
S i n   L e m m a 3, S s atis fi es t h e c o n diti o n S x ¼ 0 . It r e m ai ns
t o  s h o w  t h at S 0 a n d 2 ðS Þ > 0 wit h  pr o b a bilit y 1
o ð1 Þ. I n ot h er   w or ds,   w e n e e d t o s h o w t h at

P i nf
v ? x ;k v k ¼ 1

v T S v > 0 1 o ð1 Þ; ( 4 3)

w h er e v is  a n 1 v e ct or.   T h e n f or  a n y v s u c h t h at v T x ¼ 0
a n d k v k ¼ 1 ,

v T S v ¼ v T D v þ v T Jv T 1 v
T ðB E ½B Þv

T 2 v
T ðA E ½A Þv T 1 v

T E ½B v T 2 v
T E ½A v

mi n
i

d i þ v T Jv T 1 k B E ½B k

T 2 k A E ½A k   T 1 v
T E ½B v T 2 v

T E ½A v:

N oti c e t h at

T 1 v
T E ½B v þ T 2 v

T E ½A v ¼
1

4
½T 1 c 1 þ T 2 c 2 v T W v

þ
1

4
½T 1 c 3 þ T 2 c 4 v T ðZ W Þv

þ
1

4
½T 1 c 1 þ T 2 c 2 v T Jv

ðT 1 þ T 2 Þq 0
l o g n

n
;

w h er e

c 1 ,
l o g n

n
ðq 0 q 2 þ q 1 q 3 Þ;

c 2 ,
l o g n

n
ðq 0 þ q 2 þ q 1 þ q 3 Þ;

c 3 ,
l o g n

n
ðq 0 q 2 q 1 þ q 3 Þ;

c 4 ,
l o g n

n
ðq 0 þ q 2 q 1 þ q 3 Þ:

L e m m a  4: F or  a n y c > 0 , t h er e  e xists c; 0 c 00 > 0 s u c h t h at
f or  a n y n 1 , k A E ½A k   c 00

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p
a n d k B E ½B k  

c 0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p
wit h pr o b a bilit y at l e ast 1 n c .

Pr o of: T h e  pr o of is  si mil ar t o t h e  pr o ofs  [ 3 9,   T h o er e m  9]
a n d [ 3 2,   T h o er e m 5]. &

L e m m a 5: Wit h pr o b a bilit y at l e ast 1 n
1
2 ,

v T ðZ W Þv
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p
;

v T W v
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p
þ ð 2 r 1 Þ 2 v T Jv þ 2 j2 r 1 j

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
n l o g n

p
:

Pr o of: Si n c e jv ij v iy i jv ij,  b y  a p pl yi n g t h e   C h er n off
b o u n d   w e h a v e

P ðv T y E ½v T y
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p
Þ n

1
2 :

Si n c e E ½v T y ¼ ð 2 r 1 Þv T 1 a n d jv T 1 j k v k 2 k 1 k 2 ¼
ffiffiffi
n

p
,

wit h pr o b a bilit y c o n v er gi n g t o o n e,

ðv T y Þ 2 l o g n þ ð 2 r 1 Þ 2 v T Jv þ 2 jv T 1 jj2 r 1 j
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p

l o g n þ ð 2 r 1 Þ 2 v T Jv þ 2 j2 r 1 j
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
n l o g n

p
:

Si mil arl y,  si n c e E ½
P

i x iy iv i ¼ 0 a n d jv ij x iy iv i jv ij,
a p pl yi n g  t h e   C h er n off  b o u n d  yi el ds v T ðZ W Þv

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p

wit h pr o b a bilit y c o n v er gi n g t o o n e. &

L e m m a 6: F or d ¼ l o g n
l o g l o g n ,

P mi n
i2½ n

d i d 1 n 1 h 1 ðq ;r Þ þo ð1 Þ n 1 h 1 ðq ;1 r Þ þ o ð1 Þ :

Pr o of: T h e  pr o of  is  a c hi e v e d  b y  a p pl yi n g  t h e   C h er n off
b o u n d a n d t a ki n g t h e u ni o n b o u n d. &

N oti c e  t h at r 0 :5 i m pli es h 1 ðq ; r Þ h 1 ðq ; 1 r Þ a n d
r > 0 :5 i m pli es h 1 ðq ; r Þ h 1 ðq ; 1 r Þ.   T h e n mi n id i

l o g n
l o g l o g n if

h 1 ðq ; r Þ > 1   w h e n r 0 :5
h 1 ðq ; 1 r Þ > 1   w h e n r > 0 :5

: ( 4 4)

L et 1
4 ½T 1 c 1 þ T 2 c 2 ð2 r 1 Þ 2 .   T h er ef or e,  a p pl yi n g   L e m-

m as 4, 5, a n d 6,   w e g et t h at if ( 4 4) h ol ds, t h e n

v T S v
l o g n

l o g l o g n
ðT 1 c

0 þ T 2 c
00Þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p

þ ð T 1 þ T 2 Þq 0
l o g n

n
> 0 ;

a n d t h e  first p art of   T h e or e m 7 f oll o ws.
T o  pr o v e t h e  s e c o n d  p art,  si n c e x h as  a  u nif or m  distri b u-

ti o n  o v er f x 2 f 1 g n : x T 1 ¼ 0 g ,   m a xi m u m  li k eli h o o d  esti-
m at or   mi ni mi z es  t h e  err or  pr o b a bilit y  a m o n g  all  esti m at ors.
T h e n   w e  n e e d t o  fi n d   w h e n t h e   m a xi m u m li k eli h o o d esti m at or
f ails.   L et e ði; HÞ ,

P
j 2 H A i jðT 1 y iy j þ T 2 Þ.   D e fi n e t h e e v e nts

F 1 , mi n
i2 C

1

ðe ði;   C1 Þ e ði;   C2 ÞÞ   2

( )

;

F 2 , mi n
i2 C

2

ðe ði;   C2 Þ e ði;   C1 ÞÞ   2

( )

;
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w h er e C 1 ¼ f v 2 ½ n : x v ¼ 1 g a n d C 2 ¼ f v 2 ½ n : x v ¼
1 g . T h e n P ðM L f ails Þ P ðF 1 \ F 2 Þ.   T h us,  it  s uf fi c es  t o

s h o w  t h at   wit h  hi g h  pr o b a bilit y P ðF 1 Þ ! 1 a n d P ðF 2 Þ ! 1 .
H er e   w e  j ust  pr o v e  t h at P ðF 1 Þ ! 1 ,   w hil e P ðF 2 Þ ! 1 is
pr o v e d si mil arl y.   B y s y m m etr y,   w e c a n c o n diti o n  o n C 1 b ei n g
t h e  first n

2 n o d es.   L et T d e n ot e t h e s et  of  first b n
l o g 2 n

c n o d es  of
C 1 . T h e n

mi n
i2 C

1

ðe ði;   C1 Þ e ði;   C2 ÞÞ   mi n
i2 T

ðe ði;   C1 Þ e ði;   C2 ÞÞ

mi n
i2 T

ðe ði;   C1 n T Þ e ði;   C2 ÞÞ

þ m a x
i2 T

e ði; T Þ :

D e fi n e t h e e v e nt s

E 1 , mi n
i2 T

e ði; T Þ d 2 ;

E 2 , mi n
i2 T

ðe ði;   C1 n T Þ e ði;   C2 ÞÞ   d :

It  s uf fi c es  t o  s h o w  t h at P ðE 1 Þ ! 1 a n d P ðE 2 Þ ! 1 ,  t o  h a v e
P ðF 1 Þ ! 1 .  F or a n y i 2 T ,

e ði; T Þ ¼ ð T 2 þ T 1 ÞX 1 þ ð T 2 T 1 ÞX 2 ;

w h er e X 1 Bi n o m ðj T j; q0 l o g n = n Þ a n d X 2 Bi n o m ðj T j;
q 2 l o g n = n Þ.

L e m m a  7: [ 2 8,   L e m m a  5]   W h e n S Bi n ðn; p Þ,  f or  a n y
r 1 ,

P ðS r n p Þ
e

r

r n p
e n p :

Fr o m   L e m m a 7,

P X 1
d 2

2 ðT 1 þ T 2 Þ

ðd 2 Þl o g n

4 ðT 1 þ T 2 Þe q 0

2 d
2 ðT 1 þ T 2 Þ

n 2 þ o ð1 Þ ;

P X 2
d 2

2 jT 2 T 1 j

ðd 2 Þl o g n

4 jT 2 T 1 je q 2

2 d
2 jT 2 T 1 j

n 2 þ o ð1 Þ :

Si n c e jT 2 T 1 j > 0 a n d T 1 þ T 2 > 0 ,

P ðe ði; T Þ d 2 Þ

P ððT 1 þ T 2 ÞX 1 þ j T 2 T 1 jX 2 d 2 Þ n 2 þ o ð1 Þ :

Usi n g  t h e  u ni o n  b o u n d  yi el ds P ðE 1 Þ 1 n 1 þ o ð1 Þ .   T h er e-
f or e, P ðE 1 Þ ! 1 wit h hi g h pr o b a bilit y.

L e m m a  8: [ 3 4,   L e m m a 1 5]   L et f S 1 ; . . . ; Sm g b e a s e q u e n c e
of i.i. d. r a n d o m  v ari a bl es,   w h er e m n ¼ o ðn Þ.   T h e n f or  a n y
m 2 R a n d n 0 w e h a v e

P

 
X m

i¼ 1

S i m n

!

mi n
t > 0

e tm jtjn M ðtÞ 1
s 2

Ẑ

n 2
;

w h er e M ðtÞ is  t h e   m o m e nt  g e n er ati n g  f u n cti o n  of Z ¼P m
i¼ 1 S i a n d Ẑ is  a  r a n d o m  v ari a bl e  distri b ut e d  a c c or di n g t o

e t z P ðz Þ
E Z ½e t z wit h v ari a n c e s 2

Ẑ
.

L e m m a 9: L et e ði; HÞ ,
P

j 2 H A i jðT 1 y iy j þ T 2 Þ.   D e fi n e

E 0
2 , e ði;   C1 n T Þ e ði;   C2 Þ d :

T h e n

P ðE 0
2 Þ n h 1 ðq ;r Þ þo ð1 Þ þ n h 1 ðq ;1 r Þ þo ð1 Þ :

Pr o of: T h e pr o of is a c hi e v e d  b y a p pl yi n g   L e m m a  8 a n d t h e
C h er n off b o u n d. &

A p pl yi n g   L e m m a 9 yi el ds

P ðE 2 Þ ¼ 1
Y

i2 T

½1 P ðE 0
2 Þ

1 1 n h 1 ðq ;1 r Þ þo ð1 Þ n h 1 ðq ;r Þ þ o ð1 Þ
h i j T j

1 e n 1 h 1 ðq ;1 r Þ þ o ð1 Þ n 1 h 1 ðq ;r Þ þo ð1 Þ
:

R e c all t h at r 0 :5 i m pli es h 1 ðq ; r Þ h 1 ðq ; 1 r Þ a n d r > 0 :5
i m pli es h 1 ðq ; r Þ h 1 ðq ; 1 r Þ. W h e n r 0 :5 , if h 1 ðq ; r Þ <
1 t h e n P ðE 2 Þ ! 1 . W h e n r 0 :5 , if h 1 ðq ; 1 r Þ < 1 t h e n
P ðE 2 Þ ! 1 a n d t h e s e c o n d p art of  T h e or e m 7 f oll o ws.

A P P E N DI X I
P A R TI A L R E C O V E R Y A L G O RI T H M

I n  t his  p a p er,  t h e  p arti al  r e c o v er y  al g orit h m  i n  [ 1 1]  is
e m pl o y e d   wit h f e w c h a n g es t o   m a k e it c o m p ati bl e f or e a c h S c e-
n ari o.  F or  t h e  t w o-l at e nt  v ari a bl e  st o c h asti c  bl o c k   m o d el   w e
c a n dir e ctl y us e t h e p arti al r e c o v er y al g orit h m i n [ 1 1]:

A.  T h e  T w o- L at e nt   V ari a bl e St o c h asti c   Bl o c k   M o d el   Wit h
K n o w n   A u xili ar y  L at e nt   V a ri a bl e y :

1)   Cl ust er  n o d es  a c c or di n g  t o  t h e  v al u e  of  t h e  a u xili ar y
l at e nt v ari a bl e y , c all t h e m a u xili ar y cl ust ers.

2)   E xtr a ct  s u b m atri c es  of P a n d Q r e pr es e nti n g  e a c h
v al u e of y , c all t h e m P ðk Þ a n d Q ðk Þ .

3)  S e p ar at el y i n e a c h a u xili ar y cl ust er, us e r es p e cti v e s u b-
m atri c e s P ðk Þ a n d Q ðk Þ t o  c o nstr u ct  a  p arti al  r e c o v er y
esti m at or  of  c o m m u niti es x ,  a n d  fi n d  t h e  c o m m u nit y
esti m at e f or all   m e m b ers of e a c h cl ust er.

B.  T h e  T w o- L at e nt   V ari a bl e St o c h asti c   Bl o c k   M o d el   Wit h
U n k n o w n  L at e nt   V ari a bl e y :

1)   Us e   m atri c e s P a n d Q t o  c o nstr u ct  a  p arti al  r e c o v er y
esti m at or of all   mi cr o- c o m m u niti es.

2)   Cl ust er n o d es   wit h t h e s a m e c o m m u nit y v ari a bl e r e pr e-
s e nti n g e a c h v al u e of x .

F or t h e t w o-l at e nt v ari a bl e c e ns or e d bl o c k   m o d el,   w e n e e d a
n e w  v ari a nt  of  t h e  p arti al  r e c o v er y  al g orit h m  i n  [ 1 1].  I n  t h e
n e w  v ari a nt, t h e v ert e x  c o m p aris o n  al g orit h m i n  [ 1 1] is  us e d
t wi c e f or  e a c h  p air  of  n o d es.  First, t h e  al g orit h m is  e m pl o y e d
usi n g t h e  ei g e n v al u es  of di a g ðp ÞðX Q Þ.  F or t his  c as e, if t h e
t w o  n o d es  b el o n g  t o  t h e  s a m e  c o m m u nit y,  t h e  o ut p ut  of  t h e
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al g orit h m  is  1;  ot h er wis e  it  r et ur ns  0.   T h e n,  t h e  al g orit h m  is
e m pl o y e d  usi n g t h e  ei g e n v al u es  of di a g ðp Þðð1 X Þ Q Þ.  F or
t his  c as e, if t h e t w o  n o d es  b el o n g t o t h e s a m e  c o m m u nit y, t h e
o ut p ut of t h e al g orit h m is 0; ot h er wis e it r et ur ns 1. If t h e o ut p uts
ar e n ot e q u al,   w e ar e a bl e t o d et er mi n e r eli a bl y   w h et h er t h e t w o
n o d es  b el o n g t o t h e s a m e c o m m u nit y. If t h e  o ut p uts ar e e q u al,
a n ot h er p air of n o d es ar e s el e ct e d t o r e p e at t h e p arti al r e c o v er y
al g orit h m.

C.  T h e t w o- L at e nt   V ari a bl e   C e ns or e d   Bl o c k   M o d el   Wit h
K n o w n  L at e nt   V ari a bl e y :

1)   Cl ust er  n o d es  a c c or di n g  t o  t h e  v al u e  of  t h e  a u xili ar y
l at e nt v ari a bl e y , c all t h e m a u xili ar y cl ust ers.

2)   E xtr a ct  s u b m atri c es  of P , Q ,  a n d X r e pr es e nti n g  e a c h
v al u e of y , c all t h e m P ðk Þ a n d Q ðk Þ , a n d X ðk Þ .

3)  S e p ar at el y i n  e a c h  a u xili ar y  cl ust er,  us e r es p e cti v e s u b-
m atri c es P ðk Þ , Q ðk Þ , a n d X ðk Þ t o c o nstr u ct a p arti al r e c o v-
er y esti m at or of c o m m u niti es x , a n d  fi n d t h e c o m m u nit y
esti m at e f or all   m e m b ers of e a c h cl ust er.

D.  T h e t w o- L at e nt   V ari a bl e   C e ns or e d   Bl o c k   M o d el   Wit h
U n k n o w n  L at e nt   V ari a bl e y :

1)   Us e   m atri c e s P , Q ,  a n d X t o  c o nstr u ct  a  p arti al r e c o v-
er y esti m at or of all   mi cr o- c o m m u niti es.

2)   Cl ust er n o d es   wit h t h e s a m e c o m m u nit y v ari a bl e r e pr e-
s e nti n g e a c h v al u e of x .

R e m ar k  6: W h e n y is  k n o w n, f or e a c h a u xili ar y l at e nt v ari-
a bl e y , d e fi niti o ns 4 a n d 5 i n [ 1 1] ar e r est at e d b as e d o n t h e n e w
m atri c es P ðk Þ , Q ðk Þ ,  a n d X ðk Þ .   Usi n g  t h es e  n e w   m atri c es, t h e
v ert e x  c o m p aris o n  al g orit h m , t h e  v ert e x  cl assi fi c ati o n  al g o-
rit h m, t h e  u nr eli a bl e  gr a p h  cl assi fi c ati o n  al g orit h m,  a n d t h e
r eli a bl e  gr a p h  cl assi fi c ati o n  al g orit h m i n  [ 1 1]  ar e  e x pl oit e d
s e p ar at el y.   W h e n y is  u n k n o w n,  t h es e  d e fi niti o ns  a n d  al g o-
rit h ms ar e f oll o w e d fr o m   m atri c es P , Q , a n d X .

A P P E N DI X J

Pr o of of  T h e or e m 8: W e b e gi n b y d eri vi n g s uf fi ci e nt c o n di-
ti o ns  f or  t h e  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g  esti m at or  ( 8)  t o  pr o-
d u c e t h e tr u e l a b els x . &

L e m m a  1 0: T h e s uf fi ci e nt  c o n diti o ns  of   L e m m a  3  a p pl y t o
s e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g ( 8) b y r e pl a ci n g

S ¼ D þ J A:

Pr o of: T h e pr o of is si mil ar t o t h e pr o of of   L e m m a 3. &

It  s uf fi c es  t o  s h o w  t h at S ¼ D þ J A s atis fi es  ot h er
c o n diti o ns i n   L e m m a 1 0   wit h pr o b a bilit y 1 o ð1 Þ.   L et

d i ¼
X n

j ¼ 1

A i jx j x i :

T h e n D x ¼ A x a n d  b as e d  o n  t h e  d e fi niti o n  of S i n
L e m m a  1 0, S s atis fi es t h e  c o n diti o n S x ¼ 0 . It r e m ai ns t o
s h o w t h at S 0 a n d 2 ðS Þ > 0 wit h  pr o b a bilit y 1 o ð1 Þ,

i. e.,  ( 4 3) h ol ds.  F or a n y v s u c h t h at v T x ¼ 0 a n d k v k ¼ 1 ,

v T S v ¼ v T D v þ v T Jv v T ðA E ½A Þv v T E ½A v

mi n
i

d i þ v T Jv k A E ½A k   v T E ½A v:

N oti c e t h at

v T E ½A v ¼
1

4
½c 1 v

T W v c 2 v
T Jv c 3 v

T ðZ W Þv

þ q 0
l o g n

n
:

L e m m a 1 1: F or d ¼ l o g n
l o g l o g n ,

P mi n
i

d i d 1 n 1 h 2 ðq ;r Þ þo ð1 Þ n 1 h 2 ðq ;1 r Þ þ o ð1 Þ :

Pr o of: T h e  pr o of  is  a c hi e v e d  b y  a p pl yi n g  t h e   C h er n off
b o u n d a n d t h e u ni o n b o u n d. &

Usi n g   L e m m a  1 1, mi n id i
l o g n

l o g l o g n wit h  pr o b a bilit y  c o n-
v er gi n g t o  o n e, if mi n f h 2 ðq ; r Þ; h 2 ðq ; 1 r Þ g > 1 .   L et
1
4 ½c 1 ð2 r 1 Þ 2 þ c 2 .   A p pl yi n g   L e m m as  4,  5,  a n d  1 1,   w e  g et
t h at   w h e n mi n f h 2 ðq ; r Þ; h 2 ðq ; 1 r Þ g > 1 ,

v T S v
l o g n

l o g l o g n
c 0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
l o g n

p
þ q 0

l o g n

n
> 0 ;

a n d t h e  first p art of   T h e or e m 8 f oll o ws.
T o  pr o v e t h e s e c o n d  p art, it s uf fi c es t o  fi n d   w h e n t h e   m a xi-

m u m li k eli h o o d  d et e ct or f ails.   T h e  e v e nts F 1 , F 2 , E 1 , E 2 ,  a n d
E 0

2 ar e t h e s a m e as   w e d e fi n e d t h e m i n t h e pr o of of   T h e or e m 7.
Als o, t h e  d e fi niti o ns  f or C 1 , C 2 ,  a n d T r e m ai n  v ali d  f or t his
p art.   T h e n P ðM L f ails Þ P ðF 1 \ F 2 Þ.   H er e   w e j ust pr o v e t h at
P ðF 1 Þ ! 1 ,   w hil e P ðF 2 Þ ! 1 is  pr o v e d si mil arl y.   B y s y m m e-
tr y,   w e c a n c o n diti o n o n C 1 b ei n g t h e first n

2 n o d es.   T h e n

mi n
i2 C

1

ðe ði;   C1 Þ e ði;   C2 ÞÞ   mi n
i2 T

ðe ði;   C1 Þ e ði;   C2 ÞÞ

mi n
i2 T

ðe ði;   C1 n T Þ e ði;   C2 ÞÞ

þ m a x
i2 T

e ði; T Þ ;

w h er e e ði; HÞ ,
P

j 2 H A i j.  F or i 2 T , e ði; T Þ ¼ X 1 þ X 2 ,
w h er e X 1 Bi n o m ðj T j; q0 l o g n = n Þ a n d X 2 Bi n o m ðj T j ;
q 2 l o g n = n Þ. It f oll o ws fr o m   L e m m a 7 t h at

P X 1
d

2
1

l o g n

2 e q 0

d

2
1

1 d
2

n 2 þ o ð1 Þ ;

P X 2
d

2
1

l o g n

2 e q 2

d

2
1

1 d
2

n 2 þ o ð1 Þ :

T h e n P ðe ði; T Þ d 2 Þ n 2 þ o ð1 Þ .   Usi n g t h e  u ni o n  b o u n d,
P ðE 1 Þ 1 n 1 þ o ð1 Þ .   T h er ef or e, P ðE 1 Þ ! 1 wit h  hi g h
pr o b a bilit y.

L e m m a 1 2: W h e n e ði; HÞ ,
P

j 2 H A i j,

P ðE 0
2 Þ n h 2 ðq ;r Þ þ o ð1 Þ þ n h 2 ðq ;1 r Þ þ o ð1 Þ :
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Pr o of: T h e pr o of is a c hi e v e d  b y a p pl yi n g   L e m m a 8 a n d t h e
C h er n off b o u n d. &

A p pl yi n g   L e m m a 1 2 yi el ds

P ðE 2 Þ ¼ 1
Y

i2 T

½1 P ðE 0
2 Þ

1 1 n h 2 ðq ;r Þ þ o ð1 Þ n h 2 ðq ;1 r Þ þo ð1 Þ
h i j T j

1 e n 1 h 2 ðq ;r Þ þo ð1 Þ n 1 h 2 ðq ;1 r Þ þo ð1 Þ
:

T h er ef or e, if mi n f h 2 ðq ; r Þ; h 2 ðq ; 1 r Þ g < 1 t h e n P ðE 2 Þ !
1 a n d t h e s e c o n d p art of   T h e or e m 8 f oll o ws.

A P P E N DI X K

Pr o of  of  T h e or e m  9: T h e  pr o of  is  si mil ar  t o  t h e  pr o of  of
T h e or e m  7.   H er e   w e  j ust   m e nti o n  t h e  pr o of  o utli n es  a n d
i m p ort a nt   L e m m as f or br e vit y.   T h e f oll o wi n g   L e m m a d e cl ar es
t h e  s uf fi ci e nt  c o n diti o ns  f or  t h e  o pti m u m  s ol uti o n  of  ( 1 0)
m at c hi n g t h e tr u e l a b els x . &

L e m m a  1 3: F or t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m ( 1 0), c o nsi d er t h e
L a gr a n g e   m ulti pli ers

; D ¼ di a g ðd i Þ; S :

If   w e h a v e

S ¼ D þ J R;

S 0 ;

2 ðS Þ > 0 ;

S x ¼ 0 ;

t h e n ð ; D ; S Þ is t h e  d u al  o pti m al  s ol uti o n  a n d Ẑ ¼ x x T

is t h e u ni q u e pri m al o pti m al s ol uti o n of ( 1 0).
Pr o of: T h e pr o of is si mil ar t o t h e pr o of of   L e m m a 3. &

L et

d i ¼ T
X n

j ¼ 1

A i jx j x i þ T
X n

j ¼ 1

A i jy iy j x j x i

þ T 1

X n

j ¼ 1

A 2
i jy iy j x j x i þ T 2

X n

j ¼ 1

A 2
i jx j x i :

T h e n D x ¼ T A þ T ðA W Þ þ T 1 ðA A W Þ þ T 2 ðA
A Þ a n d b as e d o n t h e d e fi niti o n of S i n   L e m m a  1 3, S s atis fi e s
t h e c o n diti o n S x ¼ 0 .

L e m m a 1 4: F or d ¼ l o g n
l o g l o g n ,

P mi n
i2½ n

d i d 1 n 1 h 1 ðg ;r Þ h 1 ðh ;r Þ þ o ð1 Þ

n 1 h 1 ðg ;1 r Þ h 1 ðh ;1 r Þ þo ð1 Þ :

Pr o of: T h e  pr o of  is  a c hi e v e d  b y  a p pl yi n g  t h e   C h er n off
b o u n d a n d t a ki n g t h e u ni o n b o u n d. &

Si mil ar t o t h e  pr o of  of   T h e or e m  7,  usi n g   L e m m a  1 4, it  c a n
b e  s h o w n  t h at S 0 a n d 2 ðS Þ > 0 wit h  pr o b a bilit y 1
o ð1 Þ if

h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ > 1   w h e n r 0 :5

h 1 ðg ; 1 r Þ þ h 1 ðh ; 1 r Þ > 1   w h e n r > 0 :5
:

T o  pr o v e t h e  s e c o n d  p art,   w e  st art  t o  fi n d   w h e n t h e   m a xi-
m u m li k eli h o o d esti m at or f ails.   T o t his e n d, l et

e ði; HÞ ,
X

j 2 H

A i jðT y iy j þ T Þ þ A 2
i jðT 1 y iy j þ T 2 Þ:

T h e  d e fi niti o n  of  e v e nts F 1 , F 2 , E 1 ,  a n d E 2 i n  t h e  pr o of  of
T h e or e m  7  ar e  us e d  t o  s h o w  t h at   wit h  hi g h  pr o b a bilit y
P ðF 1 Þ ! 1 a n d P ðF 2 Þ ! 1 .   Al s o, t h e  d e fi niti o ns f or C 1 , C 2 ,
a n d T r e m ai n  v ali d  f or  t his  p art.   W e  pr o v e  t h at P ðF 1 Þ ! 1 ,
w hil e P ðF 2 Þ ! 1 is  pr o v e d si mil arl y.   T o  s h o w t h at P ðF 1 Þ !
1 ,   w e   m ust  h a v e P ðE 1 Þ ! 1 a n d P ðE 2 Þ ! 1 . It c a n  b e s h o w n
t h at P ðE 1 Þ 1 n 1 þ o ð1 Þ wit h o ut dif fi c ult y.

L e m m a  1 5: L et E 0
2 , f e ði;   C1 n T Þ e ði;   C2 Þ d g .

T h e n

P ðE 0
2 Þ n h 1 ðg ;r Þ h 1 ðh ;r Þ þo ð1 Þ

þ n h 1 ðg ;1 r Þ h 1 ðh ;1 r Þ þ o ð1 Þ :

Pr o of: T h e pr o of is a c hi e v e d  b y a p pl yi n g   L e m m a  8 a n d t h e
C h er n off b o u n d. &

A p pl yi n g   L e m m a 1 5 yi el ds

P ðE 2 Þ ¼ 1
Y

i2 T

½1 P ðE 0
2 Þ

1 e n h 1 ðg ;r Þ h 1 ðh ;r Þ þo ð1 Þ n h 1 ðg ;1 r Þ h 1 ðh ;1 r Þ þo ð1 Þ
:

R e c all t h at r 0 :5 i m pli es

h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ h 1 ðg ; 1 r Þ h 1 ðh ; 1 r Þ;

a n d r > 0 :5 i m pli es

h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ h 1 ðg ; 1 r Þ þ h 1 ðh ; 1 r Þ:

W h e n r 0 :5 , if h 1 ðg ; r Þ þ h 1 ðh ; r Þ < 1 ,  t h e n P ðE 2 Þ ! 1 .
W h e n r 0 :5 , if h 1 ðg ; 1 r Þ þ h 1 ðh ; 1 r Þ < 1 ,  t h e n
P ðE 2 Þ ! 1 a n d t h e s e c o n d p art of   T h e or e m 9 f oll o ws.

A P P E N DI X L

Pr o of  of  T h e or e m  1 0: T h e  pr o of is  si mil ar t o t h e  pr o of  of
T h e or e m  8.   H er e   w e  j ust   m e nti o n  t h e  pr o of  o utli n es  a n d
i m p ort a nt   L e m m as f or br e vit y.   T h e f oll o wi n g   L e m m a d e cl ar e s
t h e  s uf fi ci e nt  c o n diti o ns  f or  t h e  o pti m u m  s ol uti o n  of  ( 1 1)
m at c hi n g t h e tr u e l a b els x . &

L e m m a 1 6: F or t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m ( 1 1), c o nsi d er t h e
L a gr a n g e   m ulti pli ers

; D ¼ di a g ðd i Þ; S :

3 0 2 I E E E   T R A N S A C TI O N S   O N   N E T W O R K  S CI E N C E   A N D   E N GI N E E RI N G,   V O L. 1 0,   N O. 1, J A N U A R Y/ F E B R U A R Y 2 0 2 3
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If   w e h a v e

S ¼ D þ J T A T 2 ðA A Þ;

S 0 ;

2 ðS Þ > 0 ;

S x ¼ 0 ;

t h e n ð ; D ; S Þ is t h e  d u al  o pti m al  s ol uti o n  a n d Ẑ ¼ x x T

is t h e u ni q u e pri m al o pti m al s ol uti o n of ( 1 1).
Pr o of: T h e pr o of is si mil ar t o t h e pr o of of   L e m m a 3. &

L et

d i ¼ T
X n

j ¼ 1

A i jx j x i þ T 2

X n

j ¼ 1

A 2
i jx j x i :

T h e n D x ¼ T A þ T 2 ðA A Þ a n d  b as e d  o n t h e  d e fi niti o n  of
S i n   L e m m a 1 6, S s atis fi e s t h e c o n diti o n S x ¼ 0 .

L e m m a 1 7: F or d ¼ l o g n
l o g l o g n ,

P mi n i2½ n d i d 1 n 1 h 2 ðg ;r Þ h 2 ðh ;r Þ þo ð1 Þ

n 1 h 2 ðg ;1 r Þ h 2 ðh ;1 r Þ þ o ð1 Þ :

Pr o of: T h e  pr o of  is  a c hi e v e d  b y  a p pl yi n g  t h e   C h er n off
b o u n d a n d t a ki n g t h e u ni o n b o u n d. &

Si mil ar t o t h e pr o of of   T h e or e m 8, usi n g   L e m m a 1 7, it c a n b e
s h o w n t h at S 0 a n d 2 ðS Þ > 0 wit h  pr o b a bilit y 1 o ð1 Þ
if

mi n h 2 ðg ; r Þ þ h 2 ðh ; r Þ; h 2 ðg ; 1 r Þ þ h 2 ðh ; 1 r Þf g > 1 :

T o  pr o v e t h e  s e c o n d  p art,   w e  st art  t o  fi n d   w h e n t h e   m a xi-
m u m li k eli h o o d esti m at or f ails.   T o t his e n d, l et

e ði; HÞ ,
X

j 2 H

T A i j þ T 2 A
2
i j:

T h e  d e fi niti o n  of  e v e nt s F 1 , F 2 , E 1 ,  a n d E 2 i n   T h e or e m  7  ar e
us e d  t o  s h o w  t h at   wit h  hi g h  pr o b a bilit y P ðF 1 Þ ! 1 a n d
P ðF 2 Þ ! 1 .   Als o,  t h e  d e fi niti o ns  f or C 1 , C 2 ,  a n d T r e m ai n
v ali d f or t his  p art.   W e  pr o v e t h at P ðF 1 Þ ! 1 ,   w hil e P ðF 2 Þ !
1 is  pr o v e d si mil arl y.   T o s h o w t h at P ðF 1 Þ ! 1 ,   w e   m ust  h a v e
P ðE 1 Þ ! 1 a n d P ðE 2 Þ ! 1 .  It  c a n  b e  s h o w n  t h at P ðE 1 Þ
1 n 1 þ o ð1 Þ wit h o ut dif fi c ult y.

L e m m a 1 8: L et E 0
2 , f e ði;   C1 n T Þ e ði;   C2 Þ d g . T h e n

P ðE 0
2 Þ n h 2 ðg ;r Þ h 2 ðh ;r Þ þo ð1 Þ

þ n h 2 ðg ;1 r Þ h 2 ðh ;1 r Þ þ o ð1 Þ :

Pr o of: T h e pr o of is a c hi e v e d  b y a p pl yi n g   L e m m a  8 a n d t h e
C h er n off b o u n d. &

A p pl yi n g   L e m m a 1 8 yi el ds

P ðE 2 Þ ¼ 1
Y

i2 T

½1 P ðE 0
2 Þ

1 e n h 2 ðg ;r Þ h 2 ðh ;r Þ þo ð1 Þ n h 2 ðg ;1 r Þ h 2 ðh ;1 r Þ þo ð1 Þ
:

If

mi n h 2 ðg ; r Þ þ h 2 ðh ; r Þ; h 2 ðg ; 1 r Þ þ h 2 ðh ; 1 r Þf g < 1 ;

t h e n P ðE 2 Þ ! 1 a n d t h e s e c o n d p art of   T h e or e m 1 0 f oll o ws.
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si d e  i nf or m ati o n  vi a  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g, ”  i n Pr o c.  I E E E  I nt.
S y m p. I nf.  T h e or y , 2 0 1 9, p p. 4 2 0 – 4 2 4.

[ 2 9]   E.   M oss el,  J.   N e e m a n,  a n d   A.  Sl y,  “ B eli ef  pr o p a g ati o n,  r o b ust  r e c o n-
str u cti o n  a n d  o pti m al r e c o v er y  of  bl o c k   m o d els, ” i n Pr o c.   C o nf.  L e ar n.
T h e or y , 2 0 1 4, p p. 3 5 6 – 3 7 0.

[ 3 0]  J.   Z.   M o g h a d d a m,   M.   Es m a eili,  a n d   A.   N osr ati ni a,  “ E x a ct  r e c o v er y
t hr es h ol d i n  d y n a mi c  bi n ar y  c e ns or e d  bl o c k   m o d el, ” i n Pr o c. I E E E I nt.
S y m p. I nf.  T h e or y , 2 0 2 2, p p. 1 0 8 8 – 1 0 9 3.

[ 3 1]   A.   A.   A mi ni  et  al.,  “ O n  s e mi d e fi nit e  r el a x ati o ns  f or t h e  bl o c k   m o d el, ”
A n n. St atist. , v ol. 4 6, n o. 1, p p. 1 4 9 – 1 7 9, 2 0 1 8.

[ 3 2]   B.   H aj e k,   Y.   W u, a n d J.   X u, “ A c hi e vi n g e x a ct cl ust er r e c o v er y t hr es h ol d
vi a s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g, ” I E E E  Tr a ns. I nf.  T h e or y,  v ol.  6 2,  n o.  5,
p p. 2 7 8 8 – 2 7 9 7,   O ct. 2 0 1 6.

[ 3 3]   M.   Es m a eili,   H.   M. S a a d, a n d   A.   N osr ati ni a, “ S e mi d e fi nit e pr o gr a m mi n g
f or c o m m u nit y d et e cti o n   wit h si d e i nf or m ati o n, ” I E E E  Tr a ns.   N et w. S ci.
E n g. , v ol. 8, n o. 2, p p. 1 9 5 7 – 1 9 7 3,   A pr. –J u n. 2 0 2 1.

[ 3 4]   H.  S a a d  a n d   A.   N osr ati ni a,  “ C o m m u nit y  d et e cti o n   wit h  si d e  i nf or m a-
ti o n:   E x a ct  r e c o v er y  u n d er  t h e  st o c h asti c  bl o c k   m o d el, ” I E E E  J.  S el.
T o pi cs Si g n al   Pr o c ess. , v ol. 1 2, n o. 5, p p. 9 4 4 – 9 5 8,   O ct. 2 0 1 8.

[ 3 5]  P.   D.   H off,   A.   E.   R aft er y,  a n d   M.  S.   H a n d c o c k,  “ L at e nt  s p a c e
a p pr o a c h es t o  s o ci al  n et w or k  a n al ysis, ” J.   A m er.  St at.   Ass o c. ,  v ol.  9 7,
n o. 4 6 0, p p. 1 0 9 0 – 1 0 9 8, 2 0 0 2.

[ 3 6]   C.   K e  a n d  J.   H o n ori o,  “I nf or m ati o n-t h e or eti c  li mits  f or  c o m m u nit y
d et e cti o n i n  n et w or k   m o d els, ” i n Pr o c.   A d v.   N e ur al I nf.   Pr o c ess.  S yst. ,
2 0 1 8, p p. 8 3 2 4 – 8 3 3 3.

[ 3 7]  P.  S ar k ar  a n d   A.   W.   M o or e,  “ D y n a mi c  s o ci al  n et w or k  a n al ysis  usi n g
l at e nt  s p a c e   m o d els, ”  i n Pr o c.   A d v.   N e ur al  I nf.   Pr o c ess.  S yst. ,  2 0 0 6,
p p. 1 1 4 5 – 1 1 5 2.

[ 3 8]  P.   L at o u c h e  et  al.,  “ O v erl a p pi n g  st o c h asti c  bl o c k   m o d els   wit h  a p pli c a-
ti o n  t o  t h e  fr e n c h  p oliti c al  bl o g os p h er e, ” A n n.   A p pl.  St atist. ,  v ol.  5,
n o. 1, p p. 3 0 9 – 3 3 6, 2 0 1 1.

[ 3 9]   B.   H aj e k,   Y.   W u, a n d J.   X u, “ A c hi e vi n g e x a ct cl ust er r e c o v er y t hr es h ol d
vi a  s e mi d e fi nit e  pr o gr a m mi n g:   E xt e nsi o ns, ” I E E E  Tr a ns.  I nf.  T h e or y,
v ol. 6 2, n o. 1 0, p p. 5 9 1 8 – 5 9 3 7,   O ct. 2 0 1 6.

M o h a m m a d   Es m a eili r e c ei v e d  t h e   B. S c.  d e gr e e  i n
el e ctri c al  e n gi n e eri n g  fr o m t h e   K.   N.   T o osi   U ni v er-
sit y  of   T e c h n ol o g y,   T e hr a n, Ir a n, i n  2 0 1 3, a n d t h e   M.
S c.  d e gr e e  i n  el e ctri c al  e n gi n e eri n g  fr o m   A mir k a bir
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