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Di git al i m a g e c orr el ati o n 

A B S T R A C T   

P ri o r t o fr a ct ur e, a p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el h a s a str e s s- str et c h c ur v e of n e arl y p erf e ct el a sti cit y, 

b ut  it  h a s  b e e n  s u g g e st e d  t h at  a n  i n el a sti c  z o n e  e xi st s  ar o u n d  a  cr a c k  ti p.  T hi s  i n el a sti c  z o n e, 

h o w e v er, h a s n e v er b e e n o b s er v e d dir e ctl y i n a p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el. H er e w e i d e ntif y t h e 

i n el a sti c z o n e u si n g di git al i m a g e c orr el ati o n ( DI C). W e pr e p ar e a p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el wit h a 

pr e c ut cr a c k. W hil e a s a m pl e of t h e h y dr o g el i s str et c h e d, t h e s p e c kl e p att er n s ar e r e c or d e d u si n g 

a mi cr o s c o p e or a c a m er a, wit h pi x el si z e 2. 3 μ m a n d 2 2. 7 μ m, r e s p e cti v el y. T h e s p e c kl e p att er n s 

r e c or d e d  b y  t h e  mi cr o s c o p e  a n d  c a m er a  ar e  pr o c e s s e d  u si n g  t h e  DI C  s oft w ar e,  a n d  m er g e d  t o 

pr o vi d e t h e d ef or m ati o n fi el d o v er t h e e ntir e s a m pl e. T h e m e a s ur e d fi el d of d ef or m ati o n i s u s e d t o 

c al c ul at e  t h e  fi el d  of  e n er g y  d e n sit y  a c c or di n g  t o  t h e  n e o- H o o k e a n  m o d el.  W h e n  t h e  b o d y  i s 

p erf e ctl y el a sti c, t h e fi el d of e n er g y d e n sit y ar o u n d t h e cr a c k ti p i s i n v er s el y pr o p orti o n al t o t h e 

di st a n c e fr o m t h e cr a c k ti p. T h e diff er e n c e b et w e e n t h e m e a s ur e d fi el d a n d t h e pr e di ct e d el a sti c 

fi el d i d e nti fi e s t h e i n el a sti c z o n e. T h e m e a s ur e d si z e of t h e i n el a sti c z o n e i s ~ 0. 6 m m. W e f urt h er 

c o n fir m t h at, w h e n a s a m pl e i s m u c h l ar g er t h a n t h e i n el a sti c z o n e, a n a n n ul u s e xi st s, i n w hi c h 

t h e el a sti c cr a c k ti p fi el d pr e v ail s.   

1. I nt r o d u cti o n 

A h y dr o g el i s a n a g gr e g at e of a p ol y m er n et w or k a n d w at er. W at er h a s l o w vi s c o sit y a n d l u bri c at e s p ol y m er c h ai n s. F or a p ol y -

a cr yl a mi d e h y dr o g el, t h e p h y si c al a s s o ci ati o n b et w e e n p ol y m er c h ai n s i s w e a k, s o t h at t h e str e s s- str et c h c ur v e e x hi bit s n e arl y p erf e ct 

el a sti cit y [ 1 – 3 ] . D e s pit e t h e n e ar- p erf e ct el a sti cit y, it h a s b e e n s u g g e st e d t h at a n i n el a sti c z o n e e xi st s ar o u n d a cr a c k ti p f or a p ol y-

a cr yl a mi d e h y dr o g el c o nt ai ni n g a pr e c ut cr a c k. T hi s i n el a sti c z o n e, h o w e v er, h a s n e v er b e e n o b s er v e d dir e ctl y i n a p ol y a cr yl a mi d e 

h y dr o g el. 

I n t hi s w or k, w e u s e t h e di git al  i m a g e c orr el ati o n ( DI C) t o i d e ntif y t h e i n el a sti c z o n e ar o u n d a cr a c k  ti p i n a  p ol y a cr yl a mi d e 

h y dr o g el. W e u s e a mi cr o s c o p e wit h t h e s p ati al r e s ol uti o n of 2. 3 μ m p er pi x el t o o b s er v e t h e fi el d n e ar t h e cr a c k ti p, a n d u s e a c a m er a 

wit h t h e s p ati al r e s ol uti o n of 2 2. 7 μ m p er pi x el t o o b s er v e t h e fi el d o v er a l ar g er s c al e. T h e s p e c kl e p att er n s r e c or d e d b y t h e mi cr o s c o p e 

a n d c a m er a ar e pr o c e s s e d u si n g t h e DI C s oft w ar e, a n d m er g e d t o pr o vi d e t h e d ef or m ati o n fi el d o v er t h e e ntir e s a m pl e. T h e fi el d of 

e n er g y d e n sit y i s c al c ul at e d u si n g t h e m e a s ur e d d ef or m ati o n fi el d. W h e n t h e b o d y i s p erf e ctl y el a sti c, t h e fi el d of e n er g y d e n sit y 
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ar o u n d t h e cr a c k ti p i s i n v er s el y pr o p orti o n al t o t h e di st a n c e fr o m t h e cr a c k ti p. F or t h e m at eri al p arti cl e s di st a nt fr o m t h e cr a c k ti p, t h e 

d ef or m ati o n fi el d a gr e e s wit h t h e el a sti c s ol uti o n. F or t h e m at eri al p arti cl e s cl o s e t o t h e cr a c k ti p, t h e d ef or m ati o n m a y d e vi at e fr o m 

t h e el a sti c s ol uti o n, w hi c h i d e nti fi e s t h e si z e of t h e i n el a sti c z o n e. T h e m e a s ur e d si z e of t h e i n el a sti c z o n e i s ~ 0. 5 0. 6 m m. W e f urt h er 

s h o w t h at, w h e n a s a m pl e i s m u c h l ar g er t h a n t h e i n el a sti c z o n e, a n a n n ul u s e xi st s, i n w hi c h t h e el a sti c cr a c k ti p fi el d pr e v ail s. 

Cr a c k ti p fi el d h a s b e e n o b s er v e d b y DI C i n v ari o u s m at eri al s b ef or e. T h e cr a c k ti p fi el d of m et al u n d er c y cli c l o a d s h a s b e e n 

o b s er v e d a n d t h e pl a sti c z o n e ar o u n d t h e cr a c k ti p w a s i d e nti fi e d b y t h e r e si d u al str ai n aft er u nl o a di n g [ 4, 5 ] . T h e cr a c k ti p fi el d of 

p ol y a cr yl a mi d e / C a- al gi n at e h y dr o g el h a s b e e n o b s er v e d a n d c o m p ar e d wit h t h e pr e di cti o n of t h e pr o p o s e d c o n stit uti v e m o d el. I n t hi s 

c a s e, t h e e ntir e s a m pl e u n d er g o e s i n el a sti c d ef or m ati o n [ 6 ] . T h e cr a c k ti p fi el d of a c ar b o n- fill e d el a st o m er h a s b e e n o b s er v e d a n d t h e 

si z e of t h e pr o c e s s z o n e i s d et er mi n e d b y s el e cti n g t h e str ai n l e v el 0. 9 ti m e s of t h e m a xi m u m str ai n m e a s ur e d at cr a c k ti p [ 7 ] . T h e cr a c k 

ti p d ef or m ati o n of E c o fi e x h a s b e e n o b s er v e d a n d c o m p ar e d wit h a s y m pt oti c el a sti c s ol uti o n of cr a c k ti p fi el d, b ut t h e i n el a sti c z o n e 

cl o s e t o t h e cr a c k ti p w a s n ot o b s er v e d, p o s si bl y d u e t o l o w r e s ol uti o n [ 8 ] . T h e cr a c k ti p fi el d c a n al s o b e o b s er v e d u si n g p h ot o el a sti cit y 

[ 9, 1 0 ] , li g ht s c att eri n g [ 8 ] , a n d c h e mil u mi n e s c e nt cr o s sli n k er [ 1 1 ] . 

2. G - a n n ul u s 

2. 1. El asti c cr a c k ti p fi el d 

I n t h e lit er at ur e, b y a n el a sti c cr a c k ti p fi el d it m e a n s a fi el d f or a s e mi-i n fi nit e cr a c k i n a n i n fi nit e el a sti c b o d y. T h e el a sti c cr a c k ti p 

fi el d i s c o m m o nl y d et er mi n e d b y a s y m pt oti c a n al y si s. T h e fi el d d e p e n d s o n t h e c o n stit uti v e m o d el of el a sti cit y. E x a m pl e s i n cl u d e 

li n e ar el a sti cit y [ 1 2 ] , m at eri al s of p o w er-l a w str e s s– str ai n r el ati o n s [ 1 3, 1 4 ] , a n d n e o- H o o k e a n m at eri al [ 1 5 ] . 

H er e w e f o c u s o n a r e s ult c o m m o n t o el a sti c cr a c k ti p fi el d s i n m at eri al s of a n y c o n stit uti v e m o d el of el a sti cit y. C o n si d er a s e mi- 

i n fi nit e cr a c k i n a n i n fi nit e el a sti c b o d y. W h e n t h e b o d y i s i n t h e u n d ef or m e d st at e, l a b el a m at eri al p arti cl e b y p ol ar c o or di n at e s ( R , Θ ) 

c e nt er e d at t h e ti p of t h e cr a c k ( Fi g. 1 a) . W e will r e p ort e a c h m at eri al p arti cl e u si n g it s c o or di n at e s w h e n t h e b o d y i s i n t h e u n d ef or m e d 

st at e. W h e n t h e b o d y i s i n a d ef or m e d st at e, t h e s a m e m at eri al p arti cl e m o v e s t o a diff er e nt pl a c e i n s p a c e ( Fi g. 1 b). R e pr e s e nt t h e 

a p pli e d l o a d b y e n er g y r el e a s e r at e G . I n t h e d ef or m e d st at e, t h e el a sti c fi el d i s a fi el d of t h e c o or di n at e s of m at eri al p arti cl e s i n t h e 

u n d ef or m e d st at e. I n p arti c ul ar, t h e fi el d of e n er g y d e n sit y i s a f u n cti o n W (R , Θ ). F or a n y c o n stit uti v e m o d el of el a sti cit y, t h e fi el d of 

e n er g y d e n sit y s c al e s wit h t h e e n er g y r el e a s e r at e a s 

W (R , Θ )  =
G

R
f (Θ ) ( 1) 

H er e f i s a di m e n si o nl e s s f u n cti o n of t h e p ol ar a n gl e Θ , a n d i s i n d e p e n d e nt of R . T hi s s c ali n g r el ati o n i s u n d er st o o d fr o m di m e n-

si o n al c o n si d er ati o n s. T h e fi el d of e n er g y d e n sit y, W , h a s t h e di m e n si o n of e n er g y p er u nit v ol u m e. T h e e n er g y r el e a s e r at e, G , h a s t h e 

di m e n si o n of e n er g y p er u nit ar e a. T h e e q u ati o n s t h at g o v er n el a sti c fi el d s h a v e n o l e n gt h s c al e. F or a s e mi-i n fi nit e cr a c k i n a n i n fi nit e 

el a sti c b o d y, t h e b o u n d ar y c o n diti o n s al s o pr o vi d e n o l e n gt h s c al e. F or e a c h m at eri al p arti cl e, t h e o nl y l e n gt h s c al e i s t h e di st a n c e R of 

t h e m at eri al p arti cl e fr o m t h e cr a c k ti p. C o n s e q u e ntl y, t h e fi el d of e n er g y d e n sit y s c al e s wit h t h e e n er g y r el e a s e r at e a s W ~ G / R . 

T h e s c ali n g r el ati o n ( 1) o bt ai n e d fr o m t h e di m e n si o n al c o n si d er ati o n s i s i n d e p e n d e nt of c o n stit uti v e m o d el s of el a sti cit y, a n d i s 

v ali d  f or  b ot h  li n e ar  el a sti cit y  a n d  n o nli n e ar  el a sti cit y.  F or  e x a m pl e,  w h e n  t h e  m at eri al  i s  li n e arl y  el a sti c,  t h e  e n er g y  d e n sit y  i s 

q u a dr ati c i n str e s s, s o t h at t h e str e s s fi el d at a cr a c k ti p i s s q u ar e-r o ot si n g ul ar, w hi c h i s a w ell- k n o w n r e s ult. F or a n el a sti c m at eri al of 

p o w er l a w str e s s – str ai n r el ati o n, t h e s c ali n g r el ati o n ( 1) i s al s o o bt ai n e d, a n d i s c o m m o nl y j u sti fi e d o n t h e b a si s of t h e J i nt e gr al 

[ 1 3, 1 4, 1 6 ] . F or n o nli n e ar el a sti c m at eri al, t h e s c ali n g r el ati o n ( 1) i s c o n fir m e d b y t h e cr a c k ti p fi el d s s ol v e d b y a s y m pt oti c a n al y si s 

[ 1 7, 1 8 ] . 

Fi g.  1. A s e mi-i n fi nit e  cr a c k  i n  a n  i n fi nit e  el a sti c  b o d y.  ( a)  I n  t h e  u n d ef or m e d  st at e,  a  m at eri al  p arti cl e  i s  l a b el e d  b y  p ol ar  c o or di n at e s  ( R , Θ ) 

c e nt er e d at t h e ti p of t h e cr a c k . ( b) I n t h e d ef or m e d st at e, t h e a p pli e d l o a d i s r e pr e s e nt e d b y t h e e n er g y r el e a s e r at e G. T h e fi el d of e n er g y d e n sit y i s a 

f u n cti o n W (R , Θ ). 

Y. P a n et al.                                                                                                                                                                                                            



E n gi n e eri n g Fr a ct ur e M e c h a ni cs 2 8 9 ( 2 0 2 3 ) 1 0 9 4 3 5

3

2. 2.  G- a n n ul us 

A r e al b o d y c o nt ai ni n g a cr a c k a n d s u bj e ct t o a l o a d i s fi nit e i n si z e a n d u n d er g o e s i n el a sti c d ef or m ati o n at t h e cr a c k ti p. I n t h e 

u n d ef or m e d st at e, l a b el a m at eri al p arti cl e i n t h e s a m pl e b y p ol ar c o or di n at e s ( R , Θ ) c e nt er e d at t h e ti p of t h e cr a c k ( Fi g. 2 a). I n t h e 

u n d ef or m e d st at e, d e n ot e t h e l e n gt h of t h e cr a c k b y C , a n d a l e n gt h r e pr e s e nt ati v e of s a m pl e si z e b y H . I n t h e d ef or m e d st at e, t h e s a m e 

m at eri al p arti cl e m o v e s t o a diff er e nt pl a c e i n s p a c e ( Fi g. 2 b). I n t h e d ef or m e d st at e, a n i n el a sti c z o n e f or m s ar o u n d t h e cr a c k ti p, w hil e 

t h e r e m ai ni n g m at eri al i s el a sti c. W e d e n ot e t h e si z e of t h e i n el a sti c z o n e b y R 1 i n t h e u n d ef o r m e d st at e. T h e b o d y u n d er g o e s s m all- 

s c al e i n el a sti cit y w h e n t h e i n el a sti c z o n e i s m u c h s m all er t h a n t h e cr a c k l e n gt h a n d s a m pl e si z e, R 1 ≪ C , a n d R 1 ≪ H . U n d e r t h e 

c o n diti o n of s m all- s c al e i n el a sti cit y, a G - a n n ul u s e xi st s, R 1 < R < R 2 . T h e i n n e r r a di u s R 1 i s t h e b o u n d a r y of t h e i n el a sti c z o n e, a n d t h e 

o ut er r a di u s R 2 i s a f r a cti o n of t h e cr a c k l e n gt h or s a m pl e si z e. Wit hi n t h e G - a n n ul u s, t h e d ef or m ati o n fi el d i s t h e s a m e a s t h at of a s e mi- 

i n fi nit e cr a c k i n a n i n fi nit e el a sti c b o d y. T h e el a sti c cr a c k ti p fi el d ( 1) i s i n v ali d o ut si d e t h e G - a n n ul u s. W h e n R < R 1 , t h e fi el d i n t h e 

b o d y i s aff e ct e d b y i n el a sti cit y. W h e n R > R 2 , t h e fi el d i n t h e b o d y i s aff e ct e d b y t h e e xt er n al b o u n d ar y (Fi g. 2 c). 

3.  E x p e ri m e nt s 

3. 1.  C h e mi c al s y nt h esis a n d m e c h a ni c al t ests 

W e s y nt h e si z e a p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el a s f oll o w s. T h e m o n o m er a cr yl a mi d e ( A A m; Al a d di n, A 1 0 8 4 6 5) ( 7 g) a n d cr o s sli n k er N, 

N ’- M et h yl e n e bi s a cr yl a mi d e ( M B A A; Al a d di n, M 1 0 4 0 2 2) ( 0. 0 1 5 2 g) ar e di s s ol v e d i n d ei o ni z e d w at er ( 4 3 g). T h e p h ot o-i niti at or 2- 

H y dr o x y- 4 ′-( 2- h y dr o x y et h o x y)- 2- m et h yl pr o pi o p h e n o n e (Ir g a c ur e 2 9 5 9, Al a d di n, H 1 3 7 9 8 4) i s di s s ol v e d i n et h yl al c o h ol t o f or m a 

s ol uti o n of c o n c e ntr ati o n of 0. 1 M. F or e v er y 1 ml of t h e s ol uti o n of t h e m o n o m er a n d cr o s sli n k er, 4. 6 μ l of t h e s ol uti o n of i niti at or i s 

a d d e d. All c h e mi c al s ar e p ur c h a s e d a n d u s e d wit h o ut f urt h er p uri fi c ati o n. T h e s ol uti o n i s p o ur e d i nt o a r e a cti o n v e s s el m a d e of t w o 

p ar all el gl a s s s h e et s s e p ar at e d b y a 1 m m t hi c k sili c o n e s p a c er, a n d c ur e d u n d er t h e 3 6 5 n m U V li g ht wit h i nt e n sit y of 5. 5 m W / c m 2 f o r 

2 h. Aft e r c ur e, w e di s a s s e m bl e t h e m ol d a n d o bt ai n t h e p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el. 

W e u s e t h e u ni a xi al t e n si o n t e st t o m e a s ur e t h e str e s s- str et c h c ur v e of t h e p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el. T h e h y dr o g el i s p u n ct ur e d i nt o 

d u m b b ell- s h a p e d s a m pl e s wit h 2 5 m m i n wi dt h a n d 1 5 0 m m i n g a u g e l e n gt h. 

W e pr e p ar e a l o n g r e ct a n g ul ar s a m pl e wit h a l o n g pr e c ut. T h e s a m pl e i s t h e n cl a m p e d al o n g t h e t w o l o n g e d g e s, a n d p ull e d a n d 

str et c h e d i n t h e p ur e- s h e ar c o n fi g ur ati o n [ 1 9 ] . T h e s a m pl e s ar e p u n ct ur e d i nt o r e ct a n g ul ar s a m pl e s wit h a l o n g cr a c k, a n d t h e n gl u e 

t h e s a m pl e s o nt o P M M A ( p ol y m et h yl m et h a cr yl at e) s h e et s wit h c y a n o a cr yl at e. T h e s a m pl e s of t h e h y dr o g el ar e 1 m m t hi c k, 5 0 m m 

l o n g, a n d 1 0 m m hi g h. T h e cr a c k i s 2 0 m m l o n g. T h e u ni a xi al t e n si o n t e st s a n d p ur e s h e ar t e st s w er e p erf or m e d o n a t e n sil e m a c hi n e 

( S HI M A D Z U A G S- X) wit h a v el o cit y of 0. 0 1 s − 1 . 

3. 2.  T h e str ess-str et c h c ur v es a n d h yst er esis u n d er u ni a xi al t e nsi o n 

Fi g. 3 a s h o w s t h e str e s s- str et c h c ur v e s of p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el u n d er u ni a xi al t e n si o n. T h e s a m pl e s ar e l o a d e d u ntil fr a ct ur e. 

T h e t e st s ar e r e p e at e d fi v e ti m e s. T h e c ur v e s ar e fit t o i n c o m pr e s si bl e n e o- H o o k e a n m o d el, wit h t h e e n er g y d e n sit y f u n cti o n a s: 

W =
μ

2

(
λ 2

1 + λ 2
2 + λ - 2

1 λ - 2
2 − 3

)
( 2)  

w h e r e μ i s t h e s h e ar m o d ul u s, λ 1 , λ 2 a r e t h e i n- pl a n e pri n ci p al str et c h e s. T h e h y dr o g el i s t a k e n t o b e i n c o m pr e s si bl e, s o t h at t h e o ut- of- 

pl a n e str et c h λ 3 i s c al c ul at e d b y (λ 1 λ 2 )
- 1. T h e l o a d i s a p pli e d al o n g dir e cti o n 2. T h e n o mi n al str e s s i s c al c ul at e d fr o m s2 − s3 /

(
λ 1 λ 2

2

)
=

∂ W / ∂ λ 2 . F o r u ni a xi al t e n si o n, s2 = s, s3 = 0, λ 2 = λ , λ 1 = λ - 1 / 2, w e h a v e 

Fi g. 2. A b o d y c o nt ai ni n g a cr a c k a n d s u bj e ct t o a l o a d. ( a) U n d ef or m e d st at e. T hr e e r e gi o n s ar e di vi d e d: i n el a sti c z o n e, G - a n n ul u s, a n d e xt er n al 

fi el d. ( b) D ef or m e d st at e. ( c) T h e fi el d of e n er g y d e n sit y, W (R , Θ ), i s pl ott e d a s a f u n cti o n of R f or a fi x e d Θ . T h e li n e, W ~ G / R , r e pr e s e nt s t h e fi el d 

ar o u n d a s e mi-i n fi nit e cr a c k i n  a n i n fi nit e el a sti c b o d y. T h e tr u e fi el d i n  t h e a ct u al s a m pl e c oi n ci d e s wit h W ~ G / R wit hi n t h e G - a n n ul u s, b ut 

d e vi at e s fr o m W ~ G / R o ut si d e t h e G - a n n ul u s. 
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s = μ
(
λ − λ - 2

)
( 3) 

T h e d a s h e d fitti n g c ur v e gi v e s t h e fitti n g p ar a m et er μ = 5. 6 1 4 k P a ( Fi g. 3 a). 

W e l o a d, u nl o a d, a n d r el o a d a s a m pl e t o a s e q u e n c e of m a xi m u m str et c h e s ( Fi g. 3 b). W h e n t h e str et c h i s l e s s t h a n t h e pr e vi o u s 

str et c h, t h e r el o a di n g c ur v e i s o nl y sli g htl y b el o w t h e pr e vi o u s l o a di n g c ur v e. W h e n t h e str et c h i s l ar g er t h a n t h e pr e vi o u s str et c h, t h e 

Fi g. 3. ( a) Str e s s- str et c h c ur v e s of u ni a xi al t e n si o n of a p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el. T h e t e st i s r e p e at e d fi v e ti m e s. T h e N e o- H o o k e a n m o d el i s fit t o 

e x p eri m e nt al d at a (t h e fitt e d s h e ar m o d ul u s i s μ = 5. 6 1 4 k P a). ( b) A s a m pl e i s s u bj e ct t o l o a di n g, u nl o a di n g, a n d r el o a di n g. 

Fi g. 4. O b s er v e d ef or m ati o n fi el d u si n g t h e DI C m et h o d wit h a hi g h r e s ol uti o n. ( a) T h e s a m pl e i s l o a d e d o n a t e st pl atf or m, o b s er v e d b y a n o pti c al 

mi cr o s c o p e wit h a r e s ol uti o n of 2. 3 μ m / pi x el. T h e s a m pl e i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h of λ a p pl = 1. 6 2. ( b) S p e c kl e p att er n s of t h e s a m pl e i n t h e 

u n d ef or m e d st at e. ( c) C o nt o ur s of pri n ci p al str et c h λ 1 . ( d) C o nt o u r s of pri n ci p al str et c h λ 2 . 
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str e s s – str et c h c ur v e i s a p pr o xi m at el y t h e s a m e a s if t h e s a m pl e h a s n ot b e e n pr e vi o u sl y str et c h e d. T h e s e o b s er v ati o n s c o n fir m t h e n e ar- 

p erf e ct el a sti cit y of t h e p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el. 

3. 3.  M e as ur e cr a c k ti p fi el d usi n g di git al i m a g e c orr el ati o n 

Di git al i m a g e c orr el ati o n i s a n o n- c o nt a ct o pti c al t e c h ni q u e t h at all o w s f ull- fi el d str ai n m e a s ur e m e nt o n a s urf a c e u n d er d ef or -

m ati o n [ 2 0 ] . W e s pr a y t h e bl a c k p ai nt o n t h e s urf a c e of h y dr o g el s a m pl e s u si n g a n air br u s h t o o bt ai n a fi n e s p e c kl e p att er n. I m a g e s of 

s p e c kl e  p att er n s  at  t h e  u n d ef or m e d  st at e  a n d  all  t h e  s u b s e q u e nt  d ef or m e d  st at e s  ar e  r e c or d e d.  W e  u s e  t w o  t e sti n g  s y st e m s  wit h 

diff er e nt r e s ol uti o n s t o r e c or d t h e i m a g e s. T h e fir st s y st e m u s e s a h o m e m a d e t e n si o n d e vi c e t o str et c h t h e s a m pl e a n d a n o pti c al 

mi cr o s c o p e ( S O P T O P X D) wit h s p ati al r e s ol uti o n of 2. 3 μ m / pi x el t o r e c or d t h e i m a g e s ( Fi g. 4 a). T h e s e c o n d s y st e m u s e s t h e t e n sil e 

m a c hi n e ( S HI M A D Z U A G S- X) t o str et c h t h e s a m pl e a n d a C C D ( c h ar g e c o u pl e d d e vi c e) vi d e o c a m er a wit h s p ati al r e s ol uti o n of 2 2. 7 

μ m / pi x el t o r e c or d t h e i m a g e s ( Fi g. 5 a). T h e fir st s y st e m i s u s e d t o o b s er v e t h e fi el d v er y cl o s e t o t h e cr a c k ti p a n d t h e s e c o n d s y st e m i s 

u s e d t o o b s er v e t h e fi el d o n t h e s c al e of t h e s a m pl e. 

T h e i m a g e s o bt ai n e d fr o m t h e a b o v e t w o s y st e m s ar e tr a n sf or m e d t o gr a y s c al e i m a g e s. T o tr a c k t h e di s pl a c e m e nt s of t h e s urf a c e 

p arti cl e s d uri n g d ef or m ati o n, a m at h e m ati c all y w ell- d e fi n e d c orr el at e d f u n cti o n r( x, y) i s a p pli e d t o m at c h di giti z e d i m a g e s b ef or e 

d ef or m ati o n a n d aft er d ef or m ati o n [ 2 1 ] 

r (x , y )  = 1 −

∑
A (x , y )B (x * , y * )

(
∑

A (x , y ) 2 *
∑

B (x * , y * ) 2 ) 1 / 2
( 4)  

w h e r e A (x , y ) i s t h e gr a y l e v el at t h e l o c ati o n of ( x , y ) at r ef er e n c e st at e, B (x *, y *) r e pr e s e nt s t h e gr a y l e v el at t h e l o c ati o n of ( x *, y *) at 

d ef or m e d st at e. T h e r el ati o n b et w e e n ( x *, y *) a n d ( x , y ) i s: 

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x * = x + u +
∂ u

∂ x
Δ x +

∂ u

∂ y
Δ y

y * = y + v +
∂ v

∂ x
Δ x +

∂ v

∂ y
Δ y

( 5)  

w h er e u a n d ν r e s p e cti v el y r e pr e s e nt t h e di s pl a c e m e nt s i n t h e dir e cti o n of x a n d y . T h e di s pl a c e m e nt s c a n b e d et er mi n e d b y mi ni mi zi n g 

t h e c orr el at e d f u n cti o n r(x , y ). T h e i n- pl a n e str ai n fi el d of t h e u n d ef or m e d st at e a n d d ef or m e d st at e ar e a n al y z e d vi a VI C- 2 D s oft w ar e. 

T h e i n cr e m e nt al c orr el ati o n i s s et t o a c c o u nt f or t h e l ar g e d ef or m ati o n of s a m pl e s. I n t hi s c a s e, e a c h i m a g e i s c o m p ut e d r el ati v e t o t h e 

pr e vi o u s o n e, n ot r el ati v e t o t h e r ef er e n c e i m a g e. 

W h e n t h e s a m pl e i s str et c h e d, t h e cr a c k bl u nt s a n d gr o w s. T h e pr o c e s s of gr o wt h i s t o o f a st t o c a pt ur e, s o w e s el e ct t h e i m a g e n e ar 

t h e o n s et of gr o wt h. Fi g. 4 b s h o w s t h e s p e c kl e p att er n s at t h e u n d ef or m e d st at e a n d Fi g. 4 c, d s h o w t h e i n- pl a n e str et c h fi el d c o nt o ur s 

(λ 1 , λ 2 ) at t h e a p pli e d str et c h 1. 6 2 o b s er v e d u si n g t h e mi cr o s c o p e. Fi g. 5 b, c, d s h o w s t h e d ef or m ati o n fi el d of a n ot h er s a m pl e at t h e 

a p pli e d str et c h 1. 6 2 o b s er v e d u si n g t h e c a m er a. 

Fi g. 5. O b s er v e d ef or m ati o n fi el d u si n g t h e DI C m et h o d wit h a l o w r e s ol uti o n. ( a) T h e s a m pl e i s l o a d e d o n a t e n sil e t e st er, o b s er v e d b y a c a m er a 

wit h a r e s ol uti o n of 2 2. 7 μ m / pi x el. T h e s a m pl e i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h of λ a p pl = 1. 6 2. ( b) S p e c kl e p att er n s of t h e s a m pl e i n t h e u n d ef or m e d 

st at e. ( c) C o nt o ur s of pri n ci p al str et c h λ 1 . ( d) C o nt o u r s of pri n ci p al str et c h λ 2 . 
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4.  R e s ult s a n d di s c u s si o n 

Fi g. 6 s h o w s t h e o b s er v e d i n- pl a n e str et c h e s ( λ 1 , λ 2 ) a s a f u n cti o n of di st a n c e fr o m t h e cr a c k ti p at t h e a p pli e d str et c h e s λ a p pl = 1. 6 2. 

T h e d at a o b s er v e d b y t h e o pti c al mi cr o s c o p e wit h a hi g h r e s ol uti o n i s m ar k e d b y bl u e, a n d t h e d at a o b s er v e d b y t h e c a m er a wit h a l o w 

r e s ol uti o n i s m ar k e d b y r e d. S o m e d at a fr o m t h e t w o o b s er v ati o n s y st e m s o v erl a p i n t h e r a n g e R ~ ( 0. 2 m m, 1 m m), w hi c h v eri fi e s t h e 

c o n si st e n c y of t h e t w o s y st e m s. At t h e a p pli e d str et c h, λ a p pl = 1. 6 2, t h e o b s er v e d str et c h cl o s e st t o t h e cr a c k ti p i s λ 1 = 0. 8 5 a n d λ 2 =

3. 9 7 at t h e di st a n c e R = 0. 0 1 m m. 

F or t h e p ur e s h e ar c o n fi g ur ati o n, t h e h ei g ht of t h e s a m pl e H i s t h e c h ar a ct eri sti c l e n gt h t h at aff e ct s t h e d ef or m ati o n fi el d. W e 

p erf or m fi nit e el e m e nt c al c ul ati o n u si n g A B A Q U S t o st u d y t h e eff e ct of s a m pl e h ei g ht ( Fi g. 7 ). T h e m at eri al i s s et a s a n i n c o m pr e s si bl e 

n e o- H o o k e a n s oli d wit h it s s h e ar m o d ul u s μ = 5. 6 1 4 k P a. T h e h ei g ht a n d wi dt h of t h e m o d el ar e 1 0 m m a n d 5 0 m m, r e s p e cti v el y. T h e 

m o d el i s si m pli fi e d a s a t w o- di m e n si o n al pl a n e str e s s st at e. D u e t o t h e s y m m etr y of M o d e-I c o n diti o n, w e o nl y i n cl u d e t h e t o p h alf of 

t h e p ur e s h e ar s a m pl e i n t h e si m ul ati o n. T h e t o p s urf a c e of t h e m o d el i s a p pli e d wit h a di s pl a c e m e nt u 2 , t h e h o ri z o nt al di s pl a c e m e nt i s 

u 1 = 0. T h e b ott o m s urf a c e of t h e m o d el i s di vi d e d i nt o t w o p art s wit h diff er e nt b o u n d ari e s. T h e l eft p art i s tr a cti o n fr e e, a n d t h e ri g ht 

p art h a s t h e v erti c al di s pl a c e m e nt u 2 = 0. T h e m o d el i s m e s h e d i nt o 7 7, 9 0 2 C P S 4 el e m e nt s wit h t h e mi ni m u m el e m e nt si z e b ei n g 5 * 1 0 - 

3 m m. T h e fi el d of e n er g y d e n sit y W i s n or m ali z e d b y t h e e n er g y d e n sit y W 0 i n t h e h o m o g e n e o u s d ef or m ati o n r e gi o n f ar a w a y fr o m t h e 

cr a c k ti p. T h e di st a n c e fr o m t h e cr a c k ti p R i s n or m ali z e d b y t h e h ei g ht of t h e s a m pl e (Fi g. 7 c). I n t h e r e gi o n R / H < 0. 1, t h e str e s s 

c o n c e ntr ati o n  pr e v ail s  a n d  t h e  e n er g y  d e n sit y  a gr e e s  wit h  t h e  t h e or eti c al  pr e di cti o n W ~ G / R .  W h e n R / H i s  l ar g e,  t h e  e xt er n al 

b o u n d ar y pr e v ail s a n d W / W 0 a p p r o a c h e s 1. T hi s r e s ult i n di c at e s t h at it i s e x p e ct e d t o fi n d t h e o ut er b o u n d ar y of t h e G - a n n ul u s, R 2 ~ 

0. 1 H . T h u s, t h e G - a n n ul u s e xi st s i n R 1 < R < 0. 1 H . I n pl otti n g Fi g. 7 c, t h e a p pli e d e n er g y r el e a s e r at e, c al c ul at e d b y t h e J i nt e gr al, i s 

t a k e n t o b e t h e s a m e f or diff er e nt h ei g ht s H . 

A s a n al y z e d a b o v e, if t h e i n el a sti c z o n e R 1 i s c o m p a r a bl e t o 0. 1H , t h e G - a n n ul u s d o e s n ot e v e n e xi st a n d it i s dif fi c ult t o i d e ntif y t h e 

i n el a sti c z o n e. W e pr e p ar e h y dr o g el s a m pl e s wit h t hr e e diff er e nt h ei g ht s, H = 3 7 m m, H = 2 0 m m, H = 1 0 m m (t h e wi dt h / h ei g ht r ati o 

i s fi x e d a s 5: 1). F or t h e s a m pl e wit h H = 1 0 m m, t h e e n er g y r el e a s e r at e at λ a p pl = 1. 6 2 i s c al c ul at e d t o b e 3 2 J / m 2 b y 

G = H W
(
λ a p pl

)
( 6)  

w h e r e W (λ a p pl ) i s c al c ul at e d b y i nt e gr ati n g t h e str e s s- str et c h c ur v e of a p ur e s h e ar s a m pl e wit h o ut cr a c k. T h e a p pli e d str et c h 1. 6 2 i s 

v er y cl o s e t o t h e r u pt ur e str et c h, s o t h at t h e a p pli e d e n er g y r el e a s e r at e 3 2 J / m 2 i s r o u g hl y e q u al t o t h e t o u g h n e s s. F or t h e s a m pl e s wit h 

H = 2 0 m m a n d H = 3 7 m m, t h e e n er g y r el e a s e r at e i s t a k e n t o b e t h e s a m e, 3 2 J / m 2 , w hi c h c o r r e s p o n d s t o t h e a p pli e d str et c h λ a p pl =

1. 4 1 a n d λ a p pl = 1. 2 9 r e s p e cti v el y. 

F or t h e t hr e e ki n d s of s a m pl e s, t h e e n er g y d e n sit y a s a f u n cti o n of di st a n c e fr o m t h e cr a c k ti p W (R ) i s c al c ul at e d b y E q. ( 2) u si n g t h e 

o b s er v e d fi el d s of pri n ci p al str et c h e s λ 1 (R ), λ 2 (R ), a n d pl ott e d a s r e d cir cl e s i n Fi g. 8 , Fi g. 9 , Fi g. 1 0 . T h e s oli d c ur v e s i n t h e t hr e e 

fi g ur e s r e pr e s e nt t h e fi nit e el e m e nt r e s ult s f or t h e t hr e e g e o m etri e s u n d er t h e s a m e e n er g y r el e a s e r at e, 3 2 J / m 2 . T h e fi nit e el e m e nt 

r e s ult s d et er mi n e t h e t h e or eti c al pr e di cti o n W ~ G / R wit h t h e pr o p orti o n al c o ef fi ci e nt 0. 1 7 4 ( d a s h e d li n e). 

F or t h e s a m pl e s wit h diff er e nt h ei g ht s, t h e d e vi ati o n of t h e e x p eri m e nt al d at a fr o m W = 0. 1 7 4 G / R i d e nti fi e s t h e t w o b o u n d ari e s of 

G - a n n ul u s. F or t h e s a m pl e wit h H = 3 7 m m, t h e i n n er b o u n d ar y (i. e., t h e b o u n d ar y of t h e i n el a sti c z o n e) o c c ur s at a b o ut R 1 = 0. 7 m m, 

w hil e t h e o ut er b o u n d ar y o c c ur s at a b o ut R 2 = 2. 5 m m, w hi c h i s o n t h e or d er of 0. 1 H (Fi g. 8 ). F or t h e s a m pl e wit h H = 2 0 m m, t h e i n n er 

b o u n d ar y o c c ur s at a b o ut R 1 = 0. 6 m m, w hil e t h e o ut er b o u n d ar y o c c ur s at a b o ut R 2 = 1. 5 m m ( Fi g. 9 ). F or t h e s a m pl e wit h H = 1 0 

m m, w e h a v e e x p eri m e nt al d at a o b s er v e d fr o m b ot h t h e l o w-r e s ol uti o n c a m er a (r e d cir cl e s) a n d t h e hi g h-r e s ol uti o n mi cr o s c o p e ( gr e e n 

cir cl e s, r e p e at e d t hr e e ti m e s) ( Fi g. 1 0 ). T h e d at a v er y cl o s e t o t h e cr a c k ti p, o b s er v e d b y t h e hi g h-r e s ol uti o n mi cr o s c o p e, si g ni fi c a ntl y 

Fi g. 6. T h e o b s er v e d str et c h fi el d. T h e s a m pl e i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h of λ a p pl = 1. 6 2. ( a) T h e pri n ci p al str et c h e s λ 1 at a di st a n c e R a h e a d of 

t h e cr a c k ti p. ( b) T h e pri n ci p al str et c h e s λ 2 at a di st a n c e R a h e a d of t h e cr a c k ti p. 
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d e vi at e fr o m t h e el a sti c s ol uti o n W = 0. 1 7 4 G / R . I n t hi s c a s e, t h e i n n er b o u n d ar y o c c ur s at a b o ut R 1 = 0. 6 m m, t h e o ut er b o u n d ar y 

o c c ur s at a b o ut R 2 = 1 m m, a n d t h e G - a n n ul u s i s n arr o w. 

Al s o i n cl u d e d i n Fi g. 1 0 i s t h e v al u e of w or k of fr a ct ur e, W * = 5 1 1 6 4 J / m 3 , ( bl u e li n e) i nt e gr at e d b y t h e str e s s- str et c h c ur v e fr o m t h e 

u ni a xi al t e n sil e t e st ( Fi g. 3 ). T h e tr e n d i s t h at t h e e n er g y d e n sit y a p pr o a c h e s t h e w or k of fr a ct ur e a s t h e m at eri al p arti cl e a p pr o a c h e s t h e 

cr a c k ti p. T h e i nt er s e cti o n b et w e e n t h e el a sti c s ol uti o n W = 0. 1 7 4 G / R a n d t h e li n e of c o n st a nt w or k of fr a ct ur e gi v e s a l e n gt h of R =

0. 1 m m. T hi s l e n gt h i s a r o u g h e sti m ati o n f or t h e i n el a sti c z o n e, w hi c h i s a littl e s m all er t h a n R 1 = 0. 6 m m e sti m at e d b y t h e d e vi ati o n 

fr o m t h e el a sti c s ol uti o n. T hi s i s b e c a u s e t h e r o u g h e sti m ati o n a s s u m e s t h e e n er g y d e n sit y of all t h e m at eri al p arti cl e s i n t h e i n el a sti c 

z o n e i s e q u al t o t h e w or k of fr a ct ur e. I n f a ct, b ef or e t h e e n er g y d e n sit y r e a c h e s W *, t h e m at eri al p arti cl e s h a v e alr e a d y u n d er g o n e 

i n el a sti cit y. T h e e xi st e n c e of t h e i n el a sti c z o n e i n t h e n e arl y- p erf e ct el a sti c p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el d e s er v e s f urt h er st u d y. P o s si bl e 

r e a s o n s i n cl u d e t h e n et w or k i m p erf e cti o n [ 2 2 ] a n d t h e e x c h a n g e of w at er at t h e cr a c k ti p wit h t h e e n vir o n m e nt [ 2 3 ] . 

T h e i n el a sti c z o n e ar o u n d t h e cr a c k ti p of m at eri al s i s of g e n er al i nt er e st. I n p arti c ul ar, w h e n t h e i n el a sti c z o n e i s s m all c o m p ar e d t o 

t h e c h ar a ct eri sti c l e n gt h s c al e of t h e s p e ci m e n, t h e m e a s ur e d t o u g h n e s s i s a m at eri al pr o p ert y, i n d e p e n d e nt of t y p e of t h e s p e ci m e n. F or 

m et al s, t h e i n el a sti c z o n e i s oft e n i d e nti fi e d b y t h e pl a sti c str ai n aft er u nl o a di n g. F or s oft m at eri al s, s u c h a s el a st o m er s a n d h y dr o g el s, 

pl a sti c str ai n i s oft e n n e gli gi bl e a n d c a n n ot b e u s e d t o i d e ntif y t h e i n el a sti c z o n e. S e v er al m et h o d s h a v e b e e n pr o p o s e d t o i d e ntif y 

i n el a sti c z o n e s i n el a st o m er s a n d g el s, b ut n o n e h a v e b e e n wi d el y pr a cti c e d [ 7, 8, 1 1 ] . T hi s p a p er i ntr o d u c e s a n a p pr o a c h t o i d e ntif y t h e 

i n el a sti c z o n e of s oft m at eri al s u si n g t h e c o n c e pt of G- a n n ul u s. W e u s e di git al i m a g e c orr el ati o n t o o bt ai n t h e str ai n fi el d ar o u n d t h e 

cr a c k ti p, c al c ul at e t h e e n er g y d e n sit y a n d c o m p ar e wit h t h e t h e or eti c al pr e di cti o n of W ~ G / R. T h e diff er e n c e b et w e e n t h e m e a s ur e d 

fi el d  a n d  t h e  pr e di ct e d  el a sti c  fi el d  i d e nti fi e s  t h e  i n el a sti c  z o n e.  Wit h  t hi s  a p pr o a c h,  w e  i d e ntif y  t h e  i n el a sti c  z o n e  of  a n  el a sti c 

Fi g. 7. T h e cr a c k ti p fi el d c al c ul at e d b y fi nit e el e m e nt m et h o d. ( a) U n d ef or m e d st at e. ( b) D ef or m e d st at e. T h e s a m pl e i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h 

of λ a p pl = 1. 6 2. ( c) T h e e n er g y d e n sit y at di st a n c e R a h e a d of t h e cr a c k ti p, w h er e H i s t h e h ei g ht of t h e s a m pl e, a n d W 0 i s t h e e n e r g y d e n sit y of 

h o m o g e n e o u s d ef or m ati o n. 

Fi g. 8. E n er g y d e n sit y at di st a n c e R fr o m t h e cr a c k ti p (H = 3 7 m m). A s a m pl e of h ei g ht of H = 3 7 m m i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h of λ a p pl = 1. 6 2. 

T h e c u r v e i s o bt ai n e d b y t h e fi nit e el e m e nt m et h o d, a n d t h e d at a p oi nt s ar e d et er mi n e d fr o m t h e l o w-r e s ol uti o n DI C m et h o d. 
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p ol y a cr yl a mi d e  h y dr o g el  f or  t h e  fir st  ti m e,  w hi c h  pr o vi d e s  e x p eri m e nt al  d at a  t o  h el p  u n d er st a n d  t h e  fr a ct ur e  pr o c e s s  of  p ol y -

a cr yl a mi d e h y dr o g el s. T h e pr o p o s e d m et h o d m a y al s o b e u s e d t o i d e ntif y i n el a sti c z o n e s ar o u n d cr a c k ti p s i n ot h er hi g hl y el a sti c s oft 

m at eri al s. 

5.  C o n cl u si o n s 

I n t hi s p a p er, w e u s e t h e DI C m et h o d t o i d e ntif y t h e i n el a sti c z o n e of p ol y a cr yl a mi d e h y dr o g el s. W e l o a d t h e h y dr o g el s a m pl e i n a 

p ur e- s h e ar c o n fi g ur ati o n, a n d m e a s ur e t h e d ef or m ati o n ar o u n d t h e cr a c k ti p. W e u s e a mi cr o s c o p e wit h t h e s p ati al r e s ol uti o n of 2. 3 

μ m / pi x el t o o b s er v e t h e fi el d v er y cl o s e t o t h e cr a c k ti p ( 0. 0 1 m m ~ 1 m m). W e u s e a c a m er a wit h t h e s p ati al r e s ol uti o n of 2 2. 7 μ m / 

pi x el t o o b s er v e t h e fi el d o n t h e s c al e of t h e s a m pl e ( 0. 1 m m ~ 1 0 m m). T h e r e c or d e d i m a g e s b y b ot h t h e mi cr o s c o p e a n d t h e c a m er a 

ar e pr o c e s s e d b y t h e DI C s oft w ar e a n d m er g e d i nt o a fi el d t h at s c al e s fr o m 0. 0 1 m m t o 1 0 m m. T h e fi el d of e n er g y d e n sit y W n e ar t h e 

cr a c k ti p i s c al c ul at e d u si n g t h e m e a s ur e d str ai n fi el d, b a s e d o n t h e n e o- H o o k e a n m o d el a n d t h e n c o m p ar e d t o t h e t h e or eti c al pr e -

di cti o n of W ~ G / R . T h e m at c hi n g r e gi o n b et w e e n t h e e x p eri m e nt al d at a a n d t h e t h e or eti c al pr e di cti o n v eri fi e s t h e e xi st e n c e of t h e G - 

Fi g. 9. E n er g y d e n sit y at di st a n c e R fr o m t h e cr a c k ti p (H = 2 0 m m). A s a m pl e of h ei g ht of H = 2 0 m m i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h of λ a p pl = 1. 6 2. 

T h e c u r v e i s o bt ai n e d b y t h e fi nit e el e m e nt m et h o d, a n d t h e d at a p oi nt s ar e d et er mi n e d fr o m t h e l o w-r e s ol uti o n DI C m et h o d. 

Fi g. 1 0. E n er g y d e n sit y at di st a n c e R fr o m t h e cr a c k ti p (H = 1 0 m m). A s a m pl e of h ei g ht of H = 1 0 m m i s s u bj e ct t o a n a p pli e d str et c h of λ a p pl =

1. 6 2. T h e c u r v e i s o bt ai n e d b y t h e fi nit e el e m e nt m et h o d, a n d t h e d at a p oi nt s ar e d et er mi n e d fr o m b ot h t h e hi g h-r e s ol uti o n a n d t h e l o w-r e s ol uti o n 

DI C m et h o d. 
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annulus. The inner radius of the G-annulus indicates the inelastic zone. The outer radius of the G-annulus indicates the effect of the 
sample boundary. The finite element results agree well with the deformation in the G-annulus and the external field measured by DIC 
method. 
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