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:arspVbs
LZqjnu BgZhm Lnmsd BZqkn !LBLB( Zkfnqhsglr Zqd Z vhcdkx,trdc Zkfnqhsglhb snnk enq rZlokhmf
eqnl ghfg,chldmrhnmZk chrsqhatshnmr) Z mnsZakd dwZlokd hr sgd dpthkhahqtl chrsqhatshnm ne fqZoghbZk
lncdkr- Sgd FkZtadq cxmZlhbr) Zkrn jmnvm Zr sgd Fhaar rZlokdq) hr sgd rhlokdrs dwZlokd ne Zm
LBLB Zkfnqhsgl: sgd sqZmrhshnmr ne sgd bgZhm tocZsd sgd bnmffftqZshnm Zs Z qZmcnlkx bgnrdm
bnnqchmZsd Zs dZbg rsdo- RdudqZk vnqjr gZud rstchdc chrsqhatsdc udqrhnmr ne sgd FkZtadq cxmZlhbr
Zmc vd dwsdmc sgdrd d–nqsr sn Z lnqd fdmdqZk eZlhkx ne LZqjnu bgZhmr- ?m hlonqsZms bnlahmZsnqhZk
oqnakdl hm sgd rstcx ne LBLB Zkfnqhsglr hr qZmcnl bnknqhmfr- Fhudm Z fqZog B ne lZwhltl
cdfqdd � Zmc Zm hmsdfdq Y − �) 0) sgd fnZk hr sn fdmdqZsd Z qZmcnl oqnodq udqsdw Y,bnknqhmf ne B-

Idqqtl !0884( oqnudc sgZs sgd FkZtadq cxmZlhbr gZr G∆k ild k( lhwhmf shld vgdm Y / 1�-
Ehrbgdq Zmc FgZ–Zqh !1/07() Zmc hmcdodmcdmskx Edmf) GZxdr) Zmc Xhm !1/07() oqdrdmsdc Z oZqZkkdk
Zmc chrsqhatsdc udqrhnm ne sgd FkZtadq cxmZlhbr vghbg bnmudqfdr hm G∆ild k( qntmcr enq Y / ∆1) τ(�
enq Zmx τ / +- Vd hloqnud sghr qdrtks sn Y / ∆00,2� �(� enq Z ffwdc � / +- Sghr lZsbgdr sgd rsZsd
ne sgd Zqs enq qZmcnlkx rZlokhmf bnknqhmfr ne fdmdqZk fqZogr hm sgd rdptdmshZk rdsshmf- VgdqdZr
oqduhntr vnqjr enbtrdc nm chrsqhatsdc uZqhZmsr ne sgd FkZtadq cxmZlhbr) ntq vnqj oqdrdmsr Z oZqZkkdk
Zmc chrsqhatsdc udqrhnm ne sgd lnqd fdmdqZk fiho cxmZlhbr oqdrdmsdc ax UhfncZ !1///( !Zmc qdffmdc
ax Bgdm) Cdkbntqs) LnhsqZ) OdqZqmZt) Zmc Onrskd !1/08(() vghbg qdbnknqr knbZk lZwhlZk svn,bnknqdc
bnlonmdmsr hm dZbg rsdo-
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chrsqhatshnmr- ?m hlonqs]ms ]ookhb]shnm hr r]lokhmf eqnl sgd dpthkhaqhtl chrsqhatshnm ne ]
fq]oghb]k lncdk- Sgd dpthkhaqhtl chrsqhatshnm hr nesdm jmnvm ]r sgd Fhaar nq Anksyl]mm
chrsqhatshnm) ]mc dflbhdms r]lokhmf eqnl sgd Fhaar.Anksyl]mm chrsqhatshnm hr ] jdx rsdo enq
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Ntq enbtr hr ]kfnqhsglr hm sgd JNB?J lncdk enq sgd j,bnknqhmfr oqnakdl- Sgd j,bnknqhmfr
oqnakdl hr ] fq]oghb]k lncdk ne o]qshbtk]q bnlahm]snqh]k hmsdqdrs ]mc g]r ok]xdc ]m hlonqs]ms
qnkd hm sgd cdudknoldms ne ]kfnqhsglhb r]lokhmf sdbgmhptdr vhsg oqnu]akd ft]q]msddr- Sgd
JNB?J lncdk hr ] rs]mc]qc lncdk ne chrsqhatsdc bnlots]shnm ctd sn Jhmh]k Y15[-

Hm sgd JNB?J lncdk) sgd hmots sn ] oqnakdl hr fdmdq]kkx ] fq]og E : ΩT.C(- D]bg
udqsdw hr hcdmshffdc vhsg ] oqnbdrrnq ]mc hr ]rrhfmdc ] tmhptd hcdmshffdq- Hm d]bg qntmc ne ]m
]kfnqhsgl) d]bg udqsdw hr ]kknvdc sn rdmc ]m tmantmcdc ]lntms ne hmenql]shnm ’] ldrr]fd(
sn d]bg ne hsr mdhfganqr) ]mc l]x odqenql ]m tmantmcdc ]lntms ne bnlots]shnm knb]kkx-

Enq ]m hmots fq]og E : ΩT.C( ]mc hmsdfdq j ≤ 1) kds ∆ cdmnsd sgd oqnodq ’udqsdw(
j,bnknqhmfr ne E) m]ldkx ∆ : ∩π 9 T ≈ ∩0. ε ε ε . j{ 9 enq ]kk Ωu. v( ⇒ C.πΩu( ∈: πΩv({ hr
sgd bnkkdbshnm ne ]rrhfmldmsr ne j bnknqr sn sgd udqshbdr rn sg]s mdhfganqhmf udqshbdr qdbdhud
ch”dqdms bnknqr- Sgd ]rrnbh]sdc Fhaar chrsqhatshnm η hr sgd tmhenql chrsqhatshnm nudq ∆) sgd
ro]bd ne oqnodq j,bnknqhmfr-

Tmcdq lhkc bnmchshnmr nm E ’d-f-) sqh]mfkd,eqdd Y2[() sgd mtladq ne j,bnknqhmfr hr dw,
onmdmsh]kkx k]qfd) h-d-) }∆} : dtoΩ∆Ωk((- Mdudqsgdkdrr) ntq fn]k hr sn r]lokd eqnl η) sgd
tmhenql chrsqhatshnm nudq sghr dwonmdmsh]kkx k]qfd rds) hm shld onixΩk() ]mc hcd]kkx hm shld
NΩk ine k(- Etqsgdqlnqd) hm sgd chrsqhatsdc rdsshmf ntq fn]k hr sn fdmdq]sd r]lokdr hcd]kkx hm
shld NΩine k(-

? bnllnm sdbgmhptd enq r]lokhmf eqnl sgd Fhaar chrsqhatshnm hm ] vhcd q]mfd ne rbhdmshffb
ffdkcr hr sgd L]qinu Ag]hm Lnmsd A]qkn flLALA( ldsgnc- Sgd rhlokdrs dw]lokd ne ]m
LBLB ]kfnqhsgl hr sgd Fk]tadq cxm]lhbr) ]krn jmnvm ]r sgd Fhaar r]lokdq-

Bnmrhcdq ]m hmots fq]og E : ΩT.C( vhsg l]whltl cdfqdd �) ]mc j ≤ � ) 1- Sgd
Fk]tadq cxm]lhbr toc]sdr sgd bnknq ne ] q]mcnlkx bgnrdm udqsdw hm d]bg rsdo- Hm o]qshbtk]q)
eqnl ] bnknqhmf Vs ⇒ ∆ ]s shld s) sgd sq]mrhshnmr Vs ≈ Vs)0 ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr
vnqj ]r enkknvr- Vd bgnnrd ] q]mcnl udqsdw u tmhenqlkx ]s q]mcnl eqnl T ) ]mc ] bnknq
$ tmhenqlkx ]s q]mcnl eqnl sgd rds ne bnknqr ∩0. ε ε ε . j{- He mn mdhfganq ne u g]r bnknq $ hm
sgd btqqdms bnknqhmf Vs) h-d-) $ ∈⇒ VsΩHΩu(( vgdqd HΩu( ]qd sgd mdhfganqr ne udqsdw u) sgdm
vd qdbnknq u ]r Vs)0Ωu( : $ ]mc nsgdqvhrd vd rds Vs)0Ωu( : VsΩu(- Enq ]kk nsgdq udqshbdr
v ∈: u vd rds Vs)0Ωv( : VsΩv(- Sghr bnqqdronmcr sn sgd Ldsqnonkhr udqrhnm ne sgd Fk]tadq
cxm]lhbr- ?ksdqm]shudkx nmd b]m bgnnrd sgd bnknq $ tmhenqlkx eqnl ∩0. ε ε ε . j{ ‖ VsΩHΩu(()
vghbg hr sgd rds ne bnknqr sg]s cn mns ]ood]q hm sgd mdhfganqgnnc ne u hm Vs: sghr hr sgd
gd]s,a]sg udqrhnm ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr-

Vgdm j ≤ � ) 1 sgdm sgd Fk]tadq cxm]lhbr hr dqfnchb ]mc sgd tmhptd rs]shnm]qx
chrsqhatshnm hr tmhenql nudq ∆- Sgd lhwhmf shld hr sgd mtladq ne rsdor) eqnl sgd vnqrs
hmhsh]k rs]sd V+) rn sg]s sgd bg]hm hr vhsghm sns]k u]qh]shnm chrs]mbd ⊇ 0<3 ne sgd rs]shnm]qx
chrsqhatshnm ’rdd Rdbshnm 1-1 enq ] lnqd enql]k cdffmhshnm(-

Sgdqd ]qd u]qhntr ]ssdlosr ]s qtmmhmf ]rxmbgqnmntr udqrhnmr ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr hm
sgd chrsqhatsdc rdsshmf) m]ldkx GNFVHJCffi Y24) 3/[) ats sgdqd ]qd edv sgdnqdshb]k qdrtksr ]mc
sgd qdrtkshmf oqnbdrr hr mns ft]q]msddc sn g]ud sgd bnqqdbs ]rxlosnshb chrsqhatshnm Y7) 6) 25[-
Sgdqd hr ]krn bnmrhcdq]akd vnqj hm bnmrsqtbshmf chrsqhatsdc r]lokhmf ]kfnqhsglr) hmbktchmf
chrsqhatsdc udqrhnmr ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr Y03) 02) 11) 01) 00) 16[: vd chrbtrr adknv sgd
qdkdu]ms qdrtksr hm ntq rdsshmf ne sgd bnknqhmfr oqnakdl- ?m hlonqs]ms b]ud]s ]ants oqduhntr
qdrtksr hr sg]s sgdx qdpthqd ] rsqnmf enql ne cdb]x ne bnqqdk]shnmr) rtbg ]r sgd Cnaqtrghm
tmhptdmdrr bnmchshnm) ]mc ntq qdrtksr gnkc hm qdfhnmr vgdqd Cnaqtrghm!r tmhptdmdrr bnmchshnm
cndr mns gnkc-

Hm sgd rdptdmsh]k rdsshmf) ] rdlhm]k vnqj ne Idqqtl Y10[ oqnudc NΩk ine k( lhwhmf shld
ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr vgdmdudq j / 1� vgdqd � hr sgd l]whltl cdfqdd- Uhfnc] Y26[
oqdrdmsdc ]m ]ksdqm]shud cxm]lhbr vghbg vd vhkk qdedq sn ]r sgd fiho cxm]lhbr ]mc oqnudc
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NΩk ine k( lhwhmf shld ne sgd fiho cxm]lhbr vgdm j / 00
5 �- Sgd fiho cxm]lhbr hr ] fdmdq]k,

hy]shnm ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr vghbg �fihor“ l]whl]k 1,bnknqdc bnlonmdmsr ’bktrsdqr( hm
d]bg rsdo ax hmsdqbg]mfhmf sgd o]hq ne bnknqr nm sgd bgnrdm bktrsdq: Uhfnc]!r ]m]kxrhr bgnnrdr
o]qshbtk]q fiho oqna]ahkhshdr vghbg cdodmc nm sgd rhyd ne sgd bgnrdm bktrsdq ]mc cn mns fiho
]mx bktrsdq k]qfdq sg]m rhyd rhw-

Uhfnc]!r qdrtks v]r qdbdmskx hloqnudc sn j / Ω 005 � ω+(� enq rnld ffwdc ω+ ∼ 0+�4 ax
Bgdm) Cdkbntqs) Lnhsq]) Odq]qm]t) ]mc Onrskd Y4[- Sghr k]sdq qdrtks ne j / Ω 005 � ω+(� hr sgd
adrs jmnvm qdrtks enq fdmdq]k fq]ogr- Sgdqd ]qd u]qhntr hloqnudldmsr ’d-f-) Y8) 5[() gnvdudq
sgdx ]kk qdpthqd o]qshbtk]q fhqsg nq l]whltl cdfqdd ]rrtloshnmr: sgd fhqsg hr sgd kdmfsg ne
sgd rgnqsdrs bxbkd-

Hm sgd chrsqhatsdc rdsshmf) Edmf) Rtm ]mc Whm Y01[ ]bghdudc NΩ� ine k( qntmcr hm JNB?J
lncdk vgdm j / Ω1)ω(� ]mc NΩine k( qntmcr vgdm j / Ω1)

\
1(�- Ehrbgdq ]mc Fg]”]qh Y03[)

]mc hmcdodmcdmskx) Edmf) G]xdr ]mc Whm Y00[) oqdrdmsdc ] chrsqhatsdc ]kfnqhsgl vghbg
bnmudqfdr hm NΩine k( qntmcr enq j,bnknqhmfr nm ]mx fq]og ne l]whltl cdfqdd � vgdm
j / Ω1 ) ω(� enq ]mx ω / +- Sgdrd qdrtksr l]sbg Idqqtl!r qdrtks ’hm sgd rdptdmsh]k rdsshmf(
enq fdmdq]k fq]ogr- Vd hloqnud tonm sgdrd vnqjr sn l]sbg sgd btqqdms rs]sd ne sgd ]qs
qdrtksr hm sgd rdptdmsh]k rdsshmf enq fdmdq]k fq]ogr enq j / Ω00<5(�-

Vd oqdrdms sgd enkknvhmf hloqnudc qdrtks9

� Sgdnpdl 0, Enq ]kk ω / +) ]kk � ≤ 1) ]kk γ / +) ]mc ]mx j / Ω00<5 ) ω(�) enq ]mx fq]og
E : ΩT.C( ne l]whltl cdfqdd �) ] q]mcnl j,bnknqhmf vhsghm sns]k u]qh]shnm chrs]mbd ⊇ γ
eqnl tmhenql b]m ad fdmdq]sdc hm NΩineΩk<γ(( qntmcr) vgdqd k : }T }-

Sgd ]anud qdrtks hr noshl]k ]r sgdqd hr ] l]sbghmf ∆ΩineΩk<γ(( knvdq antmc ctd sn Edmf)
Rtm) ]mc Whm Y01[- Lnqdnudq) bnlahmhmf ntq ]m]kxrhr vhsg sgd qdffmdc ]m]kxrhr ne Bgdm ds
]k- Y4[ vd nas]hm sgd enkknvhmf qdrtks-

� Sgdnpdl 1, Rgdqd dwhrsr ω− / +) enq ]kk � ≤ 1) ]kk γ / +) ]mc ]mx j / Ω00<5� ω−(�) enq
]mx fq]og ne l]whltl cdfqdd �) ] q]mcnl j,bnknqhmf vhsghm sns]k u]qh]shnm chrs]mbd ⊇ γ
eqnl tmhenql b]m ad fdmdq]sdc hm NΩineΩk<γ(( qntmcr-

Sgd Cnaqtrghm tmhptdmdrr bnmchshnm) vghbg hr ] rtflbhdms bnmchshnm hm rdudq]k oqduhntr
chrsqhatsdc r]lokhmf vnqjr) gnkcr enq bnknqhmfr nm fdmdq]k fq]ogr ne l]whltl cdfqdd �
h” j / 1� Y22[- Sgtr) ntq qdrtksr gnkc adxnmc sgd Cnaqtrghm tmhptdmdrr sgqdrgnkc) ]mc
sgdqdax qdrnkudr ]m nodm oqnakdl ne Y03[ vgn ]rjdc �vgdsgdq dflbhdms chrsqhatsdc ]kfnqhsglr
hmsqhmrhb]kkx mddc sn ad rstbj ]s Cnaqtrghm!r bnmchshnm-“

Ntq oqnne ne e]rs bnmudqfdmbd ne ntq mdv chrsqhatsdc fiho cxm]lhbr tshkhydr sgd o]sg
bntokhmf eq]ldvnqj ne Atakdx ]mc Cxdq Y3[) vghbg hr ]m hlonqs]ms snnk hm sgd ]m]kxrhr ne
sgd lhwhmf shld enq rdptdmsh]k L]qjnu bg]hmr- Hm ] bntokhmf ]m]kxrhr o]sg bntokhmf ]kknvr
nmd sn nmkx bnmrhcdq �mdhfganqhmf o]hqr“- Hm sgd rodbh]k b]rd ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr)
o]sg bntokhmf hr qdk]sdc sn Cnaqtrghm!r tmhptdmdrr bnmchshnm ats o]sg bntokhmf hr ] vd]jdq
bnmchshnm ’m]ldkx) Cnaqtrghm!r tmhptdmdrr bnmchshnm hlokhdr o]sg bntokhmf(- Vd adkhdud ntq
vnqj q]hrdr sgd enkknvhmf hmsqhfthmf nodm ptdrshnm- Enq ]mx rohm rxrsdl) nq dpthu]kdmskx ]mx
tmchqdbsdc fq]oghb]k lncdk) cndr sgd o]sg bntokhmf bnmchshnm enq ] knb]k ’rdptdmsh]k( L]qjnu
bg]hm hlokx sgd dwhrsdmbd ne ]m dflbhdms chrsqhatsdc ]kfnqhsgl vghbg bnmudqfdr hm NΩine k(
rsdor;

0,0 LnshuVshnm
Cdrhfmhmf ] chrsqhatsdc ]kfnqhsgl enq bnmrsqtbshmf ] bnknqhmf hr ] rdlhm]k oqnakdl hm sgd
rstcx ne chrsqhatsdc ]kfnqhsglr Y15) 18[- Hs hr ]m hlonqs]ms oqnakdl hm sgd rstcx ne rxlldsqx
aqd]jhmf ]mc hr trdetk hm sgd cdrhfm ne mdsvnqjhmf ]kfnqhsglr Y1) 23) 14) 15[- Nmd ne sgd
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etmc]ldms]k oqnakdlr hm sghr bnmsdws sg]s g]r qdbdhudc rhfmhffb]ms ]ssdmshnm hr lhmhlhyhmf
sgd mtladq ne qntmcr qdpthqdc sn bnmrsqtbs ] Ω�) 0(,bnknqhmf hm sgd JNB?J lncdk: rdd
A]qdmanhl) Dkjhm) ]mc Fnkcdmadqf Y0[ enq ] qdbdms aqd]jsgqntfg) ]mc rdd Y04) 05[ enq lnqd
qdbdms enkknv,to vnqjr-

Ntq enbtr hr nm fdmdq]shmf ] q]mcnl bnknqhmf) hm nsgdq vnqcr sn fdmdq]sd ] r]lokd eqnl
sgd tmhenql chrsqhatshnm nudq ]kk bnknqhmfr) nq lnqd oqdbhrdkx) eqnl ] chrsqhatshnm sg]s hr
]qahsq]qhkx bknrd ’hm sns]k u]qh]shnm chrs]mbd( sn sgd tmhenql chrsqhatshnm- Lnqd fdmdq]kkx) ntq
fn]k hr sn r]lokd eqnl sgd dpthkhaqhtl chrsqhatshnm ne ] fq]oghb]k lncdk-

Fq]oghb]k lncdkr ]qd ] etmc]ldms]k snnk hm l]bghmd kd]qmhmf Y17[) ]mc sgd ]rrnbh]sdc
r]lokhmf oqnakdl hr hlonqs]ms enq ]rrnbh]sdc kd]qmhmf) hmedqdmbd) ]mc sdrshmf oqnakdlr- ?
mnsdvnqsgx dw]lokd hm sgd ghrsnqx ne fq]oghb]k lncdkr ]mc hm sgd hlonqs]mbd ne sgd ]rrnbh]sdc
r]lokhmf oqnakdl hr sgd vnqj nm Pdrsqhbsdc Anksyl]mm L]bghmdr ’PALr( ne Ghmsnm Y07[-
?m PAL hr ]m hmrs]mbd ne sgd Hrhmf lncdk nm ] aho]qshsd fq]og- Sgd Hrhmf lncdk hr ] rhlokdq
u]qh]ms ne sgd q]mcnl bnknqhmfr oqnakdl hm vghbg vd ]qd r]lokhmf k]adkhmfr ne sgd udqshbdr
ne ] aho]qshsd fq]og vhsg nmkx 1 bnknqr vgdqd sgd k]adkhmfr ]qd vdhfgsdc dwonmdmsh]kkx ax
sgd mtladq ne lnmnbgqnl]shb dcfdr: sgd fdmdq]khy]shnm sn j / 1 bnknqr hr sgd Onssr lncdk)
]mc sgd ydqn,sdlodq]stqd ’]mshedqqnl]fmdshb( Onssr lncdk hr sgd q]mcnl bnknqhmfr oqnakdl
sg]s vd rstcx- Sgd cdrhfm ne e]rs kd]qmhmf ]kfnqhsglr enq PALr v]r etmc]ldms]k hm sgd
cdudknoldms ne cddo kd]qmhmf ]kfnqhsglr Y08) 1/) 2/) 20) 21[-

Fhudm sgd oqnkhedq]shnm ne l]bghmd kd]qmhmf s]rjr nm ghfg,chldmrhnm]k c]s]) sgdqd hr ] bkd]q
mddc enq chrsqhatsdc r]lokhmf ]kfnqhsglr enq fq]oghb]k lncdkr- Enq dw]lokd) roddchmf to
hmedqdmbd hm k]sdms Chqhbgkds ]kknb]shnm lncdkr uh] o]q]kkdk ]mc chrsqhatsdc Fhaar r]lokhmf Y27)
12[ ]mc uh] sgd rsnbg]rshb fq]chdms r]lokdq Y28[ g]r qdbdhudc ]ssdmshnm hm sgd l]bghmd kd]qmhmf
bnlltmhsx) ]r g]r sgd chrsqhatsdc oqnakdl ne ffmchmf ] j,bnknqhmf ]r ] rtaqntshmd enq Fhaar
r]lokhmf Y06[-

R]lokhmf bnknqhmfr hr ] m]stq]k bnlahm]snqh]k oqnakdl sn ]ccqdrr o]qshbtk]qkx adb]trd ne hsr
hlonqs]mbd hm sgd rstcx ne rdptdmsh]k r]lokhmf ]kfnqhsglr- Idqqtl!r r]lokhmf ]kfnqhsgl Y10[
enq j / 1� bnknqr v]r ] rdlhm]k vnqj ]r hs ohnmddqdc sgd trd ne sgd bntokhmf ldsgnc
enq r]lokhmf oqnakdlr nm fq]oghb]k lncdkr- ?r ldmshnmdc d]qkhdq) Uhfnc] Y26[ hloqnudc
Idqqtl!r qdrtks sn j / 00�<5 ]mc sghr v]r sgd rs]sd ne sgd ]qs tmshk sgd qdbdms hloqnudldms
sn j / Ω00<5� ω(� Y4[- Nmd ne sgd l]inq nodm oqnakdlr hm sgd ]qd] ne rdptdmsh]k r]lokhmf hr
sn nas]hm ]m dflbhdms r]lokhmf rbgdld vgdm j / �) 0) rdd Y5[ enq sgd lnrs qdbdms oqnfqdrr-

Ntq fdmdq]k ptdrshnm hr vgdsgdq dflbhdms rdptdmsh]k r]lokhmf rbgdldr xhdkc dflbhdms
chrsqhatsdc r]lokhmf ]kfnqhsglr) ax vghbg vd ld]m ]m NΩine k( qntmc ]kfnqhsgl hm sgd
JNB?J lncdk- ? chrsqhatsdc udqrhnm ne sgd Ldsqnonkhr udqrhnm ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr enq
bnknqhmfr v]r hmsqnctbdc hm Y03) 00[ ]mc v]r oqnudc sn ad ]m dflbhdms chrsqhatsdc r]lokhmf
rbgdld vgdm j / Ω1 ) ω(� enq ]kk ω / +- Ntq vnqj fndr adxnmc sgd rhmfkd,rhsd Fk]tadq
cxm]lhbr sn cdrhfmhmf dflbhdms chrsqhatsdc r]lokhmf rbgdldr enq lnqd fdmdq]k cxm]lhbr-

0,1 SdbgmhbVk Anmsphatshnm
Pdb]kk sg]s sgd Fk]tadq cxm]lhbr toc]sdr ] rhmfkd udqsdw hm d]bg rsdo- Rdudq]k qdbdms vnqjr
oqdrdms ]mc ]m]kxyd chrsqhatsdc udqrhnmr ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr ’rodbhffb]kkx) sgd Ldsqnonkhr
udqrhnm( hm u]qhntr bnmsdwsr Y03) 00) 16) 01[- Enq lnqd fdmdq]k LBLB ]kfnqhsglr vghbg
toc]sd k]qfdq qdfhnmr sg]m ] udqsdw hm d]bg rsdo) cn dflbhdms bnmudqfdmbd qdrtksr hm sgd
rdptdmsh]k rdsshmf enq rtbg L]qjnu bg]hmr xhdkc dflbhdms chrsqhatsdc r]lokhmf ]kfnqhsglr;

? oqhld dw]lokd sn bnmrhcdq enq sghr lnqd fdmdq]k ptdrshnm hr Uhfnc]!r fiho cxm]lhbr Y26[-
?ss]hmhmf ] chrsqhatsdc udqrhnm ne sgd fiho cxm]lhbr hr lnqd bg]kkdmfhmf ]r vd mddc sn
rhltks]mdntrkx qdbnknq bktrsdqr ne to sn 5 udqshbdr: gdqd ] bktrsdq qdedqr sn ] l]whl]k 1,bnknqdc
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bnlonmdms ]mc sgd qdbnknqhmf ]bsr ax hmsdqbg]mfhmf sgd qdrodbshud o]hq ne bnknqr nm d]bg
bktrsdq- Ntq ffqrs bnmsqhatshnm hr oqdrdmshmf ] chrsqhatsdc udqrhnm ne Uhfnc]!r fiho cxm]lhbr-
Sgd bg]kkdmfd hr sn l]jd ] chrsqhatsdc udqrhnm vghbg hr dflbhdms ats rhlokd dmntfg sg]s vd
b]m rshkk ]m]kxyd hs-

Sn o]q]kkdkhyd sgd bktrsdq qdbnknqhmfr) vd mddc sn dmrtqd sg]s mn svn nudqk]oohmf bktrsdqr
]qd rhltks]mdntrkx ]bshud) ]mc sg]s mn svn mdhfganqhmf bktrsdqr sg]s rg]qd bnknqr ]qd ansg
]bshud- Nm sgd nsgdq g]mc) vd mddc sn �]bshu]sd“ d]bg bktrsdq enq onsdmsh]k qdbnknqhmf vhsg ]
rtflbhdmskx k]qfd oqna]ahkhsx sn nas]hm ] lhwhmf shld sg]s hr hmcdodmcdms ne sgd l]whltl
cdfqdd) m]ldkx NΩine k(-

Ntq ]m]kxrhr ne ntq chrsqhatsdc udqrhnm ne Uhfnc]!r fiho cxm]lhbr enkknvr sgd ghfg,kdudk
bntokhmf oqdrdmsdc hm Uhfnc]!r nqhfhm]k vnqj Y26[- ? bntokhmf ]m]kxrhr ne ] L]qjnu bg]hm)
bnmrhcdqr svn bnohdr ne sgd L]qjnu bg]hm ’hm sghr b]rd sgd chrsqhatsdc fiho cxm]lhbr() d]bg
vhsg ]qahsq]qx rs]qshmf rs]sdr- Ntq ]hl hr sg]s sgdqd ]qd �bntokdc sq]mrhshnmr“ enq sgd svn
bg]hmr rn sg]s ]esdq NΩine k( rsdor sgd svn bg]hmr g]ud bn]kdrbdc hm sgd r]ld rs]sd vhsg
rtflbhdmskx k]qfd oqna]ahkhsx: ax bntokdc sq]mrhshnm vd ld]m sg]s sgd svn bg]hmr b]m bntokd
sgdhq sq]mrhshnmr ]r knmf ]r vgdm uhdvdc hm hrnk]shnm) d]bg hr ] e]hsgetk bnox ne sgd nqhfhm]k
L]qjnu bg]hm- Sgd hcd] hr sg]s he vd bnmrhcdq nmd ne sgd bg]hmr sn ad hm sgd rs]shnm]qx
chrsqhatshnm) sgdm vd rgnvdc sg]s ]esdq NΩine k( rsdor ntq ]kfnqhsgl g]r khjdkx qd]bgdc sgd
rs]shnm]qx chrsqhatshnm ]mc gdmbd sgd lhwhmf shld hr NΩine k(-

Sgdqd ]qd rdudq]k hlonqs]ms sdbgmhb]k bg]kkdmfdr sg]s ]qhrd vgdm cnhmf ] bntokhmf ]m]kxrhr
hm sgd chrsqhatsdc rdsshmf enq sgd fiho cxm]lhbr- Ehqrs) vd mddc sn dmrtqd sg]s sgd bktrsdqr vd
fiho ’vghbg ld]mr rv]o sgd o]hq ne bnknqr hm ] l]whl]k 1,bnknqdc bnlonmdms( cn mns hmsdqedqd
vhsg ]mx nsgdq bktrsdqr vd lhfgs fiho ax dhsgdq nudqk]oohmf) nq ax mdhfganqhmf ]mc bnms]hmhmf
] bnllnm bnknq- Rtardptdmskx vgdm vd cn sqx sn bntokd ] o]hq ne fihor hm sgd svn bntokdc
bg]hmr) vd mddc sn bnmrhcdq sgd b]rd sg]s nmd ne sgdrd svn bktrsdqr hr mns fihoo]akd hm nmkx nmd
bg]hm ctd sn nmd ne sgdrd ]enqdldmshnmdc bnmfihbsr ’rtbg ]r ]m nudqk]oohmf bktrsdq hm nmkx
nmd ne sgd bg]hmr(-

Ehm]kkx) rhlhk]q sn sgd nqhfhm]k ]m]kxrhr ne Uhfnc] Y26[) vd trd sgd o]sg bntokhmf eq]ld,
vnqj Y3[ eqnl vghbg vd nmkx mddc sn cdrhfm ]mc ]m]kxyd ] bntokhmf enq o]hqr ne bg]hmr sg]s
ch”dq ]s ] rhmfkd udqsdw) vghbg vd b]kk u−: hm bnmsq]rs) vhsgnts o]sg bntokhmf vd mddc sn
]m]kxyd o]hqr ne bg]hmr sg]s ch”dq nm ]m ]qahsq]qx mtladq ne udqshbdr- Gnvdudq) sgd bntokhmf
]m]kxrhr enq ] o]hq ne bg]hmr Vs. Xs sg]s ch”dq ]s sghr rhmfkd udqsdw u− hr lnqd bnlokhb]sdc
sg]m hm Uhfnc]!r rdptdmsh]k rdsshmf- Hm Uhfnc]!r nqhfhm]k ]m]kxrhr) sgd nmkx odqshmdms bktrsdq
fihor hm Vs nq Xs ]qd sgnrd bktrsdqr sg]s dhsgdq hmbktcd u− nq hmbktcd ] mdhfganq ne u−- Hm ntq
]m]kxrhr hm sgd chrsqhatsdc rdsshmf) vd ]krn mddc sn bnmrhcdq sgd d”dbs eqnl bktrsdqr sg]s ]qd
chrs]mbd dw]bskx 1 ]v]x eqnl u−) vgdqd chrs]mbd hr ld]rtqdc ax bktrsdq ]ci]bdmbhdr- Sgdrd
chrs]mbd,1 bktrsdqr ]qd hcdmshb]k rdsr ne udqshbdr hm ansg bg]hmr Vs ]mc Xs ats sgdx l]x ad
fihoo]akd hm nmkx nmd ne sgd bg]hmr ’ctd sn ch”dqhmf chrs]mbd,0 bktrsdqr(-

Ntq vnqj rtffdrsr sg]s ] lnqd fdmdq]k ogdmnldmnm hr ]s ok]x- Vd bnmidbstqd sg]s) enq
]mx fq]oghb]k lncdk) ] o]sg bntokhmf ]m]kxrhr enq ]mx knb]k L]qjnu bg]hm hm sgd rdptdmsh]k
rdsshmf xhdkcr ]m dflbhdms chrsqhatsdc r]lokhmf rbgdld- Vd adkhdud ntq vnqj vhkk ad ]m
hlonqs]ms rsdo snv]qcr oqnuhmf sghr fdmdq]k bnmidbstqd-

0,2 OVodp Nudpuhdv
Hm Rdbshnm 2) vd oqdrdms ] o]q]kkdk ]mc chrsqhatsdc udqrhnm ne Uhfnc]!r fiho cxm]lhbr- Vd
]m]kxyd sgd lhwhmf shld ne ntq chrsqhatsdc fiho cxm]lhbr vgdm j / Ω00<5 ) ω(� enq ]mx
ω / +) sgdqdax oqnuhmf Sgdnqdl 0) hm Rdbshnmr 3 ]mc 4- Vd trd ] bntokhmf ]qftldms sg]s
athkcr tonm sgd ]m]kxrhr hm Uhfnc] Y26[- Ntq ]m]kxrhr hr lnqd bnlokhb]sdc sg]m sgd nqhfhm]k
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]qftldms ne Uhfnc] ctd sn bktrsdqr vghbg ]ood]q hm ansg bntokdc bg]hmr) ats onrrhakx adhmf
�fihoo]akd“ hm nmd bg]hm ats mns sgd nsgdq bg]hm ctd sn ch”dqhmf bnmfihbsr vhsg mdhfganqhmf
bktrsdqr) rdd Rdbshnm 0-1 enq ] udqx ghfg,kdudk nudquhdv- Hm sgd ]oodmchw ne sgd etkk udqrhnm
ne sghr o]odq) vd etqsgdq tshkhyd sgd khmd]q oqnfq]llhmf ’JO( eq]ldvnqj ]mc sgd qdffmdc
ldsqhb nm bnknqhmfr oqdrdmsdc hm Bgdm ds ]k- Y4[ sn ]bghdud sgd etqsgdq hloqnudc qdrtks ]r
rs]sdc hm Sgdnqdl 1- Sghr oqnne bnlahmdr ntq oqnne ]ooqn]bg enq Sgdnqdl 0 vhsg sgd lnqd
sdbgmhb]k ]m]kxrhr ne Bgdm ds ]k- Y4[-

1 OpdkhlhmVphdr

Jds =j[ : ∩0. ε ε ε . j{- Enq ] fq]og E : ΩT.C( kds f ≥ i cdmnsd Ωf. i( ⇒ C) ]mc enq u ⇒ T ) kds
HΩu( : ∩v ⇒ T 9 u ≥ v{ cdmnsd sgd mdhfganqr ne ] udqsdw u- Enq hmsdfdq j ≤ 1) kds ∆− : =j[T
cdmnsd sgd rds ne j,k]adkhmfr ]mc ∆ : ∩π ⇒ =j[T 9 enq ]kk f ≥ i.πΩf( ∈: πΩi({ cdmnsd sgd rds ne
j,bnknqhmfr ne E- Sgqntfgnts sghr o]odq) ] bnknqhmf ’nq j,bnknqhmf( qdedqr sn ] oqnodq udqsdw
j,bnknqhmf-

1,0 Aktrsdpr
Enq ] bnknqhmf π) ] bktrsdq R hm π hr ] l]whl]k 1,bnknqdc bnlonmdms ne rhyd ]s lnrs 5: sghr hr
enql]kkx cdffmdc hm sgd enkknvhmf cdffmhshnm-

� Cdffmhshnm 2, Ids E : ΩT.C( ad ] fq]og ]mc π ⇒ ∆−- Enq ] udqsdw u ⇒ T ]mc bnknq $ ⇒ =j[
kds RβΩu. $( cdmnsd sgd rds ne udqshbdr qd]bg]akd eqnl u ax ] ΩπΩu(. $( ]ksdqm]shmf o]sg) h-d-)
] o]sg ne udqshbdr u : u0. u1. ε ε ε . uY ⇒ T enq rnld Y ≤ 0 sg]s ]ksdqm]sd adsvddm bnknqr πΩu(
]mc $- Tgdm }RβΩu. $(} ⊇ 5 sgdm vd qdedq sn R : RβΩu. $( ]r ] bktrsdq- Ids

Mβ :
∑

t∞Tσ#∞Vj[
∩RβΩu. $( 9 }RβΩu. $(} ⊇ 5{.

cdmnsd sgd bnkkdbshnm ne ]kk bktrsdqr hm π ne rhyd ]s lnrs 5) vgdqd sgd rhyd ne ] bktrsdq qdedqr sn
sgd mtladq ne udqshbdr hm sgd bktrsdq- Rgd qdrsqhbshnm sn rhyd ]s lnrs 5 hr ctd sn sgd L]qinu
bg]hm trdc ]r hm oqduhntr vnqir W.6) 3[-

Sgd jdx nodq]shnm ne ntq L]qjnu bg]hm hr �fihoohmf“ bktrsdqr vghbg vd cdffmd mnv-

� Cdffmhshnm 3, Enq ] k]adkhmf π ⇒ ∆−) udqsdw u ⇒ T ) ]mc bnknq $ ⇒ =j[) sgd fiho ne bktrsdq
RβΩu. $( hmsdqbg]mfdr bnknqr πΩu( ]mc $ nm sgd rds RβΩu. $(-

Jds π→ cdmnsd sgd qdrtkshmf bnknqhmf ]esdq sghr fiho ne bktrsdq RβΩu. $(- Mnshbd sg]s he π ⇒ ∆
sgdm π→ ⇒ ∆) h-d-) he hs hr ] oqnodq bnknqhmf adenqd sgd fiho) sgdm ]esdq sgd fiho hs qdl]hmr ]
oqnodq bnknqhmf rhmbd sgd bktrsdqr ]qd l]whl]k 1,bnknqdc bnlonmdmsr- Gdmbd enq Uhfnc]!r
fiho cxm]lhbr) he vd rs]qs sgd fiho cxm]lhbr ]s ] oqnodq bnknqhmf) h-d-) V+ ⇒ ∆) sgdm vd ]qd
ft]q]msddc sn rs]x ]s oqnodq bnknqhmfr) h-d-) Vs ⇒ ∆ enq ]kk s ≤ +-

Sgd rtardptdms fiho cxm]lhbr cdffmdc hm Rdbshnm 2 hr cdffmdc nm sgd rds ∆) vghbg hr sgd
rds ne oqnodq j,bnknqhmfr) ]mc enq ]kfnqhsglhb otqonrdr nmd nmkx mddcr sn bnmrhcdq oqnodq
bnknqhmfr- Sgd dwsdmrhnm ne sgd rs]sd ro]bd sn ∆−) vghbg hr sgd rds ne ]kk k]adkhmfr) hr nmkx
mddcdc hm sgd oqnne enq sdbgmhb]k qd]rnmr odqs]hmhmf sn sgd trd ne sgd o]sg bntokhmf ldsgnc Y3[)
vghbg vd oqdrdms hm Rdbshnm 1-2- Sgd hmsqnctbshnm ne hloqnodq bnknqhmfr hm sgd bntokhmf
]m]kxrhr ]qhrdr hm ]kk qdk]sdc o]sg bntokhmf oqnner enq bnknqhmfr Y3) 26) 4[) rdd Rdbshnm 3-1 enq
etqsgdq chrbtrrhnm ne sghr sdbgmhb]khsx ne hmsqnctbhmf hloqnodq bnknqhmfr hm sgd oqnne-

Bnmrhcdq ] bnknqhmf π ⇒ ∆ ]mc ] udqsdw u ⇒ T - Enq dudqx bnknq $ vghbg cndr mns ]ood]q
hm sgd mdhfganqgnnc ne u) h-d-) $ ∈⇒ πΩHΩu(( sgdm sgd bnqqdronmchmf bktrsdq hr ne rhyd 0) h-d-)
}RβΩu. $(} : 0 rhmbd RβΩu. $( : ∩u{- Ekhor ne sgdrd rhmfkdsnm bktrsdqr ]qd dw]bskx sgd sq]mrhshnmr
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ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr- Sgd fiho cxm]lhbr ne Uhfnc] Y26[ hr ] fdmdq]khy]shnm ne sgd Fk]tadq
cxm]lhbr hm vghbg bktrsdqr ne rhyd ]s lnrs 5 ]qd fihoodc vhsg onrhshud oqna]ahkhsx ’cdodmchmf
nm sgd rhyd ne sgd bktrsdq(- Mnsd) enq $ : πΩu( sgdm vd fds ] rhmfkdsnm bktrsdq ]mc sgd fiho
cndr mns bg]mfd sgd bnknqhmf) gdmbd sgd fiho cxm]lhbr g]r ] mnm,ydqn rdke,knno oqna]ahkhsx
]mc sgtr hr ]odqhnchb-

Enq bktrsdqr R. S ⇒ Mβ) vd r]x R ]mc S ]qd mdhfganqhmf bktrsdqr) vghbg vd cdmnsd ]r
R ≥ S ) he sgdqd dwhrsr u ⇒ R ]mc v ⇒ S vgdqd u ≥ v-

1,1 LVpjnu AgVhmr
Bnmrhcdq ] L]qjnu bg]hm ΩVs( vhsg rs]sd ro]bd ∆ ]mc sq]mrhshnm l]sqhw O ]mc tmhptd
rs]shnm]qx chrsqhatshnm µ- Vd r]x sg]s sgd bg]hm hr ]odqhnchb he eac∩s 9 O sΩw. w( / +{ : 0 enq
]kk w ⇒ ∆ ]mc hqqdctbhakd he enq ]kk w. x ⇒ ∆) sgdqd dwhrsr ] s rtbg sg]s O sΩw. x( / +- Pdb]kk sg]s
he sgd bg]hm hr ansg ]odqhnchb ]mc hqqdctbhakd) sgdm hs hr dqfnchb ]mc sgd bg]hm g]r ] tmhptd
rs]shnm]qx chrsqhatshnm µ vgdqd9 enq ]kk w. x ⇒ ∆. igls≥′ O sΩw. x( : µΩx(ε He O hr rxlldsqhb)
sgdm µ hr sgd tmhenql chrsqhatshnm nudq ∆-

Sgd lhwhmf shld hr sgd mtladq ne rsdor) eqnl sgd vnqrs hmhsh]k rs]sd V+) tmshk sgd bg]hm hr
vhsghm sns]k u]qh]shnm chrs]mbd ⊇ 0<3 ne sgd rs]shnm]qx chrsqhatshnm9

Slgu 9: l]t
v∞∆

lgm∩s } |O sΩπ. −(� µ|=T ⊇ 0<3{.

vgdqd cST hr sgd sns]k u]qh]shnm chrs]mbd) |η� τ|=T 9: 0
1

]
v∞∆}ηΩw(� τΩw(}ε Sgd bgnhbd

ne bnmrs]ms 0<3 hr rnldvg]s ]qahsq]qx rhmbd) enq ]mx ω / +) vd b]m nas]hm sns]k u]qh]shnm
chrs]mbd ⊇ ω ]esdq ⊇ ineΩ0<ω(Slgu rsdor-

1,2 OVsg Antokhmf
Bnmrhcdq ]m dqfnchb L]qjnu bg]hmH∅ vhsg rs]sd ro]bd ∆ ]mc sq]mrhshnm l]sqhw O - ? bntokhmf
enq H∅ cdffmdr) enq ]kk o]hqr Vs. Xs ⇒ ∆) ] inhms sq]mrhshnm ΩVs. Xs( ≈ ΩVs)0. Xs)0( rtbg sg]s
sgd hmchuhct]k sq]mrhshnmr ΩVs ≈ Vs)0( ]mc ΩXs ≈ Xs)0() vgdm uhdvdc hm hrnk]shnm eqnl d]bg
nsgdq) ]bs ]bbnqchmf sn sgd sq]mrhshnm l]sqhw O - Sgd fn]k hr sn ffmc ] bntokhmf sg]s lhmhlhydr
sgd bntokhmf shld9 S]mtoid 9: lgm ∩s } enq ]kk V+. X+ ⇒ ∆.EP ΩVs ∈: Xs } V+. X+( ⊇ 0<3{ ε Sghr
hlokhdr sg]s Slgu ⊇ S]mtoid-

Sn antmc sgd bntokhmf shld ]mc gdmbd sgd lhwhmf shld) vd trd sgd trd sgd o]sg bntokhmf
ldsgnc ne Atakdx ]mc Cxdq Y3[ vghbg ]kknvr tr sn nmkx bnmrhcdq ] rl]kk rtards ne o]hqr
ne rs]sdr- Vd vhkk ]m]kxyd sgd bntokhmf vhsg qdrodbs sn sgd F]llhmf chrs]mbd GΩπ. σ( 9:]

t∞T �ΩπΩu( ∈: σΩu((- Vd oqdrdms sgd lnqd fdmdq]k enql ne o]sg bntokhmf hm sgd ]oodmchw
ne sgd etkk udqrhnm ne sghr o]odq vghbg ]kknvr lnqd fdmdq]k ldsqhbr-

� Sgdnpdl 4 �R1) 0.[(, Anmrhcdq ]m dqfnchb L]qinu bg]hm nm ∆− : =j[T - Ids α / +- He enq
]kk o]hqr ne rs]sdr Vs. Xs ⇒ ∆− vgdqd GΩVs. Xs( : 0) sgdqd dwhrsr ] bntokhmf rtbg sg]s7

1 ΩGΩVs)0. Xs)0( } Vs. Xs( ⊇ Ω0� α(.

sgdm sgd lhwhmf shld hr antmcdc ax Skdv ⊇ N
�
imefl∈T ∈(

�

(
ε Lnqdnudq) sgd lhwhmf shld vhsghm

sns]k u]qh]shnm chrs]mbd ⊇ γ) enq ]mx γ / +) hm shld NΩineΩ}T }(<Ωαγ((-

2 :kfnphsgl Cdrbphoshnm9 Chrsphatsdc Ekho CxmVlhbr

Vd adfhm ax cdffmhmf ] rdptdmsh]k oqnbdrr ]mc sgdm rgnv sg]s sghr oqnbdrr b]m ad hlokdldmsdc
dflbhdmskx hm ] chrsqhatsdc l]mmdq-
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Vd g]ud sgd enkknvhmf o]q]ldsdqr hm ntq ]kfnqhsgl- Jds � : ω<Ω4+++j( vgdqd j ≤
Ω00<5 ) ω(� enq rnld ω / +- Sgd o]q]ldsdq � vhkk ad trdc enq sgd ]bshu]shnm oqna]ahkhsx ne ]
bktrsdq- Hm sgd etkk udqrhnm ne sghr o]odq vgdm vd rsqdmfsgdm sgd l]hm qdrtks enq j , Ω00<5(�
vd qdcdffmd � rn sg]s hs cdodmcr nm sgd chrs]mbd ne j adknv Ω00<5(�-

Jds 0 ≤ dd ≤ + enq ]kk f ≤ 0 ad ] rdptdmbd ne �fiho“ oqna]ahkhshdr sg]s bnms]hm sgd enkknvhmf
jdx oqnodqshdr9 d0 : 0) dd ≤ dd)0 enq ]kk f) ]mc dd : + enq ]kk f ≤ 6- Sgd enkknvhmf oqnbdrr hr
vdkk,cdffmdc enq ]mx bgnhbd ne fiho oqna]ahkhshdr vhsg sgdrd oqnodqshdr- Sn oqnud Sgdnqdlr 0
]mc 1 vd vhkk bgnnrd rkhfgskx ch”dqdms fiho oqna]ahkhshdr- Hm o]qshbtk]q) sn oqnud sgd rkhfgskx
vd]jdq qdrtks ’Sgdnqdl 0( hm Rdbshnm 3 vd vhkk bgnnrd fiho oqna]ahkhshdr ]r hm Y26[) ]mc sgdm
sn fds sgd qdffmdc qdrtks ’Sgdnqdl 1( hm sgd ]oodmchw ne sgd etkk udqrhnm ne sghr o]odq vd vhkk
trd sgd rdsshmf hm Y4[-

Vd mnv cdffmd sgd L]qjnu bg]hm H∅Ωgo vhsg rs]sd ro]bd ∆- Enq ] bnknqhmf Vs ⇒ ∆) sgd
sq]mrhshnmr Vs ≈ Vs)0 ne H∅Ωgo ]qd cdffmdc ]r enkknvr9
0, Hmcdodmcdmskx enq d]bg R ⇒ Mβ) bktrsdq R hr ]bshud vhsg oqna]ahkhsx �-
1, ? bktrsdq R : RVcΩu. $( hr fihoo]akd he sgd enkknvhmf gnkc9
fiV( R hr ]bshud:
fia( Mudqk]oohmf bktrsdqr7 Sgdqd hr mn ]bshud R→ ∈: R vgdqd R ∪ R→ ∈: -:
fib( Anmfihbshmf mdhfganqhmf bktrsdqr7 Enq ]kk ]bshud bktrsdqr S : SVcΩv. $→( vgdqd R ≥ S )

∩VsΩu(. ${ ∪ ∩VsΩv(. $→{ : --
2, Hmcdodmcdmskx enq d]bg fihoo]akd bktrsdq R) fiho R vhsg oqna]ahkhsx dd vgdqd f : }R}-
3, Jds Vs)0 cdmnsd sgd qdrtkshmf bnknqhmf-

Mnshbd sg]s rsdo 1b hr r]xhmf sg]s enq ] o]hq ne ]bshud ]mc mdhfganqhmf bktrsdqr R ]mc S )
sgd o]hq ne bnknqr cdffmhmf bktrsdq R ]qd chrinhms eqnl sgd o]hq ne bnknqr cdffmhmf bktrsdq S -

� KdllV 5, Rgd L]qinu bg]hm H∅Ωgo hr dqfnchb ]mc rxlldsqhb ]mc gdmbd sgd tmhptd
rs]shnm]qx chrsqhatshnm hr sgd tmhenql chrsqhatshnm nudq ∆-

Opnne, Nardqud sg]s vhsg onrhshud oqna]ahkhsx) mn bktrsdq hr ]bshud ]mc O Ωπ.π( / + enq
]kk π ⇒ ∆- Sgtr) sgd L]qjnu bg]hm hr ]odqhnchb- Enq hqqdctbhahkhsx) rhmbd d0 / +) sgd
hqqdctbhahkhsx ne H∅Ωgo enkknvr eqnl hqqdctbhahkhsx ne sgd Fk]tadq cxm]lhbr vghbg gnkcr
vgdmdudq j ≤ � ) 1 ’rdd) d-f-) Idqqtl Y10[(- Gdmbd) sgd bg]hm hr dqfnchb- Lnqdnudq) sgd
bg]hm hr rxlldsqhb) enq π ⇒ ∆) kds π→ ad sgd bnknqhmf nas]hmdc eqnl π ]esdq fihoohmf bktrsdqr
RβΩu0. $0(. ε ε ε . RβΩuY. $Y( hm nmd rsdo ne H∅Ωgo- Sgdm) rs]qshmf eqnl π→ ]mc fihoohmf bktrsdqr
Rβ∗Ωu0.πΩu0((. ε ε ε . Rβ∗ΩuY.πΩuY(( qdbnudqr π- Rhmbd H∅Ωgo hr dqfnchb ]mc rxlldsqhb sgdm sgd
tmhenql chrsqhatshnm hr sgd tmhptd rs]shnm]qx chrsqhatshnm- !

� KdllV 6, D]bg rsdo ne sgd L]qinu bg]hm H∅Ωgo b]m ad hlokdldmsdc hm sgd IMA:I
lncdk hm NΩ0( qntmcr-

Opnne, Vd cdrbqhad sgd rsdor ne sgd ]kfnqhsgl ]mc gnv sn hlokdldms sgdl hm sgd JNB?J
lncdk- ?s ] fhudm shld rsdo s) cdmnsd sgd btqqdms bnknqhmf ]r π : Vs-
0, Enq d]bg udqsdw u ⇒ T ]mc enq d]bg bnknq $ ⇒ =j[) hcdmshex sgd bktrsdq RβΩu. $(- Vd

]bbnlokhrg sghr rsdo ax ’h( rdmchmf ] ldrr]fd hmchb]shmf sgd hmcdw ne u sn d]bg mdhfganqhmf
udqsdw v vhsg πΩv( : $) ’hh( o]rrhmf sghr ldrr]fd) ]knmf vhsg sgd hmcdw ne v) sn d]bg
mdhfganq w ne v vhsg πΩw( : πΩu() ]mc ’hhh( qdod]shmf sghr oqnbdrr enq to sn rhw qntmcr-
?esdq sgd rhw qntmcr) d]bg udqsdw g]r qdbdhudc sgd hcdmshshdr ne ]kk nsgdq udqshbdr hm hsr
rhw,gno mdhfganqgnnc vhsg vghbg hs lhfgs rg]qd ] bktrsdq) ]mc sgtr b]m cdsdqlhmd sgd
bktrsdqr ’]mc sgdhq rhydr( sn vghbg hs adknmfr- Lnqdnudq) ]mx 1,bnknqdc bnlonmdmsr ne rhyd
/ 5 vhkk ad hcdmshffdc ]mc chrb]qcdc-
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1, Ehw ]m ]qahsq]qx nqcdqhmf ne sgd udqsdw rds ne E ]mc enq d]bg bktrsdq R) hcdmshex opdrΩR()
sgd knvdrs,hmcdw udqsdw u ⇒ R- Vd b]m ]bbnlokhrg sghr rsdo ax kdsshmf d]bg udqsdw t ⇒ R
bnlo]qd hsr nvm hmcdw sn d]bg ne sgd hmchbdr ne nsgdq udqshbdr hm R) vghbg g]ud addm
o]rrdc ctqhmf rsdo 0-

2, Enq d]bg bktrsdq R) ]bshu]sd R vhsg oqna]ahkhsx �- Lnqd oqdbhrdkx) enq d]bg u ⇒ T
]mc enq d]bg $ ⇒ =j[) he u : opdrΩRβΩu. $(() ]bshu]sd RβΩu. $( ax rdmchmf ] ldrr]fd sn
dudqx t ⇒ RβΩu. $(-

3, Cdsdbs bnmfihbsr9
fiV( Mudqk]oohmf bktrsdqr7 Enq ]kk u ⇒ T ) he RβΩu. $(. RβΩu. $→( ]qd ansg ]bshud enq rnld $ ∈: $→)

rdmc ldrr]fdr sn opdrΩRβΩu. $((. opdrΩRβΩu. $→(( sn �cd]bshu]sd“ RβΩu. $(. RβΩu. $→(-
fia( Anmfihbshmf mdhfganqhmf bktrsdqr7 Enq ]kk u ⇒ T ) enq dudqx mdhfganq v ne u) he sgdqd

dwhrs bktrsdqr RβΩu. $( ∈: RβΩv. $→( rtbg sg]s ∩πΩu(. ${ ∪ ∩πΩv(. $→{ ∈: - ]mc he RβΩu. $(
]mc RβΩv. $→( ]qd ansg ]bshud) cd]bshu]sd RβΩu. $( ]mc RβΩv. $( ’ax rdmchmf ldrr]fdr
sn opdrΩRβΩu. $(( ]mc opdrΩRβΩv. $(((-

4, Enq ]kk u ⇒ T ) enq ]kk $ ⇒ =j[) he RβΩu. $( hr rshkk ]bshud ]mc u : opdrΩRβΩu. $(() fiho RβΩu. $(
vhsg oqna]ahkhsx dd. vgdqd f : }RβΩu. $(} ’ax rdmchmf ] ldrr]fd sn d]bg v ⇒ RβΩu. $( sn
bg]mfd hsr bnknq eqnl $ sn πΩu( nq uhbd udqr](-

Rhmbd) hm rsdo 4) nmkx opdrΩR( hr qdronmrhakd enq fihoohmf R) sgd oqna]ahkhsx ne ] fhudm bktrsdq R
adhmf fihoodc) bnmchshnmdc nm R adhmf ]bshud ]mc g]uhmf mn ]bshud mdhfganqhmf nq nudqk]oohmf
bktrsdq) hr d∈G∈-

D]bg ne sgd ]anud rsdor qdpthqdr ] bnmrs]ms mtladq ne qntmcr) oqnuhmf sgd bk]hl- Etq,
sgdqlnqd) sgd ]lntms ne bnlots]shnm odqenqldc knb]kkx ]s d]bg udqsdw cdodmcr nmkx ’]mc
onkxmnlh]kkx( nm sgd l]whltl cdfqdd ne sgd fq]og ]mc sgd mtladq ne bnknqr- Sg]s hr) mns
nmkx hr sgd mtladq ne qntmcr hm sgd JNB?J lncdk NΩ0() ats ]krn sgd ]kfnqhsgl hr dflbhdms
vhsg qdrodbs sn sgd knb]k bnlots]shnm odqenqldc hm d]bg qntmc- !

3 :mVkxrhr ne Chrsphatsdc Ekho CxmVlhbr

Gdqd vd oqnud ntq l]hm qdrtks Sgdnqdl 0) m]ldkx e]rs bnmudqfdmbd ne sgd chrsqhatsdc fiho
cxm]lhbr vgdm j / Ω00<5 ) ω(� enq ]mx ω / +- Gdmbd) ffw ω / + ]mc j / Ω00<5 ) ω(�- Ntq
rodbhffb bgnhbd ne fiho oqna]ahkhshdr enq sghr rdbshnm ]mc enq Rdbshnm 4 ]qd sgd enkknvhmf9

d0 : 0. d1 : 02<31. d2 : 0<5. d3 : 1<10. d4 : 0<10. d5 : 0<73ε ’0(

Sgdrd o]q]ldsdqr l]sbg sgd nqhfhm]k o]odq ne Uhfnc] Y26[: sgdqd ]qd nsgdq o]q]ldsdq bgnhbdr
enq vghbg sgd ]m]kxrhr vnqjr) d-f-) rdd Y4[) hm e]bs) vd vhkk tshkhyd sgdrd ]ksdqm]shud o]q]ldsdqr
hm sgd ]oodmchw ne sgd etkk udqrhnm ne sghr o]odq-

3,0 Nudpuhdv
Vd vhkk ]m]kxyd sgd lhwhmf shld ne sgd bg]hm H∅Ωgo trhmf o]sg bntokhmf- Bnmrhcdq ] o]hq
ne bnknqhmfr Vs. Xs vghbg ch”dq ]s dw]bskx nmd udqsdw ]mc kds u− cdmnsd sgd chr]fqddldms)
h-d-) VsΩu−( ∈: XsΩu−( ]mc enq ]kk v ∈: u−) VsΩv( : XsΩv(- Ntq bntokhmf hr sgd hcdmshsx
bntokhmf enq ]kk bktrsdqr sg]s ]qd sgd r]ld hm ansg bg]hmr) h-d-) enq ]kk bktrsdqr R vgdqd
R : RVcΩv. $( : RXcΩv. $( enq rnld v ⇒ T. $ ⇒ =j[) vd trd sgd hcdmshsx bntokhmf enq sgd
]bshu]shnm oqna]ahkhsx- Ax sgd hcdmshsx bntokhmf enq sgd ]bshu]shnm oqna]ahkhsx vd ld]m sg]s
vhsg oqna]ahkhsx � sgd bktrsdq R hr ]bshud hm ansg bg]hmr) ]mc vhsg oqna]ahkhsx 0 � � hs hr
hm]bshud hm ansg bg]hmr- Lnqdnudq) he sgd bktrsdq R hr fihoo]akd hm ansg bg]hmr sgdm vd ]krn trd
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Ehftpd 0 Sgd udqsdw n gZr Tτ∆n( 6 O Zmc Xτ∆n( 6 >- Gdqd) S 6 R�∆nεO( 6 Rσ ∆nε>(ε
vgdqd δ 6 Tτ Zmc σ 6 Xτ- Ax Cdffmhshnm 7) =gos∆n�εS ( 6 +ε =gos∆n�εS ∗( 6 =gos∆n�εS ∗∗( 6 0-

sgd hcdmshsx bntokhmf enq sgd fiho oqna]ahkhsx) vghbg ld]mr sg]s he ansg bktrsdqr ]qd fihoo]akd
sgdm vhsg oqna]ahkhsx � vd fiho sgd bktrsdq hm ansg bg]hmr ]mc vhsg oqna]ahkhsx 0� � vd fiho
sgd bktrsdq hm mdhsgdq ne sgd bg]hmr-

Vd vhkk cdffmd sgd chrs]mbd ne bktrsdq S eqnl sgd chr]fqdd udqsdw u− a]rdc nm sgd rgnqsdrs
o]sg uh] mdhfganqhmf bktrsdqr-

� Cdffmhshnm 7, Enq ] bnknqhmf π ⇒ ∩Vs. Xs{) ]mc ] bktrsdq S ⇒ Mβ) vd cd�md cgrsΩu−. S (
hmctbshudkx ]r enkknvr- He S : ∩u−{ sgdm kds cgrsβΩu−. S ( : +- Hm fdmdq]k) kds

cgrsβΩu−. S ( : lgm∩f 9 sgdqd dwhrsr R ⇒ Mβ vgdqd R ≥ S. cgrsβΩu−. R( : f� 0{ε

� 9ak]me 4, Mnsd) sghr mnshnm ne chrs]mbd hr dpthu]kdms sn sgd rgnqsdrs o]sg chrs]mbd eqnl sgd
rhmfkdsnm bktrsdq ∩u−{ hm sgd bktrsdq fq]og: sgd bktrsdq fq]og hr sgd fq]og nm ]kk bktrsdqr hm
bnknqhmf π vgdqd bktrsdqr R ]mc S ]qd ]ci]bdms he R ≥ S - Chrs]mbd + bktrsdqr ]qd sgd rhmfkdsnm
rdsr ∩u−{ enq dudqx bnknq vghbg cndr mns ]ood]q hm sgd mdhfganqgnnc ne u−- Chrs]mbd 0 bktrsdqr
]qd sgnrd sg]s bnms]hm ] mdhfganq ne u− ’qdf]qckdrr ne vgdsgdq sgdx ]krn bnms]hm u−(-

?mx bktrsdqr S vgdqd mn udqsdw hm S hr ]ci]bdms sn u− ]qd hcdmshb]k hm sgd svn bg]hmr) ]mc
sgtr) enq dudqx f ≤ 19

S ⇒ MVc . cgrsVcΩu−. S ( : f →⇐ S ⇒ MXc . cgrsXcΩu−. S ( : fε

Rhlhk]qkx) sgd nmkx bktrsdqr S vghbg �chr]fqdd“ hm sgd rdmrd sg]s sgdx ]ood]q hm nmkx nmd
bg]hm sgdm S hr ]s chrs]mbd 0 eqnl u−: lnqd enql]kkx) he S ⇒ MVc ‖MXc ) sgdm cgrsVcΩu−. S ( : 0)
]mc he S ⇒ MXc ‖MVc ) sgdm cgrsXcΩu−. S ( : 0- Vd trd cgrsΩu−. S ( vgdm sgd chrs]mbdr ]qd dpt]k)
h-d-) cgrsVcΩu−. S ( : cgrsXcΩu−. S (-

Enq rtbg bktrsdqr S vgdqd cgrsΩu−. S ( ≤ 1 vd trd sgd hcdmshsx bntokhmf enq sgd ]bshu]shnm
oqna]ahkhsx hm Vs ]mc Xs) ]mc sgtr sgd bktrsdq S hr ]bshud hm ansg bg]hmr nq hm mdhsgdq bg]hm-
Hs enkknvr sg]s enq bktrsdqr S → vhsg cgrsΩu−. S →( ≤ 2 sgdm sgd bktrsdq hr fihoo]akd hm ansg
bg]hmr nq hm mdhsgdq bg]hm) ]r sgdhq mdhfganqhmf ]bshud bktrsdqr ]qd hcdmshb]k hm sgd svn bg]hmr-
Sgdqdenqd) vd b]m trd sgd hcdmshsx bntokhmf enq sgd fiho oqna]ahkhsx ne sghr bktrsdq S he sgd
bktrsdq hr fihoo]akd) ]mc rtbg bktrsdqr ]qd fihoodc hm ansg bg]hmr nq mdhsgdq bg]hm: sghr kd]cr sn
sgd enkknvhmf nardqu]shnm-

� NardpuVshnm 0/, Enq ]mx bktrsdq S → vgdqd cgrsΩu−. S →( ≤ 2) Vs)0ΩS →( : Xs)0ΩS →(ε
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Enq bktrsdqr S vgdqd cgrs>ΩS. u−( : 1) hs b]m nbbtq sg]s S hr fihoo]akd hm nmkx nmd ne sgd
bg]hmr ’ctd sn ] mdhfganqhmf bktrsdq ]s chrs]mbd 0 sg]s nbbtqr hm nmkx nmd ne sgd bg]hmr(-
Gdmbd) sgdqd hr ] oqna]ahkhsx sg]s rtbg bktrsdqr b]m ad ] mdv chr]fqddldms- Sgd tobnlhmf
Jdll] 00 oqnudr sg]s sghr nbbtqr vhsg ]m ]qahsq]qhkx rl]kk bnmrs]ms oqna]ahkhsx-

Sgd enkknvhmf kdll] antmcr sgd dwodbsdc hmbqd]rd hm G]llhmf chrs]mbd eqnl fihor nm
bktrsdqr ]s chrs]mbd dw]bskx 1 eqnl u−-

� KdllV 00,
∑

S 6cgpsflt�σS (:1
}S }EP ΩVs)0ΩS ( ∈: Xs)0ΩS (( ⊇ �ω�<0+.

vgdqd j ≤ Ω 005 ) ω(�-

Vd vhkk ]bbntms enq sgdrd onsdmsh]k chr]fqddldmsr ]s chrs]mbd 1 uh] sgd bktrsdqr ]s
chrs]mbd 0- Enq ] bktrsdq S ]s chrs]mbd 0 sn nbbtq hm nmkx nmd ne sgd bg]hmr) sgd o]hq ne bnknqr
cdffmhmf S ltrs hmbktcd bnknq VsΩu−( nq bnknq XsΩu−(-

Opnne ne KdllV 00, Jds MVc ∗ MXc 9: ΩMVc ‖ MXc( S ΩMXc ‖ MVc( cdmnsd sgd rds ne bktrsdqr
sg]s ]ood]q hm nmd bg]hm ats mns hm sgd nsgdq bg]hm- Bnmrhcdq ] bktrsdq R ⇒ MVc ∗ MXc - Mnsd)
]kk rtbg R ]qd ]s cgrsΩu−. R( : 0-

Jds $V : VsΩu−( ]mc $X : XsΩu−(- Sgdrd bktrsdqr R ⇒ MVc ∗ MXc ]qd dhsgdq9

RVcΩv. $V(. RVcΩv. $X (. RXcΩv. $V(. nq RXcΩv. $X (.

enq rnld mdhfganq v ⇒ HΩu−(- Gdmbd) sgdqd ]qd ⊇ 3� rtbg bktrsdqr R ⇒ MVc ∗ MXc -
D]bg rtbg bktrsdq R g]r rhyd ⊇ 5 ]mc gdmbd hs g]r ⊇ 5 − 1� mdhfganqhmf bktrsdqr S sg]s

rg]qd ] bnknq vhsg R- Sgdrd bktrsdqr S ]qd ]s chrs]mbd : 1 eqnl u−- Mnsd sg]s he R ]mc S
]qd ansg ]bshud sgdm S hr mns fihoo]akd hm nmd ne sgd bg]hmr) ats hs l]x ad fihoo]akd hm sgd
nsgdq bg]hm vgdqd R cndr mns ]ood]q: gdmbd) sgd bg]hmr Vs)0 ]mc Xs)0 onsdmsh]kkx ch”dq ]s
S - Sghr xhdkcr sgd enkknvhmf9

∑

S 6cgpsflt�σS (:1
}S }EP ΩVs)0ΩS ( ∈: Xs)0ΩS (( ⊇ 5· Ω3�(Ω01�(�1 : 177�1�1 ⊇ ω��<0+ε !

Vd mnv ]bbntms enq sgd �fnnc lnudr“ vgdqd sgd chr]fqddldms ]s u− hr qdlnudc- Sghr
nbbtqr ax Fk]tadq toc]sdr ]s u− vgdqd vd toc]sd u− sn ]m ]u]hk]akd bnknq) vghbg hr ] bnknq
sg]s cndr mns ]ood]q hm hsr mdhfganqgnnc-

� Cdffmhshnm 01, Cdmnsd sgd rds ne ]u]hk]akd bnknqr enq u− hm Vs ]r7

>Ωu−( : >VcΩu−( 9: ∩$ 9 $ <⇒ VsΩHΩu−(({ε

Mnsd) sgd rdsr >VcΩu−( : >XcΩu−( rhmbd u− hr sgd nmkx chr]fqddldms ]s shld s- Bnmrhcdq ] bnknq
$ ⇒ >Ωu−(- Sgd bktrsdqr hmunkuhmf $ sn vghbg u− adknmfr r]shrex RVcΩu−. $( : RXcΩu−. $( : ∩u−{
]mc gdmbd sgd hcdmshsx bntokhmf hr trdc enq sghr bktrsdq- Sgdqdenqd) vhsg oqna]ahkhsx � sgd
bktrsdq hr ]bshud hm ansg bg]hmr ]mc he mn ]bshud bktrsdqr nudqk]o ]mc mn mdhfganqhmf bktrsdqr
g]ud ] bnllnm bnknq sgdm u− hr qdbnknqdc sn $-

Vd b]m mnv antmc sgd oqna]ahkhsx ne u− ]fqddhmf ]s shld s) 0 hm sdqlr ne sgd mtladq ne
]u]hk]akd bnknqr enq u−-

� KdllV 02, EP ΩVs)0Ωu−( : Xs)0Ωu−(( ≤ }>Ωu−(}�Ω0� ω<4++(ε

NONCFR 1/12



02901 Flopnudc Chrsphatsdc :kfnphsglr enp PVmcnl Anknphmfr

Opnne, Enq d]bg bnknq $ ⇒ >Ωu−( mnsd RVcΩu−. $( : RXcΩu−. $( : ∩u−{- Gdmbd) enq $ ⇒ >Ωu−()
kds R# : RVcΩu−. $( : RXcΩu−. $( cdmnsd sghr bktrsdq ne rhyd 0 vghbg ]ood]qr hm ansg bg]hmr-
Rhmbd R# ]ood]qr hm ansg bg]hmr vd trd sgd hcdmshsx bntokhmf enq adhmf ]bshud rn sg]s vhsg
oqna]ahkhsx � sgd bktrsdq R# hr ]bshud hm ansg bg]hmr) ]mc vhsg oqna]ahkhsx 0� � sgd bktrsdq
R# hr hm]bshud hm ansg bg]hmr- Sgd bktrsdq R# l]x g]ud ch”dqdms mdhfganqhmf bktrsdqr hm sgd
svn bg]hmr ’vghbg ]”dbsr vgdsgdq hs hr fihoo]akd( ats he hs hr fihoo]akd hm ansg bg]hmr sgdm
vhsg oqna]ahkhsx d0 : 0 vd fiho sgd bktrsdq hm ansg bg]hmr-

Sgdqd ]qd ]s lnrs 1� mdhfganqhmf bktrsdqr hm d]bg bg]hm sg]s rg]qd ] bnknq vhsg nmd ne
sgd qdrodbshud bktrsdq) ]mc sgdqd ]qd j � 0 bktrsdqr ’m]ldkx sgnrd ]s u−( sg]s nudqk]o vhsg
sgdrd bktrsdqr- He mnmd ne sgd 1 − 1� mdhfganqhmf bktrsdqr hr ]bshud) ]mc mnmd ne sgd 1Ωj � 0(
nudqk]oohmf bktrsdqr hr ]bshud hm dhsgdq bg]hm) sgdm vd b]m fiho ∩u−{ hm ansg bg]hmr- ?esdq sghr
fiho) u− ]fqddr hm ansg bg]hmr) ]mc gdmbd vd nas]hm9

EP ΩVs)0Ωu−( : Xs)0Ωu−(( ≤ }>Ωu−(}�Ω0� �(3�)j�0

≤ }>Ωu−(}� dtoΩ�ωΩ3� ) j � 0(<14++j(
≤ }>Ωu−(}� dtoΩ�ω<4++(
≤ }>Ωu−(}�Ω0� ω<4++(.

vgdqd sgd rdbnmc hmdpt]khsx trdr sgd e]bs sg]s 0� w ≤ dtoΩ�1w( enq w ⊇ 0<1- !

Sgd tobnlhmf kdll] b]ostqdr sgd onsdmsh]k chr]fqddldmsr sg]s ]qhrd eqnl fihoohmf
bktrsdqr ]s chrs]mbd nmd- Sgd bntokhmf nm bktrsdqr bnms]hmhmf u− nq mdhfganqhmf u− hm ]s kd]rs
nmd bg]hm vhkk ad bntokdc a]rdc nm sgd mdv bnknq $-

� Cdffmhshnm 03, Enq ] bnknq $ ⇒ =j[) kds H#Ωu−( : ∩v ⇒ HΩu( 9 VsΩv( : ${ : ∩v ⇒ HΩu( 9
XsΩv( : ${ cdmnsd sgd mdhfganqr ne u− vhsg bnknq $) ]mc kds c#Ωu−( : }H#Ωu−(} cdmnsd sgd
mtladq ne mdhfganqr ne u− vhsg bnknq $ ]s shld s-

Ids MVcΩ$( cdmnsd sgd bnkkdbshnm ne bktrsdqr ]s chrs]mbd 0 hm Vs sg]s hmunkud bnknq $7

MVcΩ$( 9: ∩RVcΩv.VsΩu−(( } v ⇒ H#Ωu−({ S ∩RVcΩv. XsΩu−(( } v ⇒ H#Ωu−({.

]mc rhlhk]qkx kds MXcΩ$( cdmnsd sgd bnqqdronmchmf bnkkdbshnm enq sgd bnknqhmf Xs-

Sgd rdsr MVcΩ$( ]mc MXcΩ$( ]qd bntokdc vhsg d]bg nsgdq- Vd vhkk rodbhex sgd cds]hkdc
bntokhmf k]sdq) enq mnv ]kk sg]s hr mddcdc hr sg]s sgdrd rdsr MVcΩ$( ]mc MXcΩ$( ]qd bntokdc vhsg
d]bg nsgdq- Vd b]m mnv rs]sd sgd jdx kdll] antmchmf sgd hmbqd]rd hm G]llhmf chrs]mbd
vgdm vd cn ] bntokdc toc]sd nm sgdrd rdsr MVcΩ$(.MXcΩ$(-

Hm sgd enkknvhmf rs]sdldms) qdb]kk) sg]s enq π. σ ⇒ ∆) GΩπ. σ ( : }∩u ⇒ T 9 πΩu( ∈: σΩu({} hr
sgd G]llhmf chrs]mbd-

� KdllV 04, Ids $ ⇒ =j[ vgdqd c#Ωu−( / +- Odb]kk sg]s sgd fihor ne bktrsdqr hm MVcΩ$( enq
Vs ≈ Vs)0 ]qd bntokdc vhsg bktrsdqr hm MXcΩ$( enq Xs ≈ Xs)0- Ids C# cdmnsd sgd dudms sg]s
nmd ne sgdrd bntokdc fihor nbbtqqdc hm ]s kd]rs nmd ne sgd bg]hmr- Rgdm)

∑

#∞Vj[
1 ΩGΩVs)0. Xs)0(�ΩC#(( ⊇

∑

#∞Vj[

)
0 ) �Ω0 ) ω<4(

)00
5 c#Ωu−(� 0

([
) �ω�<0+ε

Sgd oqnne ne Jdll] 04 hr cdedqqdc sn Rdbshnm 4- Mnsd sgd dqqnq sdql �ω�<0+ hr bnlhmf
eqnl Jdll] 00- Bnlahmhmf sgd ]anud kdll]r vd b]m oqnud sgd l]hm qdrtks ’sghr hr sgd
rkhfgskx vd]jdq udqrhnm enq j ≤ Ω00<5 ) ω(� enq ]mx ω / +(-
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3,1 Opnne ne Sgdnpdl 0
Vd b]m dwsdmc sgd cdffmhshnm ne ntq L]qjnu bg]hm ’rdd Rdbshnm 2( sn ad nudq ]kk k]adkhmfr ∆− :
=j[T hmrsd]c ne itrs oqnodq bnknqhmfr ∆- Sghr hr mdbdrr]qx sn ]ookx o]sg bntokhmf Sgdnqdl 4-
?m hcdmshb]k ]ooqn]bg hr trdc hm ansg Y26[ ]mc Y4[- Sgd qd]rnm enq sghr dwsdmrhnm ne sgd
rs]sd ro]bd hr sgd enkknvhmf- Hm sgd o]sg bntokhmf ]m]kxrhr vd rs]qs vhsg ] o]hq ne bg]hmr
Vs. Xs sg]s ch”dq ]s ] rhmfkd udqsdw u−- Hm sgd bntokhmf ]m]kxrhr vd l]x hmsqnctbd ] mdv
chr]fqddldms ]s shld s ) 0 ]s ] mdhfganq v ⇒ HΩu−( vgdqd sgd o]hq ne chr]fqddldmsr ]s
shld s)0 ]qd bnknqdc ]r Vs)0Ωv( : Xs)0Ωu−() Xs)0Ωv( : Vs)0Ωu−( ]mc Vs)0Ωu−( ∈: Xs)0Ωu−(-
Gdmbd) sgd G]llhmf chrs]mbd adsvddm Vs)0 ]mc Xs)0 hr svn ats sgd mtladq ne Fk]tadq
cxm]lhbr rsdor ’nq bktrsdq fihor( sn fn eqnl Vs)0 sn Xs)0 hr sgqdd) ]mc sgdqdenqd hm sgd o]sg
bntokhmf ]m]kxrhr sghr mdv chr]fqddldms ]s v hmbqd]rdr sgd chrs]mbd ax svn ’dudm sgntfg sgd
G]llhmf chrs]mbd hmbqd]rdr ax itrs nmd(- Sghr hrrtd hr qdrnkudc ax dwsdmchmf sgd ro]bd sn
k]adkhmfr ∆) rtardptdmskx sgdqd hr ]m hmsdqldch]sd hloqnodq bnknqhmf rn sg]s Vs)0 ]mc Xs)0
]qd chrs]mbd svn ]o]qs-

Sgd cdffmhshnm ne sgd L]qjnu bg]hm cdrbqhadc hm Rdbshnm 2 hr hcdmshb]k) vd rhlokx dwsdmc
sgd rs]sd ro]bd- ? rds RβΩu. $( hr rshkk cdffmdc ]r sgd rds ne udqshbdr qd]bg]akd eqnl u ax ]
ΩπΩu(. $( ]ksdqm]shmf o]sg- ?mc gdmbd sgd mnshnm ne ] bktrsdq hr rshkk sgd r]ld ]r adenqd- Mnsd)
sg]s vghkd sgd bg]hm qdrsqhbsdc sn oqnodq bnknqhmfr hr rxlldsqhb) sghr hr mns mdbdrr]qhkx sqtd
enq hloqnodq bnknqhmfr- ?kk ne sgd antmcr rs]sdc hm Rdbshnm 3 gnkc enq onrrhakx hloqnodq
bnknqhmfr Vs. Xs ⇒ ∆−-

Bnmrhcdq ] k]adkhmf V+ ⇒ ∆− ‖ ∆: mnsd) V+ hr mns ] oqnodq bnknqhmf rhmbd V+ ∈⇒ ∆- Enq
j ≤ �) 1) sgdqd hr ] rdptdmbd ne sq]mrhshnmr vhsg mnm,ydqn oqna]ahkhsx ’d-f-) ] rdptdmbd ne
Fk]tadq lnudr ]r hm sgd oqnne ne hqqdctbhahkhsx( rn sg]s hs qd]bgdr ] oqnodq bnknqhmf) h-d-)
Vs ⇒ ∆ enq rnld s ≤ +- Lnqdnudq) enq ]mx oqnodq bnknqhmf Vs ⇒ ∆ sgdm hs rs]xr nm oqnodq
bnknqhmfr) h-d-) Vm ⇒ ∆ enq ]kk n ≤ s) ]r sgd oqnbdrr cndr mns hmsqnctbd hloqnodq bnknqhmfr-
Sgdqdenqd) rs]sdr hm ∆ ]qd sgd nmkx nmdr vghbg g]ud onrhshud oqna]ahkhsx hm sgd rs]shnm]qx
chrsqhatshnm) ]mc gdmbd sgd rs]shnm]qx chrsqhatshnm ne sgd bg]hm hr tmhenql nudq sgd rds ne
oqnodq bnknqhmfr ∆) dudm sgntfg sgd rs]sd ro]bd hr ]kk k]adkhmfr ∆−-

He sgd hmhsh]k rs]sd hr qdrsqhbsdc sn ∆) h-d-) V+ hr ] oqnodq bnknqhmf) sgdm sgd bg]hm hr hcdmshb]k
sn sgd oqnbdrr cdffmdc hm Rdbshnm 1-1- Etqsgdqlnqd) rhmbd sgd lhwhmf shld hr cdffmdc eqnl sgd
vnqrs hmhsh]k rs]sd sgdm ] lhwhmf shld toodq antmc enq sgd bg]hm cdffmdc nm ∆− hlokhdr sgd
r]ld antmc nm sgd lhwhmf shld enq sgd bg]hm eqnl Rdbshnm 1-1 cdffmdc nmkx nm ∆-

Vd mnv g]ud ]kk sgd snnkr mdbdrr]qx sn oqnud Sgdnqdl 0-

Opnne ne Sgdnpdl 0, Ehqrs bnmrhcdq sgd ]u]hk]akd bnknqr enq u−- Mnsd sg]s) rhmbd sgdqd hr ]m
dwsq] ]u]hk]akd bnknq enq dudqx shld ] bnknq qdod]sr hm HΩu−() vd g]ud

}>Ωu−(} ≤ j � cΩu−( )
∑

#∞Vj[6c�flt�(∗1
Ωc#Ωu−(� 0(. ’1(

vgdqd cΩu−( :
]

#∞Vj[ c#Ωu−( : }HΩu−(} hr sgd cdfqdd ne u−-
Mnv ax bnlahmhmf Jdll]r 00) 02) ]mc 04 vd b]m bnlokdsd sgd oqnne ne sgd sgdnqdl9

1 ΩGΩVs)0. Xs)0( } Vs. Xs(
⊇ 0�EP ΩVs)0Ωu−( : Xs)0Ωu−(( )

∑

#6c�flt�(,+
Ω1 ΩGΩVs)0. Xs)0(�ΩC#((� 0(

)
∑

S 6cgpsflt�σS (:1
}S }EP ΩVs)0ΩS ( ∈: Xs)0ΩS ((

⊇ 0� �}>Ωu−(}Ω0� ω<4( ) �Ω0 ) ω<4(
∑

#∞Vj[6c�flt�(,+

)00
5 c#Ωu−(� 0

(
) �ω�<4 ’2(
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: 0� �}>Ωu−(}Ω0� ω<4( ) �Ω0� ω<4(
∑

#∞Vj[6c�flt�(,+

)00
5 c#Ωu−(� 0

(

) �Ω1ω<4(
∑

#∞Vj[6c�flt�(,+

)00
5 c#Ωu−(� 0

(
) �ω�<4

⊇ 0� �}>Ωu−(}Ω0� ω<4( ) �Ω0� ω<4(
∑

#∞Vj[6c�flt�(,+

)00
5 c#Ωu−(� 0

(

) �ω�Ω11<2+( ) �ω�<4

vgdqd Dpt]shnm ’2( enkknvr eqnl Jdll]r 00) 02) ]mc 04- Sgdm trhmf Dpt]shnm ’1( vd fds

1 ΩGΩVs)0. Xs)0( } Vs. Xs( ⊇ 0� �Ω0� ω<4(
)
j � 005 cΩu−(

[
) �ω�Ω17<2+( ’3(

⊇ 0� �Ω0� ω<4(ω�) �ω�Ω17<2+( ’4(
⊇ 0� �ω�Ω18<2+( ) �ω�Ω17<2+( ’5(
⊇ 0� ω1<5++++.

vgdqd Dpt]shnm ’4( trdr sg]s j ≤ Ω0 ) ω( 005 � ]mc Dpt]shnm ’5( trdr sg]s Ω0� ω<4( ≤ 18<2+
vgdm ω ⊇ 0<5- Mnsd) sgd b]rd vgdm ω / 0<5 ]mc j / 1� hr g]mckdc ax Y03) 00[ nq b]m ad
g]mckdc hm ntq ]m]kxrhr ax rdsshmf � hm sdqlr ne 0<� hmrsd]c ne 0<j- Ehm]kkx) ]ookxhmf sgd
o]sg bntokhmf Sgdnqdl 4 vd nas]hm lhwhmf shld NΩine k(- Lnqdnudq) vd nas]hm lhwhmf shld
vhsghm sns]k u]qh]shnm chrs]mbd ⊇ γ) enq ]mx γ / +) hm shld NΩineΩk<γ((- !

4 Antokhmf :mVkxrhr enp Mdhfganphmf Aktrsdpr

Vd mnv oqnud Jdll] 04- Adenqd cdkuhmf hmsn sgd oqnne vd rs]sd rdudq]k jdx oqnodqshdr ne
sgd rdsshmfr enq sgd fiho oqna]ahkhshdr hm Dpt]shnm ’0(9
0, Enq ]kk hmsdfdq f. i ≤ 0) fΩdd � dd)0( ) Ωi � 0(Ωdi � di)0( ⊇ 4<5ε
1, Enq ]kk hmsdfdq f ≤ 0) 1Ωf� 0(dd ) d1d)0 ⊇ 1<2ε

Ehw ] bnknq $ ⇒ =j[ vgdqd c#Ωu−( / +: vd vhkk bnmrhcdq svn b]rdr9 c#Ωu−( : 0 nq c#Ωu−( ≤ 1-

4,0 EkhooVakd Ch�dpdmbd
� KdllV 05, Enq ]mx bktrsdq B) EP ΩB hr ]bshud ]mc mns fihoo]akd( ⊇ �ω<14+ε

Opnne, Sgd bktrsdq B hr ]bshud vhsg oqna]ahkhsx �- ?rrtlhmf B hr ]bshud) sgdqd ]qd svn v]xr
sg]s B hr mns fihoo]akd) dhsgdq ’h( ]m nudqk]oohmf bktrsdq) nq ’hh( ] mdhfganqhmf bktrsdq sg]s
rg]qdr ] bnknq vhsg B- Enq b]rd ’h() rhmbd }B} ⊇ 5 ]mc d]bg udqsdw hr hm j bktrsdqr) sgdm sgd
oqna]ahkhsx ne ] bktrsdq sg]s nudqk]or B ]krn adhmf ]bshud hr ⊇ �5j�- Enq b]rd ’hh() sgdqd ]qd
⊇ 5� mdhfganqhmf udqshbdr) d]bg g]r ⊇ 1 bktrsdqr sg]s rg]qd ] bnknq) ]mc gdmbd sgd oqna]ahkhsx
ne b]rd ’hh( hr ⊇ �01��- Bnlahmhmf sgd ]anud b]kbtk]shnmr vd g]ud sgd enkknvhmf9

EP ΩB hr ]bshud ]mc mns fihoo]akd( ⊇ �Ω5j�) 01��( ⊇ �
07jω

4+++j , �ω<14+ε !

4,1 Anknp :oodVpr Nmbd
Rtoonrd c#Ωu−( : 0- Jds v ⇒ HΩu−( ad sgd tmhptd mdhfganq vgdqd VsΩv( : XsΩv( : $) ]mc
kds P 9: VsΩu−( ]mc A 9: XsΩu−(- Vd ]qd bntokhmf sgd bktrsdqr hm sgd rds MVcΩ$( vhsg MXcΩ$()
]mc rhmbd c#Ωu−( : 0 sgdrd rdsr ]qd sgd enkknvhmf9
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MVcΩ$( : ∩RVcΩv.P(. RVcΩv.A({ ]mc MXcΩ$( : ∩RXcΩv.P(. RXcΩv.A({ε

Nardqud RVcΩv.P( : RXcΩv.P(S∩u−{ ]mc RXcΩv.A( : RVcΩv.A(S∩u−{- Jds f 9: }RXcΩv.P(}
’gdmbd) }RVcΩv.A(} : f) 0() ]mc kds i 9: }RVcΩv.A(} ’}RXcΩv.A(} : i ) 0(- Mnsd) f. i ≤ 0-

Vd bntokd sgd bktrsdqr hm sgd enkknvhmf l]mmdq- Vhsg oqna]ahkhsx �) bktrsdq RVcΩv.P( hr
]bshud hm Vs ]mc RXcΩv.P( hr ]bshud hm Xs) vghkd vhsg oqna]ahkhsx 0� � ansg ne sgdrd bktrsdqr
]qd hm]bshud - Rhlhk]qkx) vhsg oqna]ahkhsx � sgdm ansg9 bktrsdq RVcΩv.A( hr ]bshud hm Vs ]mc
RXcΩv.A( hr ]bshud hm Xs-

Rtoonrd sg]s RVcΩv.P( ]mc RXcΩv.P( ]qd ansg fihoo]akd- Hm sghr b]rd vd l]whlhyd sgd
oqna]ahkhsx sg]s vd fiho ansg bktrsdqr- Rhmbd dd ≤ dd)0 sgdm vhsg oqna]ahkhsx dd)0 vd fiho
ansg bktrsdqr RVcΩv.P( ]mc RXcΩv.P() ]rrtlhmf sgdx vdqd ansg fihoo]akd- Rhlhk]qkx) vhsg
oqna]ahkhsx di)0 vd fiho ansg bktrsdqr RVcΩv.A( ]mc RXcΩv.A() ]rrtlhmf sgdx vdqd ansg
fihoo]akd- Mnsd hm ansg ne sgdrd b]rdr vgdqd vd fiho ansg RVcΩv.P( ]mc RXcΩv.P( nq vd fiho
ansg RVcΩv.A( ]mc RXcΩv.A() sgdm sgd G]llhmf chrs]mbd cndr mns bg]mfd ]r sgd bg]hmr
nmkx ch”dq ]s u− ]esdq sgd bntokdc toc]sd-

Rtoonrd sg]s ]kk 3 bktrsdqr vdqd fihoo]akd- ’Pdb]kk ]m ]bshud bktrsdq R hr fihoo]akd he
sgdqd hr mn nudqk]oohmf ]bshud bktrsdq ]mc mn mdhfganqhmf ]bshud bktrsdq vghbg rg]qdr nmd
ne sgd svn bnknqr vhsg R-(- Sgdm ]esdq sgd ]anud bntokhmf ne RVcΩv.P( vhsg RXcΩv.P()
]mc RVcΩv.A( vhsg RXcΩv.A() sgdqd qdl]hmr oqna]ahkhsx di � di)0 sn fiho RVcΩv.A() ]mc
oqna]ahkhsx dd � dd)0 sn fiho RXcΩv.P(- Vd l]whl]kkx bntokd sgdrd qdl]hmhmf fihor ]mc gdmbd
vhsg oqna]ahkhsx lgm∩dd � dd)0. di � di)0{ vd bntokd sgd fihor ne bktrsdqr RVcΩv.A( ]mc
RXcΩv.P(- Mnsd hm sghr b]rd vgdqd vd fiho ansg RVcΩv.A( ]mc RXcΩv.P( sgdm sgd G]llhmf
chrs]mbd hmbqd]rdr ax ⊇ Ωf) i � 0( rhmbd RVcΩv.A( ∪ RXcΩv.P( ⊕ ∩v{-

Hm sgd ]anud bntokhmf) vd bnmrhcdqdc 2 bntokdc fihor ne bktrsdq o]hqr RVcΩv.P(. RXcΩv.P(:
RVcΩv.A(. RXcΩv.A(: ]mc RVcΩv.A(. RXcΩv.P(- Enq d]bg o]hq) hs l]x nbbtq sg]s nmd ne
sgdrd bktrsdqr hr fihoo]akd ]mc sgd nsgdq hr mns fihoo]akd ’ctd sn ] mdhfganqhmf nq nudqk]oohmf
bktrsdq ]krn adhmf ]bshud(- Hm sg]s b]rd vd fiho sgd fihoo]akd bktrsdq ax hsrdke- Hm vghbg b]rd)
sgd G]llhmf chrs]mbd hmbqd]rdr ax ]s lnrs 5 rhmbd sgd bktrsdq hr ne rhyd ]s lnrs 5- Ax
Jdll] 05 sgd oqna]ahkhsx ne sghr nbbtqqhmf enq ] rodbhffb bktrsdq hr ]s lnrs �ω<14+) ]mc rhmbd
sgdqd ]qd 2 o]hqr vd g]ud sgd d”dbs hr ]s lnrs 25�ω<14+ : �ω<4-

Jds tr ]rrtld vhsgnts knrr ne fdmdq]khsx sg]s f ⊇ i ]mc gdmbd dd � dd)0 ≤ di � di)0- Mnv
vd b]m rhlokhex ]mc rtll]qhyd sgd d”dbs ne sgd ]anud bntokdc fihor sg]s bg]mfd sgd G]llhmf
chrs]mbd- Rhmbd sgd bktrsdqr ]qd ]bshud vhsg oqna]ahkhsx �) vhsg oqna]ahkhsx ⊇ �Ωdi � di)0(
vd fiho RVcΩv.A( ]mc RXcΩv.P( ]mc sgdm sgd G]llhmf chrs]mbd hmbqd]rdr ax ⊇ Ωf) i � 0(-
Lnqdnudq) vhsg oqna]ahkhsx dd�dd)0�Ωdi�di)0( vd fiho RVcΩv.A( ax hsrdke ]mc sgd G]llhmf
chrs]mbd hmbqd]rdr ax f- Sgdqdenqd) vd g]ud sgd enkknvhmf9

1 ΩGΩVs)0. Xs)0(�ΩC#((
⊇ 0 ) �Ωf) i � 0(Ωdi � di)0( ) fΩΩdd � dd)0(� Ωdi � di)0(( ) �ω<4
: 0 ) �fΩdd � dd)0( ) Ωi � 0(Ωdi � di)0( ) �ω<4

⊇ 0 ) �
)4
5 ) ω<4

(

vgdqd sgd k]rs hmdpt]khsx enkknvr ax Oqnodqsx 0-
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4,2 Anknp :oodVpr Lnpd SgVm Nmbd
Sgd ]m]kxrhr ne sgd b]rd vgdm sgd bnknq ]ood]qr lnqd sg]m nmbd) h-d-) c#Ωu−( / 0) enkknvr sgd
r]ld fdmdq]k ]ooqn]bg ]r hm Rdbshnm 4-1 enq sgd b]rd c#Ωu−( : 0- Hm o]qshbtk]q) vd trd sgd
r]ld ghfg,kdudk bntokhmf ]r trdc ax Uhfnc] Y26[ ats hm ]cchshnm vd trd Jdll] 05 sn antmc
sgd oqna]ahkhsx sg]s ] bktrsdq hr fihoo]akd hm nmd bg]hm ]mc sgd bntokdc bktrsdq hr mns fihoo]akd
hm sgd nsgdq bg]hm- Vd qdedq sgd qd]cdq sn sgd ]oodmchw ne sgd etkk udqrhnm ne sghr o]odq enq
cds]hkr-

5 Opnne ne Sgdnpdl 19 Lhwhmf adknv 00.5

Rdbshnmr 3 ]mc 4 oqdrdms sgd oqnne ne Sgdnqdl 0 vghbg drs]akhrgdr NΩine k( lhwhmf shld ne
sgd chrsqhatsdc fiho cxm]lhbr vgdm j / Ω00<5 ) ω(� enq ]kk ω / +- Sgd hloqnudc qdrtks enq
j / Ω00<5� ω−(� enq ] ffwdc ω− / + ]r rs]sdc hm Sgdnqdl 1 hr oqnudc hm sgd ]oodmchw ne sgd
etkk udqrhnm ne sghr o]odq-

Sgd oqnne ne Sgdnqdl 1 trdr sgd mdv ldsqhb hmsqnctbdc hm Y4[) vghbg hr ] vdhfgsdc
G]llhmf chrs]mbd- Hm o]qshbtk]q) hm Y4[ sgdx hcdmshex sgd bnmffftq]shnmr nm sgd knb]k
mdhfganqgnnc ne sgd chr]fqdd udqsdw u× enq vghbg sgd bntokhmf ]m]kxrhr hr shfgs) sgdrd ]qd
qdedqqdc sn ]r dwsqdl]k bnmffftq]shnmr- Gdmbd) enq ] o]hq ne bnmffftq]shnmr Vs. Xs vghbg
ch”dq ]s ] rhmfkd udqsdw u−) kds β cdmnsd sgd eq]bshnm ne mdhfganqr ne u− hm mnm,dwsqdl]k
bnmffftq]shnmr- Sgdm) Y4[ cdffmdr ] mdv vdhfgsdc G]llhmf chrs]mbd ]r FΩVs. Xs( : 0� βδ
enq ]m ]ooqnoqh]sdkx cdffmdc rl]kk bnmrs]ms δ / +-

Trhmf sghr mdv vdhfgshmf) Y4[ oqnudr q]ohc lhwhmf ne sgd fiho cxm]lhbr hm sgd rdptdmsh]k
rdsshmf enq j / Ω00<5� ω−(�- Sgd bg]kkdmfd hm sgdhq ]m]kxrhr hr sg]s nmd g]r sn bnmrhcdq sgd
d”dbs ne bntokdc fihor vghbg cn mns bg]mfd sgd G]llhmf chrs]mbd ats rhlokx bg]mfd vgdsgdq
rnld mdhfganqr ne u− ]qd hm dwsqdl]k bnmffftq]shnmr-

Sn nas]hm Sgdnqdl 1 vd bnlahmd sgd ]ooqn]bgdr ne Y4[ vhsg ntq ]m]kxrhr hm Rdbshnmr 3 ]mc 4
ne sgd d”dbs ne sgd chrsqhatsdc rxmbgqnmhy]shnm- Gnvdudq sgd ]m]kxrhr adbnldr bnmrhcdq]akx
lnqd bnlokhb]sdc sg]m hm Y4[ adb]trd ltkshokd bktrsdqr hm sgd mdhfganqgnnc ne u− b]m fiho hm
] rhmfkd rsdo) sghr kd]cr sn l]mx mdv b]rdr vgdqd sgd mdv vdhfgsdc G]llhmf chrs]mbd b]m
bg]mfd- Sgd cds]hkdc ]m]kxrhr hr bnms]hmdc hm sgd ]oodmchw ne sgd etkk udqrhnm ne sghr o]odq-

Pdedpdmbdr
0 Kdnmhc AZqdmanhl) LhbgZdk Dkjhm) Zmc Tqh Fnkcdmadqf- KnbZkkx,hsdqZshud chrsqhatsdc ∆�) 0(,

bnknqhmf Zmc ZookhbZshnmr- IntqmXk ne sgd :BL) 58!0(9490�4915) 1/10- cnh90/-0034.2375514-
1 Kdnmhc AZqdmanhl) LhbgZdk Dkjhm) Rdsg Odsshd) Zmc IngZmmdr Rbgmdhcdq- Sgd knbZkhsx ne

chrsqhatsdc rxlldsqx aqdZjhmf- IntqmXk ne sgd :BL) 52!2() 1/05- cnh90/-0034.18/2026-
2 ?msnm Adqmrgsdxm) Sxkdq AqZydksnm) QthihZ BZn) Zmc ?jtl JZmf- Bntmshmf bnknqhmfr ne

sqhZmfkd,eqdd fqZogr- IntqmXk ne BnlahmXsnqhXk Sgdnqw) Rdqhdr A) 050975�0/7) 1/12- cnh9
0/-0/05.I-IBSA-1/12-/1-//3-

3 Qtrr Atakdx Zmc LZqshm D- Cxdq- OZsg bntokhmf9 Z sdbgmhptd enq oqnuhmf qZohc lhwhmf
hm LZqjnu bgZhmr- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 27sg :mmtXk GDDD Rwlonrhtl nm EntmcXshnmr ne
Bnlotsdq Rbhdmbd &ENBR() oZfdr 112�120) 0886- cnh90/-00/8.REBR-0886-535000-

4 RhsZm Bgdm) Lhbgdkkd Cdkbntqs) ?mjtq LnhsqZ) Fthkkdl OdqZqmZt) Zmc Ktjd Onrskd- Hloqnudc
antmcr enq qZmcnlkx rZlokhmf bnknqhmfr uhZ khmdZq oqnfqZllhmf- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 2-sg
:mmtXk :BL,RG:L Rwlonrhtl nm Chrbqdsd :kfnqhsglr &RNC:() oZfdr 1105�1123) 1/08-
cnh90/-0026.0-8670500864371-023-

5 Ynmfbgdm Bgdm) Jthjth Kht) MhsxZ LZmh) Zmc ?mjtq LnhsqZ- Rsqnmf roZshZk lhwhmf enq bnknqhmfr
nm sqddr Zmc hsr Zkfnqhsglhb ZookhbZshnmr- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 53sg GDDD Rwlonrhtl nm
EntmcXshnmr ne Bnlotsdq Rbhdmbd &ENBR() 1/12-



A, AVpkrnm) C, Ephrgadpf) Vmc D, ThfncV 02906

6 BnmrsZmshmnr CZrjZkZjhr) MhrgZmsg ChjjZkZ) Zmc RhccgZqsgZ IZxZmsh- Gnfvhkcffi,Fhaar bZm ad
oZmZbbtqZsd- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 20rs :cuXmbdr hm MdtqXk GmenqlXshnm Oqnbdrrhmf Rwrsdlr
&MdtqGOR() oZfdr 21�30) 1/07- TQK9 gssor9..opnbddchmfr-mdtphor-bb.oXodp.1/07.gXrg.
X4aeb8d/6853e7cccda84eb473bc854c&?arspXbs-gsli-

7 Bgqhrsnogdq Cd RZ) Jtmkd Nktjnstm) Zmc Bgqhrsnogdq Qz- Dmrtqhmf qZohc lhwhmf Zmc knv
ahZr enq Zrxmbgqnmntr Fhaar rZlokhmf- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 22qc GmsdqmXshnmXk Bnmedqdmbd nm
LXbghmd KdXqmhmf &GBLK() oZfdr 0456�0465) 1/05- TQK9 gsso9..opnbddchmfr-lip-opdrr.
u37.rX05-gsli-

8 LZqshm Cxdq) ?kZm Eqhdyd) SgnlZr O- GZxdr) Zmc Dqhb UhfncZ- QZmcnlkx bnknqhmf bnmrsZms
cdfqdd fqZogr- PXmcnl Rsqtbstqdr fi :kfnqhsglr) 32!1(9070�1//) 1/02- cnh90/-0//1.PR?-
1/340-

0/ LZqshm Cxdq Zmc BZsgdqhmd Fqddmghkk- QZmcnl vZkjr nm bnlahmZsnqhZk naidbsr- Rtqudwr hm
BnlahmXsnqhbr) oZfdr 0/0�025) 0888-

00 Vdhlhmf Edmf) SgnlZr O- GZxdr) Zmc Xhsnmf Xhm- Chrsqhatsdc rxlldsqx aqdZjhmf hm
rZlokhmf !noshlZk chrsqhatsdc qZmcnlkx bnknqhmf vhsg edvdq bnknqr(- XqVhu oqdoqhms) 1/07-
XpThu907/1-/5842-

01 Vdhlhmf Edmf) Xtwhm Rtm) Zmc Xhsnmf Xhm- VgZs bZm ad rZlokdc knbZkkx; Hm Oqnbddchmfr ne
sgd GmsdqmXshnmXk Rwlonrhtl nm Oqhmbhokdr ne Chrsqhatsdc Bnlotshmf &ONCB() oZfdr 010�02/)
1/06- cnh90/-0034.2/767/0-2/76704-

02 Vdhlhmf Edmf Zmc Xhsnmf Xhm- Nm knbZk chrsqhatsdc rZlokhmf Zmc bntmshmf- Hm Oqnbddchmfr ne
sgd 26sg :BL Rwlonrhtl nm Oqhmbhokdr ne Chrsqhatsdc Bnlotshmf &ONCB() oZfdr 078�087)
1/07- cnh90/-0034.2101623-2101646-

03 LZmtdkZ Ehrbgdq Zmc Lngrdm FgZ–Zqh- ? rhlokd oZqZkkdk Zmc chrsqhatsdc rZlokhmf sdbgmhptd9
KnbZk FkZtadq cxmZlhbr- Hm 21mc GmsdqmXshnmXk Rwlonrhtl nm Chrsqhatsdc Bnlotshmf &CGRB()
unktld 010) oZfdr 1590�15900) 1/07- cnh90/-312/.JFOFBR-CFRB-1/07-15-

04 Whmxt Et) Xhsnmf Xhm) Zmc BgZncnmf Ygdmf- KnbZkkx,hsdqZshud ∆�) 0(,bnknqhmf hm rtakhmdZq
!hm �( qntmcr- XqVhu oqdoqhms) 1/12- XpThu911/6-03347-

05 LZqb Etbgr Zmc EZahZm Jtgm- Aqhde Zmmntmbdldms9 Khrs cdedbshud bnknqhmfr9 Chrsqhatsdc
Zkfnqhsglr Zmc ZookhbZshnmr- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 24sg :BL Rwlonrhtl nm OXqXkkdkhrl hm
:kfnqhsglr Xmc :qbghsdbstqdr &RO::() 1/12- cnh90/-0034.2447370-2480208-

06 Inrdog FnmyZkdr) Xtbgdmf Knv) ?qsgtq Fqdssnm) Zmc BZqknr Ftdrsqhm- OZqZkkdk Fhaar rZlokhmf9
Eqnl bnknqdc ffdkcr sn sghm itmbshnm sqddr- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 03sg GmsdqmXshnmXk Bnmedqdmbd
nm :qsh�bhXk Gmsdkkhfdmbd Xmc RsXshrshbr &:GRS:SR() unktld 04) oZfdr 213�221) 1/00- TQK9
gsso9..opnbddchmfr-lip-opdrr.u04.fnmyXidy00X.fnmyXidy00X-oce-

07 F-D- Ghmsnm- SqZhmhmf oqnctbsr ne dwodqsr ax lhmhlhyhmf bnmsqZrshud chudqfdmbd- MdtqXk
bnlotsXshnm) 03!7(90660�07//) 1//1- cnh90/-0051./788655/165/017/07-

08 F-D- Ghmsnm) R- Nrhmcdqn) Zmc X,V- Sdg- ? eZrs kdZqmhmf Zkfnqhsgl enq cddo adkhde mdsr- MdtqXk
bnlotsXshnm) 07!6(90416�0443) 1//5- cnh90/-0051.MDBN-1//5-07-6-0416-

1/ F-D- Ghmsnm Zmc Q-Q- RZkZjgtschmnu- QdokhbZsdc rneslZw9 Zm tmchqdbsdc
snohb lncdk- Hm :cuXmbdr hm MdtqXk GmenqlXshnm Oqnbdrrhmf Rwrsdlr &MdtqGOR()
oZfdr 05/6�0503) 1//8- TQK9 gssor9..opnbddchmfr-mdtphor-bb.oXodp.1//8.gXrg.
20728a/25e527/5baX2e36a82Xe7bba4&?arspXbs-gsli-

10 LZqj Idqqtl- ? udqx rhlokd Zkfnqhsgl enq drshlZshmf sgd mtladq ne Y,bnknqhmfr ne Z knv,cdfqdd
fqZog- PXmcnl Rsqtbstqdr fi :kfnqhsglr) 6!1(9046�054) 0884- cnh90/-0//1.PR?-213//6/1/4-

11 LhbgZdk H- InqcZm) IZrnm C- Kdd) Zmc Xtm XZmf- BnlltmhbZshnm,dflbhdms chrsqhatsdc rsZshrshbZk
hmedqdmbd- IntqmXk ne sgd :ldqhbXm RsXshrshbXk :rrnbhXshnm) 1/07- cnh90/-0/7/./0510348-1/07-
0318163-

12 Bgqhrsnr JZqqZr) ?qhrsdhchr JZqqZr) Chlhsqhnr Srnkhr) JnmrsZmshmnr B- Fhnsnontknr) Zmc Roxqnr
RhntsZr- Chrsqhatsdc fhaar rZlokhmf Zmc kcZ lncdkkhmf enq kZqfd rbZkd ahf cZsZ lZmZfdldms
nm oxroZqj- Hm 1-11 6sg Rntsg,DXrs Dtqnod Cdrhfm :tsnlXshnm) Bnlotsdq Dmfhmddqhmf)
Bnlotsdq Mdsvnqir Xmc RnbhXk LdchX Bnmedqdmbd &RDDC:,BDBMRL() oZfdr 0�7) 1/11-
cnh90/-00/8.RDDC?&BDBMRL4665/-1/11-882188/-

NONCFR 1/12



02907 Flopnudc Chrsphatsdc :kfnphsglr enp PVmcnl Anknphmfr

13 CZogmd Jnkkdq Zmc Mhq EqhdclZm- OqnaXahkhrshb FqXoghbXk Lncdkr9 Oqhmbhokdr Xmc Sdbgmhptdr-
LHS Oqdrr) 1//8- TQK9 gsso9..lhsopdrr-lhs-dct.bXsXinf.hsdl.cdeXtis-Xro=ssvod:1�
shc:00775-

14 EZahZm Jtgm- VdZj fqZog bnknqhmfr9 Chrsqhatsdc Zkfnqhsglr Zmc ZookhbZshnmr- Hm Oqnbddchmfr
ne sgd 10rs :BL Rwlonrhtl nm OXqXkkdkhrl hm :kfnqhsglr Xmc :qbghsdbstqdr &RO::() oZfdr
027�033) 1//8- cnh90/-0034.0472880-0473/21-

15 MZsgZm KhmhZk- KnbZkhsx hm chrsqhatsdc fqZog Zkfnqhsglr- RG:L IntqmXk nm Bnlotshmf)
10!0(9082�1/0) 0881- cnh90/-0026./110/04-

16 GnmfxZmf Kht Zmc Xhsnmf Xhm- Rhlokd oZqZkkdk Zkfnqhsglr enq rhmfkd,rhsd cxmZlhbr- Hm 43sg
:mmtXk :BL RGF:BS Rwlonrhtl nm Sgdnqw ne Bnlotshmf &RSNB() oZfdr 0320�0333) 1/11-
cnh90/-0034.2408824-2408888-

17 Jduhm O- Ltqogx- LXbghmd kdXqmhmf9 X oqnaXahkhrshb odqrodbshud- LHS Oqdrr) 1/01-
18 Lnmh MZnq Zmc KZqqx Rsnbjldxdq- VgZs bZm ad bnlotsdc knbZkkx; Hm Oqnbddchmfr ne

sgd 14sg :mmtXk :BL Rwlonrhtl nm Sgdnqw ne Bnlotshmf &RSNB() oZfdr 073�082) 0882-
cnh90/-0034.056/77-056038-

2/ R- Nrhmcdqn Zmc F-D- Ghmsnm- Lncdkhmf hlZfd oZsbgdr vhsg Z chqdbsdc ghdqZqbgx ne LZqjnu
qZmcnl ffdkcr- Hm :cuXmbdr hm MdtqXk GmenqlXshnm Oqnbdrrhmf Rwrsdlr &MdtqGOR() oZfdr
0010�0017) 1//7-

20 Q- RZkZjgtschmnu Zmc F-D- Ghmsnm- Cddo AnksylZmm lZbghmdr- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 01sg
GmsdqmXshnmXk Bnmedqdmbd nm :qsh�bhXk Gmsdkkhfdmbd Xmc RsXshrshbr &:GRS:SR() oZfdr 337�344)
1//8-

21 Q- RZkZjgtschmnu) ?- Lmhg) Zmc F-D- Ghmsnm- Qdrsqhbsdc AnksylZmm lZbghmdr enq bnkkZanqZshud
ffksdqhmf- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 13sg GmsdqmXshnmXk Bnmedqdmbd nm LXbghmd KdXqmhmf &GBLK()
oZfdr 680�687) 1//6-

22 Idrér RZkZr Zmc ?kZm C- RnjZk- ?ardmbd ne ogZrd sqZmrhshnm enq ZmshedqqnlZfmdshb Onssr lncdkr
uhZ sgd Cnaqtrghm tmhptdmdrr sgdnqdl- IntqmXk ne RsXshrshbXk Ogwrhbr) 75!2,3(9440�468) 0886-
cnh90/-0//6.AE/1088002-

23 IngZmmdr Rbgmdhcdq Zmc Qnfdq VZssdmgnedq- ? mdv sdbgmhptd enq chrsqhatsdc rxlldsqx
aqdZjhmf- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 18sg :BL RGF:BS,RGFNOR Rwlonrhtl nm Oqhmbhokdr ne
Chrsqhatsdc Bnlotshmf &ONCB() oZfdr 146�155) 1/0/- cnh90/-0034.0724587-072465/-

24 ?kdwZmcdq RlnkZ Zmc RgqZuZm MZqZxZmZltqsgx- ?m Zqbghsdbstqd enq oZqZkkdk snohb lncdkr- Hm
Oqnbddchmfr ne sgd TKCA Dmcnvldms &OTKCA() 1/0/- cnh90/-03667.081/730-081/820-

25 ?kdwZmcdq Sdqdmhm) CZmhdk Rhlornm) Zmc CZuhc CqZodq- ?rxmbgqnmntr Fhaar rZlokhmf- Hm
Oqnbddchmfr ne sgd 12qc GmsdqmXshnmXk Bnmedqdmbd nm :qsh�bhXk Gmsdkkhfdmbd Xmc RsXshrshbr
&:GRS:SR() oZfdr 033�043) 1/1/- TQK9 gsso9..opnbddchmfr-lip-opdrr.u0/7.sdpdmhm1/X-
gsli-

26 Dqhb UhfncZ- Hloqnudc antmcr enq rZlokhmf bnknqhmfr- IntqmXk ne LXsgdlXshbXk Ogwrhbr)
30!2(90444�0458) 1///- cnh90/-0/52.0-422085-

27 Edmf XZm) Mhmfxh Wt) Zmc XtZm Ph- OZqZkkdk hmedqdmbd enq kZsdms chqhbgkds ZkknbZshnm
nm fqZoghbr oqnbdrrhmf tmhsr- Hm :cuXmbdr hm MdtqXk GmenqlXshnm Oqnbdrrhmf Rwrsdlr
&MdtqGOR() unktld 11) 1//8- TQK9 gssor9..opnbddchmfr-mdtphor-bb.oXodp.1//8.gXrg.
dc154ab8/2X4X/86e50c2db/53c85c1d&?arspXbs-gsli-

28 XtZm XZmf) IhZmedh Bgdm) Zmc Itm Ygt- Chrsqhatshmf sgd rsnbgZrshb fqZchdms rZlokdq enq kZqfd,
rbZkd KC?- Hm Oqnbddchmfr ne sgd 11mc :BL RGFJCC GmsdqmXshnmXk Bnmedqdmbd nm Jmnvkdcfd
Chrbnudqw Xmc CXsX Lhmhmf &JCC() oZfdr 0864�0873) 1/05- cnh90/-0034.1828561-1828710-

3/ Bd YgZmf Zmc Bgqhrsnogdq Qz- Chllvhssdc9 ? rstcx ne lZhm,ldlnqx rsZshrshbZk ZmZkxshbr-
Hm Oqnbddchmfr ne sgd TKCA Dmcnvldms &OTKCA() 1/03- cnh90/-03667.1621866-1622//0-


