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M a n a gi n g n et  w or k c o n g e sti o n   wit h a tri p- a n d ar e a- b a s e d
tr a d a bl e cr e dit s c h e  m e

R e n  mi n g Li u a , Si y u  C h e nb ,  Y u Ji a n ga , R a vi S e s h a dri a ,   M o s h e B e n- A ki v ab a n d
C arl o s Li  m a   A z e v e d o a

a D T U   M a n a g e  m e nt, Te c h ni c al  U ni v ersit y of  D e n  m ar k, K gs. L y n g b y,  D e n  m ar k; b C E E,   M ass a c h us etts I nstit ut e of
Te c h n ol o g y, C a  m bri d g e,   M A,  U S A

A B S T R  A C T

T hi s st u d y pr o p o s e s a tri p- a n d ar e a- b a s e d tr a d a bl e cr e dit s c h e  m e ( T C S) f or
c o n g e sti o n   m a n a g e  m e nt i n t h e c o nt e xt of t h e   m or ni n g c o  m  m ut e pr o bl e  m
u si n g  a  tri p- b a s e d    M a cr o s c o pi c  F u n d a  m e nt al   Di a gr a  m    m o d el    wit h  h et-
er o g e n o u s tr a v el er s. I n  o ur  pr o p o s e d T C S, t h e r e g ul at or  di stri b ut e s cr e dit s
t o all tr a v el er s a n d d e si g n s a ti  m e- v ar yi n g a n d tri p- b a s e d cr e dit t ariff. Cr e d-
it s  ar e tr a d e d  b et  w e e n tr a v el er s  a n d t h e r e g ul at or  vi a  a  cr e dit   m ar k et  at
t h e  pri c e  d et er  mi n e d  b y  cr e dit  d e  m a n d  a n d s u p pl y i nt er a cti o n s.  T h e  T C S
i s i n c or p or at e d i nt o  a  d a y-t o- d a y   m o d eli n g fr a  m e  w or k t o  e x a  mi n e tr a v el-
er s’ l e ar ni n g pr o c e s s, n et  w or k st at e e v ol uti o n, a n d cr e dit   m ar k et pr o p erti e s.
T h e c o n diti o n s f or e xi st e n c e  of a n e q uili bri u  m s ol uti o n a n d  u ni q u e n e s s  of
t h e e q uili bri u  m cr e dit  pri c e ar e e st a bli s h e d a n al yti c all y. Si  m ul ati o n r e s ult s
v ali d at e t h e a n al yti c al pr o p erti e s, d e  m o n str at e t h at t h e pr o p o s e d T C S yi el d s
i d e nti c al s o ci al   w elf ar e a s t h e c o n g e sti o n pri ci n g   w hil e   m ai nt ai ni n g r e v e n u e
n e utr alit y,  a n d s h o  w t h e s u p eri orit y  of  a tri p- b a s e d  T C S t o (tri p  a g n o sti c)
ar e a- b a s e d T C S.

A R TI C L E   HI S T  O R Y
R e c ei v e d 2 7  D e c e  m b er 2 0 2 1
Ac c e pt e d 2 4   M a y 2 0 2 2

K E Y   W  O R  D S
Tr a d a bl e cr e dits; tri p- b as e d
m a cr os c o pi c f u n d a  m e nt al
di a gr a  m; d e  m a n d
m a n a g e  m e nt; d a y-t o- d a y
d y n a  mi cs

1.  I ntr o d u cti o n

R o a d tr affi c  e xt er n aliti e s ar e a s eri o u s  pr o bl e  m t h at aff e ct  ur b a n tr a n s p ort ati o n  n et  w or k s   w orl d  wi d e

a n d t h eir s e v erit y c o nti n u e s t o i n cr e a s e, i  m p o si n g si g nifi c a nt c o st s o n t h e tr a v ell er, e n vir o n  m e nt, e c o n-

o  m y,  a n d  s o ci et y.  Eff ort s t o  all e vi at e t h e s e  e xt er n aliti e s  h a v e  b e e n  e x pl or e d fr o  m  b ot h  s u p pl y  a n d

d e  m a n d p er s p e cti v e s. Si n c e tr a diti o n al s ol uti o n s o n t h e s u p pl y si d e s u c h a s b uil di n g a d diti o n al i nfr a s-

tr u ct ur e  ar e  k n o  w n t o s o  m eti  m e s  b e  c o u nt er pr o d u cti v e (J o h n st o n,  L u n d,  a n d  Cr ai g  1 9 9 5 ),  d e  m a n d

m a n a g e  m e nt s ol uti o n s, fr o  m t h e   wi d el y  u s e d  pri c e i n str u  m e nt s t o t h e  e  m er gi n g,  b ut l e s s  e x pl or e d

q u a ntit y c o ntr ol i n str u  m e nt s h a v e r e c ei v e d si g nifi c a nt att e nti o n.

Si n c e t h e pr of o u n d   w or k b y Pi g o u ( 1 9 2 0 ), c o n g e sti o n pri ci n g ( C P) h a s r e c ei v e d a gr e at d e al of f o c u s

o v er t h e  p a st c e nt ur y i n  b ot h t h e or y  a n d  pr a cti c e  d u e t o t h e  p ot e nti al  g ai n s i n s o ci al   w elf ar e ( Li n d-

s e y 2 0 0 6 ).   N e v ert h el e s s, r o a d  pri ci n g oft e n r e c ei v e s  p oliti c al a n d s o ci al r e si st a n c e a s it i s  p er c ei v e d a s

a t a x ( d e  P al  m a  a n d  Li n d s e y  2 0 2 0 ).  F or t hi s r e a s o n, r e s e ar c h er s  h a v e  b e e n  e x pl ori n g  alt er n ati v e  a n d

m or e  a p p e ali n g  d e  m a n d   m a n a g e  m e nt s ol uti o n s s u c h  a s t h e tr a d a bl e cr e dit s c h e  m e ( T C S) i n r e c e nt

y e ar s ( F a n a n d Ji a n g  2 0 1 3 ;   Gr a nt-  M ull er a n d X u 2 0 1 4 ;   D o gt er o  m, Ett e  m a, a n d   Dij st 2 0 1 7 ).  A t y pi c al T C S

s y st e  m  h a s t h e f oll o  wi n g f e at ur e s ( F a n  a n d Ji a n g  2 0 1 3 ): ( 1)  a t ot al  q u ot a  of  cr e dit s  a v ail a bl e f or t h e

ar e a  of i nt er e st i s  pr e s p e cifi e d; ( 2)  a r e g ul at or  pr o vi d e s  a n i niti al  e n d o  w  m e nt  of cr e dit s t o  all  p ot e n-

ti al tr a v ell er s; ( 3) t h e cr e dit s  c a n  b e  b o u g ht  a n d s ol d i n  a   m ar k et t h at i s   m o nit or e d  b y t h e r e g ul at or
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at  a  pri c e  d et er  mi n e d  b y  d e  m a n d  a n d  s u p pl y i nt er a cti o n s; ( 4) i n  or d er t o tr a v el, tr a v ell er s  n e e d t o

s p e n d  a c ert ai n  n u  m b er  of cr e dit s (i. e. t ariff) t o  a c c e s s t h e  ur b a n tr a n s p ort ati o n s y st e  m.  T h e cr e dit s,

al s o t er  m e d p er  mit s i n t hi s st u d y, c o ul d v ar y   wit h t h e t y p e a n d attri b ut e s of t h e s p e cifi c   m o bilit y alt er-

n ati v e u s e d; ( 5) e nf or c e  m e nt i s n e c e s s ar y t o e n s ur e t h e p er  mit s ar e b ei n g c o n s u  m e d or tr a d e d v ali dl y.

C o n s e q u e ntl y, t h e T C S i s r e v e n u e- n e utr al a n d   m or e e q uit a bl e t h a n c o n g e sti o n pri ci n g (i n t h e a b s e n c e

of  r e v e n u e  r ef u n di n g),  f e at ur e s  t h at    m a y  h el p  a d dr e s s  t h e  i s s u e  of  p u bli c  a c c e pt a n c e  ( V er h o ef,

Nij k a  m p, a n d Ri et v el d  1 9 9 7 ;   W u  et  al. 2 0 1 2 ; P al  m a et al. 2 0 1 8 ).

Wit hi n t h e  c o nt e xt  of  c o n g e sti o n  pri ci n g,  di st a n c e- b a s e d  a n d tr a v el ti  m e- b a s e d t ariff s  ar e li k el y

t o  bri n g i  m pr o v e  m e nt s i n  o v er all effi ci e n c y (  w elf ar e) r el ati v e t o c or d o n- a n d z o n al- b a s e d t ariff s si n c e

t h e y b ett er i nt er n ali z e c o n g e sti o n e xt er n aliti e s b y c h ar gi n g f or t h e a ct u al di st a n c e tr a v ell e d o n t h e n et-

w or k ( or ti  m e s p e nt i n c o n g e sti o n). E xi sti n g lit er at ur e s u g g e st s t h at t h e s e i  m pr o v e  m e nt s i n effi ci e n c y

c a n  b e si g nifi c a nt  at t h e  n et  w or k l e v el ( L e nt z a ki s  et  al.  2 0 2 0 ).  Fr o  m t h e st a n d p oi nt  of i  m pl e  m e nt a-

ti o n, t h e d e v el o p  m e nt of I C T a n d s  m art p h o n e s h a s pr o vi d e d a n eff e cti v e   m e a n s of o p er ati o n ali zi n g a

T C S ( s e e   A z e v e d o et al.  2 0 1 8  f or a s  m art p h o n e- b a s e d tr a v el i n c e nti v e s y st e  m   wit h all t h e f u n cti o n alit y

r e q uir e d  b y a T C S). I  m pl e  m e nti n g  di st a n c e- a n d ti  m e- b a s e d cr e dit t ariff s   w o ul d ar g u a bl y  n ot  pr e s e nt

a n y a d diti o n al c h all e n g e s o v er li n k or c or d o n- b a s e d t ariff   m e c h a ni s  m s   wit hi n a s  m art p h o n e- b a s e d T C S

s y st e  m.

T hi s  p a p er  pr o p o s e s  a n  ar e a- b a s e d  T C S   wit h ti  m e-  a n d  di st a n c e- b a s e d cr e dit t ariff s  a n d i n c or p o-

r at e s t hi s T C S i nt o a d a y-t o- d a y   m o d elli n g fr a  m e  w or k t o i n v e sti g at e t h e pr o p erti e s of t h e e q uili bri u  m

s ol uti o n s  a n d t h e  p erf or  m a n c e  of t h e  T C S.  T h e  d a y-t o- d a y   m o d elli n g fr a  m e  w or k  u s e s  a tri p- b a s e d

M a cr o s c o pi c F u n d a  m e nt al   Di a gr a  m (  M F  D)   m o d el  o n t h e s u p pl y si d e. T h e fr a  m e  w or k i s t h e n a p pli e d

t o t h e ( d e p art ur e-ti  m e c h oi c e)   m or ni n g c o  m  m ut e  pr o bl e  m a n d  u s e d t o  e v al u at e s o ci al   w elf ar e,  n et-

w or k a n d tr a v ell er- s p e cifi c p erf or  m a n c e c h a n g e s.   M or e s p e cifi c all y, t h e c o ntri b uti o n s of t hi s p a p er ar e

t hr e e-f ol d:

( 1)     W e st u d y t h e   m or ni n g c o  m  m ut e pr o bl e  m u n d er a T C S   wit h h et er o g e n e o u s u s er s (i n t er  m s of b ot h

t h e v al u ati o n of tr a v el ti  m e/ s c h e d ul e d el a y, pr ef err e d arri v al ti  m e a n d c h oi c e s et s) u si n g a d a y-t o-

d a y d y n a  mi c a s si g n  m e nt fr a  m e  w or k (r efl e cti n g d a y-t o- d a y  b e h a vi o ur),   w hi c h yi el d s i n si g ht s i nt o

t h e e v ol uti o n of   m ar k et pri c e s a n d fl o  w s. T hi s i s c o ntr a st   wit h t h e l ar g e b o d y of e xi sti n g lit er at ur e

(  wit h t h e e x c e pti o n of Y e a n d Y a n g 2 0 1 3 ),   w hi c h s ol v e f or a n i nt er n all y c o n si st e nt s y st e  m st at e or

e q uili bri u  m.

( 2)     Wit h r e g ar d t o t h e  d e si g n  of t h e T C S,   w e c o n si d er  di st a n c e a n d ti  m e v ar yi n g cr e dit t ariff s,   w hi c h

h a v e  n ot  b e e n c o n si d er e d  b ef or e.   W e   m a k e  u s e  of t h e tri p- b a s e d   M F  D   m o d el (  w hi c h  all o  w s f or

h et er o g e n e o u s tri p-l e n gt h s) t o  eff e cti v el y   m o d el t h e i  m p a ct s  of t h e  di st a n c e- b a s e d  a n d tr a v el

ti  m e- b a s e d  cr e dit  t ariff s   wit hi n  t h e  T C S  o n  n et  w or k  effi ci e n c y  a n d  s o ci al   w elf ar e.  F urt h er,  o ur

e x p eri  m e nt s yi el d i n si g ht s i nt o t h e diff er e n c e s b et  w e e n t h e s e s c h e  m e s r el ati v e t o tr a diti o n al z o n al

s c h e  m e s a n d b et  w e e n diff er e nt T C S t ariff pr ofil e s.

( 3)     A n al yti c all y,   w e  d e  m o n str at e  s ol uti o n  e xi st e n c e  a n d t h e  u ni q u e n e s s  of t h e  cr e dit   m ar k et  pri c e

u n d er t h e a s s u  m pti o n t h at t h e tr a v el ti  m e i s a c o nti n u o u s f u n cti o n of d e p art ur e fl o  w s, c o n si d eri n g

h et er o g e n e o u s tr a v ell er s.

T h e r e st of t hi s p a p er i s or g a ni z e d a s f oll o  w s. S e cti o n  2  r e vi e  w s r el e v a nt lit er at ur e. S e cti o n 3  pr e s e nt s

t h e   m o d elli n g a s s u  m pti o n s, tr affi c fl o  w   m o d el, d a y-t o- d a y d y n a  mi c   m o d el, a n d cr e dit pri c e e v ol uti o n

m o d el.  S e cti o n   4  di s c u s s e s t h e  pr o p erti e s  of t h e  d y n a  mi c  s y st e  m, i. e. t h e  e xi st e n c e  of t h e  e q uili b-

ri u  m  s ol uti o n  a n d t h e  u ni q u e n e s s  of t h e  cr e dit  pri c e  at  e q uili bri u  m  st at e.  S e cti o n  5  i ntr o d u c e s t h e

si  m ul ati o n- b a s e d  o pti  mi z ati o n fr a  m e  w or k t o  o pti  mi z e t h e  p ar a  m et er s a s s o ci at e d   wit h t h e t ariff  pr o-

fil e f u n cti o n.   N e xt, n u  m eri c al si  m ul ati o n r e s ult s ar e di s c u s s e d i n S e cti o n 6 . Fi n all y, S e cti o n 7  c o n cl u d e s

t hi s st u d y, di s c u s s e s t h e li  mit ati o n s a n d p oi nt s o ut f ut ur e r e s e ar c h dir e cti o n s.
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2.   Lit er at ur e r e vi e  w

I n  t hi s  s e cti o n,    w e  r e vi e  w  e xi sti n g  lit er at ur e  i n  t hr e e-r el at e d  dir e cti o n s:  tr a d a bl e  cr e dit  s c h e  m e s,

M a cr o s c o pi c F u n d a  m e nt al di a gr a  m (  M F  D)   m o d el s, a n d si  m ul ati o n- b a s e d o pti  mi z ati o n.

Tr a d a bl e  cr e dit  s c h e  m e s  h a v e  b e e n  st u di e d i n  s e v er al  c o nt e xt s i n cl u di n g  t h e    m a n a g e  m e nt  of

n et  w or k  c o n g e sti o n  u si n g  st ati c  e q uili bri u  m    m o d el s (i n v ol vi n g  b ot h  r o ut e  a n d    m o d e  c h oi c e)  a n d

d a y-t o- d a y  d y n a  mi c   m o d el s, a n d t h e   m a n a g e  m e nt  of  p e a k- p eri o d c o n g e sti o n f or t h e   m or ni n g c o  m-

m ut e  u si n g  b ottl e n e c k   m o d el s (i n v ol vi n g  d e p art ur e ti  m e  c h oi c e s).   A l ar g e  b o d y  of lit er at ur e  e xi st s

o n t h e   m o d elli n g  of t h e  T C S c o n si d eri n g  a st ati c  e q uili bri u  m i n t er  m s  of t h e tr affi c fl o  w  p att er n  a n d

cr e dit   m ar k et  pri c e. F or e x a  m pl e,  Y a n g a n d   W a n g ( 2 0 1 1 ) e st a bli s h e d t h e c o n diti o n s  u n d er   w hi c h f or

a  gi v e n li n k- s p e cifi c  cr e dit  c h ar g e  s c h e  m e (i. e.  a  cr e dit t ariff  v e ct or), t h e  u s er- e q uili bri u  m li n k fl o  w

p att er n  a n d t h e cr e dit  pri c e  ar e  u ni q u e.   W a n g  et  al. ( 2 0 1 2 )  e xt e n d e d t hi s   m o d el t o c o n si d er  h et er o-

g e n eit y. I n t h e c o nt e xt  of  b ottl e n e c k   m o d el s,  Xi a o,   Qi a n, a n d  Z h a n g ( 2 0 1 3 ) s h o  w e d t h at t h e  o pti  m al

ti  m e- v ar yi n g c h ar g e  of cr e dit s at a  b ottl e n e c k al  w a y s  e xi st s  u n d er t h e a s s u  m pti o n t h at l at e arri v al i s

pr o hi bit e d.  Ni e ( 2 0 1 5 ) pr o p o s e d a n e  w t y p e T C S,   w hi c h d o e s n ot i n v ol v e t h e i niti al di stri b uti o n of cr e d-

it s b ut r e  w ar d s tr a v ell er s d e p arti n g d uri n g t h e d e si g n at e d off- p e a k ti  m e   wi n d o  w. T h e r e s ult s i n di c at e

t h at a c h ar gi n g t o r e  w ar di n g r ati o of 1  pr o vi d e s effi ci e n c y  g ai n s. E xt e n si o n s of t hi s s c h e  m e   w er e  pr o-

p o s e d i n   Ni e a n d  Yi n ( 2 0 1 3 ) a n d  Xi a o,   H u a n g, a n d Li u (2 0 1 5 ),   w hi c h c o n si d er tr a n sit a s a n alt er n ati v e

m o d e   wit h h o  m o g e n e o u s a n d h et er o g e n e o u s tr a v el er s, r e s p e cti v el y.   M or e r e c e ntl y, B a o, V er h o ef, a n d

K o st er ( 2 0 1 9 ) s h o  w e d t h at t h e  e q uili bri u  m  cr e dit  pri c e  a n d  d e p art ur e r at e  of t h e  b ottl e n e c k   m o d el

wit h  a  T C S i s  n ot  u ni q u e  alt h o u g h  u ni q u e n e s s i s  g u ar a nt e e d  u si n g  a n  alt er n ati v e c o n g e sti o n   m o d el

d e v el o p e d b y C h u ( 1 9 9 5 ).

I n  a d diti o n, t h e  a p pli c ati o n  of  T C S t o  p ar ki n g   m a n a g e  m e nt  h a s  b e e n i n v e sti g at e d.  Z h a n g,  Y a n g,

a n d   H u a n g ( 2 0 1 1 )  pr o p o s e d  p ar ki n g  p er  mit all o c ati o n  p oli ci e s a n d a fr e e tr a di n g s c h e  m e t o i  m pr o v e

n et  w or k p erf or  m a n c e u n d er li  mit e d p ar ki n g s p a c e. Li u et al. ( 2 0 1 4 ) f urt h er c o n si d er e d e x pir a bl e p ar k-

i n g  p er  mit s a n d s h o  w e d t h at t h e effi ci e n c y l o s s  of a  n o n-i d e al s c h e  m e i s  b o u n d e d.   W a n g,   W a n g, a n d

Z h a n g ( 2 0 2 0 )  utili z e d t h e  p ar ki n g  p er  mit s c h e  m e t o eli  mi n at e  p ar ki n g c o  m p etiti o n,   w hi c h c a n n ot  b e

a d dr e s s e d  b y  a  p ur e  p ar ki n g  pri ci n g  s c h e  m e.  Xi a o,  Li u,  a n d   H u a n g ( 2 0 2 1 )  st u di e d t h e  e q uili bri u  m

st at e a n d s y st e  m- o pti  m al di stri b uti o n s of p ar ki n g p er  mit s i n a   m a n y-t o- o n e   m ulti-  m o d al n et  w or k   wit h

p ar ki n g s p a c e c o n str ai nt. B a o a n d   N g ( 2 0 2 2 ) e  m piri c all y t e st e d t h e  p ar ki n g  p er  mit s c h e  m e t hr o u g h a

l a b-i n-t h e-fi el d e x p eri  m e nt   w h er e p arti ci p a nt s’   willi n g n e s s t o p a y,   willi n g n e s s t o a c c e pt c o  m p e n s ati o n

a n d   willi n g n e s s t o  gi v e  u p c ar s  ar e c oll e ct e d  a n d  a n al y z e d  b y  q u e sti o n n air e s.  T h e r e s ult s s u g g e st e d

t h at r e s p o n d e nt s s h o  w a str o n g i nt er e st i n t h e tr a d a bl e p ar ki n g p er  mit s c h e  m e a n d t h at s u c h a s c h e  m e

i s eff e cti v e i n e n c o ur a gi n g pr o- e n vir o n  m e nt al b e h a vi o ur li k e r e d u ci n g c ar o  w n er s hi p.

M ulti p eri o d  T C S  s c h e  m e s  a n d  t h e  c o  m p ar ati v e  p erf or  m a n c e  of  tr a d a bl e  cr e dit s  a n d  c o n g e s-

ti o n  pri ci n g  h a v e  al s o  b e e n  st u di e d.    Mir ali n a g hi  a n d  P e et a  (2 0 1 6 )  d e v el o p e d  a    m ulti- p eri o d  T C S

a n d  s h o  w e d t h at  p e n ali zi n g  cr e dit tr a n sf er s  a cr o s s  p eri o d s r e d u c e s  cr e dit  pri c e  v ol atilit y.  d e  P al  m a

et  al. ( 2 0 1 8 )  c o  m p ar e d  a  st a n d ar d  T C S   wit h  c o n g e sti o n  pri ci n g  a n d  s h o  w e d t h at t h e  T C S i s  e q ui v-

al e nt t o  c o n g e sti o n  pri ci n g  u n d er f ull y  a d a pti v e t oll s,  b ut  o ut p erf or  m s it  u n d er  n o n- a d a pti v e t oll s

t y pi c all y   w h e n t h e c o n g e sti o n f u n cti o n i s r el ati v el y st e e p c o  m p ar e d t o t h e d e  m a n d f u n cti o n. S e s h a dri,

d e P al  m a, a n d B e n- A ki v a ( 2 0 2 1 ) r e a c h e d si  mil ar c o n cl u si o n s o n t h e c o  m p ar ati v e p erf or  m a n c e b et  w e e n

T C S a n d c o n g e sti o n pri ci n g u si n g a   m or e c o  m pl e x   wit hi n- d a y d y n a  mi c   m o d el ( d e p art ur e ti  m e c o nt e xt)

t h at e x pli citl y   m o d ell e d s elli n g  b e h a vi o ur i n t h e   m ar k et. F urt h er, t h e y f o u n d t h at t h e  p erf or  m a n c e  of

t h e T C S i s r el ati v el y r o b u st t o irr ati o n al s elli n g b e h a vi o ur i n t h e   m ar k et, alt h o u g h it c a n r e s ult i n   w elf ar e

l o s s e s.

I n c o ntr a st, r el ati v el y f e  w st u di e s i n v e sti g at e t h e d y n a  mi c s of t h e cr e dit pri c e.   A n ot a bl e e x c e pti o n

i s  Y e  a n d  Y a n g (2 0 1 3 ),   w h o  e  m pl o y e d  a  d a y-t o- d a y l e ar ni n g   m o d el   wit hi n  a r o ut e  c h oi c e s etti n g t o

e x a  mi n e t h e d y n a  mi c e v ol uti o n pr o c e s s of tr affi c fl o  w a n d cr e dit pri c e u n d er a T C S.  Al o n g si  mil ar li n e s,

G u o,   H u a n g,  a n d  Y a n g (  2 0 1 9 )  pr o p o s e d  a fr a  m e  w or k  c o nt ai ni n g  a  p eri o d-t o- p eri o d  a dj u st e d  cr e dit

di stri b uti o n a n d c h ar g e, a n d a d a y-t o- d a y pri c e a dj u st  m e nt a n d d e  m o n str at e d a n al yti c all y t h at s u c h a

T C S e n s ur e s c o n v er g e n c e t o t h e s y st e  m o pti  m u  m.
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T o  w ar d s a pr a cti c e-r e a d y T C S, C h e n et al. ( 2 0 2 0 )   m o d ell e d t h e d et ail e d a n d j oi nt i n di vi d u al d e ci si o n

m a ki n g ( n a  m el y, t h e b u yi n g, s elli n g a n d d e p art ur e ti  m e c h oi c e s) t o g et h er   wit h t h e r e g ul at or’ s o p er a-

ti o n s i n a   mi cr o s c o pi c ti  m e- b a s e d si  m ul ati o n fr a  m e  w or k. Fi el d e x p eri  m e nt s o n T C S ar e s p ar s e. Br a n d s

et al. ( 2 0 2 0 ) e  m piri c all y t e st e d t h e   m ar k et of a T C S t hr o u g h a l a b-i n-t h e-fi el d e x p eri  m e nt   w h er e p arti ci-

p a nt s   m a k e virt u al tr a v el c h oi c e s a n d r e al tr a n s a cti o n s i n a tr a d a bl e p ar ki n g p er  mit s s etti n g. T h e r e s ult s

s h o  w e d t h at t h e  d e si g n e d   m ar k et  a c hi e v e d  cr e dit  pri c e s   wit hi n  a  d e sir e d r a n g e,  a n d t h e  o b s er v e d

b u yi n g  a n d  s elli n g   w a s i n  a c c or d a n c e   wit h  a t h e or eti c al   m ar k et  e q uili bri u  m.   Ulti  m at el y,  a n d i n t h e

a b s e n c e  of e  m piri c al e vi d e n c e, t h e s e f e  w e xi sti n g c o ntri b uti o n s  p oi nt t o k n o  w n st at e- of-t h e- art  d a y-

t o- d a y l e ar ni n g fr a  m e  w or k s f or  c a pt uri n g  d e  m a n d- s u p pl y i nt er a cti o n s ( s e e  al s o  C a nt ar ell a,  V el o n à,

a n d    W atli n g  2 0 1 5 ;   G u o  et  al. 2 0 1 6 ;  Yil diri  m o gl u  a n d  R a  m e z a ni 2 0 2 0 ).  T h e s e fr a  m e  w or k s  ar e  oft e n

e xtr e  m el y h el pf ul i n e n s uri n g d e sir a bl e e q uili bri u  m pr o p erti e s i n di s a g gr e g at e   m o d elli n g fr a  m e  w or k s

of d e  m a n d- s u p pl y i nt er a cti o n s, a s it i s f or t h e T C S s c h e  m e s at st a k e i n t hi s  p a p er. Y et, o n t h e d e  m a n d

si d e,  b ot h  d et ail e d   m ar k et i nt er a cti o n s a n d  d a y-t o- d a y l e ar ni n g  pr o c e s s e s ar e still t o  b e  e x pl or e d  b y

r e s e ar c h er s,   w h er e a s  o n t h e s u p pl y si d e,  g e n er al  a n d t o y  n et  w or k s   wit h li n k- b a s e d  cr e dit  c h ar gi n g

h a v e  b e e n  u s e d i n   m o st st u di e s ( e. g.  B a o,   G a o a,  a n d  X u  2 0 1 6 ;  Z h u  et  al. 2 0 1 5 ;  Xi a o  et  al. 2 0 1 9 ), t h u s

al s o li  miti n g t h e d e si g n t o  w ar d s pr a cti c e-r e a d y T C S ( L e s s a n a n d F u  2 0 1 9 ). I n t hi s p a p er,   w e e x a  mi n e t h e

T C S f or t h e   m or ni n g c o  m  m ut e pr o bl e  m u n d er a si n gl e r e s er v oir n et  w or k u si n g t h e   M a cr o s c o pi c F u n d a-

m e nt al  Di a gr a  m (  M F  D) (  D a g a n z o   2 0 0 7 ;  G er oli  mi ni s a n d  D a g a n z o2 0 0 7 ) a n d i n v e sti g at e c orr e s p o n di n g

pr o p erti e s.

R e c e nt   M F  D  a p pli c ati o n s, s u c h  a s  F o s g er a u  a n d  S  m all ( 2 0 1 3 ),   A  mir g h ol y  a n d   G a o (2 0 1 7 ),  q u a nti-

fi e d  p ot e nti al  b e n efit s i n t er  m s  of c o n g e sti o n r e d u cti o n  u n d er  q u a ntit y c o ntr ol a n d  pri ci n g s c h e  m e s

b y  k e e pi n g t h e  a c c u  m ul ati o n  n o  gr e at er t h a n t h e fl o  w-  m a xi  mi zi n g  v al u e.  T h e i n di vi d u al  attri b ut e s

s u c h a s  h et er o g e n e o u s tri p l e n gt h s   w er e c o n si d er e d i n   Ar n ott ( 2 0 1 3 ), F o s g er a u (2 0 1 5 ),   D a g a n z o a n d

L e h e ( 2 0 1 5 ), L a  m ott e a n d  G er oli  mi ni s (2 0 1 6 ),   w h er e a r ef or  m ul ati o n of t h e c o  m p ut ati o n f or tri p l e n gt h

i s  d e v el o p e d,  h er e aft er  r ef err e d  t o  a s  t h e tri p- b as e d   M F D.  T h er e  ar e  t hr e e  a d v a nt a g e s  of  t h e  tri p-

b a s e d   M F  D   m o d el: ( 1)  C o  m p ar e d t o t h e tr a diti o n al   M F  D   m o d el ( or   a c c u  m ul ati o n- b as e d   M F D   m o d el ,

s e e L e cl er c q et al. 2 0 1 5 ),   w h er e t h e pr e di ct e d o utfl o  w i n cr e a s e s i n st a nt a n e o u sl y   w h e n t h er e i s a s h ar p

i n cr e a s e i n  t h e i nfl o  w,  tri p- b a s e d   M F  D    m o d el  a c c o u nt s f or  a  r e a cti o n  ti  m e  t o  t h e  s u d d e n  c h a n g e

i n  d e  m a n d  a n d  c o  m p ut e s t h e  o utfl o  w  o nl y  c o n si d eri n g tr a v ell er s   w h o  h a v e  c o  m pl et e d t h eir tri p s,

pr o vi di n g   m or e r eli a bl e r e s ult s (  M ari ott e,  L e cl er c q,  a n d  L a v al  2 0 1 7 ); ( 2)  Tri p- b a s e d   M F  D   m o d el s  c a n

a c c o  m  m o d at e  a   m or e r e ali sti c  h et er o g e n eit y  of i n di vi d u al tr a v ell er s i n t er  m s  of tri p l e n gt h,  d e sir e d

arri v al ti  m e,  a n d  s c h e d ul e  d el a y  p e n alti e s ( L a  m ott e  a n d   G er oli  mi ni s  2 0 1 8 );  a n d ( 3)  Tri p- b a s e d   M F  D

m o d el s all o  w f or t e sti n g  di st a n c e- b a s e d T C S s c h e  m e s,  bri n gi n g a d diti o n al  d e gr e e s of fr e e d o  m t o t h e

s c h e  m e’ s d e si g n pr o c e s s t o  w ar d s f air n e s s a n d effi ci e n c y (  D a g a n z o a n d L e h e  2 0 1 5 ).

M or e o v er,  a  pr o p er  d e si g n  of t h e  cr e dit  c h ar gi n g  s c h e  m e i s r e q uir e d t o   m a k e t h e  T C S  eff e cti v e

f or  d e  m a n d   m a n a g e  m e nt.  T h e  s y st e  m  o pti  m al  cr e dit  s c h e  m e i s  u s u all y  d eri v e d t hr o u g h  a  cl o s e d-

f or  m  o bj e cti v e   w h e n  d e ali n g   wit h a st ati c tr affi c e q uili bri u  m   m o d el ( e. g. Y a n g a n d   W a n g 2 0 1 1 ;   W a n g

et  al.  2 0 1 2 ;  d e  P al  m a  et  al. 2 0 1 8  f or li n k- s p e cifi c  cr e dit t oll s,  a n d  Xi a o,   Qi a n,  a n d  Z h a n g (2 0 1 3 ),  B a o,

V er h o ef, a n d  K o st er ( 2 0 1 9 ),   Mir ali n a g hi et al. (2 0 1 9 ) f or ti  m e- v ar yi n g cr e dit t oll s).   H o  w e v er, it i s   m or e

c o  m pl e x t o  o bt ai n t h e c h ar gi n g s c h e  m e t h at   mi ni  mi z e s s y st e  m c o st f or si  m ul ati o n- b a s e d  d a y-t o- d a y

d y n a  mi c   m o d el s. T h o u g h s e v er al st u di e s  h a v e e x a  mi n e d t h e  pr o bl e  m  of c o  m p uti n g t h e li n k- s p e cifi c

c o n g e sti o n  pri ci n g t oll t o r e a c h  a  d e sir e d  e q uili bri u  m ( H a n  et  al.  2 0 1 7 ;  Li u  a n d   G er oli  mi ni s 2 0 1 7 ),  or

t o   mi ni  mi z e t h e s y st e  m c o st ( T a n,  Y a n g, a n d   G u o 2 0 1 5 ), it r e  m ai n s c h all e n gi n g t o  d et er  mi n e  o pti  m al

ti  m e- v ar yi n g  c h ar gi n g s c h e  m e s.  T o  a d dr e s s t h e s e  c h all e n g e s, i n t hi s  p a p er,   w e  a d o pt t h e  a p pr o a c h

of  Li u, Ji a n g,  a n d   A z e v e d o ( 2 0 2 1 )   w h o  u s e  a   G a u s si a n (  mi xt ur e) f u n cti o n t o  p ar a  m et eri z e t h e ti  m e-

v ar yi n g r o a d  pri ci n g s c h e  m e s o a s t o f a cilit at e t h e  u s e  of  d eri v ati v e-fr e e  o pti  mi z ati o n   m et h o d s, s u c h

a s e v ol uti o n al g orit h  m s, p att er n s e ar c h, a n d B a y e si a n o pti  mi z ati o n.

F urt h er  m or e,   w e s u  m  m ari z e s o  m e   w or k st u d yi n g t h e  T C S f or  d e  m a n d   m a n a g e  m e nt i n  T a bl e  1  i n

t er  m s of s u p pl y   m o d el, d e  m a n d/ b e h a vi o ur   m o d el, cr e dit pri c e, t ariff s c h e  m e, s ol uti o n pr o p erti e s, a n d

t ariff o pti  mi z ati o n.
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T a bl e  1.  C o  m p aris o ns of pr es e nt st u d y   wit h e xisti n g T C S-r el at e d r es e arc h.

St u d y S u p pl y   m o d el
D e  m a n d/

b e h a vi o ur   m o d el    Cr e dit pri c e    Tari ff s c h e  m e
S ol uti o n

pr o p erti es
Tari ff

o pti  miz ati o n

Ya n g a n d
W a n g (  2 0 1 1 )

S; G N    Fi x e d a n d el asti c;
h o  m o g e n e o us tr a v-
ell er; r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt a n d
u ni q u e

Li n k s p e ci fi c    Fl o  w; cr e dit
pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

W a n g
et al. ( 2 0 1 2 )

S; G N    Fi x e d a n d el asti c;
dis cr et e h et er o-
g e n e o us v al u e of
ti  m e; r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt a n d
u ni q u e

Li n k s p e ci fi c    E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

W u et al. (  2 0 1 2 )    S; G N    El asti c; h et er o g e n e o us
i n c o  m e;   m o d e
a n d r o ut e c h oi c es
( n est e d-l o git   m o d el)

C o nst a nt     M o d e a n d li n k
s p e ci fi c

S ol uti o n of a
v ari ati o n al
i n e q u alit y
pr o bl e  m

D eri v ati v e-fr e e
al g orit h  ms

Xi a o,   Qi a n, a n d
Z h a n g ( 2 0 1 3 )

M Fi x e d; h o  m o g e n e o us
tr a v ell er; d e p art ur e
ti  m e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    Ti  m e- v ar yi n g
c o nti n u o us
t oll

E: fl o  w, cr e dit
pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

Ni e  a n d
Yi n ( 2 0 1 3 )

M Fi x e d a n d el asti c;
h o  m o g e n e o us tr a v-
ell er; d e p art ur e ti  m e
a n d   m o d e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    St e p t olls   wit h
m o d e-s p e ci fi c
r e  w ar ds

E: fl o  w, cr e dit
pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

S hir  m o h a  m  m a di
et al. ( 2 0 1 3 )

S; G N; fi x e d a n d
u n c ert ai n
c a p a cit y

Fi x e d a n d u n c ert ai n;
h o  m o g e n e o us tr a v-
ell er; r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

U n d er c ert ai nt y:
C o nst a nt a n d
u ni q u e;  U n d er
u n c ert ai nt y:
v ol atil e

L e n gt h b as e d;
c or d o n b as e d;
li n k s p e ci fi c

E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e
u n d er
u n c ert ai nt y

A n al yti c al
o pti  m alit y
u n d er
c ert ai nt y

Ye  a n d
Ya n g ( 2 0 1 3 )

S; G N    Fi x e d; h o  m o g e n e o us
tr a v ell er; r o ut e
c h oi c e (l o git   m o d el)

D a y-t o- d a y
d y n a  mi c

Li n k s p e ci fi c    E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e

N ot c o nsi d er e d

Ni e ( 2 0 1 5 )     M Fi x e d; h o  m o g e n e o us
tr a v ell er; d e p art ur e
ti  m e c h oi c e
(d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    St e p t olls   wit h
r e  w ar ds

E: fl o  w, cr e dit
pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

Xi a o,  H u a n g, a n d
Li u ( 2 0 1 5 )

M Fi x e d; h et er o g e n e o us
v al u e of ti  m e a n d
s c h e d ul e  d el a y;
d e p art ur e ti  m e
a n d   m o d e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    St e p t olls   wit h
m o d e-s p e ci fi c
r e  w ar ds

E: fl o  w, cr e dit
pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

B a o,  G a o a, a n d
X u ( 2 0 1 6 )

S; G N    El asti c; h et er o g e n e o us
tr a v ell ers’ fr a  mi n g
a n d l a b elli n g of
cr e dits; r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    Li n k s p e ci fi c    E & U: fl o  w     N o nli n e ar
o pti  miz ati o n

Z h u et al. ( 2 0 1 5 )    S; G N    Fi x e d a n d el asti c;
c o nti n u o us
h et er o g e n e o us
v al u e  of ti  m e;
r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    Li n k s p e ci fi c    E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

Mir ali n a g hi a n d
P e et a ( 2 0 1 6 )

S; G N    El asti c;  h o  m o g e-
n e o us tr a v ell er;
r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

P eri o d-t o- p eri o d
d y n a  mi c

Li n k s p e ci fi c    E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

A k a  m ats u a n d
W a d a (  2 0 1 7 )

N et  w or k
b as e d o n
b ottl e n e c k
m o d el

Fi x e d a n d el asti c;
h et er o g e n e o us
v al u e  of ti  m e;
d e p art ur e ti  m e
a n d r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c a n d
d y n a  mi c)

Li n k s p e ci fi c
a n d ti  m e
d e p e n d e nt

Li n k s p e ci fi c
a n d ti  m e
d e p e n d e nt

E xist e n c e
c o n diti o ns

A n al yti c al
o pti  m alit y
c o n diti o ns

(c o nti n u e d ).
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T a bl e  1.  C o nti n u e d.

St u d y S u p pl y   m o d el
D e  m a n d/

b e h a vi o ur   m o d el    Cr e dit pri c e    Tari ff s c h e  m e
S ol uti o n

pr o p erti es
Tari ff

o pti  miz ati o n

P al  m a
et al. ( 2 0 1 8 )

S; si n gl e   O- D
n et  w or k

D ail y fi x e d; h et er o g e-
n e o us v al u e of ti  m e;
m o d e a n d r o ut e
c h oi c e (l o git   m o d el)

C o nst a nt a n d
u ni q u e

R o ut e a n d
s c e n ari o
s p e ci fi c

E & U: fl o  w a n d
pri c e f or
a d a pti v e t oll

N o nli n e ar
o pti  miz ati o n

Xi a o et al. ( 2 0 1 9 )   S; G N    Fi x e d;  h o  m o g e-
n e o us tr a v ell er;
r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt a n d
u ni q u e

Li n k s p e ci fi c
wit h n e g ati v e
v al u es

E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

G u o,  H u a n g, a n d
Ya n g ( 2 0 1 9 )

S; G N    El asti c;  h o  m o g e-
n e o us tr a v ell er;
r o ut e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

D a y t o  d a y
d y n a  mi c

Li n k s p e ci fi c
a n d p eri o d-
t o- p eri o d
a dj ust e d

C o n v er g e n c e t o
t h e s yst e  m
o pti  m u  m

P eri o d-t o-
p eri o d
a dj ust e d

B a o, V er h o ef, a n d
K ost er ( 2 0 1 9 )

M Fi x e d; h o  m o g e n e o us
tr a v ell er; d e p art ur e
ti  m e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt    Ti  m e- v ar yi n g
c o nti n u o us
t oll

E: fl o  w, cr e dit
pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

Mir ali n a g hi
et al. ( 2 0 1 9 )

M Fi x e d; h et er o g e n e o us
v al u e  of ti  m e,
s c h e d ul e d el a y a n d
pr ef err e d arri v al
ti  m e; d e p art ur e
ti  m e c h oi c e
( d et er  mi nisti c)

C o nst a nt a n d
u ni q u e

Ti  m e d e p e n d e nt
a n d v al u e of
ti  m e s p e ci fi c

E & U: fl o  w,
cr e dit pri c e

A n al yti c al
o pti  m alit y

T his st u d y     M or ni n g
c o  m  m ut e
pr o bl e  m
b as e d
tri p- b as e d
M F D

Fi x e d; h et er o g e n e o us
v al u e  of ti  m e,
s c h e d ul e  d el a y,
pr ef err e d arri v al
ti  m e a n d tri p l e n gt h;
d e p art ur e ti  m e
c h oi c e (l o git   m o d el)

D a y t o  d a y
d y n a  mi c

Dist a n c e b as e d
a n d ti  m e-
v ar yi n g
c o nti n u o us
t oll

E & U: cr e dit
pri c e

B a y esi a n
o pti  miz ati o n

N ot e: S, st ati c c o n g esti o n   wit h d e nsit y f u n cti o n;  G N, g e n er al n et  w or k;   M,   m or ni n g c o  m  m ut e pr o bl e  m b as e d o n b ottl e n e c k   m o d el;
E & U, e xist e n c e a n d u ni q u e n ess.

3.    M et h o d ol o g y

W e c o n si d er a   m or ni n g c o  m  m ut e  pr o bl e  m   w h er e a fi x e d  d e  m a n d  of   N  tr a v ell er s (i n d e x e d  b y i)   wi s h

t o tr a v el  d uri n g t h e   m or ni n g  p e a k.   A s s u  m e t h at t h e  d a y i s  di s cr eti z e d i nt o ti  m e i nt er v al s, t ∈ T ,   wit h

a si z e  of   t.   N ot e t h at  o ur   m o d elli n g fr a  m e  w or k  u s e s  b ot h  di s cr et e ti  m e ( o n  b ot h t h e  d e  m a n d  a n d

s u p pl y si d e s)  a n d  c o nti n u o u s ti  m e ( o n t h e s u p pl y si d e),   w hi c h   will  b e  el a b or at e d  o n i n s u b s e q u e nt

s e cti o n s. Tr a v ell er i i s a s s u  m e d t o  h a v e a tri p l e n gt h L i, a n d a  d e sir e d arri v al ti  m e T
∗
i ,   w hi c h i s  u s e d t o

c o  m p ut e  a n i n di vi d u al- s p e cifi c s et  of f e a si bl e  d e p art ur e ti  m e i nt er v al s,  or  a  d e p art ur e ti  m e   wi n d o  w,

d e n ot e d b y  T  W i ⊂ T . T h e c oll e cti o n of di s a g gr e g at e d e p art ur e-ti  m e d e ci si o n s of tr a v ell er s s er v e s a s a n

i n p ut t o a tri p- b a s e d   M F  D s u p pl y   m o d el, yi el di n g n et  w or k p erf or  m a n c e or i n di vi d u al tri p-tr a v el ti  m e s.

T h u s, i n pl a c e of t h e st a n d ar d b ottl e n e c k   m o d el, s u p pl y i s   m o d ell e d t hr o u g h ar e a- b a s e d n et  w or k s a s a

r e s er v oir (  D a g a n z o 2 0 0 7 ),   wit h t h e a s s u  m pti o n t h at tr affi c c o n g e sti o n i s s p ati all y u nif or  ml y di stri b ut e d

wit hi n t h e  n et  w or k (  D a g a n z o   2 0 0 7 ).  T h e  k e y  a d v a nt a g e  of t h e tri p- b a s e d   M F  D   m o d el i s t h at it  c a n

a c c o  m  m o d at e h et er o g e n eit y of tr a v ell er s i n t er  m s of tri p l e n gt h.

Tr a v ell er s  ar e  a s s u  m e d t o  c h o o s e t h eir  d e p art ur e ti  m e i nt er v al s  b a s e d  o n t h e tr a v el ti  m e, s c h e d-

ul e  d el a y  (t h e  diff er e n c e  b et  w e e n  t h e  a ct u al  arri v al  ti  m e  a n d  d e sir e d  arri v al  ti  m e),  a n d    m o n et ar y

c o st, al o n g t h e li n e s of t h e cl a s si c  Vi c kr e y   m o d el ( Vi c kr e y  1 9 6 9 ).   M or e s p e cifi c all y, t h e  d e p art ur e-ti  m e

c h oi c e s  of  tr a v ell er s  ar e    m o d ell e d  u si n g  a l o git    mi xt ur e    m o d el,   w hi c h i s  d e s cri b e d i n  S e cti o n  3. 2 .

D e  m a n d- s u p pl y i nt er a cti o n s  ar e  tr e at e d  u si n g  a  d a y-t o- d a y    m o d elli n g  fr a  m e  w or k  ( C a nt ar ell a  a n d

C a s c ett a   1 9 9 5 ),   w h er e  p er c ei v e d  tr a v el  ti  m e s  a n d  s c h e d ul e  d el a y  of  tr a v ell er s  e v ol v e fr o  m  d a y  t o

d a y t hr o u g h  a l e ar ni n g  pr o c e s s.  T h e  c o n v er g e n c e  pr o p erti e s  of t hi s  d a y-t o- d a y  d y n a  mi c   m o d el  ar e

d e s cri b e d i n S e cti o n  4 .
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Fi n all y,   wit hi n t h e  pr o p o s e d tr a d a bl e  cr e dit s c h e  m e,   w hi c h i s  u s e d t o   m a n a g e  p e a k- p eri o d  c o n-

g e sti o n  a n d  a c hi e v e  p e a k s pr e a di n g, t h e r e g ul at or  di stri b ut e s  a s p e cifi e d  n u  m b er  of cr e dit s t o  e a c h

tr a v ell er.  Tr a v elli n g i n  a ti  m e i nt er v al  t will i n c ur  a  cr e dit  c h ar g e   w hi c h  d e p e n d s  o n  a ti  m e-i nt er v al

s p e cifi c cr e dit t ariff  d e n ot e d  b y  g (t), a n d eit h er t h e tri p l e n gt h L i or tr a v el ti  m e  T i,  d e p e n di n g  o n t h e

s c h e  m e i n pl a c e. T h e T C S i s d e s cri b e d i n d et ail i n s e cti o n  3. 3 .

3. 1.   S u p pl y   m o d el

Al g orit h  m 1  E v e nt- b a s e d si  m ul ati o n of t h e tri p- b a s e d   M F  D

St e p 1.  I niti ali z ati o n: I n p ut t
d e p
i , T ∗

i , L i, s p e e d-  M F  D f u n cti o n V (n ) a n d n u  m b er of  tr a v ell er s  N ; s et n  =   0,

e v e nt c o u nt er  j =   0,  tj =   0; c al c ul at e t h e i niti all y e sti  m at e d arri v al ti  m e f or all  tr a v ell er s  ∀ i,  1. . . N  b y

L i/ V (0 ).

St e p 2.  C o n str u ct t h e  e v e nt li st  b y  a p p e n di n g t h e  d e p art ur e  a n d  arri v al i n t h e  or d er  of ti  m e,   wit h  a

l e n gt h of 2N .

St e p 3.  C al c ul at e t h e e x p eri e n c e d tr a v el ti  m e:

W hil e   E v e nt li st i s n ot e  m pt y:

s et j =   j +   1,  tj a s t h e ti  m e of t h e n e xt e v e nt

l et L i =   L i −   V (n ) · (tj −   tj−  1 ), ∀ i

if t h e n e xt cl o s e st e v e nt i s a  tr a v ell er i  d e p art ur e:

n  =   n  +   1, u p d at e t h e cr e dit a c c o u nt b al a n c e of  tr a v ell er  i

el s e :

n  =   n  −   1, c o  m p ut e t h e e x p eri e n c e d tr a v el ti  m e of  tr a v ell er  i , T i (t
d e p
i )

e n d if

R e  m o v e t hi s e v e nt fr o  m t h e e v e nt li st

U p d at e t h e c urr e nt a v er a g e tr a v elli n g s p e e d  V (n )

U p d at e t h e e sti  m at e d arri v al ti  m e f or tr a v ell er s c urr e ntl y i n t h e n et  w or k b y  E q u ati o n ( 1) c o n si d eri n g

a c o n st a nt s p e e d  V (n )

S ort t h e e v e nt li st i n t h e or d er of ti  m e

E n d   w hil e

A si n gl e-r e s er v oir n et  w or k (  D a g a n z o  2 0 0 7 ;   G er oli  mi ni s a n d   D a g a n z o 2 0 0 7 ) i s c o n si d er e d i n t hi s st u d y,

w h er e all tri p s  ori gi n at e a n d e n d   wit hi n t hi s  n et  w or k. T h e i d e a i s t o  d e s cri b e t h e a g gr e g at e v e hi c ul ar

a c c u  m ul ati o n, t h e n u  m b er of o p er ati n g v e hi cl e s, at t h e ‘ n ei g h b o ur h o o d’ l e v el   wit h a   w ell- d efi n e d r el a-

ti o n s hi p  b et  w e e n t h e r e s er v oir  o utfl o  w a n d t h e a g gr e g at e a c c u  m ul ati o n.   W e a s s u  m e t h at t h e tr a v el

d e  m a n d i s  n ot e x c e s si v el y l ar g e s o a s t o tri g g er a  gri dl o c k. T hi s a s s u  m pti o n e n s ur e s t h at t h e  gri dl o c k

i s n e v er r e a c h e d a n d a n o n- z er o fl o  w st a bl e e q uili bri u  m c a n b e a c hi e v e d.

F urt h er  m or e,   w e r e s ort t o t h e  tri p- b as e d   M F D a s i n   Ar n ott ( 2 0 1 3 ),  F o s g er a u (2 0 1 5 ),   D a g a n z o  a n d

L e h e ( 2 0 1 5 ), L a  m ott e a n d  G er oli  mi ni s (2 0 1 8 ),   w h o s e g e n er al pr o p erti e s ar e f urt h er i n v e sti g at e d i n   M ar-

i ott e, L e cl er c q, a n d L a v al (2 0 1 7 ). T h e  g e n er al  pri n ci pl e  of t h e tri p- b as e d   M F D i s t h at t h e tri p l e n gt h  of

tr a v ell er i i s  c o  m p ut e d  a s t h e i nt e gr al  of t h e s p e e d fr o  m t h e  e nt eri n g ti  m e t
d e p
i t o t h e  e xiti n g ti  m e

t
d e p
i +   T i(t

d e p
i ),   w hi c h i s   writt e n a s f oll o  w s,

L i =
t
d e p
i +  T i(t

d e p
i )

t
d e p
i

V (n ( t̃)) d t̃ ( 1)

Wit h o ut l o s s of g e n er alit y, n ot ati o n   t
d e p
i i s u s e d i n st e a d of t

d e p
i,d i n E q u ati o n (1 ), a n d t̃ r e pr e s e nt s c o nti n-

u o u s ti  m e. T h e a s s u  m pti o n t h at  V (n ( t̃))) i s f or all tr a v ell er s i n t h e  n et  w or k a n d  o nl y c h a n g e s   wit h a n

e v e nt ( d e p art ur e or arri v al) f a cilit at e s t h e u s e of e v e nt- b a s e d si  m ul ati o n f or a n al y si n g n et  w or k pr o p er-

ti e s (  M ari ott e, L e cl er c q, a n d L a v al 2 0 1 7 ; Yil diri  m o gl u a n d R a  m e z a ni 2 0 2 0 ). I n t hi s  p a p er   w e a d o pt t h e

si  m ul ati o n pr o c e s s d e s cri b e d i n   Al g orit h  m 3. 1.
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3. 2.   B e h a vi o ur   m o d el

A l o git   mi xt ur e   m o d el ( B e n- A ki v a,   M c F a d d e n,  a n d  Tr ai n   2 0 1 9 )   wit h  a   m o n e y-  m etri c  utilit y i s  u s e d t o

c h ar a ct eri z e t h e  d e p art ur e ti  m e c h oi c e  of tr a v ell er s,   w h er ei n t h e  utilit y f or a tr a v ell er  i d e p arti n g i n a

ti  m e i nt er v al t ∈   T  W i o n d a y  d  i s gi v e n b y:

U i,d (t) =   C i,d (t) + i ( 2)

w h er e i i s a n i d e nti c all y a n d i n d e p e n d e ntl y  di stri b ut e d err or t er  m; a n d C i,d (t) i s t h e s y st e  m ati c  di s u-

tilit y ( d efi n e d i n  e q u ati o n (4 )) f or tr a v ell er i d e p arti n g i n ti  m e i nt er v al  t o n  d a y  d .  T h e  pr o b a bilit y  of

c h o o si n g d e p art ur e ti  m e i nt er v al  t c a n b e c al c ul at e d a c c or di n g t o t h e l o git   m o d el a s f oll o  w s:

Pr i,d (C i,d (t))  =
e x p (  μ · C i,d (t))

s∈ T  W i
e x p (  μ · C i,d (s))

( 3)

w h er e   μ   >   0 i s t h e s c al e  p ar a  m et er, r efl e cti n g t h e v ari a n c e  of t h e  u n o b s er v e d  p orti o n  of  utilit y,   wit h

c h oi c e s b ei n g r a n d o  m f or s c al e p ar a  m et er e q u al t o z er o a n d d et er  mi ni sti c a s it s v al u e a p pr o a c h e s i nfi n-

it y ( B e n- A ki v a  a n d  L er  m a n 1 9 8 5 ).  L et c̃ i,d (t) d e n ot e t h e  p er c ei v e d  di s utilit y  a s s o ci at e d   wit h t h e ti  m e

c o  m p o n e nt s (tr a v el ti  m e, s c h e d ul e  d el a y e arl y, s c h e d ul e  d el a y l at e) f or tr a v ell er  i o n  d a y  d  d e p arti n g

i n ti  m e i nt er v al t; t h e s y st e  m ati c di s utilit y C i,d (t) i s d efi n e d a s:

C i,d (t)  = c̃ i,d (t) −   p d · g (t) · L i · w ( 4)

w h er e t h e cr e dit  p a y  m e nt  of tr a v ell er   i i s t h e  pr o d u ct  of cr e dit  pri c e p d , cr e dit t ariff g (t), tri p l e n gt h

L i a n d  w   i s  a f a ct or f or s c ali n g  d o  w n t h e   m a g nit u d e  of tri p l e n gt h t o  a v oi d  u nr e ali sti c all y l ar g e  p a y-

m e nt s. I n  pri n ci pl e,  o n e c o ul d a d d t h e   m ar k et v al u e  of t h e  d ail y cr e dit e n d o  w  m e nt t o t h e e x pr e s si o n

i n E q u ati o n (4 ) s o t h at t h e  utilit y  dir e ctl y c a pt ur e s t h e  n et   m o n et ar y  g ai n  or l o s s fr o  m cr e dit tr a n s a c-

ti o n s.   H o  w e v er, i n t h e a b s e n c e  of  n o n-li n e ar i n c o  m e eff e ct s, t hi s a  m o u nt s t o a d di n g a c o n st a nt t er  m

t o t h e  utilit y  of e v er y alt er n ati v e, a n d t h u s,  d o e s  n ot aff e ct t h e c h oi c e a n d c a n  b e  o  mitt e d.   N ot e al s o

t h at alt h o u g h i n t h e d e s cri pti o n of t h e   m o d el a n d it s pr o p erti e s t h at f oll o  w s,   w e   will r ef er s ol el y t o t h e

di st a n c e- b a s e d t ariff s c h e  m e, i n t h e e x p eri  m e nt s s e cti o n,   w e al s o e x a  mi n e t h e tr a v el-ti  m e  b a s e d a n d

ar e a- b a s e d s c h e  m e s.

A s n ot e d pr e vi o u sl y,   wit hi n t h e d a y-t o- d a y   m o d elli n g fr a  m e  w or k, tr a v ell er s u p d at e t h eir p er c e pti o n

of t h e ti  m e c o  m p o n e nt s f or d a y  d  +   1, c̃ i,d +  1 (t), at t h e e n d of e a c h d a yd .   W e a s s u  m e t h at t h e p er c e pti o n

of t h e ti  m e c o  m p o n e nt s f or d a y  d  +   1, c̃ i,d +  1 (t), i s u p d at e d u si n g a c o  m bi n ati o n of t h e p er c ei v e d c̃ i,d (t)

o n  d a y  d  ( hi st ori c al k n o  wl e d g e) a n d t h e e x p eri e n c e d ( c h o s e n alt er n ati v e s) a n d e sti  m at e d ( u n c h o s e n

alt er n ati v e s) tr a v el ti  m e, s c h e d ul e d el a y s o n d a y  d , c i,d (t), a s f oll o  w s:

c̃ i,d +  1 (t)  =   ω  · c̃ i,d (t) +   (1  −   ω)  · c i,d (t) ( 5)

w h er e  0   <   ω   <   1 i s  a l e ar ni n g  p ar a  m et er,   w hi c h  r e pr e s e nt s  t h e  r el ati v e   w ei g ht  gi v e n  t o  hi st ori c al

e x p eri e n c e v er s u s c urr e nt e x p eri e n c e.

T h e  e x p eri e n c e d  ( or  e sti  m at e d)    m o n e y-  m etri c  di s utilit y  a s s o ci at e d    wit h  ti  m e  c o  m p o n e nt s  f or

tr a v ell er i o n d a y  d  d e p arti n g i n ti  m e i nt er v al  t i s gi v e n b y:

c i,d (t) =   −  θ i · T i,d (t) −   δ i · S D E i · (T ∗
i −   t −   T i,d (t))

−   (1  −   δ i) · S D L i · (t +   T i,d (t) −   T ∗
i ) ( 6)

w h er e   θ i i s t h e v al u e of ti  m e f or tr a v ell er i, T i,d (t) i s t h e tr a v el ti  m e f or tr a v ell er i o n  d a y  d  d e p arti n g i n

ti  m e i nt er v al t, a n dδ i i s a bi n ar y v ari a bl e t h at e q u al s 1 if tr a v ell er iarri v e s e arl y a n d 0 ot h er  wi s e.  S D E i a n d

S D L i ar e t h e s c h e d ul e d el a y e arl y a n d s c h e d ul e d el a y l at e p ar a  m et er s f or tr a v ell er  i, r e s p e cti v el y,   w hi c h

ar e  d efi n e d  a s t h e  diff er e n c e  b et  w e e n t h e  d e sir e d  arri v al ti  m e  T ∗
i a n d  a ct u al  arri v al ti  m e  t +   T i,d (t).

N ot e t h at i n e x pr e s si o n s t h at c o  m bi n e a ti  m e i nt er v al a n d c o nti n u o u s ti  m e, t h e i nt er v al i s t a k e n t o b e

it s   mi d p oi nt.
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N ot e t h at u si n g  Al g orit h  m 3. 1, o nl y t h e tr a v el ti  m e f or t h e c h o s e n d e p art ur e ti  m e c a n b e   m e a s ur e d

b y  a  p arti c ul ar tr a v ell er  i. I n  or d er t o  e sti  m at e t h e tr a v el ti  m e f or  all  ot h er  u n c h o s e n  d e p art ur e ti  m e

i nt er v al s i n t h e c h oi c e s et T  W i,   w e  u s e t h e c o n c e pt  of fi cti o n al tr a v ell er s   w h o ar e a s s u  m e d t o c h o o s e

t h e s e  d e p art ur e ti  m e i nt er v al s   wit h o ut i nfl u e n ci n g t h e  a c c u  m ul ati o n  of t h e  n et  w or k ( L a  m ott e  a n d

G er oli  mi ni s  2 0 1 5 ).

T h e  c h oi c e  s et  of f e a si bl e  d e p art ur e ti  m e i nt er v al s  or  d e p art ur e ti  m e   wi n d o  w  T  W i i s i n di vi d u al-

s p e cifi c a n d d efi n e d a s T  W i = {  t
d e p
i, 0 −   τ ,t

d e p
i, 0 −   ( τ  −   1 ),. . . ,t

d e p
i, 0 +   τ },   w h er e τ  i s a p ar a  m et er a n d t

d e p
i, 0

r e pr e s e nt s t h e i niti al  d e p art ur e ti  m e i nt er v al  o n  d a y  0,   w hi c h i s c o  m p ut e d fr o  m t h e  pr ef err e d arri v al

ti  m e T ∗
i a n d t h e  p er c ei v e d tr a v el ti  m e  o n  d a y  0. T h u s, t h e  d e p art ur e ti  m e   wi n d o  w  T  W i c o n si st s  of  2 τ

ti  m e i nt er v al s c e ntr e d ar o u n d t h e pr ef err e d d e p art ur e ti  m e o n d a y 0, t
d e p
i, 0 .

N ot e al s o t h at r e s e ar c h h a s s h o  w n t h at tr a v ell er s’ a c c e s s t o i nf or  m ati o n aff e ct s p er c ei v e d c o st s a n d

c o n v er g e n c e of t h e d a y t o d a y   m o d el. F or e x a  m pl e, Li u et al. ( 2 0 1 7 ), Li u a n d S z et o (2 0 2 0 ) s h o  w e d t h at

t h e pr e di ct e d tr a v el c o st aff e ct s y st e  m c o n v er g e n c e a n d r e d u c e v ari ati o n s i n s y st e  m p erf or  m a n c e o v er

d a y s.  Al o n g si  mil ar li n e s, Z h u et al. ( 2 0 1 9 ) d e  m o n str at e d t h at t h e c o  m bi n ati o n of hi st ori c al k n o  wl e d g e

a n d e x p eri e n c e d i nf or  m ati o n yi el d s hi g h er l e v el s of c o n v er g e n c e.

3. 3.   Tr a d a bl e cr e dit s c h e  m e

T h e T C S e x pl or e d i n t hi s p a p er e xt e n d s t h e d e si g n pr o p o s e d i n B a o, V er h o ef, a n d K o st er ( 2 0 1 9 ), Br a n d s

et al. ( 2 0 2 0 ), C h e n et al. (2 0 2 0 ) t o c o n si d er tri p l e n gt h- b a s e d a n d tr a v el ti  m e- b a s e d t ariff s c h e  m e s, a n d

h a s t h e f oll o  wi n g f e at ur e s: ( 1) T h e r e g ul at or   will gi v e o ut t h e s a  m e a  m o u nt of cr e dit s t o e v er y tr a v ell er

o n e a c h  d a y, ( 2) T h e cr e dit s e x pir e at t h e e n d  of t h e  d a y (i n  ot h er   w or d s t h e y ar e v ali d  o nl y f or a si n-

gl e  d a y), ( 3)   All tr a v ell er s  ar e  a s s u  m e d t o tr a d e  dir e ctl y   wit h t h e r e g ul at or s o t h at tr a v ell er s   w h o  ar e

s h ort of cr e dit s c a n b u y e n o u g h cr e dit s t o p a y t h e t ariff, a n d tr a v ell er s   w h o h a v e e x c e s s cr e dit s c a n s ell

t h e  m.   N ot e t h at s u c h  a  d e si g n  h el p s   mi ni  mi z e tr a n s a cti o n  c o st s  a s s o ci at e d   wit h i nf or  m ati o n  a c q ui-

siti o n,  n e g oti ati o n,  et c. t h at  ar e  pr e s e nt i n   m ar k et s   wit h  p e er-t o- p e er tr a di n g  a n d  a u cti o n s ( Br a n d s

et al.  2 0 2 0 ), ( 4) T h e t ariff pr ofil e (i. e. t h e ti  m e- v ar yi n g t ariff i n cr e dit s p er tri p l e n gt h or tr a v el ti  m e u nit)

i s d e si g n e d b y t h e r e g ul at or i n a d v a n c e a n d i s i n v ari a nt a cr o s s t h e e ntir e d a y-t o- d a y pr o c e s s.

It s h o ul d b e p oi nt e d o ut t h at t h e pr o p o s e d T C S s c h e  m e i s n ot i d e nti c al t o a c o n g e sti o n pri ci n g s y s-

t e  m i n   w hi c h t oll r e v e n u e s ar e  e q u all y r e di stri b ut e d t o  all  u s er s ( oft e n t er  m e d r e v e n u e r ef u n di n g  or

r e v e n u e r e c y cli n g s c h e  m e s).  T h e  k e y  diff er e n c e  b et  w e e n t h e t  w o i s t h at t h e  T C S s c h e  m e i n v ol v e s  a

m ar k et   w hi c h all o  w s f or tr a di n g of cr e dit s r e s ulti n g i n a n e n d o g e n o u s cr e dit pri c e. T hi s   m ar k et   m e c h-

a ni s  m l e n d s t h e  T C S s c h e  m e  a d diti o n al fl e xi bilit y t h at  h a s  b e e n s h o  w n t o  yi el d  b ot h  effi ci e n c y  a n d

e q uit y g ai n s ( s e e S e s h a dri, d e P al  m a, a n d B e n- A ki v a  2 0 2 1 ; P al  m a et al.2 0 1 8 ) i n t h e pr e s e n c e of d e  m a n d

a n d s u p pl y u n c ert ai nt y, e v e n   w h e n cr e dit all o c ati o n r at e s ar e fi x e d ( a cr o s s d a y s or ti  m e p eri o d s).

T h e b u yi n g a n d s elli n g b e h a vi o ur of i n di vi d u al s i n t h e   m ar k et i s n ot e x pli citl y   m o d ell e d i n t hi s st u d y,

i n c o ntr a st   wit h  C h e n et al. (2 0 2 0 ).   H er e, f or e a c h d a y, aft er s el e cti n g a d e p art ur e ti  m e i nt er v al, a tr a v-

ell er   will h a v e t o p a y a cr e dit t ariff a c c or di n g t o t h e t ariff pr ofil e f u n cti o n  g (t) a n d h er/ hi s tri p-l e n gt h or

tr a v el ti  m e. If t h e tr a v ell er i s s h ort of cr e dit s, s h e/ h e c a n o nl y  b u y t h e cr e dit s n e e d e d f or t h e  p a y  m e nt

dir e ctl y fr o  m t h e r e g ul at or; ot h er  wi s e, s h e/ h e   will s ell e xtr a cr e dit s t o t h e r e g ul at or at t h e   m ar k et pri c e.

W e a s s u  m e a cr e dit  b al a n c e of 0 at t h e e n d of t h e d a y ( n ot e t h at si n c e cr e dit s e x pir e at t h e e n d of t h e

d a y,  n o  u s er   will l e a v e cr e dit s  u n u s e d) a n d   w e  d o  n ot   m a k e a n e x pli cit a s s u  m pti o n  o n t h e  n u  m b er  of

tr a d e s. T hi s a s s u  m pti o n i s c o  m  m o nl y a d o pt e d i n t h e lit er at ur e ( Y a n g a n d   W a n g 2 0 1 1 ;   W u  et  al. 2 0 1 2 ;

Br a n d s et al.  2 0 2 0 ). It i s e x p e ct e d t h at c o  m pl e x a n d str at e gi c b u yi n g a n d s elli n g b e h a vi o ur s   will aff e ct

cr e dit  pri c e  e v ol uti o n (  D o gt er o  m,  Ett e  m a,  a n d   Dij st  2 0 1 7 ;  C h e n  et  al. 2 0 2 0 ) t hr o u g h  b ot h t h e cr e dit

v al u e  p er c e pti o n  a n d  eff e cti v e  d e  m a n d  a n d  s u p pl y  of  cr e dit s.   A  c o  m  m o n   w a y t o  a v oi d t h e  s p e c u-

l ati o n i s t o s et  a s p e cifi c  v ali dit y  p eri o d; t h e n  n o  o n e  c a n  b e n efit fr o  m  cr e dit st o c ki n g  a n d  b a n ki n g

b e h a vi o ur s ( d e P al  m a a n d Li n d s e y  2 0 2 0 ). I n t hi s st u d y, t h e v ali dit y  p eri o d i s s et a s  o n e  d a y.   N ot e t h at

w hil e t h e e n d- of- d a y ‘tr a v ell er-t o-r e g ul at or’ tr a di n g i s b e n efi ci al i n r e d u ci n g tr a n s a cti o n c o st s ( a s s o ci-

at e d   wit h fi n di n g a  b u y er/ s ell er i n a   m ar k et, et c.), it s   m ai n  di s a d v a nt a g e i s t h at t h e  b u d g et  n e utr alit y
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of cr e dit s i s n ot g u ar a nt e e d i n t h e s h ort-t er  m ( Br a n d s et al.  2 0 2 0 ).   A p o s si bl e s ol uti o n c o ul d b e s etti n g

a c a p f or t h e s u p pl y of cr e dit s fr o  m t h e r e g ul at or.   N e v ert h el e s s, a s   w e d e  m o n str at e t hr o u g h n u  m eri c al

e x p eri  m e nt s, t h e pr o p o s e d pri c e a dj u st  m e nt   m e c h a ni s  m i n S e cti o n  3. 3. 1  e n s ur e s   m ar k et cl e ar a n c e of

cr e dit s at e q uili bri u  m, a n d  h e n c e,  b u d g et  n e utr alit y   will  b e  g u ar a nt e e d e v e nt u all y.   O ur  d e si g n  of t h e

s y st e  m i s   m oti v at e d  b y t h e n e e d t o   mi ni  mi z e tr a n s a cti o n c o st s,   w hi c h c a n aff e ct effi ci e n c y of t h e T C S

( s e e Br a n d s et al. 2 0 2 0 ;  Ni e 2 0 1 2  f or a d et ail e d di s c u s si o n).

3. 3. 1.   Cr e dit pri c e e v ol uti o n
A s cr e dit s ar e  b o u g ht a n d s ol d i n a   m ar k et, t h e  pri c e i s  d et er  mi n e d e n d o g e n o u sl y  b y cr e dit  d e  m a n d-

s u p pl y i nt er a cti o n s ( Y a n g  a n d   W a n g  2 0 1 1 ;  Y e  a n d  Y a n g 2 0 1 3 ).  S p e cifi c all y, t h e  s u p pl y  of  cr e dit s i s

pr e d et er  mi n e d b y t h e r e g ul at or   w hil e t h e d e  m a n d or c o n s u  m pti o n of cr e dit s i s g o v er n e d b y t h e cr e dit

t ariff pr ofil e, cr e dit pri c e a n d t h e tr affi c fl o  w g e n er at e d fr o  m t h e e x e c ut e d tr a v el pl a n s ( d e p art ur e ti  m e s

c h oi c e s) of all t h e a g e nt s. T h e diff er e n c e b et  w e e n t h e s u p pl y a n d d e  m a n d d et er  mi n e s t h e cr e dit pri c e,

i. e. t h e   m ar k et pri c e s h o ul d i n cr e a s e   w h e n d e  m a n d e x c e e d s s u p pl y, a n d r e d u c e   w h e n s u p pl y e x c e e d s

d e  m a n d,   w hi c h i n t ur n i nfl u e n c e s t h e d e p art ur e ti  m e c h oi c e s of a g e nt s.

W e  a s s u  m e t h at t h e  cr e dit  pri c e  o n  d a y   d  +   1 i s  b a s e d  o n t h e  pr e vi o u s  d a y’ s  cr e dit  pri c e  p d a n d

t h e  e x p e ct e d  e x c e s s  cr e dit  c o n s u  m pti o n Z d ,  d efi n e d  a s t h e  diff er e n c e  b et  w e e n t h e  e x p e ct e d  cr e dit

c o n s u  m pti o n a n d t h e t ot al e n d o  w  m e nt of cr e dit s i n a gi v e n d a y. T h e e n d o  w  m e nt  Ii,d i s a s s u  m e d t o b e

t h e s a  m e f or all tr a v ell er s a n d c o n st a nt a cr o s s  d a y s,  h e n c e,   w e  d e n ot e it  b y I h er e aft er,  dr o p pi n g t h e

s u b s cri pt s i a n d  d .  T h u s,

Z d =
i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p d )) · g (t) · L i · w   −   I · N ( 7)

p d +  1 =   p d +   Q  (p d ,Z d ) ( 8)

w h er e t h e c h a n g e of pri c e i s r e pr e s e nt e d b y f u n cti o n   Q  .

F u n cti o n  Q  (p ,Z ) n e e d s t o s ati sf y t h e f oll o  wi n g a s s u  m pti o n s t o  g u ar a nt e e a  n o n- n e g ati v e  pri c e  p :

( 1) ∀ p  >   0,  Q  (p ,Z ) i s stri ctl y i n cr e a si n g   wit h Z  ∈ R ; ( 2) If p  =   0,  Q  (0,  Z ) i s stri ctl y i n cr e a si n g   wit h Z  ≥   0;

( 3) Q  (p ,  0) =   0,  ∀ p  ≥   0;  Q  (0,  Z ) =   0,  ∀ Z  ≤   0. T h e n,   w e h a v e

Q  (p ,Z ) =   0  ⇐  ⇒   p  · Z  =   0,   p  ≥   0,  Z  ≤   0 ( 9 )

4.   S ol uti o n a n al y si s

T hi s s e cti o n b uil d s o n t h e   w or k of Y e a n d Y a n g ( 2 0 1 3 ),   w h o s h o  w e d t h at t h e e q uili bri u  m of   m ar k et pri c e

a n d fl o  w d y n a  mi c s u n d er a T C S i n a r o ut e c h oi c e c o nt e xt i s u ni q u e a n d st a bl e.  N ot e t h at d u e t o t h e l a c k

of a cl o s e d-f or  m e x pr e s si o n f or t h e tri p- b a s e d   M F  D   m o d el, it i s  n ot str ai g htf or  w ar d t o  pr o v e t h at t h e

tr a v el c o st v e ct or c̃ d i s   m o n ot o n e   wit h r e s p e ct t o t h e  d e p art ur e fl o  w s, e s p e ci all y   wit h h et er o g e n e o u s

tr a v ell er s.   Wit h o ut t hi s pr o p ert y, e st a bli s hi n g u ni q u e n e s s of t h e e q uili bri u  m a n al yti c all y i s diffi c ult. F or

t h e s a  m e r e a s o n,   w e d o n ot h a v e a n a n al yti c al f or  m of t h e c orr e s p o n di n g J a c o bi a n   m atri x of t h e tr a v el

c o st c̃ d ,   w hi c h i s r e q uir e d f or pr o vi n g c o n v er g e n c e.  H e n c e,   w e o nl y di s c u s s e xi st e n c e of t h e e q uili bri u  m

a n d  u ni q u e n e s s  of t h e cr e dit  pri c e.   N e v ert h el e s s,  o ur  n u  m eri c al e x p eri  m e nt s i n di c at e t h at t h e  d a y t o

d a y d y n a  mi c al s y st e  m c o n v er g e s t o t h e s a  m e e q uili bri u  m fl o  w p att er n f or diff er e nt i niti al c o n diti o n s.

4. 1.   S ol uti o n s t o t h e d a y-t o- d a y   m o d el

A s  d efi n e d i n  C a nt ar ell a  a n d  C a s c ett a ( 1 9 9 5 ),   W atli n g (1 9 9 6 ),  a  d y n a  mi c  d a y-t o- d a y   m o d el  c o ul d  b e

eit h er  a  d et er  mi ni sti c  pr o c e s s (  D P)  or  a st o c h a sti c  pr o c e s s ( S P)  of  e v ol uti o n t o  w ar d s, r e s p e cti v el y,  a

st o c h a sti c e q uili bri u  m a n d st ati o n ar y  pr o b a bilit y  di stri b uti o n. I n a   D P, t h e fr a cti o n  of  u s er s  d e p arti n g

i n  a  p arti c ul ar i nt er v al i s  a s s u  m e d t o  b e  e q u al t o it s  e x p e ct e d  v al u e, i. e. t h e  c h oi c e  pr o b a bilit y,  a n d

h e n c e,  d e p art ur e fl o  w s ar e tr e at e d a s  d et er  mi ni sti c. T h u s, i n a   D P, k n o  wl e d g e  of t h e e ntir e  hi st or y  of
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t h e s y st e  m c o  m pl et el y  d e s cri b e s t h e c urr e nt s y st e  m st at e. T hi s i s i n c o ntr a st   wit h a n S P,   w h er e fl o  w s

ar e tr e at e d a s r a n d o  m v ari a bl e s (  w e r ef er t h e r e a d er t o C a nt ar ell a a n d C a s c ett a  1 9 9 5 ;   W atli n g 1 9 9 6  f or

a   m or e  d et ail e d  di s c u s si o n). T h u s, i  m pli citl y, i n t h e   D P,  d e  m a n d i s   m o d ell e d a s a c o nti n u o u s v ari a bl e

( al s o a d o pt e d i n   M ari ott e, L e cl er c q, a n d L a v al 2 0 1 7 ; L a  m ott e a n d   G er oli  mi ni s 2 0 1 8 ).   W e a d o pt t h e   D P

a s s u  m pti o n, a n d t h u s, t h e n u  m b er of tr a v ell er s  d e p arti n g i n ti  m e i nt er v al  t o n  d a y  d  i s a s s u  m e d t o  b e

e q u al t o t h e s u  m of c h oi c e pr o b a biliti e s of i nt er v al  t a cr o s s i n di vi d u al s.

W h e n t h e pr o p o s e d d a y-t o- d a y   m o d el r e a c h e s e q uili bri u  m, t h e t ot al n u  m b er of c o n s u  m e d cr e dit s

s h o ul d n ot e x c e e d t h e t ot al n u  m b er of e n d o  w e d cr e dit s,   w hi c h i s gi v e n a s:

li  m
d →   D

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t)) · g (t) · L i · w   ≤   I · N ( 1 0)

A s t h e  cr e dit t ariff  pr ofil e   wit hi n t h e  p e a k  h o ur  p eri o d i s  pr e d et er  mi n e d  a n d  c o n st a nt  a cr o s s  d a y s,

w h e n t h e  d e p art ur e ti  m e   wi n d o  w s f or all tr a v ell er s ar e fi x e d, it all o  w s f or t h e c al c ul ati o n  of t h e t h e o-

r eti c al   mi ni  m u  m c o n s u  m pti o n  of cr e dit s f or  all tr a v ell er s. I n t hi s c a s e, t h e cr e dit c o n s u  m pti o n i n t h e

d y n a  mi c s y st e  m   will a d a pt t o t h e cr e dit e n d o  w  m e nt, a s l o n g a s t h e f e a si bilit y c o n diti o n t h at t h e cr e dit

e n d o  w  m e nt i s n ot s  m all er t h a n t h e   mi ni  m u  m d e  m a n d i s s ati sfi e d.

4. 2.   E xi st e n c e of t h e e q uili bri u  m a n d u ni q u e n e s s of t h e pri c e

F or t h e  pr o p o s e d d a y-t o- d a y  d y n a  mi c s y st e  m, at a n e q uili bri u  m c̃ i,∗ (t), ∀ i ∈ { 1, 2,  . . . ,N }, t ∈   T  W i, t h e

v e ct or of p er c ei v e d tr a v el c o st s of all tr a v ell er s c̃ d i s e q u al t o t h e v e ct or of t h e e x p eri e n c e d tr a v el c o st of

all tr a v ell er s c d ( C a nt ar ell a a n d C a s c ett a 1 9 9 5 ). T hi s i  m pli e s t h at   w h e n t h e s y st e  m e v ol v e s t o c i,∗ (t), ∀ i ∈

{1, 2,  . . . ,N }, t ∈   T  W i, it   will r e  m ai n at t hi s st at e f or all s u b s e q u e nt  d a y s.  B y  d efi niti o n, f or all tr a v ell er s

i ∈ { 1, 2,  . . . ,N }, t h e e q uili bri u  m or fi x e d- p oi nt c o n diti o n f or t hi s s y st e  m i s:

c̃ i,∗ (t)  =   ω  · c̃ i,∗ (t) +   (1  −   ω)  · c i,∗ (t),   ∀ t ∈   T  W i

p ∗ =   p ∗ +   Q  (p ∗ ,Z ∗ )
( 1 1)

w hi c h i s e q ui v al e nt t o

c̃ i,∗ (t) =   c i,∗ (t),   ∀ t ∈   T  W i

Q  (p ∗ ,Z ∗ ) =   0
( 1 2)

W e n o  w i ntr o d u c e t h e f oll o  wi n g t  w o t h e or e  m s f or t h e e xi st e n c e of a n e q uili bri u  m a n d t h e u ni q u e n e s s

of t h e pri c e.

T h e or e  m 4. 1 ( E xi st e n c e of t h e e q uili bri u  m):   If t h e tr a v el d e  m a n d is n ot e x c essi v el y l ar g e s o as t o tri g g er

a gri dl o c k L a  m ott e a n d  G er oli  mi nis ( 2 0 1 6 ),   Mir ali n a g hi et al. (2 0 1 9 ), a n d if

I · N   >   Imi n · N   li  m
p →   ∞

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t|p )) · g (t) · L i · w  ,

t h e n t h er e  e xists  a n  e q uili bri u  m s ol uti o n  ( c̃ i,∗ ,p ∗ ), ∀ i ∈ { 1, 2,  . . . ,N },  t ∈   T  W i of t h e  pr o p os e d  d y n a  mi c

s yst e  m, if t h e c ost f u n cti o n c i(t) is a c o nti n u o us f u n cti o n of d e p art ur e fl o  ws.

Pr o of:   T h e pr o of i s d et ail e d i n   A. It i s dir e ctl y i n s pir e d b y a pr o of of Y e a n d Y a n g ( 2 0 1 3 ).

T h e or e  m 4. 2 (  U ni q u e n e s s of t h e  pri c e):   Ass u  m e t h e   mi ni  m u  m cr e dit e n d o  w  m e nt c o n diti o n is s atisfi e d,

if t h e t ot al cr e dit d e  m a n d, i   t∈ T  W i
Pr i(C i(t | p 1 )) · g (t) · L i · w, is stri ctl y d e cr e asi n g   wit h cr e dit pri c e, i. e.

(p 1 −   p 2 )

⎛

⎝

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 1 )) · g (t) · L i · w   −
i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 2 )) · g (t) · L i · w

⎞

⎠ <   0    ( 1 3)

t h e n t h e e q uili bri u  m pri c e is u ni q u e.
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Pr o of:   T h e pr o of i s d et ail e d i n   A.

R e  m ar k 4. 1:   N ot e s o n t h e c o n diti o n s f or i n e q u alit y (  1 3 ) t o  h ol d:

( 1)   T h er e  ar e  at l e a st t  w o  d e p art ur e ti  m e s   wit h  diff er e nt cr e dit c h ar g e s.  T hi s c o n diti o n  h ol d s  a s t h e

cr e dit t ariff i s ti  m e- v ar yi n g.

( 2)     A c c or di n g  t o  e q u ati o n  (3 ),  f or  e a c h  tr a v ell er  i,  t h e  pr o b a bilit y  of  c h o o si n g  d e p art ur e  ti  m e t,

Pr i(C i(t)), t a k e s t h e l o git f or  m, t h u s t h e f oll o  wi n g c o n diti o n s ar e s ati sfi e d f or all i ∈ { 1, 2,  . . . ,N }:

(i)   (i) ∂ Pr i(C i(t))
∂ C i(t)

>   0   ∀ t ∈   T  W i

(ii)   (ii) ∂ Pr i(C i(t1 ))
∂ C i(t2 ) <   0   ∀ t1 =   t2 ∈   T  W i

(iii)   (iii) ∂ Pr i(C i(t1 ))
∂ C j(t2 ) =   0   ∀ t1 ∈   T  W i, t2 ∈   T  W j, i =   j

(i v)   (i v) ∂ Pr i(C i(t1 ))
∂ C i(t2 ) = ∂ Pr i(C i(t2 ))

∂ C i(t1 ) ∀ t1 ,t2 ∈   T  W i

( v)   ( v) t ∈ T  W i
Pr i(C i(t )) =   1

C o n diti o n (i)  st at e s t h at t h e  p arti al  d eri v ati v e  of  Pr i(C i(t))  wit h r e g ar d t o   C i(t)  i s  p o siti v e,   w hi c h

m e a n s t h at t h e pr o b a bilit y of c h o o si n g d e p art ur e ti  m e i nt er v al   t b e c o  m e s hi g h er if t h e  C i(t) i n cr e a s e s

( p er c ei v e d c o st d e cr e a s e s). C o n diti o n (ii)   m e a n s t h at f or tr a v ell er i t h e pr o b a bilit y of c h o o si n g a d e p ar-

t ur e ti  m e i nt er v al t1 b e c o  m e s l o  w er if f or a n ot h er ti  m e i nt er v al  t2 , C i(t2 ) i n cr e a s e s ( p er c ei v e d c o st  of

t2 d e cr e a s e s). C o n diti o n (iii) st at e s t h at t h e d e ci si o n   m a ki n g of tr a v ell er  i d e p e n d s o nl y o n hi s/ h er o  w n

p er c ei v e d  utilit y. I n  a d diti o n, it i s tri vi al t o  d eri v e t h at ∂ Pr i(C i(t1 ))
∂ C i(t2 ) =   μ   · Pr i(C i(t1 )) · Pr i(C i(t2 )), t1 =   t2 ,

t h e n c o n diti o n i v)  h ol d s.  Fi n all y, t h e  pr o b a biliti e s  of all alt er n ati v e s s h o ul d s u  m  u p t o  1, a s s h o  w n i n

c o n diti o n v).

( 3) L et J Pr ,i b e t h e J a c o bi a n   m atri x of  Pr i(·) wit h r e s p e ct t o   C i(t) =   (C i(t ), t  ∈   T  W i). It c a n b e s h o  w n

t h at J Pr ,i i s p o siti v e s e  mi d efi nit e a s c o n diti o n ( 2) i s s ati sfi e d a n d t h e s y st e  m ati c utilit y i s a n o n-i n cr e a si n g

f u n cti o n  of t h e  c orr e s p o n di n g  p er c ei v e d  c o st ( s e e  d et ail s i n  C a nt ar ell a  a n d  C a s c ett a  1 9 9 5 ;  Y e  a n d

Y a n g  2 0 1 3 ).   A c c or di n gl y,   w e  h a v e g  · J Pr ,i · g T ≥   0,   w h er e  g  =   (L i · w   · g (t ),  t  ∈   T  W i).  T h e  e q u alit y

h ol d s if a n d o nl y if c o n diti o n ( 1) i s n ot s ati sfi e d. T h u s, t h e f oll o  wi n g i n e q u alit y h ol d s:

(p 1 −   p 2 )(Pr i(C i(t | p 1 ))g T −   Pr i(C i(t | p 2 ))g T )

=   (p 1 −   p 2 )

⎛

⎝

t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 1 )) · g (t) · L i · w   −
t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 2 )) · g (t) · L i · w

⎞

⎠

<   0 ( 1 4)

T h e n,   w e c a n d eri v e i n e q u alit y ( 1 3 ) b y s u  m  mi n g o v er t h e p o p ul ati o n.

I n e q u alit y (1 3 ) c a n al s o  b e i nt er pr et e d i n t h e f oll o  wi n g   m a n n er.   U n d er t h e l o git f or  m c h oi c e  pr o b-

a bilit y f u n cti o n,   w h e n t h e cr e dit  pri c e  g o e s  u p, t h e  d e p art ur e ti  m e i nt er v al t h at i s  a s s o ci at e d   wit h  a

r el ati v el y hi g h er t ariff i s l e s s li k el y t o b e c h o s e n a n d t h e cr e dit c o n s u  m pti o n   will d e cr e a s e.

T h e n, it i s r e a s o n a bl e t o pr o p o s e t h e f oll o  wi n g h y p ot h e si s:

H y p ot h e si s 4. 1:   p ∗ i s d e cr e a si n g   wit hIi n i nt er v al(Imi n , IU E ],   w h er e Imi n i s d efi n e d i n S e cti o n4. 1 , a n dIU E
i s t h e a v er a g e cr e dit c o n s u  m pti o n f or e q uili bri u  m p att er n   wit h o ut T C S. B e si d e s, p ∗ =   0   w h e n  I ≥   IU E .

A si  mil ar h y p ot h e si s i s a n al yti c all y pr o v e d i n Y e a n d Y a n g (  2 0 1 3 ),   w h er e t h e T C S i s a p pli e d t o a r o ut e

c h oi c e pr o bl e  m u si n g a li n k- b a s e d n et  w or k c o n g e sti o n   m o d el.   W e   will i n st e a d v ali d at e t hi s h y p ot h e si s

b y si  m ul ati o n s i n S e cti o n  6 .

5.   Si  m ul ati o n- b a s e d o pti  mi z ati o n fr a  m e  w or k

Pr a cti c all y, t h e   D P i s s ol v e d  u si n g si  m ul ati o n.  T hi s i s  n e c e s s ar y  b e c a u s e  of t h e  h et er o g e n eit y i n tri p

l e n gt h s,   w hi c h   m a k e s it diffi c ult t o d eri v e tr a v el ti  m e s a s a f u n cti o n of a g gr e g at e fl o  w s (  W atli n g 1 9 9 6 ;
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L a  m ott e  a n d   G er oli  mi ni s  2 0 1 8 ). I n t h e si  m ul ati o n s,   w e  a s s u  m e t h at t h e  err or t er  m s f or  a  gi v e n i n di-

vi d u al  ar e  p erf e ctl y  c orr el at e d  a cr o s s  d a y s (t hi s i  m pli e s t h at t h e  err or t er  m i n it s  e ntir et y  c a pt ur e s  a

p er si st e nt  a g e nt  eff e ct). I n t hi s  c a s e, f or  a  gi v e n  dr a  w  of t h e  err or t er  m s (  w hi c h  ar e i d e nti c al  a cr o s s

d a y s) f or t h e  p o p ul ati o n  of tr a v ell er s,  o n e c a n t hi n k  of a n  e q uili bri u  m s y st e  m st at e si n c e  o n c e tr a v el

ti  m e s c o n v er g e, t h e c h oi c e s of a gi v e n i n di vi d u al r e  m ai n st a bl e a cr o s s d a y s.  A v er a g e fl o  w s a n d p erf or-

m a n c e   m e a s ur e s a cr o s s   m ulti pl e si  m ul ati o n r e pli c ati o n s ( dr a  w s of t h e err or t er  m s f or t h e p o p ul ati o n of

tr a v ell er s) ar e u s e d t o a p pr o xi  m at e t h e s ol uti o n of t h e   D P. T h e a v er a g e fl o  w s ( a n d  p erf or  m a n c e   m e a-

s ur e s) ar e t h u s a s s o ci at e d   wit h a n err or of e sti  m ati o n,   w hi c h c a n b e   m a d e ar bitr aril y l o  w   wit h a s uit a bl y

l ar g e n u  m b er of r e pli c ati o n s (  W atli n g 1 9 9 6 ).

T h e  s o ci al   w elf ar e  p er  c a pit a  W   at t h e  e q uili bri u  m  st at e i s  u s e d t o   m e a s ur e t h e  p erf or  m a n c e  of

s c e n ari o s   wit h  a n d   wit h o ut  T C S.  Fir st, i n  t h e  n o  t ariff  c a s e ( or   N T E,  t h e  s c e n ari o   wit h o ut  T C S),  t h e

s o ci al   w elf ar e  p er  c a pit a  W N T E i s t h e  a v er a g e  c o n s u  m er s ur pl u s ( C S)  p er tr a v ell er, i. e.t h e  a v er a g e  of

o b s er v e d tr a v el  utiliti e s  U i,d (t
d e p
i,d ), i n cl u di n g tr a v el ti  m e c o st, s c h e d ul e  d el a y  p e n alt y a n d t h e r a n d o  m

c o  m p o n e nt,   w hi c h i s   writt e n a s

W N T E =
C S

N
=

1

N

N

i=  1

U i,d (t
d e p
i,d )

=
1

N

N

i=  1

[c̃ i,d (t
d e p
i,d ) + i(t

d e p
i,d )] ( 1 5)

w h er e   d  i s t h e d a y   w h e n t h e s y st e  m r e a c h e s a n e q uili bri u  m.

F or t h e  T C S s c e n ari o, t h e s o ci al   w elf ar e i s c o  m p ut e d  a s t h e  a v er a g e  of t h e  C S, t h e tr a v ell er s’ r e v-

e n u e ( T R) fr o  m  u n u s e d cr e dit s, t h e r e g ul at or r e v e n u e ( R R) fr o  m cr e dit t ariff c oll e cti o n, t h e r e g ul at or

c o st ( R C) fr o  m  b u yi n g  u n u s e d cr e dit s, a n d t h e v al u e  of t h e  u s e d cr e dit s fr o  m tr a v el e n d o  w  m e nt ( T E).

L et  φ i,d (t
d e p
i,d ) r e pr e s e nt t h e  n u  m b er  of cr e dit s s ol d  b y tr a v ell er i o n  d a y  d , ψ i,d (t

d e p
i,d ) d e n ot e t h e  n u  m-

b er  of  cr e dit s  b o u g ht  b y  tr a v ell er   i o n  d a y  d ,  a n d g e
i,d (t

d e p
i,d )  d e n ot e  t h e  n u  m b er  of  cr e dit s  u s e d  t o

tr a v el b y tr a v ell er i o n d a y  d  fr o  m t h e e n d o  w  m e nt.   N ot e t h at φ i,d (t
d e p
i,d )   > 0   w h e n tr a v ell er  i u s e s f e  w er

cr e dit s t h a n t h e e n d o  w  m e nt, i. e.  g e
i,d (t

d e p
i,d )   < I,  a n d φ i,d (t

d e p
i,d ) =   0   w h e n  g e

i,d (t
d e p
i,d ) ≥   I,   w hil e ψ i,d (t

d e p
i,d )

t a k e s  a  c o ntr ar y  r el ati o n s hi p.  T h u s,   w e  c a n  c o  m p ut e  t h e  a b o v e  s o ci al   w elf ar e  c o  m p o n e nt s:  T R  =
N
i=  1 φ i,d (t

d e p
i,d ) · p d ,  R R = N

i=  1 ψ i,d (t
d e p
i,d ) · p d ,  R C = N

i=  1 φ i,d (t
d e p
i,d ) · p d ,  T E = N

i=  1 g e
i,d (t

d e p
i,d ) · p d . I n

a d diti o n, t h e  p ai d cr e dit s  b y tr a v ell er  i c a n  b e c o n si d er e d  a s t h e s u  m  of t  w o c o  m p o n e nt s, t h e cr e d-

it s fr o  m  e n d o  w  m e nt  a n d  cr e dit s  b o u g ht fr o  m t h e r e g ul at or, i. e. g (t) · L i · w   =   ψ i,d (t
d e p
i,d ) +   g e

i,d (t
d e p
i,d ).

B a s e d o n t h e c o n si d er ati o n s a b o v e, t h e s o ci al   w elf ar e p er c a pit a  W T C S i s c al c ul at e d a s f oll o  w s,

W T C S =
1

N
[ C S +   T R  +   R R  −   R C  +   T E]

=
1

N

N

i=  1

[c̃ i,d (t
d e p
i,d ) −   p d · g (t

d e p
i,d ) · L i · w   + i(t

d e p
i,d )]

+
1

N

N

i=  1

φ i,d (t
d e p
i,d ) · p d +

N

i=  1

ψ i,d (t
d e p
i,d ) · p d

−

N

i=  1

φ i,d (t
d e p
i,d ) · p d +

N

i=  1

g e
i,d (t

d e p
i,d ) · p d

=
1

N

N

i=  1

[c̃ i,d (t
d e p
i,d ) + i(t

d e p
i,d )] ( 1 6)
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N ot e t h at t h e T C S   w elf ar e   m e a s ur e i s e q ui v al e nt t o t h e   N T E c a s e a n d e q u al s t h e c o  m bi n ati o n of tr a v el

ti  m e c o st a n d s c h e d ul e d el a y p e n alt y pl u s t h e r a n d o  m utilit y c o  m p o n e nt.

O ur si  m ul ati o n c a pt ur e s t h e s y st e  m   m o d el  pr e s e nt e d i n S e cti o n   3  i n cl u di n g  d et ail e d tr a v ell er a n d

r e g ul at or st at e s i n t h e si n gl e-r e s er v oir n et  w or k u n d er t h e d e si g n e d   m ar k et c o n diti o n s. 1 A si  m ul ati o n-

b a s e d  o pti  mi z ati o n  pr o bl e  m i s t h e n f or  m ul at e d t o  d et er  mi n e t h e  o pti  m al cr e dit t ariff s c h e  m e   w hi c h

l e a d s t o t h e   m a xi  m u  m  s o ci al   w elf ar e W T C S .   N ot e t h at  gr a di e nt- b a s e d  al g orit h  m s   will  b e  c o  m p ut a-

ti o n all y  e x p e n si v e  f or  o ur  o pti  mi z ati o n  pr o bl e  m  b e c a u s e  t h e y  i n v ol v e  n u  m eri c al  c o  m p ut ati o n  of

d eri v ati v e s f or a n o bj e cti v e t h at h a s n o cl o s e d f or  m a n d i s t h e o ut c o  m e of a c o  m pl e x si  m ul ati o n. F ur-

t h er  m or e, t h e si  m ul ati o n fr a  m e  w or k c a n b e a ti  m e- c o n s u  mi n g pr o c e s s   w h e n t h e n u  m b er of s c e n ari o s

i s l ar g e.

B a s e d  o n t h e  c o n si d er ati o n s  a b o v e, t h e  B a y e si a n  o pti  mi z ati o n ( B  O)  a p pr o a c h i s  a d o pt e d,   w hi c h

c a n a p pr o xi  m at e   w ell t h e   m a p pi n g fr o  m t h e i n p ut cr e dit t ariff  pr ofil e t o t h e o ut p ut si  m ul ati o n- b a s e d

o bj e cti v e f u n cti o n u si n g f e  w e v al u ati o n s. I n o ur c o nt e xt, t h e i n p ut c o n si st s of p ar a  m et er s of t h e cr e dit

t ariff pr ofil e,   w hi c h i s p ar a  m et eri z e d b y a   G a u s si a n f u n cti o n, c o nt ai ni n g t hr e e p ar a  m et er s:   m e a n, v ari-

a n c e a n d a  m plit u d e.  A p air of t h e i n p ut a n d o ut p ut i s d efi n e d a s a s a  m pl e.  A B  O fr a  m e  w or k e s s e nti all y

c o n si st s  of t  w o   m ai n st e p s ( Fr a zi er  2 0 1 8 ): ( 1)  u p d at e  a  B a y e si a n st ati sti c al   m o d el t h at  a p pr o xi  m at e s

a  c o  m pl e x   m a p fr o  m t h e i n p ut (i. e. t h e  cr e dit t ariff  pr ofil e  p ar a  m et er s) t o t h e  o ut p ut (i. e. t h e s o ci al

w elf ar e   W T C S ); ( 2) d et er  mi n e t h e n e xt i n p ut b y o pti  mi zi n g a n a c q ui siti o n f u n cti o n. T h e fir st st e p u s e s a

G a u s si a n Pr o c e s s ( G P) t o a p pr o xi  m at e t h e j oi nt di stri b uti o n of s o ci al   w elf ar e a n d t ariff pr ofil e p ar a  m e-

t er s a n d u p d at e s t h e   G P   wit h n e  w s a  m pl e s g e n er at e d b y t h e s e c o n d st e p. B  O i s s h o  w n t o b e eff e cti v e

i n  o pti  mi zi n g ti  m e- v ar yi n g r o a d  pri ci n g   m e c h a ni s  m s ( p ar a  m et eri z e d  b y   G a u s si a n   mi xt ur e f u n cti o n s)

i n  Li u, Ji a n g,  a n d   A z e v e d o (2 0 2 1 ).  F urt h er,  a s t h e r e s ult s i n  S e cti o n 6  s h o  w, it  p erf or  m s   w ell f or t h e

pr o bl e  m at h a n d.

6.    N u  m eri c al e x p eri  m e nt s

T hi s  s e cti o n  b e gi n s  b y i ntr o d u ci n g  t h e  si  m ul ati o n  s etti n g s.   N e xt,   w e  pr e s e nt  t h e  r e s ult s  of ( 1)  t h e

d a y-t o- d a y   m o d el  pr o p erti e s a n d c o n v er g e n c e ( S e cti o n  6. 2 )  u n d er a  gi v e n cr e dit t ariff  pr ofil e; ( 2) t h e

c o  m p ari s o n  b et  w e e n t h e  o pti  mi z e d  T C S  a g ai n st t h e   N T E ( S e cti o n  6. 3 ); ( 3) t h e  c o  m p ari s o n  b et  w e e n

t h e o pti  mi z e d T C S a n d ti  m e- of- d a y pri ci n g ( or C P) ( S e cti o n 6. 4 ); a n d fi n all y ( 4) t h e c o  m p ari s o n a  m o n g

alt er n ati v e t y p e s of cr e dit t ariff pr ofil e s a n d cr e dit s c h e  m e s ( S e cti o n  6. 5 ).

6. 1.   E x p eri  m e nt s etti n g s

T h e s etti n g s ar e pr e s e nt e d i n T a bl e  2 .

T h e  e x p eri  m e nt s  c o n si d er  a si n gl e-r e s er v oir  n et  w or k   wit h  a  c a p a cit y  of  4 5 0 0 tr a v ell er s,   wit h t h e

s p e e d f u n cti o n a d o pt e d fr o  m L a  m ott e a n d   G er oli  mi ni s ( 2 0 1 8 ) a n d ot h er p ar a  m et er s (tri p l e n gt h, ti  m e

wi n d o  w  p ar a  m et er s  a n d ti  m e i nt er v al)  u s e d i n  Yil diri  m o gl u  a n d  R a  m e z a ni (  2 0 2 0 ).  T h e   M F  D i s  al s o

c h ar a ct eri z e d b y t h e criti c al v al u e of t h e a c c u  m ul ati o n, d e n ot e d b y  n cr , t h at c a n b e c o  m p ut e d a c c or d-

i n g t o t h e  a d o pt e d  s p e e d f u n cti o n  a n d  n et  w or k  c a p a cit y n j a  m a s  n cr =   n j a  m/ 3. I n t h e  e x p eri  m e nt s,

w e  a s s u  m e   n j a  m =   4 5 0 0,  a n d  h e n c e,  n cr =   1 5 0 0  tr a v ell er s.  T  w o  d e  m a n d  s c e n ari o s,    m o d er at e  c o n-

g e sti o n ( N 1 =   3 7 0 0 tr a v ell er s) a n d  hi g h c o n g e sti o n ( N 2 =   4 5 0 0 tr a v ell er s), ar e c o n si d er e d,   w h er e  N 1

m a k e s t h e a c c u  m ul ati o n at n o t ariff e q uili bri u  m j u st e x c e e d t h e criti c al v al u e of t h e a c c u  m ul ati o n   n cr ,

a n d  N 2 i s t h e l ar g e st  p o s si bl e v al u e t h at   will  n ot tri g g er  gri dl o c k. T h e  pr ofil e s  of t h e a c c u  m ul ati o n i n

t h e t  w o s c e n ari o s  ar e s h o  w n i n  S e cti o n 6. 2 .  T h e i niti al  d e p art ur e ti  m e t
d e p
i, 0 i s  g e n er at e d fr o  m  a tr u n-

c at e d   G a u s si a n di stri b uti o n ( n ot e t h at h er e aft er  t
d e p
i, 0 r ef er s t o a s p e cifi c d e p art ur e ti  m e r at h er t h a n a n

i nt er v al). T h e d e sir e d arri v al ti  m e T ∗
i i s t h e n c o  m p ut e d a s t

d e p
i, 0 +   L i/ v f f or all tr a v ell er s,   w hi c h i s al s o n or-

m all y  di stri b ut e d.   A d diti o n all y,  h et er o g e n e o u s tr a v ell er s  ar e  c a pt ur e d  b y  dr a  wi n g t h eir tri p l e n gt h s

fr o  m  a tr u n c at e d   G a u s si a n  di stri b uti o n  a n d s c h e d ul e  d el a y  p e n alti e s fr o  m  a l o g n or  m al  di stri b uti o n,
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T a bl e  2.  N u  m eri c al s etti n gs.

P ar a  m et ers ( u nit) S p e ci fi c ati o n

Cr e dit e n d o  w  m e nt ( cr e dit) I =   5
D e  m a n d (tr a v ell er) N 1 =   3 7 0 0,  N 2 =   4 5 0 0

I niti al d e p art ur e ti  m e (  mi n)   t
d e p
i, 0 = N (8 0, 1 8 ), t

d e p
i, 0 ∈   (2 0, 1 5 0]

Tri p l e n gt h (  m) L i =   4 6 0 0  + N (0, (0. 2  ×   4 6 0 0 ) 2 ), L i >   0
Tri p l e n gt h s c al e f a ct or w   =   2  ×   1 0 −  4

S c h e d ul e d el a y p e n alt y ( D K K/  mi n)   S D E i ∼   L o g n or  m al (−  1. 9, 0. 2 2 ) ×   4
S D L i =   S D E i ×   e 1

V al u e of ti  m e ( D K K/  mi n) θ i =   S D E i ×   e 0. 5

Ti  m e   wi n d o  w p ar a  m et er τ  =   3 0
Ti  m e i nt er v al (  mi n) t =   1
N et  w or k c a p a cit y ( v e hi cl e) n j a  m =   4 5 0 0
Fr e e fl o  w s p e e d (  m/s) v f =   9. 7 8
S p e e d f u n cti o n (  m/s) V (n ) =   v f (1  −

n
n j a  m

) 2

L e ar ni n g p ar a  m et er ω   =   0. 9
F u n cti o n Q (p ,Z ) Q (p ,Z ) =   k Z , if p  >   0;  Q (p ,Z ) =   m a x  {0, k Z }, if p  =   0,   w h er e  k  =   2  ×   1 0 −  5

Tari ff pr o fil e f u n cti o n g (t | A ,ξ ,σ )  =   A  ×   e
−  (t−  ξ ) 2

2 σ 2

r e s p e cti v el y. T h e   m e a n v al u e of t h e g e n er at e d v al u e of ti  m e i s 1 (  D K K/  mi n) ( F o s g er a u,   Hj ort h, a n d L y k-

J e n s e n 2 0 0 7 ) a n d t h e st a n d ar d  d e vi ati o n i s 0. 2 (  D K K/  mi n). T h e s c h e d ul e  d el a y  p e n alti e s ar e a s s u  m e d

t o v ar y pr o p orti o n all y t o t h e v al u e of ti  m e a n d s ati sf y t h e   wi d el y u s e d tri p ti  mi n g pr ef er e n c e s r el ati o n-

s hi p, i. e.  S D E i <  θ i <   S D L i ( Vi c kr e y 1 9 6 9 ). I n  b ot h  d e  m a n d s c e n ari o s, t h e s a  m e  di stri b uti o n s ar e  u s e d

w hil e all ot h er p ar a  m et er s ar e c o n st a nt ( s e e T a bl e   2 ). T o s et u p a ti  m e- v ar yi n g cr e dit c h ar gi n g s c h e  m e,

t h e t ariff f u n cti o n i s  a s s u  m e d t o t a k e t h e f or  m  of  a ( p o siti v e)   G a u s si a n f u n cti o n,   w hi c h i s  c o ntr oll e d

b y t hr e e  p ar a  m et er s,   m e a n   ξ ,  v ari a n c e σ   a n d  a  m plit u d e  A .   Wit h o ut l o s s  of  g e n er alit y, t h e   m et h o d

d e s cri b e d  b el o  w c a n  b e  e xt e n d e d t o a   G a u s si a n   mi xt ur e f u n cti o n t o all o  w f or a s y  m  m etri c a n d   m or e

fl e xi bl e t ariff  pr ofil e s ( Li u, Ji a n g,  a n d   A z e v e d o 2 0 2 1 ).   M or e o v er,  alt er n ati v e st e p t ariff  a n d tri a n g ul ar

t ariff pr ofil e s ar e al s o t e st e d u n d er t h e pr o p o s e d fr a  m e  w or k i n S e cti o n 6. 5. 1 . Fi n all y, s e v er al a d diti o n al

p oi nt s ar e n ot e  w ort h y:

•   i n t h e si  m ul ati o n s, t h e  e x c e s s cr e dit c o n s u  m pti o n Z d i s c o  m p ut e d  u si n g t h e  o b s er v e d cr e dit c o n-

s u  m pti o n o n d a y d : Z d = i g (t
d e p
i,d ) · L i · w   −   I · N ; t h e e x p e ct e d cr e dit c o n s u  m pti o n e x pr e s si o n i n

E q u ati o n ( 7) all o  w s f or a t h e or eti c al a n al y si s of   m o d el pr o p erti e s;

•   f or r e ali sti c  b e h a vi o ur   w e s h o  w t h e r e s ult s  u n d er a f e a si bl e ti  m e   wi n d o  w T  W i,d t h at c h a n g e s fr o  m

d a y-t o- d a y  b a s e d  o n  t h e  u p d at e d  p er c ei v e d  tr a v el  ti  m e s.   T  W i,d i s  still  c e ntr e d  ar o u n d  t h e  pr e-

f err e d arri v al ti  m e,  b ut l a g g e d  b y t h e tr a v ell er’ s  p er c ei v e d tr a v el ti  m e f or  d a y d , i. e.: T  W i,d = {  T ∗
i −

T i,d −  1 (t
d e p
i,d −  1 ) −   τ  ·   t,T ∗

i −   T i,d −  1 (t
d e p
i,d −  1 ) −   ( τ  −   1 ) ·   t,. . . ,T ∗

i −   T i,d −  1 (t
d e p
i,d −  1 ) +   τ  ·   t}.  T h e si  m u-

l ati o n s  u n d er  a fi x e d ti  m e   wi n d o  w T  W i al s o c o nfir  m e d c o n v er g e n c e  pr o p erti e s  of t h e  d a y-t o- d a y

d y n a  mi c   m o d el a n d u ni q u e n e s s of t h e cr e dit pri c e.

•   t h e  pr o p erti e s  d e  m o n str at e d i n S e cti o n 6. 2  ar e f or a si n gl e  dr a  w  of t h e c h oi c e   m o d el  err or t er  m s.

T h u s, a n err or  of e sti  m ati o n c a n  b e c o  m p ut e d f or e a c h  p erf or  m a n c e   m e a s ur e fr o  m   m ulti pl e si  m u-

l ati o n s   wit h diff er e nt dr a  w s of t h e err or t er  m s f or t h e p o p ul ati o n.   Gi v e n t h e si z e of t h e p o p ul ati o n,

o ur r e s ult s i n di c at e d t h at t hi s err or  of e sti  m ati o n i s s  m all f or all  p erf or  m a n c e   m e a s ur e s  of i nt er e st,

a n d h e n c e, f or c o  m p ut ati o n al r e a s o n s   w e r e p ort r e s ult s of a si n gl e dr a  w.

6. 2.    D a y-t o- d a y e v ol uti o n pr o c e s s

6. 2. 1.    D a y-t o- d a y pr o c e s s   wit h o ut T C S
I n t hi s s u b s e cti o n,   w e fir st f o c u s  o n e x a  mi ni n g t h e e q uili bri u  m  pr o p erti e s  of t h e  d a y-t o- d a y  d y n a  mi c

m o d el   wit h o ut t h e T C S i n b ot h t h e   m o d er at e c o n g e sti o n a n d hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o s. T h e or eti c all y,

w h e n t h e  d a y-t o- d a y  e v ol uti o n r e a c h e s  a n  e q uili bri u  m, t h e  v e ct or  of t h e  p er c ei v e d tr a v el c o st  of  all

tr a v ell er s, c̃ d , s h o ul d  b e  e q u al t o t h e  v e ct or  of t h e  e x p eri e n c e d tr a v el  c o st  of  all tr a v ell er s, c d .  T h u s,
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t h e i n c o n si st e n c y  b et  w e e n c̃ d a n d  c d i s  u s e d  a s  a   m e a s ur e  of c o n v er g e n c e t o  w ar d s t h e  e q uili bri u  m.

S p e cifi c all y, t h e  L 1  n or  m  of t h e  diff er e n c e  b et  w e e n t h e  m  di vi d e d  b y t h e  n u  m b er  of tr a v ell er s  N , i. e.

c̃ d −   c d 1 / N , i s c o  m p ut e d t o r e pr e s e nt t h e i n c o n si st e n c y. F urt h er, a n or  m ali z e d v er si o n of t hi s g a p

i s gi v e n b y   ( c̃ d −   c d / c̃ d 1 ×  1 0 0  %.

Fi g ur e  1 ( a)  pr e s e nt s t h e  c o n v er g e n c e  of t h e  p er c ei v e d tr a v el  c o st  of  all tr a v ell er s c̃ d . It i s f o u n d

t h at t h e i n c o n si st e n c y  b e c o  m e s st a bl e a n d cl o s e t o  0 aft er  8 0  d a y s,   wit h a  g a p ar o u n d  0. 0 5  %, i  m pl y-

i n g t h at t h e  d a y-t o- d a y  e v ol uti o n r e a c h e s  a n  e q uili bri u  m st at e.   N ot e t h at,  a s tr a v ell er s  d o  n ot  h a v e

p er c ei v e d  c o st  a n d  u s e  a  pr e d et er  mi n e d  d e p art ur e  ti  m e  o n  d a y  0,  t h e  i n c o n si st e n c y  i n  t h e  p er-

c ei v e d  tr a v el  ti  m e s i s  c o  m p ut e d  o nl y fr o  m  d a y  1. 2 Fi g ur e  1 ( b) ill u str at e s  t h e  e v ol uti o n  pr o c e s s  of

t h e  a v er a g e c o n s u  m er s ur pl u s (C S )  p er c a pit a  a cr o s s  d a y s,  a n d  Fi g ur e 1 ( c) s h o  w s t h e  e v ol uti o n  pr o-

c e s s  of  t h e  s o ci al   w elf ar e  p er  c a pit a.  T h e s e  t  w o  pl ot s  ar e i d e nti c al  si n c e  t h e  s o ci al   w elf ar e  e q u al s

t h e  c o n s u  m er  s ur pl u s i n  t h e  n o  t ariff  c a s e.  Fi g ur e  1 ( d)  pl ot s  t h e  e v ol uti o n  pr o c e s s  of  t h e  a v er a g e

tr a v el ti  m e  c o st  a cr o s s  d a y s.  Fi g ur e 1 ( e)  d e  m o n str at e s t h e  d e p art ur e r at e s f or  e v er y  5-  mi n ut e i nt er-

v al  o n  diff er e nt  d a y s, a n d Fi g ur e  1 (f)  d e pi ct s t h e st at e s  of a c c u  m ul ati o n  o n  diff er e nt  d a y s,   w h er e t h e

a c c u  m ul ati o n  o n  d a y  8 5  o v erl a p s   wit h t h at  of  d a y  9 9.  T hi s  al s o i n di c at e s t h at  a n  e q uili bri u  m  st at e

i s r e a c h e d. I n t h e s e t  w o  pl ot s, t h e  c ur v e s  of  d a y  0 r e pr e s e nt t h e i niti al  g e n er at e d st at e s p e cifi e d i n

S e cti o n  6. 1 .

W e  al s o i n v e sti g at e  c o n v er g e n c e  pr o p erti e s i n t h e   m o d er at e  c o n g e sti o n  s c e n ari o  alt h o u g h t h e

pl ot s ar e  o  mitt e d  h er e.  T h e r e s ult s  d e  m o n str at e t h at   wit h t h e s a  m e l e ar ni n g  p ar a  m et er  ω   =   0. 9, t h e

p er c ei v e d  g e n er ali z e d c o st r e a c h e s a st a bl e st at e. I n c o  m p ari s o n,   w e  o b s er v e a  hi g h er c o n s u  m er s ur-

pl u s, hi g h er s o ci al   w elf ar e a n d l o  w er tr a v el ti  m e c o st at t h e e q uili bri u  m st at e d u e t o l e s s c o n g e sti o n. I n

a d diti o n, t h er e i s a l o  w er  p e a k of  d e p art ur e r at e s c o  m p ar e d t o t h e  hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o, a n d t h e

p e a k a c c u  m ul ati o n at t h e e q uili bri u  m st at e i s al s o l o  w er t h a n t h e o n e i n Fi g ur e  1 (f) b ut hi g h er t h a n t h e

criti c al v al u e  n cr .

6. 2. 2.    D a y-t o- d a y e v ol uti o n   wit h T C S
I n t hi s s u b s e cti o n,   w e  pr e s e nt t h e c o n v er g e n c e a n d e q uili bri u  m  pr o p erti e s   m e nti o n e d i n S e cti o n 4. 2

of t h e  d a y-t o- d a y  d y n a  mi c   m o d el   wit h t h e T C S f or t h e   m o d er at e a n d  hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o s. It i s

w ort h n oti n g t h at t h e e q uili bri u  m st at e s of t h e b a s e c a s e s ar e u s e d a s t h e st arti n g st at e s (i. e. d a y 0) of

t h e  T C S c a s e s f or  b ot h  d e  m a n d s c e n ari o s.  T h e  p ar a  m et er s  of t h e t ariff  pr ofil e f u n cti o n ar e ar bitr aril y

s et t o s ati sf y t h e c o n diti o n i n T h e or e  m 4. 1: A  =   1 1,  ξ  =   1 8 a n d  σ   =   8 0.

Fi g ur e  1.  T h e e v ol uti o n pr o c ess i n t h e hi g h c o n g esti o n s c e n ari o   wit h o ut T C S.
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A c c or di n g t o  Fi g ur e   2 ( a – d), it  c a n  b e s e e n t h at t h e  d a y-t o- d a y  e v ol uti o n  u n d er  a  gi v e n  T C S  c o n-

v er g e s t o a n a c c e pt a bl e d e gr e e,   w h er e t h e s y st e  m r e a c h e s a n e q uili bri u  m aft er 6 0 d a y s,   wit h a g a p of

0. 0 4  %.   N ot e t h at t h e s o ci al   w elf ar e  W T C S i n Fi g ur e 2 ( c) i s s  m all er t h a n t h at i n t h e  n o t ariff c a s e. T hi s i s

b e c a u s e t h e cr e dit t ariff s c h e  m e i s n ot o pti  m al b ut ar bitr aril y s p e cifi e d, s h o  w n a s t h e gr a y d a s h e d li n e

i n Fi g ur e 2 (f). T h e r e s ult s i n Fi g ur e 2 ( e,f) al s o s u p p ort t hi s o b s er v ati o n t h at t h e p e a k d e p art ur e r at e a n d

a c c u  m ul ati o n  ar e  n ot r e d u c e d  c o  m p ar e d t o  d a y  0. I n  a d diti o n,  Fi g ur e  2 ( g)  di s pl a y s t h e  e v ol uti o n  of

t h e cr e dit  pri c e,   w hi c h g o e s u p fr o  m 0 (  D K K) t o t h e e q uili bri u  m  pri c e 1. 1 (  D K K). T hi s  pr o c e s s i s c o n si s-

t e nt   wit h t h e e v ol uti o n of t h e cr e dit tr a n s a cti o n s s h o  w n i n Fi g ur e 2 ( h). I niti all y, t h e n u  m b er of b o u g ht

cr e dit s (i. e. t h e cr e dit  d e  m a n d) i s   m u c h hi g h er t h a n t h e n u  m b er of s ol d cr e dit s (i. e. t h e cr e dit s u p pl y),

i  m pl yi n g t h at t h e   m ar k et i s s h ort of cr e dit s a n d tr a v ell er s n e e d t o b u y e xtr a cr e dit s fr o  m t h e r e g ul at or.

T h u s, t h e cr e dit pri c e i n cr e a s e s.  Aft er p er c ei vi n g a hi g h tr a v el c o st d u e t o t h e r el ati v el y e x p e n si v e cr e dit

p a y  m e nt, tr a v ell er s a dj u st t h eir d e p art ur e ti  m e t o a v oi d b ei n g c h ar g e d e x c e s si v el y, l e a di n g t o a s  m all er

cr e dit  d e  m a n d a n d c o n s e q u e ntl y sl o  w er cr e dit  pri c e i n cr e  m e nt.  Fi n all y,  at t h e  e q uili bri u  m st at e, t h e

cr e dit s u p pl y n e arl y i s e q u al t o t h e cr e dit d e  m a n d a n d t h e c orr e s p o n di n g cr e dit pri c e b e c o  m e s st a bl e.

Fi g ur e  2 (i) ill u str at e s t h e  e v ol uti o n  pr o c e s s  of t h e  a v er a g e cr e dit  p a y  m e nt,   w hi c h i s t h e  v al u e  of t h e

u s e d cr e dit s ( or t h e t ariff p a y  m e nt).   N ot e t h at t hi s t ariff p a y  m e nt i s e x a ctl y t h e diff er e n c e b et  w e e n t h e

c o n s u  m er s ur pl u s a n d t h e s o ci al   w elf ar e, a s d eri v e d i n E q u ati o n ( 1 6 ).

W h e n  a p pl yi n g t h e  s a  m e t ariff  pr ofil e t o t h e   m o d er at e  c o n g e sti o n  s c e n ari o,  a  si  mil ar  p att er n i s

o b s er v e d, t h e d et ail e d pl ot s ar e o n c e a g ai n o  mitt e d h er e.

N e xt,   w e  e x a  mi n e t h e  u ni q u e n e s s  of t h e  cr e dit  pri c e  b y  s etti n g  diff er e nt i niti al  pri c e s  a n d  pri c e

a dj u st  m e nt  p ar a  m et er  k  f or t h e  hi g h  c o n g e sti o n s c e n ari o.  Si  mil ar  p att er n s,  n ot  pr e s e nt e d  h er e,  ar e

o b s er v e d i n t h e s e t e st s f or t h e   m o d er at e c o n g e sti o n s c e n ari o. L et  k  ∈ { 1  ×   1 0 −  5 ,  2 ×   1 0 −  5 ,  4 ×   1 0 −  5 };

w e t h e n e x a  mi n e t h e i nfl u e n c e of t h e  pri c e a dj u st  m e nt  p ar a  m et er o n t h e  pri c e e v ol uti o n. T h e r e s ult s

ar e s h o  w n i n  Fi g ur e  3 ( a). It c a n  b e  o b s er v e d t h at   w h e n k  b e c o  m e s l ar g er, t h e cr e dit   m ar k et s h o  w s  a

gr e at er r e a cti o n t o t h e  diff er e n c e  b et  w e e n t h e cr e dit  d e  m a n d  a n d s u p pl y, l e a di n g t o  a  hi g h er  p e a k

v al u e a n d r a pi d er c h a n g e i n pri c e.

Fi g ur e  2.  T h e e v ol uti o n pr o c ess i n t h e hi g h c o n g esti o n s c e n ari o   wit h T C S.
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Fi g ur e  3.  T h e  e v ol uti o n  of  cr e dit  pri c e   wit h ( a)  di ff er e nt  pri c e  a dj ust  m e nt  p ar a  m et ers  a n d ( b)  di ff er e nt i niti al  pri c es; ( c)  T h e
e q uili bri u  m cr e dit pri c e   wit h di ff er e nt cr e dit e n d o  w  m e nt.

I n a d diti o n, Fi g ur e 3 ( b) pr e s e nt s t h e cr e dit pri c e e v ol uti o n   wit h diff er e nt i niti al pri c e s p 0 =   0,  1,  2,  3

(  D K K). It  a p p e ar s  t h at  t h o u g h  t h e  e v ol uti o n  pr o c e s s e s  ar e  diff er e nt  a n d  st art fr o  m  diff er e nt i niti al

v al u e s, t h e cr e dit pri c e e v e nt u all y c o n v er g e s t o t h e s a  m e l e v el.

M or e o v er,   w e  v ali d at e   H y p ot h e si s  4. 1  b y  v ar yi n g t h e cr e dit  e n d o  w  m e nt. 3 U n d er t h e  gi v e n cr e dit

t ariff  pr ofil e, t h e   mi ni  m u  m  p o s si bl e  e n d o  w  m e nt Imi n =   1. 6 1  a n d  IU E =   7. 0 1.   N ot e t h e cr e dit  e n d o  w-

m e nt i s i d e nti c al  a  m o n g  all t h e tr a v ell er s  a n d  k e e p s c o n st a nt  a cr o s s  d a y s.  L et   I = {  3, 4,  . . . ,  7,  8}, t h e

r e s ult s ar e  d e  m o n str at e d i n Fi g ur e 3 ( c). It i s cl e ar t h at t h e cr e dit  pri c e   m o n ot o ni c all y  d e cr e a s e s   wit h I

a n d r e a c h e s 0   w h e n  I e x c e e d s  IU E =   7. 0 1.

6. 3.   B a y e si a n o pti  mi z ati o n r e s ult s

I n t hi s s u b s e cti o n,   w e  pr e s e nt t h e  p erf or  m a n c e  of t h e T C S  u n d er a n  o pti  mi z e d t ariff  pr ofil e  o bt ai n e d

fr o  m t h e d e v el o p e d B  O   m et h o d f or b ot h d e  m a n d s c e n ari o s.

T h e  d o  m ai n s  of t h e t ariff  pr ofil e f u n cti o n  p ar a  m et er s ar e s et a s  A  ∈   [ 2, 2 0] ( u nit: cr e dit/  m et er), ξ  ∈

[ 3 0, 9 0]  a n d σ   ∈   [ 1 0, 7 0].  T h e i niti al s a  m pl e s  ar e  g e n er at e d  vi a t h e  L ati n   H y p er c u b e  S a  m pli n g ( L H S)

(  M c K a y, B e c k  m a n, a n d C o n o v er 2 0 0 0 ) c o n si sti n g of 3 0 p oi nt s. F or e a c h s a  m pl e i n p ut p oi nt,   w e r u n t h e

d a y-t o- d a y si  m ul ati o n  a n d c o  m p ut e t h e tr a v el ti  m e c o st  a n d s c h e d ul e  d el a y c o st  u si n g t h e  a v er a g e

v al u e of t h e l a st 1 0 d a y s aft er t h e e q uili bri u  m. T h e s o ci al   w elf ar e p er c a pit a c a n t h er ef or e b e c al c ul at e d

u si n g  E q u ati o n ( 1 6 ).  Fi g ur e 4  s h o  w s t h e  e v ol uti o n  pr o c e s s f or t h e  hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o   wit h  a n

o pti  mi z e d t ariff  pr ofil e, t h e  p ar a  m et er s  of   w hi c h  ar e  A  =   4. 8,  ξ  =   6 7. 3  a n d  σ   =   3 3. 5. It  c a n  b e s e e n

t h at t h e s y st e  m b e c o  m e s st a bl e aft er 8 0 d a y s, a n d c o n v er g e s t o a cr e dit pri c e of 3. 0 5 (  D K K). C o  m p ar e d

t o t h e n o t ariff c a s e, t h e d e p art ur e r at e c ur v e i s fl att e n e d, a n d t h e p e a k a c c u  m ul ati o n i s r e d u c e d fr o  m

1 8 6 7 t o  1 0 5 3 ( tr a v ell er],   w hi c h  o v er all, l e a d s t o  a n i  m pr o v e  m e nt i n t h e s o ci al   w elf ar e, r ai si n g fr o  m

−  2 9. 8 (  D K K) p er c a pit a t o  −  2 3. 8 (  D K K) b y 6. 0 (  D K K).   W e o b s er v e fr o  m Fi g ur e  4 ( e ,f) t h at   m or e tr a v ell er s

ar e  d e p arti n g l at er  u n d er t h e  o pti  mi z e d t ariff  pr ofil e c o  m p ar e d t o t h e  n o t ariff c a s e, i n  or d er t o a v oi d

hi g h cr e dit t ariff s.  H o  w e v er, d u e t o t h e hi g hl y r e d u c e d tr a v el ti  m e, t h er e ar e 7 0. 8  % tr a v ell er s arri vi n g at

t h eir d e sti n ati o n s e arli er t h a n t h eir d e sir e d arri v al ti  m e u n d er t h e o pti  mi z e d t ariff pr ofil e,   w hil e 6 7. 7  %

i n t h e n o t ariff c a s e.

Si  mil ar  p att er n s  ar e  al s o  o b s er v e d i n t h e   m o d er at e  c o n g e sti o n  s c e n ari o,  alt h o u g h t h e  pl ot s  ar e

o  mitt e d  h er e.  T h e  d ail y a v er a g e v al u e s  of   m e a s ur e  m e nt v ari a bl e s f or t h e l a st  1 0  d a y s aft er t h e  e q ui-

li bri u  m f or t h e n o t ariff c a s e,   m o d er at e c o n g e sti o n a n d hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o ar e li st e d i n T a bl e 3 ,

w h er e t h e s e c o n d t o ei g ht h c ol u  m n s ar e t h e  d ail y a v er a g e   m o n et ar y tr a v el ti  m e c o st, s c h e d ul e  d el a y

c o st, r a n d o  m utilit y, c o n s u  m er s ur pl u s, s o ci al   w elf ar e p er c a pit a, t ariff p a y  m e nt a n d cr e dit pri c e, r e s p e c-

ti v el y.  T h e ‘  m e a n’  a n d ‘ st d. d e v’ r o  w s i n  T a bl e  3  r e pr e s e nt t h e   m e a n  v al u e s  a n d  st a n d ar d  d e vi ati o n

a cr o s s t h e l a st 1 0  d a y s aft er t h e e q uili bri u  m f or e a c h s c e n ari o, r e s p e cti v el y. It c a n  b e s e e n t h at, i n t h e

m o d er at e c o n g e sti o n s c e n ari o, t h e tr a v el ti  m e c o st p er c a pit a i s r e d u c e d fr o  m 2 6. 7 (  D K K) t o 2 0. 9 (  D K K)

b y 2 1. 8  %,   w hil e t h e s c h e d ul e d el a y c o st i s i n cr e a s e d fr o  m 3. 3 (  D K K) t o 6. 2 (  D K K) b y 9 0. 5  %, a n d o v er all

s o ci al   w elf ar e p er c a pit a i s i  m pr o v e d b y 3. 2 (  D K K). I n t h e hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o, t h e a v er a g e tr a v el
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Fi g ur e  4.  T h e e v ol uti o n pr o c ess i n t h e hi g h c o n g esti o n s c e n ari o   wit h o pti  miz e d T C S.

T a bl e  3.  C o  m p aris o ns a  m o n g n o t ari ff c as e, o pti  miz e d T C S a n d C P.

U nit
( D K K/ c a p)

Tr a v el
ti  m e c ost

S c h e d ul e
d el a y

R a n d o  m
utilit y

C o ns u  m er
s ur pl us

S o ci al
w elf ar e

Tari ff
p a y  m e nt

Cr e dit pri c e
( D K K)

N o t ari ff c as e ( N 1)
M e a n −  2 6. 7   −  3. 3    5. 5   −  2 4. 5   −  2 4. 5    – –
St d. d e v.    0. 0 2 0    0. 0 0 4    0. 0 0 4    0. 0 1 3    0. 0 1 3    – –

O pti  miz e d T C S ( N 1)
M e a n −  2 0. 9   −  6. 2    5. 8   −  3 4. 0   −  2 1. 3    1 2. 8 2. 6
St d. d e v.    0. 0 0 5    0. 0 0 5    0. 0 0 1    0. 0 0 2    0. 0 0 1    0. 0 0 3    0. 0 0 1

O pti  miz e d C P ( N 1)
M e a n −  2 0. 8   −  6. 3    5. 8   −  3 4. 2   −  2 1. 3    1 2. 9 –
St d. d e v.    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 2    0. 0 0 2    0. 0 0 2 –

N o t ari ff c as e ( N 2)
M e a n −  3 1. 0   −  4. 7    5. 9   −  2 9. 8   −  2 9. 8    – –
St d. d e v.    0. 0 8 0    0. 0 5 0    0. 0 1 0    0. 1 2 0    0. 1 2 0    - –

O pti  miz e d T C S ( N 2)
M e a n −  2 1. 5   −  8. 3    6. 0   −  3 9. 1   −  2 3. 8    1 5. 3 3. 1
St d. d e v.    0. 0 0 5    0. 0 0 6    0. 0 0 1    0. 0 0 3    0. 0 0 1    0. 0 0 4    0. 0 0 1

O pti  miz e d C P ( N 2)
M e a n −  2 1. 4   −  8. 4    5. 9   −  3 9. 2   −  2 3. 8    1 5. 4 –
St d. d e v.    0. 0 0 4    0. 0 0 6    0. 0 0 1    0. 0 0 3    0. 0 0 2    0. 0 0 5 –

ti  m e c o st i s r e d u c e d  b y  3 0. 7  %, t h e s c h e d ul e  d el a y c o st i s i n cr e a s e d  b y  7 6. 5  %,  a n d t h e s o ci al   w elf ar e

p er c a pit a i s i  m pr o v e d  b y 6. 0 (  D K K).   A s e x p e ct e d,   w h e n c o n g e sti o n i s   m or e s e v er e, t h e i  m pr o v e  m e nt

i n t er  m s of s o ci al   w elf ar e b y i  m p o si n g t h e o pti  mi z e d T C S i s hi g h er.

6. 4.   C o  m p ari s o n   wit h ti  m e of d a y pri ci n g

U n d er t h e ti  m e  of  d a y  pri ci n g, tr a v ell er s’  b e h a vi o ur i s si  m ul at e d  b a s e d  o n t h e s a  m e tr a v el  b e h a vi o ur

m o d el d e s cri b e d i n S e cti o n   3. 2 . T h e ti  m e of d a y pri ci n g al s o u s e s a di st a n c e- b a s e d t ariff,   w hi c h i s p ai d
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Fi g ur e  5.  T h e e v ol uti o n pr o c ess i n t h e   m o d er at e (l eft) a n d hi g h (ri g ht) c o n g esti o n s c e n ari os   wit h o pti  miz e d t ari ff pr o fil es.

at t h e b e gi n ni n g of t h e tri p. T h e o nl y diff er e n c e i s t h at t h e t ariff i s s et i n  D K K i n st e a d of cr e dit s. T h u s, t h e

e x p eri e n c e d ( or e sti  m at e d) tr a v el c o st  c C P
i,d (t) f or tr a v ell er i o n d a y  d  d e p arti n g at ti  m e  t c a n  b e   writt e n

a s  c C P
i,d (t) =   −  θ i · T i,d (t) −   δ i · S D E i · (T ∗

i −   t −   T i,d (t)) −   (1  −   δ i) · S D L i · (t +   T i,d (t) −   T ∗
i ),  a n d C C P

i,d (t)  =

c̃ C P
i,d (t) −   g C P (t) · L i · w  ,   w h er e g C P (t) i s t h e t ariff i n d oll ar s at ti  m e t.

Si  mil ar  t o  S e cti o n  5 ,   w e  d efi n e  t h e  s o ci al   w elf ar e W C P of  c o n g e sti o n  pri ci n g,   w hi c h  c o n si st s  of

c o n s u  m er s ur pl u s a n d r e g ul at or r e v e n u e, a s  W C P = 1
N [ C S +   R R]  = 1

N
N
i=  1 [c̃ i,d (t

d e p
i,d ) + i(t

d e p
i,d )].

T h e d o  m ai n s of t h e t ariff pr ofil e f u n cti o n p ar a  m et er  A  ar e t h e s a  m e a s b ef or e. T h e B  O i s u s e d t o o pti-

mi z e t h e t ariff pr ofil e, utili zi n g t h e L H S s a  m pli n g   m et h o d t o g e n er at e i niti al p oi nt s. Fi g ur e   5 ( a – c) s h o  w

t h e e v ol uti o n  pr o c e s s i n t h e   m o d er at e c o n g e sti o n s c e n ari o   wit h  o pti  mi z e d t ariff  pr ofil e, t h e  p ar a  m e-

t er s of   w hi c h ar e A  =   1 1. 2,  ξ  =   7 1. 5 a n d  σ   =   3 2. 6. It c a n b e s e e n fr o  m t h e r e s ult s pr e s e nt e d i n Fi g ur e

5  a n d T a bl e  3 , t h e ti  m e of d a y pri ci n g r e a c h e s a n e q uili bri u  m of s o ci al   w elf ar e a n d fl o  w p att er n cl o s e t o

t h at  of T C S c a s e,   wit h a  hi g h er t ariff r at e. Fi g ur e 5 ( d –f)  pr e s e nt t h e e v ol uti o n  pr o c e s s  of  hi g h c o n g e s-

ti o n s c e n ari o,   wit h t ariff pr ofil e p ar a  m et er s A  =   1 4. 8,  ξ  =   6 7. 3 a n d  σ   =   3 3. 5. C o  m bi n e d   wit h Fi g ur e  4

a n d T a bl e  3 ,   w e c o n cl u d e t h at b y o pti  mi zi n g t h e t ariff pr ofil e s, T C S a n d C P h a v e t h e s a  m e p erf or  m a n c e

i n t er  m s of s o ci al   w elf ar e a n d fl o  w p att er n at e q uili bri u  m.
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Fi g ur e  6.  Ac c u  m ul ati o n f or t h e o pti  miz e d st e p t ari ff a n d T-t oll pr o fil es.

T a bl e  4.  C o  m p aris o ns a  m o n g t h e o pti  miz e d G a ussi a n t ari ff, T-t oll a n d st e p t ari ff T C S.

U nit:
( D K K/ c a p)

Tr a v el
ti  m e c ost

S c h e d ul e
d el a y

R a n d o  m
utilit y

C o ns u  m er
s ur pl us

S o ci al
w elf ar e

Tari ff
p a y  m e nt

Cr e dit pri c e
( D K K)

N o t ari ff c as e ( N 1)
M e a n −  2 6. 7   −  3. 3    5. 5   −  2 4. 5   −  2 4. 5    – –
St d. d e v.    0. 0 2 0    0. 0 0 4    0. 0 0 4    0. 0 1 3    0. 0 1 3    – –

O pti  miz e d G a ussi a n t ari ff ( N 1)
M e a n −  2 0. 9   −  6. 2    5. 8   −  3 4. 0   −  2 1. 3    1 2. 8 2. 6
St d. d e v.    0. 0 0 5    0. 0 0 5    0. 0 0 1    0. 0 0 2    0. 0 0 1    0. 0 0 3    0. 0 0 1

O pti  miz e d T-t oll ( N 1)
M e a n −  2 0. 6   −  6. 6    5. 8   −  3 3. 5   −  2 1. 4    1 2. 1 2. 4
St d. d e v.    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 0    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 0

O pti  miz e d st e p t ari ff ( N 1)
M e a n −  2 2. 1   −  5. 2    5. 4   −  3 1. 8   −  2 1. 8    1 0. 0 2. 0
St d. d e v.    0. 0 1 7    0. 0 0 6    0. 0 0 2    0. 0 1 5    0. 0 1 0    0. 0 0 6    0. 0 0 1

6. 5.   C o  m p ari s o n of alt er n ati v e cr e dit t ari ff   m e c h a ni s  m s

6. 5. 1.   C o  m p ari s o n b et  w e e n diff er e nt cr e dit t ariff pr ofil e s
Si n c e t h e p erf or  m a n c e of t h e T C S ulti  m at el y d e p e n d s o n t h e c h oi c e of t h e t ariff pr ofil e f u n cti o n al f or  m,

w e c o  m p ar e t h e p erf or  m a n c e of t h e a b o v e  G a u s si a n pr ofil e   wit h t  w o alt er n ati v e s: a st e p t ariff a n d a tri-

a n g ul ar t ariff ( T-t oll) pr ofil e. B ot h ar e i n s pir e d b y Z h e n g, R ér at, a n d  G er oli  mi ni s ( 2 0 1 6 ) a n d  D a g a n z o a n d

L e h e ( 2 0 1 5 ), r e s p e cti v el y,   wit h t h e c a v e at t h at t h e c o  m p ari s o n i s li  mit e d t o t h e s c e n ari o  of N   =   3 7 0 0

a n d t h e s y  m  m etri c  pr ofil e a s s u  m pti o n i s   m a d e a s  b ef or e. F or t h e st e p t ariff, t h er e ar e si x  p ar a  m et er s

i n cl u di n g t ariff c h ar g e s  of fi v e st e p s a n d a  p o siti o n  p ar a  m et er i n di c ati n g t h e c e nt er  of t h e s y  m  m etri c

t ariff pr ofil e. F or t h e T-t oll a n d si  mil arl y t o t h e   G a u s si a n c a s e, t h er e ar e t hr e e p ar a  m et er s i n cl u di n g t h e

h ei g ht, l e n gt h of t h e b a s e a n d, a g ai n, a p o siti o n p ar a  m et er.

U n d er b ot h t h e st e p t ariff a n d T-t oll,   w e o b s er v e a si  mil ar c o n v er g e n c e p att er n. T h er ef or e, o nl y t h e

a c c u  m ul ati o n s ar e s h o  w n i n  Fi g ur e  6 .  T a bl e 4  s u  m  m ari z e s t h e  d et ail e d i nf or  m ati o n  of all t h e  p erf or-

m a n c e   m e a s ur e s c o n si d er e d.   W e r eli e d o n 2 0 0 B a y e si a n   O pti  mi z ati o n it er ati o n s f or t h e st e p-t ariff c a s e

si n c e t h er e ar e si x  p ar a  m et er s t o  o pti  mi z e   w hil e t h e s  m all er  n u  m b er  of  p ar a  m et er s f or t h e t  w o  ot h er

c a s e s r eli e d o n 4 0 it er ati o n s o nl y. It   w a s f o u n d t h at  G a u s si a n t ariff a n d T-t oll h a v e a si  mil ar p erf or  m a n c e

i n t er  m s  of   w elf ar e. I nt er e sti n gl y, t h e C S  a n d ti  m e-r el at e d  p erf or  m a n c e   m e a s ur e s  s h o  w  diff er e n c e s

b et  w e e n t h e   G a u s si a n a n d t h e T-t oll,   wit h a l o  w er tr a v el ti  m e, hi g h er s c h e d ul e d el a y a n d l o  w er cr e dit

v al u e fl o  w i n t h e l att er.  S u c h  cr e dit   m ar k et  diff er e n c e s   m a y j u stif y  a  c ar ef ul l o o k i nt o  effi ci e nt   m ar-

k et  d e si g n  u n d er   m or e r e ali sti c   m ar k et-r el at e d  b e h a vi o ur s  a n d  e q uit y  a s p e ct s i n  T C S-r el at e d  p oli c y

d e ci si o n s.

N e v ert h el e s s,  b ot h   G a u s si a n  a n d  T- T oll  o ut p erf or  m e d t h e st e p t ariff.  T hi s  g a p  c o ul d  n at ur all y  b e

r e d u c e d   wit h a hi g h er n u  m b er of st e p s i n t h e st e p t ariff f u n cti o n al f or  m.
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Fi g ur e  7.  T h e a c c u  m ul ati o ns u n d er di ff er e nt o pti  miz e d t ari ff pr o fil es.

6. 5. 2.   C o  m p ari s o n a  m o n g tri p-l e n gt h, tr a v el-ti  m e b a s e d a n d st a n d ar d ar e a- b a s e d cr e dit t ariff
m e c h a ni s  m s
O n e c o ul d f or  m ul at e a cr e dit t ariff a s a f u n cti o n of tr a v el ti  m e i n st e a d of tri p l e n gt h, all o  wi n g a  dir e ct

a c c o u nti n g  of t h e c o ntri b uti o n t o c o n g e sti o n.   H er e,   w e c o n si d er  a tr a v el ti  m e- b a s e d t ariff  a n d c o  m-

p ar e it   wit h t h e alr e a d y pr e s e nt e d tri p l e n gt h- b a s e d t ariff.   W e si  m pl y c h a n g e t h e t er  m  p d · g (t) · L i · w

i n E q u ati o n (4 ) t o p d · g (t) · T i,d (t) · w   ,   w h er e w   =   0. 0 8 a n d t h e  ot h er  p ar a  m et er s ar e k e pt t h e s a  m e.

N ot e t h at f or t h e tri p l e n gt h- b a s e d t ariff, t h e  u nit  of   g (t) w a s ( Cr e dit/  m et er)   w hil e f or t h e  n e  w tr a v el

ti  m e- b a s e d t ariff, t h e u nit of g (t) i s ( Cr e dit/  mi n ut e). I n a d diti o n,   w e al s o t e st e d t h e (tri p a g n o sti c) st a n-

d ar d  ar e a- b a s e d ( z o n al)   m e c h a ni s  m f or  b ot h s c e n ari o s,   w h er ei n t h e  u nit  of   g (t)  i s ( Cr e dit].  Fi g ur e 7

pr e s e nt s  t h e  a c c u  m ul ati o n s  f or  t h e  diff er e nt  d e  m a n d  s c e n ari o s  c o n si d er e d  ( N 1 =   3 7 0 0  a n d  N 2 =

4 5 0 0) f or t h e  o pti  mi z e d t  w o t y p e s cr e dit t ariff   m e c h a ni s  m s.  T h e  d et ail e d  p erf or  m a n c e   m e a s ur e s ar e

s u  m  m ari z e d i n T a bl e 5 .

It c a n b e s e e n t h at t h e t hr e e t y p e s of t ariff c o n v er g e t o a n a c c e pt a bl e d e gr e e. I n b ot h d e  m a n d s c e-

n ari o s, t h e p e a k a c c u  m ul ati o n a n d d e p art ur e r at e   wit h t h e tr a v el ti  m e- b a s e d t ariff ar e cl o s e t o t h e o n e s

wit h tri p l e n gt h- b a s e d t ariff.  T h er e i s a sli g htl y  b ett er   w elf ar e  p erf or  m a n c e f or t h e tr a v el ti  m e- b a s e d

t ariff o nl y u n d er t h e hi g h c o n g e sti o n s c e n ari o, t h a n k s t o s  m all b e n efit s i n s c h e d ul e d el a y. I n d e e d, t h e

tr a v el ti  m e- b a s e d t ariff   m a y r efl e ct t h e c o ntri b uti o n t o t h e c o n g e sti o n   m or e  dir e ctl y.   N ot e t h at, e v e n

wit h a fi x e d tri p l e n gt h,   w h e n a tr a v ell er c o n si d er s c h a n gi n g d e p art ur e ti  m e, t h e a s s o ci at e d cr e dit t ariff

p a y  m e nt   will al s o c h a n g e.  H er e, t h e dir e ct c o ntri b uti o n t o c o n g e sti o n i s t a k e n c ar e of b y t h e o pti  mi z e d

fi x e d t ariff r at e a n d t h e cr e dit   m ar k et. Y et, fr o  m t h e tr a v ell er’ s p er s p e cti v e,   w h e n a tr a v ell er’ s e v al u at e s

d e p art ur e ti  m e s, t h e tri p l e n gt h- b a s e d t ariff all o  w s f or a cl e ar i nf or  m ati o n o n cr e dit p a y  m e nt   w hil e t h e

tr a v el ti  m e  n e e d e d f or t h e  u s er’ s tr a v el ti  m e- b a s e d t ariff e sti  m ati o n i s  u n c ert ai n i n  pr a cti c e. T hi s f all s

u n d er i nf or  m ati o n pr o vi si o n a n d p er c e pti o n   m o d elli n g r e s e ar c h   w hi c h,   w hil e r el at e d, i s o ut si d e of t h e

s c o p e of t hi s   m a n u s cri pt. I n a d diti o n, b ot h tri p- b a s e d T C S s h o  w t h e s u p eri orit y c o  m p ar e d t o st a n d ar d

(tri p a g n o sti c) ar e a- b a s e d T C S.
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T a bl e  5.  C o  m p aris o ns a  m o n g t h e o pti  miz e d tri p l e n gt h- b as e d T C S, o pti  miz e d tr a v el ti  m e- b as e d T C S a n d o pti  miz e d st a n d ar d ar e a-
b as e d T C S.

U nit:
( D K K/ c a p)

Tr a v el
ti  m e c ost

S c h e d ul e
d el a y

R a n d o  m
utilit y

C o ns u  m er
s ur pl us

S o ci al
w elf ar e

Tari ff
p a y  m e nt

Cr e dit pri c e
( D K K)

N o t ari ff c as e ( N 1)
M e a n −  2 6. 7   −  3. 3    5. 5   −  2 4. 5   −  2 4. 5    – –
St d. d e v.    0. 0 2 0    0. 0 0 4    0. 0 0 4    0. 0 1 3    0. 0 1 3    – –

O pti  miz e d st a n d ar d ar e a- b as e d T C S ( N 1)
M e a n −  2 1. 2   −  5. 8    6. 0   −  4 6. 6   −  2 2. 0    2 4. 5 4. 9
St d. d e v.    0. 0 1 0    0. 0 0 7    0. 0 0 1    0. 0 3 9    0. 0 0 4    0. 0 4 0    0. 0 1 0

O pti  miz e d tri p l e n gt h- b as e d T C S ( N 1)
M e a n −  2 0. 9   −  6. 2    5. 8   −  3 4. 0   −  2 1. 3    1 2. 8 2. 6
St d. d e v.    0. 0 0 5    0. 0 0 5    0. 0 0 1    0. 0 0 2    0. 0 0 1    0. 0 0 3    0. 0 0 1

O pti  miz e d tr a v el ti  m e- b as e d T C S ( N 1)
M e a n −  2 2. 5   −  5. 0    5. 9   −  3 2. 1   −  2 1. 6    1 0. 4 2. 1
St d. d e v.    0. 0 1 0    0. 0 0 9    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 5    0. 0 0 6    0. 0 0 1

N o t ari ff c as e ( N 2)
M e a n −  3 1. 0   −  4. 7    5. 9   −  2 9. 8   −  2 9. 8    – –
St d. d e v.    0. 0 8 0    0. 0 5 0    0. 0 1 0    0. 1 2 0    0. 1 2 0    - –

O pti  miz e d st a n d ar d ar e a- b as e d T C S ( N 2)
M e a n −  2 4. 1   −  7. 2    6. 3   −  3 8. 8   −  2 5. 0    1 3. 8 2. 8
St d. d e v.    0. 0 0 5    0. 0 0 2    0. 0 0 1    0. 0 0 5    0. 0 0 3    0. 0 0 2    0. 0 0 0

O pti  miz e d tri p l e n gt h- b as e d T C S ( N 2)
M e a n −  2 1. 5   −  8. 3    6. 0   −  3 9. 1   −  2 3. 8    1 5. 3 3. 1
St d. d e v.    0. 0 0 5    0. 0 0 6    0. 0 0 1    0. 0 0 3    0. 0 0 1    0. 0 0 4    0. 0 0 1

O pti  miz e d tr a v el ti  m e- b as e d T C S ( N 2)
M e a n −  2 1. 9   −  7. 7    5. 9   −  3 8. 0   −  2 3. 7 1 4. 3 2. 9
St d. d e v.    0. 0 0 3    0. 0 0 1    0. 0 0 1    0. 0 0 5    0. 0 0 3    0. 0 0 2    0. 0 0 1

7.    C o n cl u si o n s

T hi s  p a p er  pr o p o s e s a tr a d a bl e cr e dit s c h e  m e ( T C S) t o   m a n a g e  ur b a n tr a n s p ort  n et  w or k c o n g e sti o n

c o n si d eri n g t h e d a y-t o- d a y e v ol uti o n of tr affi c fl o  w. T h e pr o p erti e s of t h e T C S   w er e e x a  mi n e d vi a b ot h

a n al yti c al a n d si  m ul ati o n a p pr o a c h e s. T h e pr o p erti e s   w er e a n al y s e d i n t h e li g ht of r e c e nt g e n eri c T C S

f or  m ul ati o n s, n a  m el y B a o, V er h o ef, a n d K o st er (2 0 1 9 ), Br a n d s et al. (2 0 2 0 ), a p pli e d t o t h e c a s e of ar e a-

b a s e d r o a d tr affi c  c o ntr ol,  a n d  e xt e n d e d f or  h et er o g e n e o u s tri p l e n gt h s, i. e.  a  di st a n c e- b a s e d t ariff

i n st e a d  of a c c e s s- b a s e d t ariff.  T h e  T C S  h er e at st a k e r eli e s  o n  a  d ail y fi x e d cr e dit  pri c e, a ti  m e- of- d a y

v ar yi n g t ariff c h ar gi n g ( or cr e dit t ariff), a   m or ni n g c o  m  m ut e c o ntr ol p oli c y a n d h et er o g e n e o u s d e ci si o n

m a k er s (i n t er  m s of c h oi c e pr ef er e n c e s, tri p l e n gt h, a n d pr ef err e d arri v al ti  m e s).   M e a n  w hil e, a n et  w or k

si  m ul ati o n   m o d el i s  d e v el o p e d t o c a pt ur e t h e  d a y-t o- d a y e v ol uti o n  of tr affi c fl o  w. T h e   m o d el i s  b uilt

u p o n t h e  tri p- b as e d   M F D ( Ar n ott 2 0 1 3 ;   D a g a n z o a n d L e h e 2 0 1 5 ) a n d it s effi ci e nt i  m pl e  m e nt ati o n pr o-

p o s e d i n  L a  m ott e  a n d   G er oli  mi ni s ( 2 0 1 6 )   w hi c h  all o  w e d  u s t o st u d y f u n d a  m e nt al  pr o p erti e s  of t h e

T C S.  Fi n all y   w e i nt e gr at e t hi s  o v er all si  m ul ati o n   m o d el t h at  c o  m bi n e s t h e  T C S  a n d  n et  w or k si  m ul a-

ti o n   m o d el   wit h a B a y e si a n o pti  mi z ati o n fr a  m e  w or k f or d et er  mi ni n g t h e o pti  m al cr e dit t ariff c h ar gi n g

s c h e  m e t h at   m a xi  mi z e s t h e t ot al s o ci al   w elf ar e.

A n al yti c all y, t hi s  p a p er  pr e s e nt s c o n diti o n s f or  e xi st e n c e  of t h e   m ar k et  a n d  n et  w or k  e q uili bri u  m,

a n d t h e  u ni q u e n e s s  of t h e cr e dit   m ar k et  pri c e. I n c o ntr a st,  e st a bli s hi n g t h e  u ni q u e n e s s  of  d e p art ur e

fl o  w s  a n d  c o n v er g e n c e  of  t h e  d a y-t o- d a y    m o d el  i s  c h all e n gi n g  d u e  t o  t h e  a b s e n c e  of  a  cl o s e d-

f or  m  e x pr e s si o n f or tr a v el ti  m e s fr o  m t h e tri p- b a s e d   M F  D   m o d el.  C o n s e q u e ntl y,  o n e  h a s t o r e s ort

t o  n u  m eri c al e x p eri  m e nt s  u n d er a   wi d e r a n g e  of  d e  m a n d a n d s u p pl y i n p ut s t o e x a  mi n e e q uili bri u  m

a n d c o n v er g e n c e  pr o p erti e s ( e. g.   Ar n ott  2 0 1 3 ; L a  m ott e a n d   G er oli  mi ni s 2 0 1 5 ;   M ari ott e, L e cl er c q, a n d

L a v al 2 0 1 7 ), or a p pl y   m or e tr a ct a bl e c o n g e sti o n   m o d el s f or   w hi c h u ni q u e n e s s c a n b e e st a bli s h e d ( Y a n g

a n d   W a n g  2 0 1 1 ;  Y e  a n d  Y a n g 2 0 1 3 ).   N u  m eri c all y, t h e  e x p eri  m e nt s  d e  m o n str at e c o n v er g e n c e  of t h e

d a y-t o- d a y   m o d el,  a n d  e x a  mi n e  n et  w or k  p erf or  m a n c e  a n d   w elf ar e f or t hr e e  c o  m p ar ati v e  p oli c e s:  a

n o- c o ntr ol c a s e, ti  m e- of- d a y pri ci n g a n d t h e pr o p o s e d T C S.
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N ot e t h at t h e   M F  D   m o d el h a s it s li  mit ati o n s. S p e cifi c all y, f or a si n gl e r e s er v oir n et  w or k   wit h e n d o g e-

n o u s tr affi c, if t h e  d e  m a n d ( or  d e p art ur e r at e) i s  e x c e s si v el y l ar g e, t h e  s y st e  m   will  d e c a y t o  w ar d s  a

gri dl o c k (  D a g a n z o  2 0 0 7 ).  T hi s i s s u e  h a s  b e e n  di s c u s s e d i n t h e lit er at ur e.  F or  e x a  m pl e,   M a h  m a s s a ni,

S a b eri, a n d  Z o c k ai e ( 2 0 1 3 ) s h o  w e d t h at   w h e n a s uffi ci e nt  pr o p orti o n  of  dri v er s ar e a d a pti v e a n d t h e

dri v er s  d o  n ot s  wit c h r o ut e s   w h e n ti  m e i  m pr o v e  m e nt i s  b el o  w a  pr e d et er  mi n e d t hr e s h ol d, t h e  gri d-

l o c k  e v e nt u all y r e c o v er s.   N e v ert h el e s s, t hi s  pr o bl e  m r e q uir e s   m or e i n v e sti g ati o n  a n d   w e  d ef er it t o

f ut ur e r e s e ar c h.  T h er ef or e,  o nl y t  w o  d e  m a n d s c e n ari o s,  a   m o d er at e  c o n g e sti o n  a n d  a  hi g h  c o n g e s-

ti o n s c e n ari o s,  ar e  e x a  mi n e d i n t hi s st u d y.  T h e  n u  m eri c al r e s ult s s h o  w e d  c o n v er g e n c e  of t h e  cr e dit

pri c e a n d  d e  m o n str at e d st a bl e  n et  w or k  p att er n s, v erif yi n g t h e a n al yti c al  pr o p erti e s  of  pri c e  u ni q u e-

n e s s  a n d it s i n v er s e  pr o p orti o n alit y   wit h t h e  e n d o  w  m e nt.   N ot a bl y, t h e  pr o p o s e d  T C S i  m pr o v e s t h e

s o ci al   w elf ar e  c o  m p ar e d t o t h e  n o- c o ntr ol  c a s e  a n d  d e  m o n str at e s t h e  e x p e ct e d t h e or eti c al  e q ui v a-

l e n c e   wit h ti  m e- of- d a y  pri ci n g.  T h e fr a  m e  w or k  pr o p o s e d  al s o  all o  w e d f or  a  c o  m p ari s o n  of  diff er e nt

cr e dit c h ar gi n g   m e c h a ni s  m s.   W hil e t e sti n g  diff er e nt f u n cti o n al f or  m s f or t h e cr e dit t ariff  pr ofil e, t h e

o pti  mi z e d   G a u s si a n- s h a p e d t ariff h a d a si  mil ar p erf or  m a n c e (i n t er  m s of   w elf ar e) t o t h e tri a n g ul ar t ar-

iff; b ot h o ut p erf or  m e d a si  m pl e st e p t ariff.   M or e o v er, t h e r e s ult s s u g g e st t h at a tr a v el ti  m e- b a s e d cr e dit

t ariff   m e c h a ni s  m o ut p erf or  m s a tri p l e n gt h- b a s e d t ariff   m e c h a ni s  m i n t er  m s of r e d u ci n g t h e s c h e d ul e

d el a y  a n d  e n h a n ci n g t h e s o ci al   w elf ar e i n  c o n g e st e d s c e n ari o s.  Y et,   w hil e  b ot h   m e c h a ni s  m s   w o ul d

h a v e t o r el y o n a d v a n c e d t e c h n ol o g y f or p o s si bl e i  m pl e  m e nt ati o n, t h e tri p l e n gt h- b a s e d t ariff s c h e  m e

m a y  h a v e  a d v a nt a g e s i n t er  m s  of  b e h a vi o ur al  u n c ert ai nt y  d uri n g t h e tr a v ell er  d e ci si o n   m a ki n g  pr o-

c e s s. T h e r e s ult s al s o s h o  w t h e s u p eri orit y  of a tri p- b a s e d T C S c o  m p ar e d t o tr a diti o n al (tri p a g n o sti c)

ar e a- b a s e d ( z o n al) T C S.

T h e a b o v e d e v el o p  m e nt s a n d fi n di n g s c o ntri b ut e t o t h e i n cr e a si n g b o d y of k n o  wl e d g e o n   m o bilit y-

r el at e d T C S,  b ot h i n t er  m s  of i n si g ht s i nt o t h e  pr o p erti e s  of ar e a- b a s e d T C S a s   w ell a s k e y   m o d elli n g

a n d i  m pl e  m e nt ati o n fr a  m e  w or k s f or t h e d e si g n of f ut ur e T C S.

A v e n u e s f or  e xt e n si o n  of t h e  pr o p o s e d fr a  m e  w or k i n cl u d e t h e  c o n si d er ati o n  of  d a y-t o- d a y  v ari-

a bilit y i n  d e  m a n d  a n d  s u p pl y,  a n d  t h e  d e si g n  of i n di vi d u al-  a n d  gr o u p-  s p e cifi c  cr e dit  all o c ati o n

s c h e  m e s t h at c a n g u ar a nt e e P ar et o i  m pr o v e  m e nt ( S eil a bi et al. 2 0 2 0 ). I n t h e p at h f or i n cr e a s e d k n o  wl-

e d g e  o n t h e f e a si bilit y  of  T C S, t h e  d e si g n  of  T C S   m ar k et s t h at a c c o  m  m o d at e  d et ail e d a n d i n di vi d u al

m ar k et i nt er a cti o n s  al o n g   wit h  diff er e nt  b u yi n g  a n d s elli n g str at e gi e s s h o ul d  al s o  b e  a n al y z e d.  T h e

b u yi n g  a n d  s elli n g  b e h a vi o ur s  ar e  n ot  c o n si d er e d i n  t hi s  st u d y,   w hil e  t h e y  ar e  r e q uir e d f or i n v e s-

ti g ati n g  p ot e nti al    m ar k et  o p er ati o n    m o d el s  f or  pr a cti c al i  m pl e  m e nt ati o n  of  t h e  T C S,  b ot h  fr o  m  a

t h e or eti c al (  D o gt er o  m,  Ett e  m a,  a n d   Dij st  2 0 1 7 ;  C h e n  et  al. 2 0 2 0 )  a n d  e  m piri c al  vi e  w p oi nt ( Br a n d s

et  al.  2 0 2 0 ). I n t hi s st u d y   w e  al s o  a s s u  m e d t h at t h e cr e dit  e n d o  w  m e nt  a n d cr e dit  pri c e  ar e c o n st a nt

wit hi n  a  d a y.   N e v ert h el e s s, it i s  a c k n o  wl e d g e d t h at  a d a pti v e  cr e dit  c h ar gi n g,  s p or a di c  e n d o  w  m e nt

a n d  q u a ntit y  c o ntr ol i nt er v e nti o n s  b y  t h e r e g ul at or  a n d r e al-ti  m e  /   wit hi n- d a y  cr e dit  pri c e  a dj u st-

m e nt   m a y  bri n g t h e T C S cl o s er t o effi ci e nt  o p er ati o n s, e s p e ci all y  u n d er t h e  n o n-r e c urr e nt c o n diti o n s

of  a  r e al  tr a n s p ort ati o n  s y st e  m.  Y et,  d et ail e d  si  m ul ati o n  a n d  b e h a vi o ur al  e x p eri  m e nt s  a p pr o a c h e s

m a y  a g ai n  b e  r e q uir e d  t o  o v er c o  m e  t h e  c o  m  m o n  si  m plif yi n g  a s s u  m pti o n s  e  m pl o y e d  f or  a n al yti-

c al tr a ct a bilit y.   N o n et h el e s s, t h e  af or e  m e nti o n e d fi n di n g s  of t hi s  p a p er  bri n g i n si g ht s i nt o  p o s si bl e

m o d elli n g t e c h ni q u e s t o i n cl u d e i n t h e  d e si g n  a n d r e al-ti  m e  o p er ati o n s  of  pr a cti c e r e a d y  ar e a-  wi d e

T C S.  Fi n all y,  t h e  c o n si d er ati o n  of  a d diti o n al  a n d  c o  m bi n e d  c h oi c e  di  m e n si o n s  i n  f ut ur e  T C S  effi-

ci e n c y  a n al y si s  ( s u c h  a s    m o d e,  r o ut e,  d e p art ur e  ti  m e  a n d  tri p  c a n c ell ati o n) i s  c urr e ntl y l a c ki n g i n

t h e  c urr e nt lit er at ur e ( A k a  m at s u  a n d   W a d a  2 0 1 7 ),  y et it i s i n   m u c h  n e e d f or  bri n gi n g  T C S  cl o s er t o

pr a cti c e.

N ot e s

1.  T h e o p e n- s o ur c e c o d e f or t h e si  m ul ati o n i s a v ail a bl e at  htt p s:// git h u b. c o  m/ R  M- Li u/  M F  D _ T C S
2.  T h e s h ar p c h a n g e fr o  m  d a y  0 t o  d a y  1 i s  d u e t o s etti n g t h e i niti al  p er c ei v e d tr a v el ti  m e  o n  d a y  0 a s fr e e fl o  w tr a v el

ti  m e,   w hi c h diff er s gr e atl y fr o  m t h e r e ali z e d o n e. F or t h e r e  m ai ni n g s c e n ari o s, t h e e q uili bri u  m tr a v el-ti  m e s of t hi s b a s e
c a s e ar e u s e d i n t h e i niti al p er c ei v e d c o n diti o n s.

3.  F or t hi s e x p eri  m e nt,   w e k e e p t h e ti  m e   wi n d o  w  T  W i fi x e d a cr o s s d a y s t o e n a bl e t h e c o  m p ut ati o n of Imi n .

https://github.com/RM-Liu/MFD_TCS
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A c k n o  wl e d g  m e nt s

W e al s o t h a n k t h e a n o n y  m o u s r e vi e  w er s f or t h eir v al u a bl e c o  m  m e nt s a n d s u g g e sti o n s.

Di s cl o s ur e st at e  m e nt

N o p ot e nti al c o nfli ct of i nt er e st   w a s r e p ort e d b y t h e a ut h or( s).

F u n di n g

T hi s r e s e ar c h   w a s  c arri e d  o ut  u n d er t h e   N E  M E S Y S  pr oj e ct f u n d e d  b y t h e   D T U ( T e c h ni c al   U ni v er sit y  of   D e n  m ar k)-  N T U
(  N a n y a n g T e c h ni c al   U ni v er sit y)  Alli a n c e. P art of t hi s r e s e ar c h   w a s f u n d e d b y t h e   U. S.   N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n ( A  w ar d
C  M  MI- 1 9 1 7 8 9 1).

O R CI  D

R e n  mi n g Li u   htt p:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 2- 2 8 6 3- 0 8 6 X

R a vi S es h a dri  htt p:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 2- 9 3 2 7- 9 4 5 5

R ef er e n c e s

A k a  m at s u,  T a k a s hi,  a n d  K e nt ar o   W a d a.   2 0 1 7 . “ Tr a d a bl e   N et  w or k  P er  mit s:   A   N e  w  S c h e  m e f or t h e   M o st  Effi ci e nt   U s e  of
N et  w or k  C a p a cit y.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art C: E  m er gi n g T e c h n ol o gi es  7 9: 1 7 8 – 1 9 5.

A  mir g h ol y,   M a h y ar,  a n d   H.   Oli v er   G a o.   2 0 1 7 . “  M o d eli n g t h e   D y n a  mi c s  of  C o n g e sti o n i n  L ar g e   Ur b a n   N et  w or k s   U si n g
t h e   M a cr o s c o pi c  F u n d a  m e nt al   Di a gr a  m:   U s er  E q uili bri u  m,  S y st e  m   O pti  m u  m,  a n d  Pri ci n g  Str at e gi e s.”  Tr a ns p ort ati o n
R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 0 4: 2 1 5 – 2 3 7.

Ar n ott, Ri c h ar d.  2 0 1 3 . “ A B at ht u b   M o d el of   D o  w nt o  w n Tr affi c C o n g e sti o n.” J o ur n al of  Ur b a n E c o n o  mi cs7 6: 1 1 0 – 1 2 1.
A z e v e d o,  C arl o s Li  m a,  R a vi  S e s h a dri,  S o n g   G a o,  Bil g e   At a s o y,   Ar u n  Pr a k a s h   A k ki n e p all y,  El e ni  C hri st of a, F a n g  Z h a o, J e s-

si k a  Tr a n ci k,  a n d   M o s h e  B e n- A ki v a.  2 0 1 8 . “ Tri p o d:  S u st ai n a bl e  Tr a v el I n c e nti v e s   wit h  Pr e di cti o n,   O pti  mi z ati o n,  a n d
P er s o n ali z ati o n. 9 7t h   A n n u al   M e eti n g of Tr a n s p ort ati o n R e s e ar c h B o ar d ( T R B 2 0 1 8),   W a s hi n gt o n,   D C, J a n ur ar y, 2 0 1 8.

B a o,  Y u e,  Zi y o u   G a o a, a n d   M e n g  X u.  2 0 1 6 . “ Tr affi c   A s si g n  m e nt   U n d er Tr a d a bl e  Cr e dit S c h e  m e:   A n I n v e sti g ati o n  C o n si d-
eri n g Tr a v el er s’ Fr a  mi n g a n d L a b eli n g of  Cr e dit s.”  I E E E I nt elli g e nt Tr a ns p ort ati o n S yst e  ms   M a g a zi n e 8 ( 2): 7 4 – 8 9.

B a o,   H el e n  X.   H.,  a n d J o ell e   N g.  2 0 2 2 . “ Tr a d a bl e  P ar ki n g  P er  mit s   A s  a  Tr a n s p ort ati o n   D e  m a n d   M a n a g e  m e nt  Str at e g y:   A
B e h a vi o ur al I n v e sti g ati o n.”  Citi es  1 2 0: 1 0 3 4 6 3.

B a o,  Y u e,  Eri k  T.  V er h o ef,  a n d  P a ul  K o st er.   2 0 1 9 .  “ R e g ul ati n g   D y n a  mi c  C o n g e sti o n  E xt er n aliti e s   wit h  Tr a d a bl e  Cr e dit
S c h e  m e s:   D o e s a   U ni q u e E q uili bri u  m E xi st ?.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 2 7: 2 2 5 – 2 3 6.

B e n- A ki v a,   M o s h e E., a n d St e v e n  R. L er  m a n.  1 9 8 5 . Dis cr et e C h oi c e A n al ysis: T h e or y a n d A p pli c ati o n t o Tr a v el   D e  m a n d  .  V ol.
9.  C a  m bri d g e,   M A:   MI T Pr e s s.

B e n- A ki v a,    M o s h e,   D a ni el    M c F a d d e n,  a n d  K e n n et h  Tr ai n.   2 0 1 9 .  “ F o u n d ati o n s  of  St at e d  Pr ef er e n c e  Eli cit ati o n:  C o n-
s u  m er  B e h a vi or  a n d  C h oi c e- b a s e d  C o nj oi nt   A n al y si s.”  F o u n d ati o ns  a n d  Tr e n ds i n  E c o n o  m etri cs 1 0  ( 1 – 2):  1 – 1 4 4.
d oi: 1 0. 1 5 6 1/ 0 8 0 0 0 0 0 0 3 6

Br a n d s,   D e vi K., Eri k T.  V er h o ef, J a s p er K n o c k a ert, a n d P a ul R. K o st er.  2 0 2 0 . “ Tr a d a bl e P er  mit s t o   M a n a g e   Ur b a n   M o bilit y:
M ar k et   D e si g n a n d E x p eri  m e nt al I  m pl e  m e nt ati o n.”   Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art A: P oli c y a n d Pr a cti c e  1 3 7: 3 4 – 4 6.

C a nt ar ell a,   Gi uli o E., a n d E n ni o C a s c ett a.  1 9 9 5 . “  D y n a  mi c Pr o c e s s e s a n d E q uili bri u  m i n Tr a n s p ort ati o n   N et  w or k s: T o  w ar d s
a   U nif yi n g T h e or y.”  Tr a ns p ort ati o n S ci e n c e  2 9 ( 4): 3 0 5 – 3 2 9.

C a nt ar ell a,   Gi uli o  E.,  Pi etr o  V el o n à,  a n d   D a vi d  P.   W atli n g.  2 0 1 5 . “  D a y-t o- d a y   D y n a  mi c s   &  E q uili bri u  m  St a bilit y i n  a  T  w o-
m o d e Tr a n s p ort S y st e  m   wit h R e s p o n si v e B u s   O p er at or Str at e gi e s.”   N et  w or ks a n d S p ati al E c o n o  mi cs  1 5 ( 3): 4 8 5 – 5 0 6.

C h e n,  Si y u,  R a vi  S e s h a dri,  C arl o s Li  m a   A z e v e d o,   Ar u n  P.   A k ki n e p all y,  R e n  mi n g Li u,   A n dr e a   Ar al d o,  Y u Ji a n g,  a n d   M o s h e
B e n- A ki v a.  2 0 2 0 . A n al ysis a n d  D esi g n of   M ar k ets f or Tr a d a bl e   M o bilit y Cr e dit S c h e  m es .   W or ki n g p a p er, a v ail a bl e o n ar xi v.

C h u,  X u e h a o.   1 9 9 5 .  “ E n d o g e n o u s  Tri p  S c h e d uli n g:  T h e   H e n d er s o n   A p pr o a c h  R ef or  m ul at e d  a n d  C o  m p ar e d   wit h  t h e
Vi c kr e y   A p pr o a c h.”  J o ur n al of  Ur b a n E c o n o  mi cs 3 7 ( 3): 3 2 4 – 3 4 3.

D a g a n z o,  C arl o s  F.   2 0 0 7 . “ Ur b a n   Gri dl o c k:   M a cr o s c o pi c   M o d eli n g  a n d   Miti g ati o n   A p pr o a c h e s.” Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h
P art B:   M et h o d ol o gi c al  4 1 ( 1): 4 9 – 6 2.

D a g a n z o,  C arl o s F., a n d L e  wi s J. L e h e.   2 0 1 5 . “  Di st a n c e- d e p e n d e nt  C o n g e sti o n Pri ci n g f or   D o  w nt o  w n Z o n e s.” Tr a ns p ort a-
ti o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al 7 5: 8 9 – 9 9.

d e P al  m a,  A n dr é, a n d R o bi n Li n d s e y.  2 0 2 0 . “ Tr a d a bl e P er  mit S c h e  m e s f or C o n g e sti bl e F a ciliti e s   wit h  U n c ert ai n S u p pl y a n d
D e  m a n d.”  E c o n o  mi cs of Tr a ns p ort ati o n  2 1: 1 0 0 1 4 9.

d e  P al  m a,   A n dr é,  St ef  Pr o o st,  R a vi  S e s h a dri,  a n d   M o s h e  B e n- A ki v a.   2 0 1 8 . “ C o n g e sti o n  T olli n g- d oll ar s  V er s u s  T o k e n s:   A
C o  m p ar ati v e   A n al y si s.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 0 8: 2 6 1 – 2 8 0.

D o gt er o  m,   Ni c o,   Di c k  Ett e  m a,  a n d   M arti n   Dij st.   2 0 1 7 . “ Tr a d a bl e  Cr e dit s f or   M a n a gi n g  C ar  Tr a v el:  a  R e vi e  w  of  E  m piri c al
R e s e ar c h a n d R el e v a nt B e h a vi o ur al   A p pr o a c h e s.”  Tr a ns p ort R e vi e  ws  3 7 ( 3): 3 2 2 – 3 4 3.
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F a n,   W e n b o, a n d Xi n g u o Ji a n g.  2 0 1 3 . “ Tr a d a bl e   M o bilit y P er  mit s i n R o a d  w a y  C a p a cit y   All o c ati o n: R e vi e  w a n d   A p pr ai s al.”
Tr a ns p ort P oli c y  3 0: 1 3 2 – 1 4 2.

F o s g er a u,   M o g e n s.  2 0 1 5 . “ C o n g e sti o n i n t h e B at ht u b.” E c o n o  mi cs of Tr a ns p ort ati o n  4 ( 4): 2 4 1 – 2 5 5.
F o s g er a u,   M o g e n s,  K atri n e   Hj ort h, a n d St é p h a ni e  Vi n c e nt L y k-J e n s e n.  2 0 0 7 . T h e   D a nis h V al u e of Ti  m e St u d y: Fi n al R e p ort .

T h e   D a ni s h Tr a n s p ort R e s e ar c h I n stit ut e.
F o s g er a u,   M o g e n s, a n d K e n n et h   A. S  m all.  2 0 1 3 . “ H y p er c o n g e sti o n i n   D o  w nt o  w n   M etr o p oli s.” J o ur n al of  Ur b a n E c o n o  mi cs

7 6: 1 2 2 – 1 3 4.
Fr a zi er, P et er I.  2 0 1 8 . “ A T ut ori al o n B a y e si a n   O pti  mi z ati o n.” Pr e pri nt ar Xi v: 1 8 0 7. 0 2 8 1 1.
G er oli  mi ni s,   Ni k ol a s, a n d  C arl o s F.   D a g a n z o.   2 0 0 7 . “  M a cr o s c o pi c   M o d eli n g  of Tr affi c i n  Citi e s.” I n Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h

B o ar d 8 6t h A n n u al   M e eti n g ,   N o. 0 7 – 0 4 1 3.
Gr a nt-  M ull er, S u s a n, a n d   M e n g X u.  2 0 1 4 . “ T h e R ol e of Tr a d a bl e Cr e dit S c h e  m e s i n R o a d Tr affi c C o n g e sti o n   M a n a g e  m e nt.”

Tr a ns p ort R e vi e  ws  3 4 ( 2): 1 2 8 – 1 4 9.
G u o, R e n- Y o n g,   H ai-J u n   H u a n g, a n d   H ai Y a n g.  2 0 1 9 . “ Tr a d a bl e Cr e dit S c h e  m e f or C o ntr ol of E v ol uti o n ar y Tr affi c Fl o  w s t o

S y st e  m   O pti  m u  m:   M o d el a n d It s  C o n v er g e n c e.”  N et  w or ks a n d S p ati al E c o n o  mi cs  1 9 ( 3): 8 3 3 – 8 6 8.
G u o,  R e n- Y o n g,   H ai  Y a n g,   H ai-J u n   H u a n g,  a n d  Z hiji a  T a n.   2 0 1 6 . “  D a y-t o- d a y  Fl o  w   D y n a  mi c s  a n d  C o n g e sti o n  C o ntr ol.”

Tr a ns p ort ati o n S ci e n c e  5 0 ( 3): 9 8 2 – 9 9 7.
H a n, Li n g h ui,   D a vi d  Z.   W.   W a n g,   H o n g  K. L o,  C h e n gj u a n  Z h u,  a n d  Xi n gj u  C ai.   2 0 1 7 . “  Di s cr et e-ti  m e   D a y-t o- d a y   D y n a  mi c

C o n g e sti o n Pri ci n g S c h e  m e C o n si d eri n g   M ulti pl e E q uili bri a.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 0 4: 1 – 1 6.
J o h n st o n,  R o b ert   A.,  J a y  R.  L u n d,  a n d  P a ul  P.  Cr ai g.  1 9 9 5 .  “ C a p a cit y- all o c ati o n    M et h o d s  f or  R e d u ci n g   Ur b a n  Tr affi c

C o n g e sti o n.”  J o ur n al of Tr a ns p ort ati o n E n gi n e eri n g 1 2 1 ( 1): 2 7 – 3 9.
K h a  m si,   M o h a  m e d   A., a n d   Willi a  m   A. Kir k.  2 0 1 1 . A n I ntr o d u cti o n t o   M etri c S p a c es a n d Fi x e d P oi nt T h e or y . V ol. 5 3.   N e  w Y or k:

J o h n   Wil e y   & S o n s.
L a  m ott e,  R a p h a ël,  a n d   Ni k ol a s   G er oli  mi ni s.  2 0 1 5 . “  D y n a  mi c  Tr affi c   M o d eli n g:   A p pr o xi  m ati n g t h e  E q uili bri u  m f or  P e a k

P eri o d s i n   Ur b a n   Ar e a s.” I n  1 5t h S  wiss Tr a ns p ort R es e ar c h C o nf er e n c e ,   M o nt e V erit à,   A s c o n a,   A pril 1 5 – 1 7.
L a  m ott e,  R a p h a ël, a n d   Ni k ol a s   G er oli  mi ni s.  2 0 1 6 . T h e   M or ni n g C o  m  m ut e i n   Ur b a n Ar e as: I nsi g hts fr o  m T h e or y a n d Si  m ul a-

ti o n. T e c h ni c al R e p ort. Tr a n s p ort ati o n R e s e ar c h B o ar d 9 5t h   A n n u al   M e eti n g.
L a  m ott e,  R a p h a ël,  a n d   Ni k ol a s   G er oli  mi ni s.  2 0 1 8 .  “ T h e    M or ni n g  C o  m  m ut e i n   Ur b a n   Ar e a s   wit h   H et er o g e n e o u s  Tri p

L e n gt h s.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 1 7: 7 9 4 – 8 1 0.
L e cl er c q,  L u d o vi c,  C éli n e  P ar z a ni,  Vi ct or  L.  K n o o p, J e n nif er   A  m o ur ett e,  a n d  S er g e  P.   H o o g e n d o or n.  2 0 1 5 . “  M a cr o s c o pi c

Tr affi c   D y n a  mi c s    wit h   H et er o g e n e o u s  R o ut e  P att er n s.”   Tr a ns p ort ati o n  R es e ar c h  P art  C:  E  m er gi n g  T e c h n ol o gi es   5 9:
2 9 2 – 3 0 7.

L e nt z a ki s,   A nt o ni s  F.,  R a vi  S e s h a dri,   Ar u n   A k ki n e p all y,  Vi n h- A n  V u,  a n d   M o s h e  B e n- A ki v a.  2 0 2 0 . “ Hi er ar c hi c al   D e n sit y-
b a s e d  Cl u st eri n g    M et h o d s  f or  T olli n g  Z o n e    D efi niti o n  a n d  T h eir  I  m p a ct  o n    Di st a n c e- b a s e d  T oll    O pti  mi z ati o n.”
Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art C: E  m er gi n g T e c h n ol o gi es  1 1 8: 1 0 2 6 8 5.

L e s s a n, J a v a d, a n d Li pi n g F u.  2 0 1 9 . “ Cr e dit- a n d P er  mit- b a s e d Tr a v el   D e  m a n d   M a n a g e  m e nt St at e- of-t h e- art   M et h o d ol o g-
i c al   A d v a n c e s.” Tr a ns p ort  m etri c a A: Tr a ns p ort S ci e n c e  1 8 ( 1): 5 – 2 8.

Li n d s e y, R o bi n. 2 0 0 6 . “  D o E c o n o  mi st s R e a c h a C o n cl u si o n ?.” E c o n J o ur n al   W at c h  3 ( 2): 2 9 2 – 3 7 9.
Li u,   W ei,  a n d   Ni k ol a s   G er oli  mi ni s.  2 0 1 7 . “  D o u bl y   D y n a  mi c s f or   M ulti-  m o d al   N et  w or k s   wit h  P ar k- a n d-ri d e  a n d   A d a pti v e

Pri ci n g.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 0 2: 1 6 2 – 1 7 9.
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n ati o n al I E E E  C o nf er e n c e  o n   M o d el s  a n d  T e c h n ol o gi e s f or I nt elli g e nt  Tr a n s p ort ati o n  S y st e  m s (  M T-I T S),  1 6- 1 7 J u n e,
2 0 2 1.

Li u,   W ei, Xi n  w ei Li, F a n g ni Z h a n g, a n d   H ai Y a n g.  2 0 1 7 . “I nt er a cti v e Tr a v el C h oi c e s a n d Tr affi c F or e c a st i n a   D o u bl y   D y n a  m-
i c al  S y st e  m   wit h   U s er I n erti a  a n d I nf or  m ati o n  Pr o vi si o n.” Tr a ns p ort ati o n  R es e ar c h  P art  C:  E  m er gi n g  T e c h n ol o gi es  8 5:
7 1 1 – 7 3 1.

Li u,   W ei,  a n d   W ai  Y u e n  S z et o.  2 0 2 0 . “ L e ar ni n g  a n d   M a n a gi n g  St o c h a sti c   N et  w or k  Tr affi c   D y n a  mi c s   wit h   A n   A g gr e g at e
Tr affi c R e pr e s e nt ati o n.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 3 7: 1 9 – 4 6.

Li u,   W ei,   H ai Y a n g, Y af e n g Yi n, a n d F a n g ni Z h a n g.  2 0 1 4 . “ A   N o v el P er  mit S c h e  m e f or   M a n a gi n g P ar ki n g C o  m p etiti o n a n d
B ottl e n e c k  C o n g e sti o n.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art C: E  m er gi n g T e c h n ol o gi es  4 4: 2 6 5 – 2 8 1.

M a h  m a s s a ni,   H a ni S.,   M e e a d S a b eri, a n d  Ali Z o c k ai e.   2 0 1 3 . “ Ur b a n   N et  w or k   Gri dl o c k: T h e or y, C h ar a ct eri sti c s, a n d   D y n a  m-
i c s.” Pr o c e di a - S o ci al a n d B e h a vi or al S ci e n c es  8 0: 7 9 – 9 8.

M ari ott e,   G uil h e  m, L u d o vi c L e cl er c q, a n d J or g e   A. L a v al.   2 0 1 7 . “  M a cr o s c o pi c   Ur b a n   D y n a  mi c s:   A n al yti c al a n d   N u  m eri c al
C o  m p ari s o n s of E xi sti n g   M o d el s.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 0 1: 2 4 5 – 2 6 7.

M c K a y,   Mi c h a el  D., Ri c h ar d J. B e c k  m a n, a n d   Willi a  m J. C o n o v er.   2 0 0 0 . “ A C o  m p ari s o n of T hr e e   M et h o d s f or S el e cti n g V al u e s
of I n p ut V ari a bl e s i n t h e   A n al y si s of   O ut p ut Fr o  m a  C o  m p ut er  C o d e.”  T e c h n o  m etri cs  4 2 ( 1): 5 5 – 6 1.

Mir ali n a g hi,   M o h a  m  m a d, a n d Sri ni v a s P e et a.   2 0 1 6 . “  M ulti- p eri o d E q uili bri u  m   M o d eli n g Pl a n ni n g Fr a  m e  w or k f or Tr a d a bl e
Cr e dit S c h e  m e s.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art E: L o gisti cs a n d Tr a ns p ort ati o n R e vi e  w  9 3: 1 7 7 – 1 9 8.

Mir ali n a g hi,    M o h a  m  m a d,  Sri ni v a s  P e et a,  Xi a o z h e n g   H e,  a n d  S ati s h  V.   U k k u s uri.   2 0 1 9 .  “  M a n a gi n g    M or ni n g  C o  m  m ut e
C o n g e sti o n   wit h  a  Tr a d a bl e  Cr e dit  S c h e  m e   U n d er  C o  m  m ut er   H et er o g e n eit y  a n d   M ar k et  L o s s   A v er si o n  B e h a vi or.”
Tr a ns p ort  m etri c a B: Tr a ns p ort   D y n a  mi cs  7 ( 1): 1 7 8 0 – 1 8 0 8.
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Ni e, Y u   M ar c o.  2 0 1 2 . “ Tr a n s a cti o n C o st s a n d Tr a d a bl e   M o bilit y Cr e dit s.” Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  4 6
( 1): 1 8 9 – 2 0 3.

Ni e, Y u   M ar c o.  2 0 1 5 . “ A  N e  w Tr a d a bl e Cr e dit S c h e  m e f or t h e   M or ni n g C o  m  m ut e Pr o bl e  m.” N et  w or ks a n d S p ati al E c o n o  mi cs
1 5 ( 3): 7 1 9 – 7 4 1.

Ni e, Y u   M ar c o, a n d Y af e n g Yi n.  2 0 1 3 . “  M a n a gi n g R u s h   H o ur Tr a v el  C h oi c e s   wit h Tr a d a bl e  Cr e dit S c h e  m e.” Tr a ns p ort ati o n
R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  5 0: 1 – 1 9.

Pi g o u,   Art h ur  C e cil.  1 9 2 0 . T h e E c o n o  mi cs of   W elf ar e . L o n d o n:   M a c  Mill a n.
S eil a bi,  S a ni a  E.,    M a h  m o o d  T.  T a b e s h,   A  mir   D a v at g ari,    M o h a  m  m a d    Mir ali n a g hi,  a n d  S a  m u el  L a bi.   2 0 2 0 .  “ Pr o  m oti n g

A ut o n o  m o u s V e hi cl e s   U si n g Tr a v el   D e  m a n d a n d L a n e   M a n a g e  m e nt Str at e gi e s.”  Fr o nti ers i n B uilt E n vir o n  m e nt  6: 1 5 6.
S e s h a dri, R a vi,   A n dr é d e P al  m a, a n d   M o s h e B e n- A ki v a.  2 0 2 1 . C o n g esti o n T olli n g-  D oll ars v ers us T o k e ns:   Wit hi n- d a y  D y n a  m-

i cs. T e c h ni c al R e p ort 2 0 2 1- 1 2. T H E  M A ( T H é ori e E c o n o  mi q u e,   M o d éli s ati o n et   A p pli c ati o n s),  C Y  C er g y P ari s   U ni v er sit é,
Fr a n c e.

S hir  m o h a  m  m a di,  Ni  m a,   M a h  m o o d Z a n g ui, Y af e n g Yi n, a n d Y u  Ni e.  2 0 1 3 . “ A n al y si s a n d  D e si g n of Tr a d a bl e Cr e dit S c h e  m e s
U n d er   U n c ert ai nt y.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h R e c or d  2 3 3 3 ( 1): 2 7 – 3 6.

T a n,  Z hiji a,   H ai  Y a n g, a n d  R e n- Y o n g   G u o.  2 0 1 5 . “  D y n a  mi c  C o n g e sti o n  Pri ci n g   wit h   D a y-t o- d a y  Fl o  w  E v ol uti o n a n d   U s er
H et er o g e n eit y.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art C: E  m er gi n g T e c h n ol o gi es  6 1: 8 7 – 1 0 5.

V er h o ef,  Eri k,  P et er   Nij k a  m p,  a n d  Pi et  Ri et v el d.   1 9 9 7 .  “ Tr a d e a bl e  P er  mit s:  T h eir  P ot e nti al i n  t h e  R e g ul ati o n  of  R o a d
Tr a n s p ort E xt er n aliti e s.”  E n vir o n  m e nt a n d Pl a n ni n g B: Pl a n ni n g a n d   D esi g n  2 4 ( 4): 5 2 7 – 5 4 8.

Vi c kr e y,   Willi a  m S.  1 9 6 9 . “ C o n g e sti o n T h e or y a n d Tr a n s p ort I n v e st  m e nt.” T h e A  m eri c a n E c o n o  mi c R e vi e  w  5 9 ( 2): 2 5 1 – 2 6 0.
W a n g, Ji n g,   H u a   W a n g,  a n d  Xi a o ni n g  Z h a n g.   2 0 2 0 . “ A   H y bri d   M a n a g e  m e nt  S c h e  m e   wit h  P ar ki n g  Pri ci n g  a n d  P ar ki n g

P er  mit f or a   M a n y-t o- o n e P ar k a n d Ri d e   N et  w or k.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art C: E  m er gi n g T e c h n ol o gi es  1 1 2: 1 5 3 – 1 7 9.
W a n g,  Xi a ol ei,   H ai  Y a n g,   D a oli  Z h u,  a n d  C h a n g  mi n  Li.   2 0 1 2 . “ Tr a d a bl e  Tr a v el  Cr e dit s f or  C o n g e sti o n   M a n a g e  m e nt   wit h

H et er o g e n e o u s   U s er s.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art E: L o gisti cs a n d Tr a ns p ort ati o n R e vi e  w  4 8 ( 2): 4 2 6 – 4 3 7.
W atli n g,    D a vi d.   1 9 9 6 .  “ A s y  m  m etri c  Pr o bl e  m s  a n d  St o c h a sti c  Pr o c e s s    M o d el s  of  Tr affi c   A s si g n  m e nt.”  Tr a ns p ort ati o n

R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  3 0 ( 5): 3 3 9 – 3 5 7.
W u,   Di,  Y af e n g  Yi n, Siri p h o n g L a  w p h o n g p a ni c h, a n d   H ai  Y a n g.   2 0 1 2 . “  D e si g n  of   M or e E q uit a bl e  C o n g e sti o n  Pri ci n g a n d

Tr a d a bl e  Cr e dit S c h e  m e s f or   M ulti  m o d al Tr a n s p ort ati o n   N et  w or k s.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  4 6
( 9): 1 2 7 3 – 1 2 8 7.

Xi a o,  Li n g- Li n g,   H ai-J u n   H u a n g,  a n d  R o n g h ui  Li u.   2 0 1 5 .  “ Tr a d a bl e  Cr e dit  S c h e  m e  f or  R u s h   H o ur  Tr a v el  C h oi c e   wit h
H et er o g e n e o u s  C o  m  m ut er s.”  A d v a n c es i n   M e c h a ni c al E n gi n e eri n g  7 ( 1 0): 1 6 8 7 8 1 4 0 1 5 6 1 2 4 3 0.

Xi a o,  Li n g- Li n g,  Ti a n- Li a n g  Li u,  a n d   H ai-J u n   H u a n g.  2 0 2 1 . “ Tr a d a bl e  P er  mit  S c h e  m e s f or   M a n a gi n g   M or ni n g  C o  m  m ut e
wit h  C ar p o ol   U n d er P ar ki n g S p a c e  C o n str ai nt.”   Tr a ns p ort ati o n  4 8 ( 4): 1 5 6 3 – 1 5 8 6.

Xi a o,  F e n g, Ji a n c h e n g  L o n g,  L u  Li,   G a n g  K o u,  a n d  Y u   Ni e.  2 0 1 9 . “ Pr o  m oti n g  S o ci al  E q uit y   wit h  C y cli c  Tr a d a bl e  Cr e dit s.”
Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  1 2 1: 5 6 – 7 3.

Xi a o,  F e n g,  Z h e n  S e a n   Qi a n,  a n d   H.   Mi c h a el  Z h a n g. 2 0 1 3 . “  M a n a gi n g  B ottl e n e c k  C o n g e sti o n   wit h  Tr a d a bl e  Cr e dit s.”
Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  5 6: 1 – 1 4.

Y a n g,   H ai,  a n d  Xi a ol ei   W a n g.  2 0 1 1 . “  M a n a gi n g   N et  w or k   M o bilit y   wit h  Tr a d a bl e  Cr e dit s.” Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:
M et h o d ol o gi c al   4 5 ( 3): 5 8 0 – 5 9 4.

Y e,   H o n g b o,  a n d   H ai  Y a n g.  2 0 1 3 . “ C o nti n u o u s  Pri c e  a n d  Fl o  w   D y n a  mi c s  of  Tr a d a bl e   M o bilit y  Cr e dit s.” Tr a ns p ort ati o n
R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  5 7: 4 3 6 – 4 5 0.

Yil diri  m o gl u,   M e h  m et, a n d   M o h s e n R a  m e z a ni.  2 0 2 0 . “  D e  m a n d   M a n a g e  m e nt   wit h Li  mit e d C o o p er ati o n  A  m o n g Tr a v ell er s:
A   D o u bl y   D y n a  mi c   A p pr o a c h.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al 1 3 2: 2 6 7 – 2 8 4.

Z h a n g,  Xi a o ni n g,   H ai  Y a n g,  a n d   H ai-J u n   H u a n g.  2 0 1 1 . “I  m pr o vi n g  Tr a v el  Effi ci e n c y  b y  P ar ki n g  P er  mit s   Di stri b uti o n  a n d
Tr a di n g.”  Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art B:   M et h o d ol o gi c al  4 5 ( 7): 1 0 1 8 – 1 0 3 4.

Z h e n g,  N a n,  G uill a u  m e R ér at, a n d  Ni k ol a s  G er oli  mi ni s.  2 0 1 6 . “ Ti  m e- d e p e n d e nt  Ar e a- b a s e d Pri ci n g f or   M ulti  m o d al S y st e  m s
wit h  H et er o g e n e o u s  U s er s i n  A n  A g e nt- b a s e d E n vir o n  m e nt.”   Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art C: E  m er gi n g T e c h n ol o gi es  6 2:
1 3 3 – 1 4 8.

Z h u, Z h e n g, Xi n  w ei Li,   W ei Li u, a n d   H ai Y a n g.  2 0 1 9 . “  D a y-t o- d a y E v ol uti o n of   D e p art ur e Ti  m e C h oi c e i n St o c h a sti c C a p a c-
it y B ottl e n e c k   M o d el s   wit h B o u n d e d R ati o n alit y a n d V ari o u s I nf or  m ati o n P er c e pti o n s.” Tr a ns p ort ati o n R es e ar c h P art E:
L o gisti cs a n d Tr a ns p ort ati o n R e vi e  w  1 3 1: 1 6 8 – 1 9 2.

Z h u,   D a o- Li,   H ai  Y a n g,  C h a n g-  Mi n  Li,  a n d  Xi a o- L ei   W a n g.  2 0 1 5 . “ Pr o p erti e s  of t h e   M ulti cl a s s  Tr affi c   N et  w or k  E q uili bri a
U n d er a Tr a d a bl e  Cr e dit S c h e  m e.”  Tr a ns p ort ati o n S ci e n c e  4 9 ( 3): 5 1 9 – 5 3 4.

A p p e n di c e s

A p p e n di x 1. Pr o of of T h e or e  m 1

T hi s pr o of b e gi n s   wit h

L e  m  m a   A. 1:   c i a n d p s ol v e

Q  (p ,Z ) =   0 ( A 1)
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iff  p =   [p  +   ρ  · Z ]+ ( A 2)

w h er e  ρ  is a c o nst a nt l ar g er t h a n 0 .

S uffi ci e n c y: fr o  m ( 9 ), E q u ati o n (A 1 ) h ol d s iff

p  · Z  =   0,   p  ≥   0,   Z  ≤   0 ( A 3)

If c i a n d  p  s ati sf y ( A 3 ), t h e n eit h er

p  =   0,   Z  ≤   0   or   p  ≥   0,   Z  =   0 ( A 4)

h ol d s.   O b vi o u sl y, ( A 4 ) s ati sfi e s (A 2 ).
N e c e s sit y: if  c i a n d  p  s ati sf y ( A 2 ), t h e n eit h er

p  =   0,

ρ  · Z  ≤   0
or

p  >   0,

Z  =   0
( A 5)

h ol d s.   A n d a s ( A 5 ) s ati sfi e s (A 3 ), t h e n (A 1 ) h ol d s. T h er ef or e, L e  m  m a   A. 1 h ol d s.
B y L e  m  m a   A. 1, t h e e q uili bri u  m c o n diti o n ( 1 2 ) i s e q ui v al e nt t o

c̃ i(t) =   c i(t),   ∀ t ∈   T  W i

p  =   [p  +   ρ  · Z ]+
( A 6)

T h e n,   w e i ntr o d u c e t h e fi x e d p oi nt t h e or e  m fr o  m K h a  m si a n d Kir k ( 2 0 1 1 ):

T h e or e  m   A. 2:   L et   b e a b o u n d e d cl os e d c o n v e x s u bs et of R m a n d l et  g  :   →   b e c o nti n u o us. T h e n  g  h as a fi x e d p oi nt.

A c c or di n g t o L a  m ott e a n d  G er oli  mi ni s ( 2 0 1 8 ), l et f (t) =
t
0 V (n (s))d s,   w hi c h a s s o ci at e s t o a ti  m et t h e di st a n c e tr a v ell e d

b y a tr a v ell er fr o  m t h e ori gi n of ti  m e t o  t, l etχ   =   f (t) d e n ot e a p arti c ul ar di st a n c e tr a v ell e d a n d l et V b e t h e s p e e d f u n cti o n
i n t h e χ  s p a c e: V ( χ )  =   V (n (f −  1 ( χ ))). T h e n t h e tr a v el ti  m e T i(t,L i) t h at a s s o ci at e s t o a n d e p art ur e ti  m e t a n d a tri p l e n gt h
L i h a s a n e x pli cit e x pr e s si o n:

T i(t,L i) =
f(t)+  L i

f (t)

1

V (s)
d s,   ∀ t ∈   T  W i

Si n c e t h er e i s n o gri dl o c k,   w e h a v e t h e s p e e d V i s al  w a y s hi g h er t h a n a   mi ni  m al s p e e d stri ctl y p o siti v e, a n d f i s c o nti n u o u s,
T i(t,L i) i s c o nti n u o u s. T h e n, a s s u  mi n g a  n o n- p o siti v e a n d c o nti n u o u s tr a v el c o st c i(·) a n d c̃ i(·) al s o f or t h e fl o  w  d o  m ai n,
c i(·) i s r e pr e s e nt e d i n t h e d o  m ai n of t h e l att er f or o ur fi x e d p oi nt s ol uti o n.

L et   t =   [t1 ,. . . ,tm ]T ,    w h er e  ti ∈   [t
d e p
i, 0 −   τ  ·   t,t

d e p
i, 0 +   τ  ·   t], c̃ (t) =   [c̃ 1 (t1 ),. . . , c̃ m (tm )]T .   T h e n  t h er e   e xi st s  y  =

(y 1 ,. . . ,y m )T ≤   0 ,  s u c h t h at y  ≤ c̃ (t) ≤   0 .  T h er ef or e,  a  c o  m p a ct  a n d  c o n v e x s et  c a n  b e  d efi n e d  a s c̃ =   [y 1 ,  0] × · · ·   ×
[y m , 0], t h e n f or all c̃  ∈ C .   D e n ot e Z d = i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t|p )) · g (t) · L i · w   −   I · N , t h e n

li  m
p →   ∞

Z d ( c̃ ,p ) =   li  m
p →   ∞

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t|p )) · g (t) · L i · w

−   I · N

=   (Imi n −   I)N   <   0,   ∀ c̃  ∈ c̃ ( A 7)

F or s o  m e ĉ  ∈ c̃ , if

Z ( ĉ ,p ) ≤   0,   ∀ p  ≥   0 ( A 8)

t h e n [p  +   ρ Z ( ĉ ,p )]+ ≤   p ,∀ p  ≥   0. L et u s d efi n e −
c̃

a s t h e s et of ĉ  ∈ c̃ s ati sf yi n g c o n diti o n ( A 8 ) a n d d efi n e +
c̃

= c̃ \
−
c̃

.

T h e n t h er e e xi st s ĉ  ∈ +
c̃

, s u c h t h at Z ( ĉ ,p )   >  0 f or s o  m e  p  ≥   0.   A c c or di n g t o ( A 7 )  a n d (A 8 ), t h er e e xi st s p̄  ≥   0, s u c h t h at
Z ( ĉ ,p ) ≤   0,  ∀ p  ≥ p̄  ⇒   [p  +   ρ Z ( ĉ ,p )]+ ≤   p ,∀ p  ≥ p̄ . L etp + =   m a x p ≤ p̄ [p  +   ρ Z ( ĉ ,p )]+ , t h e n∀ p  ∈   [ 0, p + ], [p  +   ρ Z ( ĉ ,p )]+ ≤

p + . T h er ef or e ∀ p  ∈ p [ 0,   m a xĉ ∈ +
c̃

p + ]  a n d c̃  ∈ c̃ , [p  +   ρ Z ( ĉ ,p )]+ ∈ p .

B a s e d o n t h e a n al y si s a b o v e, c̃ × p i s c o  m p a ct a n d c o n v e x. Si n c e tr a v el c o st c (·) a n d [ ·] ar e c o nti n u o u s, (A 6 ) h a s at
l e a st o n e fi x e d p oi nt b y T h e or e  m   A. 2, i  m pl yi n g t h er e e xi st s a n e q uili bri u  m s ol uti o n of t h e pr o p o s e d d y n a  mi c s y st e  m.
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A p p e n di x 2. Pr o of of T h e or e  m 2

Ass u  m e t h er e ar e t  w o e q uili bri u  m cr e dit pri c e s  p 1 a n d  p 2 , t h e n b y ( 7) a n d (9 ), f or k  =   1,  2,   w e h a v e

p k

⎡

⎣

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p k )) · g (t) · L i · w   −   I · N

⎤

⎦ =   0,   p k ≥   0,

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p k )) · g (t) · L i · w   −   I · N   ≤   0

( A 9)

T h u s,

(p 1 −   p 2 )

⎛

⎝

i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 1 )) · g (t) · L i · w

−
i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 2 )) · g (t) · L i · w

⎞

⎠

=   p 1

⎡

⎣ I · N  −
i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 2 )) · g (t) · L i · w

⎤

⎦

+   p 2

⎡

⎣ I · N  −
i   t∈ T  W i

Pr i(C i(t | p 1 )) · g (t) · L i · w

⎤

⎦

≥   0 ( A 1 0)

B y ( 1 3 ), t h e e q u alit y i n (A 1 0 ) h ol d s if a n d o nl y if p 1 =   p 2 .   H e n c e, t h e e q uili bri u  m cr e dit pri c e i s u ni q u e.
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