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T h e  l o w- e n er g y  s p e ctr u m  a n d  s c att eri n g  of  t w o- n u cl e o n  s yst e ms  ar e  st u di e d   wit h  l atti c e  q u a nt u m

c hr o m o d y n a mi cs  usi n g  a  v ari ati o n al  a p pr o a c h.   A   wi d e r a n g e  of i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e  us e d:  di b ar y o n

o p er at ors b uilt fr o m pr o d u cts of pl a n e- w a v e n u cl e o ns, h e x a q u ar k o p er at ors b uilt fr o m si x l o c ali z e d q u ar ks, a n d

q u asil o c al  o p er at ors i ns pir e d  b y t w o- n u cl e o n  b o u n d-st at e   w a v e f u n cti o ns i n l o w- e n er g y  eff e cti v e t h e ori es.

S p ars e ni n g t e c h ni q u es ar e us e d t o c o m p ut e t h e ti m esli c e-t o- all q u ar k pr o p a g at ors r e q uir e d t o f or m c orr el ati o n-

f u n cti o n   m atri c es usi n g pr o d u cts of t h es e o p er at ors.  Pr oj e cti o n of t h es e   m atri c es o nt o irr e d u ci bl e r e pr es e nt a-

ti o ns of t h e c u bi c gr o u p, i n cl u di n g s pi n- or bit c o u pli n g, is d et ail e d.   Vari ati o n al   m et h o ds ar e a p pli e d t o c o nstr ai n

t h e l o w- e n er g y s p e ctr a of t w o- n u cl e o n s yst e ms i n a si n gl e fi nit e v ol u m e   wit h q u ar k   m ass es c orr es p o n di n g t o a

pi o n   m ass  of  8 0 6   M e V.   R es ults f or S - a n d D - w a v e  p h as e  s hifts i n t h e is os pi n  si n gl et  a n d tri pl et  c h a n n els

ar e  o bt ai n e d  u n d er  t h e  ass u m pti o n  t h at  p arti al- w a v e   mi xi n g  is  n e gli gi bl e.   Tests  of  i nt er p ol ati n g- o p er at or

d e p e n d e n c e ar e us e d t o i n v esti g at e t h e r eli a bilit y of t h e e n er g y s p e ctr a o bt ai n e d a n d hi g hli g ht b ot h t h e str e n gt hs

a n d   w e a k n ess es  of  v ari ati o n al   m et h o ds.   T h es e st u di es  a n d  c o m p aris o ns t o  pr e vi o us st u di es  usi n g t h e s a m e

g a u g e-fi el d e ns e m bl e d e m o nstr at e t h at i nt er p ol ati n g- o p er at or d e p e n d e n c e c a n l e a d t o si g nifi c a nt eff e cts o n t h e

t w o- n u cl e o n  e n er g y s p e ctr a  o bt ai n e d  usi n g  b ot h  v ari ati o n al  a n d  n o n v ari ati o n al   m et h o ds, i n cl u di n g   missi n g

e n er g y l e v els a n d ot h er dis cr e p a n ci es.   W hil e t his st u d y is i n c o n cl usi v e r e g ar di n g t h e pr es e n c e of t w o- n u cl e o n

b o u n d st at es  at t his  q u ar k   m ass, it  pr o vi d es r o b ust  u p p er  b o u n ds  o n t w o- n u cl e o n  e n er g y l e v els t h at  c a n  b e

i m pr o v e d i n f ut ur e c al c ul ati o ns usi n g a d diti o n al i nt er p ol ati n g o p er at ors a n d is t h er ef or e a st e p t o w ar d r eli a bl e

n u cl e ar s p e ctr os c o p y fr o m t h e  u n d erl yi n g  St a n d ar d   M o d el  of  p arti cl e  p h ysi cs.
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I.  I N T R O D U C TI O N

Pr e cis e  n u cl e ar  a n d  h y p er n u cl e ar  f or c es  ar e  cr u ci al
i n p uts  t o  st at e- of-t h e- art  n u cl e ar   m a n y- b o d y  st u di es  of
m att er, fr o m t h e  n e utr o n-st ar  e q u ati o n  of  st at e, t o  st a bilit y
of  n e utr o n-ri c h is ot o p es, t o  e n er g eti c r e a cti o ns  a n d  e x oti c
d e c a ys  of  v ari o us  n u cl ei, t o t h e s c att eri n g cr oss s e cti o ns  of
n u cl ei   wit h  l e pt o ns  a n d  b e y o n d- St a n d ar d- M o d el  p arti cl es

i n e x p eri m e nt al s e ar c h es f or n e w p h ysi cs [ 1– 7] . As a b i niti o
n u cl e ar   m a n y- b o d y  i n v esti g ati o ns  a c hi e v e  r e d u c e d  st atis-
ti c al  a n d  s yst e m ati c  u n c ert ai nti es,  u n c ert ai nti es  i n  t h e
n u cl e ar   H a milt o ni a n  t h at  is  i n p ut  t o  t h es e  c al c ul ati o ns
b e c o m e   m or e  ess e nti al  t o  a d dr ess [ 7].   O n e  pr o misi n g
a p pr o a c h  t o  c o nstr ai n  n u cl e ar  f or c es  is  t o  d eri v e  t h e m
fr o m  t h e  u n d erl yi n g  t h e or y  of  t h e  str o n g  f or c e,  q u a nt u m
c hr o m o d y n a mi cs ( Q C D), usi n g l atti c e   Q C D ( L Q C D).   O v er
t h e  p ast  t w o  d e c a d es,  i niti al  st e ps  t o w ar d  t his  g o al  h a v e
b e e n  t a k e n,  l e a di n g  t o   L Q C D  r es ults [ 8– 3 3] t h at  h a v e
c o nstr ai n e d  t w o- n u cl e o n  s c att eri n g  a m plit u d es  a n d  eff e c-
ti v e fi el d t h e or y ( E F T) r e pr es e nt ati o ns  of f or c es i n t h e f e w-
n u cl e o n ( a n d ot h er f e w- b ar y o n) s e ct ors, alt h o u g h t h e us e of
u n p h ysi c all y l ar g e  q u ar k   m ass es  h as  pr e v e nt e d  a  c o m pl et e

P u blis h e d  b y t h e   A m eri c a n   P h ysi c al  S o ci et y  u n d e r t h e t er ms  of
t h e Cr e ati v e   C o m m o ns   Attri b uti o n  4. 0  I nt er n ati o n al li c e ns e.
F urt h er  distri b uti o n  of  t his   w or k   m ust   m ai nt ai n  attri b uti o n  t o
t h e  a ut h or(s)  a n d  t h e  p u blis h e d  arti cl e’s  titl e,  j o ur n al  cit ati o n,
a n d   D OI.   F u n d e d  b y  S C O A P 3 .
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q u a ntifi c ati o n  of  u n c ert ai nti es.   T h e  fi nit e- v ol u m e  ( F V)
s p e ctr u m  of  e n er gi es  o bt ai n e d  i n   L Q C D  c al c ul ati o ns
pr o vi d es  i n p ut t o   m a p pi n g  c o n diti o ns t h at  c o nstr ai n  s c at-
t eri n g a m plit u d es [ 3 4– 5 1] a n d   E F T  d es cri pti o ns  of  n u cl e ar
f or c es [ 1 8, 2 9, 5 2– 5 7] .   T h e  pr o bl e m  of  a c c ur at e i d e ntifi c a-
ti o n  of  gr o u n d-  a n d  e x cit e d-st at e  e n er gi es  of  s yst e ms   wit h
m ulti pl e  n u cl e o ns ( b ar y o ns)  usi n g   L Q C D is, t h er ef or e,  of
gr e at i m p ort a n c e  a n d  c o nstit ut es  a si g nifi c a nt  c h all e n g e i n
L Q C D st u di es of n u cl e ar s yst e ms. 1 T h e c o nti n u e d d e v el o p-
m e nt  of  eff orts  t o  a d dr ess  t his  c h all e n g e  is  of  p arti c ul ar
i m p ort a n c e  f or  s yst e ms  f or   w hi c h  e x p eri m e nt al  d at a  ar e
s c ar c e  or  n o n e xisti n g, s u c h as i n   m ulti n e utr o n s yst e ms a n d
i n  s yst e ms   wit h  n o n z er o  str a n g e n ess [ 1, 7 1].

C o nstr ai ni n g  n u cl e ar  f or c es  vi a   L Q C D  is  a  c o m p ut a-
ti o n al  c h all e n g e  b e c a us e   L Q C D  p at h-i nt e gr al  r e pr es e nt a-
ti o ns  of  b ar y o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns  e v al u at e d  usi n g
M o nt e   C arl o   m et h o ds  ar e  pl a g u e d  b y  a  s e v er e  si g n al-t o-
n ois e  pr o bl e m [ 7 2– 7 6] .   T his  h as  li mit e d   m ost   L Q C D
st u di es  of   m ulti b ar y o n  s yst e ms  t o  d at e  t o  l ar g er-t h a n-
p h ysi c al  v al u es  of t h e  q u ar k   m ass es, f or   w hi c h t h e  gr o wt h
of t h e st atisti c al  n ois e,  as t h e   E u cli d e a n ti m e s e p ar ati o n i n
t h e c orr el ati o n f u n cti o ns i n cr e as es, is l ess s e v er e t h a n   wit h
t h e  p h ysi c al  q u ar k   m ass es.  F urt h er m or e,  t h e  e x cit ati o n
s p e ctr u m  of   m ulti n u cl e o n  ( b ar y o n)  s yst e ms  is  ri c h,   wit h
e n er g y g a ps t h at ar e n ot s et b y t h e   Q C D s c al e a n d ar e oft e n
m u c h  s m all er,   w hi c h  pr es e nts  a d diti o n al  c h all e n g es.  I n
pri n ci pl e,  t h e  gr o u n d-st at e  e n er g y, E 0 ,  of  a   m ulti n u cl e o n
s yst e m  c a n  b e  e xtr a ct e d  fr o m  t h e  l ar g e   E u cli d e a n-ti m e
b e h a vi or  of  a n y   L Q C D  t w o- p oi nt  c orr el ati o n  f u n cti o n
wit h  t h e  q u a nt u m  n u m b ers  of  t h e  st at e  of  i nt er est.   T his
is  b e c a us e  t h e  s p e ctr al  d e c o m p ositi o n  of  t h e  c orr el ati o n
f u n cti o n  is  as y m pt oti c all y  d o mi n at e d  b y  t h e  gr o u n d-st at e
c o ntri b uti o n pr o p orti o n al t o e − t E0 ,   w h er e t is t h e   E u cli d e a n-
ti m e  s e p ar ati o n.   E x cit e d-st at e  eff e cts  ar e  s u p pr ess e d  b y
z n e − tδ n ,   w h er e δ n ¼ E n − E 0 is t h e e n er g y g a p b et w e e n t h e
gr o u n d st at e a n d t h e n t h e x cit e d st at e, a n d z n is t h e r ati o  of
t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  o v erl a p  f a ct or  of  t his  e x cit e d
st at e t o  t h at  of  t h e  gr o u n d  st at e.   E x cit e d-st at e  eff e cts  c a n
t h er ef or e  b e  n e gl e ct e d if  eit h er t ≫ δ − 1

n a n d/ or z n ≪ 1 f or
e a c h  e x cit e d st at e. I n  pr a cti c e,   E u cli d e a n ti m es t h at s atisf y
t ≫ δ − 1

n c a n n ot  b e  a c hi e v e d  f or   m ulti n u cl e o n  s yst e ms.  I n
t h e  c as e  of  t w o- n u cl e o n  s yst e ms,  t his  is  b e c a us e  e x cit e d
st at es  i n v ol vi n g  u n b o u n d  n u cl e o ns  c orr es p o n d  t o  s m all
v al u es  of δ n f or  l ar g e  s p ati al  v ol u m es  a n d  e x p o n e nti al

si g n al-t o- n ois e  d e gr a d ati o n li mits t t o   m u c h  s m all er  v al u es
t h a n δ − 1

n i n  c al c ul ati o ns  usi n g  c urr e nt  al g orit h ms  a n d
c o m p uti n g  r es o ur c es  ( or  t h os e  of  t h e  f ors e e a bl e  f ut ur e).
F or t < δ − 1

n ,   w h er e si g n als c a n b e r es ol v e d f or   m ulti n u cl e o n
L Q C D c orr el ati o n f u n cti o ns, c o ntri b uti o ns fr o m l o w- e n er g y
e x cit e d  st at es  c a n  b e  si g nifi c a nt,  a n d  c al c ul ati o ns  usi n g
a  si n gl e  c orr el ati o n  f u n cti o n  ( or  a  v e ct or  of  c orr el ati o n
f u n cti o ns  t h at  h a v e  t h e  s a m e  q u a nt u m  n u m b ers)  f a c e  t h e
c h all e n gi n g  pr o bl e m  of  p erf or mi n g   m ulti e x p o n e nti al fits i n
or d er  t o  e xtr a ct E 0 .   T his  li mit ati o n  c o ul d  b e  a m eli or at e d
t hr o u g h t h e  us e  of   m ulti n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors t h at
d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h t h e  gr o u n d st at e ( or  ot h er st at es  of
i nt er est)  a n d  ar e  a p pr o xi m at el y  ort h o g o n al  t o  ot h er  l o w-
e n er g y st at es ( z n ≪ 1 f or all n > 0 ).   H o w e v er, t h e str u ct ur e
of t h e tr u e   Q C D e n er g y ei g e nst at es is  u n k n o w n a pri ori a n d
fi n di n g  i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h   m a xi m al  o v erl a p  o nt o
st at es  of i nt er est is a c h all e n gi n g t as k. I n dir e ct t ests, s u c h as
t h os e e n a bl e d  b y   L üs c h er’s   m a p pi n g fr o m t h e  F V s p e ctr u m
t o  s c att eri n g  a m plit u d es,  c a n  p ot e nti all y  si g n al  iss u es   wit h
t h e e xtr a ct e d e n er gi es  b e c a us e s c att eri n g a m plit u d es  n e e d t o
s atisf y c ert ai n c o nstr ai nts, s e e   R efs. [ 1 8, 2 9, 7 7– 8 0] ; h o w e v er,
p assi n g  t h es e  t ests  is  n ot  s uffi ci e nt  t o  g u ar a nt e e  t h at  t h e
s p e ctr u m  h as  b e e n  e xtr a ct e d  r eli a bl y.

A n a p pr o a c h f or c o nstr u cti n g i nt er p ol ati n g o p er at ors   wit h
z n ≪ 1 f or  a  s et  of  l o w- e n er g y  st at es f n g is  pr o vi d e d  b y
v ari ati o n al   m et h o ds, i n   w hi c h  a  p ositi v e- d efi nit e   H er miti a n
m atri x  of t w o- p oi nt  c orr el ati o n f u n cti o ns is f or m e d  usi n g  a
s et  of  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  a n d  t h eir  c o nj u g at es,  a n d  a
g e n er ali z e d ei g e n v al u e pr o bl e m ( G E V P) is s ol v e d i n or d er t o
o bt ai n  a   m ut u all y  ort h o g o n al  s et  of  a p pr o xi m at e  e n er g y
ei g e nst at es [ 8 1– 8 3] .  S y m m etri c c orr el ati o n f u n cti o ns r es ult-
i n g fr o m t his di a g o n ali z ati o n h a v e s p e ctr al r e pr es e nt ati o ns as
s u ms  of  e x p o n e nti als   wit h  p ositi v e- d efi nit e  c o effi ci e nts  a n d
ar e t h er ef or e c o n v e x f u n cti o ns  of t. It f oll o ws fr o m t his t h at
l o g arit h mi c  d eri v ati v es  of  s y m m etri c  c orr el ati o n  f u n cti o ns,
c all e d eff e cti v e   m ass es, pr o vi d e v ari ati o n al u p p er b o u n ds o n
gr o u n d-st at e  e n er gi es  t h at  a p pr o a c h  t h e  tr u e  e n er g y  fr o m
a b o v e [ 8 4, 8 5].  F urt h er, if  a n i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et t h at
o v erl a ps   wit h all e n er g y ei g e nst at es b el o w a n e n er g y t hr es h-
ol d Δ ≫ δ c a n  b e i d e ntifi e d, t h e n  v ari ati o n al   m et h o ds  c a n
r e d u c e  e x cit e d-st at e  c o ntri b uti o ns  t o  gr o u n d-st at e  e n er g y
d et er mi n ati o ns  t o e − tΔ [ 8 3].  I n  t his   w or k,  a  l ar g e  s et  of
i nt er p ol ati n g o p er at ors f or t w o- n u cl e o n s yst e ms is i d e ntifi e d,
a n d  p ositi v e- d efi nit e   H er miti a n  t w o- p oi nt  c orr el ati o n-f u n c-
ti o n   m atri c es  ar e  c o nstr u ct e d  usi n g  t h es e  i nt er p ol ati n g
o p er at ors.  T h e   G E V P s ol uti o ns f or t h es e c orr el ati o n-f u n cti o n
m atri c es  ar e  us e d  t o  c o nstr u ct  a p pr o xi m at e  e n er g y  ei g e n-
st at es.   T his  pr o c e d ur e r e m o v es  e x cit e d-st at e  c o nt a mi n ati o n
fr o m  d et er mi n ati o ns  of E 0 arisi n g  fr o m  t h e  l o w est- e n er g y
s et  of  st at es  t h at  si g nifi c a ntl y  o v erl a p   wit h  t h e  s et  of  t h e
i nt er p ol ati n g o p er at ors t h at ar e c o nsi d er e d.  Si n c e v ari ati o n al
m et h o ds  r es ult i n  c o n v e x  c orr el ati o n f u n cti o ns  aft er  di a g o-
n ali z ati o n,  c a n c ell ati o ns  b et w e e n  e x cit e d-st at e c o ntri b uti o ns
t h at   mi g ht c o ns pir e t o b e c o nsist e nt   wit h a si n gl e e x p o n e nti al
( wit hi n u n c ert ai nti es) o v er a si g nifi c a nt r a n g e of t f or t < δ − 1

1 A n ot h er  a p pr o a c h t o  c o nstr ai ni n g t w o- b o d y  n u cl e ar f or c es is
t o  d et er mi n e  t h e   B et h e- S al p et er   w a v e  f u n cti o n  of   m ulti b ar y o n
s yst e ms  fr o m   L Q C D  c orr el ati o n  f u n cti o ns,  fr o m   w hi c h  ( h y p er)
n u cl e ar  p ot e nti als c a n  b e  d e d u c e d [ 5 8– 6 3] .   L at er  v ersi o ns  of t his
m et h o d  d o  n ot  r el y  o n  e n er g y  i d e ntifi c ati o n  fr o m   E u cli d e a n
c orr el ati o n f u n cti o ns a n d ar e s u g g est e d t o b e fr e e fr o m ass o ci at e d
m ulti b ar y o n s p e ctr os c o p y c h all e n g es (s e e   R ef. [ 3 3] f or a r e vi e w).
S u c h st u di es d o, h o w e v er, r el y o n t h e ass u m pti o n t h at o nl y el asti c
s c att eri n g st at e s ar e  pr es e nt i n c orr el ati o n f u n cti o ns.   T his   m et h o d
is s u bj e ct t o  v ari o us s yst e m ati c  u n c ert ai nti es t h at  ar e  e xt e nsi v el y
dis c uss e d i n t h e lit er at ur e [ 5, 6 4– 7 0] .
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c a n n ot  aris e.  S u c h  a  p ossi bilit y,  h o w e v er,  is  pr es e nt  i n
c al c ul ati o ns  usi n g  a  s et  of  as y m m etri c   L Q C D  c orr el ati o n
f u n cti o ns i n   w hi c h e x c h a n gi n g s o ur c e a n d si n k i nt er p ol ati n g
o p er at ors  is  n ot  e q ui v al e nt  t o   H er miti a n  c o nj u g ati o n  a n d
is  ar g u e d  t o  b e  r el e v a nt  f or   L Q C D  d et er mi n ati o ns  of
t w o- b ar y o n e n er g y s p e ctr a i n   R efs. [ 8 0, 8 6]. It is n ot e w ort h y,
h o w e v er,  t h at  t h e  r eli a bilit y  of  v ari ati o n al   m et h o ds  i n
e xtr a cti n g  e n er gi es r at h er t h a n  o nl y  u p p er  b o u n ds  o n t h e m
r e q uir es  t h e  i d e ntifi c ati o n  of  a n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et
t h at  o v erl a ps str o n gl y   wit h t h e  gr o u n d st at e a n d l o w- e n er g y
e x cit e d st at es. Si n c e t h e ei g e nst at es of   L Q C D ar e n ot k n o w n
a pri ori , it is n ot p ossi bl e t o k n o w b e y o n d a d o u bt t h at t his is
t h e  c as e f or  a  gi v e n i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et.

Vari ati o n al   m et h o ds  h a v e  a  l o n g  hist or y  of  s u c c essf ul
a p pli c ati o ns t o  L Q C D st u di es of s yst e ms   wit h b ar y o n n u m b er
B ¼ 0 a n d B ¼ 1 .   E arl y st u di es  us e d i nt er p ol ati n g- o p er at or
s ets  c o nsisti n g  of  c ol or-si n gl et “ si n gl e- h a dr o n” o p er at ors
d es cri bi n g  gl u e b alls,   m es o ns,  or  b ar y o ns,   wit h  q u ar k   w a v e
f u n cti o ns i n t h e l att er c as es r es e m bli n g   G a ussi a ns or si mil ar
f u n cti o ns c e nt er e d a b o ut a c o m m o n  p oi nt   wit h  o n e  or   m or e
wi dt hs [ 8 2, 8 7– 9 3] .   T h es e,  a n d   m or e  r e c e nt  st u di es,  h a v e
g e n er all y  f o u n d  t h at   G a ussi a n  q u ar k   w a v e  f u n cti o ns   wit h
wi dt hs ≲ 1 f m  h a v e  si g nifi c a nt  o v erl a p   wit h  t h e  n u cl e o n
gr o u n d st at e.  L o w- e n er g y e x cit e d st at es c a n b e d es cri b e d, f or
e x a m pl e,  b y  usi n g  li n e ar  c o m bi n ati o ns  of   G a ussi a ns  c o n-
t ai ni n g  n o d es  a n d  q u alit ati v el y  r es e m bli n g  q u ar k- m o d el
r a di al e x cit ati o ns [ 9 1, 9 4– 9 7] .  F urt h er st u di es e xt e n d e d t h es e
i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets a n d i n cl u d e d t e ns of si n gl e- h a dr o n
o p er at ors   wit h ( pr o d u cts  of)  g a u g e- c o v ari a nt  d eri v ati v es,  as
w ell  as  h y bri d  b ar y o n  o p er at ors   wit h  gl u o n fi el ds  c arr yi n g
a n g ul ar   m o m e nt u m [ 9 8– 1 0 6] .   T h e  n e xt  e xt e nsi o n   w as  t h e
i n cl usi o n of “ m ulti h a dr o n ” i nt er p ol ati n g o p er at ors d es cri bi n g
pr o d u cts of c ol or-si n gl et h a dr o n o p er at ors s u c h as π π or N π
e a c h c arr yi n g  d efi nit e r el ati v e   m o m e nt u m [ 7 7, 7 8, 1 0 7– 1 1 3] .
It   w as n oti c e d i n st u di es of t h e B ¼ 0 , is os pi n I ¼ 1 c h a n n el
i n t h e  vi ci nit y  of t h e ρ r es o n a n c e t h at i nt er p ol ati n g- o p er at or
s ets i n cl u di n g  o nl y  si n gl e- h a dr o n  or   m ulti h a dr o n  o p er at ors
l e a d t o d et er mi n ati o ns of t h e e n er g y s p e ctr u m   wit h “ missi n g
e n er g y  l e v els ” a n d  ot h er  i n c o nsist e n ci es  i n  e n er g y-l e v el
r es ults   w h e n  c o m p ar e d t o t h e  e n er g y  s p e ctr u m  d et er mi n e d
usi n g l ar g er i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets i n cl u di n g  b ot h t y p es
of  o p er at ors [ 7 7, 7 8]. F or t → ∞ ,  a n y i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et  c a n  b e  us e d t o  e xtr a ct t h e  e n er gi es  of  as   m a n y l o w est-
e n er g y st at es as t h er e ar e o p er at ors i n t h e s et.   H o w e v er, f or t h e
r a n g e 0 .1 ≲ t ≲ 1 fm  o v er   w hi c h  c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e
st u di e d i n t h es e r ef er e n c es, usi n g a n i nt er p ol ati n g- o p er at or s et
n e gl e cti n g  s o m e  si n gl e-  or   m ulti h a dr o n i nt er p ol ati n g  o p er-
at ors l e a ds t o a d et er mi n ati o n of t h e e n er g y s p e ctr u m i n   w hi c h
s o m e e n er g y l e v els i d e ntifi e d usi n g a l ar g er i nt er p ol ati n g s et
ar e   missi n g b ut ot h er hi g h er- e n er g y l e v els ar e pr es e nt. I n t h e
B ¼ 1 s e ct or,   m ulti h a dr o n i nt er p ol ati n g o p er at ors s u c h as N π
h a v e  als o  b e e n i n cl u d e d i n i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  us e d
f or  v ari ati o n al c al c ul ati o ns [ 1 1 4– 1 1 8] . I n t his c o nt e xt, it h as
b e e n n oti c e d t h at o mitti n g   m ulti h a dr o n o p er at ors c a n l e a d t o
missi n g or dis pl a c e d e n er g y l e v els cl os e t o a n d a b o v e t h e pi o n

pr o d u cti o n t hr es h ol d [ 1 1 4] a n d t h at it is m u c h m or e diffi c ult
( alt h o u g h  p ossi bl e) t o r es ol v e  e n er g y l e v els  ass o ci at e d   wit h
N π s c att eri n g st at es b y o nl y i n cl u di n g l o c al q q q q̄ q o p er at ors
wit h t h e  s a m e  q u ar k  c o nt e nt  as ( pl a n e- w a v e) N π o p er at ors
[ 1 1 9].   A n al o g o us iss u es f or N N s yst e ms   will b e dis c uss e d at
l e n gt h  b el o w, s e e i n  p arti c ul ar  S e c. I V A.

Alt h o u g h t h e  n e e d  f or  v ari ati o n al  st u di es  of   m ulti b ar y o n
s yst e ms  h as  l o n g  b e e n  r e c o g ni z e d,  o nl y  r e c e ntl y   wit h  t h e
a d v e nt of effi ci e nt al g orit h ms f or c al c ul ati n g a p pr o xi m at e “ all-
t o- all” q u ar k pr o p a g at ors, s u c h as t h e   L a pl a ci a n   H e a visi d e or
“ distill ati o n ” m et h o d [ 1 0 7],  st o c h asti c   L a pl a ci a n   H e a visi d e
[ 1 0 8], a n d s p ars e ni n g   m et h o ds [ 1 2 0, 1 2 1], h as t h e a p pli c ati o n
of  v ari ati o n al   m et h o ds  t o   m ulti b ar y o n  s yst e ms  b e c o m e
c o m p ut ati o n all y  f e asi bl e,  al b eit  still  at  u n p h ysi c all y  l ar g e
q u ar k   m ass es.   T h e first  v ari ati o n al st u d y  of t h e t w o- n u cl e o n
is otri pl et, “ di n e utr o n, ” c h a n n el  a n d t h e H - di b ar y o n  c h a n n el
usi n g   m ulti h a dr o n  i nt er p ol ati n g  o p er at or   w as  r e p ort e d  b y
Fr a n cis et  al. i n   R ef. [ 2 6].   T his r ef er e n c e  pr es e nts st u di es  of
b o ost e d  t w o- b ar y o n  s yst e ms   wit h  s e v er al  c e nt er- of- m ass
m o m e nt a  usi n g 2 × 2 p ositi v e- d efi nit e   H er miti a n   m atri c es
of si n gl e- h a dr o n i nt er p ol ati n g o p er at ors, as   w ell as a p ositi v e-
d efi nit e   m ulti h a dr o n  c orr el ati o n  f u n cti o n  a n d  s e v er al  ot h er
as y m m etri c  c orr el ati o n f u n cti o ns.   T h e t w o- n u cl e o n is osi n g-
l et, “ d e ut er o n, ” c h a n n el as   w ell as t h e di n e utr o n c h a n n el h a v e
als o  b e e n  st u di e d  usi n g  c al c ul ati o ns  of 2 × 2 m ulti h a dr o n
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  f or  s e v er al  v al u es  of  t h e
c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  b y   H ör z et  al. i n   R ef. [ 2 8].
M ost r e c e ntl y, a v ari ati o n al st u d y of t h e H - di b ar y o n c h a n n el
w as pr es e nt e d b y   Gr e e n et  al. i n R ef. [ 3 0] usi n g c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri c es   wit h  u p t o t hr e e   m ulti h a dr o n i nt er p ol ati n g
o p er at ors i n s e v er al b o ost e d fr a m es.   T his r ef er e n c e  o bt ai n e d
c o nsist e nt  r es ults   wit h   R ef. [ 2 6] a n d  q u a ntifi e d  si g nifi c a nt
l atti c e  artif a cts i n t h e fi nit e- v ol u m e  e n er g y  s hifts  of t h e H -
di b ar y o n  c h a n n el. I nt er esti n gl y, t h e r es ults f or  gr o u n d-  a n d
e x cit e d-st at e e n er g y l e v els f or t w o- b ar y o n s yst e ms c al c ul at e d
usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds  i n   R efs. [ 2 6, 2 8, 3 0] s u g g est  t e n-
si o ns   wit h  e arli er r es ults  o bt ai n e d  usi n g s ets  of  as y m m etri c
c orr el ati o n  f u n cti o ns [ 1 1, 1 3, 1 5, 1 6, 1 8, 2 1, 2 2, 2 5, 1 2 2– 1 3 1] ,
alt h o u g h t h es e  c al c ul ati o ns  us e  diff er e nt  dis cr eti z ati o ns  a n d
q u ar k   m ass es.   R ef er e n c e [ 3 0] s u g g ests  t h at  l atti c e-s p a ci n g
artif a cts   m a y c o ntri b ut e t o t h es e dis cr e p a n ci es. I n t his c o nt e xt,
f urt h er v ari ati o n al st u di es of   m ulti b ar y o n s yst e ms ar e cl e arl y
of  gr e at i m p ort a n c e.

T h e  g o al  of  t h e  pr es e nt   w or k  is  t o  p erf or m  a  d et ail e d
st u d y  of  t w o- n u cl e o n  s yst e ms  usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds
a n d  usi n g  a  si g nifi c a ntl y  l ar g er  s et  of  si n gl e-  a n d   m ulti-
h a dr o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  t h a n  t h e  s ets  us e d  i n
pr e vi o us   w or ks.   T o  t his  e n d,  t h e  t w o- n u cl e o n  s yst e ms  i n
b ot h t h e is otri pl et  a n d is osi n gl et  c h a n n els  ar e  st u di e d  at  a
si n gl e l atti c e  s p a ci n g  a n d l atti c e  v ol u m e   wit h l ar g er-t h a n-
p h ysi c al  q u ar k   m ass es  s u c h  t h at m π ¼ 8 0 6 M e V.   T h e
l ar g est  s et  of  t w o- b ar y o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  t o  d at e
is  c o nstr u ct e d,  i n cl u di n g   m ulti pl e  t y p es  of “ h e x a q u ar k ”
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  b uilt  fr o m  a  pr o d u ct  of  si x  q u ar k
fi el ds   wit h   G a ussi a n   w a v e  f u n cti o ns  c e nt er e d  ar o u n d  a
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c o m m o n  p oi nt  a n d  e x p e ct e d  t o  str o n gl y  o v erl a p   wit h
c o m p a ct  b o u n d st at e s, “ di b ar y o n ” i nt er p ol ati n g o p er at or s
b uilt fr o m  pr o d u ct s  of   m o m e nt u m- pr oj e ct e d  b ar y o n s a n d
e x p e ct e d t o str o n gl y o v erl a p   wit h u n b o u n d N N s c att eri n g
st at e s,  a n d “ q u a sil o c al ” i nt er p ol ati n g  o p er at or s  d e si g n e d
t o  s o m e w h at  r e s e m bl e  eff e cti v e l o w- e n er g y  d e s cri pti o n s
of  t h e  l o o s el y  b o u n d  d e ut er o n  st at e  pr e s e nt  i n  n at ur e.
T hr o u g h t h e  u s e  of r e c e ntl y  d e v el o p e d  pr o p a g at or s p ar s-
e ni n g  t e c h ni q u e s [ 1 2 0] a n d  hi g hl y  o pti mi z e d  c o d e s  f or
c o n str u cti n g  t w o- b ar y o n  c orr el ati o n  f u n cti o n s  u si n g  t h e
T ir a mi s u [ 1 3 2] c o m pil er  fr a m e w or k,  p o siti v e- d efi nit e
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c e s ar e c o n str u ct e d   wit h di m e n-
si o n aliti e s  a s l ar g e  a s 1 6 × 1 6 f or t h e  di n e utr o n  c h a n n el
a n d 4 2 × 4 2 f or t h e  d e ut er o n c h a n n el.   T h e ( u p p er  b o u n d s
o n t h e)  gr o u n d- st at e e n er gi e s  o bt ai n e d fr o m t h e r e s ulti n g
G E V P  s ol uti o n s  f or  t h e s e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c e s
ar e si g nifi c a ntl y cl o s er t o t hr e s h ol d t h a n t h e  gr o u n d- st at e
e n er gi e s  o bt ai n e d  u si n g  h e x a q u ar k s o ur c e s  a n d  di b ar y o n
si n k s i n t hi s   w or k a n d i n  pr e vi o u s st u di e s  u si n g t h e s a m e
g a u g e-fi el d  e n s e m bl e [ 1 5, 1 6, 1 8, 2 5].

T h e  r es ults  of  t his   w or k  d o  n ot  pr o vi d e  a  c o n cl usi v e
pi ct ur e  of  n u cl e o n- n u cl e o n  i nt er a cti o ns   wit h m π ¼
8 0 6 M e V  b e c a us e t h e  v ol u m e  a n d l atti c e-s p a ci n g  d e p e n d-
e n c e  of  t h e  t w o- n u cl e o n  e n er g y  s p e ctr a  r e q uir e  f urt h er
i n v esti g ati o n.  P er h a ps   m or e  i m p ort a ntl y,  ot h er  st at es  t h at
h a v e  n e gli gi bl e  o v erl a p   wit h  t h e  o p er at or  s ets  c o nsi d er e d
h er e   m a y als o  b e  pr es e nt i n t h e s p e ctr u m,  as  d e m o nstr at e d
b y t h e c o nstr u cti o n of a pl a usi bl e   m o d el f or o v erl a p f a ct ors
c o nsist e nt   wit h  s u c h  b e h a vi or  i n  S e c. III   B.   N o n et h el ess,
t h e  v ari ati o n al   m et h o d  is  a n  a p pr o a c h  t o  t h e  pr o bl e m  of
e x cit e d-st at e c o nt a mi n ati o n i n t w o- b ar y o n c orr el ati o n f u n c-
ti o ns t h at pr o vi d es s yst e m ati c all y i m pr o v a bl e u p p er b o u n ds
o n  e n er g y  l e v els.  F ut ur e  c al c ul ati o ns  e x pl ori n g  a  r a n g e
of  l atti c e  s p a ci n gs  a n d  v ol u m es   wit h  a   wi d er  v ari et y  of
i nt er p ol ati n g  o p er at ors   m a y  l e a d  t o  a  c o n cl usi v e  u n d er-
st a n di n g  of  n u cl e o n- n u cl e o n i nt er a cti o ns  at t h es e  u n p h ys-
i c al v al u es of t h e q u ar k   m ass es a n d pr o vi d e t h e   m ost r o b ust
a v ail a bl e r o ut e t o  d et er mi n ati o ns  of  n u cl e o n- n u cl e o n i nt er-
a cti o ns  at  t h e  p h ysi c al  q u ar k   m ass es.   W hil e  t h e  pr e vi o us
n o n v ari ati o n al  st u di es  of   m ulti n u cl e o n  s yst e ms, i n cl u di n g
c al c ul ati o ns  of  a  r a n g e  of  i m p ort a nt  n u cl e ar   m atri x  el e-
m e nts [ 7 6, 1 2 2, 1 2 6– 1 3 1, 1 3 3] ,  s er v e  as   mil est o n es  i n
a c c essi n g  n u cl e ar  pr o p erti es fr o m   Q C D  a n d  h a v e  c o ntri b-
ut e d  t o  t h e  d e v el o p m e nt  of  t h e  c urr e nt  s uit e  of   m et h o ds
a n d  al g orit h ms, t h e  er a  of  pr e cisi o n   L Q C D  c al c ul ati o ns  of
m ulti b ar y o n  s yst e ms is j ust  b e gi n ni n g.

I n  or d er  t o  i ntr o d u c e  t h e   L Q C D  t e c h n ol o g y  f or  c o n-
str u cti n g  t w o- n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  a n d  t h e
ass o ci at e d  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es f or t h e  v ari ati o n al
a p pr o a c h,  S e c. II pr es e nts t h e r el e v a nt   m et h o ds f or  e v al u-
ati n g  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  a n d  e xtr a cti n g  t h e
e n er g y  s p e ctr u m  usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds  f or  si n gl e-
a n d  t w o- n u cl e o n  s yst e ms.  I n  S e c. III,  t his  f or m alis m  is
us e d t o  st u d y t w o- n u cl e o n  c orr el ati o n f u n cti o ns, t h e  ass o-
ci at e d  fi nit e- v ol u m e  s p e ctr a,  a n d  t h e S -  a n d D - w a v e

s c att eri n g  p h as e  s hifts  ( ass u mi n g  n e gli gi bl e  p arti al- w a v e
mi xi n g)  at  q u ar k   m ass es  c orr es p o n di n g t o  a  pi o n   m ass  of
8 0 6   M e V.   A t ot al  of  2 2  a n d  4 9  gr o u n d-  a n d  e x cit e d-st at e
e n er g y  l e v els  b el o w  t h e  si n gl e- n u cl e o n  first- e x cit e d-st at e
e n er g y  ar e  i d e ntifi e d  f or  t h e  t w o- n u cl e o n  s yst e ms   wit h
I ¼ 1 a n d I ¼ 0 ,  r es p e cti v el y.   T h e  F V  e n er g y-s p e ctr u m
r es ults, as   w ell as t h e c orr es p o n di n g s c att eri n g p h as e s hifts,
ar e  c o m p ar e d   wit h  e xisti n g  v ari ati o n al  a n d  n o n v ari ati o n al
L Q C D  r es ults  at  si mil ar  q u ar k   m ass es.   E xt e nsi v e  st u di es
of t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  d e p e n d e n c e  of t h e r es ults  ar e
p erf or m e d, a n d t h e str e n gt hs a n d   w e a k n ess es of v ari ati o n al
m et h o ds  a n d i m pli c ati o ns  of t h es e r es ults  ar e  s u m m ari z e d
i n  S e c. I V.   A  n u m b er  of  a p p e n di c es  c o m pl e m e nt  t h e
f or m alis m a n d n u m eri c al s e cti o ns of t h e p a p er b y pr o vi di n g
f urt h er  d et ails.   T h e y  ar e  f oll o w e d  b y  a  gl oss ar y  of  fr e-
q u e ntl y  us e d  n ot ati o n i n   A p p e n di x H .

II.   V A RI A TI O N A L   M E T H O D S   F O R
T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S

A.  I nt e r p ol ati n g  o p e r at o rs

I n t h e i nfi nit e- v ol u m e  a n d  c o nti n u u m li mits, i nt er p ol at-
i n g  o p er at ors  f or   Q C D  e n er g y  ei g e nst at es  i n   E u cli d e a n
s p a c eti m e c a n  b e cl assifi e d  b y t h eir tr a nsf or m ati o n  pr o p er-
ti es  u n d er r ot ati o ns, t h e S O ð3 Þ s u b gr o u p  of S O ð4 Þ s p a c e-
ti m e is o m etri es v ali d at fi x e d   E u cli d e a n ti m e t.   Ass u mi n g a
v a nis hi n g θ t er m, c h ar g e c o nj u g ati o n (C ) a n d p arit y (P ) ar e
e x a ct  s y m m etri es  of  t h e   Q C D  a cti o n  a n d  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  ar e  f urt h er  cl assifi e d  b y  t h eir C a n d P tr a ns-
f or m ati o n  pr o p erti es.  F or t h e ori es i n  a  fi nit e  c u bi c  s p ati al
v ol u m e  a n d/ or  c u bi c all y  dis cr eti z e d  l atti c e  fi el d  t h e ori es,
S O ð3 Þ i nv ari a n c e is br o k e n d o w n t o t h e c u bi c or o ct a h e dr al
gr o u p O h c o m p os e d  of  t h e  4 8  s y m m etri es  of  a  c u b e.
B os o ni c st at es i n  e v e n  b ar y o n- n u m b er s e ct ors, s u c h  as t h e
v a c u u m  a n d t w o- n u cl e o n s e ct ors,  c a n  b e  d e c o m p os e d i nt o
dir e ct  s u ms  of  st at es  t h at  tr a nsf or m  i n t h e O h irr e d u ci bl e
r e pr es e nt ati o ns (irr e ps) A 1 ; A2 ; E ; T1 ,  a n d T 2 ,   w h er e
d e n ot es t h at st at es i n t h e c orr es p o n di n g irr e p ar e ei g e nst at es
of P wit h ei g e n v al u es 1 .2 F er mi o ni c st at es i n o d d b ar y o n-
n u m b er s e ct ors tr a nsf or m i n  dir e ct s u ms  of r e pr es e nt ati o ns
G 1 , G 2 ,  a n d H of t h e  d o u bl e  c o v er  of t h e  c u bi c  gr o u p,
O D

h ,   w hi c h i n cl u d es all el e m e nts  of O h as   w ell as t h e s a m e
el e m e nts  c o m p os e d   wit h  a 2 π r ot ati o n  a b o ut  a n y  a xis.
L Q C D  a cti o ns  als o  pr es er v e U ð1 Þ b ar y o n- n u m b er  s y m-
m etr y  e x a ctl y,  a n d  e n er g y  ei g e nst at es  c a n  t h er ef or e  b e
d e c o m p os e d i nt o irr e ps  of U ð1 Þ c orr es p o n di n g t o  b ar y o n
n u m b er B ∈ Z .  F urt h er m or e,  t h e  u p,  d o w n,  a n d  str a n g e
q u ar k   m ass es  ar e  b e  c h os e n  t o  b e  e q u al  a n d  el e ctr o w e a k
i nt er a cti o ns   will b e o mitt e d t hr o u g h o ut t his   w or k; t h er ef or e
S U ð3 Þ fl a v or s y m m etr y a n d its S U ð2 Þ is os pi n s u b gr o u p ar e
e x a ct  s y m m etri es i n t h e  st u d y  b el o w.

2 F or  a  o ct a h e dr al  gr o u p  r e pr e s e nt ati o n Γ J , d Γ J
d e n ot es  t h e

di m e nsi o n  of t h e r e pr es e nt ati o n  a n d t h e i n di vi d u al  el e m e nts  ar e
r ef err e d t o  as “ r o ws” of t h e irr e p.
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Gi v e n t h es e  s y m m etri es,  F V   L Q C D  e n er g y  ei g e nst at es
c a n  b e cl assifi e d  b y t h eir  b ar y o n  n u m b er B , t ot al is os pi n I ,
str a n g e n ess ( o nl y  str a n g e n ess- 0  s yst e ms  ar e  c o nsi d er e d i n
t his   w or k),  a n d  c u bi c irr e p Γ J ,   w hi c h  pl a ys t h e r ol e  of t h e
c o nti n u u m,  i nfi nit e- v ol u m e  t ot al  a n g ul ar   m o m e nt u m, J .
E n er g y  ei g e nst at es   wit h  d efi nit e  v al u es  of  t h es e  q u a nt u m

n u m b ers   will  b e  d e n ot e d jn ðB;I; Γ J Þ i,   wit h n ∈ f 0 ; 1 ; … g
l a b eli n g dis cr et e F V ei g e nst at es   wit hi n t h e s p e ctr u m,   w h er e

hn ðB;I; Γ J Þ jn ðB;I; Γ J Þ i ¼ 1 .   T h e  c orr es p o n di n g  e n er gi es  ar e

d e n ot e d E
ðB;I; Γ J Þ
n , a n d st at es ar e or d er e d s u c h t h at E

ðB;I; Γ J Þ
n ≤

E
ðB;I; Γ J Þ
m f or n < m .   E n er gi es  of  t h es e  st at es  ar e  e x a ctl y

i n d e p e n d e nt of t h e is os pi n c o m p o n e nt I z ∈ f − I; … ; Ig a n d
t h e  r o w  of  t h e  c u bi c  irr e p Γ J o n  e ns e m bl e  a v er a g e.   T o

si m plif y  n ot ati o n, jn ðB;I; Γ J Þ i is  d efi n e d t o  b e  a v er a g e d  o v er
I z a n d r o ws  of Γ J .   T h e  n u cl e o n is  d efi n e d t o  b e t h e  gr o u n d
st at e  of  t h e  s e ct or   wit h  b ar y o n  n u m b er B ¼ 1 ,  p ositi v e
p arit y, a n d t ot al is os pi n I ¼ 1 = 2 , a n d tr a nsf or ms i n t h e G þ

1

irr e p  ass o ci at e d   wit h t ot al  a n g ul ar   m o m e nt u m J ¼ 1 = 2 i n
t h e c o nti n u u m, i nfi nit e- v ol u m e li mit; s e e   A p p e n di c es A – C

a n d   R efs. [ 1 3 4, 1 3 5] f or  f urt h er  dis c ussi o n.  F or  b o ost e d

s yst e ms   wit h  n o n z er o  t ot al  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  P ,
c u bi c  s y m m etr y is f urt h er  br o k e n  d o w n t o t h e littl e  gr o u p

c o m pris e d  of  t h e  el e m e nts  of O D
h t h at  l e a v e  P i n v ari a nt

[ 1 3 6].   B o ost e d s yst e ms  ar e  cl assifi e d  b y t h eir t ot al  c e nt er-

of- m ass   m o m e nt u m  P a n d  irr e p Γ
 P
J u n d er  t h e  ass o ci at e d

littl e  gr o u p,  a n d  t h e  e n er gi es  a n d  e n er g y  ei g e nst at es  of

b o ost e d s yst e ms   will  b e  d e n ot e d E
ðB;I;  P; Γ

 P
J Þ

n a n d jn ðB;I;  P; Γ
 P
J Þ i

(t h e  P l a b el  is  dr o p p e d  f or  P ¼ 0 ),  n or m ali z e d  t o

hn ðB;I;  P; Γ
 P
J Þ jn ðB;I;  P; Γ

 P
J Þ i ¼ 1 .

1.  Si n gl e- n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors

T his   w or k  us es st a n d ar d  n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors
w h os e  pr o p erti es  ar e  bri efl y  r e vi e w e d.  P oi ntli k e  pr ot o n
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  tr a nsf or mi n g  i n  r o ws  of  t h e G þ

1

irr e p i n d e x e d as σ ∈ f 0 ; 1 g c a n  b e c o nstr u ct e d i n t h e   Dir a c
b asis 3 as

p σ ðx Þ ¼ ε a b c 1
ffiffiffi
2

p ½u a
ζ ð x ÞðC γ 5 P þ Þ ζ ξ d

b
ξ ð x Þ − d a

ζ ðx ÞðC γ 5 P þ Þ ζ ξ u
b
ξ ðx Þ ½P þ ð1 − ð− 1 Þ σ iγ 1 γ 2 Þ σ ζ u

c
ζ ð x Þ; ð1 Þ

w h er e q a
ζ ðx Þ d e n ot es a q u ar k fi el d of fl a v or q ∈ f u; d g wit h

a , b , c b ei n g S U ð3 Þ c ol or  i n di c es  a n d ζ , ξ b ei n g   Dir a c
s pi n or i n di c es, 4 γ μ ar e  E u cli d e a n g a m m a   m atri c es s atisf yi n g

γ †
μ ¼ γ μ a n d f γ μ ; γ ν g ¼ 2 δ μ ν , C ¼ γ 2 γ 4 ,  a n d γ 5 ¼ γ 1 γ 2 γ 3 γ 4

ar e us e d t o b uil d s pi n-si n gl et di q u ar ks, a n d P þ ¼ ð 1 þ γ 4

2 Þ is a
p ositi v e- p arit y  pr oj e ct or.   T h e  a p pli c ati o n  of P þ pr oj e cts
e a c h q u ar k fi el d fr o m G þ

1 ⊕ G −
1 o nt o G þ

1 ,   w hi c h all o ws f or
i n cr e as es i n  c o m p ut ati o n al  effi ci e n c y,  as  dis c uss e d  b el o w.
T h e   Dir a c  b asis  is  c o n v e ni e nt  f or  e x pr essi n g   E q. ( 1)
b e c a us e i n t his  b asis t h e  0  a n d  1   Dir a c s pi n or  c o m p o n e nts
tr a nsf or m  a c c or di n g t o t h e σ ¼ 0 a n d σ ¼ 1 r o ws  of G þ

1 .
P oi ntli k e n e utr o n i nt er p ol ati n g o p er at ors n σ ðx Þ ar e o bt ai n e d
b y  e x c h a n gi n g u ↔ d i n   E q. ( 1).   T h es e  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  c a n  b e  c o m bi n e d  i nt o  a  n u cl e o n  fi el d N σ ðx Þ ≡
ðp σ ðx Þ; nσ ð x ÞÞ

T t h at tr a nsf or ms  as  a  d o u bl et  u n d er S U ð2 Þ
is os pi n  s y m m etr y,   w h er e T d e n ot es tr a ns p os e.

S pi n- c ol or   w ei g hts c a n b e i ntr o d u c e d i n or d er t o si m plif y
e x pr essi o ns  f or  t h e  t e ns or  c o ntr a cti o ns  a p p e ari n g  i n
n u cl e o n  a n d   m ulti n u cl e o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns  as  i n
R ef. [ 1 3 7].  S pi n- c ol or  c o m p o n e nts  of t h e  q u ar k fi el d   will
b e l a b el e d   wit h  i n di c es i; j; k; … ,   w h er e  f or  e x a m pl e i ¼
ðζ ; aÞ d e n ot es a c o m p o u n d s pi n- c ol or i n d e x c orr es p o n di n g

t o s pi n or i n d e x ζ ∈ f 0 ;… ;3 g a n d c ol or i n d e x a ∈ f 0 ; 1 ; 2 g .
I n  t his   w a y,  t h e  pr ot o n  i nt er p ol ati n g  o p er at or  a b o v e  c a n
b e  e x pr ess e d  as  a  c o ntr a cti o n  of  t hr e e  q u ar k  fi el ds, 5

u ið x Þd j ðx Þu k ð x Þ,   wit h  a  t e ns or  of  r e al- v al u e d “ w ei g hts ”
w h os e i j k c o m p o n e nt  is  d efi n e d  t o  b e  t h e  c o effi ci e nt  of
u ið x Þd j ðx Þu k ð x Þ i n   E q. ( 1).   T h e  c orr es p o n di n g  n e utr o n
i nt er p ol ati n g  o p er at or c a n  b e  e x pr ess e d as  a  c o ntr a cti o n  of
d ið x Þu j ðx Þd k ð x Þ wit h  a n  i d e nti c al  t e ns or  of   w ei g hts.   T h e
w ei g hts  d e p e n d  o n  t h e  s pi n  of  t h e  n u cl e o n  a n d   will

t h er ef or e  b e  d e n ot e d w ½N σ .   M ost  of  t h e  s pi n- c ol or  t e ns or

c o m p o n e nts of w ½N σ ar e z er o, a n d t h e n u m eri c al e v al u ati o n
of  s pi n- c ol or  c o ntr a cti o ns  b e c o m es  si g nifi c a ntl y   m or e
effi ci e nt if t h e  n u cl e o n   w ei g hts  ar e r e pr es e nt e d  as  a s p ars e

t e ns or w
½N σ
α ,   w h er e α ∈ f 1 ; … ; N

½N
w g r u ns  o v er  t h e N

½N
w

c o m p o n e nts  of u iðα Þ ðx Þd j ðα Þ ðx Þu k ðα Þ ðx Þ wit h  n o n z er o
w ei g ht,   w h er e iðα Þ, j ðα Þ,  a n d k ðα Þ ar e  s pi n- c ol or-i n d e x-
v al u e d   m a ps  fr o m α t o  s pi n- c ol or i n di c es  s u c h t h at

p σ ðx Þ ¼
X

α

w
½N σ
α u iðα Þ ð x Þd j ðα Þ ðx Þu k ðα Þ ðx Þ;

n σ ðx Þ ¼
X

α

w
½N σ
α d iðα Þ ð x Þu j ðα Þ ðx Þd k ðα Þ ðx Þ: ð2 Þ

T h e  n u cl e o n   w ei g hts w
½N σ
α c a n  b e  e v al u at e d  b y  c h o osi n g

a  p arti c ul ar  b asis  f or  t h e  s pi n or  al g e br a  i n   E q. ( 1) a n d

3 F or  t h e  d efi niti o n  of  t h e   Dir a c  b asis  a n d  r el ati o ns  t o  ot h er
b as es,  s e e   A p p e n di x   A  of   R ef. [ 1 3 5].

4 N ot e  t h at  r e p e at e d  s pi n or  a n d  c ol or  i n di c e s  ar e  i m pli citl y
ass u m e d  t o  b e  s u m m e d  t hr o u g h o ut  t his   w or k  b ut  t h at  t his
s u m m ati o n  c o n v e nti o n   will  n ot  b e  us e d  f or  c u bi c  irr e p  r o ws
a n d  ot h er i n di c es.

5 A  c a n o ni c al  or d eri n g  i n   w hi c h  q u ar k  fl a v ors  o c c ur  l e xi c o-
gr a p hi c all y i n all h a dr o n i nt er p ol ati n g o p er at ors c a n als o b e us e d.
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e nf or ci n g  e q ui v al e n c e   wit h  t h e  p arti c ul ar  fl a v or  or d eri n g
s h o w n i n   E q. ( 2).   T h e   Dir a c b asis is p arti c ul arl y c o n v e ni e nt
b e c a us e  o nl y t w o  of t h e  s pi n or  c o m p o n e nts  h a v e  n o n z er o
w ei g ht ( d u e t o t h e a p pli c ati o n of P þ t o all q u ar k fi el ds), a n d
t h e  st or a g e  a n d  c o m p ut ati o n  ti m e  of  q u ar k  pr o p a g at or
c o ntr a cti o ns  c a n  b e  si g nifi c a ntl y  r e d u c e d  b y  c o nsi d eri n g
o nl y  t h es e  t w o  s pi n  c o m p o n e nts  a n d  tr e ati n g  s pi n- c ol or
i n di c es as  v al u e d i n f 0 ; … ; 5 g . I n t h e   Dir a c  b asis, t h er e ar e

N
½N
w ¼ 1 2 t er ms  a p p e ari n g  i n   E q. ( 2) t h at  ar e  e x pli citl y

s h o w n i n   A p p e n di x A .   Q u ar k- e x c h a n g e s y m m etr y,  arisi n g
fr o m t h e  pr es e n c e  of t w o i d e nti c al  q u ar k  fi el ds i n N σ ðx Þ,
c a n  b e  us e d  t o  r e d u c e  t h e  n u m b er  of   w ei g hts  r e q uir e d
t o  c o m p ut e  n u cl e o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns  t o  9 [ 1 3 7].
H o w e v er, t his  s y m m etr y  d o es  n ot  a p pl y t o   Wi c k  c o ntr a c-
ti o ns  i n v ol vi n g  n o ntri vi al  q u ar k  p er m ut ati o ns  i n B ¼ 2
c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  b uilt
fr o m pr o d u cts  of N σ ðx 1 Þ a n d N σ 0 ðx 2 Þ i n   w hi c h  q u ar k fi el ds
wit h  disti n ct  s p ati al  l a b els  a p p e ar.  F or  si m pli cit y,  q u ar k-
e x c h a n g e  s y m m etr y  is  n ot  us e d  t o  r e d u c e  t h e  n u m b er  of
n u cl e o n   w ei g hts t hr o u g h o ut t his   w or k.

N o n p oi ntli k e  n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors i n t h e G þ
1

irr e p  c a n  b e  c o nstr u ct e d  b y  i n cl u di n g  ( g a u g e- c o v ari a nt)
d eri v ati v es  or  ot h er  f u n cti o ns  of  t h e  g a u g e  fi el d  i nt o
t h e  i nt er p ol ati n g  o p er at or  of   E q. ( 1) as  d es cri b e d  i n
R efs. [ 1 3 4, 1 3 5].   N u cl e o n s p e ctr os c o p y st u di es, f or e x a m pl e
i n   R efs. [ 8 7, 9 1, 9 3– 9 7, 9 9, 1 0 1, 1 0 3 – 1 0 6] , s u g g est t h at i nt er-
p ol ati n g  o p er at ors  i n cl u di n g  d eri v ati v es  or  s p ati al   w a v e
f u n cti o ns   wit h  n o d es  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  n u cl e o n
e x cit e d  st at es.   Alt er n ati v e  s pi n  str u ct ur es  ar e  als o  f o u n d
t o  o v erl a p  d o mi n a ntl y   wit h  n u cl e o n  e x cit e d  st at es
[ 8 9, 9 0, 1 3 8].   O p er at ors  t h at  h a v e  l ar g er  o v erl a p   wit h  t h e
n u cl e o n  gr o u n d  st at e  c a n  b e  c o nstr u ct e d  b y  c o m bi ni n g
t h e  s pi n- c ol or  t e ns or  str u ct ur e  i n   E q. ( 1) wit h  s p ati al
w a v e f u n cti o ns t h at “ s m e ar” t h e l o c ati o n  of t h e  q u ar k fi el d
o v er  a  v ol u m e   w h os e  r a di us is  of t h e  or d er  of t h e  pr ot o n
r a di us [ 8 7, 9 1].   G a u g e-i n v ari a ntl y   G a ussi a n-s m e ar e d  q u ar k
fi el ds  ar e  d efi n e d  as [ 1 3 9, 1 4 0]

q
iðα Þ
g ð  x; t Þ ¼

X

 z ∈ Λ

X

i0

Π
iðα Þi0

g ð  x;  z Þq i0 ð  z; t Þ; ð3 Þ

w h er e i0 is a s pi n- c ol or i n d e x, Π
iðα Þi0

g i s a   G a ussi a n s m e ari n g
k er n el   wit h a   wi dt h s p e cifi e d  b y t h e i n d e x g .   T h e  k er n el is
ass u m e d h er e t o b e O h i n v ari a nt a n d c a n b e c o nstr u ct e d, f or
e x a m pl e,  b y  it er ati v el y  a p pl yi n g  t h e  g a u g e- c o v ari a nt  dis-
cr et e   L a pl a ci a n, 6 a n d Λ ¼ fð x 1 ; x2 ; x3 Þj0 ≤ x k < L g is t h e
s et  of  s p ati al  l atti c e  sit es   w h er e k ∈ f 1 ; 2 ; 3 g l a b els  t h e
s p ati al di m e nsi o ns of t h e l atti c e g e o m etr y. 7 T hr o u g h o ut t his
w or k  u nits ar e  us e d i n   w hi c h t h e l atti c e s p a ci n g is e q u al t o

u nit y, s o x k ; t ∈ Z .  S m e ar e d  pr ot o n a n d  n e utr o n i nt er p ol at-
i n g  o p er at ors  ar e  d efi n e d fr o m t h e s m e ar e d  q u ar k fi el ds  as

p σ g ðx Þ ¼
X

α

w
½N σ
α u

iðα Þ
g ðx Þd

j ðα Þ
g ðx Þu

k ðα Þ
g ðx Þ;

n σ g ðx Þ ¼
X

α

w
½N σ
α d

iðα Þ
g ðx Þu

j ðα Þ
g ðx Þd

k ðα Þ
g ðx Þ; ð4 Þ

a n d  s m e ar e d  is o d o u bl et  n u cl e o n  fi el ds  ar e  d efi n e d  as
N σ g ð x Þ ≡ ðp σ g ðx Þ; nσ g ðx ÞÞ

T .  S u c h  s m e ar e d  q u ar k  fi el ds
tr a nsf or m  i d e nti c all y  t o  u ns m e ar e d  q u ar k  fi el ds  u n d er
O D

h ,  a n d t h er ef or e s m e ar e d  h a dr o n fi el ds tr a nsf or m i d e nti-
c all y t o  u ns m e ar e d  h a dr o n fi el ds.

Pr oj e cti o n  t o  a  d efi nit e  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  P c ,
w h er e c i n d e x es t h e c e nt er- of- m ass   m o m e nt a i n cl u d e d i n a n
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et, is  a c c o m plis h e d  b y   m ulti pl yi n g

N σ g ð x Þ b y e i  P c · x ,   w h er e  x d e n ot es t h e  s p ati al  c o m p o n e nts
of t h e  c o or di n at e x ¼ ð  x; t Þ,  a n d  s u m mi n g  o v er t h e  s et  of
s p ati al l atti c e sit es Λ . I n  or d er t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al
c ost  of  p erf or mi n g  t his  s u m m ati o n  ( a n d   m or e  c ostl y
v ol u m e  s u ms  f or  t h e  t w o- h a dr o n  o p er at ors  dis c uss e d
b el o w),  t h e  pr o p a g at or  s p ars e ni n g  al g orit h m  i ntr o d u c e d
i n   R ef. [ 1 2 0] is  a p pli e d.  I n  p arti c ul ar, “ s p ars e n e d” pl a n e-
w a v e s p ati al   w a v e f u n cti o ns ar e us e d t h at o nl y h a v e s u p p ort
o n  a  c u bi c  s u bl atti c e Λ S ⊂ Λ d efi n e d  as

Λ S ¼ fð x 1 ; x2 ; x3 Þj0 ≤ x k < L; x k ≡ 0 ðm o d S Þ g; ð5 Þ

w h er e L is t h e  s p ati al  e xt e nt  of t h e  c u bi c l atti c e  g e o m etr y
a n d S ∈ Z is  t h e  r ati o  of  t h e  n u m b er  of  f ull  a n d  s p ars e
l atti c e  sit es i n  e a c h  s p ati al  di m e nsi o n.   D efi ni n g

ψ
½N
c ð  x Þ ¼ e i  P c · x jΛ S

; ð 6 Þ

w h er e  t h e  b ar  d e n ot es  r estri cti o n  of  s u p p ort  t o Λ S ,  t h e
n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors i n cl u di n g s p ars e n e d  pl a n e-
w a v e  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns  ar e  d efi n e d  as

N σ cg ðtÞ ¼
X

 x ∈ Λ S

ψ
½N
c ð  x ÞN σ g ð  x; t Þ: ð7 Þ

M o m e nt u m- pr oj e ct e d  t w o- p oi nt  c orr el ati o n  f u n cti o ns  f or
t h es e  n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e  d efi n e d  b y

C
½N; N
σ cg σ 0c 0g 0 ð tÞ ¼ hN σ cg ð tÞ N̄

T
σ 0c0g 0 ð 0 Þi; ð8 Þ

w h er e N̄ σ 0c 0g 0 ð tÞ is  o bt ai n e d  fr o m N σ 0c0g 0 ð tÞ b y  r e pl a ci n g

q ið x Þ wit h q̄ iðx Þ a n d  r e v ersi n g  t h e  or d er  of  t h e  fi el ds
i n   E q. ( 2) [t h e   w ei g hts  s h o ul d  als o  b e  r e pl a c e d  b y  t h eir

c o m pl e x c o nj u g at es b ut t h e y s atisf y ðw
ðN Þ
α Þ ¼ w

ðN Þ
α f or t h e

i nt er p ol ati n g  o p er at ors  us e d  h er e].   T w o- p oi nt  c orr el ati o n
f u n cti o ns  o nl y  d e p e n d  o n t h e ti m e  diff er e n c e  b et w e e n t h e
t w o  o p er at ors;  f or  si m pli cit y, t h e   E u cli d e a n ti m e l o c ati o n
of t h e “ s o ur c e” o p er at or is  d e n ot e d  b y  0 a n d t h e   E u cli d e a n

6 F or  s yst e ms   wit h  a  l ar g e  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m,  t h e
k er n el  c o ul d  b e  r e pl a c e d   wit h  t h e   m o m e nt u m-s m e ari n g  k er n el
i ntr o d u c e d i n   R ef. [ 1 4 1] t o i m pr o v e  gr o u n d-st at e  o v erl a p.

7 T h e  l a b el k f or  t h e  s p ati al  c o or di n at e  a x es  s h o ul d  n ot  b e
c o nf us e d   wit h t h e  s pi n- c ol or i n d e x k .
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ti m e  l o c ati o n  of  t h e “ si n k” o p er at or  is  d e n ot e d  b y t.

B y  is os pi n  s y m m etr y, C
½N; N
σ cg σ 0c 0g 0 ð tÞ is  pr o p orti o n al  t o  t h e

i d e ntit y   m atri x  i n  fl a v or  s p a c e.  Si mil arl y, C
½N; N
σ cg σ 0c 0g 0 ð tÞ

v a nis h es  u nl ess σ ¼ σ 0 a n d c ¼ c0.  S p ars e n e d  t w o- p oi nt
c orr el ati o n f u n cti o ns  of t h e f or m  of   E q. ( 8) c a n  b e  pr a cti-
c all y  e v al u at e d  b y  c o m p uti n g  p oi nt-t o- all  q u ar k  pr o p a g a-
t ors   wit h   G a ussi a n-s m e ar e d  q u ar k  s o ur c es  at  e a c h  of  t h e
V S ¼ ð L = S Þ 3 p oi nts  o n  t h e  s p ars e  l atti c e,  s m e ari n g  t h e
r es ulti n g  q u ar k  pr o p a g at ors at t h e si n k, a n d t h e n f or e a c h t
r estri cti n g t h e  pr o p a g at ors  ( o bt ai n e d  b y  s ol vi n g t h e   Dir a c
e q u ati o n  o n t h e f ull l atti c e Λ ) t o  h a v e  s u p p ort  o n Λ S a n d
s u bs e q u e ntl y e v al u ati n g t h e V 2

S t er ms a p p e ari n g i n   E q. ( 8).
M o m e nt u m  pr oj e cti o n   wit h  t h e  s p ars e n e d  pl a n e- w a v e

w a v e  f u n cti o ns ψ
½N
c ð  x Þ l e a ds  t o  c o m pl et e  pr oj e cti o n  t o

st at es  of   m o m e nt u m  all o w e d  b y  t h e  l atti c e  g e o m etr y  f or
t h e  c as e  of  tri vi al  s p ars e ni n g S ¼ 1 ,  a n d  it  a m o u nts  t o
i n c o m pl et e   m o m e nt u m  pr oj e cti o n  f or  t h e  c as e  of  i nt er est
w h er e 1 < S ≪ L .   T h e  eff e cts  of t his i n c o m pl et e   m o m e n-
t u m  pr oj e cti o n  o n  s p ars e n e d  t w o- p oi nt  c orr el ati o n  f u n c-
ti o ns  c a n  b e  s e e n  fr o m t h e  s p e ctr al  r e pr es e nt ati o n

C
½N; N
σ cg σ 0c 0g 0 ð tÞ ¼

X

 P; Γ
 P
J

X

n

Z
ð1 ;12 ;

 P; Γ
 P
J Þ

n N σ cg
Z

ð1 ;12 ;
 P; Γ

 P
J Þ

n N σ 0c0g 0
e − t E

ð1 ;1
2
;  P; Γ

 P
J

Þ

n ;

ð 9 Þ

w h er e t h er m al eff e cts arisi n g fr o m t h e fi nit e   E u cli d e a n ti m e

e xt e nt  of  t h e  l atti c e  ar e  n e gl e ct e d,  a n d Z
ð1 ;12 ;

 P c ;Γ
 P c
J Þ

n χ ≡

hn ð1 ;12 ;
 P c ;Γ

 P c
J Þ jχ̄ ð0 Þj0 i f or  a  g e n eri c  i nt er p ol ati n g  o p er at or

χ ðx Þ. F or  x ∈ Λ S ,  s p ars e n e d  pl a n e- w a v e   w a v e  f u n cti o ns

s atisf y ψ
½N
c ð  x Þ ¼ e i  P c · x ¼ e i½  P c þ

2 π
S ê k · x ,   w h er e ê k is  a  u nit

v e ct or  ori e nt e d al o n g t h e k a xis, a n d t h er ef or e t h e s u m  o v er
st at es  i n   E q. ( 9) i n cl u d es  n ot  o nl y  st at es   wit h   m o m e nt u m
 P ¼  P c b ut als o st at es   wit h   m o m e nt a t h at diff er b y   m ulti pl es
of 2 π

S ê k . I n t h e n u m eri c al c al c ul ati o ns pr es e nt e d  b el o w,  o nl y

t h e  c e nt er- of- m ass  r est  fr a m e  P c ¼  0 will  b e  c o nsi d er e d.
I n t his fr a m e,  s p ars e ni n g r es ults i n  c o ntri b uti o ns t o   E q. ( 9)

t h at  ar e  s u p pr ess e d  b y e − tΔ E
ð1 ;1

2
; Gþ

1
Þ

S , w h er e Δ E
ð1 ;12 ; Gþ1 Þ

S ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ ð 2 π
S Þ 2

q
− M N ,   wit h M N ≡ E

ð1 ;12 ; Gþ
1

Þ
0 b ei n g t h e   m a s s

of t h e n u cl e o n. Pr e vi o u s n u m eri c al i n v e sti g ati o n s c o nfir m
t h at  s p ar s e ni n g  r e s ult s  i n  c h a n g e s  t o  t h e  e x cit e d- st at e
str u ct ur e  of  c orr el ati o n  f u n cti o n s  t h at  c a n  b e  tr e at e d
a n al o g o u sl y  t o  ot h er  e x cit e d- st at e  eff e ct s  i n  n u cl e o n
a n d  n u cl e ar  c orr el ati o n  f u n cti o n s [ 1 2 0].   E x cit e d- st at e
eff e ct s ari si n g fr o m s p ar s e ni n g c a n al s o  b e st o c h a sti c all y
r e m o v e d  b y  u si n g  r a n d o m  s o ur c e  p o siti o n s i n st e a d  of  a
l atti c e  of  s o ur c e s Λ S ,  b ut  u si n g r a n d o m  s o ur c e  p o siti o n s
h a s  b e e n  f o u n d t o  d e cr e a s e  st ati sti c al  pr e ci si o n [ 1 2 1].

T h e s u m i n   E q. ( 9) i n cl u d es c o ntri b uti o ns fr o m t w o a n d
m or e  h a dr o n st at es, e. g., “ el asti c ” N π st at es   wit h t h e s a m e

q u a nt u m  n u m b er s  a s  t h e  n u cl e o n  t h at  c a n  b e  a p pr o xi-
m at el y  d e s cri b e d  a s  s et s  of  i nt er a cti n g  c ol or- si n gl et
h a dr o n s,  a s   w ell  a s  c o ntri b uti o n s fr o m “ i n el asti c” e x cit e d
st at e s  t h at  c a n  b e  a p pr o xi m at el y  d es cri b e d  a s  a  si n gl e
l o c ali z e d  c ol or- si n gl et  h a dr o n   wit h  a  diff er e nt  s p ati al
a n d/ or  s pi n  str u ct ur e t h a n t h e  gr o u n d  st at e.   E x cit e d- st at e
c o nt a mi n ati o n fr o m  el a sti c N π st at es i s  s u p pr es s e d  c o m-
p ar e d  t o  t h e  gr o u n d- st at e  c o ntri b uti o n  b y e − tδ , w h er e
δ ≳ m π .   T h e s e  c o ntri b uti o ns  c a n  b e  n e gl e ct e d  f or
E u cli d e a n  ti m es t ≫ m − 1

π ,   w hi c h  c a n  b e  e a sil y  a c hi e v e d
i n   L Q C D  c al c ul ati o n s t h at  u s e l ar g er-t h a n- p h y si c al  q u ar k
m a s s e s  s u c h  a s  t h o s e  c o n si d er e d  i n  S e c. III.   A  si m pl e
n u cl e o n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  s uffi ci e nt  f or  d e s cri b-
i n g  t h e  n u cl e o n  gr o u n d  st at e  a n d  o n e  or   m or e  i n el asti c
e x cit e d st at e s   wit h  e n er gi e s  b el o w m π c a n  b e  o bt ai n e d  b y
u si n g  a s et  of t w o  or   m or e s m e ar e d  n u cl e o n i nt er p ol ati n g
o p er at or s.  It  i s  n ot e w ort h y,  h o w e v er,  t h at  t h e  hi g h e st-
e n er g y  st at e  o bt ai n e d  u si n g  v ari ati o n al   m et h o ds   m ust
d e s cri b e  a  li n e ar  c o m bi n ati o n  of  a   w h ol e  t o w er  of
hi g h er- e n er g y e x cit e d st at e s a n d is  u nli k el y t o  b e r eli a bl e.

2.   T w o- n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors

I n  t h e  t w o- n u cl e o n  s e ct or,  t h e  pr es e n c e  of  a  cl os el y
s p a c e d t o w er  of el asti c t w o- n u cl e o n e x cit ati o ns i n a d diti o n
t o  i n el asti c  e x cit ati o ns  of  t h e  t w o  n u cl e o ns  l e a ds  t o  t h e
e x p e ct ati o n  t h at  l ar g er  s ets  of  o p er at ors  ar e  n e c ess ar y  t o
fi n d  c o m bi n ati o ns  t h at  str o n gl y  o v erl a p  o nt o  t h e  l o w-
e n er g y  ei g e nst at es  t h a n  i n  t h e  si n gl e- n u cl e o n  s e ct or.   O n e
p ossi bilit y  f or  t w o- n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  is  t o
c o nstr u ct  si n gl e- h a dr o n  o p er at ors  t h at  d es cri b e  s p ati all y
l o c al  c ol or-si n gl et  pr o d u cts  of  q u ar k  fi el ds  a n al o g o us  t o
E q. ( 1).   D u e t o  t h e  q u ar k  s pi n, “ h e x a q u ar k ” o p er at ors  of
t his  f or m tr a nsf or m  u n d er t h e  c u bi c  gr o u p  a c c or di n g t o  a
si xf ol d  t e ns or  pr o d u ct  of G þ

1 irr e ps  ( o nl y  p ositi v e- p arit y
q u ar k  c o m p o n e nts  ar e  us e d  f or  si m pli cit y  a n d  c o m p ut a-
ti o n al  e x p e di e n c y).   T h e si x  q u ar k s pi n r e pr es e nt ati o ns  c a n
b e  gr o u p e d i nt o t h e  pr o d u ct ðG þ

1 ⊗ G þ
1 ⊗ G þ

1 Þ ⊗ ðG þ
1 ⊗

G þ
1 ⊗ G þ

1 Þ usi n g  a n  ar bitr ar y  q u ar k-fi el d  or d eri n g  a n d,
aft er  e v al u ati n g t h e  pr o d u cts i n  p ar e nt h es es,  c a n  b e r e pr e-
s e nt e d  as  a  pr o d u ct  of  t w o  s pi ns  t h at  c a n  b e  ass o ci at e d
wit h B ¼ 1 o p er at ors.   H e x a q u ar k  o p er at ors  c a n  b e  c o n-
str u ct e d  t h at  tr a nsf or m  a c c or di n g  t o  t h e G þ

1 ⊗ G þ
1 irr e p

ass o ci at e d   wit h N N o p er at or  pr o d u cts,  as   w ell  as  t h e
H þ ⊗ H þ irr e p  ass o ci at e d   wit h Δ Δ o p er at or  pr o d u cts

a n d  ot h er  c o m bi n ati o ns. 8 Si n c e M N < M Δ ≡ E
ð1 ;32 ; Hþ Þ
0 ,

b ot h i n  n at ur e  a n d i n   L Q C D  c al c ul ati o ns  at  u n p h ysi c all y
l ar g e  q u ar k   m ass es,  it  is  e x p e ct e d  t h at Δ Δ o p er at ors  a n d
ot h er  c o m bi n ati o ns   will  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  hi g h er-
e n er g y  st at es t h a n N N o p er at ors.  F or  si m pli cit y,  o nl y N N

8 A d diti o n al  o p er at ors  t h at  d o  n ot  f a ct ori z e  i nt o  pr o d u ct s  of
c ol or-si n gl et b ar y o ns c a n b e c o nstr u ct e d [ 1 4 2] b ut ar e n ot us e d i n
t his   w or k.
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h e x a q u ar k  o p er at ors  c o nstr u ct e d  fr o m  pr o d u cts  of  c ol or-
si n gl et  n u cl e o ns  t h at  tr a nsf or m  u n d er  t h e  c u bi c  gr o u p  as
G þ

1 ⊗ G þ
1 ar e  c o nsi d er e d i n t his   w or k.

H e x a q u ar k  o p er at ors   will  b e  d e n ot e d  as H ρ cg ðtÞ b el o w,

w h er e ρ ∈ f 0 ;… ;3 g l a b els t h e r o w of G þ
1 ⊗ G þ

1 ¼ A þ
1 ⊕ T þ

1 ,

c l a b els  t h e  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  P c ,  a n d g l a b els
t h e  q u ar k  s m e ari n g,  as  i n  t h e  si n gl e- n u cl e o n  c as e.   Q u ar k
a ntis y m m etr y  a n d  t h e A þ

1 s p ati al  s y m m etr y  of  h e x a q u ar k
o p er at ors  f or c e I ¼ 1 o p er at ors  t o  tr a nsf or m  i n  t h e  o n e-
di m e nsi o n al A þ

1 irr e p  ass o ci at e d   wit h  s pi n-si n gl et  st at es,
a n d t h e y si mil arl y f or c e I ¼ 0 o p er at ors t o tr a nsf or m i n t h e
T þ

1 irr e p  ass o ci at e d   wit h  s pi n-tri pl et  st at es.   T h e I ¼ 1
h e x a q u ar k  o p er at ors  h a v e ρ ¼ 0 ,  a n d  f or  t h e I z ¼ 0 c as e
t h e y  ar e  d efi n e d  b y

H 0 cg ðtÞ ¼
X

 x ∈ Λ S

ψ
½H
c ð  x Þ

1

2
½p 0 g ð  x; t Þn 1 g ð  x; t Þ − p 1 g ð  x; t Þn 0 g ð  x; t Þ

þ n 0 g ð  x; t Þp 1 g ð  x; t Þ − n 1 g ð  x; t Þp 0 g ð  x; t Þ ; ð1 0 Þ

w h er e g s p e cifi es t h e  q u ar k-fi el d s m e ari n g ( c h os e n t o  b e t h e
s a m e  f or  all  q u ar ks),  a n d  t h e  s a m e  s p ars e n e d  pl a n e- w a v e

w a v e f u n cti o ns ψ
½H
c ð  x Þ ≡ ψ

½N
c ð  x Þ ¼ e i  P c · x jΛ S

ar e us e d as f or

t h e n u cl e o n a b o v e.  T h e s p e ctr a of p p a n d n n st at es   wit h I ¼ 1
a n d I z ¼ 1 ar e i d e nti c al t o t h os e of p n st at es   wit h I ¼ 1 a n d
I z ¼ 0 b y  is os pi n  s y m m etr y,  a n d  it  is  t h er ef or e  s uffi ci e nt
t o  o nl y  c o nsi d er p n o p er at ors i n is os pi n-s y m m etri c  c al c u-
l ati o ns  of  t h e  t w o- n u cl e o n  s p e ctr u m.   H e x a q u ar k  o p er at ors
f or p n s yst e ms   wit h I ¼ 0 ar e  d efi n e d  as

H 1 cg ð tÞ ¼
X

 x ∈ Λ S

ψ
½H
c ð  x Þ

1
ffiffiffi
2

p ½p 0 g ð  x; t Þn 0 g ð  x; t Þ − n 0 g ð  x; t Þp 0 g ð  x; t Þ ;

H 2 cg ð tÞ ¼
X

 x ∈ Λ S

ψ
½H
c ð  x Þ

1

2
½p 0 g ð  x; t Þn 1 g ð  x; t Þ þ p 1 g ð  x; t Þn 0 g ð  x; t Þ − n 0 g ð  x; t Þp 1 g ð  x; t Þ − n 1 g ð  x; t Þp 0 g ð  x; t Þ ;

H 3 cg ð tÞ ¼
X

 x ∈ Λ S

ψ
½H
c ð  x Þ

1
ffiffiffi
2

p ½p 1 g ð  x; t Þn 1 g ð  x; t Þ − n 1 g ð  x; t Þp 1 g ð  x; t Þ : ð1 1 Þ

Q u ar k-l e v el r e pr es e nt ati o ns  of  h e x a q u ar k  o p er at ors  c a n  b e
d eri v e d  fr o m   E qs. ( 1 0) a n d ( 1 1) b y  i ns erti n g  t h e  r e pr e-
s e nt ati o ns  of p σ g a n d n σ g i n t er ms  of t h e  q u ar k fi el ds q

iðα Þ
g .

T h es e  q u ar k-l e v el  r e pr es e nt ati o ns  c a n  b e  us e d  t o  d efi n e
s pi n- c ol or   w ei g hts  a n d  ass o ci at e d  s pi n- c ol or-i n d e x- v al u e d
m a ps 9 a n al o g o us t o t h e   w ei g hts a n d i n d e x   m a ps d efi n e d f or
t h e  n u cl e o n i n   E q. ( 2) as

H ρ cg ðtÞ ¼
X

 x ∈ Λ S

ψ
½H
c ð  x Þ

X

α

w
½H ρ
α u

iðα Þ
g ð  x; t Þd

j ðα Þ
g ð  x; t Þu

k ðα Þ
g ð  x; t Þ

× d
lðα Þ
g ð  x; t Þu

m ðα Þ
g ð  x; t Þd

n ðα Þ
g ð  x; t Þ: ð1 2 Þ

Q u ar k- e x c h a n g e s y m m etri es c a n  b e  us e d t o  gr e atl y r e d u c e
t h e  n u m b er  of i n d e p e n d e nt  s pi n- c ol or   w ei g hts r e q uir e d t o
c o nstr u ct  l o c al   m ulti b ar y o n  o p er at ors  as  d es cri b e d  i n
R ef. [ 1 3 7]. F or p n s yst e ms,  t h e  n u m b er  of  n o n z er o

el e m e nts  of w
½H ρ
α c a n  b e  r e d u c e d  t o N

½H ρ
w wit h N

½H 0
w ¼

N
½H 2
w ¼ 3 2 a n d N

½H 1
w ¼ N

½H 3
w ¼ 2 1 .   A n  e x pli cit  r e pr e-

s e nt ati o n  of t h es e r e d u c e d   w ei g hts is  pr es e nt e d i n   A p p e n-
di x A .   H e x a q u ar k o p er at ors   wit h o n e  or   m or e v al u es  of t h e
q u ar k-fi el d  s m e ari n g  r a di us  c a n  b e  i n cl u d e d  i n  a n  i nt er-
p ol ati n g- o p er at or  s et  t h at  d es cri b es  t w o- n u cl e o n  s yst e ms

( h er e  all  q u ar ks  ar e  s m e ar e d  i n  t h e  s a m e   w a y,  alt h o u g h
m or e  g e n er al  c o nstr u cti o ns  ar e  p ossi bl e).

I n  a d diti o n t o  h e x a q u ar k  o p er at ors t h at  ar e  e x p e ct e d t o
str o n gl y  o v erl a p   wit h  c o m p a ct  b o u n d  st at es,  o p er at ors
c o nstr u ct e d  fr o m  pr o d u cts  of  p airs  of  n u cl e o n  o p er at ors
at  n o n z er o  s p ati al  s e p ar ati o n   m a y  b e  e x p e ct e d  t o  h a v e
l ar g er o v erl a p   wit h u n b o u n d st at es of t w o- n u cl e o n s yst e ms.
“ Di b ar y o n ” i nt er p ol ati n g o p er at ors, c o nstr u ct e d fr o m pr o d-
u cts  of  n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  f a ct ori z a bl e
pl a n e- w a v e   w a v e  f u n cti o ns  t h at  ar e  s y m m etri c  u n d er
e x c h a n g e  of t h e  n u cl e o n  p ositi o ns,  ar e  d efi n e d  as

D ρ m g ðtÞ ¼
X

 x 1 ;  x 2 ∈ Λ S

ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ

X

σ ;σ 0

v ρ
σ σ 0

1
ffiffiffi
2

p ½p σ g ð  x 1 ;tÞn σ 0g ð  x 2 ;tÞ

þ ð − 1 Þ 1 − δ ρ 0 n σ g ð  x 1 ;tÞp σ 0g ð  x 2 ;tÞ ; ð1 3 Þ

w h er e v ρ
σ σ 0 i s a   w ei g ht t e ns or t h at  pr oj e cts t h e t w o- n u cl e o n

s yst e m  i nt o  a  r o w ρ ∈ f 0 ; … ; 3 g of  t h e A þ
1 ⊕ T þ

1 t w o-
n u cl e o n  s pi n  r e pr es e nt ati o n,  a n al o g o us  t o  t h e  h e x a q u ar k
o p er at ors i n   E qs. ( 1 0) a n d ( 1 1).   E x pli citl y,

v 0
σ σ 0 ¼

1
ffiffiffi
2

p ðδ σ 0 δ σ 01 − δ σ 1 δ σ 00 Þ;

v 1
σ σ 0 ¼ δ σ 0 δ σ 00 ;

v 2
σ σ 0 ¼

1
ffiffiffi
2

p ðδ σ 0 δ σ 01 þ δ σ 1 δ σ 00 Þ ;

v 3
σ σ 0 ¼ δ σ 1 δ σ 01 : ð1 4 Þ

9 T h e  s a m e  n ot ati o n is  us e d f or i n d e x   m a ps iðα Þ; jðα Þ; … , f or
diff er e nt  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  si n c e  t h e  l a b els  c arri e d  b y  t h e
c orr es p o n di n g   w ei g hts  ar e  s uffi ci e nt t o  s p e cif y t h e i nt er p ol ati n g
o p er at ors i n  all  c o nt e xts.
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T h e s p ati al   w a v e f u n cti o ns a p p e ari n g i n   E q. ( 1 3) ar e c h os e n
t o  b e  s y m m etri c i n  x 1 ↔  x 2 a n d  ar e l a b el e d  b y m ,   w h er e
 P m is  t h e  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  a n d  k m is  t h e
m o m e nt u m  c arri e d  b y  e a c h  n u cl e o n i n t h e  c e nt er- of- m ass
fr a m e,  a n d  ar e  gi v e n  b y

ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ ¼

1
ffiffiffi
2

p
h
e ið

 P m
2 þ  k m Þ· x 1 e ið

 P m
2 −  k m Þ· x 2

þ e ið
 P m
2 þ  k m Þ· x 2 e ið

 P m
2 −  k m Þ· x 1

i
: ð1 5 Þ

Q u ar k-l e v el  r e pr es e nt ati o ns  f or  di b ar y o n  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  c a n  b e  d eri v e d  a n al o g o usl y  t o  t h e  h e x a q u ar k
c as e  a n d  ar e  gi v e n  b y

D ρ m g ðtÞ ¼
X

 x 1 ; x 2 ∈ Λ S

ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ

×
X

α

w
½D ρ
α u

iðα Þ
g ð  x 1 ; tÞd

j ðα Þ
g ð  x 1 ; tÞu

k ðα Þ
g ð  x 1 ; tÞ

× d
lðα Þ
g ð  x 2 ; tÞu

m ðα Þ
g ð  x 2 ; tÞd

n ðα Þ
g ð  x 2 ; tÞ; ð1 6 Þ

w h er e  t h e   w ei g hts w
½D ρ
α ,   wit h α ∈ f 1 ; … ; N

½D ρ
w g ,   wit h

N
½D 0
w ¼ N

½D 2
w ¼ 2 8 8 a n d N

½D 1
w ¼ N

½D 3
w ¼ 1 4 4 ,  ar e

o bt ai n e d  fr o m  pr o d u cts  of w
½N σ
α , w

½N σ 0

α ,  a n d v ρ
σ σ 0 a n d  ar e

e x pli citl y  s h o w n  i n   A p p e n di x A .   T h e  di b ar y o n   w ei g hts

w
½D ρ
α diff er fr o m t h e  h e x a q u ar k   w ei g hts w

½H ρ
α , si n c e  q u ar k

e x c h a n g e s y m m etri es c a n  b e  us e d t o r e d u c e t h e  n u m b er  of
i n d e p e n d e nt   w ei g hts i n t h e l att er c as e.  F or b o ost e d s yst e ms

wit h  P m ≠  0 ,  c u bi c  s y m m etr y  is  br o k e n  a n d  t h e  t w o-
n u cl e o n  o p er at ors  tr a nsf or m  u n d er  t h e  a p pr o pri at e  littl e
gr o u ps  as  d es cri b e d i n   R ef. [ 5 1].   T his   w or k  s p e ci ali z es t o

t w o- n u cl e o n s yst e ms   wit h  P m ¼  0 ,   w h er e c u bi c s y m m etr y
a n d  p arit y  c a n  b e  us e d  t o  si m plif y  i nt er p ol ati n g- o p er at or
c o nstr u cti o n.  F urt h er,  o nl y  p ositi v e- p arit y  s yst e ms  ar e
c o nsi d er e d  i n  t his   w or k  si n c e  t h e  gr o u n d  st at es  of I ¼ 1
a n d I ¼ 0 t w o- n u cl e o n s yst e ms i n  n at ur e  ar e  k n o w n t o  b e
of p ositi v e p arit y.   Alt h o u g h pr o d u cts of t w o n e g ati v e- p arit y
n u cl e o n  e x cit ati o ns  h a v e t h e s a m e  q u a nt u m  n u m b ers, t h e y
ar e  e x p e ct e d  t o  c orr es p o n d  t o  hi g h er- e n er g y  st at es  t h a n
t h os e  st u di e d  h er e  a n d  ar e t h er ef or e  n ot  c o nsi d er e d.

T h e  pl a n e- w a v e   w a v e  f u n cti o ns ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ wit h

 P m ¼  0 f or  all  k m w o ul d  b e  e n er g y  ei g e nf u n cti o ns  i n
t h e  a bs e n c e  of  str o n g  i nt er a cti o ns  b et w e e n  t h e  n u cl e o ns,

wit h  e n er gi es  gi v e n  b y 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

M 2
N þ j  k m j2

q

.  F or  F V  s yst e ms

wit h  s p ati al  p eri o di c  b o u n d ar y  c o n diti o ns  ( P B Cs),   w hi c h
will  b e  ass u m e d  b el o w,  t h e  s et  of  di b ar y o n  o p er at ors

D ρ m g ðtÞ wit h  k m ¼ ð 2 π
L Þ  n m ,   w h er e  n m ∈ Z 3 ,  a n d  r el ati v e

m o m e nt u m “ s h ell” s ðm Þ ≡ j n m j2 ≤ K pr o vi d es a c o m pl et e
b asis  f or  r el ati v e   w a v e  f u n cti o ns  of  n o ni nt er a cti n g  t w o-
n u cl e o n  s c att eri n g  st at es  ( n e gl e cti n g t h e i nt er n al  str u ct ur e

of t h e  n u cl e o n)   wit h r el ati v e   m o m e nt u m l ess t h a n  a  c ut off
s et  b y K .  F or  n ot ati o n al si m pli cit y, t h e f u n cti o n al  d e p e n d-
e n c e  of s o n m will  b e  dr o p p e d  b el o w.  F or  n o ni nt er a cti n g
n u cl e o ns,  t h e  e n er g y  s p e ctr u m  is  t h er ef or e  gi v e n  b y

2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ s ð 2 π
L Þ 2

q
f or  all i nt e g er s t h at  c a n  b e   writt e n  as  a

s u m  of  t hr e e  i nt e g er  s q u ar es  ( m ulti pli citi es  c a n  b e  e n u-
m er at e d f or a  gi v e n s [ 1 4 3]). I n cl u di n g str o n g i nt er a cti o ns,
o n e  e x p e cts  t h e  s p e ctr u m  t o  r es e m bl e  a  t o w er  of  st at es
w h os e e n er gi es a p pr o a c h t h es e n o ni nt er a cti n g e n er g y l e v els
as  t h e  i nfi nit e- v ol u m e  li mit  is  a p pr o a c h e d,  as   w ell  as
a d diti o n al  e n er g y  l e v els  ass o ci at e d   wit h  b o u n d  st at es  or
r es o n a n c es.   Alt h o u g h  i n  a n  i nt er a cti n g  t h e or y  s u c h  as

Q C D,  k m is  n ot  a  q u a nt u m  n u m b er  of  e n er g y  ei g e nst at es,
t h e  n o ni nt er a cti n g  t w o- n u cl e o n   w a v e  f u n cti o n  b asis  still
pr o vi d es  a  us ef ul   w a y  t o  e n u m er at e  li n e arl y  i n d e p e n d e nt
t w o- n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors.  F urt h er,  t h e  tr a ns-
f or m ati o ns  of  pl a n e- w a v e   w a v e f u n cti o ns  u n d er t h e  c u bi c
gr o u p  ar e  str ai g htf or w ar d,  s e e   R ef. [ 4 9] a n d   A p p e n di x B .
T h e  t ot al  c u bi c  tr a nsf or m ati o n  r e pr es e nt ati o n, Γ J , of a

di b ar y o n  i nt er p ol ati n g  o p er at or   wit h  P m ¼  0 d e p e n ds  o n
t h e  pr o d u ct  of  t h e  c u bi c  r e pr es e nt ati o n  of  t h e  s pi n, Γ S ,
wit h  t h e  c u bi c  r e pr es e nt ati o n  of  t h e  r el ati v e  s p ati al   w a v e
f u n cti o n, Γ l ,  ass o ci at e d   wit h  t h e  c o nti n u u m,  i nfi nit e-
v ol u m e  or bit al  a n g ul ar   m o m e nt u m, l .   As  dis c uss e d  i n
S e c. II   C,  li n e ar  c o m bi n ati o ns  of D ρ m g ð tÞ c a n  b e  c o n-
str u ct e d t h at tr a nsf or m   wit h  d efi nit e Γ J . It is t h er ef or e   w ell
m oti v at e d t o i n cl u d e t h e  di b ar y o n  o p er at ors D ρ m g ðtÞ wit h
s ≤ K , a n d   wit h t h e s a m e t w o c h oi c es of q u ar k s m e ari n gs g
us e d f or si n gl e- h a dr o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors, i n  a n i nt er-
p ol ati n g- o p er at or s et t h at c a n  b e  di a g o n ali z e d t o  o bt ai n t h e
t w o- n u cl e o n l o w-l yi n g  e n er gi es  usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds
as  d es cri b e d  b el o w.

S p ars e ni n g l e a ds t o i n c o m pl et e   m o m e nt u m pr oj e cti o n i n
t h e  s u m  o v er Λ S i n   E q. ( 1 6),  as  d es cri b e d  f or t h e  si n gl e-

n u cl e o n  s e ct or  i n  S e c. II   A 1.  S p e ci ali zi n g  t o  P m ¼  0 ,
di b ar y o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  n m r el at e d  b y  s hifts
of L = S ( a n d i nt e g er   m ulti pl es  of t h es e)  al o n g  a n y l atti c e

a xis  ar e i d e nti c al  si n c e e ið 2 π
L Þð  n m

L
S ê k Þ ·ð  x 1 −  x 2 Þ ¼ e ið2 π

L Þ · n m ð  x 1 −  x 2 Þ

f or  x 1 −  x 2 ∈ Λ S ,   w h er e ê k is  a  s p ati al  u nit  v e ct or.   T his
e q ui v al e n c e is ill ustr at e d i n  Fi g. 1 f or  p arti c ul ar  e x a m pl es
of  n m wit h L ¼ 3 2 a n d S ¼ 4 , as r el e v a nt t o t h e  n u m eri c al
c al c ul ati o ns  dis c uss e d  i n  S e c. III.  F or  a n  i nt er p ol ati n g-
o p er at or  s et  i n cl u di n g  di b ar y o n  o p er at ors   wit h s ≤ K ,
s p ars e ni n g  eff e cts t h er ef or e l e a d t o  a d diti o n al  c o nt a mi n a-
ti o n fr o m o p er at ors   wit h s > K .   Ass u mi n g t h at S ≪ L a n d
s ≪ K , t h e e x cit e d-st at e c o nt a mi n ati o n fr o m hi g h er s -s h ell
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  i ntr o d u c e d  b y  s p ars e ni n g  is  s u p-
pr ess e d i n c o m p aris o n t o e x cit e d-st at e  c o nt a mi n ati o n fr o m
st at es  str o n gl y  o v erl a p pi n g   wit h  i nt er p ol ati n g  o p er at ors
wit h s j ust  a b o v e K .  F or  t h e  s a m e  e x a m pl e  p ar a m et ers,
s p ars e ni n g l e a ds t o t h e i d e ntifi c ati o n  of t h e si n gl e- n u cl e o n

m o m e nt u m  v e ct or  k m ¼ ð 2 ;0 ;0 Þ wit h  k m − L
S ê 1 ¼ ð − 6 ;0 ;0 Þ

as s e e n i n  Fi g. 1 .  F or  n o ni nt er a cti n g  n u cl e o ns, t his l e a ds t o
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a n  e x cit e d-st at e  e n er g y  g a p Δ E
ð2 ;I;Γ J Þ
S ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ 4 ð 2 π
L Þ 2

q
þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ 3 6 ð 2 π
L Þ 2

q
− 2 M N f or t h e I; Γ J p airs t h at  h a v e  o v er-

l a p   wit h  di b ar y o n  o p er at ors   wit h s ¼ 0 .   T his is  c oi n ci d e nt
wit h  t h e  n o ni nt er a cti n g  e n er g y  of  st at es   wit h s ¼ 2 0 i n
t h e M N → ∞ li mit  (f or  t h e  q u ar k   m ass es  i n  S e c. III,
it  is  cl os est  t o  t h e  n o ni nt er a cti n g  e n er g y   wit h s ¼ 1 9 ),

a n d t ≫ 1 = Δ E
ð2 ;I;Γ J Þ
S i s  a c hi e v a bl e i n  pr a cti c al c al c ul ati o ns

as  s e e n  b el o w.  F or  t h e  c h oi c e  of K ¼ 6 us e d  i n  S e c. III,
n o ni nt er a cti n g  e n er g y  l e v els   wit h s ¼ 8 a n d   m a n y  ot h er
r el ati v e- m o m e nt u m  s h ells   wit h 2 0 > s > K will  l e a d  t o
e x cit e d-st at e c o nt a mi n ati o n fr o m st at es t h at at a gi v e n l e v el
of st atisti c al  pr e cisi o n ar e  o utsi d e t h e s u bs p a c e s p a n n e d  b y
t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  a n d   wit h  s m all er  e x cit ati o n

e n er gi es t h a n Δ E
ð2 ;I;Γ J Þ
S .   E x cit e d-st at e  eff e cts  arisi n g  fr o m

s p ars e ni n g  ar e  t h er ef or e  e x p e ct e d  t o  b e  s u p pr ess e d  c o m-
p ar e d t o  ot h er  e x cit e d-st at e  eff e cts  pr es e nt i n t w o- n u cl e o n
c orr el ati o n f u n cti o ns  a n d  ar e  n ot  gi v e n  a n y s p e ci al si g nifi-
c a n c e  b el o w.

F or l ar g e  v ol u m es,  b ot h  pl a n e- w a v e  di b ar y o n  o p er at ors
a n d  c o m p a ct  h e x a q u ar k  o p er at ors   m a y  h a v e s m all  o v erl a p
wit h  t h e  l o os el y  b o u n d  d e ut er o n  st at e  f o u n d  i n  n at ur e.
Wit hi n  l o w- e n er g y   E F Ts  a n d  p h e n o m e n ol o gi c al  n u cl e ar
m o d els   wit h  n u cl e o n  d e gr e es  of  fr e e d o m,  t h e  d e ut er o n
is  d es cri b e d  b y  a   w a v e  f u n cti o n  t h at  f or  l ar g e j x 1 −  x 2 j
a n d  a  c u bi c  v ol u m e   wit h  P B Cs  is  pr o p orti o n al  t o
P

 n ∈ Z 3 e − κ d j x 1 −  x 2 þ  n L j ti m es  a  p ol y n o mi al  i n 1 = j x 1 −  x 2 þ
 n L j [ 3 4, 3 5, 5 1, 1 4 4],   w h er e  t h e  d e ut er o n  bi n di n g   m o m e n-
t u m is κ d ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M N B d

p
i n t er ms of t h e n u cl e o n   m ass, M N , a n d

t h e  d e ut er o n  bi n di n g  e n er g y, B d .   H o w e v er,  i nt er p ol ati n g

o p er at ors  pr o p orti o n al  t o
P

 n ∈ Z 3 e − κ d j x 1 −  x 2 þ  n L j d o  n ot

f a ct ori z e  i nt o  pr o d u cts  of  f u n cti o ns  of  x 1 a n d  x 2 .
1 0

I n  S e c. II   B,  t h e  f a ct ori z ati o n  of ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ i nt o  a

s u m  of  t w o  pr o d u cts  of  f u n cti o ns  of  x 1 a n d  x 2 s h o w n  i n
E q. ( 1 5) is  e x pl oit e d  usi n g  b ar y o n- bl o c k  al g orit h ms  t h at

effi ci e ntl y  c o m p ut e C
½D; D
ρ m g ρ 0m 0g 0 ð tÞ usi n g O ðV 3

S Þ o p er ati o ns.

“ Q u asil o c al ” i nt er p ol ati n g  o p er at ors t h at  c a n  b e  effi ci e ntl y
c o m p ut e d  usi n g  b ar y o n- bl o c k  al g orit h ms  ar e  d efi n e d  b y

Q ρ q g ðtÞ ¼
X

 x 1 ; x 2 ∈ Λ S

ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ

×
X

σ ;σ 0

v ρ
σ σ 0

1
ffiffiffi
2

p ½p σ g ð  x 1 ; tÞn σ 0g ð  x 2 ; tÞ

þ ð − 1 Þ 1 − δ ρ 0 n σ g ð  x 1 ; tÞp σ 0g ð  x 2 ; tÞ ; ð1 7 Þ

wit h   w a v e  f u n cti o ns

ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ ¼

1

V S

X

τ ∈ T S

e − κ q jτ ð  x 1 Þ−  R je − κ q jτ ð  x 2 Þ−  R j; ð1 8 Þ

w h er e q l a b els t h e v ari o us l o c ali z ati o n s c al es κ q i n cl u d e d i n

a n i nt er p ol ati n g- o p er at or s et,  R is  a n  ar bitr ar y  p ar a m et er1 1

FI G.  1.   E x a m pl e s  of   w a v e  f u n cti o n s  d e m o n str ati n g  h o w  s p ar s e ni n g  l e a d s  t o  t h e  c oi n ci d e n c e  o n Λ S of  pl a n e- w a v e  di b ar y o n

w a v e  f u n cti o n s ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ wit h  z er o  c e nt er- of- m a s s   m o m e nt a  a n d  r el ati v e   m o m e nt a  pr o p orti o n al  t o  n m a n d  n m

L
S ê k . E a c h

m o m e nt u m  c o m p o n e nt  c a n  b e  a n al y z e d  i n d e p e n d e ntl y,  a n d  f or  s i m pli cit y  t h e  r el ati v e  p o siti o n  of  t h e  n u cl e o n s  i s  t a k e n  t o  b e
 x 1 −  x 2 ¼ ð x 1 − x 2 ; 0 ; 0 Þ wit h   m o m e nt a  c orr e s p o n di n g  t o  n m ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ,  n m ¼ ð 1 ; 0 ; 0 Þ, a n d  n m ¼ ð 2 ; 0 ; 0 Þ s h o w n  a s  s oli d  li n e s
i n t h e l eft,  c e nt er,  a n d ri g ht  p a n el s, r e s p e cti v el y.  P o siti o n s  s ati sf yi n g  x 1 −  x 2 ∈ Λ S ar e  s h o w n  a s  o p e n  s h a p e s.   A n al o g o u s  s p ati al

w a v e  f u n cti o n s  f or   m o m e nt a  n m
L
S ê 1 t h at  ar e  i d e nti c al  t o ψ

½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ f or  x 1 −  x 2 ∈ Λ S ar e  s h o w n  a s  d a s h e d  a n d  d ott e d  li n e s

[ d e g e n er at e f or t h e c a s e  n m ¼ ð 0 ; 0 ; 0 Þ].  F or c o n cr et e n e s s, t h e v al u e s L ¼ 3 2 a n d S ¼ 4 u s e d i n t h e n u m eri c al c al c ul ati o n s i n S e c. III
ar e  c h o s e n.

1 0 Usi n g  f ast- F o uri er  tr a nsf or m  t e c h ni q u es,  c orr el ati o n  f u n c-
ti o ns  b uilt fr o m  s u c h i nt er p ol ati n g  o p er at ors  c o ul d  b e  c o m p ut e d
usi n g ðV S l n V S Þ 2 o p er ati o ns.   A f ast- F o uri er tr a nsf or m  a p pr o a c h
m a y  b e  us ef ul  f or  c al c ul ati o ns  of  t w o- n u cl e o n  c orr el ati o n
f u n cti o ns,  alt h o u g h  it  h as  l ess  f a v or a bl e  s c ali n g  f or B > 2
s yst e ms  t h a n  t h e  b ar y o n- bl o c k   m et h o ds  dis c u ss e d  i n  S e c. II   B
a n d   R ef. [ 1 3 7].

1 1 Q u asil o c al   w a v e f u n cti o ns ar e i n v ari a nt  u n d er s hifts  of  R b y

S ê k b ut  d e p e n d  o n  R ðm o d S Þ.
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s p e cif yi n g  t h e  l o c ati o n  of  t h e  c e nt er  of  t h e  t w o- n u cl e o n
s yst e m i n t h e l atti c e  v ol u m e  ( b ef or e tr a nsl ati o n  a v er a gi n g
o v er Λ S ),  a n d T S is t h e  s et  of tr a nsl ati o ns  b y   m ulti pl es  of
t h e  s p ars e  l atti c e  s p a ci n g,   w hi c h  ar e  d efi n e d  t o  a ct  o n
c o or di n at e  v e ct ors  b y τ ð  x Þ ¼  x þ S ðτ 1 ê 1 þ τ 2 ê 2 þ τ 3 ˆe 3 Þ
wit h τ 1 ; τ 2 ; τ 3 ∈ f 0 ; … ; L =S − 1 g ,   wit h  e a c h  c o m p o n e nt
of τ ð  x Þ d efi n e d   m o d ul o L t o  r es p e ct  P B Cs.   Q u ar k-l e v el
s pi n- c ol or   w ei g hts f or q u asil o c al i nt er p ol ati n g o p er at ors ar e

i d e nti c al  t o w
½D ρ
α ,  d efi n e d  i n   A p p e n di x A .   T h e  s u m  o v er

tr a nsl ati o ns  i n   E q. ( 1 8) i ntr o d u c es  c orr el ati o ns  b et w e e n
t h e  p ositi o ns  of  t h e  n u cl e o ns  a n d  l e a ds  t o  a n  e nt a n gl e d
t w o- n u cl e o n   w a v e  f u n cti o n  d es cri bi n g  a  p air  of  n u cl e o ns
e x p o n e nti all y l o c ali z e d ar o u n d a  c o m m o n  p oi nt.   A p pl yi n g
t h e s a m e tr a nsl ati o n t o  x 1 a n d  x 2 i n   E q. ( 1 8) e ns ur es t h at t h e
w a v e f u n cti o n is i n d e p e n d e nt  of  x 1 þ  x 2 a n d t h er ef or e  h as

d efi nit e c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  P q ¼  0 ( m o d 2 π
S ).   T h es e

q u asil o c al   w a v e f u n cti o ns ar e q u alit ati v el y si mil ar alt h o u g h
q u a ntit ati v el y diff er e nt 1 2 fr o m t h e p eri o di c   E F T e x p e ct ati o n
P

 n ∈ Z 3 e − κ q j x 1 −  x 2 þ  n L j, as ill ustr at e d i n  Fi g. 2 .   Li n e ar c o m bi-

n ati o ns  of ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ wit h  diff er e nt κ q c a n  b e  us e d t o

c o nstr u ct   m or e  g e n er al   w a v e f u n cti o ns f or  q u asil o c al t w o-

n u cl e o n s yst e ms.   Q u asil o c al   w a v e f u n cti o ns ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ

ar e li n e arl y i n d e p e n d e nt  fr o m  a tr u n c at e d  s et  of  di b ar y o n

w a v e  f u n cti o ns ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ wit h s ¼ j  n m j2 < 3 L 2 .   T h e y

c a n b e i n cl u d e d i n a v ari ati o n al i nt er p ol ati n g- o p er at or s et i n
a n  att e m pt t o  d es cri b e l o os el y  b o u n d st at es,   wit h  s p ati all y
c orr el at e d  p airs  of  n u cl e o ns,   m or e  effi ci e ntl y  t h a n  a  s et

i n cl u di n g o nl y di b ar y o n o p er at ors.   Q u asil o c al i nt er p ol ati n g
o p er at ors  t h er ef or e  pr o vi d e  a   w ell- m oti v at e d  e xt e nsi o n
t o a s et  of  di b ar y o n  o p er at ors (t h at a p pr o xi m at el y  d es cri b e
u n b o u n d t w o- n u cl e o n  s yst e ms)  a n d  h e x a q u ar k i nt er p ol at-
i n g  o p er at ors  (t h at  a p pr o xi m at el y  d es cri b e  ti g htl y  b o u n d
t w o- n u cl e o n  s yst e ms).

T w o- n u cl e o n  c orr el ati o n f u n cti o ns  usi n g t his i nt er p ol at-
i n g- o p er at or  s et  ar e  d efi n e d  b y

C
½T ;T 0

ρ ts ρ 0t0g 0 ð tÞ ¼ h T ρ ts ðtÞðT
0
ρ 0t0g 0 Þ † ð0 Þi; ð1 9 Þ

f or  all T ∈ f H;   D;   Q g wit h  c orr es p o n di n g   w a v e  f u n cti o n
i n di c es t; t0 ∈ f c; m ; q g .   C al c ul ati o ns  of  t h e  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri x   wit h el e m e nts gi v e n b y   E q. ( 1 9) g e n er ali z e
pr e vi o us   L Q C D  c al c ul ati o ns  i n  t h e  t w o- n u cl e o n  s e ct or
i n cl u di n g  p ositi v e- d efi nit e ½D;   D c orr el ati o n  f u n cti o ns

of t h e f or m hD ρ m g ð tÞD
†
ρ 0m 0g 0 ð 0 Þi,   w hi c h  h a v e  b e e n r e c e ntl y

st u di e d i n   R efs. [ 2 6, 2 8, 3 0],  as   w ell  as  as y m m etri c ½D;   H

c orr el ati o n  f u n cti o ns  of  t h e  f or m hD ρ m g ðtÞH
†
ρ 0c 0g 0 ð 0 Þi,

w hi c h  h a v e  i d e nti c al  str u ct ur e  ( u p  t o  diff er e n c es  i n
q u ar k-fi el d  s m e ari n g)  t o  t h e  c orr el ati o n  f u n cti o ns  st u di e d
i n   R efs. [ 1 1, 1 3, 1 5, 1 6, 1 8, 2 1, 2 2, 2 5, 1 2 2– 1 3 1] .

A   m o difi e d f or m  of   E q. ( 1 9) is r e q uir e d f or  c al c ul ati n g
c orr el ati o n  f u n cti o ns i n v ol vi n g  q u asil o c al  o p er at ors  usi n g
g e n er ali z e d  b ar y o n- bl o c k  al g orit h ms t h at  ass u m e f a ct ori z-
a bilit y  of  t w o- n u cl e o n  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns.   T h e  s u m
i n   E q. ( 1 8) pr oj e cts Q ρ q g t o t ot al   m o m e nt u m 0 ðm o d 2 π = S Þ

w hil e  i ntr o d u ci n g  c orr el ati o ns  i n  t h e  t w o- n u cl e o n   w a v e
f u n cti o ns  b et w e e n  t h e  p ositi o ns  of  t h e  t w o  q u asil o c al
n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors.   T h e  s a m e  s u m  pr e v e nts
c orr el ati o n  f u n cti o ns i n v ol vi n g Q ρ q g fr o m  f a ct ori zi n g i nt o

pr o d u cts  of  si n gl e- n u cl e o n   w a v e  f u n cti o ns;  h o w e v er, it is
p ossi bl e  t o  a p pr o xi m at e  s u c h  c orr el ati o n  f u n cti o ns  usi n g

FI G.  2.  S p ati al   w a v e f u n cti o ns ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 Þ ass o ci at e d   wit h  q u asil o c al i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h r el ati v e  n u cl e o n  p ositi o ns  p ar all el

t o a l atti c e a xis  x 1 −  x 2 ¼ ð x 1 − x 2 ; 0 ; 0 Þ a n d l o c ali z ati o n s c al es κ q ∈ f 0 .1 4 ; 0 .0 7 ; 0 .0 3 5 g ar e s h o w n i n t h e l eft, c e nt er, a n d ri g ht  p a n els,

r es p e cti v el y.   T h e o p e n s q u ar es d e m o nstr at e t h e s p ars e n e d   w a v e f u n cti o n   wit h p ositi o n s s atisf yi n g  x 1 −  x 2 ∈ Λ S ,   w hil e t h e d as h e d li n e is

o bt ai n e d b y s etti n g S ¼ 1 t o s h o w s p ars e ni n g eff e cts.  S p ati al   w a v e f u n cti o ns of t h e f or m
P

 n ∈ Z 3 e − κ q j x 1 −  x 2 þ  n L j ar e als o s h o w n   wit h s oli d
li n es  a n d  o p e n  cir cl e s  f or  c o m p ari s o n.  F or  c o n cr et e n ess, t h e  fi g ur e  c orr es p o n ds t o L ¼ 3 2 , S ¼ 4 ,  a n d t h e  v al u es  of κ q us e d i n t h e

n u m eri c al  c al c ul ati o ns i n  S e c. III.

1 2 Si n c e
P

 n ∈ Z 3 e − κ q j x 1 −  x 2 þ  n L j is  n ot  a n  e x a ct  d es cri pti o n  of t h e
F V   Q C D t w o- n u cl e o n   w a v e f u n cti o n,   m a xi mi zi n g t h e  q u a ntit a-
ti v e si mil arit y of a n i nt er p ol ati n g o p er at or   w a v e f u n cti o n   wit h t his
e x pr essi o n  d o es  n ot  g u ar a nt e e   m a xi m al  o v erl a p   wit h  l o os el y
b o u n d t w o- n u cl e o n  s yst e ms i n   Q C D.
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f a ct ori z e d   w a v e f u n cti o ns  b y r el yi n g  o n  e ns e m bl e  a v er a g-
i n g  t o  i m p os e  tr a nsl ati o n al  i n v ari a n c e.   A “ f a ct ori z e d”
q u asil o c al i nt er p ol ati n g  o p er at or  c a n  b e  d efi n e d  as

F ρ q g ðtÞ ¼
X

 x 1 ; x 2 ∈ Λ S

ψ
½F
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ

×
X

σ ;σ 0

v ρ
σ σ 0

1
ffiffiffi
2

p ½p σ g ð  x 1 ; tÞn σ 0g ð  x 2 ; tÞ

þ ð − 1 Þ 1 − δ ρ 0 n σ g ð  x 1 ; tÞp σ 0g ð  x 2 ; tÞ ; ð2 0 Þ

w h er e

ψ
½F
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ ¼ e − κ q j x 1 −  R je − κ q j x 2 −  R j: ð2 1 Þ

T h e  q u asil o c al   w a v e  f u n cti o n ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ c a n  b e

o bt ai n e d  b y  a v er a gi n g  t h e  f a ct ori z e d   w a v e  f u n cti o n

ψ
½F
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ o v er  s p ars e-l atti c e tr a nsl ati o ns,

ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ ¼

1

V S

X

τ ∈ T S

ψ
½F
q ðτ ð  x 1 Þ; τ ð  x 2 ÞÞ: ð2 2 Þ

Tr a nsl ati o n  i n v ari a n c e  of  ( g a u g e-fi el d- a v er a g e d)  c orr el a-
ti o n  f u n cti o ns  t h er ef or e  i m pli es  t h at  c orr el ati o n  f u n cti o ns
i n v ol vi n g  q u asil o c al  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  c a n  b e  c o m-
p ut e d  usi n g  f a ct ori z e d  q u asil o c al  s o ur c es,

C
½T ; Q
ρ tg ρ 0q 0g 0 ð tÞ ¼ hT ρ tg ðtÞQ

†
ρ 0q 0g 0 ð 0 Þi ¼ hT ρ tg ðtÞF

†
ρ 0q 0g 0 ð 0 Þi;

ð2 3 Þ

f or  all T ∈ f H;   D;   Q g .   Us e  of  f a ct ori z e d  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  a n d   E q. ( 2 3) all o ws  t h e  f ull  c orr el ati o n-f u n cti o n
m atri x gi v e n i n  E q. ( 1 9) t o b e effi ci e ntl y c o m p ut e d usi n g l o c al
a n d  bil o c al  b ar y o n  bl o c ks  as  d es cri b e d i n t h e  n e xt s e cti o n.

B.   C o nt r a cti o n  al g o rit h m

Q u ar k  pr o p a g at ors,  d efi n e d  as

S i j
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 Þ ¼ hq i

g ð  x; t Þq
j
g 0 ð  y; 0 Þi; ð2 4 Þ

ar e c o m p ut e d b y s ol vi n g t h e   Dir a c e q u ati o n ass o ci at e d   wit h
t h e   L Q C D  q u ar k  a cti o n  ( usi n g  t h e   Dir a c  o p er at or   wit h
s u p p ort  o n t h e  e ntir e l atti c e  g e o m etr y Λ × f 0 ; … ; T − 1 g ,
w h er e T is t h e l e n gt h  of t h e   E u cli d e a n ti m e  dir e cti o n) f or
a  s et  of   G a ussi a n-s m e ar e d  q u ar k  s o ur c es  l o c at e d  at
e a c h  s p ars e  l atti c e  sit e  y ∈ Λ S f or  s o m e  c h os e n  s o ur c e
ti m esli c e(s).  I n  or d er  t o  c o nstr u ct  p ositi v e- d efi nit e
H er miti a n  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es,  t h e  s a m e  s et  of
s m e ari n gs  us e d  at t h e  s o ur c e is  a p pli e d t o t h e  s ol uti o n  at
e a c h  si n k  p oi nt  x ∈ Λ a n d  t h e  r es ulti n g  si n k-s m e ar e d
pr o p a g at ors  ar e  s u bs e q u e ntl y  r estri ct e d  t o  x ∈ Λ S .
Pr ot o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns  c a n  b e  e x pr ess e d  i n  t er ms
of  a  s u m  o v er  p er m ut ati o ns  of  pr o d u cts  of  q u ar k  pr o p a-
g at ors  usi n g   Wi c k ’s t h e or e m  as

C
½p; p
σ 0 g σ 00 g 0 ð tÞ ¼ −

X

 x;  y ∈ Λ S

ψ
½N
0 ð  x Þ fψ

½N
0 ð  y Þ g

X

α ;α 0

w
½N σ
α w

½N σ 0

α 0 h u
iðα Þ
g ð  x; t Þd

j ðα Þ
g ð  x; t Þu

k ðα Þ
g ð  x; t Þ ū

i0ðα 0Þ
g 0 ð  y; 0 Þ d̄

j 0ðα 0Þ
g 0 ð  y; 0 Þ ū

k 0ðα 0Þ
g 0 ð  y; 0 Þi;

¼
X

 x;  y ∈ Λ S

ψ
½N
0 ð  x Þ fψ

½N
0 ð  y Þ g

X

α ;α 0

w
½N σ
α w

½N σ 0

α 0

X

P ∈ P ½N

si g nðP Þ

× S
P ½iðα Þ i0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

P ½j ðα Þ j 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

P ½k ðα Þ k 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 Þ; ð2 5 Þ

w h er e c ¼ c 0 ¼ 0 c orr es p o n ds t o t h e c e nt er- of- m ass fr a m e  P c ¼  P c0 ¼  0 us e d t hr o u g h o ut t his s e cti o n f or si m pli cit y. 1 3 T h e

n u cl e o n  q u ar k  p er m ut ati o ns P ∈ P ½N a ct  o n  s pi n- c ol or i n d e x f u n cti o ns  a n d  ar e  gi v e n i n   C a u c h y ’s t w o-li n e  n ot ati o n  b y

P ½N ¼
i j k

i j k
;

i j k

k j i
: ð2 6 Þ

N e utr o n  c orr el ati o n f u n cti o ns  ar e  o bt ai n e d  b y  e x c h a n gi n g u ↔ d i n   E q. ( 2 5) a n d  ar e i d e nti c al i n t h e is os pi n-s y m m etri c
li mit.   H e x a q u ar k  c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  si mil arl y  gi v e n  b y   Wi c k’s t h e or e m  as

C
½H; H
ρ 0 g ρ 00 g 0 ð tÞ ¼

X

 x;  y ∈ Λ S

ψ
½H
0 ð  x Þ fψ

½H
0 ð  y Þ g

X

α ;α 0

w
½H ρ
α w

½H ρ 0

α 0

X

P ∈ P ½p n

si g nðP Þ

× S
P ½iðα Þ i0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

P ½j ðα Þ j 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

P ½k ðα Þ k 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 Þ

× S
P ½lðα Þ l0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

P ½m ðα Þ m 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

P ½n ðα Þ n 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 Þ; ð2 7 Þ

1 3 G e n er ali z ati o ns  of t h e r es ults i n t his  s e cti o n t o  n o n z er o  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  ar e  str ai g htf or w ar d.   C al c ul ati o ns  of  di b ar y o n
i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  P m ≠ 0 c a n r e d u c e  c o m p ut ati o n al  c ost  b y r e usi n g  b ar y o n  bl o c ks  b et w e e n  c al c ul ati o ns   wit h  diff er e nt  P m .
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w h er e t h e  3 6 p n q u ar k  p er m ut ati o ns  ar e  gi v e n  b y

P ½p n ¼
i j k l m n

P u ð iÞ P d ð j Þ P u ð k Þ P d ðlÞ P u ðm Þ P d ðn Þ
P u ; P d ∈ S 3 ; ð2 8 Þ

w h er e S 3 d e n ot es t h e  s y m m etri c  gr o u p  a cti n g  o v er  a  s et  of t hr e e  el e m e nts.   B ot h   E qs. ( 2 5) a n d ( 2 7) c a n  b e  e v al u at e d  b y
c o m p uti n g s u ms   wit h O ðV 2

S Þ t er ms f or e a c h t f or   w hi c h c orr el ati o n f u n cti o ns ar e e v al u at e d.   Li n e ar  d e p e n d e n c e  of t h e c ost
of e v al u ati n g c orr el ati o n f u n cti o ns o n t h e n u m b er of t f or   w hi c h c orr el ati o n f u n cti o ns ar e e v al u at e d a p pli es t o all c orr el ati o n
f u n cti o ns  c o nsi d er e d i n t his   w or k  a n d   will  n ot  b e  r e p e at e d  b el o w.

C orr el ati o n  f u n cti o ns i n v ol vi n g  a  h e x a q u ar k  si n k  a n d  a  di b ar y o n  s o ur c e  ar e  a n al o g o usl y  gi v e n  b y

C
½H; D
ρ 0 g ρ 0m 0g 0 ð tÞ ¼

X

 x;  y 1 ; y 2 ∈ Λ S

ψ
½H
0 ð  x Þ fψ

½D
m 0 ð  y 1 ;  y 2 Þ g

X

α ;α 0

w
½H ρ
α w

½D ρ 0

α 0

X

P ∈ P ½p n

si g nðP Þ

× S
P ½iðα Þ i0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y 1 ; 0 ÞS

P ½j ðα Þ j 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y 1 ; 0 ÞS

P ½k ðα Þ k 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y 1 ; 0 Þ

× S
P ½lðα Þ l0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y 2 ; 0 ÞS

P ½m ðα Þ m 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y 2 ; 0 ÞS

P ½n ðα Þ n 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y 2 ; 0 Þ: ð2 9 Þ

Dir e ct e v al u ati o n  of   E q. ( 2 9) r e q uir es e v al u ati n g O ðV 3
S Þ pr o p a g at or  pr o d u cts;  h o w e v er, f or f a ct ori z a bl e t w o- n u cl e o n   w a v e

f u n cti o ns, it is  p ossi bl e t o  r e d u c e t his  b y i ntr o d u ci n g l o c al  b ar y o n  bl o c ks,  d efi n e d  b y

B
ð Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x; t Þ ¼

X

α 0

w
½N σ
α 0

X

 y ∈ Λ S

e i k m 0 · y S
ii0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

j j 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 ÞS

k k 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 Þ: ð3 0 Þ

T h e t e ns or str u ct ur e of t h es e l o c al b ar y o n bl o c ks is ill ustr at e d i n  Fi g. 3 .   E v al u ati n g t h es e l o c al b ar y o n bl o c ks f or all  x ∈ Λ S

r e q uir es O ðV 2
S Þ o p er ati o ns.   T h e ½H;   D c orr el ati o n f u n cti o ns i n   E q. ( 2 9) c a n  b e e x pr ess e d i n t er ms  of l o c al  b ar y o n  bl o c ks

usi n g t h e r el ati o n  b et w e e n  di b ar y o n   w ei g hts w
½D ρ
α a n d  pr o d u cts  of  n u cl e o n   w ei g hts w

½N σ
α d et ail e d i n   A p p e n di x A , a n d t h e

t e ns or v ρ
σ σ 0 d efi n e d i n   E q. ( 1 4).   T h e b ar y o n- bl o c k c o m p o n e nts a p p e ari n g i n e a c h t er m i n t h e s u m d e p e n d o n t h e p er m ut ati o n

i n d e x P .   T h e  r e q uir e d  c o m p o n e nts  c a n  b e  d e n ot e d  b y

B
ð ;P ;α Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x; t Þ ≡ B

ð ÞP ½iðα Þ P ½j ðα Þ P ½k ðα Þ
g σ m 0g 0 ð  x; t Þ; ð3 1 Þ

FI G.  3.   Di a gr a m s ill u str ati n g  ( a)  t h e  t e n s or  str u ct ur e  of  l o c al b ar y o n  bl o c k s  a n d  ( b)  c o ntri b uti o n s  t o   E q. ( 3 2) i n v ol vi n g  s u c h

bl o c k s.   Di a gr a m  ( a)  d e s cri b e s B
ð Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x; t Þ,   w hi c h i n cl u d e s  a   w a v e  f u n cti o n e i k m 0 · y , w ei g ht s w

½N σ
α 0 ,  a n d  s u m s  o v er  s p ati al  p oi nt s

 y ∈ Λ S a n d   w ei g ht i n d e x α 0, all c oll e cti v el y d e n ot e d b y t h e bl a c k cir cl e. Fr e e i n di c e s σ , m 0, a n d g 0 l a b el t h e s o ur c e b ar y o n s pi n,   w a v e
f u n cti o n   m o m e nt u m,  a n d  q u ar k-fi el d s m e ari n g, r e s p e cti v el y.  Fr e e s pi n- c ol or i n di c e s i, j , k ar e  a s s o ci at e d   wit h t h e si n k  p o siti o n  x ,

a n d g d e n ot e s  t h e  si n k  q u ar k-fi el d  s m e ari n g.   Di a gr a m  ( b)  si mil arl y  ill u str at e s  t h e  pr o d u ct B
ð Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ; tÞB

ð∓ Þl m n
g σ 0m 0g 0 ð  x 2 ; tÞ a p p e ari n g

i n   E q. ( 3 6).
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i n t er ms  of   w hi c h   E q. ( 2 9) c a n  b e  r e e x pr ess e d  as

C
½H; D
ρ 0 g ρ 0m 0g 0 ð tÞ ¼

X

 x ∈ Λ S

ψ
½H
0 ð  x Þ

X

α

w
½H ρ
α

X

P ∈ P ½p n

si g nðP Þ
X

σ ;σ 0

1
ffiffiffi
2

p v ρ 0

σ σ 0

×
n

B
ð þ;P ;α Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x; t ÞB

ð− ;P ;α Þl m n
g σ 0m 0g 0 ð  x; t Þ þ B

ð− ;P ;α Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x; t ÞB

ð þ;P ;α Þl m n
g σ 0m 0g 0 ð  x; t Þ

o
: ð3 2 Þ

Aft er  d et er mi ni n g t h e l o c al  b ar y o n  bl o c k s,   E q. ( 3 2) c a n  b e  e v al u at e d i n O ðV S Þ o p er ati o n s.   A n al o g o u s r e s ult s  c a n  b e
d eri v e d f or ½D;   H c orr el ati o n f u n cti o n s b y d efi ni n g b ar y o n bl o c k s   wit h t h e s p ati al s u m p erf or m e d at t h e si n k i n st e a d of
t h e s o ur c e i n   E q. ( 3 0).  Si mil arl y, r e s ult s c a n b e d eri v e d f or ½H;  F a n d ½F;   H c orr el ati o n f u n cti o n s ( w hi c h ar e e q ui v al e nt

t o ½H;   Q a n d ½Q;   H c orr el ati o n  f u n cti o n s  o n  e n s e m bl e  a v er a g e)  b y  d efi ni n g  b ar y o n  bl o c k s   wit h e i km · y i n   E q. ( 3 0)

r e pl a c e d  b y e − κ q j y −  R j.
C orr el ati o n f u n cti o ns   wit h  di b ar y o n s o ur c es a n d si n ks i n v ol v e t h e s a m e  q u ar k  p er m ut ati o ns a n d a n a d diti o n al s u m  o v er

s p ars e l atti c e  sit es,

C
½D; D
ρ m g ρ 0m 0g 0 ð tÞ ¼

X

 x 1 ; x 2 ; y 1 ; y 2 ∈ Λ S

ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ fψ

½D
m 0 ð  y 1 ;  y 2 Þ g

X

α ;α 0

w
½D ρ
α w

½D ρ 0

α 0

X

P ∈ P ½p n

si g nðP ÞS
P ½iðα Þ i0ðα 0Þ
g g 0 ð  x b 1 ðP Þ ; t;  y 1 ; 0 Þ

× S
P ½j ðα Þ j 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x b 2 ðP Þ ; t;  y 1 ; 0 ÞS

P ½k ðα Þ k 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x b 3 ðP Þ ; t;  y 1 ; 0 ÞS

P ½lðα Þ l0ðα 0Þ
g g 0 ð  x b 4 ðP Þ ; t;  y 2 ; 0 Þ

× S
P ½m ðα Þ m 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x b 5 ðP Þ ; t;  y 2 ; 0 ÞS

P ½n ðα Þ n 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x b 6 ðP Þ ; t;  y 2 ; 0 Þ; ð3 3 Þ

w h er e b q ðP Þ ∈ f 1 ; 2 g i n d e x es  t h e  s p ati al  p ositi o n   w h er e  t h e  si n k  c o n n e ct e d  t o  t h e q t h  s o ur c e  q u ar k  is  l o c at e d  i n

p er m ut ati o n P .   Dir e ct e v al u ati o n  of   E q. ( 3 3) r e q uir es O ðV 4
S Þ pr o d u cts,   w hi c h c a n  b e  pr o hi biti v e i n  pr a cti c e. I n  p arti c ul ar,

it  c a n  d o mi n at e t h e O ðV S V Þ c ost  of  c al c ul ati n g ti m esli c e-t o- all  q u ar k  pr o p a g at ors  o n Λ S b y  or d ers  of   m a g nit u d e.   T h e
c o m p ut ati o n al c ost c a n  b e r e d u c e d  b y  usi n g a c o m bi n ati o n  of t h e l o c al  b ar y o n  bl o c ks  dis c uss e d a b o v e a n d  bil o c al  b ar y o n
bl o c ks  r e q uir e d  f or  p er m ut ati o ns i n   w hi c h  q u ar ks  ar e  e x c h a n g e d  b et w e e n t h e  b ar y o ns,  d efi n e d  b y

E
ðq Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ ¼

X

α 0

w
½N σ
α 0

X

 y ∈ Λ S

e i k m 0 · y S
ii0ðα 0Þ
g g 0 ð  x 1 þ δ q; 1

; t;  y; 0 ÞS
j j 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x 1 þ δ q; 2

; t;  y; 0 ÞS
k k 0ðα 0Þ
g g 0 ð  x 1 þ δ q; 3

; t;  y; 0 Þ: ð3 4 Þ

T h e  n ot ati o n  x 1 þ δ q; r
d e n ot es  x 2 if q ¼ r a n d  x 1 if q ≠ r ,  a n d t h er ef or e E

ðq Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ i n cl u d es t w o  q u ar k  pr o p a g at ors

c o n n e ct e d t o t h e si n k at  x 1 a n d o n e u n p air e d q u ar k pr o p a g at or c o n n e ct e d t o t h e si n k at  x 2 .   T h e p ositi o n of t h e s o ur c e q u ar k
fi el d  c o n n e ct e d t o t h e  u n p air e d  si n k  q u ar k fi el d  at  x 2 is  d e n ot e d  b y q ∈ f 1 ; 2 ; 3 g .  Fi g ur e 4 s h o ws t h e  str u ct ur e  of t h es e

FI G.  4.   Di a gr a ms  ill ustr ati n g  ( a)  t h e  t e ns or  str u ct ur e  of  bil o c al  b ar y o n  bl o c ks  a n d  ( b)  c o ntri b uti o ns  t o   E q. ( 3 6) i n v ol vi n g  t h e m.

Di a gr a m ( a) d es cri b es E
ðq Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ wit h q ¼ 1 ,   w hi c h i n cl u d es a   w a v e f u n cti o n e i k m 0 · y ,   w ei g hts w

½N σ
α 0 , a n d s u ms o v er s p ati al p oi nts

 y ∈ Λ S a n d   w ei g ht i n d e x α 0 c oll e cti v el y  d e n ot e d  b y t h e  bl a c k  cir cl e.  Fr e e i n di c es σ , m 0,  a n d g 0 l a b el t h e  s o ur c e  b ar y o n  s pi n,   w a v e
f u n cti o n   m o m e nt u m, a n d  q u ar k-fi el d s m e ari n g, r es p e cti v el y.  Fr e e s pi n- c ol or i n di c es i a n d j , k ar e ass o ci at e d   wit h t h e si n k  p ositi o ns  x 2

a n d  x 1 , r es p e cti v el y ( ot h er c h oi c e s of q h a v e diff er e nt s pi n- c ol or i n di c es ass o ci at e d   wit h  x 2 ), a n d g d e n ot es t h e si n k q u ar k-fi el d s m e ari n g.

Di a gr a m  ( b)  si mil arl y ill ustr at es t h e  pr o d u ct E
ð1 Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞE

ð1 ∓ Þl m n
g σ 0m 0g 0 ð  x 2 ;  x 1 ; tÞ a p p e ari n g i n   E q. ( 3 6).
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bil o c al  bl o c ks.   T h e  c o m p o n e nts  of  bil o c al  b ar y o n  bl o c ks  a p p e ari n g f or  e a c h  p er m ut ati o n  c a n  b e  d e n ot e d  a n al o g o usl y t o
E q. ( 3 1) as

E
ðq ;P ;α Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ ≡ E

ðq ÞP ½iðα Þ P ½j ðα Þ P ½k ðα Þ
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ: ð3 5 Þ

T h e di b ar y o n- di b ar y o n c orr el ati o n f u n cti o ns gi v e n i n   E q. ( 3 3) c a n t h e n b e r e pr es e nt e d i n t er ms of l o c al a n d bil o c al b ar y o n
bl o c ks  as

C
½D; D
ρ m g ρ 0m 0g 0 ð tÞ ¼

X

 x 1 ; x 2 ∈ Λ S

ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ

X

α

w
½D ρ
α

X

σ ;σ 0

1
ffiffiffi
2

p v ρ 0

σ σ 0

(
X

P ∈ P
½p n
e x 0

si g nðP Þ
h
B

ð þ;P ;α Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ; tÞB

ð− ;P ;α Þl m n
g σ 0m 0g 0 ð  x 2 ; tÞ

þ B
ð− ;P ;α Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ; tÞB

ð þ;P ;α Þl m n
g σ 0m 0g 0 ð  x 2 ; tÞ

i
þ

X

P ∈ P
½p n
e x 1

si g nðP Þ
h
E

ðq 1
P
þ ;P ;α Þi j k

g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞE
ðq 2

P
− ;P ;α Þl m n

g σ 0m 0g 0 ð  x 2 ;  x 1 ; tÞ

þ E
ðq 2

P
− ;P ;α Þi j k

g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞE
ðq 1

P
þ ;P ;α Þl m n

g σ 0m 0g 0 ð  x 2 ;  x 1 ; tÞ
i

þ
X

P ∈ P
½p n
e x 2

si g nðP Þ
h
E

ðq 1
P
þ ;P ;α Þi j k

g σ m 0g 0 ð  x 2 ;  x 1 ; tÞE
ðq 2

P
− ;P ;α Þl m n

g σ 0m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ

þ E
ðq 2

P
− ;P ;α Þi j k

g σ m 0g 0 ð  x 2 ;  x 1 ; tÞE
ðq 1

P
þ ;P ;α Þl m n

g σ 0m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ
i
)

; ð3 6 Þ

w h er e P
½p n
e x 0 , P

½p n
e x 1 , P

½p n
e x 2 ⊂ P ½p n ar e  t h e  s et s  of  p er m u-

t ati o n s i n   w hi c h  z er o,  o n e,  a n d t w o  q u ar k s, r e s p e cti v el y,
ar e  e x c h a n g e d  b et w e e n  t h e  s o ur c e  a n d  si n k  b ar y o n s,
a n d q 1

P ; q2P ∈ f 1 ; 2 ; 3 g d e n ot e t h e  p o siti o n s  of  t h e  q u ar k
fi el d s   wit hi n  e a c h  s o ur c e  b ar y o n  (l a b el e d  b y  s u p er-
s cri pt s  1,  2)  t h at  i s  c o n n e ct e d  t o  t h e  u n p air e d  q u ar k
fi el d  at  t h e  si n k.   N ot e  t h at  t h e  s e c o n d-t o-l a st  li n e  of

E q. ( 3 6) i n cl u d e s E
ðq 1

P þ ;P ;α Þi j k

g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ,   w hi c h  h a s

p air e d  q u ar k  fi el d s  c o n n e ct e d  t o  x 1 a n d  a n  u n p air e d
q u ar k  fi el d q 1

P “ e x c h a n g e d ” t o  x 2 ,   w hil e  t h e  l a st  li n e

i n cl u d e s E
ðq 1

P
þ ;P ;α Þi j k

g σ m 0g 0 ð  x 2 ;  x 1 ; tÞ,   w hi c h  h a s  t w o  p air e d

q u ar k  fi el d s  e x c h a n g e d  t o  x 2 a n d  a n  u n p air e d  q u ar k
fi el d q 1

P c o n n e ct e d  t o  x 1 . R e s ult s f or ½Q;   D c orr el ati o n

f u n cti o n s  ar e  o bt ai n e d  b y  r e pl a ci n g ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ wit h

ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ i n   E q. ( 3 6).   R e s ult s  f or ½Q;  F a n d ½D;  F

c orr el ati o n  f u n cti o n s  ( e q ui v al e nt  t o ½Q;   Q a n d ½D;   Q
c orr el ati o n f u n cti o n s  o n  e n s e m bl e  a v er a g e)  ar e  o bt ai n e d

b y  d efi ni n g  bil o c al  b ar y o n  bl o c k s   wit h e i km · y i n

E q. ( 3 4) r e pl a c e d  b y e − κ q j y −  R j.
O n c e t h e l o c al a n d bil o c al b ar y o n bl o c ks ar e c o nstr u ct e d,

E q. ( 3 6) c a n  b e  c o m p ut e d  b y  e v al u ati n g O ðV 2
S Þ t er ms.

Bil o c al  bl o c k  c o nstr u cti o n,   w hi c h  r e q uir es  e v al u ati n g
O ðV 3

S Þ t er ms,  pr o vi d es  t h e  d o mi n a nt  c ost  f or  l ar g e V S ;
h o w e v er,  bl o c k  c o nstr u cti o n  is  li n e ar  i n  t h e  n u m b er  of
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  us e d   w hil e  t h e  e v al u ati o n  of
E q. ( 3 6) is  q u a dr ati c.   W h e n  b ot h t h e  n u m b er  of i nt er p ol at-
i n g  o p er at ors  a n d V S ar e l ar g e, t his  all o ws  c o ntr a cti o ns t o
b e  p erf or m e d  si g nifi c a ntl y   m or e  effi ci e ntl y  t h a n  dir e ct

e v al u ati o n  of   E q. ( 3 3),   w hi c h  is  b ot h  q u a dr ati c  i n  t h e
n u m b er  of i nt er p ol ati n g  o p er at ors  a n d  r e q uir es  e v al u ati n g
s u ms   wit h O ðV 4

S Þ t er ms.

C.   P r oj e cti o n  t o  c u bi c i r r e ps

C u bi c  s y m m etr y  i m pli es  t h at  c orr el ati o n-f u n cti o n
m atri c es  h a v e  a  bl o c k  di a g o n al  d e c o m p ositi o n,   wit h
bl o c ks  c orr es p o n di n g t o  e a c h irr e p  of t h e  c u bi c  gr o u p t h at
d o  n ot   mi x  u n d er  ( E u cli d e a n)  ti m e  e v ol uti o n  i n   L Q C D.

N u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors, N σ cg ,   wit h  P c ¼  0 tr a ns-

f or m i n t h e G þ
1 irr e p  of t h e c u bi c  gr o u p   wit h r o ws i n d e x e d

b y σ ∈ f 0 ; 1 g a n d C
½N; N
σ cg σ 0c 0g 0 ð tÞ is  t h er ef or e  alr e a d y  i n  t his

bl o c k- di a g o n al  f or m.  S pi n- a v er a g e d  n u cl e o n  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri c es   wit h d efi nit e ðB; I; Γ J Þ q u a nt u m n u m b ers
ar e t h er ef or e  gi v e n  b y

C
ð1 ;12 ; Gþ

1
Þ

N g N g 0
ð tÞ ¼

1

2

X

σ

hN σ 0 g ð tÞ N̄ σ 0 g 0 ð 0 Þi; ð3 7 Þ

w h er e N g N g 0 l a b els  t h e  si n k  a n d  s o ur c e  i nt er p ol ati n g-
o p er at or  str u ct ur es.   O n  t h e  ri g ht- h a n d  si d e c ¼ c 0 ¼ 0

c orr es p o n ds t o  P c ¼  P c0 ¼  0 .
H e x a q u ar k i nt er p ol ati n g o p er at ors H ρ 0 g wit h z er o c e nt er-

of- m ass   m o m e nt u m  h a v e   w a v e  u n cti o ns t h at tr a nsf or m i n
t h e A þ

1 irr e p  a n d  s pi n  t h at  tr a nsf or ms  i n  t h e A þ
1 a n d T þ

1

irr e ps  f or ρ ¼ 0 a n d ρ ∈ f 1 ; 2 ; 3 g ,  r es p e cti v el y,  as
d es cri b e d i n  S e c. II   A 2.   H e x a q u ar k i nt er p ol ati n g  o p er at ors

wit h  d efi nit e  q u a nt u m  n u m b ers H
ðB;I; Γ J ; Jz Þ
g c a n t h er ef or e  b e
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i d e ntifi e d  as H
ð2 ;1 ; Aþ1 ;0 Þ
g ≡ H 0 0 g a n d H

ð2 ;0 ; Tþ1 ; Sz ðρ ÞÞ
g ≡ H ρ 0 g ,

w h er e

S z ðρ Þ ¼

8
<

:

1 ; ρ ¼ 1

0 ; ρ ¼ 2

3 ; ρ ¼ 3

ð3 8 Þ

is  r el at e d  t o  t h e  ei g e n v al u e e i Jz π = 2 of  t h e  c u bi c  tr a ns-
f or m ati o n1 4 c orr es p o n di n g  t o  a  r ot ati o n  b y π = 2 a b o ut

t h e z a xis  a cti n g  o n  st at es  cr e at e d  b y H̄
ð2 ;0 ; Tþ

1
; Sz ðρ ÞÞ

g wit h
J z ¼ S z ðρ Þ,  si n c e  h e x a q u ar k  o p er at ors  h a v e  s p ati al   w a v e
f u n cti o ns   wit h A þ

1 s y m m etr y.   H e x a q u ar k  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri c es  c a n  b e  a v er a g e d  o v er J z as

C
ð2 ;I;Γ J Þ
H g H g 0

¼
1

d Γ J

X

J z

D
H

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
g ð tÞ H

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
g 0

†
ð 0 Þ

E
; ð3 9 Þ

w h er e d Γ J
i s t h e di m e nsi o n of t h e Γ J irr e p a n d H g H g 0 l a b els

t h e  si n k  a n d  s o ur c e  h e x a q u ar k  o p er at ors.
T h e  q u asil o c al  t w o- n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors

d efi n e d  a b o v e  h a v e  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns  tr a nsf or mi n g
i n  t h e A þ

1 irr e p  aft er  e ns e m bl e  a v er a gi n g,  a n d  q u asil o c al
i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  d efi nit e  q u a nt u m  n u m b ers

Q
ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
q g c a n  b e  si mil arl y  i d e ntifi e d  as Q

ð2 ;1 ; Aþ
1

;0 Þ
q g ≡ Q 0 q g

a n d Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
; Sz ðρ ÞÞ

q g ≡ Q ρ q g .   A n al o g o us J z - a v er a g e d

c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  c a n  b e  d efi n e d f or  q u asil o c al
t w o- n u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors  as

C
ð2 ;I;Γ J Þ
Q q g Q q 0g 0

¼
1

d Γ J

X

J z

D
Q

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
q g ðtÞ Q

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
q 0g 0

†
ð 0 Þ

E
; ð4 0 Þ

w h er e Q q g Q q 0g 0 l a b els  t h e  si n k  a n d  s o ur c e  q u asil o c al

i nt er p ol ati n g  o p er at ors.   Off- di a g o n al  c orr el ati o n-f u n cti o n

m atri x  el e m e nts C
ð2 ;I;Γ J Þ
H g Q q 0g 0

a n d C
ð2 ;I;Γ J Þ
Q q g H g 0

ar e  d efi n e d

a n al o g o usl y.
Di b ar y o n  i nt er p ol ati n g- o p er at or   w a v e  f u n cti o ns

ψ
½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ d efi n e d i n   E q. ( 1 5) d o  n ot tr a nsf or m irr e d u c-

i bl y  u n d er  t h e  c u bi c  gr o u p   w h e n  eit h er  t h e  r el ati v e  or
c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  of  t h e  t w o- n u cl e o n  s yst e m  is
n o n z er o.   T h e r est of t his s e cti o n s u m m ari z es t h e c h a n g e- of-
b asis r el ati o n  b et w e e n t h e  di b ar y o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors
of   E q. ( 1 3),   w hi c h ar e c o n v e ni e nt f or effi ci e nt c o m p ut ati o n
of c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es as d es cri b e d a b o v e, a n d a n
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  i n   w hi c h  e a c h  o p er at or  tr a ns-
f or ms i n  a  d efi nit e  c u bi c irr e p. It is  c o n v e ni e nt t o  e x pr ess
t h e t ot al  c u bi c irr e p Γ J as

Γ J ¼ Γ l ⊗ Γ S ; ð4 1 Þ

w h er e Γ S ∈ f A þ
1 ; Tþ1 g l a b els  t h e  c u bi c  irr e p  of  t h e  t w o-

n u cl e o n s pi n  d et er mi n e d  b y ρ a n d Γ l l a b els t h e c u bi c irr e p
of  t h e  t w o- n u cl e o n  s p ati al   w a v e  f u n cti o n.   O n e  c o ul d
i nst e a d  pr oj e ct  n u cl e o n  o p er at ors  o nt o  irr e ps  of  t h e  littl e

gr o u ps t h at l e a v e  k m i n v ari a nt a n d t h e n f or m t w o- n u cl e o n
o p er at ors fr o m pr o d u cts of t h es e o p er at ors as d o n e f or t w o-
m es o n s yst e ms i n   R ef. [ 1 3 6]. Si n c e o nl y t h e c e nt er- of- m ass
r est fr a m e is c o nsi d er e d  h er e, it is si m pl e t o c o nstr u ct t w o-
n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  d efi nit e Γ J fr o m  t h e
pr o d u ct of t w o c u bi c irr e ps i n   E q. ( 4 1) wit h o ut i ntr o d u ci n g

t h e littl e  gr o u ps  of  k m as  a n i nt er m e di at e  st e p.
F or I ¼ 1 (fl a v or-s y m m etri c)  di b ar y o n  o p er at ors,  p os-

iti v e- p arit y  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns  c a n  o nl y  b e  c o m bi n e d
wit h  a ntis y m m etri c  s pi n   w a v e  f u n cti o ns   w hil e  s atisf yi n g
f er mi o n  a ntis y m m etr y,  a n d  t h e y t h er ef or e  h a v e Γ S ¼ A þ

1 .
T h e  d o mi n a nt  l ar g e- v ol u m e  c o ntri b uti o n  ass o ci at e d   wit h
or bit al  a n g ul ar   m o m e nt u m l ¼ 0 st at es  aris es   wit h  t h e
Γ l ¼ A þ

1 irr e p  a n d  t h er ef or e  h as Γ J ¼ A þ
1 .   Ot h er  irr e ps

i n cl u d e  c o ntri b uti o ns  fr o m  p arti al   w a v es   wit h l ≥ 2 as
s u m m ari z e d  i n   Ta bl e I. F or I ¼ 0 (fl a v or- a ntis y m m etri c)
di b ar y o n o p er at ors, c o n v ers el y, p ositi v e- p arit y s p ati al   w a v e
f u n cti o ns c a n  o nl y b e c o m bi n e d   wit h s y m m etri c s pi n   w a v e
f u n cti o ns a n d t h er ef or e  h a v e Γ S ¼ T þ

1 . I n t his c as e, s p ati al
w a v e f u n cti o ns i n t h e A þ

1 irr e p (r el e v a nt f or  or bit al a n g ul ar
m o m e nt u m l ¼ 0 st at es) l e a d t o t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m
c u bi c  irr e p Γ J ¼ A þ

1 ⊗ T þ
1 ¼ T þ

1 .   T his  t ot al- a n g ul ar-
m o m e nt u m  irr e p  als o  i n cl u d es  c o ntri b uti o ns  fr o m  s p ati al
w a v e  f u n cti o ns i n t h e E þ , T þ

1 ,  a n d T þ
2 irr e ps,  si n c e  e a c h

of  t h es e  pr oj e cts  o nt o T þ
1 i n  t h e  pr o d u ct  r e pr es e nt ati o n

Γ J ¼ Γ l ⊗ T þ
1 .   Ot h er t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m irr e ps si m-

il arl y  i n cl u d e  c o ntri b uti o ns  fr o m  s e v er al  or bit al  a n g ul ar
m o m e nt u m irr e ps  as  s h o w n i n   Ta bl e II.

T h e  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns  tr a nsf or mi n g  i n  e a c h

p ositi v e- p arit y  c u bi c  irr e p  c a n  b e  d e n ot e d  b y ψ
½D ðΓ l ;l z Þ
s k ,

T A B L E I.   T h e c u bi c irr e ps f or I ¼ 1 N N s yst e ms   wit h p ositi v e-
p arit y  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns  a n d  t h eir  d o mi n a nt  p arti al- w a v e
c o ntri b uti o ns i n t h e i nfi nit e- v ol u m e li mit.   T h e l eft c ol u m n s h o ws
t h e  c u bi c  irr e p  p ossi bl e  f or  t h e  t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m  r e pr e-
s e nt ati o n  o bt ai n e d  fr o m  t h e  s pi n- or bit  pr o d u ct  r e pr es e nt ati o n
Γ J ⊆ Γ l ⊗ Γ S ,  t h e   mi d dl e  c ol u m ns  s h o w  t h e  or bit al- a n g ul ar-
m o m e nt u m a n d s pi n irr e ps c o ntri b uti n g t o t his irr e p, a n d t h e ri g ht
c ol u m n s h o ws t h e l o w est  or bit al- a n g ul ar- m o m e nt u m r e pr es e nt a-
ti o ns  ass o ci at e d   wit h  t h e  i nfi nit e- v ol u m e  b e h a vi or  of  st at es  i n
e a c h irr e p.

Γ J Γ l Γ S l

A þ
1 A þ

1 A þ
1 0 ; 4 ; 6 ; …

E þ E þ A þ
1 2 ; 4 ; 6 ; …

T þ
2 T þ

2 A þ
1 2 ; 4 ; 6 ; …

T þ
1 T þ

1 A þ
1 4 ; 6 ; …

A þ
2 A þ

2 A þ
1 6 ; …

1 4 N ot e  t h at  f or  t h e  c u bi c  gr o u p,  t h e  c o ns er v e d  c h ar g e J z is
o nl y  d efi n e d   m o d ul o  4  b ut  is  ot h er wis e  a n al o g o us  t o  t h e
c o nti n u u m,  i nfi nit e- v ol u m e  q u a nt u m  n u m b er J z .  I n  p arti c ul ar
S z ð 3 Þ ¼ − 1 ¼ 3 ðm o d 4 Þ.
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w h er e Γ l l a b els t h e c u bi c irr e p of t h e s p ati al   w a v e f u n cti o n,
l z l a b els t h e  ei g e n v al u e e il z π = 2 of  a r ot ati o n  b y π = 2 a b o ut

t h e z a xis a p pli e d t o ðψ
½D ðΓ l ;l z Þ
s k Þ ( or e q ui v al e ntl y t o st at es

cr e at e d  b y   H er miti a n c o nj u g at es of  o p er at ors i n v ol vi n g t h e
s p ati al   w a v e f u n cti o ns), s l a b els t h e s q u ar e d   m a g nit u d e  of

t h e r el ati v e   m o m e nt u m,  a n d k r u ns fr o m  1 t o N
ð1 ;Γ l Þ
s (t h e

m ulti pli cit y  of   w a v e  f u n cti o ns   wit h  t his  s et  of  l a b els),  as
d et ail e d  b el o w.   T h es e   w a v e f u n cti o ns  ar e li n e ar  c o m bi n a-
ti o ns  of t h e  pl a n e- w a v e   w a v e f u n cti o ns i ntr o d u c e d  a b o v e,

ψ
½D ðΓ l ;l z Þ
s k ð  x 1 ;  x 2 Þ

¼
X

m

G
ðΓ l ;l z Þ
s k m ψ

½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ;

¼
X

m

G
ðΓ l ;l z Þ
s k m

1
ffiffiffi
2

p
h
e ið 2 π

L Þ  n m ·ð  x 1 −  x 2 Þ þ e − ið 2 π
L Þ  n m ·ð  x 1 −  x 2 Þ

i
; ð4 2 Þ

w h er e  t h e  s u ms  i n cl u d e  n o n z er o  c o ntri b uti o ns  fr o m  n m

s atisf yi n g  n m ·  n m ¼ s a n d G
ðΓ l ;l z Þ
s k m ar e  c o effi ci e nts

pr oj e cti n g  t h e   w a v e  f u n cti o n  t o  d efi nit e  c u bi c  irr e ps.
T h es e c o effi ci e nts f or pl a n e   w a v es   wit h r el ati v e   m o m e nt u m
c orr es p o n di n g  t o s ≤ 6 ar e  pr es e nt e d  a n d  c o m p ar e d   wit h
r es ults  fr o m   R ef. [ 4 9] i n   A p p e n di x B .

T h e  c o effi ci e nts G
ðΓ l ;l z Þ
s k m c a n  b e  us e d t o  d efi n e  o p er at ors

D
ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
s k g ð tÞ wit h d efi nit e is os pi n ( I ), t ot al a n g ul ar   m o m e n-

t u m  (Γ J ),  a n d J z q u a nt u m  n u m b ers,  r el ati v e- m o m e nt u m
s h ell i n d e x e d b y s ,   m ulti pli cit y i n d e x e d  b y k, a n d s m e ari n g
l a b el g . F or I ¼ 1 ,  t h es e  di b ar y o n  o p er at ors  ar e  si m pl y
gi v e n  b y

D
ð2 ;1 ;Γ J ; Jz Þ
s k g ðtÞ ¼

X

m

G
ðΓ J ; Jz Þ
s k m D 0 m g ðtÞ: ð4 3 Þ

F or t h e I ¼ 0 c h a n n el, i nt er p ol ati n g o p er at ors   wit h d efi nit e
t ot al  a n g ul ar   m o m e nt u m  ar e  o bt ai n e d  b y  t a ki n g  pr o d u cts
of t h e  or bit al   w a v e f u n cti o ns i n  all t h e Γ l irr e ps  s h o w n i n
Ta bl e II f or  a  gi v e n Γ J as

D
ð2 ;0 ;Γ J ; Jz Þ
s k g ð tÞ

¼
X

ρ ;Γ l ;l z

C
ðΓ J ; Jz ;Γ l ;l z Þ
ρ

X

k 0

M
ðΓ J ;Γ l Þ
s k k 0

X

m

G
ðΓ l ;l z Þ
s k 0m D ρ m g ð tÞ;

ð4 4 Þ

w h er e t h e C
ðΓ J ; Jz ;Γ l ;l z Þ
ρ ar e   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi ci e nts f or

Γ J ¼ Γ l ⊗ Γ S pr es e nt e d  f or  e x a m pl e  i n   R ef. [ 1 3 5] a n d

s u m m ari z e d  i n   A p p e n di x B ,  a n d k ∈ f 1 ; … ; N
ð0 ;Γ J Þ
s g ,

w h er e N
ð0 ;Γ J Þ
s i s  t h e  t ot al   m ulti pli cit y  of  a  gi v e n  t ot al-

a n g ul ar- m o m e nt u m irr e p i n t h e s pi n- or bit  pr o d u ct irr e p f or
e a c h s ,   w hi c h  ar e  s h o w n  f or s ≤ 6 i n   Ta bl e III.   T h e

m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or M
ðΓ J ;Γ l Þ
s k k 0 c o n v erts  fr o m  t h e  i n di-

vi d u al   m ulti pli cit y  l a b els  f or  e a c h  irr e p  t o  t h e  t ot al
m ulti pli cit y  l a b el  n e e d e d  f or  t h e  pr o d u ct.   As  d et ail e d  i n

A p p e n di x B , M
ðΓ J ;Γ l Þ
s k k 0 wit h fi x e d s a n d k is e q u al t o o n e f or a

si n gl e  v al u e  of k 0 a n d  e q u al t o  z er o  ot h er wis e.

T A B L E  III.   M ulti pli citi es N
ðI;Γ J Þ
s of li n e arl y  i n d e p e n d e nt  di b ar y o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  fi x e d J z ( e a c h

i n d e p e n d e nt  s pi n- or bit  pr o d u ct  gi v es ris e t o  o p er at ors i n  e a c h r o w  of Γ J )  a n d t h e t ot al-is os pi n  a n d t ot al- a n g ul ar-
m o m e nt u m irr e p ðI; Γ J Þ s h o w n i n  e a c h  c ol u m n  a n d  r el ati v e- m o m e nt u m  s h ell s s h o w n i n  e a c h  r o w.

s N
ð1 ; Aþ

1
Þ

s N
ð1 ; Aþ

2
Þ

s N
ð1 ; Eþ Þ
s N

ð1 ; Tþ
1

Þ
s N

ð1 ; Tþ
2

Þ
s N

ð0 ; Aþ
1

Þ
s N

ð0 ; Aþ
2

Þ
s N

ð0 ; Eþ Þ
s N

ð0 ; Tþ
1

Þ
s N

ð0 ; Tþ
2

Þ
s

0   1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1   1 0 1 0 0 0 0 0 2 1
2   1 0 1 0 1 0 1 1 3 2
3   1 0 0 0 1 0 1 1 2 1
4   1 0 1 0 0 0 0 0 2 1
5   1 1 2 1 1 1 1 2 5 5
6   1 0 1 1 2 1 2 3 5 4

T ot al  7  1  6  2  5  2  5  7  2 0  1 4

T A B L E  II.   T h e  c u bi c  irr e ps  f or I ¼ 0 N N s yst e ms   wit h
p ositi v e- p arit y  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns  a n d  t h eir  d o mi n a nt
p arti al- w a v e  c o ntri b uti o ns  i n  t h e  i nfi nit e- v ol u m e  li mit.   As  i n
Ta bl e I,  t h e  l eft  c ol u m n  s h o ws  t h e  c u bi c  irr e p  p ossi bl e  f or  t h e
t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m  r e pr es e nt ati o n  o bt ai n e d  fr o m t h e  s pi n-
or bit  pr o d u ct  r e pr es e nt ati o n Γ J ⊆ Γ l ⊗ Γ S , t h e   mi d dl e  c ol u m ns
s h o w t h e  or bit al- a n g ul ar- m o m e nt u m a n d s pi n irr e ps c o ntri b uti n g
t o  t his  irr e p,  a n d  t h e  ri g ht  c ol u m n  s h o ws  t h e  l o w est  or bit al-
a n g ul ar- m o m e nt u m  r e pr es e nt ati o ns  ass o ci at e d   wit h t h e i nfi nit e-
v ol u m e  b e h a vi or  of  st at es i n  e a c h irr e p.

Γ J Γ l Γ S l

T þ
1 A þ

1 ⊕ E þ ⊕ T þ
1 ⊕ T þ

2 T þ
1 0 ; 2 ; 4 ; 6 ; …

E þ T þ
1 ⊕ T þ

2 T þ
1 2 ; 4 ; 6 ; …

T þ
2 A þ

2 ⊕ E þ ⊕ T þ
1 ⊕ T þ

2 T þ
1 2 ; 4 ; 6 ; …

A þ
2 T þ

2 T þ
1 2 ; 4 ; 6 ; …

A þ
1 T þ

1 T þ
1 4 ; 6 ; …
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Si n c e  c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  i n d e p e n d e nt  of  t h e J z

q u a nt u m  n u m b er  u p o n  e ns e m bl e  a v er a gi n g, J z - a v er a g e d
c orr el ati o n  f u n cti o ns  c a n  b e  d efi n e d  as

C
ð2 ;I;Γ J Þ
D s k g D s 0k 0g 0

ð tÞ ¼
1

d Γ J

X

J z

D
D

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
s k g ðtÞ D

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
s 0k 0g 0

†
ð 0 Þ

E
;

ð4 5 Þ

w h er e d Γ J
i s t h e di m e nsi o n of Γ J .   Off- di a g o n al c orr el ati o n-

f u n cti o n   m atri x  el e m e nts  i n v ol vi n g  di b ar y o n  o p er at ors
a n d eit h er h e x a q u ar k or q u asil o c al o p er at ors c a n b e d efi n e d
a n al o g o usl y;  f or  e x a m pl e  t h e  t w o- n u cl e o n  c orr el ati o n
f u n cti o ns   wit h  h e x a q u ar k s o ur c es  a n d  di b ar y o n si n ks  us e d
i n   R efs. [ 1 1, 1 3, 1 5, 1 6, 1 8, 2 1, 2 2, 2 5, 1 2 2– 1 3 1] ar e  gi v e n  b y

C
ð2 ;I;Γ J Þ
D s k g H g 0

ð tÞ ¼
1

d Γ J

X

J z

D
D

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
s k g ðtÞ H

ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
g 0

†
ð 0 Þ

E
:

ð4 6 Þ

D.   V a ri ati o n al  a n al ysis  of  c o r r el ati o n  f u n cti o ns

C orr el ati o n f u n cti o ns   wit h b ar y o n n u m b er B a n d is os pi n
I ,  pr oj e ct e d t o t h e  c u bi c irr e p Γ J a n d  a v er a g e d  o v er  r o ws

as  a b o v e,  c a n  g e n eri c all y  b e  d e n ot e d C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ,   w h er e χ

a n d χ 0 d e n ot e t h e  si n k  a n d  s o ur c e i nt er p ol ati n g  o p er at ors,
r es p e cti v el y.  F or B ¼ 1 ,  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e  of
t h e  f or m f χ ; χ 0g ∈ f N g g ,   w hil e  f or B ¼ 2 , f χ ; χ 0g ∈

f D
ð2 ;I;Γ J Þ
s k g ; H

ð2 ;I;Γ J Þ
g ; Q

ð2 ;I;Γ J Þ
q g g ,   w h er e J z is  a v er a g e d  as

d es cri b e d  a b o v e  a n d  o mitt e d  fr o m  o p er at or  l a b els  h er e
a n d  b el o w.   C orr el ati o n  f u n cti o n   m atri c es  h a v e  s p e ctr al
r e pr es e nt ati o ns

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ ¼

X ∞

n ¼ 0

Z
ðB;I; Γ J Þ
n χ Z

ðB;I; Γ J Þ
n χ 0 e − t E

ðB;I; Γ J Þ
n ; ð4 7 Þ

w h er e E
ðB;I; Γ J Þ
n i s  t h e  e n er g y  of  t h e n t h   Q C D  e n er g y

ei g e nst at e   wit h  t h e  q u a nt u m  n u m b ers  i n di c at e d.   T h er m al

eff e cts ar e n e gl e ct e d, 1 5 a n d Z
ðB;I; Γ J Þ
n χ d es cri b es t h e o v erl a p of

i nt er p ol ati n g  o p er at or χ wit h t his  st at e,  as i n   E q. ( 9).
Gi v e n a s et S of I i nt er p ol ati n g o p er at orst h at h a v e m a xi m u m

o v erl a ps   wit h  a n  e q u al  n u m b er  of  e n er g y  ei g e nst at es,  it  is
p ossi bl e  t o  c o nstr u ct  a  s et  o f  a p pr o xi m at el y  ort h o g o n al
i nt er p ol ati n g  o p er at ors t h at  e a c h  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  a
si n gl e e n er g y ei g e nst at e b y s ol vi n g t h e   G E V P [ 8 2, 8 3],

X

χ 0

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞv

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0 ð t; t0 Þ

¼ λ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðt; t0 Þ

X

χ 0

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð t0 Þv

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0 ð t; t0 Þ ; ð4 8 Þ

w h er e n ∈ f 0 ; … ; I − 1 g , λ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðt; t0 Þ ar e  t h e

ei g e n v al u es, v
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0 ð t; t0 Þ ar e  t h e  ei g e n v e ct ors,  a n d t0

is  a  r ef er e n c e  ti m e  t h at  c a n  b e  f or  e x a m pl e  a  fi x e d
t-i n d e p e n d e nt  v al u e  or  a  fi x e d  fr a cti o n  of t.  If  t h e  i nfi nit e
s u m i n E q. ( 4 7) c a n  b e a p pr o xi m at el y tr u n c at e d t o i n cl u d e I
st at es, t h e n t h e ei g e n v al u es s atisf y

λ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðt; t0 Þ ≈ e − ðt− t0 ÞE

ðB;I; Γ J Þ
n ; n ¼ 0 ;1 ;… ;I − 1 ; ð4 9 Þ

a n d t h e e n er g y l e v els E
ðB;I; Γ J Þ
n c a n b e o bt ai n e d fr o m fits t o t h e t

d e p e n d e n c e  of t h e   G E V P ei g e n v al u es. I n  g e n er al, tr u n c ati n g
s p e ctr al r e pr es e nt ati o ns t o i n cl u d e I st at es   m a y n ot b e a g o o d
a p pr o xi m ati o n, a n d it is i m p ort a nt t o  u n d erst a n d  h o w   G E V P
r es ults  ar e  r el at e d  t o  t h e  e n er g y  s p e ctr u m   wit h o ut  t his
a p pr o xi m ati o n.

C orr el ati o n  f u n cti o ns  ass o ci at e d   wit h  a  s et  of  a p pr o x-
i m at el y ort h o g o n al i nt er p ol ati n g o p er at ors c a n b e e x pli citl y
c o nstr u ct e d  usi n g t h e   G E V P  ei g e n v e ct ors  as

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ

¼
X

χ χ 0

v
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ ðtr ef ; t0 Þ C

ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞv

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0 ð tr ef ; t0 Þ;

ð5 0 Þ

w h er e t h e ei g e n v e ct ors ar e o bt ai n e d fr o m t h e s ol uti o n t o t h e
G E V P   E q. ( 4 8) wit h t0 as s h o w n a n d t s et e q u al t o tr ef (t h e
d e p e n d e n c e  of  t h e  l eft- h a n d  si d e  o n  t h es e  p ar a m et ers  is
s u p pr ess e d).   W h e n  a n al y zi n g t h e   G E V P  c orr el ati o n  f u n c-
ti o ns  d efi n e d  b y   E q. ( 5 0), t h e i d e al s c e n ari o is t h at  b ot h t0

a n d tr ef c a n b e c h os e n l ar g e e n o u g h t h at c o ntri b uti o ns fr o m
st at es  o utsi d e  t h e  s u bs p a c e  s p a n n e d  b y  t h e  i nt er p ol ati n g-

o p er at or s et c a n b e n e gl e ct e d fr o m v
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ ðtr ef ; t0 Þ . If t his

c a n b e a c hi e v e d, t h e n c o ntri b uti o ns fr o m s u c h st at es c a n b e
n e gl e ct e d  fr o m t h e  e n er g y  s p e ctr u m  o bt ai n e d  fr o m  fits t o

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ.   H o w e v er,  i n  s yst e ms   wit h  s m all  e x cit ati o n

e n er gi es, δ ðB;I; Γ J Þ ≡ E
ðB;I; Γ J Þ
1 − E

ðB;I; Γ J Þ
0 ,  t his  c o n diti o n  is

diffi c ult  t o  a c hi e v e  a n d  r e q uir es  t h e  i ntr o d u cti o n  of  a
l ar g e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et t h at  h as si g nifi c a nt  o v erl a p
wit h  all  st at es i n  a l o w- e n er g y  s u bs p a c e  of   Hil b ert  s p a c e.

T h e  d e p e n d e n c e  of Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ð tÞ a n d  ass o ci at e d  fit  r es ults

o n t0 a n d tr ef s h o ul d  b e  st u di e d i n  n u m eri c al  c al c ul ati o ns

i n  or d er  t o  v erif y  t h e  st a bilit y  of v
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ ðtr ef ; t0 Þ u n d er

t h es e  c h oi c es  a n d  assi g n  s yst e m ati c  u n c ert ai nti es  if
t h e  d e p e n d e n c e  is  n ot  n e gli gi bl e.   T h e t0 d e p e n d e n c e  of
r es ults  c a n  als o  b e  us e d  t o  st u d y  e x cit e d-st at e  eff e cts  as
dis c uss e d i n   R ef. [ 1 0 0].

Tr e ati n g t0 a n d tr ef as fi x e d  p ar a m et ers i n d e p e n d e nt  of t

g u ar a nt e es  t h at Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ is  a  li n e ar  c o m bi n ati o n  of

L Q C D  c orr el ati o n  f u n cti o ns  a n d  t h er ef or e  h as  a  si m pl e
s p e ctr al r e pr es e nt ati o n [irr es p e cti v e of t h e (i n) c o m pl et e n ess

1 5 C orr el ati o n-f u n cti o n  fits  ar e  r estri ct e d  t o t ≤ 3 T
8 i n  or d er  t o

a v oi d n o n- n e gli gi bl e t h er m al eff e cts as dis c uss e d i n   A p p e n di x D .
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of  t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  as  a  b asis  f or  e n er g y
ei g e nst at es] t h at is  gi v e n  b y

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ

¼
X

m

X

χ
v

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ ðtr ef ; t0 Þ Z

ðB;I; Γ J Þ
m χ

2
e − t E

ðB;I; Γ J Þ
m ;

≡
X

m

Ẑ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n m ðtr ef ; t0 Þ

2
e − t E

ðB;I; Γ J Þ
m : ð5 1 Þ

Fits  of Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ð tÞ t o  p ositi v e- d efi nit e  s u ms  of  e x p o n e n-

ti als c a n t h er ef or e b e us e d t o c o nstr ai n t h e e n er g y s p e ctr u m.
As   will  b e  dis c uss e d i n  d et ail  b el o w, t h e  e n er g y  s p e ctr u m
d et er mi n e d  fr o m  fits  t o  c orr el ati o n-f u n cti o n  r es ults   wit h
fi nit e t d e p e n ds  o n  t h e  c h oi c e  of  i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et S .   T h e  e xtr a ct e d  s p e ctr u m   will  t h er ef or e  b e  d e n ot e d

E
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ,  a n d  t h e S d e p e n d e n c e  of E

ðB;I; Γ J ;S Þ
n a n d  t h e

ass o ci at e d s yst e m ati c u n c ert ai nti es i n v ol v e d i n d et er mi ni n g

E
ðB;I; Γ J Þ
n u si n g E

ðB;I; Γ J ;S Þ
n ar e  dis c uss e d at l e n gt h i n  S e c. III.

T h e  e x cit ati o n  e n er g y  g a p  d et er mi n e d  usi n g  a  p arti c ul ar
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et   will  si mil arl y  b e  d e n ot e d

δ ðB;I; Γ J ;S Þ ≡ E
ðB;I; Γ J ;S Þ
1 − E

ðB;I; Γ J ;S Þ
0 .

If t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et   w as  a  b asis f or t h e  f ull
Hil b ert s p a c e, t h e n ort h o g o n alit y of t h e   G E V P ei g e n v e ct ors

w o ul d i m pl y t h at Ẑ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n m ðtr ef ; t0 Þ ar e t h e c o m p o n e nts of a

di a g o n al   m atri x. I n c al c ul ati o ns   wit h a fi nit e i nt er p ol ati n g-
o p er at or s et of si z e I o v erl a p pi n g   wit h t h e I l o w est e n er g y
ei g e nst at es,  t his  ort h o g o n alit y  s h o ul d  a p pr o xi m at el y  h ol d
wit hi n t h e  s u bs p a c e  s p a n n e d  b y t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et. I n t h e li mit t → ∞ , it  c a n  b e  s h o w n t h at  e x cit e d-st at e

eff e cts  ar e  e x p o n e nti all y  s u p pr ess e d  b y e − t½E
ðB;I; Γ J Þ

I
− E

ðB;I; Γ J Þ
n

pr o vi d e d t h at t h e i nt er p ol ati n g o p er at ors c o nsi d er e d ar e n ot
eff e cti v el y  ort h o g o n al  ( at  a  gi v e n  st atisti c al  pr e cisi o n)  t o
a n y of t h e l o w est I e n er g y ei g e nst at es a n d t0 is c h os e n t o b e
s uffi ci e ntl y l ar g e [ 8 3, 1 0 0].   T his all o ws v ari ati o n al   m et h o ds
t o  a c hi e v e  e x p o n e nti al  s u p pr essi o n  of  e x cit e d-st at e  eff e cts
o n  gr o u n d-st at e  e n er g y  d et er mi n ati o ns   wit h  a  s u p pr essi o n

s c al e E
ðB;I; Γ J Þ
I − E

ðB;I; Γ J Þ
0 t h at  c a n  b e   m a d e   m u c h  l ar g er

t h a n  t h e  e x cit ati o n  e n er g y δ ðB;I; Γ J Þ ≡ E
ðB;I; Γ J Þ
1 − E

ðB;I; Γ J Þ
0

t h at  c o ntr ols t h e si z e  of  e x cit e d-st at e  eff e cts f or i n di vi d u al
c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h as y m pt oti c all y l ar g e t.   H o w e v er,
it  is  n ot e w ort h y  t h at  a c hi e vi n g  e x cit e d-st at e  s u p pr essi o n

of  t h e  f or m e − t½E
ðB;I; Γ J Þ

I
− E

ðB;I; Γ J Þ
n at  fi nit e t r e q uir es  t h at  t h e

o v erl a p  of  t h e  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  o nt o  t h e  l o w est I
l e v els  is  n ot  t o o  s m all1 6 c o m p ar e d  t o  t h e  o v erl a ps   wit h
hi g h er- e n er g y  st at es.  I n  pr a cti c al  a p pli c ati o n  of  t h e

v ari ati o n   m et h o d,  c o nt a mi n ati o n  c a n  b e  fr o m  st at es
m u c h l o w er i n t h e s p e ctr u m t h at t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et is  o nl y   w e a kl y  c o u pl e d t o (i n cl u di n g t h e  gr o u n d st at e),
s e e  S e c. III.

I n  or d er  t o  st u d y  t h e  fi nit e-t b e h a vi or  of  c orr el ati o n
f u n cti o ns,  eff e cti v e  e n er gi es  c a n  b e  c o nstr u ct e d  as

E
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ ¼ l n

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð t þ 1 Þ

; ð5 2 Þ

w hi c h  a p pr o a c h E
ðB;I; Γ J Þ
0 f or t → ∞ a n d i n cl u d e  a d diti o n al

c o ntri b uti o ns  fr o m  e x cit e d  st at es  at  fi nit e t.   Eff e cti v e
e n er gi es c a n als o b e c o nstr u ct e d fr o m t h e   G E V P c orr el ati o n
f u n cti o ns

E
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ ¼ l n

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ð tÞ

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðt þ 1 Þ

; ð5 3 Þ

w hi c h  f or  l ar g e  b ut  fi nit e t ar e  e q u al  t o E
ðB;I; Γ J Þ
n u p  t o

c orr e cti o ns fr o m st at es o utsi d e t h e s u bs p a c e s p a n n e d b y t h e
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  c o nsi d er e d.  It  f oll o ws  fr o m  t h e
p ositi vit y  of  t h e  s p e ctr al  r e pr es e nt ati o n  i n   E q. ( 5 1) t h at

E
ðB;I; Γ J ;S Þ
0 ðtÞ ≥ E

ðB;I; Γ J Þ
0 ,  a n d i n t his  s e ns e   G E V P  s ol uti o ns

pr o vi d e a v ari ati o n al   m et h o d f or b o u n di n g t h e gr o u n d-st at e
e n er g y [ 8 4, 8 5].   A p pl yi n g  a n al o g o us  ar g u m e nts  t o  t h e
s u bs p a c es  ort h o g o n al t o  st at es m wit h m < n s h o ws t h at

E
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ ≥ E

ðB;I; Γ J Þ
n . F or B ¼ 2 s yst e ms, it is als o us ef ul

t o  f or m  c orr el at e d  diff er e n c es  of  eff e cti v e  e n er gi es   wit h
t wi c e t h e  n u cl e o n  gr o u n d-st at e  eff e cti v e  e n er g y:

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ðtÞ ¼ E

ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ðtÞ − 2 E

ð1 ;12 ; Gþ
1

;S 0Þ

0 ðtÞ; ð5 4 Þ

w h er e S 0 l a b els  t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  us e d  i n  t h e

si n gl e- n u cl e o n  s e ct or  [ n ot e  t h at Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ðtÞ i m pli citl y

d e p e n ds  o n S 0 as   w ell  as S ].   T h es e  c orr el at e d  diff er e n c es
i n v ol v e  r ati os  of  c orr el ati o n  f u n cti o ns;  t h es e  r ati os  d o
n ot s h ar e t h e  c o n v e xit y  of i n di vi d u al  c orr el ati o n f u n cti o ns
a n d  d o  n ot  pr o vi d e  v ari ati o n al  b o u n ds.   C orr el at e d

diff er e n c es  b et w e e n fit r es ults f or E
ðB;I; Γ J ;S Þ
n c a n  b e  d efi n e d

a n al o g o usl y,

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ¼ E

ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n − 2 E

ð1 ;12 ; Gþ
1

;S 0Þ

0 : ð5 5 Þ

B el o w,  fits  ar e  p erf or m e d  t o  i n di vi d u al  o n e-  a n d  t w o-
n u cl e o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns  r at h er  t h a n  t o  t h e  r ati os

e nt eri n g Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ðtÞ,  a n d t h e  eff e cti v e  e n er gi es  of  e a c h

c orr el ati o n  f u n cti o n  pr o vi d e  v ari ati o n al  b o u n ds  t h at  ar e
c o nsist e nt   wit h  t h e  ( n ot  stri ctl y  v ari ati o n al)  r es ults  of

m ultist at e  fits.   R es ults  f or Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ar e  n ot  stri ctl y

v ari ati o n al  b e c a us e t h e si n gl e- n u cl e o n  gr o u n d-st at e e n er g y
c o ul d  b e  o v er esti m at e d;  h o w e v er,  t h e  st atisti c al  a n d

1 6 T h e  pr e cis e c o n diti o n  d e p e n ds  o n t h e str u ct ur e  of t h e e n er g y
s p e ctr u m.   A  si m pl e   m o d el  is  dis c u ss e d  i n  S e c. III   B b el o w  i n
w hi c h t h e  gr o u n d  st at e  h as  a n  o v erl a p ϵ ≪ 1 wit h i nt er p ol ati n g
o p er at ors  d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h  e x cit e d  st at e s  t h at
ar e  s e p ar at e d  fr o m t h e  gr o u n d  st at e  b y  a  g a p Δ .  I n t his   m o d el,
ϵ 2 > e − tΔ is  r e q uir e d  f or  e x p o n e nti al  e x cit e d-st at e  s u p pr essi o n.
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s yst e m ati c  u n c ert ai nti es  o n t h e  fitt e d  si n gl e- n u cl e o n   m ass
ar e   m u c h  s m all er  t h a n  t h e  c orr es p o n di n g  u n c ert ai nti es  i n
t w o- n u cl e o n  e n er gi es  b el o w  a n d  f or  si m pli cit y  r es ults  f or

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ar e  i nt er pr et e d  as  v ari ati o n al  b o u n ds  b el o w.

T h es e  F V e n er g y  s hifts  c a n  b e  us e d t o  c o nstr ai n  i nfi nit e-
v ol u m e  s c att eri n g  a m plit u d es  t hr o u g h  q u a nti z ati o n  c o n-
diti o ns [ 3 4– 5 1] ,  as  dis c uss e d  i n  S e c. III   D.  F or  l ar g e  b ut
fi nit e t,  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  d efi n e d  b y   E q. ( 5 4)
ar e  e q u al  t o  t h e  F V  e n er g y  s hifts  u p  t o  c orr e cti o ns  fr o m
st at es  o utsi d es t h e  s u bs p a c e  s p a n n e d  b y t h e i nt er p ol ati n g-
o p er at or  s et.

It is  als o  p ossi bl e t o  d efi n e  eff e cti v e  e n er gi es  fr o m t h e

G E V P  ei g e n v al u es  a n al o g o usl y  as  l n ð λ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ð t;t0 Þ

λ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ð tþ 1 ;t0 Þ

Þ .   T h e

eff e cti v e  e n er g y  b as e d  o n   E q. ( 5 0) h as t h e  a d v a nt a g e t h at
s m o ot h t d e p e n d e n c e  of t h e f or m  of   E q. ( 5 1) is  g u ar a nt e e d
e v e n   w h e n I is   m u c h  s m all er  t h a n  t h e  di m e nsi o n  of  t h e
Hil b ert  s p a c e  a s  di s c u s s e d  i n   R ef s. [ 1 0 3, 1 4 5],  a n d  t hi s
d efi niti o n  i s  u s e d  f or  all  r e s ult s  i n  t h e   m ai n  t e xt.   B ot h
eff e cti v e- e n er g y  d efi niti o n s  ar e  c o m p ar e d  f or B ¼ 1 a n d
B ¼ 2 s y st e m s i n   A p p e n di x E a n d f o u n d t o gi v e c o n si st e nt
r e s ult s,  alt h o u g h   m or e  pr e ci s e  r es ult s  ar e  o bt ai n e d
u si n g   E q s. ( 5 0) a n d ( 5 3) i n  c a s es   w h er e t h er e  ar e  cl o s el y
s p a c e d  e n er g y l e v el s.

Gi v e n  a  d et er mi n ati o n  of t h e   G E V P  e n er g y l e v els fr o m
t h e   G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns  or  ei g e n v al u es, t h e  ei g e n-
v e ct ors c a n b e us e d t o d et er mi n e t h e c orr es p o n di n g o v erl a p
f a ct ors  fr o m   E q. ( 4 7) as [ 1 4 5]

Z
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ ¼

P
χ 0 v

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0 ð tr ef ; t0 ÞC

ðB;I; Γ J ;S Þ
χ χ 0 ð tr ef Þ

e − ðt0 = 2 ÞE
ðB;I; Γ J ;S Þ
n

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtr ef Þ

q : ð5 6 Þ

T h e r el ati v e  c o ntri b uti o ns  of  e a c h i nt er p ol ati n g  o p er at or χ
i n t h e  ori gi n al s et t o a  p arti c ul ar   G E V P ei g e nst at e n c a n  b e
o bt ai n e d  as

Z
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ ¼

Z
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ

P
χ 0 Z

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0

: ð5 7 Þ

G E V P r es ults f or t h e e n er gi es a n d  o v erl a p f a ct ors c a n  als o
b e  us e d  t o  r e c o nstr u ct  a n  esti m at e  of  t h e  ori gi n al  s et  of
c orr el ati o n  f u n cti o ns  t hr o u g h   E q. ( 4 7).   T h e  r el ati v e  c o n-
tri b uti o ns  of e a c h   G E V P ei g e nst at e n t o t h e r e al  p art  of t h e

c orr el ati o n f u n cti o n   wit h i nt er p ol ati n g o p er at ors χ a n d χ 0 is
gi v e n  b y

Z̃
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ χ 0 ¼

R e
h
Z

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ Z

ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ 0

i

P
m Z

ðB;I; Γ J ;S Þ
m χ Z

ðB;I; Γ J ;S Þ
m χ 0

: ð5 8 Þ

III.   N U M E RI C A L  S T U D Y   WI T H m π = 8 0 6 M e V

T his s e cti o n  pr es e nts a  v ari ati o n al st u d y  of  o n e- a n d t w o-
n u cl e o n  s yst e ms   wit h m π ¼ 8 0 6 M e V  usi n g  a  g a u g e-fi el d
e ns e m bl e   wit h L ¼ 3 2 , w hi c h w as pr e vi o usl y us e d i n
R efs. [ 1 5, 1 6, 1 8, 2 5] t o  st u d y   m ulti b ar y o n  s yst e ms   wit h
½D;   H c orr el ati o n  f u n cti o ns  b uilt  fr o m  h e x a q u ar k  s o ur c e
a n d di b ar y o n si n k i nt er p ol ati n g o p er at ors.   T h e   L Q C D a cti o n
us e d  is  t h e  t a d p ol e-i m pr o v e d [ 1 4 6] L üs c h er- Weis z  g a u g e-
fi el d a cti o n [ 1 4 7] a n d t h e   Wils o n  q u ar k a cti o n i n cl u di n g t h e
S h ei k h ol esl a mi- W o hl ert  ( cl o v er)  i m pr o v e m e nt  t er m [ 1 4 8],
wit h  p ar a m et ers  s h o w n  i n   Ta bl e I V, a n d o n e st e p of f o ur-
di m e nsi o n al st o ut s m e ari n g [ 1 4 9] wit h ρ ¼ 0 .1 2 5 a p pli e d t o
t h e  g a u g e  fi el d.   A n  e ns e m bl e  of N cf g ¼ 7 2 7 g a u g e  fi el ds

c orr es p o n di n g  t o  a  s u bs et  of  t h e  g a u g e-fi el d  e ns e m bl e
st u di e d i n   R ef. [ 1 8] is  us e d f or t his  v ari ati o n al  st u d y.

S p ars e n e d  ti m esli c e-t o- all  q u ar k  pr o p a g at ors   wit h

S ¼ ð V = V S Þ 1 = 3 ¼ 4 ar e  c o m p ut e d  o n  e a c h  g a u g e-fi el d
c o nfi g ur ati o n  fr o m  p oi nt-t o- all  q u ar k  pr o p a g at ors  c o m-
p ut e d  at  e a c h  sit e  of  a V S ¼ 8 3 ¼ 5 1 2 s p ars e  l atti c e,  as
d es cri b e d i n S e c. II   B. F or   m or e d et ails o n t h e eff e cts of t his
s p ars e ni n g  o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns,  s e e   R efs. [ 1 2 0, 1 2 1].
E a c h  s o ur c e  p ositi o n  is  s e p ar at e d  b y S ¼ 4 l atti c e  sit es
fr o m its  n e ar est  n ei g h b ors,   w hi c h  c orr es p o n ds t o ≈ 0 .6 f m
i n  p h ysi c al  u nits  a n d m π S ≈ 2 .4 l atti c e  u nits.   C orr el ati o ns
b et w e e n  s o ur c es,   w hi c h  ar e  s u p pr ess e d  b y  at l e ast e − m π S ,
ar e t h er ef or e  e x p e ct e d t o  b e s m all.   We  c al c ul at e s p ars e n e d
ti m esli c e-t o- all  s m e ar e d-s m e ar e d  q u ar k  pr o p a g at ors  usi n g
t h e C hr o m a [ 1 5 0] L Q C D  s oft w ar e  fr a m e w or k   wit h   Dir a c-
o p er at or i n v ersi o ns p erf or m e d usi n g t h e c o nj u g at e gr a di e nt
i n v ert er   wit h  a  r esi d u al  t ol er a n c e  of 1 0 − 1 2 .   T w o  diff er e nt
G a ussi a n-s m e ari n g  r a dii  ar e  us e d  f or  b ot h t h e  pr o p a g at or
s o ur c e  a n d si n k: t h e first s m e ari n g is  d e n ot e d T f or “ t hi n”
a n d  is  d efi n e d  b y  2 0  st e ps  of  g a u g e-i n v ari a nt   G a ussi a n
s m e ari n g [ 1 3 9, 1 4 0, 1 5 1] wit h C hr o m a s m e ari n g  p ar a m et er
2. 1,   w hi c h  c orr es p o n ds  t o  a   G a ussi a n  s m e ari n g   wi dt h  of
≈ 1 .2 4 l atti c e  u nits  (≈ 0 .1 8 f m).   T h e  s e c o n d  s m e ari n g  is

T A B L E  I V.  P ar a m et ers  of  t h e  g a u g e-fi el d  e ns e m bl es  us e d  i n  t his   w or k. L a n d T ar e  t h e  s p ati al  a n d  t e m p or al
di m e nsi o n s  of  t h e  h y p er c u bi c  l atti c e,  r es p e cti v el y, β is  r el at e d  t o  t h e  str o n g  c o u pli n g, a is  t h e  l atti c e  s p a ci n g
as  d et er mi n e d  fr o m ϒ s p e ctr os c o p y [ 1 5], m q is t h e  b ar e  q u ar k   m ass, N cf g is t h e  n u m b er  of  c o nfi g ur ati o ns  us e d,

a n d N sr c ¼ V S N cf g is  t h e  t ot al  n u m b er  of  s o ur c e  p oi nts  us e d  f or  pr o p a g at or  c al c ul ati o ns.   T h e  pi o n   m ass

m π ¼ 0 .5 9 4 4 5 ð1 5 Þð 1 7 Þ is t a k e n  fr o m   R ef. [ 1 5].

L 3 × T β m q a [f m] L [f m] T [f m] m π L m π T N cf g N sr c

3 2 3 × 4 8 6. 1 − 0 .2 4 5 0 0. 1 4 5 3( 1 6)  4. 5  6. 7  1 9. 0  2 8. 5  7 2 7 3 .7 2 × 1 0 5
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d e n ot e d W f or “ wi d e ” a n d is d efi n e d b y 1 0 0 st e ps of g a u g e-
i n v ari a nt   G a ussi a n  s m e ari n g   wit h C hr o m a s m e ari n g   wi dt h
4. 7, c orr es p o n di n g t o a   G a ussi a n s m e ari n g   wi dt h  of ≈ 2 .7 7
l atti c e  u nits (≈ 0 .4 0 f m).1 7 Li n k s m e ari n g c orr es p o n di n g t o
1 5  st e ps  of  st o ut  s m e ari n g [ 1 4 9] wit h ρ ¼ 0 .1 is  als o
a p pli e d  t o  t h e  s p ati al  li n ks  of  t h e  g a u g e  fi el d  us e d  f or
c o nstr u cti n g  s m e ar e d  s o ur c es  a n d  si n ks.   We  s u bs e q u e ntl y
c al c ul at e  o n e- a n d t w o- n u cl e o n  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri-
c es  usi n g  t h e Q l u a L Q C D  s oft w ar e  fr a m e w or k [ 1 5 2] a n d
a   C + +  i m pl e m e nt ati o n  of  t h e  c o ntr a cti o n  al g orit h m
d es cri b e d i n  S e c. II   B t h at i n cl u d es  si g nifi c a nt  s c h e d uli n g
a n d   m e m or y  o pti mi z ati o ns  f a cilit at e d  b y  t h e  p ol y h e dr al
c o m pil er T ir a mis u [ 1 3 2],  as  d es cri b e d i n   A p p e n di x C .

I n a  pr eli mi n ar y st u d y [ 1 5 3],   w e c al c ul at e d ti m esli c e-t o-
all  s m e ar e d-s m e ar e d  q u ar k  pr o p a g at ors  usi n g Q l u a o n  a
s u bs et  of  1 6 7  g a u g e-fi el d c o nfi g ur ati o ns a n d f urt h er c al c u-
l at e d  o n e-  a n d t w o- n u cl e o n  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es.
We  a n al y z e d t h es e  r es ults  i n d e p e n d e ntl y  b e c a us e  sli g htl y
diff er e nt q u ar k-fi el d s m e ari n gs a n d i n v ert er t ol er a n c es   w er e
us e d,  a n d   w e  f o u n d  r es ults  t h at  ar e  c o nsist e nt  at ð1 – 2 Þσ
f or  all  e n er g y  l e v els   wit h  t h e  si g nifi c a ntl y   m or e  pr e cis e
r es ults  fr o m  t h e  f ull  s et  of  g a u g e-fi el d  c o nfi g ur ati o ns
pr es e nt e d  b el o w.

A.   T h e  n u cl e o n  c h a n n el

F or  t h e  n u cl e o n,  t h e  q u ar k- w a v e-f u n cti o n  s m e ari n g
r a di us  is  t h e  o nl y  p ar a m et er  v ari e d  i n  t h e  si n gl e-
h a dr o n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  c o nstr u cti o n  d es cri b e d  i n
S e c. II   A 1.   T his  r es ults  i n  a n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et

S N ¼ f N T ; NW g w h er e N T (N W )  d e n ot es  t h e “ t hi n”
(“ wi d e ” )  n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at or   wit h  t h e  s m all er-
(l ar g er-)r a di us q u ar k-fi el d s m e ari n g.   T h e 2 × 2 c orr el ati o n-

f u n cti o n   m atri x C
ð1 ;12 ; Gþ

1
Þ

χ χ 0 ð tÞ f or  t his  i nt er p ol ati n g- o p er at or

s et  is  di a g o n ali z e d  b y  s ol vi n g  t h e   G E V P  i n   E q. ( 4 8) t o

o bt ai n Ĉ
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n ð tÞ.   T h e  eff e cti v e  e n er gi es E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n ðtÞ
d efi n e d  b y   E q. ( 5 3) ar e  s h o w n  i n  Fi g. 5 .   T h e   G E V P
c orr el ati o n  f u n cti o n s  ar e  fit t o  tr u n c at e d  s p e ctr al  r e pr e-
s e nt ati o n s  u si n g  a  v ari et y  of   mi ni m u m  s o ur c e/ si n k  s e p-
ar ati o ns  a n d  n u m b ers  of  e x cit e d  st at e s,  a n d  a   w ei g ht e d

a v er a g e  of t h e s e fit r e s ult s i s  u s e d t o  o bt ai n E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n a s
d e s cri b e d i n   A p p e n di x D .   T h e  c e ntr al  v al u es  a n d  u n c er-
t ai nti e s  ( w hi c h  h er e  a n d  b el o w  c orr es p o n d  t o  6 8 %  c o n-
fi d e n c e i nt er v al s  d et er mi n e d  u si n g  b o ot str a p   m et h o d s)  o n
t h e   G E V P  e n er gi es  d et er mi n e d  usi n g  t hi s  fitti n g  pr o-
c e d ur e,   wit h  fi x e d  v al u e s  of t0 ¼ 5 a n d tr ef ¼ 1 0 i n  t h e
n ot ati o n  of   E q. ( 5 0), ar e

E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

0 ¼ 1 .2 0 4 4 6 ð8 3 Þ ¼ 1 .6 3 6 ð1 Þð1 8 Þ G e V ; ð5 9 Þ

E
ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ
1 ¼ 1 .7 7 0 ð1 4 Þ ¼ 2 .4 0 4 ð1 9 Þð2 6 Þ G e V ; ð6 0 Þ

w h er e  t h e  fir st  u n c ert ai nti e s  s h o w  st ati sti c al  a n d  fitti n g
s y st e m ati c  u n c ert ai nti e s  a d d e d  i n  q u a dr at ur e  a n d  t h e
s e c o n d  u n c ert ai nti es  f or  t h e  e n er gi e s  i n  p h y si c al  u nit s
ar e as s o ci at e d   wit h t h e u n c ert ai nti es i n t h e d et er mi n ati o n of
a ¼ 0 .1 4 5 3 ð1 6 Þ f m [ 1 5] ( a m bi g uiti es i n d efi ni n g t h e l atti c e
s p a ci n g a w a y fr o m t h e p h y si c al v al u es of t h e q u ar k   m a s s e s
ar e  n ot  q u a ntifi e d).   T h e  gr o u n d-st at e  e n er g y  is  c o nsist e nt
wit h  pr e vi o us  c al c ul ati o ns  usi n g  a  l ar g er  e ns e m bl e  of
g a u g e-fi el d  c o nfi g ur ati o ns   wit h  i d e nti c al  p ar a m et ers,
w hi c h  o bt ai n e d M N ¼ 1 .2 0 4 6 7 ð5 7 Þ ¼ 1 .6 3 6 ð1 8 Þ G e V [ 1 8].

FI G. 5.  Si n gl e- n u cl e o n   G E V P eff e cti v e e n er gi es d efi n e d b y   E qs. ( 5 0) a n d ( 5 3) wit h t0 ¼ 5 a n d tr ef ¼ 1 0 f or t h e gr o u n d st at e a n d first
e x cit e d  st at e.  P oi nts   wit h  err or  b ars  s h o w t h e  c e ntr al  v al u e s  a n d  6 8 %  b o otstr a p  c o nfi d e n c e i nt er v als  f or   G E V P  c orr el ati o n-f u n cti o n
r es ults.  S h a d e d  c ol or e d  b a n ds s h o w t h e t ot al  st atisti c al  pl us fitti n g s yst e m ati c  u n c ert ai nti es  a d d e d i n  q u a dr at ur e (t h e  o utli n e d r e gi o ns
s h o w  t h e  st atisti c al  u n c ert ai nt y  of  t h e  hi g h est- w ei g ht  fit  e nt eri n g  t h e   w ei g ht e d  a v er a g e  of  a c c e pt a bl e  fit  r es ults  al o n g   wit h  its
c orr es p o n di n g fit ti m e i nt er v al)  as  d es cri b e d i n   A p p e n di x D .   T h e   m a xi m u m t s h o w n  c orr es p o n ds t o t h e l ar g est t l ess t h a n t olt h er m ¼

3 T = 8 f or   w hi c h t h e si g n al-t o- n ois e r ati o  of E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n ð tÞ is  gr e at er t h a n t oln ois e ¼ 0 .1 ; s e e  Fi g. 3 7 f or l ar g er t r es ults f or E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

1 ðtÞ.

T h e i ns et hist o gr a ms s h o w t h e r el ati v e o v erl a p f a ct ors Z
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n χ f or χ ∈ S N c orr es p o n di n g t o t hi n (l eft b ar of e a c h hist o gr a m) a n d   wi d e
(ri g ht  b ar  of  e a c h  hist o gr a m)   G a ussi a n  s m e ari n gs.   T h e  err or  b ars  o n t h e  hist o gr a ms  d e n ot e t h e  b o otstr a p  6 8 %  c o nfi d e n c e i nt er v als.

1 7 T h e T a n d W s m e ari n gs  ar e  c o nstr u ct e d  usi n g  i d e nti c al
G a ussi a n  s m e ari n g  k er n els   wit h   wi dt h ε ≈ 0 .0 5 5 i n t h e  n ot ati o n
of   R ef. [ 1 4 1] a n d  diff er i n t h e  n u m b er  of it er ati v e a p pli c ati o ns  of
t his  k er n el.
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T h e  g a p  b et w e e n  t h e  gr o u n d  st at e  a n d  first  e x cit e d-

st at e e n er gi es is gi v e n b y δ ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ ¼ 0 .5 6 6 ð1 4 Þ, w hi c h is
s m all er  t h a n  t h e  g a p  t o  t h e  n o ni nt er a cti n g P - w a v e  pi o n

pr o d u cti o n  t hr es h ol d  f or  t his  v ol u m e
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ ð 2 π = L Þ 2
p

þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
m 2

π þ ð 2 π = L Þ 2
p

− M N ¼ 0 .6 4 1 0 ð1 2 Þ.
N e gli gi bl e  s e nsiti vit y  is  s e e n  t o  eit h er  t h e  c h oi c es  of

t0 ∈ ½3 ; 7 a n d tr ef ∈ ½8 ; 1 2 or  t h e  c h oi c e  of   G E V P
eff e cti v e- e n er g y  d efi niti o n.   T h e  v ari ati o n  i n t0 a n d tr ef is
dis c uss e d  i n   A p p e n di x E .   Alt er n ati v e  eff e cti v e- e n er g y
d efi niti o ns  b as e d  o n   G E V P  ei g e n v al u es  r at h er  t h a n
G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns  c o m p ut e d  usi n g t h e  ei g e n v e c-
t ors  ar e  als o s h o w n i n   A p p e n di x E f or  c o m p aris o n.   Gi v e n
t his  i ns e nsiti vit y,  t h e  v al u e t0 ¼ 5 is  c h os e n  f or  t h e  fi n al
r es ults.   T his  c h oi c e  is   m oti v at e d  b y t h e  f a ct t h at  e x cit e d-
st at e  c o nt a mi n ati o n is  cl e arl y  visi bl e i n   G E V P  c orr el ati o n
f u n cti o n r es ults f or t < 5 .   T h er ef or e, t h e a p pr o xi m ati o n t h at
s p e ctr al r e pr es e nt ati o ns c a n b e tr u n c at e d t o o nl y i n cl u d e t h e
st at es  o v erl a p pi n g   wit h  t h e  c h os e n  i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et   m a y  b e  s us p e ct  f or t < 5 ,  e v e n  t h o u g h  fitt e d   G E V P
e n er g y l e v els  ar e i ns e nsiti v e.   T h e  v al u e tr ef ¼ 2 t0 ¼ 1 0 is
t h e n   m oti v at e d b y t h e ar g u m e nts of   R ef. [ 1 0 0],   w h er e u n d er
t h e  ass u m pti o n  t h at  a n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  d o mi-
n a ntl y  o v erl a ps   wit h  t h e  l o w est I st at es,  it  is  s h o w n  i n
p ert ur b ati o n  t h e or y  t h at t0 ≥ t =2 is  s uffi ci e nt  t o  d e m o n-
str at e  t h at  e x cit e d-st at e  eff e cts  fr o m  st at es  o utsi d e  t h e
s u bs p a c e  s p a n n e d  b y  t h e   G E V P  ei g e n v e ct ors  ar e  s u p-

pr ess e d  b y e − t½E
ðB;I; Γ J Þ

I
− E

ðB;I; Γ J Þ
n ,   w h er e I is  t h e  si z e  of  t h e

i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et.

T h e  o v erl a p  f a ct ors Z
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n χ ar e  o bt ai n e d  fr o m
E q. ( 5 6) usi n g  fit  r es ults  f or  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els
a n d  ei g e n v e ct ors   wit h  t h e  s a m e  fi x e d t0 a n d tr ef .

N or m ali z e d  r el ati v e  o v erl a p  f a ct ors Z
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n χ ar e  t h e n
o bt ai n e d  fr o m   E q. ( 5 7) a n d  ar e  gi v e n  b y

Z
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

0 N T
¼ 0 .4 4 8 8 ð3 Þ; Z

ð1 ;12 ; Gþ
1

;S N Þ
0 N W

¼ 0 .5 5 1 2 ð3 Þ;

Z
ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ
1 N T

¼ 0 .8 9 ð3 Þ; Z
ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ
1 N W

¼ 0 .1 1 ð3 Þ: ð6 1 Þ

T h es e   G E V P r es ults f or E
ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ
n ðtÞ a n d Z

ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ
n χ c a n

b e  us e d  t o  r e c o nstr u ct  t h e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  i n
t h e f N T ; NW g b asis  usi n g   E q. ( 4 7).   T h es e   G E V P  r e c o n-
str u cti o ns  c a n  b e  c o m p ar e d  t o  n u m eri c al  r es ults  f or

C
ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ

χ χ 0 ð tÞ t o  c h e c k  h o w   w ell  a  s p e ctr al  r e pr es e nt ati o n

i n cl u di n g o nl y t h e   G E V P e n er g y l e v els c a n d es cri b e t h e f ull

c orr el ati o n  f u n cti o n.   T h e  eff e cti v e   m ass es E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

χ χ 0 ð tÞ

o bt ai n e d  fr o m  t h e  di a g o n al  a n d  off- di a g o n al  el e m e nts  of
t h e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  ar e  s h o w n i n  Fi g. 6 ,  al o n g
wit h t h e  eff e cti v e   m ass es  o bt ai n e d fr o m t h e  c orr es p o n di n g
G E V P  r e c o nstr u cti o ns  usi n g   E q. ( 4 7).   T h e   G E V P  r e c o n-
str u cti o ns  r e pr o d u c e  t h e  eff e cti v e   m ass es  o bt ai n e d  fr o m
t h e f N T ; NW g i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit hi n 2 σ u n c ert ai n-
ti es  f or t ≳ t0 ¼ 5 .   T h e  c e ntr al  v al u e  of  t h e   G E V P

r e c o nstr u cti o n  of t h e ½N W ; NT eff e cti v e   m ass  a p pr o a c h es
t h e   G E V P  gr o u n d-st at e  e n er g y  fr o m  b el o w  b e c a us e

Z̃
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

1 N W N T
¼ − 0 .1 2 ð2 Þ is  n e g ati v e.   T h es e  e x cit e d-st at e

eff e cts  i n ½N W ; NT ar e  s u p pr ess e d  b y  b ot h  t h e  s m all

e x cit e d-st at e  o v erl a p  of N W a n d  b y e − tδ
ð1 ;1

2
; Gþ

1
;S N Þ

wit h

t ≫ 1 = δ ð1 ;12 ; Gþ
1

;S N Þ ¼ 1 .7 7 ð4 Þ,  a n d  it  is  cl e ar  fr o m  Fi g. 6
t h at  e x cit e d-st at e  eff e cts i n ½N W ; NT c orr el ati o n f u n cti o ns
ar e  n e gli gi bl e  f or t ≳ 5 .

B.   T h e  di n e ut r o n  c h a n n el

T h e   L Q C D  e n er g y  s p e ctr u m  f or  t w o- n u cl e o n  s yst e ms
wit h I ¼ 1 is i n d e p e n d e nt  of I z i n t his is os pi n-s y m m etri c
c al c ul ati o n  a n d  r es ults  f or n n , p p ,  a n d  s pi n-si n gl et p n
s yst e ms  ar e  e q ui v al e nt; t his  c h a n n el   will  b e r ef err e d t o  as
t h e  di n e utr o n  c h a n n el  b el o w  i n  or d er  t o  disti n g uis h  it
fr o m t h e I ¼ 0 , s pi n-tri pl et  d e ut er o n c h a n n el. S - w a v e t w o-
n u cl e o n   w a v e f u n cti o ns i n t h e I ¼ 1 c h a n n el ar e ass o ci at e d
wit h  t h e Γ J ¼ A þ

1 r e pr es e nt ati o n  i n  t h e  i nfi nit e- v ol u m e
li mit,  as  dis c uss e d i n  S e c. II   C.   T h e  F V a n al o gs  of S - w a v e

di n e utr o n o p er at ors ar e  di b ar y o n o p er at ors D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s k g ,   w h er e

s l a b els  t h e  r el ati v e- m o m e nt u m  s h ell   wit h  all  p ositi v e-
p arit y  pl a n e- w a v e   w a v e  f u n cti o ns   wit h s ∈ f 0 ; … ; 6 g
i n cl u d e d i n  o ur c al c ul ati o ns, k l a b els t h e   m ulti pli cit y i n d e x
of  t h e  r el ati v e   w a v e  f u n cti o n  ( w hi c h  f or  t h e Γ J ¼ A þ

1

di n e utr o n  c h a n n el is  si m pl y  1),  a n d g ∈ f T;   W g d es cri b es
w h et h er  t hi n  or   wi d e   G a ussi a n  s m e ari n g  is  us e d  o n  all
si x  q u ar k  fi el ds.  I n  a d diti o n,   w e  i n cl u d e  h e x a q u ar k

o p er at ors H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

g a n d  q u asil o c al  o p er at ors Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

q g wit h
e x p o n e nti al  l o c ali z ati o n  s c al es κ q ∈ f κ 1 ; κ 2 ; κ 3 g ¼
f 0 .0 3 5 ; 0 .0 7 0 ; 0 .1 4 g i n  l atti c e  u nits,  c orr es p o n di n g  t o
f 4 8 ; 9 5 ; 1 9 0 g M e V.   T h es e  q u asil o c al   w a v e  f u n cti o ns
r es e m bl e  F V t w o- n u cl e o n b o u n d-st at e   w a v e f u n cti o ns   wit h
bi n di n g   m o m e nt a  c orr es p o n di n g  t o κ q t h at  ar e  ass o ci at e d
wit h  bi n di n g e n er gi es  of f 0 .0 0 1 0 ; 0 .0 0 4 1 ; 0 .0 1 6 g i n l atti c e
u nits,  c orr es p o n di n g  t o f 1 .4 ; 5 .5 ; 2 2 g M e V.   T his  r a n g es
fr o m l ess t h a n t h e  bi n di n g e n er g y  of t h e  d e ut er o n i n  n at ur e
t o t h e a v er a g e of t h e   m or e d e e pl y b o u n d r es ults f or n e g ati v e
F V e n er g y s hifts f or t h e di n e utr o n [ 0. 0 1 1 1( 2 1), 0. 0 1 2 7( 2 1),
a n d  0. 0 1 3 7( 1 7), c orr es p o n di n g t o  1 5. 1( 2. 8),  1 7. 3( 2. 9), a n d
1 8. 6( 2. 3)   M e V]  a n d  d e ut er o n  [ 0. 0 1 6 5( 2 6),  0. 0 2 0 6( 2 2),
a n d  0. 0 1 9 4( 2 3), c orr es p o n di n g t o  2 2. 5( 3. 5),  2 8. 0( 3. 0), a n d
2 6. 3( 3. 1)   M e V]  c h a n n els  o bt ai n e d i n   R efs. [ 1 5, 1 8, 2 5] f or
t h e  s a m e  g a u g e  fi el d  e ns e m bl e.

T h e s et of t w o- n u cl e o n i nt er p ol ati n g o p er at ors c o m p ut e d
i n t his   w or k   wit h I ¼ 1 a n d Γ J ¼ A þ

1 i n cl u d es 2 2 di b ar y o n,
h e x a q u ar k,  a n d  q u asil o c al  o p er at ors.   H o w e v er,  a
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  i n cl u di n g  all  2 2  i nt er p ol ati n g

o p er at ors l e a ds t o d et ½C
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

χ χ 0 ð tÞ c o nsist e nt   wit h z er o at 1 σ

f or  all t.   T his  s u g g ests  t h at  at  o ur  c urr e nt  st atisti c al
pr e cisi o n, t his  is  eff e cti v el y  a  d e g e n er at e  s et  of  o p er at ors
t h at  h as st atisti c all y si g nifi c a nt  o v erl a p   wit h f e w er t h a n  2 2
L Q C D  e n er g y  ei g e nst at es.  I n  f a ct,  all I ¼ 1 , Γ J ¼ A þ

1
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i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets   wit h   m or e t h a n  1 6 i nt er p ol ati n g
o p er at ors ar e si mil arl y f o u n d t o b e d e g e n er at e. S ets   wit h 1 6
or  f e w er  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  c a n  b e  c o nstr u ct e d  t h at

s atisf y d et½C
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

χ χ 0 ð tÞ ≠ 0 a n d ar e t h er ef or e n o n d e g e n er at e

at  hi g h  st atisti c al  si g nifi c a n c e.
O n e  s u c h  n o n d e g e n er at e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  is

gi v e n  b y t h e  1 6  o p er at ors

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ ¼ f D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
g js ∈ f 0 ; … ; 6 g ; k ∈ f 1 g ;

g ∈ f T;   W g g ; ð6 2 Þ

w h er e t h e   m ulti pli cit y i n d e x k is  n e c ess aril y  u nit y  b e c a us e

N
ð1 ; Aþ1 Þ
s ¼ 1 .   T his  s et  i n cl u d es  t w o  c o pi es  ( o n e  f or  e a c h

q u ar k-fi el d  s m e ari n g)  of  t h e  s e v e n  di b ar y o n  o p er at ors
r e q uir e d  t o  d es cri b e  n o ni nt er a cti n g  n u cl e o ns   wit h  r el a-

ti v e- m o m e nt u m   m a g nit u d e l ess t h a n
ffiffiffi
8

p
ð 2 π

L Þ i n t h e A þ
1 irr e p

as   w ell as t w o h e x a q u ar k o p er at ors (f or t h e t w o q u ar k-fi el d
s m e ari n gs).   Alt er n ati v e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets i n cl u d-
i n g  diff er e nt s ets  of  1 6  or f e w er i nt er p ol ati n g  o p er at ors ar e
i n v esti g at e d b el o w.   T h e s a m e fitti n g pr o c e d ur e d es cri b e d i n

S e c. III   A is  us e d t o  d et er mi n e E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
n .   T h e  F V e n er g y

s hifts Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n ar e  d et er mi n e d  fr o m  a n al o g o us
w ei g ht e d  a v er a g es  of  c orr el at e d  diff er e n c es  of  fit  r es ults

f or E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n a n d 2 E
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

0 wit h  i n d e p e n d e nt  fits
p erf or m e d  f or  o n e-  a n d  t w o- b ar y o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns
as  d et ail e d i n   A p p e n di x D .   R es ults f or t h e   G E V P eff e cti v e

F V  e n er g y  s hifts  as   w ell  as  fit  r es ults  f or Δ E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
n

a n d Z
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
n f or t h e  ei g ht l o w est- e n er g y  st at es  o bt ai n e d

wit h S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ar e s h o w n i n  Fi gs. 7 a n d 8 .   T h e  gr o u n d- a n d

first- e x cit e d-st at e  F V e n er g y s hifts  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪

wit h t his  fitti n g  pr o c e d ur e  ar e

Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0 ¼ − 0 .0 0 2 4 5 ð5 0 Þ ¼ − 3 .3 3 ð6 8 Þð4 Þ M e V ;

Δ E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
1 ¼ 0 .0 2 2 6 4 ð8 7 Þ ¼ 3 0 .7 ð1 .2 Þð0 .3 Þ M e V : ð6 3 Þ

R es ults f or t h e ei g ht l o w est- e n er g y st at es o bt ai n e d   wit h t his
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  ar e  t a b ul at e d  i n   A p p e n di x F .
T h er e  is  a  cl e ar  g a p  b et w e e n  t h e  l o w est-  a n d  hi g h est-
e n er g y  h al v es  of  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els  o bt ai n e d   wit h

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ , as s e e n i n Fi g. 9 .   T h e hi g h er- e n er g y l e v els (n ≥ 8 )

FI G.  6.  P oi nts   wit h  err or  b ars  s h o w  si n gl e- n u cl e o n  eff e cti v e   m ass es  f or  s e v er al  c orr el ati o n  f u n cti o ns  b uilt  fr o m t h e i nt er p ol ati n g-
o p er at or  s et S N .   Gr a y  b a n ds  ar e   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  d et er mi n e d  b y  i ns erti n g   G E V P  e n er gi es  a n d  o v erl a p  f a ct ors  i nt o  tr u n c at e d
s p e ctr al r e pr e s e nt ati o ns f or t h e  c orr el ati o n f u n cti o ns  s h o w n. I n  p arti c ul ar, t h e  gr a y  b a n ds  ar e  n ot  o bt ai n e d  usi n g fits t o t h e i n di vi d u al
c orr el ati o n  f u n cti o ns  s h o w n.   T h e   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  ar e  dis pl a y e d  f or t ≥ t0 .  I ns et  hist o gr a ms  s h o w  t h e  c e ntr al  v al u e  a n d
6 8 % c o nfi d e n c e i nt er v als (t h e err or b ars) f or t h e r el ati v e c o ntri b uti o n of e a c h   G E V P ei g e nst at e t o t h e c orr es p o n di n g χ ; χ 0 el e m e nt of t h e

c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x, t h at is Z̃
ð1 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n χ χ 0 a s  d efi n e d i n   E q. ( 5 8).   T h e y ar e c ol or e d as i n   E q. ( 5 0),   wit h  bl u e  b ars (n ¼ 0 ) i n t h e l eft

a n d  or a n g e  b ars  ( n ¼ 1 ) i n t h e  ri g ht.
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FI G.  7.   R e s ult s  f or  t w o- n u cl e o n   G E V P  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hift s  f or  t h e  ei g ht  l o w e st- e n er g y  st at e s   wit h I ¼ 1 a n d Γ J ¼ A þ
1

o bt ai n e d u si n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ d efi n e d i n   E q. ( 6 2).   Hi st o gr a m s s h o w Z
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n a n d ar e a n al o g o u s t o t h o s e i n
Fi g. 5 wit h t h e  a d diti o n  of  a  d a s h e d li n e  s e p ar ati n g i nt er p ol ati n g  o p er at or s   wit h t hi n (l eft)  a n d   wi d e (ri g ht)   G a u s si a n  q u ar k-fi el d

s m e ari n g; t h e o p er at or s   wit h e a c h s m e ari n g ar e or d er e d   wit h D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s 1 g wit h s i n cr e a si n g fr o m l eft t o ri g ht, a n d   wit h H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

g o p er at or s

ri g ht m o st.
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s atisf y Δ E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
n ð tÞ ≳ δ ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ f or  all t w h er e  si g n als

c a n b e r es ol v e d d es pit e t h e pr es e n c e of   m a n y n o ni nt er a cti n g

t w o- n u cl e o n  e n er g y  s hifts  b et w e e n Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

7 a n d

Δ E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
8 .   O n e  s c e n ari o  c o nsist e nt   wit h  t h es e  r es ults,

w hi c h  is  i n v esti g at e d  f urt h er  b el o w,  is  t h at  s e v er al   Q C D

e n er g y l e v els  e xist  b et w e e n E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

7 a n d E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

8 , b ut

S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ d o es  n ot  i n cl u d e  i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h  si g-
nifi c a nt  o v erl a p  o nt o  t h es e  st at es.   T h e  di n e utr o n- c h a n n el

e x cit ati o n  e n er g y  g a p  c orr es p o n ds t o 1 = δ ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ ¼ 4 0 ð2 Þ
l atti c e u nits or 5. 8( 2) f m.   D e gr a di n g st atisti c al pr e cisi o n li mits

t h e r es ults t o t h e r e gi m e t ≪ 1 = δ ð2 ;1 ; Aþ
1

;S 0 Þ w h er e it s h o ul d n ot
b e s ur prisi n g t h at a s c e n ari o c o ul d aris e i n   w hi c h t h e e n er g y
st at es   m a ki n g  t h e  l ar g est  c o ntri b uti o ns  t o  t h e  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri x us e d ar e n ot si m pl y t h e l o w est- e n er g y st at es.

O v erl a p-f a ct or  r es ults  d e m o nstr at e  t h at  st at es n ∈
f 0 ; … ; 7 g e a c h  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  eit h er  di b ar y o n
o p er at ors   wit h  a  si n gl e s or   wit h  h e x a q u ar k  o p er at ors
as  s h o w n  i n  Fi gs. 7 a n d 8 .  St at es  c orr es p o n di n g  t o
n ∈ f 0 ; 1 ; 2 g h a v e   m a xi m u m  o v erl a p   wit h D s 1 g o p er at ors
wit h s ¼ n ,  t h e n ¼ 3 st at e  h as   m a xi m u m  o v erl a p   wit h
H g o p er at ors,  a n d n ∈ f 4 ; 5 ; 6 ; 7 g st at es  h a v e   m a xi m u m

FI G.  8.   R es ults  f or  o v erl a p  f a ct ors Z
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n χ d efi n e d  i n
E q. ( 5 7).   U n c ert ai nti es,  s h o w n  b y  err or  b ars  i n  hist o gr a ms  f or
t h e  ei g ht l o w est- e n er g y  st at es i n  Fi g. 7 ,  ar e  n ot  s h o w n  h er e.

FI G. 9.   C o m pil ati o ns of t h e n ∈ f 0 ; … ; 7 g G E V P eff e cti v e F V e n er g y s hifts s h o w n i n Fi g. 7 (l eft) a n d of t h e f ull s et of n ∈ f 0 ; … ; 1 5 g

r es ults (ri g ht) o bt ai n e d   wit h t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ .   N o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n F V e n er g y s hifts 2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ s ð2 π = L Þ 2
p

−

2 M N wit h s ∈ f 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 8 g ar e s h o w n as d as h e d gr a y li n es, a n d t h e si n gl e- n u cl e o n e x cit e d-st at e e n er g y g a p δ ð1 ;12 ; Gþ
1

;S N Þ i s s h o w n
as  a  s h a d e d  or a n g e  b a n d.   H ori z o nt al  offs ets  ar e  a p pli e d t o  p oi nts  a n d  fit  b a n ds i n t h e l eft  p a n el  f or  cl arit y.
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o v erl a p   wit h D s 1 g o p er at ors   wit h s ¼ n − 1 . I n  p arti c ul ar,
t h e gr o u n d st at e h as   m a xi m u m o v erl a p   wit h s ¼ 0 di b ar y o n

o p er at ors,   wit h
P

g Z
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
0 D 0 1 g

¼ 0 .7 1 2 ð8 Þ,  a n d it  h as  n e xt

l ar g est  o v erl a ps   wit h s ¼ 1 di b ar y o n  o p er at ors,   wit h
P

g Z
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0 D 1 1 g
¼ 0 .0 9 5 ð5 Þ,  a n d  h e x a q u ar k  o p er at ors,   wit h

P
g Z

ð2 ;1 ; Aþ
1

;S 0 Þ
0 H g

¼ 0 .0 9 1 8 ð8 Þ.

T h e  ei g ht l o w e st  e n er gi e s  o bt ai n e d  u si n g S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ar e
s h o w n  c o m p ar e d  t o  t h e  l o c ati o n s  of  t h e  n o ni nt er a cti n g

t w o- n u cl e o n  e n er g y l e v el s 2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
M 2

N þ s ð2 π = L Þ 2
p

i n  Fi g. 9 .
T h e   G E V P  e n er g y  l e v el s n ∈ f 0 ; 1 ; 2 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 g e a c h
a p p e ar  sli g htl y  b el o w  o n e  of  t h e s ∈ f 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 g
n o ni nt er a cti n g  l e v el s,   wit h  t h e n ¼ 3 st at e  d et er mi n e d
m u c h l e s s pr e ci s el y t h a n t h e  ot h er st at e s.   T h e  pr e s e n c e of

t h e n ¼ 3 st at e  d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h t h e H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

W

o p er at or  a n d  a p p e ari n g  a s  a n “ e xtr a  l e v el ” w h e n  c o m-
p ar e d  t o  t h e  n o ni nt er a cti n g  t w o- n u cl e o n  s p e ctr u m  i s
r e mi ni s c e nt  of  t h e  e xtr a  l e v el  f o u n d  i n  t h e  vi ci nit y  of
t h e ρ r e s o n a n c e  i n  st u di e s  of π π s c att eri n g  t h at  d o mi-
n a ntl y  o v erl a p s   wit h l o c al  q u ar k  bili n e ar q̄ γ iq i nt er p ol at-
i n g  o p er at or s [ 7 7, 7 8].

T h e  str u ct ur e  of  t his  i nt er esti n g “ e xtr a  l e v el ” c a n  b e
f urt h er  i n v esti g at e d  b y  st u d yi n g  t h e  d e p e n d e n c e  of  t his
e n er g y l e v el  o n  v ari ati o ns i n t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et

us e d.   As s h o w n i n  Fi g. 1 0 , r e m o vi n g t h e H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
W o p er at or

fr o m S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ b ef or e s ol vi n g t h e   G E V P l e a ds t o a c o nsist e nt
e n er g y-l e v el d et er mi n ati o n at t h e 2 σ l e v el b ut i n cr e as es t h e
e x cit e d-st at e  eff e cts  c o nt a mi n ati o n  at  s m all t.   R e m o vi n g

t h e H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

T o p er at or c o n v ers el y  o nl y sli g htl y   m o difi es t h e
s m all-t b e h a vi or  ass o ci at e d   wit h  e x cit e d-st at e  eff e cts  a n d
l e a ds t o a n al m ost i d e nti c al fitt e d e n er g y   wit h sli g htl y l ar g er
u n c ert ai nti es.  S ur prisi n gl y,  e x cit e d-st at e  c o nt a mi n ati o n  is

s e e n t o b e   w ors e f or t ≲ 5 wit h H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

T i n cl u d e d t h a n   wit h

t his  o p er at or  e x cl u d e d  fr o m  a n  ot h er wis e  i d e nti c al  i nt er-
p ol ati n g- o p er at or  s et.  I n  all  c as es t his n ¼ 3 e n er g y-l e v el
d o mi n a ntl y  o v erl a ps   wit h  t h e  h e x a q u ar k  o p er at ors

i n cl u d e d:   wit h S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ , t h e H

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
W a n d H

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
T o v erl a ps

ar e  0. 5 6( 1)  a n d  0. 1 6( 1),  r es p e cti v el y;   wit h  o nl y H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
W

i n cl u d e d, t h e o v erl a p   wit h t his o p er at or is 0. 7 9( 1); a n d   wit h

o nl y H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
T i n cl u d e d,  t h e  o v erl a p   wit h  t his  o p er at or  is

0. 6 4( 3).  It  is  dis c uss e d  f urt h er  b el o w  t h at  r e m o vi n g  b ot h
h e x a q u ar k  o p er at ors  fr o m  t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et
l e a ds t o  d et er mi n ati o ns  of t h e s p e ctr u m i n   w hi c h t his l e v el
a p p e ars t o  b e  a bs e nt.   Alt h o u g h t h e st atisti c al  u n c ert ai nti es
of  t his  l e v el  ar e  si g nifi c a ntl y  l ar g er  t h a n  t h e  ot h ers,  it  is
cl e ar t h at t h e pr es e n c e of t his e n er g y l e v el is a r o b ust f e at ur e
of t h e   Q C D s p e ctr u m t h at is r e v e al e d at t h e t a n d st atisti c al
pr e cisi o n  of  t his   w or k  o nl y  b y  c al c ul ati o ns  i n cl u di n g
h e x a q u ar k  o p er at ors.  Pr e cis e  d et er mi n ati o ns  of  t h e  s p e c-
tr u m  i n  t his  e n er g y  r e gi o n  i n   m ulti pl e  v ol u m es   will  b e
r e q uir e d t o u n d erst a n d t h e n at ur e of a p ossi bl e r es o n a n c e or
virt u al  b o u n d  st at e  ass o ci at e d   wit h t his  e n er g y l e v el.

T h e  hi g h er- e n er g y   G E V P  e n er g y l e v els n ∈ f 8 ; … ; 1 6 g

o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ar e  all  c o nsist e nt   wit h

Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n ≳ δ ð1 ;12 ; Gþ
1

;S N Þ .   Gi v e n  t h e  pr es e n c e  of   G E V P
e n er g y l e v els  cl os e t o t h e  n o ni nt er a cti n g s ≤ 6 l e v els ( a n d
t h e  a bs e n c e  of  n o ni nt er a cti n g  e n er g y  l e v els   wit h s ¼ 7 ),
o n e  e x p e ct s  t h er e t o  b e   Q C D  e n er g y  l e v el s  cl o s e t o t h e
s ≥ 8 n o ni nt er a cti n g  st at e s,  a n d t h er ef or e  at l o w er  e n er-
gi e s t h a n t h e s e hi g h er- e n er g y e x cit e d st at e s. It i s pl a u si bl e

t h at  s u c h  e n er g y  ei g e n st at e s  e xi st,  b ut S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ d o e s  n ot

h a v e  a n y i nt er p ol ati n g  o p er at or s   wit h si g nifi c a nt  o v erl a p
o nt o  t h e m  (i n  c o m p ari s o n  t o  t h e  o v erl a p s   wit h  ot h er
st at e s).  I n t hi s  c a s e, t h e  hi g h er- e n er g y  e x cit e d  st at e s  ar e
n ot  fr e e  fr o m  c o nt a mi n ati o n  fr o m  l o w er- e n er g y  st at e s.
T h e   G E V P  e n er g y  l e v el s  a s s o ci at e d   wit h  t h e s e  hi g h er-
e n er g y  st at e s  ar e t h er ef or e  n ot  c o n si d er e d t o  b e  r eli a bl e
a n d  ar e  n ot  r e p ort e d.

Ot h er  n o n d e g e n er at e s ets   wit h 1 6  or f e w er o p er at ors c a n
als o b e c o nstr u ct e d.   R es ults f or t h e gr o u n d-st at e  F V e n er g y
s hifts  f or  a  v ari et y  of i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets,

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
① ¼

n
D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

s k g js ∈ f 0 g
o

;

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
② ¼

n
D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
g js ∈ f 0 g

o
;

S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

③ ¼
n

Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

1 g ; D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

g js ∈ f 1 ;… ;6 g
o

;

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
④ ¼

n
Q

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
2 g ; D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
g js ∈ f 1 ;… ;6 g

o
;

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⑤ ¼

n
Q

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
3 g ; D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
g js ∈ f 1 ;… ;6 g

o
;

S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⑥ ¼
n

Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

3 g ; D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

g js ∈ f 0 ;2 ;… ;6 g
o

;

ð6 4 Þ

FI G.  1 0.   T h e   G E V P c orr el ati o n f u n cti o ns f or t h e n ¼ 3 e n er g y
l e v el  d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h  h e x a q u ar k  o p er at ors,  als o
s h o w n i n  Fi g. 7 , is  dis pl a y e d i n r e d   wit h  a  h ori z o nt al  offs et f or
cl arit y.  It  is  c o m p ar e d   wit h  a n al o g o us   G E V P  c orr el ati o n  f u n c-

ti o ns f or i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets i n   w hi c h H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

T i s r e m o v e d,

i n  gr e e n,  a n d   wit h H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

W r e m o v e d, i n  p ur pl e.
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l e a di n g t o r el ati v el y pr e cis e   G E V P c orr el ati o n f u n cti o ns ar e
s h o w n  i n  Fi g. 1 1 .1 8 F or  all  of  t h es e  s ets, k ∈ f 1 g a n d
g ∈ f T;   W g .   T h e  gr o u n d-st at e  F V  e n er g y  s hifts  f or  t h es e

s ets  ar e  c o nsist e nt   wit h t h e r es ults f or S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ at 1 σ . It is

n ot e w ort h y t h at  gr o u n d-st at e  e n er g y r es ults fr o m S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

① ,
w hi c h  o nl y i n cl u d es D 0 1 g o p er at ors,  ar e  c o nsist e nt  at t his
l e v el  of  pr e cisi o n   wit h  gr o u n d-st at e  e n er g y  r es ults  usi n g

S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ . It is  als o  n ot e w ort h y t h at Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

q g o p er at ors   wit h

all t hr e e  v al u es  of κ q c a n  b e i n cl u d e d i n  pl a c e  of D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

0 1 g

o p er at ors   wit h o ut  si g nifi c a ntl y  aff e cti n g  t h e  gr o u n d-st at e
F V e n er g y-s hift  r es ults,  alt h o u g h  t h e  gr o u n d-st at e  e n er g y

pr e cisi o n d e cr e as es as κ q is i n cr e as e d.  F urt h er, t h e Q
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
3 g

o p er at ors  c a n  b e i n cl u d e d  al o n gsi d e D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

0 1 g o p er at ors i n

pl a c e  of D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

1 1 g o p er at ors; t his si g nifi c a ntl y  d e cr e as es t h e

pr e cisi o n  of t h e  gr o u n d-st at e  F V e n er g y  s hift  a n d l e a ds t o
s o m e dist orti o ns of t h e hi g h er- e n er g y s p e ctr u m b ut l e a ds t o
c o nsist e nt  r es ults  f or  t h e  gr o u n d-st at e  e n er g y.   R e pl a ci n g

D
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
s 1 g o p er at ors   wit h  l ar g er s wit h Q

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
q g o p er at ors

l e a ds  t o  e v e n  l ess  pr e cis e  r es ults,  s u g g esti n g  t h at  t h e

Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

q g o p er at ors  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  t h e  s a m e
gr o u n d  a n d  first  e x cit e d  st at es i d e ntifi e d  b y   G E V P  c al c u-

l ati o ns  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ .   T his is c o nsist e nt   wit h a s c e n ari o i n

w hi c h  t h er e  ar e  1 6   L Q C D  e n er g y  ei g e nst at es  t h at  h a v e
si g nifi c a nt  o v erl a p   wit h  t h e  2 2  o p er at ors  of  t h e  f or ms

D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s k g , H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

g ,  a n d Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

q g us e d  h er e.

I n  g e n er al,  o p er at or  s ets   wit h  f e w er  t h a n  1 6  o p er at ors
d o  n ot  gi v e  r es ults  t h at  ar e  q u alit ati v el y  or  q u a ntit ati v el y

c o nsist e nt   wit h r es ults  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ .   R es ults f or

s ets  of  1 4  o p er at ors,

S̃
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
ⓜ ¼

n
D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
g js ∈ f 0 ; … ; 6 g n m

o
;

m ∈ f 0 ; … ; 6 g ;

S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⑦ ¼
n

D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s k g js ∈ f 0 ; … ; 6 g
o

; ð6 5 Þ

o bt ai n e d  b y  r e m o vi n g  o n e  of  t h e  t w o- n u cl e o n  o p er at ors
wit h  b ot h s m e ari n gs  or t h e  h e x a q u ar k  o p er at ors   wit h  b ot h
s m e ari n gs,  ar e  s h o w n i n  Fi g. 1 2 . It is  n ot e w ort h y t h at t h e

l o w est- e n er g y  st at e  o bt ai n e d  usi n g S̃
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ i s  c o nsist e nt

wit h  t h e  first  e x cit e d  st at e  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ r at h er

t h a n  t h e  c orr es p o n di n g  gr o u n d  st at e.   Alt h o u g h S̃
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪

i n cl u d es i nt er p ol ati n g  o p er at ors t h at  ar e  n ot  ort h o g o n al t o

t h e  gr o u n d st at e i d e ntifi e d  b y S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ (t h e  o v erl a p f a ct ors

Z
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
0 χ c o m p ut e d  usi n g S

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ ar e  n o n z er o  at  hi g h

st atisti c al  si g nifi c a n c e  f or  s e v er al  of  t h e  i nt er p ol ati n g

o p er at ors  i n cl u d e d  i n S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ⊂ S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ),  e a c h  o p er at or

i n S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ o v erl a ps   m or e str o n gl y   wit h s o m e  e x cit e d st at e
t h a n   wit h t h e  gr o u n d  st at e.   T h er ef or e,  o v er t h e r a n g e  of t
c o nsi d er e d h er e, t h e   G E V P r es ults r es e m bl e a s p e ctr u m t h at

is   missi n g t h e S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ gr o u n d  st at e,   w hil e  r es ults  f or t h e
ot h er  l e v els  ar e  l ar g el y  u n aff e ct e d  ( n ot e  t h at  t h e  l o w est

e n er g y  o bt ai n e d  usi n g S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ i s still a  v ali d  b o u n d  o n t h e

gr o u n d-st at e e n er g y).   R es ults f or s ets S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

① ; … ; S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⑥

si mil arl y r es e m bl e r es ults  f or S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ wit h  o n e l o w-l yi n g
e n er g y l e v el “ missi n g ” w hil e t h e  r e m ai ni n g  e n er g y l e v els

ar e  l ar g el y  u n aff e ct e d.   R es ults  f or S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⑦ si mil arl y

r es e m bl e  r es ults  f or S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ wit h o ut  t h e “ e xtr a  l e v el ”

d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h  t h e H
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

W o p er at ors.
T h es e  r es ults  d e m o nstr at e  t h e  i m p ort a n c e  of  usi n g  a n
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et   wit h  si g nifi c a nt  o v erl a p  o nt o
all  e n er g y  l e v els  of  i nt er est  a n d  f urt h er  d e m o nstr at e  t h at
h a vi n g a l ar g e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et is  n ot s uffi ci e nt t o
g u ar a nt e e t h at a s et   will h a v e g o o d o v erl a p o nt o t h e gr o u n d
st at e  or  a  p arti c ul ar  e x cit e d  st at e. It is  als o  n ot  g u ar a nt e e d
t h at  a d di n g  li n e arl y  i n d e p e n d e nt  i nt er p ol ati n g  o p er at ors
will  all o w  a  l ar g er  n o n d e g e n er at e  c orr el ati o n-f u n cti o n
m atri x  t o  b e  r es ol v e d  at  a  gi v e n  st atisti c al  e ns e m bl e  si z e
( as  d e m o nstr at e d  h er e  b y  t h e  o ns et  of  d e g e n er a c y  if

q u asil o c al  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e  a d d e d  t o S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ ).

T h es e  r es ults  s u g g est  t h at  it  is  diffi c ult  t o  di a g n os e  t h e
pr es e n c e  of   missi n g  e n er g y l e v els, si n c e   G E V P r es ults f or
i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets t h at  gi v e ris e t o   missi n g  e n er g y
l e v els  d o  n ot s h o w  o b vi o us si g ns  of i n c o nsist e n c y   wit h o ut
c o m p ari n g  t h e m  t o  r es ults  fr o m  a   m or e  c o m pl et e  s et.
B e c a us e t h e p ositi o ns of t h e e n er g y l e v els t h at ar e i d e ntifi e d
b y t h es e  s m all er i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  ar e  c o nsist e nt
wit h t h e e n er g y l e v els a p p e ari n g i n   m or e c o m pl et e s ets, t h e
s c att eri n g  p h as e  s hifts  ass o ci at e d   wit h t h es e  e n er g y l e v els
will  als o  b e  c o nsist e nt  a n d  t h e  a p p e ar a n c e  of  a   missi n g

l e v el,  f or  e x a m pl e,  i n  r es ults  f or S̃
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⑦ ,  is  n o   m or e

o b vi o us  fr o m  a  s c att eri n g  a m plit u d e  a n al ysis  t h a n  fr o m
i ns p e cti o n  of t h e  F V e n er g y  s hifts,  s e e  S e c. III   D.

T h e i n di vi d u al  c orr el ati o n f u n cti o ns  ass o ci at e d   wit h t h e
i nt er p ol ati n g  o p er at or   m ost str o n gl y  o v erl a p pi n g   wit h e a c h
G E V P  e n er g y  l e v el  pr o vi d e  g o o d  a p pr o xi m ati o ns  t o  t h e
G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  f or t ≳ t0 ¼ 5 ,  as  s h o w n  i n
Fi g. 1 3 .  I n  all  c as es t h e  F V e n er g y  s hifts  ass o ci at e d   wit h
½D s 1 W ; Ds 1 W c orr el ati o n  f u n cti o ns  a p pr o a c h  t h e   G E V P
r es ults  fr o m  a b o v e.   T h e  F V e n er g y  s hifts  ass o ci at e d   wit h
½D s 1 W ; HW c orr el ati o n f u n cti o ns ar e als o s h o w n i n  Fi g. 1 3 .

1 8 R el ati v el y  pr e ci s e   G E V P r es ults  c a n  als o  b e  e xtr a ct e d fr o m
t h e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  st u di e d i n   R ef. [ 1 5 3] usi n g  a n

a d diti o n al  o p er at or  s et  r el at e d t o S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⑥ b y  r e pl a ci n g Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

3 g

wit h Q
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

2 g .   H o w e v er,  usi n g  t h e  l ar g er  s et  of  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri c es  i n cl u d e d  i n  t h e  a n al ysis  pr es e nt e d  h er e,  t h e
c orr es p o n di n g  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c e s  ar e  f o u n d  t o  b e
d e g e n er at e   wit hi n 1 σ u n c ert ai nti es.
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B ot h  t h e  eff e cti v e  e n er gi es  a n d  t h e  eff e cti v e  F V  e n er g y
s hifts  f or  all ½D s 1 W ; HW c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  c o nsis-
t e ntl y ð1 – 4 Þσ b el o w  t h e  c orr es p o n di n g   G E V P  r es ults  f or

t ≳ 5 u ntil si g n al-t o- n ois e d e gr a d ati o n   m a k es t h e diff er e n c e
c o nsist e nt   wit h z er o.   A p pl yi n g t h e s a m e fit r a n g e s el e cti o n
a n d   w ei g ht e d  a v er a gi n g  pr o c e d ur e  d es cri b e d  i n

FI G.  1 1.   T h e  b ott o m  p a n el  s h o ws t h e  gr o u n d-st at e  F V e n er g y s hifts  o bt ai n e d  usi n g   G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h i nt er p ol ati n g-

o p er at or s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ s h o w n i n Fi g. 7 ( bl u e) c o m p ar e d t o r es ults o bt ai n e d usi n g s e v e n ot h er i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets d efi n e d i n   E q. ( 6 4)
( p ur pl e).   Ot h er  p a n els  s h o w  t h e  gr o u n d-st at e  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hift  f or  e a c h  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  as  i n di c at e d  i n  t h e
c orr es p o n di n g l e g e n d.
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A p p e n di x D t o  a  c o m bi n e d  fit  of ½D 0 1 g ; Hg c orr el ati o n
f u n cti o ns   wit h s ∈ f T;   W g gi v es  a  gr o u n d- st at e  e n er g y
r e s ult  of − 0 .0 1 8 6 ð2 8 Þ.   T h e  s a m e  fit  pr o c e d ur e  a p pli e d
t o ½D 1 1 g ; Hg gi v es  a  r es ult  f or  t h e  first  e x cit e d  st at e  of
0. 0 0 9 7( 3 3).   Hi g h er-st atisti cs  a n al ys es  of ½D 0 1 g ; Hg 0 a n d
½D 1 1 g ; Hg 0 c orr el ati o n f u n cti o n s   wit h s m e ar e d s o ur c es a n d
b ot h  s m e ar e d  a n d  p oi ntli k e  si n ks i n   R ef. [ 1 5],   R ef. [ 2 5],
a n d   R ef. [ 1 8] gi v e   m or e  pr e ci s e  r es ults  of − 0 .0 1 1 1 ð2 1 Þ,
− 0 .0 1 2 7 ð2 1 Þ, a n d − 0 .0 1 3 7 ð1 7 Þ f or  t h e  gr o u n d-st at e  F V
e n er g y s hift, r es p e cti v el y, a n d   R efs. [ 1 6, 1 8] gi v e r es ults  of
0. 0 1 6 5( 2 6)  a n d  0. 0 1 5 7( 2 5)  f or  t h e  fir st- e x cit e d- st at e  F V
e n er g y  s hifts,  r es p e cti v el y.   T h e s e  ar e  c o nsist e nt   wit h  t h e
½D s 1 g ; Hg r es ults of t his w or k at 2 σ .   T h e fir st e x cit e d- st at e
e n er g y  d et er mi n e d  i n   R ef. [ 2 5], − 0 .0 0 6 1 ð9 Þ,  is  o bt ai n e d
usi n g  as y m m etri c  c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h  s p ati all y
dis pl a c e d  t w o- n u cl e o n  s o ur c es  a n d D 0 1 g si n ks.   T h er e  is
t h er ef or e  c o nsist e n c y  b et w e e n r es ults fr o m  diff er e nt st u d-
i e s  usi n g  si mil ar  i nt er p ol ati n g  o p er at ors,  as  s h o w n  i n
Fi g. 1 4 f or  t h e  gr o u n d  st at e,  b ut  i nt er p ol ati n g- o p er at or
d e p e n d e n c e  is  si g nifi c a ntl y  l ar g er  t h a n t h e  st atisti c al  a n d
fitti n g  s yst e m ati c  err or s  o bt ai n e d  usi n g  si n gl e-  or   m ulti-
e x p o n e nti al  fits   wit h  a  gi v e n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et.

I nt er p ol ati n g- o p er at or  d e p e n d e n c e  al s o  l e a ds  t o

diff er e n c es  b et w e e n Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S Þ

n o bt ai n e d usi n g v ari ati o n al
m et h o ds   wit h  diff er e nt S t h at  ar e l ar g er t h a n t h eir  u n c er-

t ai nti es,  i n  p arti c ul ar Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S̃ 0 Þ

0 ¼ 0 .0 2 1 8 ð1 0 Þ diff er s

fr o m Δ E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
0 b y 2 1 σ ,  a n d  it  is  i m p ort a nt  t o  r e c all

t h at  t h e  c orr e ct  i nt er pr et ati o n  of  r e s ult s  o bt ai n e d  usi n g
v ari ati o n al   m et h o ds  is  as  u p p er  b o u n d s  o n  e n er gi es.  I n
ot h er   w or ds, t h e gr o u n d- st at e e n er g y b o u n d o bt ai n e d usi n g

S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ i s  v ali d,  b ut it is l e ss  c o nstr ai ni n g t h a n t h e  b o u n d

o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ .

R es ults  f or E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n a n d Z
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n c a n  b e  us e d  t o
r e c o nstr u ct c orr el ati o n f u n cti o ns f or p arti c ul ar i nt er p ol ati n g
o p er at ors  as  dis c uss e d  f or  t h e  n u cl e o n  i n  S e c. III   A.   T h e

i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ i n cl u d es D

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
0 1 g a n d

H
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
g o p er at ors  a n d t h e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  f or

S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ t h er ef or e  i n cl u d es ½D 0 1 g ; D0 1 g , ½D 0 1 g ; Hg ,  a n d

½H g ; Hg c orr el ati o n  f u n cti o ns.   R e c o nstr u cti o ns  of t h e  F V

e n er g y  s hifts  ass o ci at e d   wit h  p ositi v e- d efi nit e ½D s 1 g ; Ds 1 g

FI G.  1 2.  F V e n er g y  s hifts  o bt ai n e d  usi n g   G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ (l eft  c ol u m n i n  e a c h
p a n el  a n d  c orr es p o n di n g  t o  Fi g. 7 )  ar e  c o m p ar e d  t o  r es ults  o bt ai n e d  usi n g  t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  d efi n e d  i n   E q. ( 6 4) wit h
gr o u n d-st at e e n er g y s hifts f e at ur e d i n  Fi g. 1 1 (l eft), as   w ell as t h e ei g ht ot h er i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets d efi n e d i n   E q. ( 6 5) (ri g ht).   T h e

c ol or  c o di n g f or S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ e n er gi es f oll o ws t h at i n  Fi g. 7 ,  a n d t h e  d as h e d li n es s h o w  n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n  e n er gi es  as i n  Fi g. 9 .
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c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h s ∈ f 0 ; … ; 6 g a n d g ∈ f T;   W g
ar e  s h o w n  i n  Fi g. 1 5 .   C o nsist e n c y  b et w e e n  c orr el ati o n
f u n cti o n  a n d   G E V P  r e c o nstr u cti o n  r es ults  is  f o u n d  at
t h e ð1 – 2 Þσ l e v el  f or t ≳ 6 .  Si g nifi c a nt  d e vi ati o ns  f or
½D s 1 T ; Ds 1 T c a n  b e  s e e n  at t ¼ 5 ,   w hi c h  s u g g ests  t h at
c o ntri b uti o ns  t o  c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h  t hi n  s m e ari n g
fr o m  e x cit e d  st at es  o utsi d e  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els  c a n
o nl y  b e  n e gl e ct e d  f or t ≳ 6 .

A n al o g o us   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  f or ½D 0 1 g ; D0 1 g ,
½D 0 1 g ; Hg ,  a n d ½H g ; Hg c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  s h o w n
i n  Fi g. 1 6 .   T h er e is a gr e e m e nt at t h e ð1 – 2 Þσ l e v el  b et w e e n
t h e   G E V P r e c o nstr u cti o ns  a n d  c orr el ati o n f u n cti o n r es ults
f or t ≳ 6 .   T h e ½D 0 1 W ; D0 1 W c orr el ati o n  f u n cti o n  is  d o mi-
n at e d  b y t h e   G E V P  gr o u n d-st at e c o ntri b uti o n   wit h  o v erl a p

Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0 D 0 1 W D 0 1 W
¼ 0 .9 6 2 ð7 Þ a n d  i n cl u d es  a  f e w- p er c e nt-l e v el

FI G.  1 4.   C o m p aris o ns  of  F V  e n er g y-s hift  r es ults  f or  t h e n ¼ 0 a n d n ¼ 1 st at es  b et w e e n  pr e vi o us  r es ults  o bt ai n e d  i n
R efs. [ 1 5, 1 6, 1 8, 2 5] usi n g t h e  s a m e  g a u g e fi el d  e ns e m bl e   wit h ½D;   H c orr el ati o n f u n cti o n ( as   w ell  as  dis pl a c e d  s o ur c e s i n   R ef. [ 2 5])

a n d r es ults  of t his   w or k  o bt ai n e d  usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds   wit h i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ , i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪

(i n   w hi c h t h e  o p er at ors  d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h t h e  gr o u n d  st at e  ar e  o mitt e d),  a n d  n o n v ari ati o n al r es ults  o bt ai n e d  usi n g ½D;   H
c orr el ati o n f u n cti o ns.   Arr o ws  e m p h asi z e t h e f a ct t h at t h e  v ari ati o n al   m et h o d  pr o vi d es (st o c h asti c)  u p p er  b o u n ds  o n  e n er g y l e v els  a n d
t h er ef or e  F V  e n er g y  s hifts  u n d er  t h e  ass u m pti o n  t h at  t h e  n u cl e o n   m ass  is  a c c ur at el y  i d e ntifi e d,   w hil e ½D;   H c orr el ati o n  f u n cti o ns
pr o vi d e  a n  esti m at e  of t h e  e n er g y  b ut  h a v e  s yst e m ati c  u n c ert ai nti es i n  b ot h  dir e cti o ns t h at  ar e  diffi c ult t o  esti m at e.

FI G. 1 3.   T h e u p p er (l o w er) p a n els s h o w diff er e n c es b et w e e n t h e eff e cti v e  F V e n er g y s hifts c o m p ut e d usi n g c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h
di b ar y o n  s o ur c e s  a n d  si n ks ½D s 1 W ; Ds 1 W ( h e x a q u ar k  s o ur c e s  a n d  di b ar y o n  si n ks ½D s 1 W ; HW )  a n d t h e fitt e d  F V e n er g y  s hifts f or t h e

S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ G E V P e n er g y l e v els t h at  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h D
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

s 1 W ,   w hi c h ar e n ∈ f 0 ; 1 ; 2 g f or t h e l eft  p a n els a n d n ∈ f 4 ; 5 ; 6 ; 7 g f or
t h e  ri g ht  p a n els.
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c o ntri b uti o n  fr o m  t h e   G E V P  first  e x cit e d  st at e.   T h e
a p p ar e nt  pl at e a u  b el o w t hr es h ol d i n t h e ½D 0 1 W ; HW c orr e-
l ati o n f u n cti o n is r e pr o d u c e d  b y t h e   G E V P r e c o nstr u cti o n

wit h Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0 D 0 1 W H W
¼ − 0 .6 1 ð4 Þ,  a  si g nifi c a nt  o p p osit e-si g n

c o ntri b uti o n  fr o m  t h e  first   G E V P  e x cit e d  st at e

Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

1 D 0 1 W H W
¼ 0 .1 4 ð1 Þ,  a  s m all er  c o ntri b uti o n  fr o m  t h e

s e c o n d   G E V P  e x cit e d  st at e Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

2 D 0 1 W H W
¼ 0 .0 4 ð1 Þ,  a n d

e v e n  s m all er  c o ntri b uti o ns  fr o m  hi g h er- e n er g y   G E V P
e x cit e d  st at es.   T h e   G E V P  r e c o nstr u cti o n  pr e di cts t h at t h e
½D 0 1 W ; HW eff e cti v e  F V e n er g y s hifts a p pr o a c h t h e   G E V P
gr o u n d-st at e  F V e n er g y  s hift  f or l ar g e t,  a n d i n  p arti c ul ar
t h at t h e   G E V P r e c o nstr u cti o n  of t h e ½H W ; D0 1 W eff e cti v e

F V e n er g y  s hift  r e a c h es 1 σ c o nsist e n c y   wit h Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0

o nl y  f or  a n  u n a c hi e v a bl e t ≳ 8 0 .  It  h as  b e e n  pr e vi o usl y
ar g u e d  i n   R efs. [ 8 0, 8 6],  b as e d  o n  c al c ul ati o ns  usi n g  t h e
H A L   Q C D  p ot e nti al   m et h o d,  t h at ½D;   H c orr el ati o n
f u n cti o ns  e x hi bit l ar g e  F V e n er g y s hifts  at ∼ 1 f m t h at   will
a p pr o a c h  v al u es  cl os er  t o  t hr es h ol d  f or  si mil ar t t o  t h os e
pr e di ct e d  b y t h e   G E V P a n al ysis  h er e.   Alt h o u g h t h e r es ults
of   R ef. [ 8 0] a n d  t h e   G E V P  a n al ysis  h er e  b ot h  i n di c at e

si g nifi c a nt o p p osit e-si g n c o ntri b uti o ns t o ½D;   H c orr el ati o n
f u n cti o ns  fr o m  t h e  gr o u n d  st at e  a n d  l o w- e n er g y  e x cit e d

st at es,  t h e  p att er n  of Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0 H W D s 1 W
pr e di ct e d  i n   R ef. [ 8 0] is

r el ati v el y c o nst a nt i n s w hil e t h e  o v erl a p f a ct ors c al c ul at e d
h er e d e cr e as e r a pi dl y   wit h i n cr e asi n g s .  F urt h er, t h er e is n o
e vi d e n c e  f or  t h e  e xtr a  l e v el  ass o ci at e d   wit h  h e x a q u ar k
o p er at ors f o u n d  h er e i n t h e  p ot e nti al- m et h o d- b as e d r es ults
of   R ef. [ 8 0].

Ot h er  as y m m etri c  c orr el ati o n f u n cti o ns  e x hi bit  eff e cti v e
F V e n er g y  s hifts si g nifi c a ntl y  b el o w t hr es h ol d   wit h   mil d t
d e p e n d e n c e  o v er  t h e  r a n g e t ≳ 5 w h er e  si g n als  c a n  b e
r es ol v e d.   R es ults  f or ½D 0 1 T ; Ds 1 W c orr el ati o n  f u n cti o ns
wit h s ≠ 0 ar e  s h o w n  i n  Fi g. 1 7 .   T h es e  c orr el ati o n
f u n cti o ns  s h o w  F V  e n er g y  s hifts ∼ 0 .1 b el o w  t hr es h ol d
wit h   mil d, alt h o u g h i n s o m e c as es st atisti c all y si g nifi c a nt, t
d e p e n d e n c e.   A p pl yi n g t h e s a m e fitti n g pr o c e d ur e d es cri b e d
a b o v e  t o  t h es e  c orr el ati o n  f u n cti o ns  l e a ds  t o  st atisti c all y
si g nifi c a nt  F V e n er g y  s hifts i n  s e v er al  c as es: − 0 .0 6 5 ð1 4 Þ,
− 0 .0 8 4 ð2 1 Þ, − 0 .0 8 8 ð1 8 Þ, − 0 .0 4 9 ð2 7 Þ,  a n d − 0 .0 5 3 ð1 0 Þ
f or s ¼ 2 t o s ¼ 6 ,  r es p e cti v el y.   C o n v ers el y,  a  l ar g e
fitti n g  s yst e m ati c  u n c ert ai nt y  is  o bt ai n e d  f or s ¼ 1 wit h

FI G.  1 5.  P oi nt s   wit h  err or  b ars s h o w  eff e cti v e  F V e n er g y s hifts f or  p ositi v e- d efi nit e  di b ar y o n  c orr el ati o n f u n cti o ns ½D s 1 g ; Ds 1 g wit h
s ∈ f 0 ; … ; 6 g fr o m b ott o m t o t o p   wit h   wi d e (t hi n) q u ar k-fi el d s m e ari n g i n t h e l eft (ri g ht) p a n el.   Gr a y c ur v es a n d b a n ds s h o w t h e c e ntr al
v al u es  a n d  6 8 %  c o nfi d e n c e i nt er v als f or   G E V P r e c o nstr u cti o n s t h at  ar e  o bt ai n e d  b y i ns erti n g   G E V P  e n er g y-l e v el  a n d  o v erl a p-f a ct or

r es ults o bt ai n e d usi n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ i nt o t h e s p e ctr al r e pr es e nt ati o ns f or t h es e c orr el ati o n f u n cti o ns f or all t ≥ t0

i n a n al o g y t o Fi g. 6 . I n p arti c ul ar, gr a y c ur v es a n d b a n ds ar e n ot o bt ai n e d dir e ctl y fr o m fits t o t h e c orr el ati o n f u n cti o ns s h o w n.   R el ati v el y
l ar g e u n c ert ai nti es o n t h e hi g h er- e n er g y h alf of t h e s p e ctr u m l e a d t o l ar g er u n c ert ai nti es i n   G E V P r e c o nstr u cti o ns at s m all t, p arti c ul arl y
f or t h e  n arr o w  s m e ari n g  c as e i n t h e  ri g ht  p a n el.
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a  r es ult − 0 .1 ð1 .1 Þ.   T h e   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  usi n g

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ r e pr o d u c e  t h e  s u bt hr es h ol d  b e h a vi or  of  all  t h es e

c orr el ati o n f u n cti o ns  o v er t h e r a n g e  of t w h er e si g n als c a n
b e  r es ol v e d  t hr o u g h  o p p osit e-si g n  li n e ar  c o m bi n ati o ns  of
gr o u n d-st at e  c o ntri b uti o ns  a n d  c o ntri b uti o ns  fr o m  e x cit e d
st at es  a b o v e  a n d  b el o w  t h e  si n gl e- n u cl e o n  first  e x cit e d
st at e.   O n e  p ossi bl e  i nt er pr et ati o n  of  t h e  f a ct  t h at   G E V P

r es ults  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ wit h  a  gr o u n d-st at e  e n er g y  of

− 0 .0 0 2 4 5 ð5 0 Þ c a n  r e pr o d u c e  t h e  s u bt hr es h ol d  b e h a vi or
of  t h es e  c orr el ati o n  f u n cti o ns  is  t h at  t h es e  s u bt hr es h ol d
eff e cti v e  F V e n er g y s hifts  ar e  n ot  ass o ci at e d   wit h  p h ysi c al

st at es at t h es e e n er gi es b ut ar e t- d e p e n d e nt c o m bi n ati o ns of
e n er g y l e v els.   A n ot h er  p ossi bl e i nt er pr et ati o n is t h at s o m e
or  all  of t h es e  as y m m etri c  c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  o v er-
l a p pi n g   wit h  st at es  b el o w t hr es h ol d t h at  ar e  n ot  visi bl e i n

t h e   G E V P c orr el ati o n f u n cti o ns  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ . I n

p arti c ul ar, it is str ai g htf or w ar d t o c o nstr u ct t o y e x a m pl es of
o v erl a p f a ct ors f or   w hi c h as y m m etri c c orr el ati o n f u n cti o ns
c o nstr u ct e d fr o m  n e arl y  ort h o g o n al  s o ur c e  a n d  si n k i nt er-
p ol ati n g  o p er at ors  o v erl a p   wit h  d e e pl y  b o u n d  st at es  t h at
d o  n ot  c o ntri b ut e  t o  t h e  c orr es p o n di n g  p ositi v e- d efi nit e
di a g o n al  c orr el ati o n  f u n cti o ns.   C o nsi d er  f or  e x a m pl e  a
t hr e e-st at e  s yst e m  a n d  a  p air  of i nt er p ol ati n g  o p er at ors A

FI G.  1 6.   Eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  a n d   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ f or ½D 0 1 g ; D0 1 g , ½D 0 1 g ; Hg ,  a n d ½H g ; Hg
c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h   wi d e (t hi n)  q u ar k-fi el d s m e ari n g ar e s h o w n i n t h e l eft (ri g ht)  p a n els.   Hist o gr a m s s h o w t h e c e ntr al  v al u es a n d

6 8 %  c o nfi d e n c e  i nt er v als  f or  t h e  r el ati v e  c o ntri b uti o ns Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n χ χ 0 of  e a c h   G E V P  e n er g y  l e v el  t o  t h e  c orr el ati o n  f u n cti o n.   B ars

c orr es p o n d t o n v al u es i n cr e asi n g fr o m l eft t o ri g ht,   wit h c ol ori n g c o nsist e nt   wit h  Fi g. 9 .   O v erl a p f a ct ors f or t hi n s m e ari n g i nt er p ol ati n g
o p er at ors  ar e   m or e  s e nsiti v e  t o  l ess  pr e cis el y  d et er mi n e d  hi g h- e n er g y  e x cit e d-st at e  e n er gi es,   w hi c h  l e a ds  t o  t h e  r el ati v el y  l ar g e

u n c ert ai nti es i n Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n D 0 1 T H T
.
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a n d B ,   wit h  t h e  tr u e  e n er g y  s p e ctr u m  f or  t his  t o y   m o d el
gi v e n  b y

E
ðA B Þ
0 ¼ η − Δ ; E

ðA B Þ
1 ¼ η ; E

ðA B Þ
2 ¼ η þ δ ; ð6 6 Þ

a n d  n or m ali z e d  o v erl a p f a ct ors f or  o p er at ors A a n d B o nt o
t h es e t hr e e  st at es  (i n i n cr e asi n g  e n er g y  or d er)  gi v e n  b y

Z A ¼ ϵ ;
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 − ϵ 2

p
; 0 ; Z B ¼ ϵ ; 0 ;

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 − ϵ 2

p
; ð6 7 Þ

wit h ϵ ≪ 1 a n d  r e al.  P ositi v e- d efi nit e ½A;  A a n d ½B;  B
c orr el ati o n f u n cti o ns   will  o v erl a p  d o mi n a ntl y   wit h t h e first
a n d  s e c o n d  e x cit e d  st at es,  r es p e cti v el y,   w hil e  as y m m etri c
½A;  B c orr el ati o n f u n cti o ns   will  o v erl a p  p erf e ctl y   wit h t h e
gr o u n d  st at e  a n d   m a y  or   m a y  n ot  b e  p ositi v e  d efi nit e
d e p e n di n g o n ϵ . I n t h e ϵ → 0 li mit ( or i n pr a cti c al sit u ati o ns

w h er e ϵ ≈ 0 wit hi n  st atisti c al  u n c ert ai nt y),  t h e   G E V P
s ol uti o n  t o  t h e 2 × 2 c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  usi n g
t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et f A;  B g will  si m pl y  b e  t h e
½A;  A a n d ½B;  B c orr el ati o n f u n cti o ns.   C orr e cti o ns  arisi n g
fr o m  n o n z er o ϵ c a n  b e  c al c ul at e d  e x a ctl y  a n d  a d mit  a
si m pl e  p ert ur b ati v e e x p a nsi o n i n ϵ . T o O ðϵ 3 Þ a c c ur a c y, t h e
G E V P  ei g e n v al u es  ar e  gi v e n  b y

λ
ðA B Þ
0 ¼ e − ðt− t0 Þη ½1 þ ϵ 2 ð e tΔ − e t0 Δ Þ þ O ðϵ 4 Þ ;

λ
ðA B Þ
1 ¼ e − ðt− t0 Þðη þ δ Þ ½1 þ ϵ 2 ðe tðΔ þ δ Þ − e t0 ðΔ þ δ Þ Þ þ O ðϵ 4 Þ ;

ð6 8 Þ

d e m o nstr ati n g  t h at  v ari ati o n al   m et h o ds   will  n ot  r e c o v er
t h e  tr u e  gr o u n d-st at e  e n er g y  t h at  d o mi n at es  t h e ½A;  B
c orr el ati o n  f u n cti o n  u nl ess t is  l ar g e  e n o u g h  t h at e tΔ

FI G.  1 7.   Eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  a n d   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ½D 0 1 T ; Ds 1 W c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h

s ∈ f 1 ; … ; 6 g .   Hist o gr a ms  of Z̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n χ χ 0 ar e  as i n  Fi g. 1 6 .
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c o m p e ns at es  f or  t h e O ðϵ 2 Þ o v erl a p-f a ct or  s u p pr essi o n  of
t h e  gr o u n d-st at e  c o ntri b uti o n  t o  t h e   G E V P  ei g e n v al u es.
T his  e x a m pl e  c a n  b e tri vi all y  g e n er ali z e d t o i n cl u d e   m or e
st at es. If st at es   wit h e n er gi es   m u c h f urt h er  b el o w t hr es h ol d

t h a n E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
0 ar e  pr es e nt i n   Q C D,  a d diti o n al i nt er p ol at-

i n g  o p er at ors  t h at  ar e  n e arl y  ort h o g o n al  t o  t h e  di b ar y o n,
h e x a q u ar k, a n d  q u asil o c al i nt er p ol ati n g  o p er at ors i n cl u d e d
i n  t his  c al c ul ati o n   will  b e  r e q uir e d  t o  c o nstr u ct  a n  i nt er-
p ol ati n g- o p er at or  s et t h at  str o n gl y  o v erl a ps   wit h t h e m.

C orr el ati o n  f u n cti o ns  f or  t w o- n u cl e o n  s yst e ms   wit h
I ¼ 1 a n d  ot h er c u bi c tr a nsf or m ati o n  pr o p erti es  ass o ci at e d
wit h  n o n z er o  a n g ul ar   m o m e nt u m  c a n  als o  b e  c o nstr u ct e d
usi n g  li n e ar  c o m bi n ati o ns  of  pl a n e- w a v e  di b ar y o n  o p er-
at ors as  d es cri b e d i n  S e c. II   C. I nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h
I ¼ 1 a n d Γ J ∈ f E þ ; Tþ2 ; Tþ1 ; Aþ2 g r e q uir e  n o ntr a nsl ati o n-
all y i n v ari a nt   w a v e  f u n cti o ns  a n d t h er ef or e  o nl y t h e D s k g

o p er at ors   wit h s ≠ 0 c o ntri b ut e t o t h es e irr e ps.   T h e  s et  of
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  c o m p ut e d f or t h es e irr e ps  d o es  n ot
i n cl u d e a d diti o n al o p er at ors b esi d es t w o c o pi es (f or t h e t w o
q u ar k-fi el d  s m e ari n gs)  of  e a c h  pl a n e- w a v e  di b ar y o n  o p er-
at or  r e q uir e d t o  d es cri b e  n o ni nt er a cti n g  n u cl e o ns,  a n d  f or
t h es e  irr e ps  t h e  f ull  s ets  of  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e
n o n d e g e n er at e.   R es ults  f or   G E V P  F V  e n er g y  s hifts
o bt ai n e d  usi n g  t h e  s a m e  fitti n g   m et h o ds  a p pli e d  t o  t h e
A þ

1 irr e p  ar e  t a b ul at e d  i n   A p p e n di x F .   T h e  l o w er- e n er g y
h alf  of  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els  ar e  i n  o n e-t o- o n e  c orr e-
s p o n d e n c e   wit h  t h e  n o ni nt er a cti n g  t w o- n u cl e o n  e n er g y
l e v els   wit h  t h e  s a m e s ,  as  s h o w n  i n  Fi g. 1 8 .1 9 Als o,  as
i n t h e A þ

1 irr e p, t h e hi g h er- e n er g y h alf  of t h e   G E V P e n er g y

l e v els  s atisf y Δ E
ð2 ;1 ;Γ J ;S 0 Þ
n ≳ δ ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ a n d  a p p e ar  a b o v e

n o ni nt er a cti n g e n er g y l e v els n ot ass o ci at e d   wit h i nt er p ol at-
i n g  o p er at ors  pr es e nt  i n  t h es e  s ets.   T h es e  hi g h er- e n er g y
G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns, t h er ef or e,  c a n  b e  e x p e ct e d t o
c o nt ai n  c o nt a mi n ati o n  fr o m  l o w er- e n er g y  st at es  t h at
w e a kl y  o v erl a p   wit h  t h e  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  pr es e nt
i n t his  c al c ul ati o n,  a n d t h e  ass o ci at e d   G E V P  e n er g y l e v els
ar e  c o nsi d er e d  u nr eli a bl e  a n d  n ot  pr es e nt e d.  Si n c e  o nl y
di b ar y o n  o p er at ors  ar e i n cl u d e d i n t h es e irr e ps,  st at es t h at
ar e a n al o g o us t o t h e r el ati v el y n ois y st at e i n t h e A þ

1 irr e p f or

w hi c h Z
ð2 ;I;Γ J Þ
n H g

≫ Z
ð2 ;I;Γ J Þ
n D s k g

m a y   w ell e xist i n t h es e irr e ps b ut

t h eir  e xtr a cti o n   w o ul d  r e q uir e  a d diti o n al  l o c ali z e d  o p er-
at ors t o  b e i n cl u d e d i n t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et.

C.   T h e  d e ut e r o n  c h a n n el

T h e I ¼ 0 d e ut er o n  c h a n n el  i n cl u d es  fl a v or-
a ntis y m m etri c p n s yst e ms  t h at  f or  p ositi v e- p arit y  s p ati al
w a v e f u n cti o ns   m ust b e a ntis y m m etri c i n s pi n a n d t h er ef or e

i n  a  c u bi c  F V  h a v e Γ S ¼ T þ
1 .2 0 H e x a q u ar k,  q u asil o c al,  a n d

s ¼ 0 di b ar y o n  o p er at ors  i n  t his  c h a n n el  h a v e Γ l ¼ A þ
1

a n d t h er ef or e Γ J ¼ T þ
1 .   D u e t o s pi n- or bit c o u pli n g, t h e Γ J ¼

T þ
1 irr e p  i n cl u d es  n ot  o nl y s ≥ 1 di b ar y o n  o p er at ors   wit h

Γ l ¼ A þ
1 b ut  als o  di b ar y o n  o p er at ors   wit h Γ l ∈ f E þ ; Tþ1 ;

T þ
2 g .  Si n c e  t h e  d e ut er o n  b o u n d  st at e  i n  n at ur e  c a n  b e

d es cri b e d as a n a d mi xt ur e of S - a n d D - w a v e st at es, o p er at ors
wit h Γ l ∈ f E þ ; Tþ2 g ass o ci at e d   wit h D - w a v e   w a v e  f u n c-
ti o ns  i n  t h e  i nfi nit e- v ol u m e  li mit  ar e  of  p arti c ul ar  i nt er est.
R es ults  f or Γ J ¼ T þ

1 ,  i n cl u di n g  o p er at ors   wit h  all  r el e v a nt
Γ l ,   will  b e  dis c uss e d  first.   T ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m  c u bi c
irr e ps Γ J ∈ f T þ

2 ; Eþ ; Aþ2 ; Aþ1 g ar e ass o ci at e d   wit h Γ l ≠ A þ
1

a n d  t h er ef or e l > 0 p arti al   w a v es  i n  t h e  i nfi nit e- v ol u m e
li mit.   T h es e   will  b e  dis c uss e d  at t h e  e n d  of t his  s e cti o n.

A t ot al of 4 8 li n e arl y i n d e p e n d e nt i nt er p ol ati n g o p er at ors
wit h I ¼ 0 a n d Γ J ¼ T þ

1 ar e i n cl u d e d i n  o ur  c al c ul ati o ns:
t w o  c o pi es  f or  t h e  t w o  q u ar k-fi el d  s m e ari n gs  of  e a c h  of
P

6
s ¼ 0 N

ð0 ; Tþ1 Þ
s ¼ 2 0 di b ar y o n  o p er at ors,  t hr e e  q u asil o c al

o p er at ors,  a n d  o n e  h e x a q u ar k  o p er at or.  I n cl u di n g  all
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  l e a ds  t o  a  c orr el ati o n-f u n cti o n
m atri x   w h os e  d et er mi n a nt  is  c o nsist e nt   wit h  z er o  at 1 σ
f or  all t a n d   w h os e  ei g e n v al u es  c a n n ot  b e  r eli a bl y  d et er-
mi n e d  at  t h e  pr e cisi o n  of  o ur  c al c ul ati o n.   As  i n  t h e
di n e utr o n  c as e,  o p er at ors  c a n  b e  r e m o v e d  u ntil  a  n o n-
d e g e n er at e  s et  is  o bt ai n e d  ( d efi n e d  as  a  s et   w h er e  t h e
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  d et er mi n a nt  is  r es ol v e d  fr o m
z er o).   T h e l ar g est n o n d e g e n er at e i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets
c o nstr u ct e d i n t his   w a y i n cl u d e  4 2 i nt er p ol ati n g  o p er at ors.

O n e  c h oi c e  of  a  n o n d e g e n er at e  s et  of  4 2  i nt er p ol ati n g

o p er at ors  i n cl u d es  all  2 0 D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s k g i nt er p ol ati n g  o p er at ors

wit h  e a c h  s m e ari n g  r e q uir e d  t o  d es cri b e  n o ni nt er a cti n g

n u cl e o ns   wit h r el ati v e   m o m e nt u m l ess t h a n
ffiffiffi
8

p
ð 2 π

L Þ as   w ell

as t h e t w o H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
g i nt er p ol ati n g  o p er at ors  c orr es p o n di n g

t o t hi n  a n d   wi d e  s m e ari n g   wi dt hs,

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ¼
n

D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s k g ; H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

g js ∈ f 0 ; … ; 6 g ;

k ∈
n

1 ; … ; N
ð0 ; Tþ1 Þ
s

o
; g ∈ f T;   W g

o
; ð6 9 Þ

w h er e t h e   m ulti pli citi es  of  di b ar y o n  o p er at ors   wit h s -s h ell

r el ati v e   m o m e nt a N
ð0 ; Tþ

1
Þ

s ar e  s h o w n i n   Ta bl e III.   R es ults

f or   G E V P eff e cti v e  F V e n er g y s hifts usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ a n d t h e

c orr es p o n di n g fit r es ults f or Δ E
ð2 ;0 ; Tþ1 ;S 0 Þ
n o bt ai n e d usi n g t h e

s a m e  fitti n g   m et h o ds  as  b ef or e  ar e  s h o w n  f or  t h e  l e v els
n ∈ f 0 ; … ; 2 0 g i n  Fi gs. 1 9 – 2 1 .   T h e  l o w- e n er g y   G E V P
e n er g y  l e v els  i n cl u d e  o n e  st at e  t h at  d o mi n a ntl y  o v erl a ps

wit h  t h e H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
W o p er at or  as   w ell  as  e n er g y  l e v els  t h at

1 9 N ot e t h at t h e  n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n e n er g y l e v els  h a v e

n o ntri vi al   m ulti pli citi es N
ð1 ;Γ J Þ
s ,  as  s h o w n  i n   Ta bl e III,  a n d  i n

p arti c ul ar  v a nis h f or s o m e  c h oi c es  of s a n d Γ J .   T his l e a ds t o t h e
a bs e n c e  of  e n er g y l e v els f or  s o m e  c o m bi n ati o ns  of s a n d Γ J i n
Fi g. 1 8 as   w ell as t h e  pr es e n c e  of   m ulti pl e cl os el y s p a c e d e n er g y
l e v els  n e ar  s o m e  ot h er  c o m bi n ati o ns  of s a n d Γ J .

2 0 T his  r estri cti o n  d o es  n ot  a p pl y  t o N Δ , Δ Δ ,  a n d  ot h er
o p er at ors   wit h  t h e  s a m e  q u a nt u m  n u m b ers  t h at  ar e  n ot  c o n-
str u ct e d  fr o m  pr o d u ct s  of t w o  n u cl e o n  o p er at ors.
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d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h e a c h D
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

s k W o p er at or f or  e a c h s
a n d k .   T h e  gr o u n d-st at e  a n d  first  t w o  e x cit e d-st at e  F V
e n er g y  s hifts  o bt ai n e d   wit h t his  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et
ar e  gi v e n  b y

Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

0 ¼ − 0 .0 0 2 4 8 ð4 8 Þ ¼ − 3 .3 7 ð6 6 Þð4 Þ M e V ;

Δ E
ð2 ;0 ; Tþ1 ;S 0 Þ
1 ¼ 0 .0 2 1 7 3 ð9 1 Þ ¼ 2 9 .5 ð1 .2 Þð0 .3 Þ M e V : ð7 0 Þ

T h e i n v ers e e x cit ati o n- e n er g y  g a p f or t h e d e ut er o n c h a n n el

c orr es p o n ds  t o   E u cli d e a n  ti m e 1 = δ ð2 ;0 ; Tþ1 ;S 0 Þ ¼ 4 1 ð2 Þ i n
l atti c e u nits or 6. 0( 3) f m, a n d d e gr a di n g st atisti c al pr e cisi o n

li mits  o ur  r es ults  t o  t h e  r e gi m e t ≪ 1 = δ ð2 ;0 ; Tþ
1

;S 0 Þ .  F urt h er

r es ults f or Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n ar e pr es e nt e d f or n ∈ f 0 ; … ; 2 0 g i n
A p p e n di x F a n d  a  c o m pil ati o n  of t h e   G E V P  eff e cti v e  F V
e n er g y  s hifts  f or  t h es e  st at es  is  s h o w n  i n  Fi g. 2 2 .   T h e
l o w est- e n er g y h alf of t h e   G E V P e n er g y l e v els ar e b el o w t h e
s ¼ 6 n o ni nt er a cti n g e n er g y l e v el,   w hil e t h e hi g h est- e n er g y
h alf  of t h e   G E V P  e n er g y l e v els  ar e  at  si g nifi c a ntl y  hi g h er

e n er gi es   wit h Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n ≳ δ ð1 ;12 ; Gþ
1

;S N Þ .  S e v er al  n o ni nt er-
a cti n g e n er g y l e v els li e i n t h e g a p b et w e e n t h es e t w o h al v es
of t h e   G E V P e n er g y l e v els, a n d as i n t h e di n e utr o n c h a n n el
it  is  v er y  li k el y  t h at  t h er e  ar e   missi n g  e n er g y  l e v els
ass o ci at e d   wit h  st at es  i n  t his  e n er g y  r a n g e  t h at  d o  n ot
h a v e si g nifi c a nt  o v erl a p   wit h t h e i nt er p ol ati n g  o p er at ors i n

S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ .   T h e hi g h er- e n er g y h alf of t h e   G E V P e n er g y l e v els

ar e t h er ef or e  c o nsi d er e d  u nr eli a bl e  a n d  ar e  n ot  r e p ort e d.
O v erl a p-f a ct or  r es ults  d e m o nstr at e  t h at  st at es n ∈

f 0 ; … ; 2 0 g e a c h  d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  eit h er  di b ar y o n
o p er at ors   wit h  a  si n gl e s or   wit h  h e x a q u ar k  o p er at ors  as
s h o w n i n  Fi gs. 1 9 – 2 1 a n d 2 3 .   As i n t h e  di n e utr o n c h a n n el,
t h e gr o u n d st at e h as   m a xi m u m o v erl a p   wit h s ¼ 0 di b ar y o n

o p er at ors   wit h
P

g Z
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

0 D 0 1 g
¼ 0 .6 0 ð1 Þ,  a n d  h as  n e xt

l ar g est  o v erl a ps   wit h s ¼ 1 di b ar y o n  o p er at ors   wit h
P

g Z
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

0 D 1 1 g
¼ 0 .1 0 3 ð4 Þ,  a n d  h e x a q u ar k  o p er at ors   wit h

P
g Z

ð2 ;0 ; Tþ
1

;S 0 Þ
0 H g

¼ 0 .0 8 8 ð1 Þ.   T h e  e x cit e d-st at e  s p e ctr u m

i n cl u d es  s ets  of  a p pr o xi m at el y  d e g e n er at e  e n er g y  l e v els

wit h   m ulti pli cit y N
ð0 ; Tþ1 Þ
s t h at ar e cl os e t o t h e n o ni nt er a cti n g

s -s h ell  e n er gi es  a n d  s e p ar at e d  b y  c o m p ar ati v el y  l ar g e
e n er g y  g a ps.  St at es   wit hi n  e a c h  cl os el y  s p a c e d  s et  c a n
b e  cl e arl y  disti n g uis h e d  b y  t h eir  o v erl a p  f a ct ors  a n d
d o mi n a ntl y  o v erl a p   wit h  eit h er Γ l ¼ A þ

1 or Γ l ≠ A þ
1

o p er at ors,  alt h o u g h t h e  si z e  of  s u b d o mi n a nt  c o ntri b uti o ns
i n cr e as es   wit h i n cr e asi n g s .

T h e st at e c orr es p o n di n g t o n ¼ 6 h as   m a xi m u m  o v erl a p

wit h H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
g o p er at ors  a n d,  as  i n  t h e  di n e utr o n  c h a n n el,

a p p e ars as a n e xtr a l e v el n ot pr es e nt f or n o ni nt er a cti n g t w o-
n u cl e o n s yst e ms.   T his l e v el is at a si mil ar e x cit ati o n e n er g y
t o  t h at  i n  t h e  di n e utr o n  c h a n n el.   As  i n  t h e  di n e utr o n

FI G.  1 8.   G E V P eff e cti v e  F V e n er g y s hifts f or t w o- n u cl e o n s yst e ms c o m p ut e d  usi n g t h e c o m pl et e s ets  of i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h
I ¼ 1 a n d Γ J ∈ f E þ ; Tþ

2 ; Tþ1 ; Aþ2 g .   As i n t h e l eft si d e of  Fi g. 9 , o nl y   G E V P e n er g y l e v els b el o w t h e si n gl e- n u cl e o n first e x cit e d st at e ar e
s h o w n a n d t h e  n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n e n er g y s hifts ar e s h o w n as  d as h e d  gr a y li n es.   H ori z o nt al  offs ets ar e a p pli e d t o p oi nts a n d fit
b a n ds  f or  cl arit y.
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FI G. 1 9.   R es ults f or t w o- n u cl e o n   G E V P eff e cti v e  F V e n er g y s hifts f or t h e l o w est- e n er g y   G E V P c orr el ati o n f u n cti o ns, n ∈ f 0 ; … ; 7 g ,

wit h I ¼ 0 ; Γ J ¼ T þ
1 o bt ai n e d  usi n g t h e s et S

ð2 ;0 ; Tþ
1

Þ

⓪ .  St atisti c al  a n d s yst e m ati c fit  u n c ert ai nti es  ar e s h o w n  as i n  Fi g. 7 .   Hist o gr a ms  of

Z
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n χ ar e  a n al o g o u s t o t h e  hist o gr a ms i n t h at fi g ur e  a n d i n cl u d e  a  d as h e d li n e  s e p ar ati n g t hi n (l eft)  a n d   wi d e (ri g ht)  q u ar k-fi el d

s m e ari n g as   w ell as  d ott e d li n es t h at f urt h er  di vi d e t h e  o p er at ors i nt o s u bs ets c orr es p o n di n g t o Γ l ¼ A þ
1 ; Eþ ; Tþ1 ; Tþ2 fr o m l eft t o ri g ht.

H e x a q u ar k  o p er at ors  a p p e ar  ri g ht m ost  a m o n g  o p er at ors   wit h Γ l ¼ A þ
1 .
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c h a n n el,  t h e  str u ct ur e  of  t his  l e v el  c a n  b e  f urt h er  i n v es-
ti g at e d  b y  st u d yi n g  v ari ati o ns   wit h  i nt er p ol ati n g- o p er at or

s et.   As  s h o w n i n  Fi g. 2 4 ,  r e m o vi n g t h e H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

W o p er at or

fr o m S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ l e a ds t o  a 2 σ s hift i n t h e fitt e d  e n er g y l e v el
a n d a si g nifi c a nt i n cr e as e i n t h e e x cit e d-st at e c o nt a mi n ati o n

visi bl e  at  s m all t.   C o n v ers el y, r e m o vi n g H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
T l e a ds t o

s m all  diff er e n c es i n t h e  si z e  of  e x cit e d-st at e  eff e cts  a n d i n
t h e fitt e d e n er g y r es ults. I n all c as es t his n ¼ 6 e n er g y l e v el
h as   m a xi m u m  o v erl a ps   wit h  t h e  h e x a q u ar k  o p er at ors

i n cl u d e d:   wit h S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ , t h e H

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
W a n d H

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
T o v erl a ps

FI G. 2 0.   R es ults f or t w o- n u cl e o n   G E V P eff e cti v e  F V e n er g y s hifts f or st at e s n ∈ f 8 ; … ; 1 5 g o bt ai n e d usi n g t h e s et S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ .  S y m b ol s
a n d  b a n ds  ar e  a n al o g o u s t o t h os e i n  Fi g. 1 9 .
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ar e  0. 2 8( 1 9)  a n d  0. 0 8( 6), r es p e cti v el y,   wit h  o nl y H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
W

i n cl u d e d, t h e o v erl a p   wit h t his o p er at or is 0. 6 7( 2), a n d   wit h

o nl y H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

T i n cl u d e d,  t h e  o v erl a p   wit h  t his  o p er at or  is

0. 8 2( 1).   Wit h S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ , t0 ¼ 5 ,  a n d tr ef ¼ 1 0 ,  t h e n ¼ 6

e n er g y l e v el  als o  h as si g nifi c a nt  o v erl a p   wit h D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

3 1 W a n d

D
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
3 1 T of  0. 2 0( 2)  a n d  0. 1 2( 2);  h o w e v er,  ot h er  c h oi c es  of

t0 a n d tr ef l e a d t o s m all er o v erl a ps   wit h D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

3 1 g a n d f or all

t0 a n d tr ef c h oi c es t h er e is  n o  e xtr a l e v el  visi bl e   w h e n  n o
h e x a q u ar k  o p er at ors  ar e  i n cl u d e d  i n  t h e  i nt er p ol ati n g-
o p er at or  s et  as  dis c uss e d  f urt h er  b el o w.

T h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  d e p e n d e n c e  of  t h e  ot h er
G E V P  e n er g y-l e v el  r es ults  i n  t his  c h a n n el  c a n  als o  b e
st u di e d b y r e m o vi n g or r e pl a ci n g i nt er p ol ati n g o p er at ors i n

S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ a s  i n  t h e  di n e utr o n  c h a n n el.   R el ati v el y  pr e cis e

G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  o bt ai n e d  usi n g  t h e  i nt er-
p ol ati n g- o p er at or  s ets

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

① ¼
n

D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s k g js ∈ f 0 g
o

;

S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
② ¼

n
D

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
g js ∈ f 0 g

o
;

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

③ ¼
n

Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

1 g ; D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s k g ; H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

g js ∈ f 1 ;… ;6 g
o

;

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

④ ¼
n

Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

2 g ; D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s k g ; H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

g js ∈ f 1 ;… ;6 g
o

;

S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⑤ ¼

n
Q

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
3 g ; D

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
g js ∈ f 1 ;… ;6 g

o
;

S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⑥ ¼

n
Q

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
3 g ; D

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

1 k 0g ; D
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

s k g ;

H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

g js ∈ f 0 ;2 ;… ;6 g
o

; ð7 1 Þ

FI G.  2 1.   R es ults  f or  t w o- n u cl e o n   G E V P  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  f or  st at es n ∈ f 1 6 ; … ; 2 0 g o bt ai n e d  usi n g  t h e  i nt er p ol ati n g-

o p er at or  s et S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ .  S y m b ols  a n d  b a n ds  ar e  a n al o g o us t o t h os e i n  Fi g. 1 9 .
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w h er e i n  all  c as es g ∈ f T;   W g a n d k ∈ f 1 ; … ; N
ð0 ; Tþ

1
Þ

s g .2 1

F or t h e l ast s et k 0 ∈ f 2 ; … ; N
ð0 ; Tþ

1
Þ

1 g .   R es ults f or t h e   G E V P
eff e cti v e gr o u n d-st at e F V e n er g y s hifts o bt ai n e d usi n g t h es e
i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  ar e  s h o w n  i n  Fi g. 2 5 a n d

c o m p ar e d  t o  r es ults  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ .   As  i n  t h e

di n e utr o n  c h a n n el, i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  o bt ai n e d  b y

r e pl a ci n g D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

0 1 g o p er at ors   wit h Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

q g o p er at ors l e a d t o

c o nsist e nt  r es ults  f or  t h e   G E V P  gr o u n d-st at e  F V  e n er g y
s hift   wit h  u n c ert ai nti es  t h at  i n cr e as e   wit h  i n cr e asi n g κ q .

S ets  o bt ai n e d  b y  r e pl a ci n g  t h e D
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
1 1 g o p er at ors   wit h

Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

q g o p er at ors  als o  gi v e  c o nsist e nt  r es ults  f or  t h e
gr o u n d-st at e  a n d  ot h er  l o w-l yi n g  e x cit e d-st at e  F V e n er g y

s hifts  alt h o u g h  t h e  u n c ert ai nti es  o n  t h e  gr o u n d-st at e  F V
e n er g y  s hift  ar e   m u c h  l ar g er  t h a n  t h os e  o bt ai n e d  usi n g

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ .   T his  is  c o nsist e nt   wit h  a  s c e n ari o  i n   w hi c h  t h e
l o w er- e n er g y  h alf  of  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els  i d e ntifi e d

b y S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ar e i n  o n e-t o- o n e  c orr es p o n d e n c e   wit h   L Q C D

e n er g y  ei g e nst at es,  a n d  t h e Q
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
q g o p er at ors  o nl y  h a v e

si g nifi c a nt  o v erl a p   wit h t h e s a m e s et  of  e n er g y  ei g e nst at es
at t h e  st atisti c al  pr e cisi o n  of t his  c al c ul ati o n.

A d diti o n al i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets c a n b e o bt ai n e d b y
r e m o vi n g  a (t hi n-  a n d   wi d e-s m e ar e d)  p air  of i nt er p ol ati n g

o p er at ors  fr o m S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ i n  a n al o g y t o   E q. ( 6 5),

S̃
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ ¼

n
D

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

s k g ; H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
g js ∈ f 1 ;… ;6 g

o
;

S̃
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
ⓜ ¼

n
D

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

s k g ; D
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ

m k 0g ; H
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
g js ∈ f 0 ;… ;6 g n m

o
;

m ∈ f 1 ;… 6 g ;

S̃
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⑦ ¼
n

D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s k g js ∈ f 0 ;… ;6 g
o

; ð7 2 Þ

FI G. 2 2.   C o m pil ati o ns of t h e   G E V P eff e cti v e  F V e n er g y s hifts s h o w n i n  Fi gs. 1 9 – 2 1 c orr e s p o n di n g t o e n er g y l e v els b el o w t h e si n gl e-
n u cl e o n first  e x cit e d st at e a n d c o m p aris o ns t o  n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n  F V e n er g y s hifts ( d as h e d li n es)  as i n  Fi g. 9 .   T h e l eft (ri g ht)
fi g ur es s h o w t h e   G E V P e n er g y l e v els d o mi n a ntl y o v erl a p pi n g   wit h i nt er p ol ati n g o p er at ors   wit h Γ l ¼ A þ

1 ass o ci at e d   wit h S - w a v e st at e s
i n t h e i nfi nit e- v ol u m e li mit (Γ l ∈ f E þ ; Tþ1 ; Tþ2 g ass o ci at e d   wit h D - w a v e  a n d  hi g h er- p arti al   w a v e  st at es i n t h e i nfi nit e- v ol u m e li mit).

T h e   m ulti pli citi es  of a p pr o xi m at el y  d e g e n er at e e n er g y l e v els ar e e q u al t o t h e   m ulti pli citi es N
ð0 ; Tþ

1
Þ

s t a b ul at e d i n   Ta bl e III f or l e v els n e ar
t h e  n o ni nt er a cti n g l e v els  ass o ci at e d   wit h t h e s ∈ f 0 ; … ; 6 g s h ells.

2 1 As i n t h e  di n e utr o n c h a n n el, r el ati v el y  pr e ci s e   G E V P r es ults

c a n  b e e xtr a ct e d f or a n a d diti o n al  o p er at or s et r el at e d t o S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⑥

b y  r e pl a ci n g Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

3 g wit h Q
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

2 g usi n g  t h e  e ns e m bl e  of
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c e s st u di e d i n   R ef. [ 1 5 3] b ut  n ot  usi n g
t h e l ar g er  e ns e m bl e  st u di e d  h er e.
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w h er e g ∈ f T;   W g , k ∈ f 1 ; … ; N
ð0 ; Tþ1 Þ
s g ,  a n d

k 0 ∈ f 2 ; … ; N
ð0 ; Tþ

1
Þ

m g .   R es ults  f or  t h e   G E V P  eff e cti v e  F V
e n er g y  s hifts  a n d  fit  r es ults  f or   G E V P  e n er g y l e v els   wit h
n ∈ f 0 ; … ; 2 0 g usi n g t h es e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  ar e
s h o w n i n  Fi g. 2 6 .   As i n t h e  di n e utr o n  c h a n n el, it is  cl e ar
t h at  r e m o vi n g  t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  p air  t h at  d o mi-
n a ntl y  o v erl a ps   wit h a  p arti c ul ar e n er g y l e v el als o r e m o v es

t h e  c orr es p o n di n g   G E V P  e n er g y l e v el fr o m t h e r es ults f or
t h e  e n er g y  s p e ctr u m.   T h e  f a ct  t h at  a  l ar g e  i nt er p ol ati n g-
o p er at or s et is n ot s uffi ci e nt t o g u ar a nt e e a r eli a bl e gr o u n d-
st at e  e n er g y  e xtr a cti o n  is  d e m o nstr at e d  b y  t h e  c as e  of

S̃
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ ,   w h er e a s et of 4 0 i nt er p ol ati n g o p er at ors l e a ds t o a

gr o u n d-st at e  e n er g y  r es ult  t h at  is 5 σ l ar g er  t h a n  t h e

c orr es p o n di n g  r es ult  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ .
Diff er e n c es  b et w e e n  F V e n er g y  s hifts  d et er mi n e d   wit h

i n di vi d u al ½D s 1 W ; HW c orr el ati o n  f u n cti o ns  a n d  t h e

S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ G E V P  F V e n er g y s hifts fr o m t h e  st at e   m a xi m all y

o v erl a p pi n g   wit h D s 1 W ,  as   w ell  as  t h e  c orr es p o n di n g
diff er e n c es  b et w e e n ½D s 1 W ; Ds 1 W F V  e n er g y  s hifts  a n d

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ G E V P  F V e n er g y s hifts,  ar e s h o w n i n  Fi g. 2 7 . As
i n  t h e  di n e utr o n  c h a n n el,  t h e ½D s 1 g ; Ds 1 g F V  eff e cti v e
e n er g y  s hifts  a p pr o a c h t h e   G E V P  r es ults  fr o m  a b o v e  a n d
ar e i n disti n g uis h a bl e f or t ≳ t0 ¼ 5 .   C o n v ers el y, t h e  eff e c-
ti v e  e n er gi es  a n d  t h e  F V  e n er g y  s hifts  d et er mi n e d  usi n g
i n di vi d u al ½D s 1 g ; Hg c orr el ati o n  f u n cti o ns  b ot h  a p p e ar
ð1 – 5 Þσ l o w er  t h a n  t h e  c orr es p o n di n g   G E V P  r es ults  f or
t ≳ 5 u ntil  st atisti c al  n ois e  b e c o m es  l ar g er  t h a n  t h e
diff er e n c es r es ol v e d at s m all er t.   A p pl yi n g t h e s a m e fitti n g
pr o c e d ur e  us e d  a b o v e  t o  c o m bi n e d  fits  of ½D 0 1 g ; Hg
c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h b ot h q u ar k-fi el d s m e ari n gs gi v es
a  gr o u n d-st at e  F V e n er g y  s hift  of − 0 .0 1 7 6 ð2 6 Þ.  Si mil arl y,
c o m bi n e d  fits  of ½D 1 1 g ; Hg c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h
b ot h  q u ar k-fi el d  s m e ari n gs  gi v es  a  F V  e n er g y  s hift  of
0. 0 0 9 8( 2 4).   Hi g h er-st atisti cs  a n al ys es  of ½D 0 1 g ; Hg 0 a n d
½D 1 1 g ; Hg 0 c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h s m e ar e d s o ur c es  a n d
b ot h  s m e ar e d  a n d  p oi ntli k e  si n ks  i n   R ef. [ 1 5],   R ef. [ 2 5],
a n d   R ef. [ 1 8] gi v e   m or e  pr e cis e  r es ults  of − 0 .0 1 6 5 ð2 6 Þ,
− 0 .0 2 0 6 ð2 2 Þ,  a n d − 0 .0 1 9 4 ð2 3 Þ f or  t h e  gr o u n d-st at e  F V
e n er g y s hift, r es p e cti v el y,  a n d   R efs. [ 1 6, 1 8] gi v e r es ults  of
0. 0 1 1 5( 2 9)  a n d  0. 0 0 9 2( 2 3)  f or  t h e  first  e x cit e d-st at e  F V
e n er g y  s hift,  r es p e cti v el y.   T h es e  ar e  c o nsist e nt   wit h  t h e
½D s 1 g ; Hg r es ults  of  t his   w or k  at  t h e 1 σ l e v el  b ut  ar e  i n
t e nsi o n   wit h  t h e  first  e x cit e d-st at e  e n er g y  d et er mi n e d  i n
R ef. [ 2 5], − 0 .0 0 7 3 ð8 Þ,  o bt ai n e d  usi n g  as y m m etri c  c orr e-
l ati o n  f u n cti o ns   wit h  dis pl a c e d  t w o- n u cl e o n  s o ur c es  a n d
D 0 1 g si n ks.   As  s h o w n  i n  Fi g. 2 8 ,  i nt er p ol ati n g- o p er at or
d e p e n d e n c e  a m o n g  b est-fit  F V e n er g y s hift  d et er mi n ati o ns
is l ar g er t h a n t h e u n c ert ai nti es of i n di vi d u al fit r es ults, a n d it
is  i m p ort a nt  t o  e m p h asi z e  t h at  r es ults  o bt ai n e d  usi n g  t h e
v ari ati o n al   m et h o d s h o ul d  b e i nt er pr et e d  as  u p p er  b o u n ds.

F urt h er t ests  of t h e  c o nsist e n c y  of   G E V P  r es ults  usi n g

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ar e  o bt ai n e d  b y c o m p ari n g   G E V P r e c o nstr u cti o ns
of  c orr el ati o n  f u n cti o ns  i n  t h e  ori gi n al  i nt er p ol ati n g-
o p er at or s et t o t h e  c orr es p o n di n g eff e cti v e  F V e n er g y-s hift
r es ults.   T his  c o m p aris o n  is  s h o w n  f or  t h e   G E V P  e n er g y

l e v els   wit h  t h e  l ar g est  o v erl a p   wit h  t h e S - w a v e D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s 1 g

i nt er p ol ati n g  o p er at ors  i n  Fi g. 2 9 .   A gr e e m e nt  at ð1 – 2 Þσ
is  s e e n  f or ½D s 1 W ; Ds 1 W f or t ≳ 6 . F or ½D s 1 T ; Ds 1 T
c orr el ati o n  f u n cti o ns,  t h er e  is  a gr e e m e nt   wit hi n ð1 – 2 Þσ

FI G.  2 3.   R es ults  f or  o v erl a p  f a ct ors Z
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n χ f or  t h e  l o w er
h alf  of  t h e   G E V P  e n er g y  ei g e nst at es,   w hi c h  ar e  s h o w n  as
hist o gr a ms  i n  Fi gs. 1 9 – 2 1 .   E a c h  c ol u m n  r e pr es e nts  t h e  s u m  of
t h e  o v erl a p  f a ct ors  c orr e s p o n di n g t o t h e t w o  q u ar k-fi el d  s m e ar-

i n gs,
P

g Z
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n D s k g
or

P
g Z

ð2 ;0 ; Tþ
1

;S 0 Þ
n H g

,  f or  e a c h  di b ar y o n  or

h e x a q u ar k  o p er at or.   U n c ert ai nti es,  s h o w n  b y  err or  b ars i n  hist o-
gr a ms i n  Fi gs. 1 9 – 2 1 ,  ar e  n ot  s h o w n  h er e.

FI G.  2 4.   T h e   G E V P c orr el ati o n f u n cti o ns f or t h e n ¼ 6 e n er g y
l e v el  d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h  h e x a q u ar k  o p er at ors,  als o
s h o w n i n  Fi g. 1 9 , is  dis pl a y e d  offs et i n  bl u e  a n d  c o m p ar e d   wit h
a n al o g o u s   G E V P c orr el ati o n f u n cti o ns f or i nt er p ol ati n g- o p er at or

s ets i n   w hi c h H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

T i s  r e m o v e d, i n  gr e e n,  a n d   wit h H
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

W

r e m o v e d, i n  p ur pl e.
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u n c ert ai nti es  f or t ≳ 9 .   A n al o g o us   G E V P  r e c o nstr u cti o ns
f or ½D 0 1 g ; D0 1 g , ½D 0 1 g ; Hg ,  a n d ½H g ; Hg c orr el ati o n f u n c-
ti o ns  ar e  s h o w n  i n  Fi g. 3 0 .   T h er e  is  a gr e e m e nt  at  t h e

l e v el  of ð1 – 2 Þσ b et w e e n  t h e   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  a n d
c orr el ati o n f u n cti o n r es ults f or t ≳ 9 wit h  a si mil ar  p att er n
of  c a n c ell ati o ns  b et w e e n  o p p osit e-si g n  gr o u n d-  a n d

FI G.  2 5.   T h e  b ott o m  p a n el  s h o ws t h e  gr o u n d-st at e  F V e n er g y s hifts  o bt ai n e d  usi n g   G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h i nt er p ol ati n g-

o p er at or  s et S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ s h o w n  i n  Fi g. 1 9 ( bl u e)  c o m p ar e d t o  r es ults  o bt ai n e d  usi n g  s e v e n  ot h er  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  d efi n e d i n
E q. ( 7 1) ( p ur pl e).   Ot h er  p a n els  s h o w t h e  gr o u n d-st at e  eff e cti v e  F V e n er g y s hift f or  e a c h i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  as i n di c at e d i n t h e
c orr es p o n di n g l e g e n d.

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 4 1



e x cit e d-st at e  c o ntri b uti o ns  l e a di n g  t o  t h e  s u bt hr es h ol d
b e h a vi or  s e e n i n ½D 0 1 g ; Hg eff e cti v e  F V e n er g y  s hifts.

Ot h er  as y m m etri c  c orr el ati o n  f u n cti o ns  of  t h e  f or m
½D 0 1 T ; Ds 1 W wit h s ≠ 0 e x hi bit  eff e cti v e  F V e n er g y s hifts
si g nifi c a ntl y  b el o w  z er o  o v er  t h e  r a n g e  of t st u di e d  i n
t his  c al c ul ati o n,  as  s h o w n  i n  Fi g. 3 1 .   A p pl yi n g  t h e  s a m e
fitti n g  pr o c e d ur e  d es cri b e d  a b o v e  t o  t h es e  c orr el ati o n
f u n cti o ns  l e a ds  t o − 0 .0 7 4 ð2 5 Þ, − 0 .0 7 3 ð1 5 Þ, − 0 .0 7 3 ð2 1 Þ,
− 0 .0 7 3 ð1 2 Þ, − 0 .0 4 5 ð1 6 Þ,  a n d − 0 .0 3 5 ð2 3 Þ f or s ¼ 1 t o
s ¼ 6 ,  r es p e cti v el y.   D es pit e  t h e  st atisti c all y  si g nifi c a nt

dis cr e p a n ci es  b et w e e n  t h es e  r es ults  a n d Δ E
ð2 ;0 ; Tþ1 ;S 0 Þ
0 ¼

− 0 .0 0 2 4 8 ð4 8 Þ,  t h e   G E V P  r e c o nstr u cti o n  usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪

r e pr o d u c es  t h e  s u bt hr es h ol d  b e h a vi or  of  eff e cti v e  F V
e n er g y  s hifts  o v er  t h e  r a n g e  of t w h er e  si g n als  c a n  b e
r es ol v e d  t hr o u g h  o p p osit e-si g n  li n e ar  c o m bi n ati o ns  of
gr o u n d-  a n d  e x cit e d-st at e  c o ntri b uti o ns.

T w o- n u cl e o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h I ¼ 0 a n d
ot h er  c u bi c  irr e ps  ass o ci at e d   wit h  n o n z er o  t ot al  a n g ul ar
m o m e nt a c a n als o b e c o nstr u ct e d usi n g li n e ar c o m bi n ati o ns
of  pl a n e- w a v e  di b ar y o n  o p er at ors.  I nt er p ol ati n g  o p er at ors
wit h I ¼ 0 a n d Γ J ∈ f T þ

2 ; Eþ ; Aþ2 ; Aþ1 g r e q uir e  s p ati al

w a v e  f u n cti o ns   wit h Γ l ≠ A þ
1 a n d  t h er ef or e  o nl y  i n cl u d e

di b ar y o n o p er at ors   wit h s > 0 .   Aft er c o nstr u cti n g di b ar y o n
i nt er p ol ati n g  o p er at ors   w h er e  t h e  pr o d u ct  of  s pi n  a n d
or bit al  a n g ul ar   m o m e nt a  tr a nsf or ms  a p pr o pri at el y  u n d er
t h e  c u bi c  gr o u p as  d es cri b e d i n  S e c. II   C a n d   A p p e n di x B ,
it  is  f o u n d  t h at  t h e  f ull  s ets  of  di b ar y o n  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  c o m p ut e d  f or  e a c h Γ J c a n  b e  i n cl u d e d  i n  a
n o n d e g e n er at e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et   w h er e c orr el ati o n-
f u n cti o n- m atri x  ei g e n v al u es  a n d  ei g e n v e ct ors  c a n  b e
c o m p ut e d   wit h o ut iss u es  of  d e g e n er a c y.   T h es e c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri c es  h a v e r a n k  4,  1 0,  1 4,  a n d  2 8 f or t h e A þ

1 ,

A þ
2 , E þ ,  a n d T þ

2 irr e ps,  r es p e cti v el y.   T h e  s a m e  fitti n g
m et h o ds a p pli e d a b o v e ar e us e d t o  d et er mi n e e n er g y l e v els
fr o m  t h e   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  f or  e a c h  irr e p;
eff e cti v e  F V  e n er g y-s hift  r es ults  ar e  s h o w n  i n  Fi g. 3 2
a n d fitt e d e n er g y r es ults ar e t a b ul at e d i n   A p p e n di x F . I n all
irr e ps,  t h e  l o w er- e n er g y  h alf  of  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els
ar e  i n  o n e-t o- o n e  c orr es p o n d e n c e   wit h  t h e  n o ni nt er a cti n g
n u cl e o n  e n er g y  l e v els   wit h  t h e  s a m e s ,   w hi c h  i n cl u d e

n o ntri vi al   m ulti pli citi es N
ð0 ;Γ J Þ
s gi v e n i n   Ta bl e III, as s h o w n

i n  Fi g. 3 2 .   As i n t h e  di n e utr o n  c h a n n el, t h e  hi g h er- e n er g y

FI G.  2 6.  F V e n er g y  s hifts  o bt ai n e d  usi n g   G E V P  c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ (l eft  c ol u m n i n  e a c h
p a n el a n d c orr es p o n di n g t o  Fi gs. 1 9 – 2 1 ) ar e c o m p ar e d t o r es ults  o bt ai n e d  usi n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets  d efi n e d i n   E q. ( 7 1) a n d

f e at ur e d i n  Fi g. 2 5 (l eft) as   w ell as t h e ei g ht  ot h er i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets  d efi n e d i n   E q. ( 7 2) (ri g ht).   T h e c ol or c o di n g f or S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪

e n er gi es  f oll o ws t h at i n  Fi gs. 1 9 – 2 1 ,  a n d t h e  d as h e d li n es  s h o w  n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n  e n er gi es  as i n  Fi g. 2 2 .
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h alf  of  t h e   G E V P  e n er g y  l e v els  s atisf y Δ E
ð2 ;0 ;Γ J ;S 0 Þ
n ≳

δ ð1 ;12 ; Gþ1 ;S N Þ ,  a p p e ari n g  a b o v e  n o ni nt er a cti n g  e n er g y  l e v els
n ot  ass o ci at e d   wit h i nt er p ol ati n g  o p er at ors  pr es e nt i n t his
c al c ul ati o n, a n d ar e t h er ef or e c o nsi d er e d u nr eli a bl e a n d ar e
n ot  pr es e nt e d.   R es ults  f or  t h e  c o m p ar ati v el y   w ell- d et er-
mi n e d   G E V P  e n er g y  l e v els  i n  all  irr e ps  ar e  dis c uss e d
f urt h er i n t h e  n e xt  s e cti o n.

D.  S u m m a r y  of  s p e ct r u m  a n d  p h as e  s hift  r es ults

T h e   G E V P r es ults f or Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n o bt ai n e d  usi n g i nt er-

p ol ati n g- o p er at or  s ets S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ a n d S

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ i n cl u di n g  all

a v ail a bl e  di b ar y o n  a n d  h e x a q u ar k  o p er at ors  ( b ut  n o  q u a-

sil o c al  o p er at ors)  f or  irr e ps  r e q uir e d  f or  st u d yi n g S - w a v e

n u cl e o n- n u cl e o n  s c att eri n g,  as   w ell  as   G E V P  r es ults

FI G. 2 7.   T h e u p p er (l o w er) p a n els s h o w diff er e n c es b et w e e n t h e eff e cti v e  F V e n er g y s hifts c o m p ut e d usi n g c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h
di b ar y o n  s o ur c e s  a n d  si n ks ½D s 1 W ; Ds 1 W ( h e x a q u ar k  s o ur c e s  a n d  di b ar y o n  si n ks ½D s 1 W ; HW )  a n d t h e fitt e d  F V e n er g y  s hifts f or t h e

S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ G E V P e n er g y l e v els t h at d o mi n a ntl y o v erl a p   wit h D
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

s 1 W ,   w hi c h ar e n ∈ f 0 ; 1 ; 3 g f or t h e l eft p a n els a n d n ∈ f 7 ; 9 ; 1 1 ; 1 8 g f or
t h e  ri g ht  p a n els.

FI G.  2 8.   C o m p aris o ns  of  F V  e n er g y-s hift  r es ults  f or  t h e n ¼ 0 a n d n ¼ 1 st at es  b et w e e n  pr e vi o us  r es ults  o bt ai n e d  i n
R efs. [ 1 5, 1 6, 1 8, 2 5] usi n g t h e  s a m e  g a u g e fi el d  e ns e m bl e   wit h ½D;   H c orr el ati o n f u n cti o n ( as   w ell  as  dis pl a c e d  s o ur c e s i n   R ef. [ 2 5])

a n d r es ults  of t his   w or k  o bt ai n e d  usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds   wit h i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ , i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S̃
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ,
a n d  n o n v ari ati o n al r es ults  o bt ai n e d  usi n g ½D;   H c orr el ati o n f u n cti o ns.   Arr o ws e m p h asi z e t h e f a ct t h at t h e v ari ati o n al   m et h o d  pr o vi d es
(st o c h asti c)  u p p er  b o u n ds  o n  e n er g y l e v els  a n d t h er ef or e  F V e n er g y  s hifts  u n d er t h e  ass u m pti o n t h at t h e  n u cl e o n   m ass is  a c c ur at el y
i d e ntifi e d,   w hil e ½D;   H c orr el ati o n f u n cti o ns  pr o vi d e a n esti m at e  of t h e e n er g y b ut h a v e s yst e m ati c u n c ert ai nti es i n b ot h  dir e cti o ns t h at
ar e  diffi c ult t o  esti m at e.

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 4 3



i n cl u di n g all  a v ail a bl e  di b ar y o n i nt er p ol ati n g  o p er at ors f or
ot h er  irr e ps  n e e d e d  t o  st u d y D - w a v e  a n d  hi g h er  p arti al-
w a v e  n u cl e o n- n u cl e o n  s c att eri n g,  ar e  s h o w n i n  Fi g. 3 3 . A
t ot al  of  2 2   G E V P  e n er g y l e v els   wit h I ¼ 1 a n d  4 9   G E V P
e n er g y  l e v els   wit h I ¼ 0 (i n cl u di n g  all  irr e ps)  pr o vi d e  a
d et er mi n ati o n  of  t h e  l o w- e n er g y  s p e ctr u m   wit h  n o  g a ps
b et w e e n  l e v els  t h at  s p a n   m ulti pl e  n o ni nt er a cti n g  e n er g y
l e v els;  as  dis c uss e d  a b o v e,  a n ot h er  e q u al-si z e d  s et  of
hi g h er- e n er g y l e v els  ar e  e x p e ct e d t o i n cl u d e  u ns u p pr ess e d
c o ntri b uti o ns fr o m e x cit e d st at es a p pr o xi m at el y ort h o g o n al
t o t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  st u di e d  h er e  a n d  ar e  n ot
i n cl u d e d i n t h e  a n al ysis  b el o w.   B esi d es t h e  e n er g y  l e v els
d o mi n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h  h e x a q u ar k  o p er at ors,  all
G E V P  e n er g y  l e v els  a p p e ar  sli g htl y  b el o w  o n e  n o ni nt er-
a cti n g  e n er g y l e v el.  St atisti c all y si g nifi c a nt  diff er e n c es  ar e
f o u n d  b et w e e n   G E V P  e n er g y  l e v els  d o mi n a ntl y  o v erl a p-
pi n g   wit h S - w a v e a n d D - w a v e di b ar y o n o p er at ors   wit h s ¼

1 i n  b ot h  c h a n n els,  f or  e x a m pl e Δ E
ð2 ;1 ; Eþ Þ
0 − Δ E

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
1 ¼

0 .0 0 7 ð1 Þ a n d Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

2 − Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

1 ¼ 0 .0 0 8 ð1 Þ.  S m all er
diff er e n c es  ar e  s e e n  b et w e e n   G E V P  e n er g y  l e v els  d o mi-
n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h S - w a v e  a n d D - w a v e  di b ar y o n

o p er at ors   wit h s ¼ 2 , f or e x a m pl e Δ E
ð2 ;1 ; Eþ Þ
1 − Δ E

ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
2 ¼

0 .0 0 5 ð1 Þ a n d Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

2 − Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

1 ¼ 0 .0 0 6 ð1 Þ,   w hil e

a n al o g o us  diff er e n c es  f or s ≥ 3 ar e  c o nsist e nt   wit h  z er o
at 1 σ .

Pr eli mi n ar y  e xtr a cti o ns  of  s c att eri n g  p h as e  s hifts  u n d er
si m plif yi n g  ass u m pti o ns  t h at  p arti al- w a v e   mi xi n g  c a n  b e
n e gl e ct e d  ar e  us e d  t o  f a cilit at e  c o m p aris o ns   wit h  r es ults
fr o m  ot h er   w or ks  usi n g  si mil ar  b ut  n ot  i d e nti c al   L Q C D
a cti o ns. 2 2 A   m or e  d et ail e d  a n al ysis  of  s c att eri n g  p h as e
s hifts  i n cl u di n g  p arti al- w a v e   mi xi n g  t h at  c a n  b e  us e d  t o
e xtr a ct,  f or  e x a m pl e,  t h e 3 S 1 − 3 D 1 mi xi n g  p ar a m et ers  i n
t h e  d e ut er o n  c h a n n el is  d ef err e d  t o  o n g oi n g   w or k,   w h er e
G E V P  r es ults  f or   m ulti pl e  l atti c e  v ol u m es  c a n  b e  als o
i n cl u d e d.   We f urt h er  n ot e t h at  all  e xtr a ct e d  F V e n er gi es sit
f ar  a b o v e  t h e  l eft- h a n d t- c h a n n el  c ut  [ c orr es p o n di n g  t o
k 2 ¼ − ðm π = 2 Þ

2 ],  a n d  t h e  us e  of   L üs c h er’s  q u a nti z ati o n
c o n diti o n  t o  c o nstr ai n k c ot δ f u n cti o ns  r e m ai ns  v ali d  f or
t h es e e n er gi es.  S e e   R ef. [ 1 5 6] f or f urt h er  dis c ussi o n  of t h e

FI G. 2 9.   G E V P r e c o nstr u cti o ns of ½D s 1 g ; Ds 1 g wit h s ∈ f 0 ; … ; 6 g fr o m b ott o m t o t o p f or   wi d e (t hi n) q u ar k-fi el d s m e ari n g ar e s h o w n
i n t h e l eft (ri g ht)  p a n el.   As i n  Fi g. 1 5 ,  gr a y  c ur v es  a n d  b a n ds s h o w t h e  c e ntr al  v al u es  a n d  u n c ert ai nti es f or   G E V P r e c o nstr u cti o n s f or
t ≥ t0 .   T h es e  ar e  o bt ai n e d  b y i ns erti n g   G E V P  e n er g y l e v el  a n d  o v erl a p-f a ct or r es ults i nt o  s p e ctr al r e pr es e nt ati o ns f or t h e  c orr el ati o n
f u n cti o ns  a n d  n ot  fr o m  dir e ctl y  fitti n g t h e  c orr el ati o n  f u n cti o ns  s h o w n.

2 2 We f o c us  o n c o m p ari s o ns  of s c att eri n g  p h as e s hifts  o bt ai n e d
b y a p pl yi n g  q u a nti z ati o n c o n diti o ns t o  F V e n er g y l e v els i n  or d er
t o st u d y i nt er p ol ati n g- o p er at or  d e p e n d e n c e  a n d  ot h er  s yst e m ati c
u n c ert ai nti es of t his   m et h o d.  P ot e nti al- m et h o d- b a s e d r es ults fr o m
t h e   H A L   Q C D c oll a b or ati o n pr e di ct t h at t w o- n u cl e o n s yst e m s ar e
u n b o u n d  i n  b ot h  is os pi n  c h a n n els  f or  si mil ar  u n p h ysi c al  q u ar k
m ass es [ 1 5 4, 1 5 5].
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r ol e of t h e l eft- h a n d t- c h a n n el c ut i n c o nstr ai ni n g s c att eri n g
a m plit u d es  usi n g   L üs c h er ’s  q u a nti z ati o n  c o n diti o n.

F or  t h e I ¼ 1 c h a n n el,  t h e  q u a nti z ati o n  c o n diti o ns
pr es e nt e d  i n   R efs. [ 4 5, 4 9],  a n d  s u m m ari z e d  i n
A p p e n di x G ,  r el at e  t h e  F V  e n er g y  s hifts  i n  e a c h  irr e p  t o
t h e  i nfi nit e- v ol u m e  s c att eri n g  p h as e  s hifts δ 2 S þ 1 l J

. I n

g e n er al,  t h e  q u a nti z ati o n  c o n diti o n  i n v ol v es  t h e  d et er mi-
n a nt  of a   m atri x t h at  d e p e n ds  o n t h e s c att eri n g  p h as e s hifts
i n  all  p arti al   w a v es.  Pr e vi o us   w or ks  o n  n u cl e o n- n u cl e o n
s c att eri n g  h a v e  tr u n c at e d  t his   m atri x  t o  a  si n gl e  e ntr y
c orr es p o n di n g  t o  t h e  l o w est  p arti al   w a v e  c o ntri b uti n g  t o
e a c h  irr e p.  F ut ur e   w or ks  i n cl u di n g  r es ults   wit h  diff er e nt
b o osts  a n d  l atti c e  v ol u m es  c a n  b e  us e d  t o  t est  t his
a p pr o xi m ati o n;  h er e  t his  s a m e  a p pr o xi m ati o n  is  a p pli e d

i n  or d er  t o  pr o vi d e  dir e ct  c o m p aris o ns   wit h  pr e vi o us
d et er mi n ati o ns.   U n d er t his a p pr o xi m ati o n, Γ J ¼ A þ

1 e n er g y

l e v els  c a n  b e   m a p p e d  t o 1S 0 p h as e  s hifts  a n d Γ J ∈

f E þ ; Tþ2 g e n er g y l e v els c a n b e   m a p p e d t o 1 D 2 p h as e s hifts,
t h e  r es ults  of   w hi c h  ar e  s h o w n  i n  Fi g. 3 4 .  F or  t h e I ¼ 0
c h a n n el,   w a v e f u n cti o ns  c orr es p o n di n g t o   m ulti pl e Γ l ar e
ass o ci at e d   wit h  t h e  s a m e Γ J .  F or  c o nsist e n c y   wit h  t h e
a p pr o xi m ati o n  of  n o  p arti al- w a v e   mi xi n g  us e d  i n  t his
s e cti o n,  o nl y  t h e  e n er g y  l e v els  ass o ci at e d   wit h  t h e Γ l

c orr es p o n di n g  t o  t h e  l o w est  p arti al   w a v e  ar e  c o nsi d er e d.
T h e  q u a nti z ati o n  c o n diti o ns  c a n  t h e n  b e  tr u n c at e d  t o
t h e  l o w est  p arti al   w a v e,  as  pr es e nt e d  i n   R ef. [ 4 5] a n d
s u m m ari z e d  i n   A p p e n di x G ,  t o  pr o vi d e   m a ps  fr o m
F V  e n er g y  l e v els  t o  s c att eri n g  p h as e  s hifts  n e gl e cti n g

FI G.  3 0.   Eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  a n d   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ f or ½D 0 1 g ; D0 1 g , ½D 0 1 g ; Hg ,  a n d ½H g ; Hg

c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h   wi d e  (t hi n)  q u ar k-fi el d  s m e ari n g  ar e  s h o w n  i n  t h e  l eft  (ri g ht)  p a n els.   Hi st o gr a ms  of Z̃
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n χ χ 0 ar e  as

i n  Fi g. 1 6 .
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p arti al- w a v e   mi xi n g. 2 3 R es ults  ar e  s h o w n  i n  Fi g. 3 5 .
T h e  f a ct  t h at  t h e   w a v e  f u n cti o ns  f or Γ l ∈ A þ

1 a n d Γ l ∈
f E þ ; Tþ2 g tr a nsf or m  a n al o g o usl y  t o  s p h eri c al  h ar m o ni cs
wit h l ¼ 0 a n d l ¼ 2 ,  r es p e cti v el y,  as  dis c uss e d  i n
A p p e n di x B , s u g g ests t h at  ass o ci ati n g e n er g y l e v els  d o mi-
n a ntl y  o v erl a p pi n g   wit h  t h e  c orr es p o n di n g  i nt er p ol ati n g
o p er at ors   wit h d efi nit e l v al u es is r e as o n a bl e.   Alt h o u g h t h e
Γ l ¼ T þ

1 a n d Γ l ¼ A þ
2 s p e ctr a  c a n  b e  us e d  t o  e xtr a ct

G - w a v e  a n d I - w a v e  p h as e  s hifts  u n d er t h e  a p pr o xi m ati o n
of  a  si n gl e  p arti al- w a v e  tr u n c ati o n  of  t h e  q u a nti z ati o n
c o n diti o n,  t h e  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  f or  t h es e  irr e ps  d o

n ot  tr a nsf or m  a n al o g o usl y  t o S O ð3 Þ s p h eri c al  h ar m o ni cs
wit h l ¼ 4 a n d l ¼ 6 ,  a n d  a n  i d e ntifi c ati o n  of  t h e
c orr es p o n di n g  e n er g y  l e v els   wit h  p ur el y G - w a v e  a n d
I - w a v e  st at es is  n ot j ustifi e d,  e v e n if  p arti al- w a v e   mi xi n g
is  s m all.

T h e  s a m e  a p pr o xi m ati o n  of  n e gl e cti n g  p arti al- w a v e
mi xi n g  h as  b e e n  a p pli e d  i n  pr e vi o us   L Q C D  c al c ul ati o ns
of t w o- n u cl e o n s yst e ms   wit h si mil ar q u ar k   m ass es, v ari o us
l atti c e  a cti o ns,  a n d  diff er e nt  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets.
R es ults  fr o m  pr e vi o us   L Q C D  c al c ul ati o ns  usi n g ½D;   H
c orr el ati o n f u n cti o ns fr o m   R efs. [ 1 8, 2 5] as   w ell  as r es ults
usi n g ½D;   D c orr el ati o n f u n cti o ns i n s e v er al b o ost e d fr a m es
fr o m   R ef. [ 2 6] a n d   G E V P r es ults usi n g s ets of t w o di b ar y o n
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  i n  s e v er al  b o ost e d  fr a m es  fr o m
R ef. [ 2 8] ar e  c o m p ar e d  i n  Fi g. 3 6 t o  t h e   G E V P  r es ults

fr o m  t his   w or k  usi n g  t h e S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ a n d S

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪

FI G.  3 1.   Eff e cti v e  F V e n er g y  s hifts  a n d   G E V P r e c o nstr u cti o n s  o bt ai n e d  usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ f or ½D 0 1 T ; Ds 1 W c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h

s ∈ f 1 ; … ; 6 g .   Hist o gr a ms  of Z̃
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n χ χ 0 ar e  as i n  Fi g. 1 6 .

2 3 F or t h e l e v els fr o m Γ J ¼ T þ
1 , t h e 3 S 1 a n d 3 D 1 p arti al   w a v es

mi x.   H er e, t h e   Bl att- Bi e d e n h ar n p ar a m etri z ati o n  of t h e s c att eri n g
a m plit u d e [ 1 5 7] is  us e d,   wit h  o nl y t h e α - w a v e  b ei n g  c o m p ut e d,
b ut l a b el e d  as 3 S 1 .
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i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets.   Dis cr e p a n ci es  of ð2 – 3 Þσ i n
k c ot δ 1S 0

a n d k c ot δ 3S 1
ar e  s e e n  b et w e e n r es ults  ass o ci at e d

wit h  t h e  gr o u n d  st at e  o n  t his  l atti c e  v ol u m e  a n d  c orr e-
s p o n di n g  r es ults  fr o m   R efs. [ 1 8, 2 5].   C o n v ers el y,  t h er e  is
a gr e e m e nt at t h e 1 σ l e v el i n k c ot δ 1S 0

a n d k c ot δ 3S 1
b et w e e n

t h e gr o u n d st at e r es ults  of t his   w or k a n d t h e c orr es p o n di n g
gr o u n d-st at e r es ults  of   R ef. [ 2 8],  as   w ell  as 1 σ a gr e e m e nt
wit h t h e   m or e st atisti c all y  u n c ert ai n r es ults f or k c ot δ 1S 0

of

R ef. [ 2 6].   T his  a gr e e m e nt is  c o nsist e nt   wit h  t h e  o bs er v a-

ti o ns  t h at  s u bs ets  of S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ a n d S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ o nl y  i n cl u di n g
s ¼ 0 di b ar y o n  o p er at ors  l e a d  t o  c o nsist e nt  gr o u n d-st at e
e n er g y  r es ults   wit h  r es ults  o bt ai n e d  usi n g  t h e  f ull  s ets

S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ a n d S

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ ,  at  t h e  st atisti c al  pr e cisi o n  of  t his

w or k.   Hi g h er- e n er g y  p h as e  s hifts  s h o w  c o nsist e n c y
b et w e e n t h e r es ults  of t his   w or k  a n d t h at  of   R efs. [ 2 6, 2 8]
at ð1 – 2 Þσ .

Alt h o u g h  a  r eli a bl e   w a y t o  d et er mi n e   w h et h er  a  b o u n d
st at e is pr es e nt is b y d et er mi ni n g t h e v ol u m e d e p e n d e n c e of
t h e  F V e n er g y s p e ctr u m  a n d fi n di n g  a  gr o u n d-st at e  e n er g y
b el o w 2 M N i n t h e i nfi nit e- v ol u m e li mit,  st at e m e nts  a b o ut
t h e  li k eli h o o d  of  a  st at e  b ei n g  b o u n d  or  u n b o u n d  c a n  b e
m a d e usi n g r es ults   wit h a si n gl e l atti c e v ol u m e b y i n v o ki n g
t h e  a n al yti c  str u ct ur e  of  t h e  c o nstr ai n e d  a m plit u d es.   T h e
gr o u n d-st at e  F V e n er g y s hift is  n e g ati v e  at 1 σ i n t h e I ¼ 1
a n d  at 2 σ i n t h e I ¼ 0 c h a n n els,   w hi c h i n di c at es  attr a cti v e
i nt er a cti o ns at v er y l o w e n er gi es i n b ot h c h a n n els,   w hi c h is

a  n e c ess ar y  b ut  n ot  s uffi ci e nt  c o n diti o n  f or  a  b o u n d  st at e
t o b e  pr es e nt.   A n ot h er  us ef ul crit eri o n is t h at k c ot δ s h o ul d
b e  n e g ati v e  ( p ositi v e)  f or  a  b o u n d  ( u n b o u n d)  st at e  i n
s uffi ci e ntl y l ar g e  v ol u m es [ 3 7, 1 5 8],   w hi c h  gi v e n M N a n d
t h e  l atti c e  v ol u m e  us e d  h er e  c orr es p o n ds  t o  a  F V e n er g y

s hift  b el o w  ( a b o v e)  t h e  t hr es h ol d Δ E B S ¼ 4 π 2

M N L 2 d 1 ¼

− 0 .0 0 3 0 7 3 ð8 Þ,   w h er e d 1 ¼ − 0 .0 9 5 9 0 0 6 is  o bt ai n e d  b y
e x p a n di n g   L üs c h er ’s  q u a nti z ati o n  c o n diti o n [ 3 4, 3 5]
a b o ut  t h e  i nfi nit e-s c att eri n g-l e n gt h  li mit  c orr es p o n di n g  t o
t h e  tr a nsiti o n  b et w e e n  i nt er a cti o ns  t h at  d o  a n d  d o  n ot
s u p p ort  a  b o u n d  st at e [ 3 7, 1 5 8] ( u n d er  t h e  ass u m pti o n
t h at L is  as y m pt oti c all y  l ar g e  a n d  hi g h er- or d er  t er ms  i n
1 = L c a n  b e  n e gl e ct e d).   C o m p ari n g  t his  t hr es h ol d  t o  t h e

r es ults Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

0 ¼ − 0 .0 0 2 4 5 ð5 0 Þ a n d Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

0 ¼
− 0 .0 0 2 4 8 ð4 8 Þ i n di c at es  a 1 σ pr ef er e n c e  f or  a n  u n b o u n d
gr o u n d  st at e  i n  b ot h  c h a n n els.   R es ults  usi n g  a d diti o n al
v ol u m es   will all o w a d et er mi n ati o n of   w h et h er t w o- n u cl e o n
gr o u n d st at es  ar e  b o u n d  or  u n b o u n d   wit h  hi g h er st atisti c al
si g nifi c a n c e.   As t h e gr o u n d-st at e e n er gi es o bt ai n e d   wit h t h e
v ari ati o n al   m et h o d  ar e  u p p er  b o u n ds  o n  t h e  tr u e   L Q C D
e n er gi es, it is als o p ossi bl e t h at a  b o u n d st at e e xists b ut  h as
s m all  o v erl a p   wit h  all  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  us e d  i n
t his  st u d y.

T h e  u p p er  b o u n ds  f or  t h e  first  e x cit e d-st at e  F V e n er g y

s hifts o bt ai n e d usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
0 a n d S

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
0 ar e p ositi v e, a n d

if t h e y  pr o vi d e  a n  a c c ur at e  esti m at e  of t h es e  e n er g y l e v els

FI G.  3 2.   G E V P eff e cti v e  F V e n er g y s hifts f or t w o- n u cl e o n s yst e ms c o m p ut e d  usi n g t h e c o m pl et e s ets  of i nt er p ol ati n g  o p er at ors   wit h
I ¼ 0 a n d Γ J ∈ f T þ

2 ; Eþ ; Aþ2 ; Aþ1 g .   As i n t h e l eft  p a n el  of  Fi g. 9 ,  o nl y   G E V P e n er g y l e v els  b el o w t h e si n gl e- n u cl e o n first e x cit e d st at e
ar e s h o w n a n d t h e n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n e n er g y s hifts ar e s h o w n as d as h e d gr a y li n es.   H ori z o nt al offs ets ar e a p pli e d t o p oi nts a n d
fit  b a n ds  f or  cl arit y.
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(i n  p arti c ul ar  if  t h er e  ar e  n ot  l o w er- e n er g y  st at es  a p pr o x-
i m at el y ort h o g o n al t o t h e i nt er p ol ati n g o p er at ors us e d h er e)
t h e n  t h er e  c a n n ot  b e  t w o  b o u n d  st at es  i n  eit h er  t h e
di n e utr o n  or  d e ut er o n  c h a n n els.   T h e  first  e x cit e d-st at e
e n er g y  s hift  is  cl os er  t o  t h e  n o ni nt er a cti n g s ¼ 1 e n er g y
t h a n  z er o,   w hi c h is  s u g g esti v e  of  a n  attr a cti v e i nt er a cti o n

t h at is  n ot str o n g e n o u g h t o f or m  a  b o u n d st at e [ 3 7], b ut it
d o es  n ot  r ul e  a  b o u n d  st at e  o ut.   Q u alit ati v el y,  t h e  l ar g e
o v erl a p  of s ¼ 0 di b ar y o n  o p er at ors  o nt o  t h e  l o w est
e xtr a ct e d  st at e  a n d  t h e  l ar g e  e x cit e d-st at e  o v erl a p  of
h e x a q u ar k  o p er at ors  is   m or e  r e mi nis c e nt  of  t h e  u n b o u n d
t h a n  t h e  b o u n d  s c e n ari o  i n  a   Q E D   m o d el  of  b o u n d-st at e

FI G.  3 3.   G E V P e n er g y l e v els  b el o w t h e si n gl e- n u cl e o n first e x cit e d st at e   wit h I ¼ 1 (I ¼ 0 ) i n t h e l eft (ri g ht)  p a n el c o m p ut e d  usi n g

i nt er p ol ati n g- o p er at or s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ (S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ) f or t h e Γ J ¼ A þ
1 (Γ J ¼ T þ

1 ) irr e p a n d usi n g all a v ail a bl e i nt er p ol ati n g o p er at ors f or t h e ot h er
irr e ps.  P oi nt s   wit h err or b ars s h o w st atisti c al a n d fitti n g s yst e m ati c u n c ert ai nti es a d d e d i n q u a dr at ur e a n d ar e disti n g uis h e d b y s h a p e a n d
c ol or  a c c or di n g t o   w h et h er t h e i nt er p ol ati n g  o p er at or   wit h t h e l ar g est  o v erl a p   wit h  e a c h   G E V P  ei g e nst at e is  a  di b ar y o n i nt er p ol ati n g
o p er at or   wit h Γ l ¼ A þ

1 ass o ci at e d   wit h S - w a v e st at e s i n i nfi nit e v ol u m e, a di b ar y o n o p er at or   wit h Γ l ≠ A þ
1 ass o ci at e d   wit h D - w a v e a n d

hi g h er  p arti al- w a v e st at es, or a h e x a q u ar k o p er at or.  S e e  Fi gs. 1 2 a n d 2 6 f or s u m m ari es  of t h e r es ults, i n cl u di n g  q u asil o c al i nt er p ol ati n g
o p er at ors a n d  ot h er i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets.   T h e  h ori z o nt al li n es i n di c at e t h e  p ositi o n s  of  n o ni nt er a cti n g t w o- n u cl e o n e n er g y l e v els.

FI G.  3 4. I ¼ 1 p h as e s hifts  e xtr a ct e d fr o m t h e   G E V P s p e ctr u m.   T h e  d as h e d  v erti c al li n e s ( at k 2 ¼ m 2
π = 4 ) s h o w t h e t hr es h ol d  a b o v e

w hi c h a n eff e cti v e-r a n g e e x p a nsi o n  of t h e k c ot δ f u n cti o ns is  n ot  g u ar a nt e e d t o c o n v er g e.   T h e  p h as e s hift ass o ci at e d   wit h Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

3 i s
n ot  s h o w n  b e c a us e t h e  r el ati v el y l ar g e  u n c ert ai nt y  of t his  F V e n er g y  s hift  cr oss es  a  si n g ul arit y  of t h e  q u a nti z ati o n  c o n diti o n  a n d is
t h er ef or e  c o nsist e nt   wit h  a n y  p h as e-s hift  v al u e.
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f or m ati o n [ 1 5 9],  b ut  t h e  l ar g e  o v erl a p  of  h e x a q u ar k
o p er at or s   wit h  a  p arti c ul ar  e x cit e d  st at e  o b s er v e d  h er e
i n  c o ntr a st t o t h e  a p pr o xi m at el y  u nif or m  o v erl a p   wit h  all
e x cit e d st at es f o u n d i n R ef. [ 1 5 9] i n di c at es t h at t h e l o w-
e n er g y   Q C D s p e ctr u m   wit h B ¼ 2 a n d m π ¼ 8 0 6 M e V i s
li k el y  t o  b e   m or e  c o m pli c at e d  t h a n  t hi s   Q E D- m o d el
s p e ctr u m.  F urt h er  hi g h- pr e ci si o n  v ari ati o n al  st u di e s
of  t h e  v ol u m e  d e p e n d e n c e  of B ¼ 2 F V  e n er g y  s hift s
wit h  a   m or e  e xt e nsi v e  o p er at or  s et  ar e  n e e d e d  t o  c o n-
cl u si v el y  d et er mi n e   w h et h er  t h e B ¼ 2 gr o u n d  st at es  at
m π ¼ 8 0 6 M e V  ar e  b o u n d  or  u n b o u n d.

I V.   DI S C U S SI O N

A.  St r e n gt hs  a n d   w e a k n ess es  of  v a ri ati o n al   m et h o ds

I n  t h e I ¼ 1 , Γ J ¼ A þ
1 a n d I ¼ 0 , Γ J ¼ T þ

1 irr e ps
ass o ci at e d   wit h S - w a v e  s c att eri n g,  c al c ul ati o ns  usi n g  t h e
f ull  s ets  of  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  i ntr o d u c e d  i n  t his
w or k  l e a d  t o  d e g e n er at e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es
w h os e  d et er mi n a nts  ar e  c o nsist e nt   wit h  z er o  at t h e  pr es e nt
st atisti cs.   N o n d e g e n er at e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  ar e

f o u n d  b y r e m o vi n g eit h er all si x  q u asil o c al  o p er at ors  or  b y
r e m o vi n g  c o m bi n ati o ns  of  si x  di b ar y o n  a n d  q u asil o c al
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  fr o m  t h e  s et  u n d er  c o nsi d er ati o n.
W h er e  si g n als  c o ul d  b e  r es ol v e d,  c o nsist e nt  r es ults  ar e
o bt ai n e d f or i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets   wit h t his n u m b er of
i nt er p ol ati n g o p er at ors t h at   w er e st u di e d.   H o w e v er, r e m o v-
i n g f urt h er i nt er p ol ati n g  o p er at ors l e a ds t o t h e  a p p e ar a n c e
of “ missi n g e n er g y l e v els ” l o w er i n t h e s p e ctr u m t h a n ot h er
e n er g y l e v els  d et er mi n e d fr o m   G E V P r es ults. I n  p arti c ul ar,
if  n eit h er  q u asil o c al  n or z er o-r el ati v e- m o m e nt u m  di b ar y o n
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e i n cl u d e d, t h e n t h e  gr o u n d-st at e
e n er g y  d et er mi n e d  usi n g   G E V P  r es ults  is  f o u n d  t o  b e
c o nsist e nt   wit h  a n  e x cit e d-st at e  e n er g y  d et er mi n e d  usi n g
t h e  l ar g est  a v ail a bl e  n o n d e g e n er at e  i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et.   T h e  ort h o g o n alit y  of   G E V P  ei g e n v e ct ors  g u ar a nt e es
t h at   G E V P r es ults  f or  gr o u n d-st at e  e n er gi es  ar e  fr e e fr o m
e x cit e d-st at e  c o nt a mi n ati o n fr o m  st at es t h at  str o n gl y  o v er-
l a p   wit h  a n y  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  us e d  t o  c o nstr u ct
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es.   H o w e v er,  t h es e  e x a m pl es
d e m o nstr at e  t h at  t h e  s u p pr essi o n  of  e x cit e d-st at e  eff e cts
pr o vi d e d  b y  v ari ati o n al   m et h o ds  r ests  o n  t h e  ass u m pti o n

FI G.  3 5. I ¼ 0 p h as e s hifts  e xtr a ct e d fr o m t h e   G E V P s p e ctr u m.   T h e  d as h e d  v erti c al li n e s ( at k 2 ¼ m 2
π = 4 ) s h o w t h e t hr es h ol d  a b o v e

w hi c h  a n  eff e cti v e-r a n g e  e x p a nsi o n  of t h e k c ot δ f u n cti o ns is  n ot  g u ar a nt e e d t o  c o n v er g e.

FI G.  3 6.   C o m p aris o n  of t h e I ¼ 1 (l eft)  a n d I ¼ 0 (ri g ht) t w o- n u cl e o n S - w a v e  p h as e  s hifts  d et er mi n e d i n t his   w or k   wit h  pr e vi o us
c al c ul ati o ns  usi n g ½D;   H c orr el ati o n  f u n cti o ns  fr o m t h e   N P L Q C D [ 1 8] a n d   C al L at  c oll a b or ati o ns [ 2 5],  pr e vi o us  c al c ul ati o ns  usi n g
½D;   D c orr el ati o n f u n cti o ns i n   R ef. [ 2 6], a n d t h os e usi n g v ari ati o n al   m et h o ds   wit h s ets of t w o di b ar y o n i nt er p ol ati n g o p er at ors i n s e v er al
b o ost e d fr a m es i n   R ef. [ 2 8].   T h e  d as h e d  v erti c al li n es ( at k 2 ¼ m 2

π = 4 ) s h o w t h e t hr es h ol d a b o v e   w hi c h a n eff e cti v e-r a n g e e x p a nsi o n  of
t h e k c ot δ f u n cti o ns is  n ot  g u ar a nt e e d t o  c o n v er g e.
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t h at  t h er e  ar e  n o  a d diti o n al  st at es   w h os e  o v erl a p   wit h  all
el e m e nts  of  a n  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  is  s uffi ci e ntl y
s m all— p ert ur b ati v e  c al c ul ati o ns  of  t h e  t o y   m o d el  i n
E q. ( 6 7) d e m o nstr at e t h at t h e  gr o u n d  st at e  c a n  b e   miss e d
e ntir el y  if,  f or  e x a m pl e,  t h e  o v erl a p  of  all  i nt er p ol ati n g
o p er at ors   wit h o n e or   m or e e x cit e d st at es is a f a ct or of e Δ t =2

l ar g er t h a n t h e c orr es p o n di n g gr o u n d-st at e o v erl a p   w h er e Δ
is t h e e x cit ati o n e n er g y g a p a n d t is t h e ti m e e xt e nt at   w hi c h
si g n als  ar e  r es ol v e d.

T h e  a p p e ar a n c e  of   missi n g  e n er g y  l e v els  usi n g  i nt er-
p ol ati n g- o p er at or  s ets  t h at  n e gl e ct  p arti c ul ar  o p er at or
str u ct ur es  h as  b e e n  pr e vi o usl y  o bs er v e d  i n  st u di es  of π π
s yst e ms [ 7 7, 7 8] as   w ell  as N π s yst e ms [ 1 1 4, 1 1 9].   T h es e
st u di es  a n d  t h e  r es ults  of  t his   w or k  i n di c at e  t h at  a
si g nifi c a nt  str e n gt h  of  v ari ati o n al   m et h o ds  is  t h eir  a bilit y
t o  dis e nt a n gl e c o ntri b uti o ns t o c orr el ati o n f u n cti o ns fr o m a
l ar g e  s et  of st at es   wit h si mil ar  e n er gi es.   T h e l ar g e  n u m b er
of  n e ar b y e n er g y l e v els arisi n g fr o m s pi n- or bit c o u pli n g i n
t h e I ¼ 0 , Γ J ¼ T þ

1 irr e p,  f or  e x a m pl e,  c a n  b e  r es ol v e d

usi n g  a  s et  of  4 2  i nt er p ol ati n g  o p er at ors, S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ,   wit h
c o m p ar a bl e pr e cisi o n t o t h e   m or e s p ars el y p o p ul at e d I ¼ 1 ,
Γ J ¼ A þ

1 e x cit e d-st at e  s p e ctr u m.   Vari ati o n al   m et h o ds  c a n,
t h er ef or e,  pr o vi d e  pr e cis e  d et er mi n ati o ns  of e n er g y s p e ctr a
usi n g s o ur c e/si n k s e p ar ati o ns   m u c h s m all er t h a n t h e i n v ers e
e n er g y  g a p  b et w e e n  n ei g h b ori n g  l e v els.   H o w e v er,  a  si g-
nifi c a nt   w e a k n ess  of  v ari ati o n al   m et h o ds  is  t h at   G E V P
s ol uti o ns   wit h  fi nit e  t e m p or al  s e p ar ati o ns l e a d t o  c orr el a-
ti o n  f u n cti o ns  a p pr o xi m ati n g  t h e  e n er g y  ei g e nst at es   wit h
t h e l ar g est  o v erl a p   wit h  a  gi v e n i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et
r at h er  t h a n  n e c ess aril y  t h e  l o w est- e n er g y  ei g e nst at es.
T h er ef or e,  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  si z e  is  n ot  a  g o o d
pr o x y f or h o w r eli a bl y v ari ati o n al   m et h o ds c a n i d e ntif y t h e

gr o u n d st at e: t h e s et  of  4 0 i nt er p ol ati n g  o p er at ors S̃
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪

miss es  t h e  gr o u n d  st at e,  a n d  t h e  l o w est- e n er g y  st at e
i d e ntifi e d is c o nsist e nt   wit h t h e first e x cit e d st at e i d e ntifi e d

usi n g S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ ,2 4 w hil e  t h e  s et  of  t w o  i nt er p ol ati n g  o p er-

at ors S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

① l e a ds  a  t o  gr o u n d-st at e  e n er g y  r es ult  t h at
is  c o nsist e nt   wit h  t h e  r es ult  o bt ai n e d  usi n g  t h e  l ar g est

a v ail a bl e n o n d e g e n er at e i nt er p ol ati n g o p er at or s et S
ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ .

F urt h er,  t h e  t o y   m o d el  o v erl a p  f a ct ors  dis c uss e d  a b o v e
pr o vi d e  a n  e x a m pl e  f or   w hi c h  v ari ati o n al   m et h o ds   w o ul d
l e a d  t o  a n  i n c orr e ct  d et er mi n ati o n  of  t h e  gr o u n d-st at e
e n er g y  ( u nl ess  c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h  v er y  l ar g e
E u cli d e a n  ti m e  s e p ar ati o ns  c o ul d  b e  r es ol v e d),   w hil e  t h e
e x a mi n ati o n  of  a n  as y m m etri c  c orr el ati o n  f u n cti o n  usi n g
t h e s a m e i nt er p ol ati n g- o p er at or s et   w o ul d l e a d t o  a  c orr e ct
d et er mi n ati o n.   Ot h er  s ur prisi n g  b e h a vi ors  ar e  s e e n  i n
pr e vi o us  v ari ati o n al  c al c ul ati o ns  usi n g  i nt er p ol ati n g-
o p er at or s ets   wit h s m all  gr o u n d-st at e  o v erl a p, f or e x a m pl e,
c al c ul ati o ns  usi n g l o c al q q q q̄ q o p er at ors i n   R ef. [ 1 1 9] t h at

a p p e ar t o i d e ntif y t h e p h ysi c al N π gr o u n d st at e   w h e n usi n g
p arti al  s u bs ets  of  t h eir  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  b ut  n ot
w h e n  usi n g t h e  f ull i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et.

T h e   m ost  pr e cis e  r es ults  f or  ( u p p er  b o u n ds  o n)  t w o-
n u cl e o n  gr o u n d-st at e  F V  e n er g y  s hifts   wit h L ≈ 4 .6 f m
c al c ul at e d  i n  t his   w or k  us e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets
wit h o ut  q u asil o c al i nt er p ol ati n g  o p er at ors  a n d  c orr es p o n d
t o − 3 .4 ð7 Þ a n d − 3 .3 ð7 Þ M e V  i n  t h e I ¼ 0 a n d I ¼ 1
c h a n n els,  r es p e cti v el y.   T h es e  r es ults  ar e  c o nsist e nt   wit h
pr e vi o us c al c ul ati o ns  usi n g i n di vi d u al  di b ar y o n c orr el ati o n
f u n cti o ns  a n d 2 × 2 m atri c es  of  di b ar y o n  c orr el ati o n f u n c-
ti o ns:   R ef. [ 2 6] o bt ai n e d − 4 ð8 Þ M e V f or t h e I ¼ 1 c h a n n el
usi n g  a  si mil ar  v al u e  of  t h e  pi o n   m ass  ( m π ≈ 9 6 0 M e V),
a  s m all er  l atti c e  s p a ci n g  ( a ≈ 0 .0 6 6 f m),  a n d  a  s m all er
p h ysi c al  v ol u m e ( L ≈ 2 .1 f m);   R ef. [ 2 8] o bt ai n e d − 2 .6 ð6 Þ
a n d − 3 .7 ð8 Þ M e V f or e a c h c h a n n el usi n g a si mil ar p h ysi c al
v ol u m e  ( L ≈ 4 .1 f m),  a  si mil ar  v al u e  of  t h e  pi o n   m ass
(m π ≈ 7 1 4 M e V), a n d a fi n er l atti c e s p a ci n g ( a ≈ 0 .0 8 6 f m)
t h a n us e d i n t his   w or k.   H o w e v er, t h es e  F V e n er g y s hifts ar e
si g nifi c a ntl y  cl os er  t o  t hr es h ol d  t h a n  r es ults  o bt ai n e d  i n
R efs. [ 1 5, 1 8, 2 5] usi n g  c orr el ati o n  f u n cti o ns   wit h  h e x a-
q u ar k  s o ur c es  a n d  di b ar y o n  si n ks  o n  a  l ar g er  e ns e m bl e
of  g a u g e-fi el d  c o nfi g ur ati o ns   wit h t h e  s a m e  p ar a m et ers  as
t h e  e ns e m bl e  us e d  h er e,  n a m el y − 2 3 ð4 Þ, − 2 8 ð3 Þ,  a n d
− 2 8 ð4 Þ M e V  i n  t h e I ¼ 0 c h a n n el  a n d − 1 5 ð3 Þ, − 1 7 ð3 Þ,
a n d − 2 1 ð4 Þ M e V  i n  t h e I ¼ 1 c h a n n el,  a n d  ot h er  c al c u-
l ati o ns  usi n g ½D;   H c orr el ati o n  f u n cti o ns  at  u n p h ysi c all y
l ar g e  q u ar k   m ass es [ 1 1, 1 3, 2 1, 2 2, 1 2 2– 1 3 1] .  Si mil ar,
alt h o u g h  l ess  pr e cis e,  dis cr e p a n ci es  ar e  f o u n d  i n  dir e ct
c o m p aris o ns  of ½D;   H a n d   G E V P r es ults c o m p ut e d i n t his
w or k,  a n d  dis cr e p a n ci es  of  c o m p ar a bl e  si z e  ar e  s e e n  f or
e n er g y  l e v els  ass o ci at e d   wit h s ∈ f 0 ; … ; 6 g di b ar y o n
i nt er p ol ati n g  o p er at ors.   T h es e  dis cr e p a n ci es  i n di c at e  t h at
eit h er  t h e  as y m m etri c ½D;   H c orr el ati o n  f u n cti o ns   w o ul d
sl o wl y  a p pr o a c h  t h e   G E V P  r es ults  at  l ar g er t t h a n  t h at
a c c essi bl e  i n  t his  c al c ul ati o n,  or  t h at  t h er e  ar e  a d diti o n al
l o w er- e n er g y  l e v els  t h at  ar e  n e arl y  ort h o g o n al  t o  t h e
i nt er p ol ati n g  o p er at ors  i n  t h e  s ets  us e d  i n  t his   w or k  b ut
t h at  ar e  r e v e al e d  i n  as y m m etri c ½D;   H c orr el ati o n f u n c-
ti o ns.  F urt h er   w or k  is  n e e d e d  t o  dis cri mi n at e  b et w e e n
t h es e  p ossi biliti es.

S e v er al  pi e c es  of  e vi d e n c e i n f a v or  of t h e   G E V P r es ults
of  t his   w or k  pr o vi di n g  a n  a c c ur at e  d es cri pti o n  of  a  l o w-
e n er g y  s e ct or  of  t h e   L Q C D  s p e ctr u m   wit h o ut   missi n g
e n er g y  l e v els  ar e  d es cri b e d  i n  S e cs. III   B a n d III   C. I n
p arti c ul ar, i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets   wit h  q u asil o c al  o p er-
at ors s u bstit ut e d i n pl a c e of  di b ar y o n o p er at ors  d o mi n a ntl y
o v erl a p pi n g   wit h eit h er t h e  gr o u n d st at e  or t h e first e x cit e d
st at e  r e pr o d u c e t h e  s a m e l o w-l yi n g  e n er g y  s p e ctr u m,  a n d
i n  s o m e  c as es  ar e  i n c o nsist e nt   wit h  t h e ½D;   H r es ults  at
hi g h  st atisti c al  si g nifi c a n c e.  It  is  n ot  p ossi bl e,   wit h  t h e
c urr e ntl y  a v ail a bl e st atisti cs, t o  o bt ai n  a  n o n d e g e n er at e s et
wit h  q u asil o c al  o p er at ors i n cl u d e d i n  a d diti o n t o  all  of t h e
di b ar y o n  o p er at ors,   w hi c h  i n di c at es  t h at  a n y   missi n g
e n er g y  l e v el   w o ul d  h a v e  t o  b e  ass o ci at e d   wit h  o p er at ors

2 4 It is cl e ar t h at  o p er at or s ets t h at   miss   m ulti pl e l e v els c a n als o
b e  c o nstr u ct e d  b y  f urt h er  o missi o ns.
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a p pr o xi m at el y  ort h o g o n al  t o  t h os e  i n  t his  i nt er p ol ati n g-
o p er at or  s et.  F urt h er,   G E V P  c orr el ati o n-f u n cti o n  r e c o n-
str u cti o ns  o bt ai n e d  b y  i ns erti n g   G E V P  e n er g y  a n d
o v erl a p-f a ct or  r es ults  i nt o  t h e  s p e ctr al  r e pr es e nt ati o ns  f or
½D;   H c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  a bl e  t o  a p pr o xi m at el y
r e pr o d u c e  t h e  c orr es p o n di n g   G E V P  eff e cti v e  F V  e n er g y
s hifts  f or  t e m p or al  s e p ar ati o ns   w h er e  si g n als  c a n  b e
r es ol v e d.   T his  pr o vi d es a  pr o of- of- pri n ci pl e  d e m o nstr ati o n
t h at  li n e ar  c o m bi n ati o ns  of  a  n e ar-t hr es h ol d  gr o u n d  st at e
a n d a b o v e-t hr es h ol d e x cit e d st at es c a n l e a d t o t d e p e n d e n c e
c o nsist e nt   wit h t h at  o bs er v e d i n ½D;   H eff e cti v e  F V e n er g y
s hifts.  I n  a d diti o n,  ot h er  n o n- p ositi v e- d efi nit e  c orr el ati o n
f u n cti o ns,  f or  e x a m pl e  of  t h e  f or m ½D 0 1 T ; Ds 1 W wit h
s > 0 ,  l e a d  t o  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  t h at  ar e
∼ 1 0 0 M e V  f art h er  b el o w  t hr es h ol d  t h a n  eit h er   G E V P  or
½D;   H c orr el ati o n-f u n cti o n r es ults.  S o m e  of t h es e  c orr el a-
ti o n f u n cti o ns s h o w si g nifi c a nt t d e p e n d e n c e b ut ot h ers ar e
c o nsist e nt   wit h c o nst a nt t b e h a vi or f or t h e r a n g e of t, gi v e n
t h e  st atisti c al  pr e cisi o n  of t his   w or k.   H o w e v er, t h e   G E V P
r e c o nstr u cti o ns  ar e  a bl e t o r e pr o d u c e t h e ½D 0 1 T ; Ds 1 W F V
e n er g y  s hifts  a n d  s u g g est  t h at  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts

si g nifi c a ntl y  b el o w  z er o  f or t ≲ 1 = δ ð2 ;I;Γ J Þ m a y  b e  c o nsis-
t e nt   wit h   m u c h  l ess  n e g ati v el y  s hift e d  F V  e n er gi es.   T h e
G E V P e n er g y l e v els, t h er ef or e, pr o vi d e a si m pl e h y p ot h esis
f or t h e   L Q C D s p e ctr u m t h at is c o nsist e nt   wit h all r es ults f or
t his v ol u m e. Fi n all y, t h es e   G E V P r es ults ar e c o nsist e nt   wit h
pr e cis e r es ults  o bt ai n e d  usi n g ½D;   D c orr el ati o n f u n cti o ns
fr o m   R ef. [ 2 8] usi n g si mil ar p h ysi c al p ar a m et ers b ut a fi n er
l atti c e s p a ci n g, as   w ell as t h e l ess pr e cis e r es ults o bt ai n e d i n
R ef. [ 2 6] usi n g ½D;   D c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h  a s m all er
p h ysi c al  v ol u m e i n t h e I ¼ 1 c h a n n el.

As  str ess e d  a b o v e,  h o w e v er,  it  is  als o  p ossi bl e  f or
as y m m etri c  c orr el ati o n  f u n cti o ns  t o  r e v e al  t h e  pr es e n c e
of  p h ysi c al  st at es  t h at  h a v e  s m all  o v erl a p   wit h  a n
i nt er p ol ati n g- o p er at or s et.   T h e e x a m pl es of   missi n g e n er g y

l e v els   wit h t h e S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

ⓜ a n d S̃
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

ⓜ o p er at or s ets s h o w t h at
it  is  e as y  t o  c o nstr u ct  o p er at ors  t h at  ar e  eff e cti v el y
ort h o g o n al  t o  st at es  t h at  ar e  visi bl e   wit h  ot h er  o p er at or
s ets usi n g t h e r a n g e of t st u di e d h er e. It is str ai g htf or w ar d t o
c o nstr u ct   m o d el o v erl a p f a ct ors r e ali zi n g t his s c e n ari o.   T his
s u g g ests  t h at  t h e  p ossi bilit y  of   missi n g  t h e  gr o u n d  st at e
usi n g  p arti c ul ar  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets  is  n ot  n e c es-
s aril y  u nli k el y.   E vi d e n c e  i n  f a v or  of ½D;   H c orr el ati o n
f u n cti o ns  r e v e ali n g  p h ysi c al  e n er g y  st at es  is  pr o vi d e d  b y
t h e f a ct t h at t h er e ar e  hi g h- pr e cisi o n c al c ul ati o ns  of ½D;   H
c orr el ati o n  f u n cti o ns  usi n g  a n  i d e nti c al  l atti c e  a cti o n  a n d
p h ysi c al  v ol u m es  t h at  fi n d  c o nsist e nt  r es ults  f or  gr o u n d-
st at e  F V  e n er g y  s hifts  usi n g  t hr e e  diff er e nt  v ol u m es,
i n cl u di n g  s m all er  a n d  l ar g er  v ol u m es  t h a n  t h e  o n e  us e d
i n  t his   w or k [ 1 5, 1 6, 1 8, 2 5].   A n al ysis  of  t h e  p h as e  s hifts
ass o ci at e d   wit h  t h es e  F V  e n er g y  l e v els  i n di c at es  t h at  t h e
r es ults  ar e  c o nsist e nt   wit h t h e  pr es e n c e  of  b ot h I ¼ 0 a n d
I ¼ 1 b o u n d st at es. It  s e e ms  u nli k el y t h at li n e ar  c o m bi n a-
ti o ns of  F V e n er g y ei g e nst at es   w h os e e n er gi es h a v e i n v ers e
p o w er-l a w  d e p e n d e n c e  o n  t h e  v ol u m e,  as  e x p e ct e d  f or

u n b o u n d  s c att eri n g  st at es,   w o ul d  c o ns pir e  t o  gi v e  F V
e n er g y  s hifts   wit h  n e gli gi bl e  v ol u m e  d e p e n d e n c e  at  hi g h
pr e cisi o n f or t hr e e  v al u es  of L v ar yi n g  b y  a f a ct or  of  2  as
f urt h er dis c uss e d i n   R ef. [ 1 6 0], es p e ci all y si n c e t h e e x cit e d-
st at e  c o nt a mi n ati o n  visi bl e i n  c orr el ati o n f u n cti o ns  o n t h e
t hr e e  v ol u m es is  als o  c o nsist e nt   wit h  b ei n g  v ol u m e i n d e-
p e n d e nt.   T h e s c att eri n g p h as e-s hift r es ults d et er mi n e d fr o m
½D;   H c orr el ati o n f u n cti o ns i n   R ef. [ 1 8] als o p ass all of t h e
c o nsist e n c y  c h e c ks  d es cri b e d i n   R ef. [ 1 6 1].  Pi o nl ess   E F T
c al c ul ati o ns h a v e als o  us e d t h e B ¼ 2 a n d 3 e n er g y s p e ctr a
of   R efs. [ 1 5, 1 6] t o  pr e di ct  t h e  bi n di n g  e n er gi es  of  l ar g er
n u cl ei  at m π ¼ 8 0 6 M e V  a n d  fi n d  a gr e e m e nt   wit h B ¼ 4
L Q C D r es ults  usi n g as y m m etri c c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h
m ulti n u cl e o n  si n ks  a n al o g o us  t o  di b ar y o ns  a n d  l o c al
s o ur c es a n al o g o us t o h e x a q u ar ks [ 5 2].  F urt h er m or e, r es ults
f or  n u cl e ar   m atri x  el e m e nts  of  s c al ar  c urr e nts [ 1 3 0] gi v e
c o nsist e nt  r es ults   wit h  d et er mi n ati o ns  of  t h e  s a m e  q u a n-
titi es  fr o m  t h e  q u ar k- m ass  d e p e n d e n c e  of  t h e  F V  e n er g y
s hifts [ 1 6 2].  It  is  n ot  cl e ar   w h y  t h e  s p e ctr u m  e xtr a ct e d
fr o m  a  li n e ar  c o m bi n ati o n  of  gr o u n d-  a n d  e x cit e d-st at e
c orr el ati o n f u n cti o ns s h o ul d  p ass t h es e c o nsist e n c y  c h e c ks
i n v ol vi n g  n u cl e ar   m atri x  el e m e nts  a n d  l ar g er-B s yst e ms.
T h e  cl e ar  i nst a n c es  of   missi n g  e n er g y  l e v els  dis c uss e d
a b o v e  s h o w  t h at  a p pr o xi m at e  ort h o g o n alit y  of i nt er p ol at-
i n g- o p er at or s ets fr o m ei g e nst at es is e asil y a c hi e v e d.   Gi v e n
t h es e  r es ults  a n d  t h e  c o nsist e n c y  of  t h e  s p e ctr a  a n d
ass o ci at e d  s c att eri n g  a m plit u d es  d et er mi n e d  usi n g ½D;   H
c orr el ati o n  f u n cti o ns,  t h e  r es ults  of  t his   w or k  o bt ai n e d
usi n g  t h e  v ari ati o n al   m et h o d  s h o ul d   m ost  r o b ustl y  b e
i nt er pr et e d  as  u p p er  b o u n ds  t h at  d o  n ot  e x cl u d e  t h e
pr es e n c e  of  a   m or e  n e g ati v el y s hift e d  gr o u n d-st at e  e n er g y.

B.  S u m m a r y  a n d  o utl o o k

T w o- n u cl e o n  s yst e ms  ar e  st u di e d  i n  t his   w or k  usi n g  a
wi d e  v ari et y  of   L Q C D  i nt er p ol ati n g  o p er at ors:  4 2  a n d
9 6  di b ar y o n  o p er at ors  i n  t h e I ¼ 1 a n d I ¼ 0 c h a n n els,
r es p e cti v el y, i n cl u di n g  all  pr o d u cts  of  pl a n e- w a v e  n u cl e o n
w a v e  f u n cti o ns   wit h  z er o  c e nt er- of- m ass   m o m e nt u m  a n d

r el ati v e   m o m e nt u m  s m all er  t h a n
ffiffiffi
8

p
ð 2 π

L Þ,  si x  q u asil o c al
o p er at ors  i n  e a c h  is os pi n  c h a n n el   wit h  e x p o n e nti all y
l o c ali z e d  n u cl e o n   w a v e  f u n cti o ns  i ns pir e d  b y  F V   E F T
b o u n d-st at e   w a v e f u n cti o ns,  a n d t w o  h e x a q u ar k  o p er at ors
i n  e a c h is os pi n  c h a n n el  d es cri bi n g  si x t ot all y  a ntis y m m e-
tri z e d  q u ar ks  c e nt er e d  ar o u n d  a  c o m m o n  p oi nt.   T h e
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x i n cl u di n g  all  of t h es e  i nt er p o-
l ati n g  o p er at ors  as  b ot h  s o ur c es  a n d  si n ks  is  c o m p ut e d
usi n g  s p ars e n e d  ti m esli c e-t o- all  q u ar k  pr o p a g at ors  a n d
bil o c al  b ar y o n  bl o c ks.   T h e  r es ulti n g  c orr el ati o n-f u n cti o n
m atri x  is  t h e n  pr oj e ct e d  o nt o  c u bi c  irr e ps  d es cri bi n g  t h e
F V  a n al o g  of  t ot al  a n g ul ar   m o m e nt u m.  F or  e a c h  irr e p,
t h e  r el e v a nt  bl o c k  of  t h e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  is
di a g o n ali z e d  b y  s ol vi n g  a   G E V P  a n d  t h e  F V  e n er g y
s p e ctr u m  is  e xtr a ct e d  fr o m  fits  t o  t h e  r es ulti n g  a p pr o x-
i m at el y  ort h o g o n al c orr el ati o n f u n cti o ns.   T h e  gr o u n d-st at e
e n er gi es  d et er mi n e d  b y  a p pl yi n g  v ari ati o n al   m et h o ds  t o
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c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  i n v ol vi n g  v ari o us  ( alt h o u g h
n ot  all)  c o m bi n ati o ns  of  h e x a q u ar k,  di b ar y o n,  a n d  q u asi-
l o c al  t w o- n u cl e o n  i nt er p ol ati n g  o p er at ors  ar e  c o nsist e nt
wit h  r es ults  o bt ai n e d  usi n g  o nl y  di b ar y o n  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  h er e  a n d  i n  pr e vi o us   w or ks [ 2 6, 2 8],   w hil e
v ari ati o n al  r es ults  fr o m  all  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets
w h er e si g n als c a n  b e r es ol v e d  ar e i n c o nsist e nt   wit h r es ults
o bt ai n e d  b y  fitti n g  s p e ctr al  r e pr es e nt ati o ns t o  as y m m etri c
c orr el ati o n f u n cti o ns   wit h  h e x a q u ar k s o ur c es a n d  di b ar y o n
si n ks  h er e  a n d i n  pr e vi o us   w or ks [ 1 5, 1 6, 1 8, 2 5].   N u cl e o n-
n u cl e o n S -  a n d D - w a v e  s c att eri n g  p h as e  s hifts  ar e  c o m-
p ut e d   wit h t h e  ass u m pti o n t h at   mi xi n g   wit h  hi g h er  p arti al
w a v es  is  n e gli gi bl e.   T h e  r es ults  of  t his   w or k  ar e  n ot
c o n cl usi v e  as  t o   w h et h er  t h e  t w o- n u cl e o n  gr o u n d  st at es
ar e b o u n d or u n b o u n d i n b ot h t h e I ¼ 0 a n d I ¼ 1 c h a n n els
at  t h es e  q u ar k   m ass es,  a n d  o n g oi n g  c al c ul ati o ns  usi n g
a d diti o n al l atti c e s p a ci n gs a n d v ol u m es   will pr o vi d e f urt h er
c o nstr ai nts.   C al c ul ati o ns  usi n g  a d diti o n al  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  ar e  n e e d e d  t o  s e ar c h  f or   m or e  d e e pl y  b o u n d
st at es   wit h  s m all  o v erl a p   wit h  t his  i nt er p ol ati n g- o p er at or
s et i n  or d er t o  c o n cl usi v el y  d et er mi n e t h e str u ct ur es  of t h e
t w o- n u cl e o n  gr o u n d  st at es  f or  t h es e  q u ar k- m ass  v al u es.
F ut ur e   L Q C D  c al c ul ati o ns  usi n g  v ari ati o n al   m et h o ds  t o
c o ntr ol  c o nt a mi n ati o n  fr o m  e x cit e d  l o w- e n er g y  st at es,  as
w ell as usi n g a r a n g e of q u ar k   m ass es, l atti c e s p a ci n gs, a n d
v ol u m es t o e xtr a p ol at e t o t h e c o nti n u u m li mit a n d  p h ysi c al
q u ar k   m ass es, pr o vi d e t h e   m ost r o b ust k n o w n r o ut e t o w ar d
c o ntr oll e d  d et er mi n ati o ns  of   m ulti n u cl e o n  e n er g y  s p e ctr a
fr o m   Q C D.

T h e  us e  of   L Q C D   wit h  v ari ati o n al   m et h o ds  a n d  a l ar g e
s et  of i nt er p ol ati n g  o p er at ors is  n ot  s uffi ci e nt t o  g u ar a nt e e
t h e  r eli a bilit y  of  t h e   m ulti n u cl e o n  s p e ctr u m  e xtr a ct e d
usi n g   L Q C D  c al c ul ati o ns.  It  is  i m pl a usi bl e  t o  i m a gi n e
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x c al c ul ati o ns e m pl o yi n g a g e n u-
i n e  b asis t h at s p a ns t h e   L Q C D   Hil b ert s p a c e f or a n y  gi v e n
s et  of  q u a nt u m  n u m b ers.  F urt h er,   wit h o ut  n o v el   m et h o ds
f or  r e d u ci n g t h e  s c al e  of  e x p o n e nti al  si g n al-t o- n ois e  d e g-
r a d ati o n  s u c h  as   m ultil e v el i nt e gr ati o n [ 1 6 3– 1 6 6] ,  si g n al-
t o- n ois e  o pti mi z ati o n [ 1 6 7],  or  p at h  i nt e gr al  c o nt o ur
d ef or m ati o ns [ 1 6 8] f or  n ois y  o bs er v a bl es [ 1 6 9, 1 7 0] s u c-
c essf ull y  a p pli e d  t o   m ulti b ar y o n  s yst e ms,  f ut ur e   L Q C D
c al c ul ati o ns  of  t w o- b ar y o n  s yst e ms   will  b e  li mit e d  t o
s o ur c e/si n k  s e p ar ati o ns   m u c h  s m all er  t h a n  t h e  i n v ers e  of
t h e  e x cit e d-st at e  e n er g y  g a p.   A d diti o n al  eff orts  t o  u n d er-
st a n d  a n d  i m pr o v e  t h e  c o m pl et e n ess  of  a n  i nt er p ol ati n g-
o p er at or  s et   wit hi n  a  l o w- e n er g y  s e ct or  of   Hil b ert  s p a c e
ar e t h er ef or e  criti c al.   T hi s  n e e d f or  p h y si c all y   m ot i v at e d
i nt er p ol ati n g- o p er at or s et s t h at  o v erl a p si g nifi c a ntl y   wit h
l o w- e n er g y  st at e s  pr e s e nt s  a  c h all e n g e  f or  st u d yi n g
m ulti n u cl e o n s y st e m s   wit h   L Q C D,  b ut s y st e m ati c  u n c er-
t ai nti e s r el at e d t o i nt er p ol ati n g- o p er at or  d e p e n d e n c e  c a n
b e  pr o b e d  t o  s o m e  d e gr e e  b y  v ar yi n g  t h e  i nt er p ol ati n g-
o p er at or s et t h at i s u s e d. F urt h er, a s c al c ul ati o n s a p pr o a c h
t h e  p h y si c al  v al u e s  of t h e  q u ar k   m a s s e s,  n u cl e ar   E F T a n d
m o d el s c a n  b e  u s e d t o i n s pir e  n e w i nt er p ol ati n g- o p er at or

str u ct ur e s a n d e x p a n d t h e s p a c e  of st at e s  pr o b e d i n f ut ur e
L Q C D  c al c ul ati o n s.

A C K N O W L E D G M E N T S

We  ar e  gr at ef ul  t o  Sil as   B e a n e,   K ost as   Or gi n os,  a n d
M arti n  S a v a g e  f or  e xt e nsi v e  dis c ussi o ns.   We  es p e ci all y
t h a n k   K ost as   Or gi n os f or  his r ol e i n  g e n er ati n g t h e  g a u g e-
fi el d  e ns e m bl e  us e d i n t his   w or k.   We f urt h er t h a n k   M arti n
S a v a g e f or c oll a b or ati o n i n t h e e arl y st a g es of t his   w or k a n d
f or  us e  of  t h e   U ni v ersit y  of   Was hi n gt o n   H y a k  c o m p ut a-
ti o n al  i nfr astr u ct ur e  t o  p erf or m  s o m e  p arts  of  t h e  c al c u-
l ati o ns  t h at  ar e  pr es e nt e d.   We  a c k n o wl e d g e  t h e   Te x as
A d v a n c e d   C o m p uti n g   C e nt er  ( T A C C)  at   T h e   U ni v ersit y
of   Te x as at   A usti n f or pr o vi di n g   H P C r es o ur c es o n Fr o nt er a
t h at  h a v e  c o ntri b ut e d  t o  t h e  r es e ar c h  r es ults  r e p ort e d
wit hi n  t his  p a p er  ( [ 1 7 1]).   T his  r es e ar c h  us e d  r es o ur c es
of t h e   O a k   Ri d g e   L e a d ers hi p   C o m p uti n g F a cilit y at t h e   O a k
Ri d g e   N ati o n al   L a b or at or y,   w hi c h  is  s u p p ort e d  b y  t h e
Offi c e  of  S ci e n c e  of t h e   U. S.   D e p art m e nt  of   E n er g y  u n d er
C o ntr a ct   N o.   D E- A C 0 5- 0 0 O R 2 2 7 2 5.   T h e  a ut h ors  t h a n k-
f ull y a c k n o wl e d g e t h e c o m p ut er r es o ur c es at   M ar e N ostr u m
a n d  t h e  t e c h ni c al  s u p p ort  pr o vi d e d  b y   B ar c el o n a
S u p er c o m p uti n g   C e nt er  ( R E S- FI- 2 0 2 2- 1- 0 0 4 0).
C o m p ut ati o ns  of  t his   w or k   w er e  c arri e d  o ut  usi n g  t h e
C hr o m a [ 1 5 0], Q l u a [ 1 5 2], Q U D A [ 1 7 2– 1 7 4] , a n d T ir a mis u [ 1 3 2]
s oft w ar e  li br ari es.   A. S.  is  s u p p ort e d  i n  p art  b y   D A R P A
u n d er   Gr a nts   N o.   H R 0 0 1 1- 1 8-  3- 0 0 0 7  a n d   N o.   H R 0 0 1 1-
2 0- 9- 0 0 1 7.   Z.   D.  is  s u p p ort e d  b y  t h e   Alfr e d  P.  Sl o a n
f ell o ws hi p  a n d  b y  t h e   M ar yl a n d   C e nt er  f or  F u n d a m e nt al
P h ysi cs  at t h e   U ni v ersit y  of   M ar yl a n d,   C oll e g e  P ar k.  S h e
f urt h er  a c k n o wl e d g es  s u p p ort fr o m t h e   RI K E N   C e nt er f or
A c c el er at or- b as e d  S ci e n c es   wit h   w hi c h  s h e   w as  affili at e d
d uri n g  e arli er  st a g es  of  t his   w or k.   W.   D.  a n d  P.  E. S.  ar e
s u p p ort e d i n p art b y t h e   U. S.   D e p art m e nt of   E n er g y,   Offi c e
of  S ci e n c e,   Offi c e  of   N u cl e ar  P h ysi cs  u n d er  a  gr a nt
c o ntr a ct.   W.   D.  a n d   A.   V. P.  ar e  s u p p ort e d  i n  p art  b y  t h e
S ci D A C 4   Gr a nt   N o.   D E- S C 0 0 1 8 1 2 1.   W.   D.  is  als o  s u p-
p ort e d   wit hi n  t h e  fr a m e w or k  of  t h e   T M D   T o pi c al
C oll a b or ati o n  of  t h e   U. S.   D e p art m e nt  of   E n er g y,   Offi c e
of  S ci e n c e,   Offi c e  of   N u cl e ar  P h ysi cs.  P.  E. S. is  a d diti o n-
all y  s u p p ort e d  b y t h e   N ati o n al  S ci e n c e  F o u n d ati o n  u n d er
E A G E R   Gr a nt   N o. 2 0 3 5 0 1 5, b y t h e   U. S.   D O E   E arl y   C ar e er
A w ar d   N o.   D E- S C 0 0 2 1 0 0 6,  b y  a   N E C  r es e ar c h  a w ar d,
a n d  b y t h e   C arl   G a n d  S hirl e y  S o nt h ei m er   R es e ar c h  F u n d.
W.   D.  a n d  P.  E. S.  ar e  s u p p ort e d  b y  t h e   N ati o n al  S ci e n c e
F o u n d ati o n  u n d er   C o o p er ati v e   A gr e e m e nt  P H Y- 2 0 1 9 7 8 6
( T h e   N S F   AI  I nstit ut e  f or   Artifi ci al  I nt elli g e n c e  a n d
F u n d a m e nt al  I nt er a cti o ns, [ 1 7 5]).   M. I.  is  s u p p ort e d  b y
t h e   U ni v ersit at  d e   B ar c el o n a t hr o u g h t h e s c h ol ars hi p   A PI F.
M. I. a n d   A. P. a c k n o wl e d g e fi n a n ci al s u p p ort fr o m   M CI N/
A EI/ 1 0. 1 3 0 3 9/ 5 0 1 1 0 0 0 1 1 0 3 3  ( Gr a nts   C E X 2 0 1 9- 0 0 0 9 1 8-
M  a n d  PI D 2 0 2 0- 1 1 8 7 5 8 G B-I 0 0),  fr o m  t h e   E ur o p e a n
F E D E R  f u n ds  u n d er   C o ntr a ct   N o.  FI S 2 0 1 7- 8 7 5 3 4- P,  a n d
fr o m  t h e   E U  S T R O N G- 2 0 2 0  pr oj e ct  u n d er  t h e  pr o gr a m
H 2 0 2 0-I N F R AI A- 2 0 1 8- 1,   Gr a nt   A gr e e m e nt   N o.  8 2 4 0 9 3.
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T his   m a n us cri pt  h as  b e e n  a ut h or e d  b y  F er mi   R es e ar c h
Alli a n c e,   L L C  u n d er   C o ntr a ct   N o.   D E- A C 0 2- 0 7 C H 1 1 3 5 9
wit h  t h e   U. S.   D e p art m e nt  of   E n er g y,   Offi c e  of  S ci e n c e,
Offi c e  of   Hi g h   E n er g y  P h ysi cs.

A P P E N DI X   A:  S PI N- C O L O R   W EI G H T S

T h e  n u cl e o n   w ei g hts w
½N σ
α wit h α ∈ f 1 ; … ; N

½N
w ¼ 1 2 g

wit h s pi n c o m p o n e nt σ ∈ f 0 ; 1 g ar e s h o w n i n   Ta bl e V .   T h e

h e x a q u ar k   w ei g hts w
½H ρ
α wit h α ∈ f 1 ; … ; N

½H ρ
w g wit h

A þ
1 ⊗ T þ

1 s pi n  c o m p o n e nts ρ ¼ 0 a n d  2  ar e  s h o w n  i n
Ta bl e VI ; t h e  ot h er  c o m p o n e nts ρ ¼ 1 a n d  3  ar e s h o w n i n
Ta bl e VII .

T h e  di b ar y o n   w ei g hts  c a n  b e  str ai g htf or w ar dl y  c o n-
str u ct e d  i n  t er ms  of  t h e  n u cl e o n   w ei g hts.   T h e  first

ðN
½N
w Þ 2 ¼ 1 4 4 c o m p o n e nts  of w

½D ρ
α c a n  b e  e x pr ess e d

usi n g t h e   m a p α ðα 1 ; α 2 Þ d efi n e d  b y

α ¼ ð α 1 − 1 ÞN
½N
w þ α 2 ; ðA 1 Þ

T A B L E   V.   T h e   w ei g hts w
½N σ
α f or σ ¼ 0 a n d  1 ar e s h o w n i n t h e

l eft a n d ri g ht t a bl es, r es p e cti v el y, al o n g   wit h t h e ass o ci at e d i n d e x
f u n cti o ns i, j , k t h at   m a p α t o  t h e  s p a c e  of  s pi n- c ol or  i n di c e s
l a b el e d ζ , a wit h ζ ∈ f 0 ; … ; 3 g a n d a ∈ f 0 ; 1 ; 2 g .

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ w
½N 0
α

1 0, 0 1, 1 0, 2 − 2
ffiffiffi
2

p

2 0, 0 1, 2 0, 1 2
ffiffiffi
2

p

3 0, 1 1, 0 0, 2 2
ffiffiffi
2

p

4 0, 1 1, 2 0, 0 − 2
ffiffiffi
2

p

5 0, 2 1, 0 0, 1 − 2
ffiffiffi
2

p

6 0, 2 1, 1 0, 0 2
ffiffiffi
2

p

7 1, 0 0, 1 0, 2 2
ffiffiffi
2

p

8 1, 0 0, 2 0, 1 − 2
ffiffiffi
2

p

9 1, 1 0, 0 0, 2 − 2
ffiffiffi
2

p

1 0  1,  1  0,  2  0,  0 2
ffiffiffi
2

p

1 1  1,  2  0,  0  0,  1 2
ffiffiffi
2

p

1 2  1,  2  0,  1  0,  0 − 2
ffiffiffi
2

p

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ w
½N 1
α

1 0, 0 1, 1 1, 2 − 2
ffiffiffi
2

p

2 0, 0 1, 2 1, 1 2
ffiffiffi
2

p

3 0, 1 1, 0 1, 2 2
ffiffiffi
2

p

4 0, 1 1, 2 1, 0 − 2
ffiffiffi
2

p

5 0, 2 1, 0 1, 1 − 2
ffiffiffi
2

p

6 0, 2 1, 1 1, 0 2
ffiffiffi
2

p

7 1, 0 0, 1 1, 2 2
ffiffiffi
2

p

8 1, 0 0, 2 1, 1 − 2
ffiffiffi
2

p

9 1, 1 0, 0 1, 2 − 2
ffiffiffi
2

p

1 0  1,  1  0,  2  1,  0 2
ffiffiffi
2

p

1 1  1,  2  0,  0  1,  1 2
ffiffiffi
2

p

1 2  1,  2  0,  1  1,  0 − 2
ffiffiffi
2

p

T A B L E   VI.   T h e   w ei g hts w
½H ρ
α f or  h e x a q u ar k  o p er at ors   wit h

ρ ¼ 0 a n d  2  ar e  s h o w n i n t h e l eft  a n d ri g ht t a bl es, r es p e cti v el y,
al o n g   wit h t h e ass o ci at e d i n d e x f u n cti o ns i; j; k; l;   m; n t h at   m a p α
t o t h e s p a c e of s pi n- c ol or i n di c e s l a b el e d ζ , a wit h ζ ∈ f 0 ; … ; 3 g
a n d a ∈ f 0 ; 1 ; 2 g .

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ lðα Þ m ðα Þ n ðα Þ w
½H 0
α

1  0,  0  0,  0  0,  1  1,  1  1,  2  1,  2  4 0
2  0,  0  0,  0  0,  2  1,  1  1,  1  1,  2 − 4 0
3  0,  0  0,  1  0,  1  1,  0  1,  2  1,  2 − 4 0
4  0,  0  0,  1  0,  2  1,  0  1,  1  1,  2  1 6
5  0,  0  0,  1  0,  2  1,  0  1,  2  1,  1  2 4
6  0,  0  0,  1  0,  2  1,  1  1,  0  1,  2  2 4
7  0,  0  0,  2  0,  1  1,  0  1,  1  1,  2  2 4
8  0,  0  0,  2  0,  1  1,  0  1,  2  1,  1  1 6
9  0,  0  0,  2  0,  1  1,  1  1,  0  1,  2 − 2 4
1 0  0,  0  0,  2  0,  2  1,  0  1,  1  1,  1 − 4 0
1 1  0,  1  0,  0  0,  2  1,  0  1,  1  1,  2  2 4
1 2  0,  1  0,  0  0,  2  1,  0  1,  2  1,  1 − 2 4
1 3  0,  1  0,  0  0,  2  1,  1  1,  0  1,  2  1 6
1 4  0,  1  0,  1  0,  2  1,  0  1,  0  1,  2 − 4 0
1 5  0,  1  0,  2  0,  2  1,  0  1,  0  1,  1  4 0
1 6  0,  0  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  1,  2 − 4 0
1 7  0,  0  0,  0  1,  1  0,  2  1,  2  1,  1  4 0
1 8  0,  0  0,  1  1,  0  0,  2  1,  1  1,  2  2 4
1 9  0,  0  0,  1  1,  0  0,  2  1,  2  1,  1 − 2 4
2 0  0,  0  0,  1  1,  1  0,  2  1,  2  1,  0 − 1 6
2 1  0,  1  0,  0  1,  0  0,  1  1,  2  1,  2  4 0
2 2  0,  1  0,  0  1,  0  0,  2  1,  1  1,  2 − 2 4
2 3  0,  1  0,  0  1,  0  0,  2  1,  2  1,  1 − 1 6
2 4  0,  1  0,  0  1,  1  0,  2  1,  2  1,  0 − 2 4
2 5  0,  1  0,  1  1,  0  0,  2  1,  2  1,  0  4 0
2 6  0,  2  0,  0  1,  0  0,  1  1,  1  1,  2 − 1 6
2 7  0,  2  0,  0  1,  0  0,  1  1,  2  1,  1 − 2 4
2 8  0,  2  0,  0  1,  0  0,  2  1,  1  1,  1  4 0
2 9  0,  2  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  1,  0  2 4
3 0  0,  2  0,  1  1,  0  0,  2  1,  1  1,  0 − 4 0
3 1  0,  0  1,  0  0,  1  1,  1  0,  2  1,  2 − 9 6
3 2  1,  0  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  0,  2  9 6

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ lðα Þ m ðα Þ n ðα Þ w
½H 2
α

1  0,  0  0,  0  0,  1  1,  1  1,  2  1,  2  2 4
2  0,  0  0,  0  0,  2  1,  1  1,  1  1,  2 − 2 4
3  0,  0  0,  1  0,  1  1,  0  1,  2  1,  2 − 2 4
4  0,  0  0,  1  0,  2  1,  0  1,  1  1,  2 − 1 6
5  0,  0  0,  1  0,  2  1,  0  1,  2  1,  1  4 0
6  0,  0  0,  1  0,  2  1,  1  1,  0  1,  2  4 0
7  0,  0  0,  2  0,  1  1,  0  1,  1  1,  2  4 0
8  0,  0  0,  2  0,  1  1,  0  1,  2  1,  1 − 1 6
9  0,  0  0,  2  0,  1  1,  1  1,  0  1,  2 − 4 0
1 0  0,  0  0,  2  0,  2  1,  0  1,  1  1,  1 − 2 4
1 1  0,  1  0,  0  0,  2  1,  0  1,  1  1,  2  4 0
1 2  0,  1  0,  0  0,  2  1,  0  1,  2  1,  1 − 4 0
1 3  0,  1  0,  0  0,  2  1,  1  1,  0  1,  2 − 1 6
1 4  0,  1  0,  1  0,  2  1,  0  1,  0  1,  2 − 2 4
1 5  0,  1  0,  2  0,  2  1,  0  1,  0  1,  1  2 4
1 6  0,  0  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  1,  2  2 4
1 7  0,  0  0,  0  1,  1  0,  2  1,  2  1,  1 − 2 4

( T a bl e  c o nti n u e d)

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)
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wit h  t h e  di b ar y o n  i n d e x  f u n cti o ns  of α r el at e d  t o  t w o
n u cl e o n i n d e x  f u n cti o ns  a p pli e d t o α 1 a n d α 2 as

i½D ðα Þ ¼ i½N ð α 1 Þ; j½D ðα Þ ¼ j ½N ðα 1 Þ; k½D ðα Þ ¼ k ½N ðα 1 Þ;

l½D ðα Þ ¼ i½N ð α 2 Þ; m½D ðα Þ ¼ j ½N ðα 2 Þ; n½D ðα Þ ¼ k ½N ðα 2 Þ;

ðA 2 Þ

a n d  di b ar y o n   w ei g hts  o bt ai n e d  fr o m  pr o d u cts  of  n u cl e o n
w ei g hts  as

w
½D 0
α ¼

1
ffiffiffi
2

p w
½N 0
α 1

w
½N 1
α 2

;

w
½D 1
α ¼ w

½N 0
α 1

w
½N 0
α 2

;

w
½D 2
α ¼

1
ffiffiffi
2

p w
½N 0
α 1

w
½N 1
α 2

;

w
½D 3
α ¼ w

½N 1
α 1

w
½N 1
α 2

: ðA 3 Þ

T h e  di b ar y o n  s pi n  c o m p o n e nts ρ ¼ 0 a n d  2  i n cl u d e  a n

a d diti o n al ðN
½N
w Þ 2 w ei g hts t h at  c a n  b e i n d e x e d  as

α ¼ ð N
½N
w Þ

2
þ ð α 1 − 1 ÞN

½N
w þ α 2 ; ðA 4 Þ

wit h  i n d e x  f u n cti o ns  d efi n e d  e x a ctl y  as  i n   E q. ( A 2) a n d
w ei g hts  c orr es p o n di n g t o

w
½D 0
α ¼ −

1
ffiffiffi
2

p w
½N 1
α 1

w
½N 0
α 2

;

w
½D 2
α ¼

1
ffiffiffi
2

p w
½N 1
α 1

w
½N 0
α 2

: ðA 5 Þ

T A B L E   VI. ( C o nti n u e d)

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ lðα Þ m ðα Þ n ðα Þ w
½H 2
α

1 8  0,  0  0,  1  1,  0  0,  2  1,  1  1,  2 − 4 0
1 9  0,  0  0,  1  1,  0  0,  2  1,  2  1,  1  4 0
2 0  0,  0  0,  1  1,  1  0,  2  1,  2  1,  0 − 1 6
2 1  0,  1  0,  0  1,  0  0,  1  1,  2  1,  2 − 2 4
2 2  0,  1  0,  0  1,  0  0,  2  1,  1  1,  2  4 0
2 3  0,  1  0,  0  1,  0  0,  2  1,  2  1,  1 − 1 6
2 4  0,  1  0,  0  1,  1  0,  2  1,  2  1,  0  4 0
2 5  0,  1  0,  1  1,  0  0,  2  1,  2  1,  0 − 2 4
2 6  0,  2  0,  0  1,  0  0,  1  1,  1  1,  2 − 1 6
2 7  0,  2  0,  0  1,  0  0,  1  1,  2  1,  1  4 0
2 8  0,  2  0,  0  1,  0  0,  2  1,  1  1,  1 − 2 4
2 9  0,  2  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  1,  0 − 4 0
3 0  0,  2  0,  1  1,  0  0,  2  1,  1  1,  0  2 4
3 1  0,  0  1,  0  0,  1  1,  1  0,  2  1,  2 − 9 6
3 2  1,  0  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  0,  2 − 9 6

T A B L E   VII.   T h e   w ei g hts w
½H ρ
α f or  h e x a q u ar k  o p er at ors   wit h

ρ ¼ 1 a n d  3  ar e  s h o w n i n t h e l eft  a n d ri g ht t a bl es, r es p e cti v el y,
al o n g   wit h t h e ass o ci at e d i n d e x f u n cti o ns i; j; k; l;   m; n t h at   m a p α
t o t h e s p a c e of s pi n- c ol or i n di c e s l a b el e d ζ , a wit h ζ ∈ f 0 ; … ; 3 g
a n d a ∈ f 0 ; 1 ; 2 g .

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ lðα Þ m ðα Þ n ðα Þ w
½H 1
α

1  0,  0  0,  0  0,  1  0,  1  1,  2  1,  2 4 8
ffiffiffi
2

p

2  0,  0  0,  0  0,  1  0,  2  1,  1  1,  2 − 4 0
ffiffiffi
2

p

3  0,  0  0,  0  0,  1  0,  2  1,  2  1,  1 − 8
ffiffiffi
2

p

4  0,  0  0,  0  0,  2  0,  1  1,  1  1,  2 − 8
ffiffiffi
2

p

5  0,  0  0,  0  0,  2  0,  1  1,  2  1,  1 − 4 0
ffiffiffi
2

p

6  0,  0  0,  0  0,  2  0,  2  1,  1  1,  1 4 8
ffiffiffi
2

p

7  0,  0  0,  1  0,  1  0,  2  1,  0  1,  2 4 0
ffiffiffi
2

p

8  0,  0  0,  1  0,  1  0,  2  1,  2  1,  0 8
ffiffiffi
2

p

9  0,  0  0,  1  0,  2  0,  2  1,  0  1,  1 − 4 0
ffiffiffi
2

p

1 0  0,  0  0,  1  0,  2  0,  2  1,  1  1,  0 − 8
ffiffiffi
2

p

1 1  0,  1  0,  0  0,  2  0,  1  1,  0  1,  2 8
ffiffiffi
2

p

1 2  0,  1  0,  0  0,  2  0,  1  1,  2  1,  0 4 0
ffiffiffi
2

p

1 3  0,  1  0,  0  0,  2  0,  2  1,  0  1,  1 − 8
ffiffiffi
2

p

1 4  0,  1  0,  0  0,  2  0,  2  1,  1  1,  0 − 4 0
ffiffiffi
2

p

1 5  0,  1  0,  1  0,  2  0,  2  1,  0  1,  0 4 8
ffiffiffi
2

p

1 6  0,  0  0,  0  0,  1  1,  1  0,  2  1,  2 − 3 2
ffiffiffi
2

p

1 7  0,  0  0,  1  0,  1  1,  0  0,  2  1,  2 3 2
ffiffiffi
2

p

1 8  0,  0  0,  2  0,  1  1,  0  0,  2  1,  1 − 3 2
ffiffiffi
2

p

1 9  0,  0  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  0,  2 − 3 2
ffiffiffi
2

p

2 0  0,  1  0,  0  1,  0  0,  1  1,  2  0,  2 3 2
ffiffiffi
2

p

2 1  0,  2  0,  0  1,  0  0,  1  1,  1  0,  2 − 3 2
ffiffiffi
2

p

α iðα Þ j ðα Þ k ðα Þ lðα Þ m ðα Þ n ðα Þ w
½H 3
α

1  0,  0  0,  0  1,  1  1,  1  1,  2  1,  2 4 8
ffiffiffi
2

p

2  0,  0  0,  1  1,  0  1,  1  1,  2  1,  2 − 4 0
ffiffiffi
2

p

3  0,  0  0,  1  1,  1  1,  0  1,  2  1,  2 − 8
ffiffiffi
2

p

4  0,  0  0,  2  1,  0  1,  1  1,  1  1,  2 4 0
ffiffiffi
2

p

5  0,  0  0,  2  1,  1  1,  0  1,  2  1,  1 8
ffiffiffi
2

p

6  0,  1  0,  0  1,  0  1,  1  1,  2  1,  2 − 8
ffiffiffi
2

p

7  0,  1  0,  0  1,  1  1,  0  1,  2  1,  2 − 4 0
ffiffiffi
2

p

8  0,  1  0,  1  1,  0  1,  0  1,  2  1,  2 4 8
ffiffiffi
2

p

9  0,  1  0,  2  1,  0  1,  0  1,  1  1,  2 − 4 0
ffiffiffi
2

p

1 0  0,  1  0,  2  1,  0  1,  0  1,  2  1,  1 − 8
ffiffiffi
2

p

1 1  0,  2  0,  0  1,  0  1,  1  1,  1  1,  2 8
ffiffiffi
2

p

1 2  0,  2  0,  0  1,  1  1,  0  1,  2  1,  1 4 0
ffiffiffi
2

p

1 3  0,  2  0,  1  1,  0  1,  0  1,  1  1,  2 − 8
ffiffiffi
2

p

1 4  0,  2  0,  1  1,  0  1,  0  1,  2  1,  1 − 4 0
ffiffiffi
2

p

1 5  0,  2  0,  2  1,  0  1,  0  1,  1  1,  1 4 8
ffiffiffi
2

p

1 6  0,  0  1,  0  0,  1  1,  1  1,  2  1,  2 − 3 2
ffiffiffi
2

p

1 7  0,  0  1,  0  0,  2  1,  1  1,  1  1,  2 3 2
ffiffiffi
2

p

1 8  0,  1  1,  0  0,  2  1,  1  1,  0  1,  2 − 3 2
ffiffiffi
2

p

1 9  1,  0  0,  0  1,  1  0,  1  1,  2  1,  2 − 3 2
ffiffiffi
2

p

2 0  1,  0  0,  0  1,  1  0,  2  1,  2  1,  1 − 3 2
ffiffiffi
2

p

2 1  1,  0  0,  1  1,  1  0,  2  1,  2  1,  0 − 3 2
ffiffiffi
2

p
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A P P E N DI X   B:   W A V E   F U N C TI O N   A N D
S PI N- O R BI T   C U BI C   G R O U P   T H E O R Y   F A C T O R S

A s et of f u n cti o ns b ðΓ l ;l z Þ ð  x Þ pr o vi d es a b asis f or t h e irr e p
Γ l if it  s atisfi es t h e tr a nsf or m ati o n l a w

b ðΓ l ;l z Þ ð  x Þ ⟶
R

b ðΓ l ;l 0
z Þ ð R ð  x ÞÞ ≡

X

l 0
z

b ðΓ l ;l 0
z Þ ð  x ÞD

ðΓ l Þ
l 0

z l z
ð R Þ;

ðB 1 Þ

w h er e R ∈ O h is  a  c u bi c  tr a nsf or m ati o n,  a n d  t h e  s u m
r a n g es  o v er t h e l z ei g e n v al u es  c orr es p o n di n g t o t h e  r o ws

of Γ l .   A n y   m atri c es D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ s atisf yi n g   E q. ( B 1) f ur nis h a

r e pr es e nt ati o n  of  t h e  irr e p Γ l ,  b ut  diff er e nt  c h oi c es  of

b ðΓ l ;l z Þ ð  x Þ l e a d t o D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ t h at  diff er  b y a  u nit ar y c h a n g e-

of- b asis  tr a nsf or m ati o n.   Alt h o u g h it  is  p er missi bl e  t o  us e

a n y  d efi niti o n  of t h e D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ i n  or d er t o c o nstr u ct  a  b asis

of   w a v e f u n cti o ns, t h e s a m e d efi niti o n of t h e D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ m ust

b e  us e d t o c o nstr u ct   w a v e f u n cti o ns as t o  d eri v e t h e c u bi c-
gr o u p   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi ci e nts  r e q uir e d  t o  pr oj e ct
Γ J ¼ Γ l ⊗ Γ S i nt o  irr e ps.   T h e  p arti c ul ar  f or m  of  t h e
r e pr es e nt ati o ns  us e d  t o  d efi n e  a  b asis  f or  e a c h  irr e p  c a n
b e si m pl y s p e cifi e d b y pr o vi di n g t h e c h oi c e of b asis v e ct ors
s atisf yi n g   E q. ( B 1) i n t er ms  of  c o or di n at e  f u n cti o ns x , y ,
a n d z .   A  b asis  of  g e n er at ors  f or  all  p ositi v e- p arit y  c u bi c
irr e p s t h at i s  c o m p ati bl e   wit h t h e   Cl e b s c h- G or d a n  c o ef-
fi ci e nt s  pr e s e nt e d  i n   R ef. [ 1 3 5] i s  s h o w n  i n   Ta bl e VIII .
T hi s  c h oi c e  of  b a si s  diff er s  fr o m  t h e  c h oi c e   m a d e  i n
R ef. [ 4 9] f or t h e T þ

1 a n d T þ
2 irr e p s; f urt h er   w e  h a v e f o u n d

t h at  r el ati v e  si g n s  b et w e e n   w a v e  f u n cti o n s  i n  diff er e nt
r o w s  of  t h e E þ irr e p i n t h e s ∈ f 5 ; 6 g s h ell s  a n d  t h e
c o effi ci e nt s  d efi ni n g  t h e s ¼ 6 s h ell T þ

2 w a v e  f u n cti o n s
m u st  b e   m o difi e d fr o m t h e  v al u e s  pr e s e nt e d i n   R ef. [ 4 9]
i n or d er t o o bt ai n c o n si st e nt tr a n sf or m ati o n pr o p erti e s f or
all   w a v e f u n cti o n s tr a n sf or mi n g i n a gi v e n irr e p. F or t h e s e
c a s e s,   w e  c o n str u ct e d  b a si s v e ct or s  u si n g  gr o u p-t h e or y
pr oj e ct or t e c h ni q u e s  d e s cri b e d f or  e x a m pl e i n   R ef. [ 1 7 6]
a n d a p pli e d t o   L Q C D i nt er p ol ati n g- o p er at or c o n str u cti o n
i n   R ef s. [ 1 0 4, 1 3 4, 1 7 7].

T h e  b asis  v e ct ors  s h o w n  i n   Ta bl e VIII ar e  us e d  t o

c o nstr u ct  a  r e pr es e nt ati o n  of  t h e  c u bi c  gr o u p D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ

usi n g   E q. ( B 1) b y  c o nstr u cti n g  li n e ar  c o m bi n ati o ns

of  pl a n e- w a v e   w a v e  f u n cti o ns ψ
ðΓ l ;l z Þ
s k ð  x 1 ;  x 2 Þ ¼

P
m G

ðΓ l ;l z Þ
s k m ψ

½D
m ð  x 1 ;  x 2 Þ as i n   E q. ( 4 2) t h at  s atisf y

D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ ¼

Z

d 3 x 1 d
3 x 2

h
ψ

ðΓ l ;l z Þ
s k ð  x 1 ;  x 2 Þ

i

× ψ
ðΓ l ;l 0

z Þ
s k ðR ð  x 1 Þ; Rð  x 2 ÞÞ: ðB 2 Þ

T h e  b asis  f u n cti o ns  ar e  c h os e n  t o  h a v e  d efi nit e l z a n d
f oll o w  t h e  us u al   C o n d o n- S h ortl e y  p h as e  c o n v e nti o n  f or
s p h eri c al  h ar m o ni cs  s o  t h at  t h e   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi-
ci e nts  of   R ef. [ 1 3 5] c a n  b e  us e d  t o  f or m  s pi n- or bit
pr o d u cts Γ J wit h  d efi nit e  c u bi c tr a nsf or m ati o n  pr o p erti es.
T h e A þ

1 , E þ ,  a n d T þ
2 b asis  v e ct ors  ar e  pr o p orti o n al

t o  c o m pl e x  c o nj u g at e d  s p h eri c al  h ar m o ni cs ðY m
l Þ [s o

t h at  st at es  cr e at e d  b y  o p er at ors   wit h   w a v e  f u n cti o ns

ψ
ðΓ l ;l z Þ
s k ð  x 1 ;  x 2 Þ tr a nsf or m  as  s p h eri c al  h ar m o ni cs Y m

l ]:

ðY 0
0 Þ f or A þ

1 ; ðY 0
2 Þ a n d ðY 2

2 þ Y − 2
2 Þ =

ffiffiffi
2

p
f or E þ ;  a n d

ðY 1
2 Þ , ðY 2

2 − Y − 2
2 Þ =

ffiffiffi
2

p
,  a n d ðY − 1

2 Þ f or T þ
2 .   All  b asis

v e ct ors  i n cl u di n g  t h os e  f or  t h e T þ
1 a n d A þ

2 irr e ps  c a n  b e
o bt ai n e d  b y  tr a nsf or mi n g  t h e   C art esi a n  b asis  v e ct ors  i n
R ef. [ 1 7 6] i nt o  a  b asis  of l z ei g e nst at es  a n d  a d di n g
a p pr o pri at e  n or m ali z ati o n  a n d  p h as e  f a ct ors.   Alt h o u g h
c u bi c  tr a nsf or m ati o n  pr o p erti es  ar e  u n aff e ct e d  b y   m ulti-
pl yi n g  t h e   w a v e  f u n cti o ns  f or  all  r o ws  of  a n  irr e p  b y  a
c o m m o n  p h as e,  t h e  r el ati v e  p h as es  of   w a v e  f u n cti o ns  i n
diff er e nt  irr e ps  d o  aff e ct  di b ar y o n  o p er at ors  t h at  i n cl u d e
t h es e   w a v e f u n cti o ns i n  s pi n- or bit  pr o d u cts.  P h as e f a ct ors
h a v e  t h er ef or e  b e e n  c h os e n  t o  e ns ur e  t h at  all  di b ar y o n
c orr el ati o n  f u n cti o ns  tr a nsf or m  i d e nti c all y  u n d er  c h ar g e
c o nj u g ati o n.

I n  t h e s ∈ f 5 ; 6 g s h ells,  t h er e  ar e   m ulti pl e  li n e arl y
i n d e p e n d e nt   w a v e  f u n cti o ns  t h at  tr a nsf or m  i d e nti c all y.
Gr o u p-t h e or y  pr oj e ct or  t e c h ni q u es   m ust  b e  a u g m e nt e d
b y  a   m et h o d f or  c h o osi n g  a  p arti c ul ar   w a v e f u n cti o n  b asis
i n  c as es   w h er e  a  gi v e n  irr e p  a p p e ars   wit h  n o n u nit   m ulti-
pli cit y  f or  a  gi v e n s :  f or  t h e E þ irr e p  a n d s ¼ 5 s h ell,

T A B L E   VIII.   B asis f u n cti o ns us e d t o c o nstr u ct   w a v e f u n cti o ns ψ
ðΓ l ;l z Þ
s k ð  x 1 ;  x 2 Þ tr a nsf or mi n g a c c or di n g t o e a c h irr e p of t h e c u bi c gr o u p,

Γ l ,  a n d t h e  c orr es p o n di n g r o w l a b el e d  b y l z ( n ot e t h at f or t h e  c u bi c  gr o u p, l z is  o nl y  d efi n e d   m o d ul o  4).  Pr o d u cts  of x , y , z d e n ot e
s y m m etri z e d t e ns or pr o d u ct s.   T h e r el ati v e si g ns a n d n or m ali z ati o ns of g e n er at or s   wit hi n e a c h c ol u m n ar e c h os e n s o t h at pr o d u ct s of s pi n
a n d  or bit al  a n g ul ar   m o m e nt u m  c u bi c  irr e ps  c a n  b e  pr oj e ct e d  i n  t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m  c u bi c  irr e ps  usi n g  t h e  s pi n or  c o n v e nti o ns
pr es e nt e d i n   A p p e n di x A a n d t h e   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi ci e nts  pr es e nt e d i n   R ef. [ 1 3 5].

l z A þ
1 E þ T þ

2 T þ
1 A þ

2

0 1 2 z 2 − x 2 − y 2 i
ffiffiffi
2

p
x y ðx 2 − y 2 Þ

1 − z x þ i y z − z x ðz 2 − x 2 Þ − i y zðy 2 − z 2 Þ
2

ffiffiffi
3

p
ðx 2 − y 2 Þ − i

ffiffiffi
2

p
x y x 4 ð y 2 − z 2 Þ þ y 4 ðz 2 − x 2 Þ þ z 4 ðx 2 − y 2 Þ

3 z x þ i y z − z x ðz 2 − x 2 Þ þ i y zðy 2 − z 2 Þ
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t h e b asis   w a v e f u n cti o ns of   R ef. [ 4 9] ar e us e d,   w hil e f or t h e
T þ

2 irr e p  a n d s ¼ 6 s h ell, it is str ai g htf or w ar d t o  c o nstr u ct

a n  ort h o g o n al  p air  of   w a v e f u n cti o ns  b y  c h o osi n g ψ
ðT þ

2 ;2 Þ

6 1

a n d ψ
ðT þ

2
;2 Þ

6 2 t o  b e li n e ar c o m bi n ati o ns  of  disj oi nt s ets  of t h e

ψ
ðD Þ
m .   T h e  r es ults  f or  t h e  c h a n g e- of- b asis  c o effi ci e nts

G
ðΓ l ;l z Þ
s k m l e a di n g  t o  a  s et  of s ∈ f 0 ; … ; 6 g w a v e  f u n cti o ns

t h at  s atisf y   E q. ( B 2) wit h D
ðΓ l Þ
l z l

0
z
ð R Þ d efi n e d  b y   E q. ( B 1),

wit h t h e b asis v e ct ors pr es e nt e d i n   Ta bl e VIII , ar e s h o w n i n
Ta bl es I X– XIII .

F or  p ositi v e- p arit y t w o- n u cl e o n s yst e ms   wit h I ¼ 1 , t h e
s pi n- or bit t e ns or  pr o d u ct is tri vi al  a n d t h e   w a v e f u n cti o ns
a b o v e  pr o vi d e  a  c o m pl et e  b asis  f or s ∈ f 0 ; … ; 6 g w a v e
f u n cti o ns  t h at  tr a nsf or m  irr e d u ci bl y  u n d er  c u bi c  tr a ns-
f or m ati o ns.   T h e  c orr es p o n di n g I ¼ 0 s yst e ms  h a v e
Γ S ¼ T þ

1 ,  a n d  t h e  s pi n- or bit  pr o d u ct  r e pr es e nt ati o n   m ust
b e  d e c o m p os e d i nt o  dir e ct s u ms  of irr e ps.   T h e c u bi c  gr o u p
Cl e bs c h- G or d a n  c o effi ci e nts  r e q uir e d  f or t his  d e c o m p osi-
ti o n  c a n  b e  o bt ai n e d  fr o m  t h e S O ð3 Þ Cl e bs c h- G or d a n
c o effi ci e nts  r e q uir e d  t o  d e c o m p os e  pr o d u cts  of  t h e  g e n-
er at ors s h o w n i n   Ta bl e VIII ( w hi c h ar e r el at e d t o s p h eri c al
h ar m o ni cs)  i nt o  dir e ct  s u ms  of S O ð3 Þ irr e ps  a n d  ar e
pr es e nt e d  i n   R ef. [ 1 3 5].   T h e  n o n z er o   Cl e bs c h- G or d a n

c o effi ci e nts C
ðΓ J ; Jz ;Γ l ;l z Þ
ρ a p p e ari n g  i n   E q. ( 4 4) t h at  ar e

r e q uir e d  f or  c o nstr u cti n g I ¼ 0 c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e
r e pr o d u c e d  h er e  f or  c o m pl et e n ess.

F or  t h e A þ
1 irr e p,  t h e  o nl y  n o n z er o   Cl e bs c h- G or d a n

c o effi ci e nts  ar e  gi v e n  b y

C
ðA þ

1 ;0 ; Tþ1 ;3 Þ
1 ¼ − C

ðA þ
1 ;0 ; Tþ1 ;0 Þ

2 ¼ C
ðA þ

1 ;0 ; Tþ1 ;1 Þ
3 ¼

1
ffiffiffi
3

p ; ðB 3 Þ

w h er e it s h o ul d b e n ot e d t h at, f or t h e c u bi c gr o u p, J z is o nl y
d efi n e d   m o d ul o 4, a n d a b asis is us e d i n   w hi c h t w o- n u cl e o n
s pi n c o m p o n e nts ρ ¼ 1 , 2,  3 c orr es p o n d t o J z ¼ 1 , J z ¼ 0 ,
a n d J z ¼ − 1 ¼ 3 m o d 4 ,  r es p e cti v el y.   T o  c o m pl et e  t h e
c o nstr u cti o n  of  di b ar y o n  o p er at ors   wit h I ¼ 0 a n d
Γ J ¼ A þ

1 , it r e m ai ns o nl y t o c o nstr u ct t h e   m ulti pli cit y-l a b el

t e ns or M
ðΓ J ;Γ l Þ
s k k 0 i ntr o d u c e d  i n   E q. ( 4 4).   T h e   m ulti pli cit y-

l a b el  t e ns or  is  d efi n e d  t o  pr o vi d e  a  d efi nit e  or d eri n g k ∈

f 1 ; … ; N
ð0 ;Γ J Þ
s g f or all   w a v e f u n cti o ns i n t h e s a m e irr e p a n d

m o m e nt u m s h ell, a n d f or a gi v e n Γ J a n d s , it is e q u al t o o n e
f or a si n gl e Γ l a n d k 0 a n d e q u al t o z er o ot h er wis e.   T h e o nl y
m o m e nt u m s h ells  c o nsi d er e d  h er e   w hi c h i n cl u d e Γ l ¼ T þ

1

w a v e f u n cti o ns ar e s ∈ f 5 ; 6 g ; si n c e o nl y a si n gl e Γ J ¼ A þ
1

w a v e  f u n cti o n  c a n  b e  c o nstr u ct e d  f or  e a c h  c as e,  t h e

m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or M
ðA þ

1
; Tþ

1
Þ

s k k 0 i s  si m pl y M
ðA þ

1
; Tþ

1
Þ

s 1 1 ¼ 1

f or s ∈ f 5 ; 6 g .

T A B L E I X.   T h e  c o effi ci e nts G
ðΓ l ;l z Þ
s k m wit h ðΓ l ; l z ; k Þ s h o w n i n

t h e l eft c ol u m n a n d  n m s h o w n i n t h e t o p r o w c orr es p o n di n g t o t h e
s ¼ 0 a n d s ¼ 1 s h ells.

s ¼ 0 ( 0,  0,  0)

ðA þ
1 ; 0 ; 1 Þ 1

s ¼ 1 ( 1,  0,  0)  ( 0,  1,  0)  ( 0,  0,  1)

ðA þ
1 ; 0 ; 1 Þ 1ffiffi

3
p 1ffiffi

3
p 1 ffiffi

3
p

ðE þ ; 0 ; 1 Þ 1ffiffi
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p 1ffiffi
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p 1ffiffi
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p 0

T A B L E   XI.   T h e  c o effi ci e nts G
ðΓ l ;l z Þ
s k m wit h ðΓ l ; l z ; k Þ s h o w n i n

t h e l eft c ol u m n a n d  n m s h o w n i n t h e t o p r o w c orr es p o n di n g t o t h e
s ¼ 3 a n d s ¼ 4 s h ells.

s ¼ 3 ( 1,  1,  1) ð1 ; 1 ; − 1 Þ ð1 ; − 1 ; 1 Þ ð1 ; − 1 ; − 1 Þ
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1 ; 0 ; 1 Þ 1
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s ¼ 4 ( 2,  0,  0)  ( 0,  2,  0)  ( 0,  0,  2)
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3
p 1ffiffi

3
p 1 ffiffi

3
p
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T A B L E   X.   T h e  c o effi ci e nts G
ðΓ l ;l z Þ
s k m wit h ðΓ l ; l z ; k Þ s h o w n  i n  t h e  l eft  c ol u m n  a n d  n m s h o w n  i n  t h e  t o p  r o w

c orr es p o n di n g t o t h e s ¼ 2 s h ell.

s ¼ 2 ( 1,  1,  0)  ( 1,  0,  1) ð1 ; 0 ; − 1 Þ ð1 ; − 1 ; 0 Þ ( 0,  1,  1) ð0 ; 1 ; − 1 Þ
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F or  t h e A þ
2 irr e p,  t h e  n o n z er o   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi-

ci e nts  ar e  gi v e n  b y

C
ðA þ

2
;2 ; Tþ

2
;1 Þ

1 ¼ C
ðA þ

2
;2 ; Tþ

2
;2 Þ

2 ¼ − C
ðA þ

2
;2 ; Tþ

2
;3 Þ

3 ¼
1
ffiffiffi
3

p : ðB 4 Þ

T h e s ∈ f 2 ; 3 ; 5 g s h ells  e a c h i n cl u d e  o n e T þ
2 w a v e  f u n c-

ti o n,   w hil e  t h e s ¼ 6 s h ell  i n cl u d es  t w o.   N o  ot h er Γ l

c o ntri b ut es  t o Γ J ¼ A þ
2 di b ar y o n  o p er at ors,  a n d  s o  t h e

n o n z er o  el e m e nts  of  t h e   m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or  f or  t his

irr e p is M
ðA þ

2 ; Tþ2 Þ
s 1 1 ¼ 1 f or s ∈ f 2 ; 3 ; 5 ; 6 g a n d M

ðA þ
2 ; Tþ2 Þ

6 2 2 ¼ 1 .
F or  t h e E þ irr e p,  t h e  n o n z er o   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi-

ci e nts  ar e  gi v e n  b y

C
ðE þ ;0 ; Tþ

1
;3 Þ

1 ¼ C
ðE þ ;0 ; Tþ

1
;1 Þ

3 ¼
1
ffiffiffi
6

p ;

C
ðE þ ;0 ; Tþ1 ;0 Þ
2 ¼

ffiffiffi
2

3

r

;

C
ðE þ ;2 ; Tþ1 ;1 Þ
1 ¼ C

ðE þ ;2 ; Tþ1 ;3 Þ
3 ¼

1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðE þ ;0 ; Tþ2 ;3 Þ
1 ¼ − C

ðE þ ;0 ; Tþ2 ;1 Þ
3 ¼

1
ffiffiffi
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p ;

C
ðE þ ;2 ; Tþ2 ;1 Þ
1 ¼ − C

ðE þ ;2 ; Tþ2 ;3 Þ
3 ¼

1
ffiffiffi
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p ;

C
ðE þ ;2 ; Tþ

2
;2 Þ

2 ¼ −

ffiffiffi
2

3

r

: ðB 5 Þ

T A B L E   XII.   T h e  c o effi ci e nts G
ðΓ l ;l z Þ
s k m wit h ðΓ l ; l z ; k Þ s h o w n i n t h e l eft  c ol u m n  a n d  n m s h o w n i n t h e t o p r o w  c orr es p o n di n g t o t h e

s ¼ 5 s h ell.

s ¼ 5 ( 2,  1,  0) ð2 ; − 1 ; 0 Þ ( 2,  0,  1) ð2 ; 0 ; − 1 Þ ( 1,  2,  0) ð1 ; − 2 ; 0 Þ ( 1,  0,  2) ð1 ; 0 ; − 2 Þ ( 0,  1,  2) ð0 ; 1 ; − 2 Þ ( 0,  2,  1) ð0 ; 2 ; − 1 Þ
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T A B L E   XIII.   T h e  c o effi ci e nts G
ðΓ l ;l z Þ
s k m wit h ðΓ l ; l z ; k Þ s h o w n i n t h e l eft  c ol u m n  a n d  n m s h o w n i n t h e t o p r o w  c orr es p o n di n g t o t h e

s ¼ 6 s h ell.

s ¼ 6 ( 2,  1,  1) ð2 ; 1 ; − 1 Þ ð2 ; − 1 ; 1 Þ ð2 ; − 1 ; − 1 Þ ( 1,  2,  1) ð1 ; 2 ; − 1 Þ ð1 ; − 2 ; 1 Þ ð1 ; − 2 ; − 1 Þ ( 1,  1,  2) ð1 ; 1 ; − 2 Þ ð1 ; − 1 ; 2 Þ ð1 ; − 1 ; − 2 Þ
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T h e s ∈ f 5 ; 6 g s h ells i n cl u d e   w a v e f u n cti o ns   wit h b ot h Γ l ∈ f T þ
1 ; Tþ2 g , a n d t h e   m ulti pli cit y-l a b el t e ns or M

ðE þ ;Γ l Þ
s k k 0 i s c h os e n

s o  t h at  l o w er  ( hi g h er)  v al u es  of k ar e  ass o ci at e d   wit h T þ
1 (T þ

2 )   w a v e  f u n cti o ns.   T h e  n o n z er o   m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or

el e m e nts h a v e v al u e u nit y, as al w a ys, a n d ar e M
ðE þ ; Tþ

2
Þ

s 1 1 f or t h e s ∈ f 2 ; 3 g s h ells; M
ðE þ ; Tþ

1
Þ

5 1 1 a n d M
ðE þ ; Tþ

2
Þ

5 2 1 f or t h e s ¼ 5 s h ell;

a n d M
ðE þ ; Tþ1 Þ

6 1 1 , M
ðE þ ; Tþ2 Þ

6 2 1 ,  a n d M
ðE þ ; Tþ2 Þ

6 3 2 f or t h e s ¼ 6 s h ell.
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1 irr e p, t h e  n o n z er o   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi ci e nts  ar e  gi v e n  b y
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ðT þ
1 ;0 ; Tþ1 ;3 Þ

1 ¼
1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðT þ

1 ;3 ; Tþ1 ;0 Þ
3 ¼ − C

ðT þ
1 ;3 ; Tþ1 ;3 Þ

2 ¼
1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðT þ

1 ;1 ; Tþ2 ;1 Þ
2 ¼ − C

ðT þ
1 ;1 ; Tþ2 ;2 Þ

3 ¼ − C
ðT þ

1 ;0 ; Tþ2 ;3 Þ
1 ¼ − C

ðT þ
1 ;0 ; Tþ2 ;1 Þ

3 ¼
1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðT þ

1
;3 ; Tþ

2
;2 Þ

1 ¼ C
ðT þ

1
;3 ; Tþ

2
;3 Þ

2 ¼
1
ffiffiffi
2

p : ðB 6 Þ

All s s h ells i n cl u d e Γ J ¼ T þ
1 o p er at ors   wit h   m ulti pl e Γ l ,  a n d M

ðT þ
1 ;Γ l Þ

s k k 0 i s  c h os e n  s o t h at i n cr e asi n g k is  assi g n e d t o t h e

or d eri n g Γ l ∈ f A þ
1 ; Eþ ; Tþ1 ; Tþ2 g .   T h e  n o n z er o   m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or  el e m e nts  h a v e  v al u e  u nit y  a n d  ar e  as  f oll o ws:

M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

0 1 1 f or t h e s ¼ 0 s h ell; M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

1 1 1 a n d M
ðT þ

1
; Eþ Þ

1 2 1 f or t h e s ¼ 1 s h ell; M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

2 1 1 , M
ðT þ

1
; Eþ Þ

2 2 1 , a n d M
ðT þ

1
; Tþ

2
Þ

2 3 1 f or t h e s ¼ 2 s h ell;

M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

3 1 1 a n d M
ðT þ

1
; Eþ Þ

3 2 1 f or  t h e s ¼ 3 s h ell; M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

4 1 1 a n d M
ðT þ

1
; Eþ Þ

4 2 1 f or  t h e s ¼ 4 s h ell; M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

5 1 1 , M
ðT þ

1
; Eþ Þ

5 2 1 , M
ðT þ

1
; Eþ Þ

5 3 2 ,

M
ðT þ

1
; Tþ

1
Þ

5 4 1 ,  a n d M
ðT þ

1
; Tþ

2
Þ

5 5 1 f or t h e s ¼ 5 s h ell;  a n d M
ðT þ

1
; Aþ

1
Þ

6 1 1 , M
ðT þ

1
; Eþ Þ

6 2 1 , M
ðT þ

1
; Tþ

1
Þ

6 3 1 , M
ðT þ

1
; Tþ

2
Þ

6 4 1 ,  a n d M
ðT þ

1
; Tþ

2
Þ

6 5 2 f or t h e s ¼ 6 s h ell.

F or t h e T þ
2 irr e p, t h e  n o n z er o   Cl e bs c h- G or d a n  c o effi ci e nts  ar e  gi v e n  b y

C
ðT þ

2 ;1 ; Aþ2 ;2 Þ
3 ¼ − C

ðT þ
2 ;2 ; Aþ2 2 ;Þ

2 ¼ − C
ðT þ

2 ;3 ; Aþ2 ;2 Þ
1 ¼ 1 ;

C
ðT þ

2
;1 ; Eþ ;0 Þ

1 ¼ − C
ðT þ

2
;3 ; Eþ ;0 Þ

3 ¼

ffiffiffi
3

p

2
; C

ðT þ
2

;2 ; Eþ ;2 Þ

2 ¼ − 1 ;

C
ðT þ

2
;1 ; Eþ ;2 Þ

3 ¼ − C
ðT þ

2
;3 ; Eþ ;2 Þ

1 ¼ −
1

2
;

C
ðT þ

2
;1 ; Tþ

1
;0 Þ

1 ¼ C
ðT þ

2
;1 ; Tþ

1
;1 Þ

2 ¼ C
ðT þ

2
;2 ; Tþ

1
;1 Þ

1 ¼ − C
ðT þ

2
;2 ; Tþ

1
;3 Þ

3 ¼
1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðT þ

2
;3 ; Tþ

1
;0 Þ

3 ¼ C
ðT þ

2
;3 ; Tþ

1
;3 Þ

2 ¼
1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðT þ

2
;1 ; Tþ

2
;1 Þ

2 ¼ C
ðT þ

2
;1 ; Tþ

2
;2 Þ

3 ¼ − C
ðT þ

2
;2 ; Tþ

2
;1 Þ

1 ¼ − C
ðT þ

2
;2 ; Tþ

2
;3 Þ

3 ¼
1
ffiffiffi
2

p ;

C
ðT þ

2
;3 ; Tþ

2
;2 Þ

1 ¼ − C
ðT þ

2
;3 ; Tþ

2
;3 Þ

2 ¼
1
ffiffiffi
2

p : ðB 7 Þ

M ulti pl e Γ l l e a d t o Γ J ¼ T þ
2 o p er at ors i n  s e v er al s s h ells  a n d M

ðT þ
2

;Γ l Þ

s k k 0 i s  c h os e n  s o t h at i n cr e asi n g k is  assi g n e d t o t h e

or d eri n g Γ l ∈ f A þ
2 ; Eþ ; Tþ1 ; Tþ2 g .   T h e  n o n z er o   m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or  el e m e nts  h a v e  v al u e  u nit y  a n d  ar e  as  f oll o ws:

M
ðT þ

2 ; Eþ Þ
1 1 1 f or t h e s ¼ 1 s h ell; M

ðT þ
2 ; Eþ Þ

2 1 1 a n d M
ðT þ

2 ; Tþ2 Þ
2 2 1 f or t h e s ¼ 2 s h ell; M

ðT þ
2 ; Eþ Þ

3 1 1 f or t h e s ¼ 3 s h ell; M
ðT þ

2 ; Eþ Þ
4 1 1 f or t h e s ¼ 4

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 5 8



s h ell; M
ðT þ

2 ; Aþ2 Þ

5 1 1 , M
ðT þ

2 ; Eþ Þ

5 2 1 , M
ðT þ

2 ; Eþ Þ

5 3 2 , M
ðT þ

2 ; Tþ1 Þ

5 4 1 , a n d M
ðT þ

2 ; Tþ2 Þ

5 5 1

f or t h e s ¼ 5 s h ell;  a n d M
ðT þ

2
; Eþ Þ

6 1 1 , M
ðT þ

2
; Tþ

1
Þ

6 2 1 , M
ðT þ

2
; Tþ

2
Þ

6 3 1 ,  a n d

M
ðT þ

2
; Tþ

2
Þ

6 4 2 f or t h e s ¼ 6 s h ell.

A P P E N DI X   C:   C O N T R A C TI O N   A L G O RI T H M
I M P L E M E N T A TI O N

We  h a v e  i m pl e m e nt e d  t h e  c o ntr a cti o n  al g orit h m
d es cri b e d  i n  S e c. II   B usi n g T ir a mis u [ 1 3 2],  a  d o m ai n-
s p e cifi c  l a n g u a g e  e m b e d d e d  i n C + + . T ir a mis u pr o vi d es  a
C + + a p pli c ati o n  pr o gr a m mi n g  i nt erf a c e  ( A PI)  t h at  all o ws
us ers  t o   writ e  hi g h  l e v el,  ar c hit e ct ur e-i n d e p e n d e nt  al g o-
rit h ms,  a n d  a  s et  of   A PI  c alls  t o  s p e cif y  h o w  t h e  c o d e
s h o ul d  b e  o pti mi z e d. T ir a mis u is  d esi g n e d  f or  effi ci e ntl y
e x pr essi n g al g orit h ms t h at  o p er at e  o v er  d e ns e arr a ys  usi n g
l o o p  n ests,   w hi c h  i n  c o m p ut er-s ci e n c e  a n d  a p pli e d- m at h
c o nt e xts ar e oft e n f o u n d i n t h e ar e as of d e ns e li n e ar al g e br a,
t e ns or  o p er ati o ns, st e n cil  c o m p ut ati o ns, i m a g e  pr o c essi n g,
a n d  d e e p  l e ar ni n g.   B ot h  t h e  bil o c al  b ar y o n- bl o c k  c o n-
str u cti o n  a n d  c orr el ati o n-f u n cti o n  c al c ul ati o n  d es cri b e d i n
S e c. II   B i n v ol v e t e ns or  o p er ati o ns   wit h   m a n y  n est e d s u ms
o v er  s p a c e,  s pi n,  a n d  c ol or  i n di c es  a n d  ar e  t h er ef or e
a m e n a bl e t o  si mil ar  o pti mi z ati o n t e c h ni q u es.

T ir a mis u us es  a   m at h e m ati c al   m o d el  k n o w n  as t h e  p ol y-
h e dr al   m o d el  i nt er n all y [ 1 3 2, 1 7 8– 1 8 1] t o  r e pr es e nt  c o d e,
c o d e tr a nsf or m ati o ns,  a n d t o  r e as o n  a b o ut t h e  c orr e ct n ess
of  c o d e  tr a nsf or m ati o ns.   O pti mi z ati o ns  a p pli e d  usi n g
T ir a mis u i n cl u d e  l o o p  p ar all eli z ati o n  ( wit h   O p e n M P  st yl e
p ar all elis m),  v e ct ori z ati o n (t a ki n g  a d v a nt a g e  of i nstr u cti o n
s ets s u c h as   A V X 2 a n d   A V X 5 1 2 as   w ell as f us e d- m ulti pl y-
a d d  h ar d w ar e  i nstr u cti o ns),  l o o p  r e or d eri n g,  a n d  l o o p
f usi o n.   A  si m pl e  e x a m pl e  of  usi n g  l o o p  r e or d eri n g  t o
i m pr o v e   m e m or y a c c ess p att er ns a n d r e d u c e c o m p ut ati o n al
r e d u n d a n c y  vi a  c o m m o n-s u b e x pr essi o n  eli mi n ati o n  is  t o
or d er t h e l o o p  o v er  s p ati al   w a v e f u n cti o n t y p es i n n er m ost
d uri n g  bl o c k  c o nstr u cti o n,   w hi c h  all o ws  t h e  pr o d u ct  of
t hr e e  q u ar k  pr o p a g at ors  t o  b e  c o m p ut e d  o n c e  a n d  t h e n
r e us e d  d uri n g  c o nstr u cti o n  of  bl o c ks   wit h  all  s p ati al   w a v e
f u n cti o ns.   L o o p f usi o n is us ef ul f or eli mi n ati n g t h e n e e d f or
l ar g e t e m p or ar y  arr a ys  as   w ell  as i m pr o vi n g  d at a l o c alit y
a n d is criti c al t o t h e f e asi bilit y of t h e c al c ul ati o ns pr es e nt e d
h er e. I n p arti c ul ar, b y f usi n g t h e  x 1 a n d  x 2 l o o ps r e q uir e d t o

e v al u at e E
ðq Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ usi n g   E q. ( 3 4) wit h  t h e  l o o ps

r e q uir e d t o  e v al u at e t h e  x 1 a n d  x 2 s u ms i n   E q. ( 3 6), it is
p ossi bl e t o  r e d u c e t h e i nt er m e di at e  arr a y  st or a g e  r e q uir e d
f or  e a c h  bil o c al  b ar y o n  bl o c k  t o  a  si n gl e ð2 × 3 Þ 3 ¼ 2 1 6
c o m p o n e nt  t e ns or  f or  e a c h  b ar y o n-l e v el  s pi n  a n d  s p ati al
w a v e  f u n cti o n.   Wit h o ut l o o p  f usi o n,  st ori n g  all  e ntri es  of

E
ð q Þi j k
s ρ 0m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 Þ f or  t h e  c al c ul ati o ns  d es cri b e d  i n  S e c. III

w o ul d  r e q uir e  c o nstr u cti n g  8   T B  arr a ys  f or  e a c h  q u ar k
s m e ari n g t y p e, b ut   wit h l o o p f usi o n o nl y 6 0 k B of   m e m or y
is r e q uir e d.   Alt h o u g h l o o p f usi o n  c a n i ntr o d u c e r e d u n d a nt
c o m p ut ati o n, t h e r es ult a nt i n cr e as e i n c o m p ut ati o n al c ost ( a
s u b p er c e nt  i n cr e as e i n  t h e  n u m b er  of  c o m p ut ati o ns  t o  b e

p erf or m e d  i n  t his  c as e)  c a n  b e  j ustifi e d  i n  c as es  of
s uffi ci e ntl y  l ar g e   m e m or y- us e  o pti mi z ati o n  s u c h  as  t his.
T his  a p pr o a c h  f urt h er  p er mits  distri b ut e d  p ar all eli z ati o n
o v er t h e  x 1 a n d  x 2 s u ms   wit h  n o  c o m m u ni c ati o n r e q uir e d
a n d f a cilit at es  pr a cti c al   G P U e x e c uti o n t h at   will  b e  us e d i n
f ut ur e   w or k.

T h e  a d v a nt a g es  of  a  c o ntr a cti o n  al g orit h m  b as e d  o n
bil o c al  b ar y o n  bl o c k  c o nstr u cti o n  a n d  of  t h e T ir a mis u

c o m pil er  c a n  b e  s e e n  b y  e x a m pl e.   Wit h V S ¼ 8 3 a n d
N sr c ¼ 5 0 ,  e v al u ati n g   E q. ( 3 3) wit h o ut i ntr o d u ci n g  b ar y o n

bl o c ks r e q uir es 1 6 × 3 6 N
½D
W N 2

sr c V
4
S ∼ 1 0 1 9 pr o d u cts  of  si x

c o m pl e x  n u m b ers  f or  e a c h  c h oi c e  of  s o ur c e  a n d  si n k
s m e ari n g.  I nst e a d  c o m p uti n g  bil o c al  b ar y o n  bl o c ks
d efi n e d  b y   E q. ( 3 4) usi n g  t h e  s a m e  l atti c e  v ol u m e  a n d

i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et  r e q uir es 6 × 2 1 6 N
ðB Þ
W N sr c V

3
S ∼

1 0 1 4 pr o d u cts  of  si x  c o m pl e x  n u m b ers.  S u bs e q u e ntl y
e v al u ati n g   E q. ( 3 6) usi n g l o c al  a n d  bil o c al  b ar y o n  bl o c ks

r e q uir es 1 6 × 4 × 3 6 N
½D
W N 2

sr c V
2
S ∼ 1 0 1 4 pr o d u cts  of  t w o

c o m pl e x  n u m b ers.  I ntr o d u cti o n  of  bil o c al  b ar y o n  bl o c ks
a n d  us e  of   E qs. ( 3 4)– ( 3 6) t h er ef or e l e a ds t o  a r e d u cti o n i n
c o m p ut ati o n al  c ost  b y 1 0 5 f or t his  e x a m pl e t h at   w o ul d  b e
e v e n  l ar g er  f or  l ar g er V S .  Pr a cti c all y  c al c ul ati n g  bil o c al
b ar y o n  bl o c ks  f or  t his  l atti c e  v ol u m e  a n d  i nt er p ol ati n g-
o p er at or s et t h e n r e q uir es f usi o n  of l o o ps  o v er  x 1 a n d  x 2 i n
or d er t o a v oi d e x c essi v e   m e m or y r e q uir e m e nts as dis c uss e d
a b o v e. I n c o m p aris o n t o a C + + c o d e i m pl e m e nti n g t his l o o p
f usi o n a n d t h e l o o p or d eri n g o pti mi z ati o n dis c uss e d a b o v e,
a d diti o n al  o pti mi z ati o ns  p erf or m e d  i nt er n all y  b y T ir a mis u

l e a d t o a f urt h er or d er of   m a g nit u d e s p e e d u p f or V S ¼ 5 1 2 .
I n  or d er  t o  t est  t h e  v ali dit y  of  o ur  c o d es,   w e  h a v e

e x pli citl y t est e d t h at  a p pl yi n g  all   L Q C D  s y m m etr y tr a ns-
f or m ati o ns t o t h e s m e ar e d-s m e ar e d s p ars e n e d ti m esli c e-t o-
all  q u ar k  pr o p a g at ors  c o m p ut e d  f or  o n e m π ¼ 8 0 6 M e V
g a u g e-fi el d  c o nfi g ur ati o n  a n d  us e d  as i n p ut t o t h e T ir a mis u

h a dr o n  c orr el ati o n-f u n cti o n  c al c ul ati o n  c o d e  l e a ds  t o
t h e  e x p e ct e d  tr a nsf or m ati o ns  of  all  h a dr o n  c orr el ati o n
f u n cti o ns  c o m p ut e d.2 5 T h e  tr a nsf or m ati o ns  of  g a u g e
fi el ds U μ ðx Þ a n d  q u ar k  pr o p a g at ors S ð  x; t ;  y; 0 Þ ¼
hq ð  x; t Þ q̄ ð  y; 0 Þi u n d er  all  t h e  s y m m etri es  of  t h e   L Q C D
a cti o n  i n cl u di n g S U ð3 Þ C g a u g e  tr a nsf or m ati o ns,  t h e  dis-
cr et e  s y m m etri es C , P ,  a n d T ,  a n d  s p a c eti m e  is o m etri es
v ali d  f or  a  c u bi c  fi nit e  v ol u m e   wit h  p eri o di c  b o u n d ar y
c o n diti o ns,  as   w ell  as t- d e p e n d e nt  tr a nsf or m ati o ns  ass o-
ci at e d   wit h U ð1 Þ B a n d U ð1 Þ u − d s y m m etri es,  ar e  list e d  i n
Ta bl e XI V .   T h e 4 8 el e m e nts of t h e c u bi c gr o u p R ∈ O h c a n
b e  d es cri b e d as  pr o d u cts  of r efl e cti o ns r k a b o ut t h e ê k a xis
a n d  p er m ut ati o ns p i j of t h e ê k a n d ê j a x es.   E q ui v al e ntl y,
c u bi c-s y m m etr y tr a nsf or m ati o ns R ∈ O h c a n  b e  d es cri b e d

2 5 We  h a v e  als o  v erifi e d  t h at  a p pl yi n g  s y m m etr y  tr a nsf or m a-
ti o ns  t o  a  s m all  r a n d o m  g a u g e  fi el d  b ef or e  c al c ul ati n g  q u ar k
pr o p a g at ors  l e a ds  t o  t h e  e x p e ct e d  tr a nsf or m ati o n  pr o p erti es
wit hi n i n v ert er t ol er a n c es.
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as  pr o d u cts  of  r ot ati o ns R ðθ ê k Þ of θ r a di a ns  a b o ut t h e ê k

a xis a n d t h e p arit y o p er ati o n t a ki n g  x → P  x ¼ −  x ,   wit h t h e
t w o  d es cri pti o ns  r el at e d  b y2 6

r k ¼ P R ðπ ê k Þ;

p i j ¼ P R ðπ ê j Þ R
π

2
ê i × ê j : ðC 1 Þ

Q u ar k  fi el ds  tr a nsf or m  u n d er  t h e  s pi n- 1 = 2 r e pr es e nt ati o n
of (t h e  d o u bl e  c o v er  of) t h e S O ð3 Þ r ot ati o n  gr o u p  d efi n e d
b y [ 1 8 2]

q ð  x; t Þ→
R

D ð1 = 2 Þ ðR Þ † q ðR ð  x Þ; tÞ ¼ e
1
8 ω i j ½γ

i ;γ j
q ðR ð  x Þ; tÞ;

q̄ ð  x; t Þ→
R

q̄ ð R ð  x Þ; tÞD ð1 = 2 Þ ðR Þ ¼ q̄ ðR ð  x Þ; tÞe − 1
8 ω i j ½γ

i ;γ j
;

ðC 2 Þ

w h er e ω i j ¼ θ ϵ i j k f or R ¼ R ðθ ê k Þ.   T h e r e pr es e nt ati o ns  of
q u ar k  fi el ds  u n d er  c u bi c  gr o u p  tr a nsf or m ati o ns  c a n  b e
d eri v e d  b y  c o m bi ni n g   E q. ( C 1) wit h   E q. ( C 2) t o  o bt ai n

D ð1 = 2 Þ ðr k Þ
† ¼ γ k γ 5 ;

D ð1 = 2 Þ ðp i jÞ
† ¼

1
ffiffiffi
2

p γ 5 γ j 1 þ γ 4

X

k

ε i j kγ k γ 5 ; ðC 3 Þ

wit h t h e s pi n- 1 = 2 r e pr e s e nt ati o n of t h e 2 4 tr a n sf or m ati o n s
i n O h n f P g o bt ai n e d b y t a ki n g pr o d u ct s of r e pr e s e nt ati o n s
of  r efl e cti o n s f 1 ; r2 ; r3 ; r2 r 3 g a n d  r e pr e s e nt ati o n s  of
p er m ut ati o n s f 1 ; p1 2 ; p2 3 ; p3 1 ; p1 2 3 ; p1 3 2 g , w h er e p 1 2 3 ≡
p 3 1 p 1 2 a n d p 1 3 2 ≡ p 1 2 p 3 1 ¼ p − 1

1 2 3 .   T hi s  r e pr e s e nt ati o n i s

u nit ar y, D ð1 = 2 Þ ð R Þ − 1 ¼ D ð1 = 2 Þ ðR Þ † .   T h e  a dj oi nt  r e pr e s e n-

t ati o n  c a n  b e  o bt ai n e d  u si n g  pr o d u ct s  of D ð1 = 2 Þ ð r k Þ
† ¼

− D ð1 = 2 Þ ðr k Þ f or  r efl e cti o n s  a n d D ð1 = 2 Þ ð p i jÞ
† ¼

− D ð1 = 2 Þ ðp i jÞ f or  p er m ut ati o n s.   C o m p ari n g  t h e  tr a c e s  of
t h e s e  r e pr e s e nt ati o n s  t o  c h ar a ct er  t a bl e s  f or  t h e  c u bi c
gr o u p  d e m o n str at e s  t h e   w ell- k n o w n  f a ct  t h at  q u ar k
fi el d s  tr a n sf or m  i n  t h e G þ

1 ⊕ G −
1 r e pr e s e nt ati o n,  t h at

i s D ðG þ
1

⊕ G −
1 Þ ð R Þ ¼ D ð1 = 2 Þ ðR Þ, w h er e D ðΓ J Þ ðR Þ d e n ot e s

t h e  r e pr e s e nt ati o n Γ J .
2 7 Q u ar k  pr o p a g at or s  t h er ef or e

tr a n sf or m  u n d er  c u bi c- gr o u p  el e m e nt s  a s  s h o w n  i n
Ta bl e XI V .

T A B L E   XI V.   Tr a nsf or m ati o ns ass o ci at e d   wit h s y m m etri es of t h e ( Wils o n-li k e)   L Q C D a cti o n a n d r es ults of tr a nsf or mi n g g a u g e fi el ds,
q u ar k  pr o p a g at ors,  a n d  h a dr o n  t w o- p oi nt  c orr el ati o n  f u n cti o ns,  r es p e cti v el y.  I n  or d er t o  o bt ai n  e x pr essi o ns  i n t er ms  of t h e  ori gi n al
ti m esli c e-t o- all  pr o p a g at or, γ 5 H er miti cit y  of t h e  pr o p a g at or, S ð  y; 0;  x; t Þ ¼ γ 5 S ð  x; t ;  y; 0 Þ † γ 5 ,  h as  b e e n  us e d i n c o nj u n cti o n   wit h c h ar g e
c o nj u g ati o n.   O p p osit e- ori e nt e d  g a u g e li n ks ar e  d efi n e d  b y U − μ ðz Þ ¼ U μ ð z − ê μ Þ

† .   A   mi n us si g n a p pr o pri at e f or a nti p eri o di c  b o u n d ar y
c o n diti o ns  h as  b e e n i n cl u d e d   wit h T .   Tr a nsl ati o n ê μ r e pr es e nt s  a  s hift  b y  o n e l atti c e  sit e i n t h e ê μ dir e cti o n,  or  f or  s p ars e n e d  q u ar k
pr o p a g at ors  a  s hift  b y S l atti c e  u nits  i n  t h e ê μ dir e cti o n. p i j a n d r k d e n ot e  c u bi c  s y m m etr y  tr a nsf or m ati o ns R ∈ f p i j; rk g ¼ O h

c orr es p o n di n g t o p er m uti n g t h e ê i a n d ê j a x es a n d r efl e cti n g   wit h r es p e ct t o t h e ê k a xis, r es p e cti v el y; t h e c orr es p o n di n g r e pr es e nt ati o ns

of q u ar k fi el ds ar e d e n ot e d D ðR Þ ≡ D ðG þ
1

⊕ G −
1 Þ ðR Þ a n d e x pli citl y pr es e nt e d i n   E q. ( C 3).   Tr a nsf or m ati o n r es ults ar e i n d e p e n d e nt of q u ar k-

fi el d  s m e ari n g,  a n d  pr o p a g at or  s m e ari n g i n di c es  ar e t h er ef or e  s u p pr ess e d.  F or t h e  c as e  of U ð1 Þ u − d is os pi n, θ u − d d e n ot es t h at  a U ð1 Þ
tr a nsf or m ati o n of e iθ u − d t (e − iθ u − d t) s h o ul d b e a p pli e d t o u - q u ar k pr o p a g at ors (d - q u ar k pr o p a g at ors)   wit h a c orr es p o n di n g f a ct or of e iθ u − d

a p pli e d t o  g a u g e  fi el ds i n v ol v e d i n t h eir  c al c ul ati o n.

Tr a nsf or m ati o n U μ ð z Þ S ð  x; t ;  y; 0 Þ C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

S U ð3 Þ C Ω ðz Þ † U μ ð z ÞΩ ðz þ ê μ Þ Ω ð  x; t ÞS ð  x; t ;  y; 0 ÞΩ ð  y; 0 Þ †
C

ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

U ð1 Þ B f U iðz Þ; e
iθ = 3 U 4 ð z Þ g e iθ t =3 S ð  x; t ;  y; 0 Þ e i Bθ tC

ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

U ð1 Þ u − d f U ið z Þ; e
iθ u − d U 4 ð z Þ g e iθ u − d tS ð  x; t ;  y; 0 Þ e iIz θ u − d tC

ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

C U μ ð z Þ γ 2 γ 4 γ 5 S ð  x; t ;  y; 0 Þ γ 5 γ 4 γ 2 C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

P f U − ið −  z; z 4 Þ ; U4 ð−  z; z 4 Þ g γ 4 S ð  x; t ;  y; 0 Þγ 4 C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

T f U ið  z; − z 4 Þ ; U− 4 ð  z; − z 4 Þ g − γ 4 γ 5 S ð  x; − t;  y; 0 Þγ 5 γ 4 C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð − tÞ

Tr a nsl ati o n ê k U μ ð  x þ ê k ; tÞ S ð  x þ ê k ; t;  y þ ê k ; 0 Þ C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

p i j U p i j ðμ Þ ð p i jð  x Þ; tÞ D ðp i jÞ S ðp i jð  x Þ; t; p i jð  y Þ; 0 ÞD ðp i jÞ
†

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

r k U r k ðμ Þ ð r k ð  x Þ; tÞ D ðr k Þ S ðr k ð  x Þ; t; r k ð  y Þ; 0 ÞD ðr k Þ
†

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ

2 6 T h er e  ar e   m ulti pl e  d es cri pti o ns  of c u bi c  gr o u p  p er m ut ati o ns
as  r ot ati o n s,  a n ot h er  is  o bt ai n e d  f or  e x a m pl e  usi n g p i j ¼
P R ð π

2 ê i × ê j Þ P ðπ ê iÞ ,  t h at  gi v e  disti n ct  s pi n-1 = 2 r e pr es e nt ati o ns
of  t h es e  c u bi c  gr o u p  tr a nsf or m ati o ns.   T h e  disti n ct  s pi n- 1 = 2
r e pr es e nt ati o ns  pr o vi d e d  b y  t h es e   m ulti pl e  d es cri pti o ns  ar e
r el at e d  b y  u nit ar y  c h a n g es  of  b asis  a n d t h er ef or e  e q ui v al e nt.

2 7 T h e t w o  p arts  of t h e  dir e ct s u m G þ
1 ⊕ G −

1 c orr es p o n d t o t h e
u p p er a n d l o w er s pi n or c o m p o n e nts of t h e q u ar k fi el d i n t h e   Dir a c
b asis.

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 6 0



C orr el ati o n  f u n cti o ns  i n v ol vi n g  i nt er p ol ati n g  o p er at ors

χ ðB;I; Γ J ; Jz Þ wit h  d efi nit e J z tr a nsf or m  as

hχ ðB;I; Γ J ; Jz Þ ðtÞ χ̄ ðB;I; Γ J ; J0z Þ ð 0 Þi

⟶
R X

J 00
z ; J000z

D
ðΓ J Þ
J 00

z J z
ð R Þ hχ ðB;I; Γ J ; J00z Þ ð tÞ χ̄ ðB;I; Γ J ; J000z Þ ð 0 ÞiD

ðΓ J Þ
J 000

z J 0
z
ð R Þ;

ðC 4 Þ

w h er e χ̄ ≡ χ † f or  b os o ni c  st at es   wit h  e v e n B .  It  f oll o ws
fr o m   E q. ( C 4) a n d t h e  ort h o g o n alit y  r el ati o n [ 1 7 6]

X

R ∈ O h

D
ðΓ J Þ
J z J

0
z
ð R ÞD

ðΓ 0
J Þ

J 00
z J 000

z
ð R Þ ¼

4 8

d Γ J

δ Γ J Γ 0
J
δ J z J

00
z
δ J 0

z J
000
z
; ðC 5 Þ

t h at  c orr el ati o n  f u n cti o ns  i n v ol vi n g  diff er e nt Γ J or J z at
t h e  s o ur c e  a n d  si n k  v a nis h  aft er  a v er a gi n g  o v er  c u bi c-
s y m m etr y  tr a nsf or m ati o ns,  a n d  f urt h er  t h at J z - a v er a g e d
c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  i n v ari a nt  u n d er  c u bi c-s y m m etr y
tr a nsf or m ati o ns,

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ⟶

R
C

ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ: ðC 6 Þ

A n al o g o us ar g u m e nts d e m o nstr at e t h e i n v ari a n c e of h a dr o n
c orr el ati o n  f u n cti o ns  u n d er  tr a nsl ati o ns, C , P ¼ r 1 r 2 r 3 ,
T ¼ r 4 ( a  r efl e cti o n  a b o ut t h e   E u cli d e a n ti m e  a xis  a n al o-
g o us t o r k ),  a n d S U ð3 Þ C g a u g e tr a nsf or m ati o ns,  as   w ell  as
t h e U ð1 Þ B a n d U ð1 Þ u − d tr a nsf or m ati o ns  s h o w n  i n
Ta bl e XI V .   A p pl yi n g  e a c h  of  t h es e  tr a nsf or m ati o ns  t o
s p ars e n e d ti m esli c e-t o- all  pr o p a g at ors   wit h t ¼ T = 2 l e a ds
t o  e x a ct  s y m m etri es  of  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  c o n-
t ai ni n g  ar bitr ar y  s ets  of  di b ar y o n  a n d  h e x a q u ar k  o p er at ors
[ u p t o  c o m pl e x  c o nj u g ati o n f or C or   m ulti pli c ati o n  b y  a n
o v er all  p h as e  f or t- d e p e n d e nt U ð1 Þ B a n d U ð1 Þ u − d tr a ns-
f or m ati o ns].   We h a v e v erifi e d t h at t h e e x p e ct e d s y m m etri es
h ol d  u p  t o   m a c hi n e  pr e cisi o n  f or  all  of  t h e  i nt er p ol ati n g
o p er at ors  d es cri b e d i n t his   w or k. 2 8

T h e C a n d T s y m m etri es  pr o vi d e  c o nstr ai nts  o n  h a dr o n

c orr el ati o n  f u n cti o ns: T s y m m etr y  gi v es C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ ¼

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð − tÞ,   w hi c h  j ustifi es  a v er a gi n g  of  c orr el ati o n

f u n cti o ns   wit h  si n ks  at t,  a n d C s y m m etr y  gi v es  t h at

c orr el ati o n f u n cti o ns   m atri x el e m e nts ar e r e al C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ ¼

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ .  Pr o vi d e d  a  s y m m etri c  s et  of  i nt er p ol ati n g

o p er at ors  is  us e d  at  t h e  s o ur c e  a n d  si n k,  it  f oll o ws  fr o m
C s y m m etr y t h at c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es ar e r e al a n d
s y m m etri c.   B esi d es  v erif yi n g t h at a p pl yi n g t h e tr a nsf or m a-
ti o ns  s h o w n  i n   Ta bl e XI V t o  a  s et  of  q u ar k  pr o p a g at ors
fr o m  o n e  g a u g e-fi el d  c o nfi g ur ati o n  l e a ds  t o  t h e  c orr e ct
tr a nsf or m ati o ns  of  c orr el ati o n  f u n cti o ns,   w e  h a v e  v erifi e d
t h at  t h e  e ns e m bl e  a v er a g e  i m a gi n ar y  a n d  a ntis y m m etri c
p arts  of  all  h a dr o n  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri c es  ar e  c o n-
sist e nt   wit h  z er o.

A P P E N DI X   D:   C O R R E L A TI O N   F U N C TI O N
FI T TI N G   P R O C E D U R E

T his   w or k  us es  t h e  s a m e  pr o c e d ur e  f or  s a m pli n g  o v er
p ossi bl e  fitti n g  a n al ysis  c h oi c es  a n d  esti m ati n g  t h e  ass o-
ci at e d s yst e m ati c u n c ert ai nti es i ntr o d u c e d i n   R ef. [ 1 8 3] a n d
c o m p ar e d  t o  pr e vi o us  a n al ysis  str at e gi es  f or   m ulti b ar y o n
c orr el ati o n  f u n cti o ns  i n   R ef. [ 2 9].   A n al ysis  r es ults  ar e
c o m pl et el y fi x e d  b y t h e s p e cifi c ati o n  of s e v er al t ol er a n c es
a n d ot h er h y p er- p ar a m et ers of t h e fitti n g al g orit h m.   D et ails
of  t his  pr o c e d ur e  a n d  r el e v a nt  f e at ur es  of  t h e  fitti n g
al g orit h m  ar e  d es cri b e d f or  c o m pl et e n ess  b el o w; f or   m or e
d et ails  s e e   R efs. [ 2 9, 1 8 3].

T h e   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o n s Ĉ
ðB;I; Γ J Þ
n ðtÞ ar e

o bt ai n e d  u si n g  t h e  ei g e n v e ct or s  of C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ a s

d e s cri b e d i n S e c. II   D.  I n  or d er  t o  pr o vi d e  a  u nif or m
n or m ali z ati o n  f or  all  i nt er p ol ati n g  o p er at or s  a n d  a v oi d

s p uri o u sl y i n cr e a si n g t h e c o n diti o n n u m b er of C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ,

a  n or m ali z ati o n  f a ct or  of 1 =
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
C

ðB;I; Γ J Þ
χ χ ð0 ÞC

ðB;I; Γ J Þ
χ 0χ 0 ð 0 Þ

q
i s

a p pli e d  t o  t h e  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  b ef or e
s ol vi n g t h e   G E V P,   E q. ( 4 8).  Si n gl e- a n d   m ulti e x p o n e nti al
fit s  t o  tr u n c ati o n s  of  t h e  s p e ctr al  r e pr e s e nt ati o n  i n

E q. ( 5 1) ar e  p erf or m e d  f or  all Ĉ
ðB;I; Γ J Þ
n ð tÞ f or t i n  t h e

r a n g e ½tmi n ; tm a x , w h er e tmi n i s  v ari e d  o v er  all  v al u e s
tmi n ≥ 2 f or   w hi c h  at  l e a st  t olpl at e a u ¼ 5 s o ur c e/ si n k
s e p ar ati o n s  ar e  a v ail a bl e f or fitti n g.   H er e, tm a x i s  c h o s e n
t o  b e  t h e  l ar g e st  s o ur c e/ si n k  s e p ar ati o n ≤ t olt h er m f or

w hi c h

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

V ar ½E
ðB;I; Γ J ;S 0 Þ
n ð tÞ

q

= E
ðB;I; Γ J ;S 0 Þ
n ðtÞ < t oln oi s e , w h er e

t olt h er m ¼ 3
8 T i s  u s e d  a s  i n   R ef. [ 1 8 3] a n d  t ol n oi s e ¼ 0 .1 .

F or  t h e  si n gl e-  a n d  t w o- n u cl e o n  gr o u n d- st at e   G E V P
c orr el ati o n  f u n cti o n s,  t h e  c o n diti o n tm a x ≤ 3

8 T u s e d  t o
a v oi d c o nt a mi n ati o n fr o m t h er m al eff e ct s i s   m or e r e stri c-
ti v e  t h a n  t h e  si g n al-t o- n oi s e  c ut off  a n d  i d e nti c al  r e s ult s
ar e o bt ai n e d f or a n y c h oi c e of t ol n oi s e ≳ 0 .0 5 . T h e χ 2 = N d of

f or  o n e- st at e  fit s   wit h  a  v ari et y  of tmi n i n cr e a s e  si g nifi-
c a ntl y if tm a x > 3

8 T i s c h o s e n,   w hi c h s u g g e st s t h at t olt h er m

c a n n ot  b e  i n cr e a s e d   wit h o ut  i ntr o d u ci n g  n o n- n e gli gi bl e
t h er m al  eff e ct s.

2 8 C orr el ati o n  f u n cti o n s  i n v ol vi n g  q u a sil o c al  i nt er p ol ati n g
o p er at or s Q ρ q g ar e c o m p ut e d  u si n g f a ct ori z e d  o p er at or s F ρ q g a s
s o ur c e s.   Alt h o u g h ½Q;  F a n d ½Q;   Q c orr el ati o n f u n cti o n s  h a v e
i d e nti c al  e x p e ct ati o n  v al u e s,  t h e y  ar e  n ot  e q ui v al e nt  b ef or e
e n s e m bl e  a v er a gi n g.  Si n c e F d o e s  n ot  s h ar e  all  of  t h e
s y m m etri e s  of Q (i n  p arti c ul ar  tr a n sl ati o n  i n v ari a n c e),  c orr e-
l ati o n  f u n cti o n s   wit h  f a ct ori z e d  q u a sil o c al  s o ur c e s  ar e  n ot
i n v ari a nt  u n d er  all  of  t h e  q u ar k  pr o p a g at or  s y m m etr y  tr a n s-
f or m ati o n s  d e s cri b e d  h er e.
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F or  e a c h  c h oi c e  of tmi n ,  a  o n e-st at e fit is first  p erf or m e d
i n   w hi c h   E q. ( 5 1) is  tr u n c at e d  t o  i n cl u d e  a  si n gl e  e x p o-
n e nti al.   Aft er  p erf or mi n g  o n e-st at e  fits,  t w o-st at e  fits  ar e
p erf or m e d  a n d  t a k e n  t o  b e  pr ef err e d  if  t h e y  i m pr o v e  t h e
A k ai k e  i nf or m ati o n  crit eri o n  ( AI C) [ 1 8 4] b y  at  l e ast
t olAI C ¼ − 0 .5 ti m es  t h e  n u m b er  of  d e gr e es  of  fr e e d o m
i n t h e  o n e-st at e fit. If t h e t w o-st at e fit is r ej e ct e d, t h e n t h e
o n e-st at e fit is t a k e n t o b e t h e o pti m al tr u n c ati o n of   E q. ( 5 1)
f or t his c h oi c e of tmi n .   T his pr o c e d ur e is r e p e at e d   wit h t hr e e
a n d   m or e  st at e  fits if  n e c ess ar y i n  or d er t o  d et er mi n e t h e
o pti m al  tr u n c ati o n  of   E q. ( 5 1) f or  e a c h tmi n .   All  fits  ar e
p erf or m e d  usi n g  c orr el at e d χ 2 mi ni mi z ati o n   wit h  o pti m al
s hri n k a g e [ 1 8 5, 1 8 6] i m pl e m e nt e d  usi n g t h e  di a g o n al  p art
of  t h e  c o v ari a n c e   m atri x  as  t h e  s hri n k a g e  t ar g et  as  i n
R efs. [ 1 8 3, 1 8 7].  Fits  ar e t h e n  r e p e at e d N b o ot ¼ 2 0 0 ti m es
usi n g  b o otstr a p  e ns e m bl es s a m pl e d fr o m t h e   G E V P  c orr e-
l ati o n  f u n cti o ns  c o m p ut e d  o n  e a c h  g a u g e-fi el d  c o nfi g ur a-
ti o n.   T h e  6 8 %  e m piri c al  b o otstr a p  c o nfi d e n c e  i nt er v al  is
us e d t o  d et er mi n e t h e st atisti c al  u n c ert ai nti es i n t h e e n er g y
l e v els  a n d  o v erl a p  f a ct ors  f or  t his  fit  r a n g e [ 1 8 8].   T h e
G E V P  ei g e n v e ct ors  us e d i n   E q. ( 5 0) ar e  n ot  v ari e d  d uri n g
b o otstr a p r es a m pli n g i n  or d er t o  a v oi d  n u m eri c al i nst a bil-
iti es  fr o m  p o orl y  c o n diti o n e d  r es a m pl e d  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri c es;  a n al o g o us  str at e gi es  ar e  us e d  f or
e x a m pl e  i n   R ef. [ 1 4 5].  S e v er al  c h e c ks  ar e  t h e n  a p pli e d
t o  ass ess  t h e  c o nsist e n c y  of  t h e   m ulti e x p o n e nti al  fit
s ol uti o n:  t w o  n o nli n e ar  s ol v ers,  i m pl e m e nt e d  i n  t h e Juli a

l a n g u a g e [ 1 8 9] a n d  usi n g  t h e O pti m o pti mi z ati o n  p a c k a g e

[ 1 9 0], ar e v erifi e d t o a gr e e o n E
ðB;I; Γ J ;S 0 Þ
n wit hi n a t ol er a n c e

of t ol s ol ¼ 1 0 − 5 , c orr el at e d a n d u n c orr el at e d fits ar e v erifi e d
t o  a gr e e   wit hi n  t olc orr ¼ 5 σ ,  a n d  b o otstr a p   m e di a n  a n d
s a m pl e   m e a n fits  ar e  v erifi e d t o  a gr e e   wit hi n t ol m e d ¼ 2 σ .
Fits  p assi n g  t h es e  c h e c ks  ar e  t h e n  a v er a g e d  usi n g  a
w ei g ht e d  a v er a g e   wit h   w ei g ht s  pr o p orti o n al  t o  t h e  e sti-
m at e d p v al u e/ v ari a n c e  f or  e a c h  e n er g y-l e v el  r e s ult  a s
u s e d i n   R ef s. [ 1 8 3, 1 8 7].   T h e l o w e st e n er g y l e v el o bt ai n e d

b y t h e fit i s i d e ntifi e d   wit h E
ðB;I; Γ J ;S 0 Þ
n si n c e t h e  ort h o g o n-

alit y  of   G E V P  s ol uti o n s  pr o vi d e s  c orr el ati o n  f u n cti o n s
ort h o g o n al  t o  st at e s m wit h m < n a s s u mi n g  t h at  t h e y
str o n gl y  o v erl a p   wit h  a n i nt er p ol ati n g  o p er at or i n t h e s et

u n d er  c o n si d er ati o n. 2 9 P o siti v e  d efi nit e n e s s  of E
ðB;I; Γ J ;S 0 Þ
n

a n d Z
ðB;I; Γ J Þ
n χ ar e  e nf or c e d  b y  u si n g  t h eir  l o g arit h m s  a s

o pti mi z ati o n  p ar a m et er s.

D et er mi n ati o ns of t h e F V e n er g y s hifts Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n a p pl y

t h e  s a m e  fitti n g  pr o c e d ur e  a b o v e  i n  or d er  t o  d et er mi n e

esti m at es  of  b ot h E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n a n d E

ð1 ;12 ; Gþ
1

Þ

0 u si n g e a c h c h oi c e
of tmi n s a m pl e d.   C orr el at e d  diff er e n c es  of t h es e  fit r es ults
ar e  us e d  d uri n g  b o otstr a p r es a m pli n g i n  or d er t o  d et er mi n e

st atisti c al  u n c ert ai nti es  of Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n .   T h e  c e ntr al  v al u e

a n d  st atisti c al  pl us  fitti n g  s yst e m ati c  u n c ert ai nt y  f or

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n i s  t h e n  o bt ai n e d  fr o m  a   w ei g ht e d  a v er a g e  of

all  a c c e pt a bl e fit r es ults ( w h er e t h e  a c c e pt a bl e fit  c uts  ar e
a p pli e d  t o  t h e  t w o- n u cl e o n  a n d  si n gl e- n u cl e o n  fits  i n d e-
p e n d e ntl y)   wit h t h e s a m e   w ei g hts  d es cri b e d f or i n di vi d u al
e n er gi es  a b o v e.

Aft er  d et er mi ni n g Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n f or  e a c h   G E V P  c orr el a-

ti o n f u n cti o n Ĉ
ðB;I; Γ J Þ
n , t h e r es ulti n g e n er gi es a n d ass o ci at e d

G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  ar e  r e or d er e d  s o  t h at

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n < Δ E

ð2 ;I;Γ J Þ
m f or n < m .  I n  p arti c ul ar,  e n er g y

l e v els t h at ar e d e g e n er at e   wit hi n st atisti c al u n c ert ai nti es ar e

or d er e d  b y t h e  c e ntr al  v al u es  of Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n .

A P P E N DI X   E:   T E S T S   O F   V A RI A TI O N A L
A N A L Y SI S  S T A BI LI T Y

Fit  r e s ult s  f or  t h e  n u cl e o n   m a s s M N ¼ E
ð1 ;12 ; Gþ

1
Þ

0 ar e
st a bl e   wit h r e s p e ct t o  v ari ati o n  of t0 a n d tr ef a n d b ot h t h e
c e ntr al  v al u e s  a n d  u n c ert ai nti e s  ar e  c o m p ati bl e  o v er  a
1 f m r a n g e of v ari ati o n a s s h o w n i n Fi g. 3 7 . R e s ult s f or
t h e fir st  e x cit e d- st at e  e n er g y  ar e si mil arl y st a bl e.   R e s ult s
u si n g t h e   G E V P  ei g e n v al u e s i n  or d er t o  d efi n e  eff e cti v e
e n er gi e s  ar e  al s o  c o n si st e nt   wit hi n 1 σ u n c ert ai nti e s  f or
b ot h  t h e  gr o u n d  a n d  fir st  e x cit e d  st at e  a s  s h o w n  i n
Fi g. 3 8 .   Eff e cti v e e n er gi e s  u si n g   G E V P ei g e n v al u e s   wit h
t0 ¼ t =2 h a v e  si mil ar  u n c ert ai nti e s f or  s m all t a n d l ar g er
u n c ert ai nti e s f or l ar g e t i n  c o m p ari s o n t o t h o s e  o bt ai n e d
u si n g  fi x e d t0 ¼ 5 .   T h e  eff e cti v e  e n er g y  d efi n e d  i n
E q. ( 5 3) h a s si mil ar  u n c ert ai nti e s f or s m all t a n d s m all er
u n c ert ai nti e s  f or  l ar g e t t h a n  eit h er  ei g e n v al u e- b a s e d
d efi niti o n.   T h e   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o n s  d efi n e d
u si n g  ei g e n v e ct or s   wit h  fi x e d t0 a n d tr ef a n d  a s s o ci at e d
eff e cti v e  e n er gi e s  i n   E q. ( 5 3) ar e  t h er ef or e  u s e d  i n  t h e
m ai n  t e xt.

A n  iss u e  t h at  aris es   wit h  b o otstr a p  r es a m pli n g  of
ei g e n v al u e- b as e d  eff e cti v e  e n er gi es  is  t h at  cl os el y-s p a c e d
ei g e n v al u es  ass o ci at e d   wit h  diff er e nt  ei g e n v e ct ors   m a y
s w a p  or d eri n g  b et w e e n  b o otstr a p s a m pl es.   T his iss u e  d o es
n ot  aris e  i n  pr a cti c e  f or  t h e  si n gl e- n u cl e o n  c orr el ati o n-
f u n cti o n   m atri x st u di e d h er e; h o w e v er, it d o es aris e f or t w o-
n u cl e o n  c orr el ati o n  f u n cti o ns.   T o  a v oi d  t his  iss u e  i n
g e n er al, t h e  ei g e n v al u es  ass o ci at e d   wit h t h e  s a m pl e- m e a n
c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x  ar e  or d er e d f or  a fi x e d  s o ur c e/
si n k  s e p ar ati o ns,  c h os e n  h er e  as tr ef ¼ 1 0 ,  si m pl y  b y

2 9 R el ati v el y  hi g h- e n er g y   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  a b o v e
t h e si n gl e- n u cl e o n first e x cit e d st at e ar e t o o  n ois y t o  o bt ai n t hr e e
or   m or e  a c c e pt a bl e  fits   wit h  t ol n ois e ¼ 0 .1 .  I n  t h es e  c as es,  t h e
n ois e t ol er a n c e is  d o u bl e d  a n d t h e  fitti n g  pr o c e d ur e is  r e p e at e d
wit h s u c c essi v e n ois e t ol er a n c e d o u bli n gs r e p e at e d u ntil t h er e ar e
at l e ast t hr e e a c c e pt a bl e fits.  S yst e m ati c fitti n g  u n c ert ai nti es   m a y
b e  u n d er esti m at e d  f or  t h e  r el ati v el y  hi g h- e n er g y  l e v els   w h er e
o nl y ∼ 3 – 5 a c c e pt a bl e  fits  ar e  us e d  f or   w ei g ht e d  a v er a gi n g.
H o w e v er, t h es e r es ults ar e e x p e ct e d t o  b e c o nt a mi n at e d  b y s m all
b ut n o n z er o   mi xi n g   wit h l o w er- e n er g y st at es a n d ar e o nl y us e d as
i n p uts  f or   G E V P  r e c o nstr u cti o ns  of  c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x
el e m e nts  s u c h  as  Fi g. 1 5 .  I n  p arti c ul ar,  t h eir  v al u e s  ar e  n ot
i nt er pr et e d  as  r eli a bl e  esti m at es  of  e n er g y l e v els.
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e nf or ci n g λ
ðB;I; Γ J Þ
n ðtr ef ; t0 Þ > λ

ðB;I; Γ J Þ
m ðtr ef ; t0 Þ f or n < m , a n d

t h e  c orr es p o n di n g  ei g e n v e ct ors v
ðB;I; Γ J Þ
n χ ðtr ef ; t0 Þ ar e  c o m-

p ut e d.  F or  t h e  s a m pl e- m e a n  ei g e n v al u es   wit h t ≠ tr ef

a n d  t h e  b o otstr a p  r es a m pl e d  ei g e n v al u es  f or  all t,
ei g e n v al u es  ar e  t h e n  or d er e d  b y  e nf or ci n g  t h at

j
P

χ v
ðB;I; Γ J Þ
m χ ð t; t0 Þ v

ðB;I; Γ J Þ
n χ ðtr ef ; t0 Þj is   m a xi mi z e d  f or

m ¼ n .   A n al o g o us  iss u es  ar e  dis c uss e d  f or  e x a m pl e
i n   R ef. [ 9 8].

A  si mil ar  a n al ysis  c a n  b e  p erf or m e d  f or  t w o- n u cl e o n

s yst e ms. I n t h e di n e utr o n c h a n n el, r es ults usi n g S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ ar e

i ns e nsiti v e  t o  t h e  c h oi c e  of t0 a n d tr ef us e d  t o  s ol v e  t h e
G E V P,  as  s h o w n  f or  t h e  gr o u n d  st at e  i n  Fi g. 3 9 .   Hi g h er
e n er g y  st at es  s h o w  si mil ar l e v els  of i ns e nsiti vit y t o t0 a n d

tr ef as l o n g  as t h e  si z e  of t h e fit r es ults  f or E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
n ar e

us e d t o or d er t h e e n er g y l e v els.  F or   m a n y c h oi c es of t0 a n d
tr ef t h e ei g e n v al u es ass o ci at e d   wit h t h e n ∈ f 2 ; 3 ; 4 g l e v els
fl u ct u at e si g nifi c a ntl y e n o u g h t o c h a n g e t h e or d eri n g of t h e
ei g e n v al u es  at  fi x e d t0 a n d tr ef w h e n  c o m p ar e d  t o  t h e

or d eri n g  of E
ð2 ;1 ; Aþ1 ;S 0 Þ
n ,   w hi c h  c a n l e a d t o  s p uri o us  s e nsi-

ti vit y t o t0 a n d tr ef if e n er g y l e v els ar e or d er e d b y e nf or ci n g

λ
ðB;I; Γ J Þ
n ðtr ef ; t0 Þ > λ

ðB;I; Γ J Þ
m ð tr ef ; t0 Þ f or n < m as  d es cri b e d

a b o v e.   A n al o g o us  r es ults  f or  t h e  d e ut er o n  c h a n n el  ar e
s h o w n  i n  Fi g. 4 0 .  S ur prisi n gl y,  t h e  gr o u n d-st at e  e n er g y
r es ult   wit h t0 ¼ 8 a n d tr ef ¼ 1 0 h as  si g nifi c a nt  l ar g er
u n c ert ai niti es  a n d  a 3 σ l ar g er  c e ntr al  v al u e t h a n t h e r es ults
wit h ot h er t0 a n d tr ef .   E x cit e d-st at e e n er gi es c o m p ut e d   wit h
t0 ¼ 8 a n d tr ef ¼ 1 0 ,  c o n v ers el y,  ar e  al m ost  i d e nti c al  t o
r es ults   wit h  ot h er t0 a n d tr ef .  F urt h er i n cr e asi n g eit h er t0 or
tr ef a w a y  fr o m  t h es e  v al u es  a g ai n  l e a ds  t o  gr o u n d-st at e

FI G.  3 8.   G E V P  eff e cti v e  e n er gi e s  d et er mi n e d  u si n g  diff er e nt  s c h e m e s  f or  c h o o si n g t0 a n d tr ef t o  o bt ai n   G E V P  ei g e n v e ct or s.
R e s ult s   wit h fi x e d t0 ¼ 5 a n d tr ef ¼ 1 0 ar e i d e nti c al t o t h o s e i n  Fi g. 5 a n d d et ail e d i n t h e   m ai n t e xt,   w hil e t h e ot h er r e s ult s s h o w n u s e
fi x e d t0 ¼ 5 a n d  v ari a bl e tr ef ¼ t ( o mitti n g t h e si n g ul ar p oi nt t ¼ t0 ¼ 5 ) a n d v ari a bl e t0 ¼ t =2 (r o u n d e d d o w n t o t h e n e ar e st i nt e g er
i n l atti c e u nit s) a n d tr ef ¼ t, r e s p e cti v el y. I n t h e l att er t w o c a s e s,   G E V P ei g e n v e ct or s ar e o bt ai n e d f or e a c h b o ot str a p s a m pl e a n d t h e
c orr e s p o n di n g  b o ot str a p ei g e n v al u e s ar e s ort e d  b y si mil arit y   wit h t h e ei g e n v e ct or s  of t h e s a m pl e- m e a n c orr el ati o n-f u n cti o n   m atri x
a s  d e s cri b e d i n t h e   m ai n t e xt.   C ol or e d  b a n d s  di s pl a y t h e  fit  r e s ult s  f or t h e  fi x e d t0 a n d tr ef G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o n s  ( w h o s e
eff e cti v e  e n er gi e s  ar e  s h o w n  a s  s q u ar e s)   wit h  t h e  fit  r a n g e  s a m pli n g  a n d  a v er a gi n g  pr o c e d ur e  d e s cri b e d  i n  t h e   m ai n  t e xt  a n d
A p p e n di x D a n d al s o s h o w n i n Fi g. 5 .

FI G.  3 7.  St a bilit y  of t h e si n gl e- n u cl e o n   G E V P  gr o u n d-st at e  e n er g y   wit h r es p e ct t o  v ari ati o n  of t0 a n d tr ef .   T h e  bl u e  b a n ds s h o w t h e
gr o u n d-st at e e n er g y d et er mi n e d usi n g t0 ¼ 5 a n d tr ef ¼ 1 0 . I n t h e l eft pl ot tr ef ¼ 1 0 is h el d fi x e d   w hil e t0 is v ari e d,   w hil e i n t h e ri g ht pl ot
t0 ¼ 5 is  h el d  fi x e d   wit h tr ef is  v ari e d.
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e n er g y r es ults t h at ar e al m ost i d e nti c al t o t h e r es ults s h o w n.
T h e r es ult   wit h t0 ¼ 8 a n d tr ef ¼ 1 0 w o ul d   m a k e n e gli gi bl e
c o ntri b uti o ns t o a   w ei g ht e d a v er a g e  of r es ults   wit h a r a n g e
of t0 a n d tr ef ,  a n d  a s yst e m ati c  u n c ert ai nt y is t h er ef or e  n ot
e x pli citl y i n cl u d e d  f or t his  v ari ati o n.

R e s ult s f or   G E V P  eff e cti v e  F V e n er g y s hift s  u si n g t h e

ei g e n v al u e- b a s e d  d efi niti o n,  l n ð λ
ðB;I; Γ J Þ
n ð t;t0 Þ

λ
ðB;I; Γ J Þ
n ð tþ 1 ;t0 Þ

Þ,  ar e  c o m-

p ar e d  t o  r e s ult s  u si n g  t h e  ei g e n v e ct or- b a s e d  d efi niti o n
i n   E q. ( 5 0) f or  t h e  di n e utr o n  c h a n n el  i n  Fi g. 4 1 . T h e
eff e cti v e  F V  e n er g y  s hift s  ar e  s e e n  t o  b e  i n s e n siti v e  t o
w hi c h  d efi niti o n  i s  u s e d.   A n al o g o u s  r e s ult s  f or  t h e
d e ut er o n  c h a n n el  ar e s h o w n i n  Fi g. 4 2 . I n t hi s  c a s e   m o st
b ut  n ot all  of t h e eff e cti v e  F V e n er g y s hift s ar e s e e n t o  b e
i n s e n siti v e  t o   w hi c h  d efi niti o n  i s  u s e d.   T h e   G E V P
c orr el ati o n  f u n cti o n s  c o m p ut e d  u si n g  t h e  ei g e n v al u e-
b a s e d  d efi niti o n  ar e  si g nifi c a ntl y  n oi si er  t h a n  t h o s e
c o m p ut e d  u si n g   E q. ( 5 0) f or t h e n ∈ f 4 ; 5 g st at e s,   w hi c h

a s  s e e n  i n  Fi g. 1 9 i n v ol v e   mi xt ur e s  of  i nt er p ol ati n g
o p er at or s  a n d  h a v e r el ati v el y  n oi s y  o v erl a p f a ct or  d et er-
mi n ati o n s.   T h e ei g e n v e ct or- b a s e d d efi niti o n   wit h fi x e d t0
a n d tr ef i n   E q. ( 5 0) t h er ef or e a p p e ar s  u s ef ul f or r e s ol vi n g
st at e s  i n v ol vi n g   mi xt ur e s  of i nt er p ol ati n g  o p er at or s  t h at
ar e  n ot   w ell  d et er mi n e d  at  s m all t.

T h e  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  f or  l o w- e n er g y  st at es

o bt ai n e d  usi n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets S̃
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ ; … ;

S̃
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⑦ a n d S̃

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ ; … ; S̃

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⑦ ar e  s h o w n  i n  Fi gs. 4 3

a n d 4 4 .   T h e   missi n g  e n er g y l e v els  s e e n i n  Fi g. 1 2 f or t h e
di n e utr o n c h a n n el a n d  Fi g. 2 6 ar e t h e  d e ut er o n c h a n n el ar e
cl e arl y visi bl e i n t h e eff e cti v e  F V e n er g y s hifts.   B esi d es t h e
a bs e n c e of  p arti c ul ar e n er g y l e v els, t h e eff e cti v e  F V e n er g y
s hifts  pr es e nt i n  Fi gs. 4 3 a n d 4 4 d o  n ot s h o w  a n y  u n us u al
b e h a vi or t h at c o ul d b e i nt er pr et e d as a si g n at ur e of e x cit e d-
st at e c o nt a mi n ati o n fr o m   missi n g e n er g y l e v els c o m p ar a bl e
t o  or  b el o w t h e  e n er g y l e v els  pr es e nt.

FI G.  3 9.  St a bilit y  of I ¼ 1 ; Γ J ¼ A þ
1 G E V P t w o- n u cl e o n  gr o u n d-st at e  F V e n er g y s hifts  usi n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S

ð2 ;1 ; Aþ
1

Þ

⓪

wit h  r es p e ct t o  v ari ati o n  of t0 a n d tr ef .   D et ails  ar e  as i n  Fi g. 3 7 .

FI G.  4 0.  St a bilit y  of I ¼ 0 ; Γ J ¼ T þ
1 G E V P t w o- n u cl e o n  gr o u n d-st at e  F V e n er g y s hifts  usi n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S

ð2 ;0 ; Tþ
1

Þ

⓪

wit h r es p e ct t o  v ari ati o n  of t0 a n d tr ef .   D et ails ar e as i n  Fi g. 3 7 .   R es ults   wit h t0 ¼ 8 a n d tr ef ¼ 1 0 ar e  n ot  pr e cis el y  d et er mi n e d  a n d ar e
dis c uss e d i n t h e   m ai n t e xt.
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FI G.  4 1.   T h e   G E V P  eff e cti v e  F V  e n er g y  s hifts  d et er mi n e d  usi n g  diff er e nt  s c h e m es  f or  c h o osi n g t0 a n d tr ef t o  o bt ai n   G E V P

ei g e n v e ct ors  usi n g t h e i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ .   R es ults   wit h fi x e d t0 ¼ 5 a n d tr ef ¼ 1 0 ar e i d e nti c al t o t h os e i n  Fi g. 7 a n d
d et ail e d i n t h e   m ai n t e xt,   w hil e t h e ot h er r es ults s h o w n us e fi x e d t0 ¼ 5 a n d v ari a bl e tr ef ¼ t a n d v ari a bl e t0 ¼ t =2 a n d tr ef ¼ t i n a n al o g y
t o  Fi g. 3 8 .

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 6 5



FI G.  4 2.   A n al o g o us  r es ults t o  Fi g. 4 1 f or t h e  d e ut er o n  c h a n n el  usi n g i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S
ð2 ;0 ; Tþ

1
Þ

⓪ .

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 6 6



FI G.  4 3.   T h e   G E V P  eff e cti v e  F V e n er g y  s hifts  a n al o g o us t o  Fi g. 9 f or i nt er p ol ati n g- o p er at or  s ets S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⓪ ; … ; S̃
ð2 ;1 ; Aþ

1
Þ

⑦ d efi n e d i n
E q. ( 6 5).

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 6 7



FI G.  4 4.   A n al o g o us  r es ults t o  Fi g. 4 3 f or t h e  d e ut er o n  c h a n n el.

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 6 8



A P P E N DI X   F:   V A RI A TI O N A L   E N E R G Y- L E V E L   R E S U L T S

R es ults  f or  t h e  si n gl e- n u cl e o n  gr o u n d-  a n d  first- e x cit e d-st at e  e n er gi es  o bt ai n e d  usi n g  t h e  i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et
f N W ; NT g a n d  t h e  fitti n g   m et h o ds  a d a pt e d  fr o m   R ef. [ 1 8 3] a n d  dis c uss e d  i n  S e c. III   A ar e  s h o w n  i n   Ta bl e X V .   T h e
u n c ert ai nti es  s h o w n  i n cl u d e  s yst e m ati c  u n c ert ai nti es  ass o ci at e d   wit h  t h e  v ari ati o n  i n  fit  r es ults  o bt ai n e d   wit h  diff er e nt
c h oi c es  of tmi n a d d e d i n  q u a dr at ur e t o st atisti c al  u n c ert ai nti es c al c ul at e d  usi n g  b o otstr a p   m et h o ds.   R es ults f or t w o- n u cl e o n

e n er g y l e v els E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n a n d  F V e n er g y s hifts Δ E

ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n ar e s h o w n i n   Ta bl es X VI – X VIII .   T h e i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets

T A B L E   X VI.   T w o- n u cl e o n I ¼ 1 e n er g y l e v els i n  all  p ositi v e- p arit y t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m  c u bi c irr e ps Γ J ∈
f A þ

1 ; Eþ ; Tþ
2 ; Tþ1 ; Aþ2 g i n  l atti c e  a n d  p h ysi c al  u nits  o bt ai n e d  fr o m  a   w ei g ht e d  a v er a g e  of  si n gl e-  a n d   m ulti-

e x p o n e nti al  fits  t o   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  as  d es cri b e d  i n  t h e   m ai n  t e xt.  Fi nit e- v ol u m e  e n er g y  diff er e n c es
o bt ai n e d  usi n g  c orr el at e d  diff er e n c es  of   G E V P  fit  r es ults  a n d  t h e  ass o ci at e d  c e nt er- of- m ass   m o m e nt a  ar e  als o
pr o vi d e d.

n a E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;1 ; Aþ

1
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 0 6 7( 2 1) − 0 .0 0 2 5 ð5 Þ − 3 .3 ð0 .7 Þ − 0 .0 0 8 4 ð1 7 Þ
1 2. 4 3 1 7( 2 5) 0. 0 2 2 6( 9) 3 0. 7( 1. 2) 0. 0 7 7 6( 3 0)
2 2. 4 6 2 4( 2 3) 0. 0 5 3 4( 9) 7 2. 6( 1. 4) 0. 1 8 4 3( 3 0)
3 2. 4 6 4 0( 1 0 1) 0. 0 5 7 5( 9 8) 7 8. 1( 1 3. 4) 0. 1 9 8 4( 3 4 4)
4 2. 4 9 5 0( 2 3) 0. 0 8 6 1( 9) 1 1 7. 0( 1. 8) 0. 2 9 9 1( 3 3)
5 2. 5 2 5 0( 2 6) 0. 1 1 6 0( 1 0) 1 5 7. 5( 2. 2) 0. 4 0 5 0( 3 6)
6 2. 5 5 2 2( 3 1) 0. 1 4 3 3( 1 5) 1 9 4. 6( 3. 0) 0. 5 0 3 3( 5 6)
7 2. 5 8 1 1( 2 8) 0. 1 7 2 5( 1 4) 2 3 4. 2( 3. 2) 0. 6 0 9 3( 5 1)

n a E
ð2 ;1 ; Eþ ;S 0 Þ
n a Δ E

ð2 ;1 ; Eþ ;S 0 Þ
n Δ E

ð2 ;1 ; Eþ ;S 0 Þ
n [ M e V] k

ð2 ;1 ; Eþ ;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 3 8 7( 1 9) 0. 0 2 9 7( 5) 4 0. 3( 0. 8) 0. 1 0 1 9( 1 7)
1 2. 4 6 7 9( 2 0) 0. 0 5 8 9( 7) 8 0. 0( 1. 3) 0. 2 0 3 5( 2 3)
2 2. 5 2 4 4( 2 6) 0. 1 1 5 3( 1 0) 1 5 6. 6( 2. 2) 0. 4 0 2 7( 3 7)
3 2. 5 5 1 0( 2 6) 0. 1 4 2 2( 1 3) 1 9 3. 1( 2. 8) 0. 4 9 9 2( 4 8)
4 2. 5 5 4 5( 2 9) 0. 1 4 5 4( 1 1) 1 9 7. 4( 2. 6) 0. 5 1 0 8( 3 9)
5 2. 5 8 0 1( 2 7) 0. 1 7 1 5( 1 5) 2 3 2. 9( 3. 2) 0. 6 0 5 8( 5 4)

n a E
ð2 ;1 ; Tþ

2
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;1 ; Tþ

2
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;1 ; Tþ

2
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;1 ; Tþ

2
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 6 7 6( 2 2) 0. 0 5 8 5( 6) 7 9. 4( 1. 2) 0. 2 0 1 8( 2 2)
1 2. 4 9 5 8( 2 1) 0. 0 8 6 9( 7) 1 1 8. 0( 1. 6) 0. 3 0 1 6( 2 5)
2 2. 5 5 0 4( 1 9) 0. 1 4 2 1( 1 0) 1 9 2. 9( 2. 5) 0. 4 9 8 8( 3 8)
3 2. 5 7 7 3( 2 5) 0. 1 6 8 9( 1 4) 2 2 9. 4( 3. 1) 0. 5 9 6 2( 5 0)
4 2. 5 8 1 2( 2 9) 0. 1 7 2 1( 1 2) 2 3 3. 8( 3. 1) 0. 6 0 8 1( 4 6)

n a E
ð2 ;1 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;1 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;1 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;1 ; Tþ

1
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 5 5 3 3( 2 5) 0. 1 4 4 4( 1 2) 1 9 6. 2( 2. 7) 0. 5 0 7 4( 4 3)
1 2. 5 8 1 0( 2 6) 0. 1 7 2 2( 1 4) 2 3 3. 9( 3. 2) 0. 6 0 8 5( 5 0)

n a E
ð2 ;1 ; Aþ

2
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

2
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;1 ; Aþ

2
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;1 ; Aþ

2
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 5 5 4 0( 2 7) 0. 1 4 5 0( 1 2) 1 9 6. 9( 2. 7) 0. 5 0 9 5( 4 4)

T A B L E   X V.  Si n gl e- n u cl e o n e n er g y l e v els i n l atti c e a n d p h ysi c al u nits o bt ai n e d fr o m a   w ei g ht e d a v er a g e of si n gl e-
a n d   m ulti e x p o n e nti al  fits t o   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns  as  d es cri b e d i n t h e   m ai n t e xt.

n a E
ð2 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n E
ð2 ;12 ; Gþ

1
;S N Þ

n [ G e V]

0 1. 2 0 4 5( 8) 1. 6 3 6( 1 8)
1 1. 7 7 0 4( 1 4 3) 2. 4 0 4( 3 3)

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 6 9



T A B L E   X VII.   T w o- n u cl e o n I ¼ 0 e n er g y l e v els i n t h e  d e ut er o n t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m c u bi c irr e p Γ J ¼ T þ
1 i n

l atti c e a n d p h ysi c al u nits o bt ai n e d fr o m a   w ei g ht e d a v er a g e of si n gl e- a n d   m ulti e x p o n e nti al fits t o   G E V P c orr el ati o n
f u n cti o ns  as  d es cri b e d i n t h e   m ai n t e xt.  Fi nit e- v ol u m e  e n er g y  diff er e n c es  o bt ai n e d  usi n g  c orr el at e d  diff er e n c es  of
G E V P  fit  r es ults  a n d t h e  ass o ci at e d  c e nt er- of- m ass   m o m e nt a  ar e  als o  pr o vi d e d.

n a E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;0 ; Tþ

1
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 0 6 7( 2 1) − 0 .0 0 2 5 ð5 Þ − 3 .4 ð0 .7 Þ − 0 .0 0 8 5 ð1 7 Þ
1 2. 4 3 0 8( 2 4) 0. 0 2 1 7( 9) 2 9. 5( 1. 3) 0. 0 7 4 5( 3 1)
2 2. 4 3 9 3( 1 9) 0. 0 3 0 2( 4) 4 1. 0( 0. 8) 0. 1 0 3 6( 1 5)
3 2. 4 6 1 6( 2 2) 0. 0 5 2 7( 9) 7 1. 5( 1. 4) 0. 1 8 1 5( 3 1)
4 2. 4 6 8 3( 2 7) 0. 0 5 8 9( 9) 8 0. 1( 1. 5) 0. 2 0 3 5( 3 2)
5 2. 4 6 8 1( 2 0) 0. 0 5 9 1( 6) 8 0. 3( 1. 2) 0. 2 0 4 1( 2 1)
6 2. 4 7 8 3( 6 6) 0. 0 7 1 0( 6 0) 9 6. 4( 8. 2) 0. 2 4 5 6( 2 0 9)
7 2. 4 9 0 0( 3 3) 0. 0 8 1 9( 2 3) 1 1 1. 2( 3. 4) 0. 2 8 3 9( 8 3)
8 2. 4 9 3 7( 2 4) 0. 0 8 5 0( 1 2) 1 1 5. 4( 2. 1) 0. 2 9 5 0( 4 2)
9 2. 5 2 4 2( 2 2) 0. 1 1 5 3( 9) 1 5 6. 5( 2. 1) 0. 4 0 2 5( 3 3)
1 0 2. 5 2 5 2( 2 3) 0. 1 1 6 3( 8) 1 5 7. 9( 2. 1) 0. 4 0 6 2( 2 9)
1 1 2. 5 5 2 4( 2 5) 0. 1 4 1 6( 1 3) 1 9 2. 2( 2. 8) 0. 4 9 7 0( 4 8)
1 2 2. 5 5 3 0( 4 3) 0. 1 4 3 5( 1 0) 1 9 4. 9( 2. 6) 0. 5 0 4 2( 3 7)
1 3 2. 5 5 4 4( 2 6) 0. 1 4 4 0( 2 2) 1 9 5. 5( 3. 7) 0. 5 0 5 7( 7 9)
1 4 2. 5 5 3 7( 2 4) 0. 1 4 4 8( 1 0) 1 9 6. 7( 2. 6) 0. 5 0 8 9( 3 6)
1 5 2. 5 5 0 2( 2 4) 0. 1 4 5 4( 1 0) 1 9 7. 5( 2. 6) 0. 5 1 0 9( 3 8)
1 6 2. 5 8 0 4( 2 4) 0. 1 7 0 7( 1 4) 2 3 1. 8( 3. 1) 0. 6 0 2 8( 5 0)
1 7 2. 5 7 9 6( 2 9) 0. 1 7 1 6( 1 2) 2 3 3. 0( 3. 1) 0. 6 0 6 1( 4 5)
1 8 2. 5 8 0 6( 3 3) 0. 1 7 1 7( 1 5) 2 3 3. 2( 3. 3) 0. 6 0 6 5( 5 7)
1 9 2. 5 8 0 2( 2 6) 0. 1 7 1 8( 1 3) 2 3 3. 4( 3. 1) 0. 6 0 7 0( 4 6)
2 0 2. 5 8 0 7( 3 8) 0. 1 7 2 1( 1 9) 2 3 3. 7( 3. 7) 0. 6 0 7 9( 7 0)

T A B L E   X VIII.   T w o- n u cl e o n I ¼ 0 e n er g y l e v els i n t ot al- a n g ul ar- m o m e nt u m c u bi c irr e ps Γ J ∈ f T þ
2 ; Eþ ; Aþ2 ; Aþ1 g

i n  l atti c e  a n d  p h ysi c al  u nits  o bt ai n e d  fr o m  a   w ei g ht e d  a v er a g e  of  si n gl e-  a n d   m ulti e x p o n e nti al  fits  t o   G E V P
c orr el ati o n  f u n cti o ns  as  d es cri b e d  i n  t h e   m ai n  t e xt.  Fi nit e- v ol u m e  e n er g y  diff er e n c es  o bt ai n e d  usi n g  c orr el at e d
diff er e n c es  of   G E V P  fit  r es ults  a n d t h e  ass o ci at e d  c e nt er- of- m ass   m o m e nt a  ar e  als o  pr o vi d e d.

n a E
ð2 ;0 ; Tþ

2
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

2
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;0 ; Tþ

2
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;0 ; Tþ

2
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 3 9 4( 2 0) 0. 0 3 0 3( 5) 4 1. 1( 0. 8) 0. 1 0 3 9( 1 7)
1 2. 4 6 7 7( 2 2) 0. 0 5 8 6( 7) 7 9. 6( 1. 3) 0. 2 0 2 2( 2 5)
2 2. 4 6 8 9( 2 3) 0. 0 5 9 6( 6) 8 1. 0( 1. 2) 0. 2 0 5 9( 2 3)
3 2. 4 9 6 4( 2 1) 0. 0 8 7 4( 7) 1 1 8. 7( 1. 6) 0. 3 0 3 6( 2 5)
4 2. 5 2 4 8( 3 0) 0. 1 1 5 7( 1 0) 1 5 7. 1( 2. 2) 0. 4 0 4 0( 3 6)
5 2. 5 5 0 8( 2 6) 0. 1 4 2 2( 1 2) 1 9 3. 1( 2. 7) 0. 4 9 9 2( 4 5)
6 2. 5 5 1 5( 3 7) 0. 1 4 2 3( 1 5) 1 9 3. 2( 3. 0) 0. 4 9 9 6( 5 5)
7 2. 5 5 3 9( 2 7) 0. 1 4 5 0( 1 2) 1 9 7. 0( 2. 7) 0. 5 0 9 5( 4 4)
8 2. 5 5 4 0( 2 7) 0. 1 4 5 1( 1 2) 1 9 7. 1( 2. 7) 0. 5 0 9 9( 4 3)
9 2. 5 5 4 8( 2 7) 0. 1 4 6 0( 1 2) 1 9 8. 3( 2. 7) 0. 5 1 3 1( 4 3)
1 0 2. 5 7 9 3( 2 6) 0. 1 7 0 6( 1 3) 2 3 1. 7( 3. 1) 0. 6 0 2 6( 4 9)
1 1 2. 5 8 1 0( 3 6) 0. 1 7 1 8( 1 3) 2 3 3. 3( 3. 1) 0. 6 0 6 9( 4 8)
1 2 2. 5 8 0 7( 3 1) 0. 1 7 1 8( 1 3) 2 3 3. 4( 3. 1) 0. 6 0 7 0( 4 8)
1 3 2. 5 8 1 3( 2 6) 0. 1 7 2 4( 1 2) 2 3 4. 2( 3. 0) 0. 6 0 9 1( 4 3)

n a E
ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ
n a Δ E

ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ
n Δ E

ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ
n [ M e V] k

ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 6 7 7( 2 2) 0. 0 5 8 5( 7) 7 9. 5( 1. 3) 0. 2 0 2 1( 2 5)
1 2. 4 9 6 9( 3 3) 0. 0 8 7 3( 1 0) 1 1 8. 5( 1. 9) 0. 3 0 3 1( 3 5)
2 2. 5 5 2 5( 3 7) 0. 1 4 3 1( 1 7) 1 9 4. 3( 3. 2) 0. 5 0 2 5( 6 3)
3 2. 5 5 4 1( 2 7) 0. 1 4 5 4( 1 1) 1 9 7. 4( 2. 7) 0. 5 1 0 8( 4 2)
4 2. 5 7 8 8( 2 9) 0. 1 6 9 9( 1 5) 2 3 0. 8( 3. 3) 0. 6 0 0 0( 5 5)

( T a bl e  c o nti n u e d)

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 0



S
ð2 ;1 ; Aþ1 Þ
⓪ a n d S

ð2 ;0 ; Tþ1 Þ
⓪ u s e d t o o bt ai n r es ults i n t h e I ¼ 1 , Γ J ¼ A þ

1 , a n d I ¼ 0 , Γ J ¼ T þ
1 irr e ps i n cl u d e all D s k g o p er at ors   wit h

s ≤ 6 a n d H g o p er at ors ( b ut  n ot Q q g o p er at ors).   T h e i nt er p ol ati n g- o p er at or s ets  us e d f or t h e  ot h er irr e ps  o nl y i n cl u d e D s k g

o p er at ors   wit h s > 0 as  d es cri b e d i n  S e c. II   C.   R es ults ar e  pr es e nt e d i n  b ot h l atti c e a n d  p h ysi c al  u nits, a n d i n a d diti o n t h e

v al u es of Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S 0 Þ
n ar e us e d t o o bt ai n r es ults f or t h e c orr es p o n di n g c e nt er- of- m ass   m o m e nt a, k

ð2 ;I;Γ J Þ
n , f or s c att eri n g st at es

a n d t h e  di m e nsi o nl ess  r ati os k
ð2 ;I;Γ J Þ 2

n = m 2
π ar e  pr es e nt e d i n   Ta bl es X VI – X VIII .

A P P E N DI X   G:   Q U A N TI Z A TI O N   C O N DI TI O N S

T h e  tr u n c at e d  q u a nti z ati o n  c o n diti o ns  us e d  t o  o bt ai n  t h e k c ot δ v al u es  pl ott e d  i n  Fi gs. 3 4 a n d 3 5 c a n  b e  f o u n d  i n
R efs. [ 4 5, 4 9],  a n d  ar e list e d  b el o w  f or  c o m pl et e n ess.  F or t h e I ¼ 1 s yst e m,

A þ
1 ∶ k c ot δ 1S 0

¼
2
ffiffiffi
π

p
L

Z 0 ;0 ð1; k̃ 2 Þ;

E þ ∶ k 5 c ot δ 1D 2
¼

2 π

L

5 1

π 3 = 2
k̃ 4 Z 0 ;0 ð1; k̃ 2 Þ þ

6

7
Z 4 ;0 ð1; k̃ 2 Þ ;

T þ
2 ∶ k 5 c ot δ 1D 2

¼
2 π

L

5 1

π 3 = 2
k̃ 4 Z 0 ;0 ð1; k̃ 2 Þ −

4

7
Z 4 ;0 ð1; k̃ 2 Þ ; ðG 1 Þ

w hil e,  f or t h e I ¼ 0 s yst e m,

T þ
1 ∶ k c ot δ 3S 1

¼
2
ffiffiffi
π

p
L

Z 0 ;0 ð1; k̃ 2 Þ;

T þ
2 ∶ k 5 c ot δ 3D 2

¼
2 π

L

5 1

π 3 = 2
k̃ 4 Z 0 ;0 ð1; k̃ 2 Þ þ

8

2 1
Z 4 ;0 ð1; k̃ 2 Þ ;

E þ ∶ k 5 c ot δ 3D 2
¼

2 π

L

5 1

π 3 = 2
k̃ 4 Z 0 ;0 ð1; k̃ 2 Þ −

4

7
Z 4 ;0 ð1; k̃ 2 Þ ; ðG 2 Þ

w h er e k̃ ≡ k L = ð2 π Þ a n d Z l; mð1 ; k̃
2 Þ ¼

P
 n ∈ Z 3 j n jlY m

l ð n̂ Þ= ðj  n j2 − k̃ 2 Þ is  t h e Z f u n cti o n [ 3 4, 3 5].   M et h o ds  f or  effi ci e nt
n u m eri c al  e v al u ati o n  of t h e Z f u n cti o n  ar e  dis c uss e d i n   R efs. [ 3 5, 4 1, 1 9 1].

T A B L E   X VIII. ( C o nti n u e d)

n a E
ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ
n a Δ E

ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ
n Δ E

ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ
n [ M e V] k

ð2 ;0 ; Eþ ;S 0 Þ 2

n = m 2
π

5 2. 5 8 1 4( 2 9) 0. 1 7 2 5( 1 2) 2 3 4. 2( 3. 1) 0. 6 0 9 3( 4 6)
6 2. 5 8 3 9( 7 0) 0. 1 7 3 1( 2 4) 2 3 5. 1( 4. 2) 0. 6 1 1 7( 9 1)

n a E
ð2 ;0 ; Aþ

2
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;0 ; Aþ

2
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;0 ; Aþ

2
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;0 ; Aþ

2
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 4 6 8 2( 3 1) 0. 0 5 8 6( 1 0) 7 9. 6( 1. 6) 0. 2 0 2 4( 3 5)
1 2. 4 9 7 0( 2 9) 0. 0 8 7 6( 9) 1 1 8. 9( 1. 8) 0. 3 0 4 1( 3 1)
2 2. 5 5 4 4( 6 7) 0. 1 4 3 7( 3 7) 1 9 5. 2( 5. 5) 0. 5 0 4 9( 1 3 5)
3 2. 5 7 9 4( 4 6) 0. 1 7 0 0( 2 0) 2 3 0. 9( 3. 7) 0. 6 0 0 3( 7 2)
4 2. 5 8 1 2( 3 0) 0. 1 7 2 2( 1 4) 2 3 3. 9( 3. 2) 0. 6 0 8 4( 5 1)

n a E
ð2 ;0 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n a Δ E
ð2 ;0 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n Δ E
ð2 ;0 ; Aþ

1
;S 0 Þ

n [ M e V] k
ð2 ;0 ; Aþ

1
;S 0 Þ 2

n = m 2
π

0 2. 5 5 4 4( 2 9) 0. 1 4 5 3( 1 3) 1 9 7. 3( 2. 8) 0. 5 1 0 5( 4 6)
1 2. 5 8 0 6( 2 4) 0. 1 7 1 9( 1 3) 2 3 3. 4( 3. 1) 0. 6 0 7 0( 4 6)

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 1



A P P E N DI X   H:   G L O S S A R Y   O F   N O T A TI O N

A  gl oss ar y  of  c o m m o nl y  us e d  n ot ati o n i n t his   w or k is  pr o vi d e d i n   Ta bl es XI X a n d X X .

T A B L E   X X.   T h e  c o nti n u ati o n  of   Ta bl e XI X .

q Q u asil o c al  s p ati al   w a v e  f u n cti o n i n d e x E q. ( 1 7)
κ q Q u asil o c al   w a v e  f u n cti o n  e x p o n e nti al l o c ali z ati o n  s c al e E q. ( 1 7)

Q ρ q g ð tÞ Q u asil o c al i nt er p ol ati n g  o p er at or  E q. ( 1 7)

ψ
½Q
q ð  x 1 ;  x 2 ;  R Þ Q u asil o c al  s p ati al   w a v e  f u n cti o n E q. ( 1 8)

C
½T ;T 0

σ tg σ 0t0g 0 ð tÞ C orr el ati o n  f u n cti o n   wit h T ; T 0 ∈ f H;   D;   Q g a n d t; t0 ∈ f c; m ; q g E q. ( 1 9)

S i j
g g 0 ð  x; t ;  y; 0 Þ Q u ar k  pr o p a g at or  E q. ( 2 4)

( T a bl e  c o nti n u e d)

T A B L E   XI X.   Gl oss ar y  of  n ot ati o n  i n cl u di n g  s y m b ols  us e d  t hr o u g h o ut  t his   w or k  (l eft),  a  d es cri pti o n  of  t h eir
m e a ni n g  ( c e nt er),  a n d  t h e  first  e q u ati o n   w h er e  t h e  n ot ati o n  is  first  i ntr o d u c e d  or  t h e  cl os est  e q u ati o n  t o   w h er e
n ot ati o n is i ntr o d u c e d i nli n e  (ri g ht).

x ¼ ð  x; t Þ E u cli d e a n  s p a c eti m e  c o or di n at es E q. ( 1)
σ ; σ 0 N u cl e o n  s pi n i n di c es  (r o ws  of G þ

1 ) E q. ( 1)
N σ ðx Þ N u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at or  E q. ( 1)
i; j; k; … S pi n- c ol or i n di c es E q. ( 2)
q ið x Þ Q u ar k  fi el d  E q. ( 2)
α ; α 0 S pi n- c ol or   w ei g ht i n di c e s E q. ( 2)

w
½N σ
α

N u cl e o n  s pi n- c ol or   w ei g hts E q. ( 2)

N
½N σ
w

N u cl e o n   w ei g ht   m ulti pli cit y E q. ( 2)

g S m e ari n g   wi dt h i n d e x E q. ( 3)
q i

g ð x Þ S m e ar e d  q u ar k  fi el d s  E q. ( 3)

N σ g ðx Þ S m e ar e d  n u cl e o n  fi el d E q. ( 4)
L L atti c e  e xt e nt i n  s p ati al  dir e cti o ns E q. ( 5)
T L atti c e  e xt e nt i n t e m p or al  dir e cti o n E q. ( 2 4)
 x;  x 1 ;  x 2 S p ati al  p ositi o ns  of  si n k  o p er at ors E q. ( 5)
 y;  y 1 ;  y 2 S p ati al  p ositi o ns  of  s o ur c e  o p er at ors E q. ( 2 4)
t E u cli d e a n ti m e  s e p ar ati o n  b et w e e n  s o ur c e  ( at t ¼ 0 )  a n d  si n k E q. ( 5)
S S p ars e ni n g  f a ct or E q. ( 5)
Λ S S et  of  s p ars e l atti c e  sit es E q. ( 5)
V S S p ars e l atti c e  v ol u m e ðL = S Þ 3 E q. ( 5)
c C e nt er- of- m ass   m o m e nt u m i n d e x E q. ( 6)

ψ
½h
c ð  x Þ S p ati al   w a v e  f u n cti o n  f or  h a dr o n h ∈ f N;   H g E q. ( 6)

N σ cg ð tÞ N u cl e o n i nt er p ol ati n g  o p er at or  ( m o m e nt u m- pr oj e ct e d) E q. ( 7)

C
½N; N
σ cg σ 0c 0g 0 ð tÞ N u cl e o n  c orr el ati o n  f u n cti o n  E q. ( 8)

M N N u cl e o n   m ass E q. ( 9)

H ρ cg ð tÞ H e x a q u ar k i nt er p ol ati n g  o p er at or  E q. ( 1 0)

w
½h ρ
α

T w o- n u cl e o n  s pi n- c ol or   w ei g hts  f or h ∈ f H;   D;   Q g E q. ( 1 2)

N
½h ρ
w

T w o- n u cl e o n   w ei g ht   m ulti pli cit y  f or h ∈ f H;   D;   Q g E q. ( 1 2)

D ρ m g ðtÞ Di b ar y o n i nt er p ol ati n g  o p er at or E q. ( 1 3)

v ρ
σ σ 0 Wei g hts  f or  s pi n  pr o d u ct G þ

1 ⊗ G þ
1 ¼ A þ

1 ⊕ T þ
1 E q. ( 1 4)

ψ
½h
c ð  x 1 ;  x 2 Þ Di b ar y o n  s p ati al   w a v e  f u n cti o n  E q. ( 1 5)

m T w o- n u cl e o n  r el ati v e   m o m e nt u m i n d e x E q. ( 1 5)
 P m

T w o- n u cl e o n  r el ati v e   m o m e nt u m  v e ct or E q. ( 1 5)

 n m R el ati v e- m o m e nt u m i nt e g er  n m ¼ ð L
2 π Þ

 P m E q. ( 1 5)

s R el ati v e- m o m e nt u m  s h ell s ≡ s ðm Þ ¼ j  n m j2 E q. ( 1 5)
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T A B L E   X X. ( C o nti n u e d)

P El e m e nt  of  p er m ut ati o n  gr o u p  E q. ( 2 5)

B
ð Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x; t Þ L o c al  b ar y o n  bl o c k  E q. ( 3 0)

E
ðq Þi j k
g σ m 0g 0 ð  x 1 ;  x 2 ; tÞ Bil o c al  b ar y o n  bl o c k  E q. ( 3 4)

J z R el at e d t o  ei g e n v al u e e i Jz π = 2 of  r ot ati o n  b y π = 2 a b o ut ẑ - a xis  E q. ( 3 8)
l z A n al o g o us  p h as e  f or  r ot ati o n s  a p pli e d  o nl y t o  s p ati al   w a v e  f u n cti o ns   E q. ( 3 8)
S z ð ρ Þ A n al o g o us  p h as e  f or  r ot ati o n s  a p pli e d t o t w o- n u cl e o n  s pi n   wit h  r o w ρ E q. ( 3 8)
Γ J C u bi c irr e p  ass o ci at e d   wit h t ot al  a n g ul ar   m o m e nt u m J E q. ( 4 1)
Γ l C u bi c irr e p  ass o ci at e d   wit h  or bit al  a n g ul ar   m o m e nt u m l E q. ( 4 1)
Γ S C u bi c irr e p  ass o ci at e d   wit h  s pi n S E q. ( 4 1)

H
ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
g ðtÞ H e x a q u ar k  o p er at or   wit h  d efi nit e  q u a nt u m  n u m b ers  E q. ( 4 2)

Q
ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
q g ðtÞ Q u asil o c al  o p er at or   wit h  d efi nit e  q u a nt u m  n u m b er s  E q. ( 4 2)

ψ
½D ðΓ l ;l z Þ
s k ð  x 1 ;  x 2 Þ C u bi c-irr e p  pr oj e ct e d  di b ar y o n   w a v e  f u n cti o ns  E q. ( 4 2)

G
ðΓ l ;l z Þ
s k m

C o effi ci e nt  pr oj e cti n g  di b ar y o n   w a v e  f u n cti o ns t o  c u bi c irr e ps E q. ( 4 2)

D
ð2 ;I;Γ J ; Jz Þ
s k g ðtÞ Di b ar y o n  o p er at or   wit h  d efi nit e  q u a nt u m  n u m b ers  E q. ( 4 3)

M
ðΓ J ;Γ l Þ
s k k 0

S pi n- or bit   m ulti pli cit y-l a b el  t e ns or E q. ( 4 4)

C
ðΓ J ; Jz ;Γ l ;l z Þ
ρ

S pi n- or bit  c u bi c  gr o u p   Cl e bs c h- G or d o n  c o effi ci e nts E q. ( 4 4)

d Γ Di m e nsi o n  of  r e pr es e nt ati o n Γ E q. ( 4 5)

ðB; I; Γ J Þ Q u a nt u m  n u m b er s  of  z er o- m o m e nt u m  st at e s  E q. ( 4 7)
n L a b el  f or  e n er g y  ei g e nst at es n ¼ 0 ; 1 ; … wit h  fi x e d  q u a nt u m  n u m b ers   E q. ( 4 7)

E
ðB;I; Γ J ;S Þ
n

E n er g y  of  st at e n d et er mi n e d  usi n g i nt er p ol ati n g- o p er at or  s et S E q. ( 4 7)

Z
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ

O v erl a p  of i nt er p ol ati n g  o p er at or χ wit h  st at e n E q. ( 4 7)

C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ C orr el ati o n  f u n cti o n   wit h  si n k/s o ur c e  o p er at ors χ = χ 0 E q. ( 4 7)

Ĉ
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ð tÞ G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o n  or d er e d  s o t h at  e n er g y i n cr e as es   wit h n E q. ( 5 0)

δ ðB;I; Γ J ;S Þ E n er g y  g a p  b et w e e n  gr o u n d  a n d  first  e x cit e d  st at e s E q. ( 5 1)

E
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ Eff e cti v e  e n er g y  of C

ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ E q. ( 5 2)

E
ðB;I; Γ J ;S Þ
n ðtÞ Eff e cti v e  e n er g y  of Ĉ

ðB;I; Γ J Þ
n ð tÞ E q. ( 5 3)

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n ð tÞ Eff e cti v e  F V e n er g y  s hift  fr o m   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns E q. ( 5 4)

Δ E
ð2 ;I;Γ J ;S Þ
n

F V e n er g y  s hift  fr o m  fits t o   G E V P  c orr el ati o n  f u n cti o ns E q. ( 5 5)

Z
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ

R el ati v e  o v erl a p  of i nt er p ol ati n g  o p er at or χ wit h  st at e n E q. ( 5 7)

Z̃
ðB;I; Γ J ;S Þ
n χ

R el ati v e  c o ntri b uti o n  fr o m  st at e n t o C
ðB;I; Γ J Þ
χ χ 0 ð tÞ E q. ( 5 8)

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 3

https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-102313-025446
https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-102313-025446
https://doi.org/10.1088/1361-6633/aa5bc5
https://doi.org/10.1088/0031-8949/91/5/053002
https://doi.org/10.3389/fphy.2020.00098
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2021.103888
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2021.103888
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.022501
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.022501


[ 7]  I.   Te ws,   Z.   D a v o u di,   A.   E kstr ö m,  J.   D.   H olt,  a n d  J.   E.
L y n n,   N e w i d e as i n c o nstr ai ni n g  n u cl e ar f or c es, J.  P h ys.   G
4 7 ,  1 0 3 0 0 1  ( 2 0 2 0).

[ 8]  S.   R.   B e a n e,  P. F.   B e d a q u e,   K.   Or gi n os,  a n d   M. J.  S a v a g e,
N u cl e o n- N u cl e o n  S c att eri n g  fr o m  F ull y- D y n a mi c al   L at-
ti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   L ett. 9 7 ,  0 1 2 0 0 1  ( 2 0 0 6).

[ 9]  S.   R.   B e a n e,  P. F.   B e d a q u e,   T.   C.   L u u,   K.   Or gi n os,   E.
P all a nt e,   A.  P arr e ñ o,  a n d   M. J.  S a v a g e  ( N P L Q C D   C ol-
l a b or ati o n),   H y p er o n- n u cl e o n  s c att eri n g  fr o m  f ull y-
d y n a mi c al l atti c e   Q C D, N u cl.  P h ys. A 7 9 4 ,  6 2  ( 2 0 0 7).

[ 1 0]  S.   R.   B e a n e,   W.   D et m ol d,   H.- W.   Li n,   T.   C.   L u u,   K.
Or gi n os,   M. J.  S a v a g e,   A.   T or o k,  a n d   A.   Wal k er- L o u d
( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),   Hi g h  st atisti cs  a n al ysis  usi n g
a nis otr o pi c  cl o v er  l atti c es:  (III)   B ar y o n- b ar y o n  i nt er-
a cti o ns, P h ys.   R e v.   D 8 1 ,  0 5 4 5 0 5  ( 2 0 1 0).

[ 1 1]  S.   R.   B e a n e et  al. ( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),   E vi d e n c e f or
a   B o u n d   H- Di b ar y o n fr o m   L atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   L ett.
1 0 6 ,  1 6 2 0 0 1  ( 2 0 1 1).

[ 1 2]  S.   R.   B e a n e et al. ,  Pr e s e nt c o nstr ai nt s o n t h e   H- di b ar y o n at
t h e  p h ysi c al  p oi nt  fr o m l atti c e   Q C D, M o d.  P h ys.   L ett.   A
2 6 ,  2 5 8 7  ( 2 0 1 1).

[ 1 3]  S.   R.   B e a n e,   E.   C h a n g,   W.   D et m ol d,   H.   W.   Li n,   T.   C.   L u u,
K.   Or gi n os,   A.  P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,   A.   T or o k,  a n d   A.
Wal k er- L o u d ( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),   T h e d e ut er o n a n d
e x oti c t w o- b o d y b o u n d st at es fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.
D 8 5 ,  0 5 4 5 1 1  ( 2 0 1 2).

[ 1 4]  S.   R.   B e a n e,   E.   C h a n g,  S.   D.   C o h e n,   W.   D et m ol d,   H.   W.
Li n,   T.   C.   L u u,   K.   Or gi n os,   A.  P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,  a n d
A.   Wal k er- L o u d,   H y p er o n- N u cl e o n  I nt er a cti o ns  a n d  t h e
C o m p ositi o n  of   D e ns e   N u cl e ar   M att er  fr o m   Q u a nt u m
C hr o m o d y n a mi cs, P h ys.   R e v.   L ett. 1 0 9 ,  1 7 2 0 0 1  ( 2 0 1 2).

[ 1 5]  S.   R.   B e a n e,   E.   C h a n g,  S.   D.   C o h e n,   W.   D et m ol d,   H.   W.
Li n,   T.   C.   L u u,   K.   Or gi n os,   A. P arr e ñ o,   M. J. S a v a g e, a n d   A.
Wal k er- L o u d  ( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),   Li g ht  n u cl ei  a n d
h y p er n u cl ei fr o m  q u a nt u m c hr o m o d y n a mi cs i n t h e li mit  of
S U( 3) fl a v or  s y m m etr y, P h ys.   R e v.   D 8 7 ,  0 3 4 5 0 6 ( 2 0 1 3).

[ 1 6]  S.   R.   B e a n e,   E.   C h a n g,  S.   D.   C o h e n,   W.   D et m ol d,  P.
J u n n ar k ar,   H.   W.   Li n,   T.   C.   L u u,   K.   Or gi n os,   A.
P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,  a n d   A.   Wal k er- L o u d  ( N P L Q C D
C oll a b or ati o n),   N u cl e o n- n u cl e o n  s c att eri n g  p ar a m et ers i n
t h e  li mit  of  S U( 3)  fl a v or  s y m m etr y, P h ys.   R e v.   C 8 8 ,
0 2 4 0 0 3  ( 2 0 1 3) .

[ 1 7]   K.   Or gi n os,   A.  P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,  S.   R.   B e a n e,
E.   C h a n g,  a n d   W.   D et m ol d,   T w o  n u cl e o n  s yst e m s  at
m π ∼ 4 5 0 M e V  fr o m  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 2 ,
1 1 4 5 1 2  ( 2 0 1 5) ; 1 0 2 ,  0 3 9 9 0 3( E)  ( 2 0 2 0).

[ 1 8]   M.  L.   Wa g m a n,  F.   Wi nt er,   E.   C h a n g,   Z.   D a v o u di,   W.
D et m ol d,   K.   Or gi n os,   M. J.  S a v a g e,  a n d  P.  E.  S h a n a h a n
( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),   B ar y o n- b ar y o n i nt er a cti o ns a n d
s pi n-fl a v or s y m m etr y fr o m l atti c e q u a nt u m c hr o m o d y n a m-
i cs, P h ys.   R e v.   D 9 6 ,  1 1 4 5 1 0  ( 2 0 1 7).

[ 1 9]   M.  F u k u git a,   Y.   K ur a m as hi,   M.   O k a w a,   H.   Mi n o,  a n d
A.   U k a w a,   H a dr o n  s c att eri n g  l e n gt hs  i n  l atti c e   Q C D,
P h ys.   R e v.   D 5 2 ,  3 0 0 3  ( 1 9 9 5).

[ 2 0]   T.   Ya m a z a ki,   Y.   K ur a m as hi,  a n d   A.   U k a w a  ( P A C S- C S
C oll a b or ati o n),   T w o- n u cl e o n  b o u n d  st at es  i n  q u e n c h e d
l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 4 ,  0 5 4 5 0 6  ( 2 0 1 1).

[ 2 1]   T.   Ya m a z a ki,   K.-i. Is hi k a w a,   Y.   K ur a m as hi, a n d   A.   U k a w a,
H eli u m  n u cl ei,  d e ut er o n  a n d  di n e utr o n  i n 2 þ 1 fl a v or
l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 6 ,  0 7 4 5 1 4  ( 2 0 1 2).

[ 2 2]   T.   Ya m a z a ki,   K.-i. Is hi k a w a,   Y.   K ur a m as hi, a n d   A.   U k a w a,
St u d y  of  q u ar k   m ass  d e p e n d e n c e  of  bi n di n g  e n er g y  f or
li g ht  n u cl ei i n 2 þ 1 fl a v or l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 2 ,
0 1 4 5 0 1  ( 2 0 1 5) .

[ 2 3]   H.   N e m ur a,   N.  Is hii,  S.   A o ki,  a n d   T.   H ats u d a,   H y p er o n-
n u cl e o n  f or c e  fr o m  l atti c e   Q C D, P h ys.   L ett.   B 6 7 3 ,  1 3 6
( 2 0 0 9).

[ 2 4]   T. I n o u e,   N. Is hii,  S.   A o ki,   T.   D oi,   T.   H ats u d a,   Y. I k e d a,   K.
M ur a n o,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki ( H A L   Q C D   C oll a b o-
r ati o n),   B o u n d   H- Di b ar y o n  i n  Fl a v or  S U( 3)   Li mit  of
L atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   L ett. 1 0 6 ,  1 6 2 0 0 2  ( 2 0 1 1).

[ 2 5]   E.   B er k o wit z,   T.   K urt h,   A.   Ni c h ols o n,   B.  J o ó,   E.   Ri n al di,
M.  Str ot h er,  P.   M.   Vr a n as,  a n d   A.   Wal k er- L o u d  ( C al L at
C oll a b or ati o n),   T w o- n u cl e o n  hi g h er  p arti al- w a v e  s c att er-
i n g  fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.   L ett.   B 7 6 5 ,  2 8 5  ( 2 0 1 7).

[ 2 6]   A.  Fr a n cis,  J.   Gr e e n,  P.  J u n n ar k ar,   C.   Mi a o,   T.   R a e,  a n d
H.   Witti g,   L atti c e   Q C D  st u d y  of  t h e H di b ar y o n  usi n g
h e x a q u ar k a n d t w o- b ar y o n i nt er p ol at ors, P h ys.   R e v.   D 9 9 ,
0 7 4 5 0 5  ( 2 0 1 9) .

[ 2 7]  P.  J u n n ar k ar  a n d   N.   M at h ur,   D e ut er o nli k e   H e a v y   Di b ar y-
o ns  fr o m   L atti c e   Q u a nt u m   C hr o m o d y n a mi cs, P h ys.   R e v.
L ett. 1 2 3 ,  1 6 2 0 0 3  ( 2 0 1 9).

[ 2 8]   B.   H ör z et  al. ,   T w o- n u cl e o n  S- w a v e  i nt er a cti o ns  at  t h e

S U ð3 Þ fl a v or-s y m m etri c  p oi nt   wit h m u d ≃ m p h ys
s :   A  first

l atti c e   Q C D  c al c ul ati o n   wit h  t h e  st o c h asti c   L a pl a ci a n
H e a visi d e   m et h o d, P h ys.   R e v.   C 1 0 3 ,  0 1 4 0 0 3  ( 2 0 2 1).

[ 2 9]   M.  Ill a et  al. ( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),   L o w- e n er g y
s c att eri n g  a n d  eff e cti v e  i nt er a cti o ns  of  t w o  b ar y o ns  at
m π ∼ 4 5 0 M e V  fr o m  l atti c e  q u a nt u m  c hr o m o d y n a mi cs,
P h ys.   R e v.   D 1 0 3 ,  0 5 4 5 0 8  ( 2 0 2 1).

[ 3 0]  J.   R.   Gr e e n,   A.   D.   H a nl o n,  P.   M. J u n n ar k ar, a n d   H.   Witti g,
We a kl y   B o u n d H Di b ar y o n fr o m  S U( 3)- Fl a v or- S y m m etri c
Q C D, P h ys.   R e v.   L ett. 1 2 7 ,  2 4 2 0 0 3  ( 2 0 2 1).

[ 3 1]  S.   G o n g y o et  al. ,   M ost  Str a n g e   Di b ar y o n  fr o m   L atti c e
Q C D, P h ys.   R e v.   L ett. 1 2 0 ,  2 1 2 0 0 1  ( 2 0 1 8).

[ 3 2]   T.  Irit a ni et  al. ( H A L   Q C D   C oll a b or ati o n), N Ω di b ar y o n
fr o m  l atti c e   Q C D  n e ar  t h e  p h ysi c al  p oi nt, P h ys.   L ett.   B
7 9 2 ,  2 8 4  ( 2 0 1 9).

[ 3 3]  S.   A o ki  a n d   T.   D oi,   L atti c e   Q C D  a n d  b ar y o n- b ar y o n
i nt er a cti o ns:   H A L   Q C D   m et h o d, Fr o nt.  P h ys. 8 ,  3 0 7
( 2 0 2 0).

[ 3 4]   M.   L üs c h er,   Vol u m e  d e p e n d e n c e  of t h e  e n er g y  s p e ctr u m
i n   m assi v e  q u a nt u m  fi el d  t h e ori es.  2.  S c att eri n g  st at e s,
C o m m u n.   M at h.  P h ys. 1 0 5 ,  1 5 3  ( 1 9 8 6).

[ 3 5]   M.   L üs c h er,   T w o p arti cl e st at es o n a t or us a n d t h eir r el ati o n
t o t h e  s c att eri n g   m atri x, N u cl.  P h ys. B 3 5 4 ,  5 3 1  ( 1 9 9 1).

[ 3 6]   K.   R u m m u k ai n e n a n d S.   A.   G ottli e b,   R es o n a n c e s c att eri n g
p h as e s hifts  o n  a  n o nr est fr a m e l atti c e, N u cl.  P h ys. B 4 5 0 ,
3 9 7  ( 1 9 9 5) .

[ 3 7]  S.   R.   B e a n e,  P. F.   B e d a q u e,   A.  P arr e ñ o,  a n d   M. J.  S a v a g e,
T w o  n u cl e o ns  o n  a l atti c e, P h ys.   L ett.   B 5 8 5 ,  1 0 6 ( 2 0 0 4).

[ 3 8]   C. h.   Ki m,   C.   T.  S a c hr aj d a,  a n d  S.   R.  S h ar p e,  Fi nit e-
v ol u m e  eff e cts  f or  t w o- h a dr o n  st at es  i n   m o vi n g  fr a m es,
N u cl.  P h ys. B 7 2 7 ,  2 1 8  ( 2 0 0 5).

[ 3 9]  S.   H e,   X.  F e n g,  a n d   C.   Li u,   T w o  p arti cl e  st at e s  a n d  t h e
S- m atri x  el e m e nts  i n   m ulti- c h a n n el  s c att eri n g, J.   Hi g h
E n er g y  P h ys.  0 7  ( 2 0 0 5)  0 1 1.

[ 4 0]   Z.   D a v o u di  a n d   M. J.  S a v a g e,  I m pr o vi n g  t h e  v ol u m e
d e p e n d e n c e  of t w o- b o d y  bi n di n g  e n er gi es  c al c ul at e d   wit h
l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 4 ,  1 1 4 5 0 2  ( 2 0 1 1).

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 4

https://doi.org/10.1088/1361-6471/ab9079
https://doi.org/10.1088/1361-6471/ab9079
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.012001
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysa.2007.07.006
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.81.054505
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.162001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.162001
https://doi.org/10.1142/S0217732311036978
https://doi.org/10.1142/S0217732311036978
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.054511
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.054511
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.172001
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.034506
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.88.024003
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.88.024003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.114512
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.114512
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.102.039903
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114510
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.52.3003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.84.054506
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.074514
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.014501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.014501
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2009.02.003
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2009.02.003
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.162002
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2016.12.024
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.074505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.074505
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.162003
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.162003
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.103.014003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.054508
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.242003
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.120.212001
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2019.03.050
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2019.03.050
https://doi.org/10.3389/fphy.2020.00307
https://doi.org/10.3389/fphy.2020.00307
https://doi.org/10.1007/BF01211097
https://doi.org/10.1016/0550-3213(91)90366-6
https://doi.org/10.1016/0550-3213(95)00313-H
https://doi.org/10.1016/0550-3213(95)00313-H
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2004.02.007
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2005.08.029
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2005/07/011
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2005/07/011
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.84.114502


[ 4 1]   L.   L es k o v e c  a n d  S.  Pr el o vs e k,  S c att eri n g  p h as e  s hifts f or
t w o  p arti cl es  of  diff er e nt   m ass  a n d  n o n- z er o  t ot al   m o-
m e nt u m i n l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 5 ,  1 1 4 5 0 7 ( 2 0 1 2).

[ 4 2]   M.  T.   H a ns e n  a n d  S.   R.  S h ar p e,   M ulti pl e- c h a n n el  g e n er-
ali z ati o n  of   L ell o u c h- L üs c h er  f or m ul a, P h ys.   R e v.   D 8 6 ,
0 1 6 0 0 7  ( 2 0 1 2) .

[ 4 3]   R.   A.   Bri c e ñ o  a n d   Z.   D a v o u di,   M o vi n g   m ulti c h a n n el
s yst e ms  i n  a  fi nit e  v ol u m e   wit h  a p pli c ati o n  t o  pr ot o n-
pr ot o n  f usi o n, P h ys.   R e v.   D 8 8 ,  0 9 4 5 0 7  ( 2 0 1 3).

[ 4 4]   M.   G o c k el er,   R.   H orsl e y,   M.   L a g e,   U.   G.   M eiss n er,  P.  E.   L.
R a k o w,   A.   R us ets k y,   G.  S c hi er h ol z,  a n d  J.   M.   Z a n otti,
S c att eri n g  p h as es  f or   m es o n  a n d  b ar y o n  r es o n a n c es  o n
g e n er al   m o vi n g-fr a m e  l atti c es, P h ys.   R e v.   D 8 6 ,  0 9 4 5 1 3
( 2 0 1 2).

[ 4 5]   R.   A.   Bri c e ñ o,   Z.   D a v o u di,  a n d   T.   C.   L u u,   T w o- n u cl e o n
s yst e ms  i n  a  fi nit e  v ol u m e:  (I)  q u a nti z ati o n  c o n diti o ns,
P h ys.   R e v.   D 8 8 ,  0 3 4 5 0 2  ( 2 0 1 3).

[ 4 6]   X.  F e n g,   X.   Li,  a n d   C.   Li u,   T w o  p arti cl e  st at es  i n  a n
as y m m etri c  b o x  a n d  t h e  el asti c  s c att eri n g  p h as es, P h ys.
R e v.   D 7 0 ,  0 1 4 5 0 5  ( 2 0 0 4).

[ 4 7]  F.   X.   L e e  a n d   A.   Al e x a n dr u,  S c att eri n g  p h as e-s hift  f or-
m ul as  f or   m es o ns  a n d  b ar y o ns i n  el o n g at e d  b o x es, P h ys.
R e v.   D 9 6 ,  0 5 4 5 0 8  ( 2 0 1 7).

[ 4 8]  P. F.   B e d a q u e,   A h ar o n o v- B o h m eff e ct a n d  n u cl e o n  n u cl e o n
p h as e  s hifts  o n t h e l atti c e, P h ys.   L ett.   B 5 9 3 ,  8 2 ( 2 0 0 4).

[ 4 9]   T.   L u u a n d   M. J.  S a v a g e,   E xtr a cti n g s c att eri n g p h as e-s hifts
i n  hi g h er  p arti al- w a v es  fr o m  l atti c e   Q C D  c al c ul ati o ns,
P h ys.   R e v.   D 8 3 ,  1 1 4 5 0 8  ( 2 0 1 1).

[ 5 0]   R.   A.   Bri c e ñ o,   Z.   D a v o u di,   T.   C.   L u u,  a n d   M. J.  S a v a g e,
T w o- b ar y o n  s yst e m s   wit h  t wist e d  b o u n d ar y  c o n diti o ns,
P h ys.   R e v.   D 8 9 ,  0 7 4 5 0 9  ( 2 0 1 4).

[ 5 1]   R.   A.   Bri c e ñ o,   Z.   D a v o u di,   T.   L u u,  a n d   M. J.  S a v a g e,
T w o- n u cl e o n  s yst e m s  i n  a  fi nit e  v ol u m e.  II. 3 S 1 − 3 D 1

c o u pl e d  c h a n n els  a n d  t h e  d e ut er o n, P h ys.   R e v.   D 8 8 ,
1 1 4 5 0 7  ( 2 0 1 3) .

[ 5 2]   N.   B ar n e a,   L.   C o nt e ssi,   D.   G a zit,  F.  P e d eri v a,  a n d   U.  v a n
K ol c k,   Eff e cti v e  Fi el d   T h e or y  f or   L atti c e   N u cl ei, P h ys.
R e v.   L ett. 1 1 4 ,  0 5 2 5 0 1  ( 2 0 1 5).

[ 5 3]  J.   Kirs c h er,   N.   B ar n e a,   D.   G a zit,  F.  P e d eri v a,  a n d   U.  v a n
K ol c k,  S p e ctr a  a n d  s c att eri n g  of li g ht  l atti c e  n u cl ei  fr o m
eff e cti v e fi el d t h e or y, P h ys.   R e v.   C 9 2 ,  0 5 4 0 0 2  ( 2 0 1 5).

[ 5 4]   L.   C o nt essi,   A.   L o v at o,  F.  P e d eri v a,   A.   R o g g er o,  J.
Kirs c h er,  a n d   U.  v a n   K ol c k,   Gr o u n d-st at e  pr o p erti e s  of
4 H e  a n d 1 6 O  e xtr a p ol at e d fr o m l atti c e   Q C D   wit h  pi o nl ess
E F T, P h ys.   L ett.   B 7 7 2 ,  8 3 9  ( 2 0 1 7).

[ 5 5]   A.   B a ns al,  S.   Bi n d er,   A.   E kstr ö m,   G.   H a g e n,   G.   R. J a ns e n,
a n d   T.  P a p e n br o c k,  Pi o n-l ess  eff e cti v e  fi el d  t h e or y  f or
at o mi c  n u cl ei  a n d l atti c e  n u cl ei, P h ys.   R e v.   C 9 8 ,  0 5 4 3 0 1
( 2 0 1 8).

[ 5 6]   M.   Eli y a h u,   B.   B a z a k, a n d   N.   B ar n e a,   E xtr a p ol ati n g l atti c e
Q C D r es ults usi n g eff e cti v e fi el d t h e or y, P h ys.   R e v.   C 1 0 2 ,
0 4 4 0 0 3  ( 2 0 2 0) .

[ 5 7]   W.   D et m ol d  a n d  P.  E.  S h a n a h a n,  F e w- n u cl e o n   m atri x
el e m e nts  i n  pi o nl ess  eff e cti v e  fi el d  t h e or y  i n  a  fi nit e
v ol u m e, P h ys.   R e v.   D 1 0 3 ,  0 7 4 5 0 3  ( 2 0 2 1).

[ 5 8]   N. Is hii,  S.   A o ki, a n d   T.   H ats u d a,   T h e   N u cl e ar  F or c e fr o m
L atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   L ett. 9 9 ,  0 2 2 0 0 1  ( 2 0 0 7).

[ 5 9]  S.   A o ki,   T.   H ats u d a,  a n d   N.  Is hii,   N u cl e ar  f or c e  fr o m
M o nt e   C arl o  si m ul ati o n s  of  l atti c e  q u a nt u m  c hr o m o d y-
n a mi cs, C o m p ut.  S ci.   Dis c o v er y 1 ,  0 1 5 0 0 9  ( 2 0 0 8).

[ 6 0]  S.   A o ki,   T.   H ats u d a,  a n d   N. Is hii,   T h e or eti c al f o u n d ati o n
of t h e  n u cl e ar f or c e i n   Q C D a n d its a p pli c ati o ns t o c e ntr al
a n d  t e ns or  f or c es  i n  q u e n c h e d  l atti c e   Q C D  si m ul ati o n s,
Pr o g.   T h e or.  P h ys. 1 2 3 ,  8 9  ( 2 0 1 0).

[ 6 1]  S.   A o ki ( H A L   Q C D   C oll a b or ati o n),   H a dr o n i nt er a cti o ns i n
l atti c e   Q C D, Pr o g.  P art.   N u cl.  P h ys. 6 6 ,  6 8 7  ( 2 0 1 1).

[ 6 2]  S.   A o ki,   T.   D oi,   T.   H ats u d a,   Y. I k e d a,   T. I n o u e,   N. Is hii,   K.
M ur a n o,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki ( H A L   Q C D   C oll a b o-
r ati o n),   L atti c e   Q C D  a p pr o a c h  t o  n u cl e ar  p h ysi cs, Pr o g.
T h e or.   E x p.  P h ys. 2 0 1 2 ,  0 1 A 1 0 5  ( 2 0 1 2).

[ 6 3]   N. Is hii,  S.   A o ki,   T.   D oi,   T.   H ats u d a,   Y. I k e d a,   T. I n o u e,   K.
M ur a n o,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki ( H A L   Q C D   C oll a b o-
r ati o n),   H a dr o n– h a dr o n  i nt er a cti o ns  fr o m  i m a gi n ar y-ti m e
N a m b u – B et h e – S al p et er   w a v e f u n cti o n o n t h e l atti c e, P h ys.
L ett.   B 7 1 2 ,  4 3 7  ( 2 0 1 2).

[ 6 4]  S.   R.   B e a n e,   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,  a n d   M. J.  S a v a g e,
N u cl e ar  p h ysi cs fr o m l atti c e   Q C D, Pr o g.  P art.   N u cl.  P h ys.
6 6 ,  1  ( 2 0 1 1).

[ 6 5]   M.   C.   Birs e,  P ot e nti al  pr o bl e ms   wit h  i nt er p ol ati n g  fi el d s,
E ur.  P h ys.  J.   A 5 3 ,  2 2 3  ( 2 0 1 7).

[ 6 6]   A.   Wal k er- L o u d,   N u cl e ar  p h ysi cs  r e vi e w, Pr o c.  S ci.
L A T TI C E 2 0 1 3  ( 2 0 1 4 )  0 1 3 [ar Xi v: 1 4 0 1. 8 2 5 9 ].

[ 6 7]   D.   K a w ai,  S.   A o ki,   T.   D oi,   Y. I k e d a,   T. I n o u e,   T. Irit a ni,   N.
Is hii,   T.   Mi y a m ot o,   H.   N e m ur a, a n d   K.  S a s a ki ( H A L   Q C D
C oll a b or ati o n), I ¼ 2 π π s c att eri n g  p h as e  s hift  fr o m  t h e
H A L   Q C D   m et h o d   wit h t h e   L a p H s m e ari n g, Pr o g.   T h e or.
E x p .  P h ys. 2 0 1 8 ,  0 4 3 B 0 4  ( 2 0 1 8).

[ 6 8]   T.   Ya m a z a ki  a n d   Y.   K ur a m as hi,   R el ati o n  b et w e e n s c att er-
i n g  a m plit u d e  a n d   B et h e- S al p et er   w a v e f u n cti o n i n  q u a n-
t u m  fi el d t h e or y, P h ys.   R e v.   D 9 6 ,  1 1 4 5 1 1  ( 2 0 1 7).

[ 6 9]   Z.   D a v o u di,   L atti c e   Q C D  i n p ut  f or  n u cl e ar  str u ct ur e  a n d
r e a cti o ns, E PJ   We b   C o nf. 1 7 5 ,  0 1 0 2 2  ( 2 0 1 8).

[ 7 0]   T. Irit a ni, S.   A o ki,   T.   D oi, S.   G o n g y o,   T.   H ats u d a,   Y. I k e d a,
T. I n o u e,   N. Is hii,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki ( H A L   Q C D
C oll a b or ati o n),  S yst e m ati cs  of t h e   H A L   Q C D  p ot e nti al  at
l o w  e n er gi es  i n  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 9 ,  0 1 4 5 1 4
( 2 0 1 9).

[ 7 1]   L.   T ol ós  a n d   L.  F a b bi etti,  Str a n g e n ess  i n  n u cl ei  a n d
n e utr o n st ars, Pr o g.  P art.   N u cl.  P h ys. 1 1 2 ,  1 0 3 7 7 0 ( 2 0 2 0).

[ 7 2]   G.  P ari si,   T h e  str at e g y  f or  c o m p uti n g  t h e  h a dr o ni c   m ass
s p e ctr u m, P h ys.   R e p. 1 0 3 ,  2 0 3  ( 1 9 8 4).

[ 7 3]   G. P.   L e p a g e,   T h e  a n al ysis  of  al g orit h ms  f or  l atti c e  fi el d
t h e or y, i n T h e or eti c al   A d v a n c e d St u d y I nstit ut e i n   El e m e n-
t ar y   P arti cl e   P h ysi cs ( T A SI  S u m m er  S c h o ol,   B o ul d er,
1 9 8 9).

[ 7 4]  S.   R.   B e a n e,   W.   D et m ol d,   T.   C.   L u u,   K.   Or gi n os,   A.
P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,   A.   T or o k,  a n d   A.   Wal k er- L o u d,
Hi g h st atisti cs a n al ysis usi n g a nis otr o pi c cl o v er l atti c es. II.
T hr e e- b ar y o n  s yst e ms, P h ys.   R e v.   D 8 0 ,  0 7 4 5 0 1  ( 2 0 0 9).

[ 7 5]   M.   L.   Wa g m a n  a n d   M. J.  S a v a g e,  St atisti cs  of  b ar y o n
c orr el ati o n  f u n cti o ns  i n  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 6 ,
1 1 4 5 0 8  ( 2 0 1 7) .

[ 7 6]   Z.   D a v o u di,   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,   A.  P arr e ñ o,   M. J.
S a v a g e,  P.  S h a n a h a n,  a n d   M.   L.   Wa g m a n,   N u cl e ar   m atri x
el e m e nts  fr o m  l atti c e   Q C D  f or  el e ctr o w e a k  a n d  b e y o n d-
st a n d ar d- m o d el  pr o c ess es, P h ys.   R e p. 9 0 0 ,  1  ( 2 0 2 1).

[ 7 7]  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,  a n d   C.   E.   T h o m as  ( H a dr o n
S p e ctr u m   C oll a b or ati o n),   E n er g y  d e p e n d e n c e  of  t h e ρ
r es o n a n c e i n π π el asti c s c att eri n g fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.
R e v.   D 8 7 ,  0 3 4 5 0 5  ( 2 0 1 3); 9 0 ,  0 9 9 9 0 2( E)  ( 2 0 1 4).

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 5

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.114507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.016007
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.016007
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.88.094507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.094513
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.094513
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.88.034502
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.70.014505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.70.014505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054508
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054508
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2004.04.045
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.83.114508
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.89.074509
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.88.114507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.88.114507
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.114.052501
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.114.052501
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.92.054002
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.07.048
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.98.054301
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.98.054301
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.102.044003
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.102.044003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.074503
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.022001
https://doi.org/10.1088/1749-4699/1/1/015009
https://doi.org/10.1143/PTP.123.89
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2011.07.001
https://doi.org/10.1093/ptep/pts010
https://doi.org/10.1093/ptep/pts010
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2012.04.076
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2012.04.076
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2010.08.002
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2010.08.002
https://doi.org/10.1140/epja/i2017-12425-0
https://doi.org/10.22323/1.187.0013
https://doi.org/10.22323/1.187.0013
https://arXiv.org/abs/1401.8259
https://doi.org/10.1093/ptep/pty032
https://doi.org/10.1093/ptep/pty032
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114511
https://doi.org/10.1051/epjconf/201817501022
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.014514
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.014514
https://doi.org/10.1016/j.ppnp.2020.103770
https://doi.org/10.1016/0370-1573(84)90081-4
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.80.074501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114508
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.114508
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2020.10.004
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.034505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.034505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.90.099902


[ 7 8]   D. J.   Wils o n,   R.   A.   Bri c e ñ o,  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,
a n d   C.   E.   T h o m as,   C o u pl e d π π ; KK̄ s c att eri n g i n P - w a v e
a n d t h e ρ r es o n a n c e  fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 2 ,
0 9 4 5 0 2  ( 2 0 1 5) .

[ 7 9]   V.   B ar u,   E.   E p el b a u m,  a n d   A.   A.  Fili n,   L o w- e n er g y t h e o-
r e ms  f or  n u cl e o n- n u cl e o n  s c att eri n g  at M π ¼ 4 5 0 M e V,
P h ys.   R e v.   C 9 4 ,  0 1 4 0 0 1 ( 2 0 1 6).

[ 8 0]   T. Irit a ni,  S.   A o ki,   T.   D oi,   T.   H ats u d a,   Y. I k e d a,   T. I n o u e,
N. Is hii,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki ( H A L   Q C D   C oll a b o-
r ati o n),   C o nsist e n c y  b et w e e n   L üs c h er’s  fi nit e  v ol u m e
m et h o d  a n d   H A L   Q C D   m et h o d  f or  t w o- b ar y o n  s yst e m s
i n l atti c e   Q C D, J.   Hi g h   E n er g y  P h ys.  0 3  ( 2 0 1 9)  0 0 7.

[ 8 1]   G.  F o x,   R.   G u pt a,   O.   M arti n,  a n d  S.   Ott o,   M o nt e   C arl o
esti m at es of t h e   m ass g a p of t h e   O( 2) a n d   O( 3) s pi n   m o d els
i n  (1 þ 1 )- di m e nsi o ns, N u cl.  P h ys. B 2 0 5 ,  1 8 8  ( 1 9 8 2).

[ 8 2]   C.   Mi c h a el  a n d  I.   Te as d al e,   E xtr a cti n g  gl u e b all   m ass e s
fr o m l atti c e   Q C D, N u cl.  P h ys. B 2 1 5 ,  4 3 3  ( 1 9 8 3).

[ 8 3]   M.   L üs c h er  a n d   U.   W olff,   H o w  t o  c al c ul at e  t h e  el asti c
s c att eri n g   m atri x i n t w o- di m e nsi o n al q u a nt u m fi el d t h e ori es
b y  n u m eri c al  si m ul ati o n, N u cl.  P h ys. B 3 3 9 ,  2 2 2  ( 1 9 9 0).

[ 8 4]   B.   B er g,   A.   Bill oir e, a n d   C.   R e b bi,   M o nt e   C arl o esti m at e s
of t h e  S U( 2)   m ass g a p, A n n.  P h ys. ( N. Y.) 1 4 2 , 1 8 5 ( 1 9 8 2);
1 4 6 ,  4 7 0( A)  ( 1 9 8 3).

[ 8 5]   K.  Is hi k a w a,   M.   Te p er,  a n d   G.  S c hi er h ol z,   T h e  gl u e b all
m ass  s p e ctr u m  i n   Q C D:  First  r es ults  of  a  l atti c e
M o nt e   C arl o  c al c ul ati o n, P h ys.   L ett.   B 1 1 0 ,  3 9 9  ( 1 9 8 2).

[ 8 6]   T.  Irit a ni et  al. ,   Mir a g e  i n t e m p or al  c orr el ati o n  f u n cti o ns
f or  b ar y o n- b ar y o n  i nt er a cti o n s  i n  l atti c e   Q C D, J.   Hi g h
E n er g y  P h ys.  1 0  ( 2 0 1 6)  1 0 1.

[ 8 7]   C.   R.   Allt o n et  al. ( U K Q C D   C oll a b or ati o n),   G a u g e i n v ari-
a nt s m e ari n g a n d   m atri x c orr el at ors usi n g   Wils o n f er mi o ns
at   B et a ¼ 6 .2 , P h ys.   R e v.   D 4 7 ,  5 1 2 8  ( 1 9 9 3).

[ 8 8]  S.  S as a ki,   T.   Bl u m,  a n d  S.   O ht a,   A  l atti c e  st u d y  of  t h e
n u cl e o n  e x cit e d  st at es   wit h  d o m ai n   w all  f er mi o ns, P h ys.
R e v.   D 6 5 ,  0 7 4 5 0 3  ( 2 0 0 2).

[ 8 9]   W.   M el nit c h o u k,  S.   O.   Bils o n- T h o m ps o n,  F.   D.   R.   B o n n et,
J.   N.   H e d dit c h,  F.   X.   L e e,   D.   B.   L ei n w e b er,   A.   G.
Willi a ms,  J.   M.   Z a n otti,  a n d  J.   B.   Z h a n g,   E x cit e d  b ar y o ns
i n l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 6 7 ,  1 1 4 5 0 6  ( 2 0 0 3).

[ 9 0]   D.   Br o m m el,  P.   Cr o m pt o n,   C.   G attri n g er,   L.   Y.   Gl o z m a n,
C.   B.   L a n g,  S.  S c h a ef er,  a n d   A.  S c h äf er  ( B er n- Gr a z-
R e g e ns b ur g   C oll a b or ati o n),   E x cit e d n u cl e o ns   wit h c hir all y
i m pr o v e d  f er mi o ns, P h ys.   R e v.   D 6 9 ,  0 9 4 5 1 3  ( 2 0 0 4).

[ 9 1]   T.   B ur c h,   C.   G attri n g er,   L.   Y.   Gl o z m a n,   R.   Kl ei n dl,   C.   B.
L a n g,  a n d   A.  S c h a ef er  ( B er n- Gr a z- R e g e ns b ur g   C oll a b o-
r ati o n),  S p ati all y  i m pr o v e d  o p er at ors  f or  e x cit e d  h a dr o ns
o n t h e l atti c e, P h ys.   R e v.   D 7 0 ,  0 5 4 5 0 2  ( 2 0 0 4).

[ 9 2]   T.   B ur c h,   C.   G attri n g er,   L.   Y.   Gl o z m a n,   C.   H a g e n,   C.   B.
L a n g,  a n d   A.  S c h äf er,   E x cit e d  h a dr o ns  o n  t h e  l atti c e:
M es o ns, P h ys.   R e v.   D 7 3 , 0 9 4 5 0 5  ( 2 0 0 6) .

[ 9 3]   T.   B ur c h,   C.   G attri n g er,   L.   Y.   Gl o z m a n,   C.   H a g e n,   D.
Hi erl,   C.   B.   L a n g,  a n d   A.  S c h äf er,   E x cit e d  h a dr o ns  o n t h e
l atti c e:   B ar y o ns, P h ys.   R e v.   D 7 4 ,  0 1 4 5 0 4  ( 2 0 0 6).

[ 9 4]   D. S.   R o b erts,   W.   K a ml e h,  a n d   D.   B.   L ei n w e b er,   N u cl e o n
e x cit e d st at e   w a v e f u n cti o ns fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.
D 8 9 ,  0 7 4 5 0 1  ( 2 0 1 4).

[ 9 5]   D.   L ei n w e b er,   W.   K a ml e h,   A.   Kir ati dis,   Z.- W.   Li u,  S.
M a h b u b,   D.   R o b erts,  F.  St o k es,   A.   W.   T h o m as, a n d J.   W u,
N s p e ctr os c o p y fr o m l atti c e   Q C D:   T h e   R o p er  e x pl ai n e d,
J.  P h ys.  S o c.  J p n.   C o nf.  Pr o c. 1 0 ,  0 1 0 0 1 1  ( 2 0 1 6).

[ 9 6]   A.   Vir gili,   W.   K a ml e h,  a n d   D.   L ei n w e b er,   R ol e  of  c hir al
s y m m etr y i n t h e n u cl e o n e x cit ati o n s p e ctr u m, P h ys.   R e v.   D
1 0 1 ,  0 7 4 5 0 4  ( 2 0 2 0).

[ 9 7]   M.  S u n et  al. (χ Q C D   C oll a b or ati o n),   R o p er  st at e  fr o m
o v erl a p  f er mi o ns, P h ys.   R e v.   D 1 0 1 ,  0 5 4 5 1 1  ( 2 0 2 0).

[ 9 8]  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,   N.   M at h ur,  a n d   D.   G.
Ri c h ar ds,   C h ar m o ni u m  e x cit e d  st at e  s p e ctr u m  i n  l atti c e
Q C D, P h ys.   R e v.   D 7 7 ,  0 3 4 5 0 1  ( 2 0 0 8).

[ 9 9]  S.   B as a k,   R.   E d w ar ds,   G.  Fl e mi n g,   K. J u g e,   A.   Li c htl,   C.
M or ni n gst ar,   D.   Ri c h ar ds, I.  S at o,  a n d  S.   Wall a c e,   L atti c e
Q C D  d et er mi n ati o n  of  p att er ns  of  e x cit e d  b ar y o n  st at e s,
P h ys.   R e v.   D 7 6 ,  0 7 4 5 0 4  ( 2 0 0 7).

[ 1 0 0]   B.   Bl ossi er,   M.   D ell a   M ort e,   G.  v o n   Hi p p el,   T.   M e n d e s,
a n d   R.  S o m m er,   O n t h e g e n er ali z e d ei g e n v al u e   m et h o d f or
e n er gi es a n d   m atri x el e m e nt s i n l atti c e fi el d t h e or y, J.   Hi g h
E n er g y  P h ys.  0 4  ( 2 0 0 9)  0 9 4.

[ 1 0 1]  J.   M.   B ul a v a et  al. ,   E x cit e d  st at e  n u cl e o n  s p e ctr u m   wit h
t w o  fl a v ors  of  d y n a mi c al  f er mi o ns, P h ys.   R e v.   D 7 9 ,
0 3 4 5 0 5  ( 2 0 0 9) .

[ 1 0 2]  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,   M. J.  P e ar d o n,   D.   G.   Ri c h ar ds,
a n d   C.   E.   T h o m as,   Hi g hl y   E x cit e d  a n d   E x oti c   M es o n
S p e ctr u m fr o m   D y n a mi c al   L atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   L ett.
1 0 3 ,  2 6 2 0 0 1  ( 2 0 0 9).

[ 1 0 3]  J.   B ul a v a,   R.   G.   E d w ar ds,   E.   E n g els o n,   B. J o ó,   H.- W.   Li n,
C.   M or ni n gst ar,   D.   G.   Ri c h ar ds,  a n d  S. J.   Wall a c e,   N u-
cl e o n, Δ a n d Ω e x cit e d st at es i n N f ¼ 2 þ 1 l atti c e   Q C D,
P h ys.   R e v.   D 8 2 ,  0 1 4 5 0 7  ( 2 0 1 0).

[ 1 0 4]  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,   M. J.  P e ar d o n,   D.   G.   Ri c h ar ds,
a n d   C.   E.   T h o m as,   T o w ar d t h e  e x cit e d   m es o n s p e ctr u m  of
d y n a mi c al   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 2 ,  0 3 4 5 0 8  ( 2 0 1 0).

[ 1 0 5]   G. P.   E n g el,   C.   L a n g,   M.   Li m m er,   D.   M o hl er,  a n d   A.
S c h äf er  ( B G R  [ B er n- Gr a z- R e g e ns b ur g]   C oll a b or ati o n),
M es o n  a n d  b ar y o n  s p e ctr u m  f or   Q C D   wit h  t w o  li g ht
d y n a mi c al  q u ar ks, P h ys.   R e v.   D 8 2 ,  0 3 4 5 0 5  ( 2 0 1 0).

[ 1 0 6]  J. J.   D u d e k  a n d   R.   G.   E d w ar ds,   H y bri d  b ar y o ns i n   Q C D,
P h ys.   R e v.   D 8 5 ,  0 5 4 0 1 6  ( 2 0 1 2).

[ 1 0 7]   M.  P e ar d o n, J.   B ul a v a, J.  F ol e y,   C.   M or ni n gst ar, J.   D u d e k,
R.   G.   E d w ar ds,   B.  J o ó,   H.- W.   Li n,   D.   G.   Ri c h ar ds,  a n d
K. J.  J u g e  ( H a dr o n  S p e ctr u m   C oll a b or ati o n),   A  n o v el
q u ar k-fi el d  cr e ati o n  o p er at or  c o nstr u cti o n  f or  h a dr o ni c
p h ysi cs i n l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 0 ,  0 5 4 5 0 6 ( 2 0 0 9).

[ 1 0 8]   C.   M or ni n gst ar, J.   B ul a v a, J.  F ol e y,   K. J. J u g e,   D.   L e n k n er,
M.  P e ar d o n,  a n d   C.   H.   W o n g,  I m pr o v e d  st o c h asti c  esti-
m ati o n  of  q u ar k  pr o p a g ati o n   wit h   L a pl a ci a n   H e a visi d e
s m e ari n g i n l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 3 , 1 1 4 5 0 5 ( 2 0 1 1).

[ 1 0 9]  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,  a n d   C.   E.   T h o m as, S a n d
D - w a v e  p h as e s hifts i n is os pi n-2 π π s c att eri n g fr o m l atti c e
Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 6 ,  0 3 4 0 3 1  ( 2 0 1 2).

[ 1 1 0]   D.   M o hl er,  S.  Pr el o vs e k,  a n d   R.   W ol os h y n, D π s c att eri n g
a n d D m es o n r es o n a n c es fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D
8 7 ,  0 3 4 5 0 1  ( 2 0 1 3).

[ 1 1 1]  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,  P.   G u o,  a n d   C.   E.   T h o m as
( H a dr o n  S p e ctr u m   C oll a b or ati o n),   T o w ar d  t h e  e x cit e d
is os c al ar   m es o n  s p e ctr u m  fr o m  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.
D 8 8 ,  0 9 4 5 0 5  ( 2 0 1 3).

[ 1 1 2]   D. J.   Wils o n,  J. J.   D u d e k,   R.   G.   E d w ar ds,  a n d   C.   E.
T h o m as,   R es o n a n c es  i n  c o u pl e d π K; η K s c att eri n g  fr o m
l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 1 ,  0 5 4 0 0 8  ( 2 0 1 5).

[ 1 1 3]   C. J.  S h ult z,  J. J.   D u d e k,  a n d   R.   G.   E d w ar ds,   E x cit e d
m es o n  r a di ati v e  tr a nsiti o ns  fr o m  l atti c e   Q C D  usi n g

S A M A N   A M A R A SI N G H E et  al. P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 6

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.094502
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.094502
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.94.014001
https://doi.org/10.1007/JHEP03(2019)007
https://doi.org/10.1016/0550-3213(82)90384-4
https://doi.org/10.1016/0550-3213(83)90674-0
https://doi.org/10.1016/0550-3213(90)90540-T
https://doi.org/10.1016/0003-4916(82)90232-9
https://doi.org/10.1016/0003-4916(83)90042-8
https://doi.org/10.1016/0370-2693(82)91281-3
https://doi.org/10.1007/JHEP10(2016)101
https://doi.org/10.1007/JHEP10(2016)101
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.47.5128
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.65.074503
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.65.074503
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.67.114506
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.69.094513
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.70.054502
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.73.094505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.74.014504
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.89.074501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.89.074501
https://doi.org/10.7566/JPSCP.10.010011
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.101.074504
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.101.074504
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.101.054511
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.77.034501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.76.074504
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2009/04/094
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2009/04/094
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.79.034505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.79.034505
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.103.262001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.103.262001
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.82.014507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.82.034508
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.82.034505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.054016
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.80.054506
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.83.114505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.034031
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.034501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.034501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.88.094505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.88.094505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.91.054008


v ari ati o n all y o pti mi z e d o p er at ors, P h ys.   R e v.   D 9 1 , 1 1 4 5 0 1
( 2 0 1 5).

[ 1 1 4]   C.   B.   L a n g  a n d   V.   Ver d u ci,  S c att eri n g i n t h e π N  n e g ati v e
p arit y  c h a n n el  i n  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 7 ,  0 5 4 5 0 2
( 2 0 1 3).

[ 1 1 5]   C.   B.   L a n g,   L.   L es k o v e c,   M.  P a d m a n at h, a n d  S.  Pr el o vs e k,
Pi o n- n u cl e o n  s c att eri n g i n t h e   R o p er  c h a n n el fr o m l atti c e
Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 5 ,  0 1 4 5 1 0  ( 2 0 1 7).

[ 1 1 6]   C.   W.   A n d ers e n,  J.   B ul a v a,   B.   H ör z,  a n d   C.   M or ni n gst ar,
El asti c I ¼ 3 = 2 p - w a v e  n u cl e o n- pi o n  s c att eri n g  a m plit u d e
a n d t h e Δ ð1 2 3 2 Þ r es o n a n c e fr o m   Nf ¼ 2 þ 1 l atti c e   Q C D,

P h ys.   R e v.   D 9 7 ,  0 1 4 5 0 6  ( 2 0 1 8).
[ 1 1 7]   L.   L es k o v e c,   C.   B.   L a n g,   M.  P a d m a n at h, a n d  S.  Pr el o vs e k,

A  l atti c e   Q C D  st u d y  of  pi o n- n u cl e o n  s c att eri n g  i n  t h e
R o p er  c h a n n el, F e w- B o d y  S yst. 5 9 ,  9 5  ( 2 0 1 8).

[ 1 1 8]   G. Sil vi et al. , P- w a v e n u cl e o n- pi o n s c att eri n g a m plit u d e i n
t h e Δ ð1 2 3 2 Þ c h a n n el fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 1 0 3 ,
0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 1) .

[ 1 1 9]   A.  L.   Kir ati dis,   W.   K a ml e h,   D.   B.   L ei n w e b er,  a n d   B. J.
O w e n,   L atti c e  b ar y o n  s p e ctr os c o p y   wit h   m ulti- p arti cl e
i nt er p ol at ors, P h ys.   R e v.   D 9 1 ,  0 9 4 5 0 9  ( 2 0 1 5).

[ 1 2 0]   W.   D et m ol d,   D. J.   M ur p h y,   A.   V.  P o c hi ns k y,   M. J.  S a v a g e,
P.  E.  S h a n a h a n, a n d   M.   L.   Wa g m a n,  S p ars e ni n g  al g orit h m
f or   m ulti- h a dr o n  l atti c e   Q C D  c orr el ati o n  f u n cti o ns,
P h ys.   R e v.   D 1 0 4 ,  0 3 4 5 0 2  ( 2 0 2 1).

[ 1 2 1]   Y.   Li,  S.- C.   Xi a,   X.  F e n g,   L.- C.  Ji n,  a n d   C.   Li u,
Fi el d  s p ars e ni n g  f or  t h e  c o nstr u cti o n  of  t h e  c orr el ati o n
f u n cti o ns  i n  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 1 0 3 ,  0 1 4 5 1 4
( 2 0 2 1).

[ 1 2 2]  S.   R.   B e a n e,   E.   C h a n g,   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,   A.
P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,  a n d   B.   C.   Ti b ur zi  ( N P L Q C D
C oll a b or ati o n), A b  i niti o C al c ul ati o n  of  t h e n p → d γ
R a di ati v e   C a pt ur e  Pr o c ess, P h ys.   R e v.   L ett. 1 1 5 ,  1 3 2 0 0 1
( 2 0 1 5).

[ 1 2 3]   E.   C h a n g,   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,   A.  P arr e ñ o,   M. J.
S a v a g e,   B.   C.   Ti b ur zi,  a n d  S.   R.   B e a n e  ( N P L Q C D   C ol-
l a b or ati o n),   M a g n eti c str u ct ur e  of li g ht  n u cl ei fr o m l atti c e
Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 2 ,  1 1 4 5 0 2  ( 2 0 1 5).

[ 1 2 4]   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,   A.  P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,   B.   C.
Ti b ur zi,  S.   R.   B e a n e, a n d   E.   C h a n g,   U nit ar y   Li mit of   T w o-
N u cl e o n  I nt er a cti o ns  i n  Str o n g   M a g n eti c  Fi el ds, P h ys.
R e v.   L ett. 1 1 6 ,  1 1 2 3 0 1  ( 2 0 1 6).

[ 1 2 5]   A.  P arr e ñ o,   M. J.  S a v a g e,   B.   C.   Ti b ur zi,  J.   Wil h el m,   E.
C h a n g,   W.   D et m ol d,  a n d   K.   Or gi n os,   O ct et  b ar y o n
m a g n eti c   m o m e nts fr o m l atti c e   Q C D:   A p pr o a c hi n g e x p eri-
m e nt fr o m a t hr e e-fl a v or s y m m etri c p oi nt, P h ys.   R e v.   D 9 5 ,
1 1 4 5 1 3  ( 2 0 1 7) .

[ 1 2 6]   M. J.  S a v a g e,  P.   E.  S h a n a h a n,   B.   C.   Ti b ur zi,   M.   L.
Wa g m a n,  F.   Wi nt er,  S.   R.   B e a n e,   E.   C h a n g,   Z.   D a v o u di,
W.   D et m ol d,  a n d   K.   Or gi n os,  Pr ot o n- Pr ot o n  F usi o n  a n d
Triti u m β D e c a y fr o m   L atti c e   Q u a nt u m   C hr o m o d y n a mi c s,
P h ys.   R e v.   L ett. 1 1 9 ,  0 6 2 0 0 2  ( 2 0 1 7).

[ 1 2 7]  P.  E. S h a n a h a n,   B.   C.   Ti b ur zi,   M.   L.   Wa g m a n, F.   Wi nt er,   E.
C h a n g,   Z.   D a v o u di,   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,  a n d   M. J.
S a v a g e,  Is ot e ns or   A xi al  P ol ari z a bilit y  a n d   L atti c e   Q C D
I n p ut f or   N u cl e ar   D o u bl e-β D e c a y  P h e n o m e n ol o g y, P h ys.
R e v.   L ett. 1 1 9 ,  0 6 2 0 0 3  ( 2 0 1 7).

[ 1 2 8]   B.   C.   Ti b ur zi,   M.  L.   Wa g m a n,  F.   Wi nt er,   E.   C h a n g,   Z.
D a v o u di,   W.   D et m ol d,   K.   Or gi n os,   M. J.  S a v a g e, a n d  P.  E.
S h a n a h a n,   D o u bl e- β d e c a y   m atri x  el e m e nts  fr o m  l atti c e

q u a nt u m  c hr o m o d y n a mi cs, P h ys.   R e v.   D 9 6 ,  0 5 4 5 0 5
( 2 0 1 7).

[ 1 2 9]  F.   Wi nt er,   W.   D et m ol d,   A. S.   G a m b hir,   K.   Or gi n os,   M. J.
S a v a g e,  P.  E.  S h a n a h a n,  a n d   M.  L.   Wa g m a n,  First  l atti c e
Q C D  st u d y  of t h e  gl u o ni c  str u ct ur e  of li g ht  n u cl ei, P h ys.
R e v.   D 9 6 ,  0 9 4 5 1 2  ( 2 0 1 7).

[ 1 3 0]   E.   C h a n g,   Z.   D a v o u di,   W.   D et m ol d,   A. S.   G a m b hir,   K.
Or gi n os,   M. J. S a v a g e, P.  E. S h a n a h a n,   M.  L.   Wa g m a n, a n d
F.   Wi nt er  ( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),  S c al ar,   A xi al,  a n d
Te ns or  I nt er a cti o ns  of   Li g ht   N u cl ei  fr o m   L atti c e   Q C D,
P h ys.   R e v.   L ett. 1 2 0 ,  1 5 2 0 0 2  ( 2 0 1 8).

[ 1 3 1]   W.   D et m ol d,   M.  Ill a,   D. J.   M ur p h y,  P.   O ar e,   K.   Or gi n os,
P.  E.  S h a n a h a n,   M.   L.   Wa g m a n,  a n d  F.   Wi nt er,   L atti c e
Q C D   C o nstr ai nts  o n t h e  P art o n   Distri b uti o n  F u n cti o ns  of
3 H e, P h ys.   R e v.   L ett. 1 2 6 ,  2 0 2 0 0 1  ( 2 0 2 1).

[ 1 3 2]   R.   B a g h d a di,   A.   N.   D e b b a g h,   K.   A b d o us,  F.  Z.   B e n h a mi d a,
A.   R e n d a,  J.  E.  Fr a n kl e,   M.   C ar bi n,  a n d  S.   A m ar asi n g h e,
T ir a mis u:   A  p ol y h e dr al  c o m pil er f or  d e ns e  a n d  s p ars e  d e e p
l e ar ni n g,  i n 3 3r d   C o nf er e n c e  o n   N e ur al  I nf or m ati o n
Pr o c essi n g  S yst e ms  ( N e urI P S  2 0 1 9),   V a n c o u v er,   C a n a d a
( 2 0 2 0).

[ 1 3 3]   A.  P arr e ñ o,  P.   E.  S h a n a h a n,   M.  L.   Wa g m a n,  F.   Wi nt er,   E.
C h a n g,   W.   D et m ol d,  a n d   M.  Ill a  ( N P L Q C D   C oll a b or a-
ti o n),   A xi al  c h ar g e  of t h e trit o n  fr o m l atti c e   Q C D, P h ys.
R e v.   D 1 0 3 ,  0 7 4 5 1 1  ( 2 0 2 1).

[ 1 3 4]  S.   B as a k,   R.   G.   E d w ar ds,   G.   T.  Fl e mi n g,   U.   M.   H ell er,   C.
M or ni n gst ar,   D.   Ri c h ar ds, I.  S at o, a n d  S.   Wall a c e,   Gr o u p-
t h e or eti c al  c o nstr u cti o n  of  e xt e n d e d  b ar y o n  o p er at ors  i n
l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 7 2 ,  0 9 4 5 0 6  ( 2 0 0 5).

[ 1 3 5]  S.   B as a k,   R.   E d w ar ds,   G.   T.  Fl e mi n g,   U.   M.   H ell er,   C.
M or ni n gst ar,   D.   Ri c h ar ds, I. S at o, a n d S. J.   Wall a c e ( L H P C
C oll a b or ati o n),   Cl e bs c h- G or d a n  c o nstr u cti o n  of  l atti c e
i nt er p ol ati n g  fi el ds  f or  e x cit e d  b ar y o ns, P h ys.   R e v.   D
7 2 ,  0 7 4 5 0 1  ( 2 0 0 5).

[ 1 3 6]   C.   E.   T h o m as,   R.   G.   E d w ar ds,  a n d  J. J.   D u d e k,   H eli cit y
o p er at ors f or   m es o ns i n fli g ht  o n t h e l atti c e, P h ys.   R e v.   D
8 5 ,  0 1 4 5 0 7  ( 2 0 1 2).

[ 1 3 7]   W.   D et m ol d a n d   K.   Or gi n os,   N u cl e ar c orr el ati o n f u n cti o ns
i n l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 7 ,  1 1 4 5 1 2  ( 2 0 1 3).

[ 1 3 8]   D.   B.   L ei n w e b er,   R.   M.   W ol os h y n, a n d   T.   Dr a p er,   El e ctr o-
m a g n eti c str u ct ur e of o ct et b ar y o ns, P h ys.   R e v.   D 4 3 , 1 6 5 9
( 1 9 9 1).

[ 1 3 9]  S.   G üs k e n,   U.   L o w,   K.   M utt er,   R.  S o m m er,   A.  P at el,  a n d
K.  S c hilli n g,   N o nsi n gl et  a xi al  v e ct or  c o u pli n gs  of  t h e
b ar y o n o ct et i n l atti c e   Q C D, P h ys.   L ett.   B 2 2 7 , 2 6 6 ( 1 9 8 9).

[ 1 4 0]  S.   G üs k e n,   A  st u d y  of  s m e ari n g  t e c h ni q u es  f or  h a dr o n
c orr el ati o n f u n cti o ns, N u cl.  P h ys.   B,  Pr o c.  S u p pl. 1 7 ,  3 6 1
( 1 9 9 0).

[ 1 4 1]   G. S.   B ali,   B.   L a n g,   B.   U.   M us c h,  a n d   A.  S c h äf er,   N o v el
q u ar k  s m e ari n g f or  h a dr o ns   wit h  hi g h   m o m e nt a i n l atti c e
Q C D, P h ys.   R e v.   D 9 3 ,  0 9 4 5 1 5  ( 2 0 1 6).

[ 1 4 2]   M.   H ar v e y,   O n t h e fr a cti o n al p ar e nt a g e e x p a nsi o ns of c ol or
si n gl et  si x  q u ar k  st at es  i n  a  cl ust er   m o d el, N u cl.  P h ys.
A 3 5 2 ,  3 0 1  ( 1 9 8 1); A 4 8 1 ,  8 3 4( E)  ( 1 9 8 8).

[ 1 4 3]   E.   Gr oss w al d,   R e pr es e nt ati o ns as s u ms of t hr e e s q u ar es, i n
R e pr es e nt ati o ns  of I nt e g e rs  as  S u ms  of  S q u ar es ( S pri n g er,
N e w   Y or k,   N e w   Y or k,  1 9 8 5),  p p.  3 8 – 6 5.

[ 1 4 4]  S.   K o e ni g,   D.   L e e,  a n d   H.   W.   H a m m er,   N o n-r el ati visti c
b o u n d  st at es i n  a fi nit e  v ol u m e, A n n.  P h ys. ( A m st er d a m)
3 2 7 ,  1 4 5 0  ( 2 0 1 2).

V A RI A TI O N A L  S T U D Y   O F   T W O- N U C L E O N  S Y S T E M S   WI T H … P H Y S.   R E V.   D 1 0 7, 0 9 4 5 0 8  ( 2 0 2 3)

0 9 4 5 0 8- 7 7

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.91.114501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.91.114501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.054502
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.054502
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.014510
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.014506
https://doi.org/10.1007/s00601-018-1419-2
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.094508
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.094508
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.91.094509
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.104.034502
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.014514
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.014514
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.115.132001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.115.132001
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.114502
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.112301
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.112301
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.114513
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.114513
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.062002
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.062003
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.062003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.094512
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.094512
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.120.152002
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.202001
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.074511
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.074511
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.72.094506
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.72.074501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.72.074501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.014507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.014507
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.114512
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.43.1659
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.43.1659
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(89)80034-6
https://doi.org/10.1016/0920-5632(90)90273-W
https://doi.org/10.1016/0920-5632(90)90273-W
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.93.094515
https://doi.org/10.1016/0375-9474(81)90412-7
https://doi.org/10.1016/0375-9474(81)90412-7
https://doi.org/10.1016/j.aop.2011.12.015
https://doi.org/10.1016/j.aop.2011.12.015


[ 1 4 5]  J.   B ul a v a,   B.  F a h y,   B.   H ör z,   K. J.  J u g e,   C.   M or ni n gst ar,
a n d   C.   H.   W o n g, I ¼ 1 a n d I ¼ 2 π − π s c att eri n g  p h as e
s hifts  fr o m N f ¼ 2 þ 1 l atti c e   Q C D, N u cl.  P h ys. B 9 1 0 ,
8 4 2  ( 2 0 1 6) .

[ 1 4 6]   G. P.   L e p a g e  a n d  P.   B.   M a c k e n zi e,   O n  t h e  vi a bilit y  of
l atti c e  p ert ur b ati o n t h e or y, P h ys.   R e v.   D 4 8 ,  2 2 5 0 ( 1 9 9 3).

[ 1 4 7]   M.   L üs c h er a n d  P.   Weis z,   O n-s h ell i m pr o v e d l atti c e  g a u g e
t h e ori es, C o m m u n.   M at h.  P h ys. 9 7 ,  5 9 ( 1 9 8 5); 9 8 ,  4 3 3( E)
( 1 9 8 5).

[ 1 4 8]   B.  S h ei k h ol esl a mi  a n d   R.   W o hl ert,  I m pr o v e d  c o nti n u u m
li mit l atti c e  a cti o n  f or   Q C D   wit h   Wils o n  f er mi o ns, N u cl.
P h ys. B 2 5 9 ,  5 7 2  ( 1 9 8 5).

[ 1 4 9]   C.   M or ni n gst ar  a n d   M. J.  P e ar d o n,   A n al yti c  s m e ari n g  of
S U( 3)  li n k  v ari a bl es  i n  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 6 9 ,
0 5 4 5 0 1  ( 2 0 0 4) .

[ 1 5 0]   R.   G.   E d w ar ds  a n d   B.  J o o  ( S ci D A C,   L H P C,   U K Q C D
C oll a b or ati o ns),   T h e C hr o m a s oft w ar e  s yst e m  f or  l atti c e
Q C D, N u cl.  P h ys.   B,  Pr o c.  S u p pl. 1 4 0 ,  8 3 2  ( 2 0 0 5).

[ 1 5 1]   C.   Al e x a n dr o u,  F.  J e g erl e h n er,  S.   G üs k e n,   K.  S c hilli n g,
a n d   R.  S o m m er,   B   m es o n  pr o p erti es  fr o m  l atti c e   Q C D,
P h ys.   L ett.   B 2 5 6 ,  6 0  ( 1 9 9 1).

[ 1 5 2]   A.  P o c hi ns k y, Q l u a, htt ps:// u s q c d.l ns. mit. e d u/ ql u a .
[ 1 5 3]   M.  L.   Wa g m a n  ( N P L Q C D   C oll a b or ati o n),  Fift y   w a ys  t o

b uil d  a  d e ut er o n:   A v ari ati o n al  c al c ul ati o n  of t w o- n u cl e o n
s yst e ms, Pr o c. S ci.   L A T TI C E 2 0 2 1 ( 2 0 2 2 ) 4 1 9 [ar Xi v: 2 1 1 2
. 1 3 4 7 4].

[ 1 5 4]   T.  I n o u e,  S.   A o ki,   T.   D oi,   T.   H ats u d a,   Y.  I k e d a,   N.  Is hii,
K.   M ur a n o,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki  ( H A L   Q C D
C oll a b or ati o n),   T w o- b ar y o n  p ot e nti als  a n d   H- di b ar y o n
fr o m  3-fl a v or  l atti c e   Q C D  si m ul ati o n s, N u cl.  P h ys.
A 8 8 1 ,  2 8  ( 2 0 1 2).

[ 1 5 5]   N. Is hii ( H A L   Q C D   C oll a b or ati o n),   B ar y o n- b ar y o n i nt er-
a cti o ns  fr o m l atti c e   Q C D, Pr o c.  S ci.   C D 1 2  ( 2 0 1 3 )  0 2 5.

[ 1 5 6]   A.   B.   R a p os o  a n d   M.   T.   H a ns e n,   T h e   L üs c h er  s c att eri n g
f or m alis m  o n t h e t- c h a n n el  c ut, Pr o c.  S ci.   L A T TI C E 2 0 2 2
(2 0 2 3 )  0 5 1 [ar Xi v: 2 3 0 1. 0 3 9 8 1 ].

[ 1 5 7]  J.   M.   Bl att  a n d   L.   C.   Bi e d e n h ar n,   N e utr o n- pr ot o n  s c att er-
i n g   wit h  s pi n- or bit  c o u pli n g.  1.   G e n er al  e x pr essi o ns,
P h ys.   R e v. 8 6 ,  3 9 9  ( 1 9 5 2).

[ 1 5 8]  S.   R.   B e a n e,   K.   Or gi n os,  a n d   M. J.  S a v a g e,   H a dr o ni c
i nt er a cti o n s  fr o m  l atti c e   Q C D, I nt.  J.   M o d.  P h ys.   E 1 7 ,
1 1 5 7  ( 2 0 0 8) .

[ 1 5 9]  S.  S as a ki  a n d   T.   Ya m a z a ki,  Si g n at ur es  of  S- w a v e  b o u n d-
st at e f or m ati o n i n fi nit e  v ol u m e, P h ys.   R e v.   D 7 4 ,  1 1 4 5 0 7
( 2 0 0 6).

[ 1 6 0]  S.   R.   B e a n e et al. ,   C o m m e nt o n “Ar e t w o n u cl e o ns b o u n d i n
l atti c e   Q C D  f or  h e a v y  q u ar k   m ass es ?— S a nit y  c h e c k   wit h
L üs c h er ’s fi nit e  v ol u m e f or m ul a  -” , ar Xi v: 1 7 0 5. 0 9 2 3 9 .

[ 1 6 1]   T. Irit a ni,  S.   A o ki,   T.   D oi,   T.   H ats u d a,   Y. I k e d a,   T. I n o u e,
N.  Is hii,   H.   N e m ur a,  a n d   K.  S as a ki,   Ar e  t w o  n u cl e o ns
b o u n d  i n  l atti c e   Q C D  f or  h e a v y  q u ar k   m ass e s ?   C o nsis-
t e n c y  c h e c k   wit h   L üs c h er’s  fi nit e  v ol u m e  f or m ul a, P h ys.
R e v.   D 9 6 ,  0 3 4 5 2 1  ( 2 0 1 7).

[ 1 6 2]  S.   R.   B e a n e,  S.   D.   C o h e n,   W.   D et m ol d,   H.   W.   Li n,  a n d
M. J.  S a v a g e,   N u cl e ar σ t er m s a n d s c al ar-is os c al ar   WI M P-
n u cl e us  i nt er a cti o ns  fr o m  l atti c e   Q C D, P h ys.   R e v.   D 8 9 ,
0 7 4 5 0 5  ( 2 0 1 4) .

[ 1 6 3]   M.   L üs c h er  a n d  P.   Weis z,   L o c alit y  a n d  e x p o n e nti al  err or
r e d u cti o n i n n u m eri c al l atti c e g a u g e t h e or y, J.   Hi g h   E n er g y
P h ys.  0 9  ( 2 0 0 1)  0 1 0.

[ 1 6 4]   M.   D ell a   M ort e a n d   L.   Gi usti, S y m m etri es a n d e x p o n e nti al
err or  r e d u cti o n  i n   Ya n g- Mills  t h e ori es  o n  t h e  l atti c e,
C o m p ut.  P h ys.   C o m m u n. 1 8 0 ,  8 1 9  ( 2 0 0 9).
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