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P h ysi cists d ati n g b a c k t o F e y n m a n h a v e l a m e nt e d t h e diffi c ulti es of a p pl yi n g t h e v ari ati o n al pri n ci pl e t o

q u a nt u m fi el d t h e ori es. I n n o nr el ati visti c q u a nt u m fi el d t h e ori es, t h e c h all e n g e is t o p ar a m etri z e a n d

o pti mi z e o v er t h e i nfi nit el y  m a n y n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns c o m pri si n g t h e st at e’s F o c k-s p a c e r e pr e-

s e nt ati o n.  H er e  w e a p pr o a c h t his pr o bl e m b y i ntr o d u ci n g n e ur al- n et w or k q u a nt u m fi el d st at es , a d e e p

l e ar ni n g a ns at z t h at e n a bl es a p pli c ati o n of t h e v ari ati o n al pri n ci pl e t o n o nr el ati visti c q u a nt u m fi el d t h e ori es

i n t h e c o nti n u u m.  O ur a ns at z us es t h e  D e e p S ets n e ur al n et w or k ar c hit e ct ur e t o si m ult a n e o usl y p ar a m etri z e

all of t h e n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns c o m prisi n g a q u a nt u m fi el d st at e.  We e m pl o y o ur a ns at z t o a p pr o xi m at e

gr o u n d st at es of v ari o us fi el d t h e ori es, i n cl u di n g a n i n h o m o g e n e o us s yst e m a n d a s yst e m  wit h l o n g-r a n g e

i nt er a cti o ns, t h us d e m o n str ati n g a p o w erf ul n e w t o ol f or pr o bi n g q u a nt u m fi el d t h e ori es.
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I ntr o d u cti o n.— It is n ot ori o usl y c h all e n gi n g t o s ol v e a n
i nt er a cti n g q u a nt u m fi el d t h e or y ( Q F T),  wit h a n al yti c al
s ol uti o ns li mit e d t o  m e a n fi el d s yst e ms a n d f e w e x a ctl y
s ol v a bl e  m o d els.  W hil e p ert ur b ati o n t h e or y is us ef ul f or
w e a kl y i nt er a cti n g fi el d t h e ori es,  m u c h i m p ort a nt p h ysi cs
li es i n t h e n o n p ert ur b ati v e r e gi m e, s u c h as i n q u a nt u m
c hr o m o d y n a mi cs.  Alt h o u g h l atti c e fi el d t h e or y is a  w ell-
est a blis h e d  m et h o d f or st u d yi n g  Q F T, it c a n b e c o m p ut a-
ti o n all y e x p e nsi v e t o r e a c h t h e c o nti n u u m li mit [ 1]. It is
t h er ef or e a n o n g oi n g q u est t o d e v el o p n e w  m et h o ds f or
s ol vi n g a n d si m ul ati n g  Q F Ts i n t h e c o nti n u u m.

A n alt er n ati v e a p pr o a c h t o pr o bi n g  Q F T is t hr o u g h
a p pl yi n g t h e v ari ati o n al pri n ci pl e t o fi el d t h e or y.  H o w-
e v er, as p oi nt e d o ut b y F e y n m a n [ 2], a si g nifi c a nt b arri er t o
t his  m et h o d is c o nstr u cti n g a v ari ati o n al a ns at z f or a
q u a nt u m fi el d st at e  w h os e e x p e ct ati o n v al u es c a n b e
effi ci e ntl y c o m p ut e d a n d o pti mi z e d.  R ef er e n c e [ 3] t o o k a
k e y st e p i n t his dir e cti o n b y e xt e n di n g t h e  m atri x pr o d u ct
st at e ( M P S) fr o m l atti c e  m o d els t o fi el d t h e ori es t hr o u g h
t h e d e v el o p m e nt of t h e c o nti n u o us  m atri x pr o d u ct st at e
( c M P S),  w hi c h c a n d es cri b e l o w- e n er g y st at es of 1 D
n o nr el ati visti c  Q F Ts [ 4].  H o w e v er, u nli k e t h e  M P S o n
t h e l atti c e, c M P Ss s uff er s u bst a nti al dr a w b a c ks i n t h eir
o pti mi z ati o n a n d a p pli c a bilit y.  W hil e c M P Ss c a n b e effi-
ci e ntl y o pti mi z e d i n tr a nsl ati o n-i n v ari a nt s yst e ms [ 5], i n
i n h o m o g e n o us s etti n gs, t h e dir e ct o pti mi z ati o n of c M P Ss
is pr o n e t o n u m eri c al i nst a biliti es [ 6, 7], a n d al g orit h ms t o
b ett er a d a pt c M P Ss t o t h es e s etti n gs ulti m at el y r el y o n dis-
cr eti z ati o ns a n d/ or i nt er p ol ati o ns [ 7– 9] .  M or e o v er, a p pr o xi-
m ati o n t e c h ni q u es ar e n e e d e d t o a p pl y c M P Ss t o s ys-
t e ms  wit h g e n eri c l o n g-r a n g e i nt er a cti o ns [ 1 0, 1 1], l e a vi n g

c M P Ss oft e n r estri ct e d t o c o nt a ct i nt er a cti o ns. F urt h er m or e,
e xt e nsi o ns of c M P S t o hi g h er s p ati al di m e nsi o ns ar e s us c e-
pti bl e t o  U V di v er g e n c es a n d t h us li mit e d i n a p pli c ati o n
[ 1 2– 1 5] .

M e a n w hil e, t h e stri ki n g s u c c ess of  m a c hi n e l e ar ni n g i n
p h ysi c all y  m oti v at e d c o nt e xts [ 1 6] h as r e c e ntl y i ns pir e d t h e
a p pli c ati o n of n e ur al n et w or ks t o pr o bl e ms i n q u a nt u m
p h ysi cs, l e a di n g t o a n e w v ari ati o n al a ns at z k n o w n as a
n e ur al- n et w or k q u a nt u m st at e ( N Q S) [ 1 7].  T his a ns at z
p ar a m etri z es a  w a v e f u n cti o n b y n e ur al n et w or ks,  w hi c h
ar e o pti mi z e d o v er t o a p pr o xi m at e a st at e of i nt er est
[ 1 8– 2 0] or e v e n si m ul at e r e al-ti m e d y n a mi cs [ 2 1– 3 0] .
T h es e  m et h o ds ar e j ustifi e d b y r e c e nt pr o ofs t h at  N Q Ss
c a n effi ci e ntl y  m o d el hi g hl y e nt a n gl e d st at es a n d s u bs u m e
t e ns or n et w or ks i n t h eir e x pr essi vit y [ 3 1– 3 6] .

H o w e v er,  N Q Ss h a v e n ot b e e n g e n er ali z e d t o  Q F T i n t h e
c o nti n u u m,  w hi c h  w o ul d n e c essit at e a n effi ci e nt p ar a m et-
ri z ati o n of t h e i nfi nit el y  m a n y n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns
c o m prisi n g a q u a nt u m fi el d st at e ’s F o c k-s p a c e r e pr es e nt a-
ti o n. Pr o mi n e nt i nst a n c es of  N Q Ss i n c o nti n u o us s p a c e
h a v e o nl y st u di e d s yst e ms  wit h a fi x e d n u m b er of p arti cl es
[ 3 7– 4 3] a n d h a v e n ot y et  m a d e t h e c o n n e cti o n t o  Q F T  wit h
v ari a bl e p arti cl e n u m b er.  A p pli c ati o ns of  m a c hi n e l e ar ni n g
t o  Q F T h a v e o nl y st u di e d l atti c e fi el d t h e or y— m ost
n ot a bl y,  M o nt e  C arl o s a m pli n g i n t h e  L a gr a n gi a n f or m u-
l ati o n [ 4 4– 4 7] a n d si m ul ati o ns i n t h e  H a milt o ni a n f or m u-
l ati o n [ 2 8, 4 8, 4 9]— r at h er t h a n a p pl yi n g t h e v ari ati o n al
pri n ci pl e dir e ctl y t o c o nti n u u m  Q F T.

I n t his p a p er,  w e fill t his g a p b y d e v el o pi n g n e ur al-
n et w or k q u a nt u m fi el d st at es ( N Q F Ss), e xt e n di n g t h e r a n g e
of  N Q Ss t o fi el d t h e ori es. I n t his i ntr o d u ct or y  w or k,  w e

P H Y SI C A L  R E VI E W  L E T T E R S 1 3 1, 0 8 1 6 0 1 ( 2 0 2 3)

E dit o r s' S u g g e sti o n

0 0 3 1- 9 0 0 7 = 2 3 = 1 3 1( 8) = 0 8 1 6 0 1( 7) 0 8 1 6 0 1- 1 © 2 0 2 3  A m eri c a n P h ysi c al S o ci et y

https://orcid.org/0000-0002-4065-6974
https://orcid.org/0000-0001-6562-1762
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1103/PhysRevLett.131.081601&domain=pdf&date_stamp=2023-08-24
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.131.081601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.131.081601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.131.081601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.131.081601


f o c us o n t h e n o nr el ati visti c  Q F T of b os o ns,  w hil e t h e
a p pr o a c h  w e i ntr o d u c e o p e ns u p t h e o p p ort u nit y t o st u d y
g e n eri c fi el d t h e ori es.  W or ki n g dir e ctl y i n t h e c o nti n u u m,
w e  m o d el a q u a nt u m fi el d st at e b y e x pl oiti n g its F o c k-
s p a c e r e pr es e nt ati o n as a s u p er p ositi o n of n - p arti cl e  w a v e
f u n cti o ns.  We a d o pt p er m ut ati o n-i n v ari a nt  m et h o ds fr o m
d e e p l e ar ni n g — s p e cifi c all y, t h e  D e e p S ets ar c hit e ct ur e
[ 5 0]— t o si m ult a n e o usl y p ar a m etri z e t h e i nfi nit el y  m a n y
n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns b y a fi nit e n u m b er of n e ur al
n et w or ks.  We f urt h er a p pl y a n al g orit h m f or v ari ati o n al
M o nt e  C arl o ( V M C) i n F o c k s p a c e, t h at e n a bl es t h e
esti m ati o n a n d o pti mi z ati o n of t h e e n er g y of a q u a nt u m
fi el d st at e.  T h e  m erit of t h e  N Q F S li es i n its a p pli c a bilit y t o
v ari o us fi el d t h e ori es, s u c h as i n h o m o g e n e o us s yst e ms a n d
s yst e ms  wit h l o n g-r a n g e i nt er a cti o ns, i n cl u di n g b ot h p eri-
o di c a n d cl os e d b o u n d ar y c o n diti o ns.  We d e m o nstr at e
t h es e pr o p erti es b y e m pl o yi n g  N Q F Ss t o a p pr o xi m at e
t h e gr o u n d st at es of 1 D  Q F Ts, b e n c h m ar ki n g o n t h e
Li e b- Li ni g er  m o d el, t h e  C al o g er o- S ut h erl a n d  m o d el, a n d
a r e g ul ari z e d  Kl ei n- G or d o n  m o d el.

N e ur al- n et w or k q u a nt u m fi el d st at es ( N Q F Ss). — We ai m
t o a p pr o xi m at e t h e gr o u n d st at e of a b os o ni c  Q F T,  w h er e-
u p o n s e c o n d q u a nti z ati o n p arti cl es ar e cr e at e d a n d a n ni hi-
l at e d b y t h e o p er at ors ψ̂ † ðx Þ a n d ψ̂ ð x Þ, r es p e cti v el y,  w hi c h
o b e y t h e c o m m ut ati o n r el ati o n ½ψ̂ ðx Þ; ψ̂ † ðx 0Þ ¼ δ ðx − x 0Þ.
F o c usi n g o n n o nr el ati visti c s yst e ms i n 1 D, t h e c orr es p o n d-
i n g q u a nt u m fi el d st at es li v e i n a F o c k s p a c e t h at is a dir e ct
s u m o v er all s y m m etri z e d n - p arti cl e  Hil b ert s p a c es, s u c h
t h at a n ar bitr ar y st at e  m a y b e e x pr ess e d as a s u p er p ositi o n
of p er m ut ati o n-i n v ari a nt, u n n or m ali z e d, n - p arti cl e  w a v e
f u n cti o ns φ n ðx n Þ :

jΨ i ¼ ⨁
∞

n ¼ 0

jφ n i ¼ ⨁
∞

n ¼ 0

Z

d n x φ n ðx n Þj x n i : ð1 Þ

H er e,  w e us e t h e s h ort h a n d x n ¼ ð x 1 ; x2 ; … ; xn Þ t o d e n ot e
a v e ct or c o nt ai ni n g t h e p ositi o ns of n p arti cl es, a n d

w e e m pl o y t h e n - p arti cl e b asis jx n i ≔ ð1 =
ffiffiffiffiffi
n !

p
Þ ψ̂ ð x 1 Þ

† ×
ψ̂ ðx 2 Þ

† … ψ̂ ðx n Þ
† jΩ i,  w h er e jΩ i is t h e v a c u u m.

We i ntr o d u c e t h e  N Q F S as a v ari ati o n al a ns at z t o
p ar a m etri z e s u c h a q u a nt u m fi el d st at e  wit h n e ur al
n et w or ks — m or e s p e cifi c all y, t o p ar a m etri z e e a c h of its
n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns  wit h a c o m m o n n e ur al n et w or k
ar c hit e ct ur e.  T his i m p os es t h e f oll o wi n g c o nstr ai nts o n t h e
ar c hit e ct ur e: First, t h e ar c hit e ct ur e  m ust b e p er m ut ati o n
i n v ari a nt i n or d er t o  m o d el b os o ni c  w a v e f u n cti o ns.  A n d
m or e stri n g e ntl y, t o  m o d el  w a v e f u n cti o ns of ar bitr ar y
p arti cl e n u m b er, t h e ar c hit e ct ur e  m ust als o b e v ari a di c : a bl e
t o a c c e pt a n ar bitr ar y n u m b er of ar g u m e nts [i. e., p arti cl e
p ositi o ns x n ¼ ð x 1 ; x2 ; … ; xn Þ f or ar bitr ar y n ].

R e m ar k a bl y,  w e c a n r e ali z e b ot h of t h es e pr o p erti es  wit h
t h e  D e e p S ets n e ur al n et w or k ar c hit e ct ur e,  w hi c h is b ot h
p er m ut ati o n i n v ari a nt a n d v ari a di c.  R ef er e n c e [ 5 0] i ntr o-
d u c es t h e  D e e p S ets ar c hit e ct ur e t o  m o d el a p er m ut ati o n-
i n v ari a nt f u n cti o n o n a s et X a n d pr o v es t h at a n y s u c h

f u n cti o n f ðX Þ c a n b e d e c o m p os e d as

f ðX Þ ¼ ρ
X

x ∈ X

ϕ ðx Þ ð2 Þ

f or a p pr o pri at el y c h os e n c o nstit u e nt f u n cti o ns ρ a n d ϕ .
T h e f u n cti o n ϕ m a ps t h e i n p uts i nt o a f e at ur e s p a c e of
p ossi bl y hi g h er di m e nsi o n, t h e s u m a g gr e g at es t h e
e m b e d d e d i n p uts i n a p er m ut ati o n-i n v ari a nt  m a n n er, a n d
ρ a d ds t h e c orr el ati o ns n e c ess ar y t o o ut p ut t h e f u n cti o n of
i nt er est.  T his d e c o m p ositi o n is cl e arl y p er m ut ati o n i n v ari-
a nt, as e a c h ϕ ðx Þ is s u m m e d i n d e p e n d e ntl y; it is als o
v ari a di c, b e c a us e a n ar bitr ar y n u m b er of ar g u m e nts  m a y b e
i n cl u d e d i n t h e s u m.

I n t h e s etti n g of  m a c hi n e l e ar ni n g, t his d e c o m p ositi o n is
us e d t o l e ar n p er m ut ati o n-i n v ari a nt f u n cti o ns b y p ar a m e-
tri zi n g ρ a n d ϕ as d e e p n e ur al n et w or ks [ 5 0].  T his a p pr o a c h
h as r e c e ntl y b e e n us e d i n  N Q S c o nt e xts t o  m o d el gr o u n d
st at es of at o mi c n u cl ei [ 3 9– 4 1] a n d b os o ns at fi x e d p arti cl e
n u m b er [ 3 7].  B uil di n g o n t his pri or  w or k, h er e  w e ar e t h e
first t o l e v er a g e  D e e p S ets t o d e v el o p a n e ur al n et w or k
a ns at z f or c o nti n u u m  Q F T,  wit h a n ar bitr ar y n u m b er of
p arti cl es.

F or t h e c o nstr u cti o n of a  N Q F S, d e n ot e d jΨ N Q F S i, w e
p ar a m etri z e e a c h n - p arti cl e  w a v e f u n cti o n as a pr o d u ct of
t w o  D e e p S ets [ 5 1]— o n e f or p arti cl e p ositi o ns f x ig

n
i¼ 1 , a n d

t h e ot h er f or p arti cl e s e p ar ati o ns f x i − x j g i < j:

jΨ N Q F S i ¼ ⨁
∞

n ¼ 0

Z

d n x φ N Q F S
n ðx n Þjx n i;

φ N Q F S
n ðx n Þ ¼

1

L n = 2
· f 1 ð fx ig

n
i¼ 1 Þ · f 2 ð fx i − x j g i < jÞ ; ð 3 Þ

w h er e t h e f a ct or of ð1 = L n = 2 Þ is i n cl u d e d f or di m e nsi o n al
c o nsist e n c y.  T h e c o nstit u e nt f u n cti o ns of t h e  D e e p S ets f 1

a n d f 2 (ρ 1 ; ϕ 1 a n d ρ 2 ; ϕ 2 , r es p e cti v el y) ar e p ar a m etri z e d as
f e e d-f or w ar d n e ur al n et w or ks,  w hi c h c a pt ur e t h e gl o b al
pr o p erti es a n d p air wis e c orr el ati o ns of t h e st at e, r es p e c-
ti v el y. F u n d a m e nt all y, t h e v ari a di c pr o p ert y of  D e e p S ets
e n a bl es us t o p ar a m etri z e i nfi nit el y  m a n y n - p arti cl e  w a v e
f u n cti o ns  wit h a fi nit e n u m b er of n e ur al n et w or ks, a n d t h us
r e pr es e nt a n ar bitr ar y st at e i n F o c k s p a c e.  We pr o vi d e a
gr a p hi c al ill ustr ati o n of a  N Q F S i n Fi g. 1 .

We e m pl o y f e at ur e e m b e d di n gs o n i n p uts t o t h e n e ur al
n et w or ks. I n a cl os e d s yst e m  wit h h ar d  w alls at x ¼ 0 a n d
x ¼ L ,  w e us e t h e e m b e d di n g x i ↦ ½ðx i= L Þ; 1 − ðx i= L Þ
f or f 1 , a n d ðx i − x j Þ ↦ ½ðx i − x j Þ= L 2 f or f 2 ( n ot e t h at t his
e m b e d di n g  m ust b e e v e n i n or d er t o a c hi e v e p er m ut a-
ti o n i n v ari a n c e). F or a p eri o di c s yst e m,  w e r efl e ct t his
p eri o di cit y  wit h t h e e m b e d di n g x i ↦ f si n½ð2 π = L Þx i ;
c os ½ð2 π = L Þx i g f or f 1 , a n d ðx i − x j Þ ↦ c os ½ð2 π = L Þðx i − x j Þ
f or f 2 .

V M C i n  F o c k s p a c e. — O ur a p pr o a c h t o gr o u n d-st at e
a p pr o xi m ati o n e m pl o ys t h e v ari ati o n al pri n ci pl e — t h at t h e
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e n er g y of a n ar bitr ar y q u a nt u m st at e is gr e at er t h a n or e q u al
t o t h e gr o u n d-st at e e n er g y.  T o esti m at e a n d o pti mi z e t h e
e n er g y of jΨ N Q F S i,  w e g e n er ali z e tr a diti o n al  V M C t o V M C
i n  F o c k s p a c e.  As  w e ill ustr at e i n t h e S u p pl e m e nt al
M at eri al [ 5 2], t h e e n er g y of a q u a nt u m fi el d st at e jΨ i
c a n b e e x pr ess e d as a n e x p e ct ati o n v al u e of a n n -p arti cl e
l o c al e n er g y E l o c

n ðx Þ, t a k e n j oi ntl y o v er a pr o b a bilit y
distri b uti o n of t h e p arti cl e n u m b er, d e n ot e d P n , a n d t h e
pr o b a bilit y distri b uti o n of t h e n - p arti cl e  w a v e f u n cti o n,
d e n ot e d jφ̄ n ð x Þj 2 :

E ðjΨ iÞ  ¼
hΨ jH jΨ i

hΨ jΨ i
¼ E n ∼ P n

E x n ∼ jφ̄ n j2 ½E
l o c
n ð x n Þ : ð 4 Þ

E x pli citl y, t h e n - p arti cl e l o c al e n er g y is E l o c
n ðx n Þ ¼

hx n jH jΨ i= hx n jφ n i, t h e pr o b a bilit y distri b uti o n of t h e
p arti cl e n u m b er is P n ≔ hφ n jφ n i= hΨ jΨ i, a n d t h e pr o b a-
bilit y distri b uti o n of t h e n - p arti cl e  w a v e f u n cti o n is
jφ̄ n ð x n Þj

2 ≔ jφ n ð x n Þj
2 = hφ n jφ n i.

We esti m at e t h e a b o v e e x p e ct ati o n v al u e a n d its st a n d ar d
d e vi ati o n b y dr a wi n g s a m pl es fr o m P n a n d jφ̄ n ðx Þj 2 j oi ntl y
vi a t h e M ar k o v c h ai n  M o nt e  C arl o ( M C M C) i n  F o c k s p a c e
al g orit h m d es cri b e d i n t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 5 2].
T his al g orit h m e m pl o ys  M etr o p olis- H asti n gs s a m pli n g
wit h a pr o p os al f u n cti o n t h at all o ws t h e p arti cl e n u m b er
t o i n cr e as e or d e cr e as e, s u c h t h at P n a n d jφ̄ n j

2 ar e s a m pl e d
si m ult a n e o usl y.  T h e st a n d ar d d e vi ati o n of t h e e x p e ct ati o n
v al u e is c o ntr oll a bl e a n d d e c a ys as t h e i n v ers e s q u ar e r o ot
of t h e n u m b er of s a m pl es.

We us e gr a di e nt- b as e d o pti mi z ati o n t o o pti mi z e a  N Q F S.
As s h o w n i n t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 5 2], t h e d eri v ati v e
of t h e e n er g y  wit h r es p e ct t o a v ari ati o n al p ar a m et er — s a y, a
p ar a m et er of t h e n e ur al n et w or k — m a y als o b e e x pr ess e d as
a c o m bi n ati o n of e x p e ct ati o n v al u es o v er P n a n d jφ̄ n ðx Þj 2 .
We a g ai n esti m at e t h es e as e m piri c al  m e a ns o v er  M C M C
s a m pl es, a n d  w e f e e d t h e r es ulti n g gr a di e nt esti m at e i nt o
t h e  A D A M al g orit h m [ 7 0] t o  mi ni mi z e t h e e n er g y.  T h e
s yst e m ati c u n c ert ai nt y of t h e o pti mi z e d  N Q F S c a n b e
st u di e d  wit h v ari a n c e e xtr a p ol ati o n [ 7 1, 7 2], as e x pl ai n e d
i n t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 5 2].

It is us ef ul h er e t o e m pl o y r e g ul ari z ati o n a n d s yst e m-
d e p e n d e nt  m o difi c ati o ns t h at assist  wit h t h e l e ar ni n g
pr o c e d ur e (s e e t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 5 2] f or s p e cifi c
d et ails).  T o f a cilit at e s m o ot h o pti mi z ati o n o v er p arti cl e
n u m b er,  w e  m ulti pl y φ N Q F S

n ðx n Þ b y a p ar a m etri z a bl e
r e g ul ari z ati o n f a ct or t h at k e e ps t h e pr o b a bilit y distri-
b uti o n o v er p arti cl e n u m b er  w ell b e h a v e d.  M or e o v er, f or
s yst e ms  wit h h ar d  w all b o u n d ar y c o n diti o ns,  w e  m ulti pl y

φ N Q F S
n ðx n Þ b y a c ut off f a ct or [ 7 3– 7 6] t h at f or c es it t o v a nis h

at t h e b o u n d ari es.  L astl y, f or a n i nt er a cti o n p ot e nti al t h at
di v er g es as t w o p arti cl es a p pr o a c h e a c h ot h er x i → x j , t h e
ei g e nst at es e x hi bit a c us p at x i ¼ x j t h at is q u a ntifi e d b y
K at o ’s c us p c o n diti o n [ 7 7, 7 8];  w e a c c o u nt f or t his c us p b y

m ulti pl yi n g φ N Q F S
n ðx n Þ b y a J astr o w f a ct or t h at s atisfi es

K at o ’s c us p c o n diti o n.
T o hi g hli g ht a p pli c a bilit y,  w e a p pl y  N Q F Ss t o t h e  Li e b-

Li ni g er  m o d el i n a n i n h o m o g e n o us s yst e m  wit h h ar d  w alls,
t h e  C al o g er o- S ut h erl a n d  m o d el  w hi c h h as l o n g-r a n g e
i nt er a cti o ns, a n d a r e g ul ari z e d  Kl ei n- G or d o n  m o d el t h at
d o es n ot c o ns er v e p arti cl e n u m b er.  We s el e ct t h es e  m o d els
b e c a us e t h e y h a v e e x a ctl y s ol v a bl e gr o u n d st at es t o b e n c h-
m ar k a g ai nst ( d et ails pr o vi d e d i n t h e S u p pl e m e nt al
M at eri al [ 5 2]).  T h es e  m o d els ar e n o n p ert ur b ati v e, i n t h at
t h eir i nt er a cti o ns str o n gl y i nfl u e n c e t h e gr o u n d st at es a n d
c a n n ot b e tr e at e d p ert ur b ati v el y.  B e y o n d t h es e  m o d els,
N Q F Ss c a n b e str ai g htf or w ar dl y a p pli e d t o n o n e x a ctl y
s ol v a bl e fi el d t h e ori es,  w hi c h  w e e x e m plif y i n t h e
S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 5 2].

Li e b- Li ni g er  m o d el. — L et us ill ustr at e t h e a p pli c ati o n of
N Q F Ss t o t h e q ui nt ess e nti al n o nr el ati visti c  Q F T, t h e  Li e b-
Li ni g er  m o d el [ 7 9, 8 0]:

H L L ¼
1

2 m

Z

d x
d ψ̂ † ðx Þ

d x

d ψ̂ ðx Þ

d x
− μ

Z

d x ψ̂ † ðx Þ ψ̂ ðx Þ

þ g

Z

d x ψ̂ † ðx Þ ψ̂ † ðx Þ ψ̂ ðx Þ ψ̂ ðx Þ : ð5 Þ

T his  m o d el d es cri b es b os o ns of c h e mi c al p ot e nti al μ
i nt er a cti n g vi a a c o nt a ct i nt er a cti o n of str e n gt h g :
V ðx − y Þ ¼ 2 g δ ðx − y Þ.  E x p eri m e nt all y, t h e  Li e b- Li ni g er
m o d el h as b e e n r e ali z e d  wit h ultr a c ol d at o ms [ 8 1] a n d
i n o pti c al l atti c es [ 8 2, 8 3].  T h e  m o d el is i nt e gr a bl e a n d
t h us pr o vi d es a us ef ul b e n c h m ar k f or n u m eri cs; as t h e

FI G. 1.  Di a gr a m of a  N Q F S: P arti cl e p ositi o ns x n ¼
ðx 1 ; x2 ; … ; xn Þ ar e i n p ut t o e v al u at e t h e c orr es p o n di n g n - p arti cl e

w a v e f u n cti o ns φ N Q F S
n ðx n Þ, of  w hi c h t h e  N Q F S jΨ N Q F S i is

m o d el e d as a dir e ct s u m.  C o m p ut ati o n of φ N Q F S
n ð x n Þ is s h o w n

i n t h e i ns et as a pr o d u ct of t w o  D e e p S ets, f 1 a n d f 2 .
O pti mi z ati o n of t h e  N Q F S is ill ustr at e d i n t h e f e e d b a c k l o o p;
t h e v ari ati o n al p ar a m et ers ar e u p d at e d vi a  V M C i n F o c k s p a c e t o
mi ni mi z e t h e e n er g y.
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H a milt o ni a n c o ns er v es p arti cl e n u m b er, its gr o u n d st at e li es
i n a d efi nit e p arti cl e n u m b er s e ct or,  w hi c h  w e d e n ot e b y n 0 .

Wit h o ur  N Q F S a ns at z,  w e pr o b e t h e gr o u n d st at e of a n
i n h o m o g n e o us s yst e m  wit h h ar d  w alls at x ¼ 0 a n d x ¼ L ,
a c c o m m o d ati n g t h es e b o u n d ar y c o n diti o ns  wit h a c ut off
f a ct or as  m e nti o n e d a b o v e, a n d a c c o u nti n g f or t h e d elt a
f u n cti o n p ot e nti al  wit h a n a p pr o pri at e J astr o w f a ct or.  We
first c o nsi d er t h e  T o n ks- Gir ar d e a u li mit, i n  w hi c h g → ∞
a n d t h e  m o d el c a n b e  m a p p e d t o n o ni nt er a cti n g s pi nl ess
f er mi o ns [ 7, 8 4].  We si m ul at e t his li mit  wit h p ar a m et ers
L ¼ 1 , m ¼ 1 = 2 , μ ¼ ð 8 .7 5 π Þ 2 , a n d g ¼ 1 0 6 , i n  w hi c h c as e
t h e gr o u n d st at e h as e n er g y E 0 ¼ − 4 0 3 1 .7 9 a n d n 0 ¼ 8
p arti cl es.  Aft er o pti mi z ati o n,  w e o bt ai n a n e n er g y E ¼
− 4 0 3 0 .9 0 .1 a n d p arti cl e n u m b er n ¼ 8 .0 0 0 .0 1 , s h o w-
c asi n g t h at  N Q F Ss ar e c a p a bl e of fi n di n g b ot h t h e gr o u n d
st at e a n d t h e p arti cl e n u m b er s e ct or i n  w hi c h it li es.  We als o
c o m p ar e t h e e n er g y d e nsit y a n d t h e p arti cl e n u m b er d e nsit y
of t h e  N Q F S  wit h t h e  T o n ks- Gir ar d e a u s ol uti o n i n Fi g. 2 , t h e
cl e ar a gr e e m e nt of  w hi c h f urt h er j ustifi es t h at t h e  N Q F S h as
l e ar n e d t h e gr o u n d st at e c orr e ctl y.

T o st u d y p erf or m a n c e at s m all er v al u es of g ,  w e s et
μ ¼ 1 8 5 a n d g ¼ 1 0 , i n  w hi c h c as e E 0 ¼ − 9 5 4 .6 0
a n d n 0 ¼ 1 0 .  O ur  N Q F S fi n ds E ¼ − 9 5 2 .2 0 0 .0 9 a n d
n ¼ 1 0 .0 0 0 .0 3 , i n di c ati n g t h at g o o d p erf or m a n c e is
m ai nt ai n e d a w a y fr o m t h e  T o n ks- Gir ar d e a u li mit.

C al o g er o- S ut h erl a n d  m o d el. — We f urt h er ai m t o st u d y a
s yst e m  wit h l o n g-r a n g e i nt er a cti o ns, f or  w hi c h p ur p os e  w e
c o nsi d er t h e  C al o g er o- S ut h erl a n d  m o d el o n a ri n g of l e n gt h
L [ 8 5, 8 6]:

H C S ¼
1

2 m

Z

d x
d ψ̂ † ðx Þ

d x

d ψ̂ ðx Þ

d x
− μ

Z

d x ψ̂ † ðx Þ ψ̂ ð x Þ

× þ
g π 2

2 L 2

Z

d x d y ψ̂ † ðx Þ ψ̂ † ðy Þ ψ̂ ðy Þ ψ̂ ðx Þ

× si n
π

L
ðx − y Þ

− 2

: ð 6 Þ

T his  m o d el d es cri b es p arti cl es i nt er a cti n g vi a a n i n v ers e
s q u ar e si n us oi d al p ot e nti al  wit h i nt er a cti o n str e n gt h g . T h e
gr o u n d-st at e e n er g y is E 0 ¼ ð π 2 λ 2 = 6 m L 2 Þn 0 ðn

2
0 − 1 Þ − μ n 0 ,

w h er e λ ¼ 1
2 ð1 þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 þ 4 m g

p
Þ, a n d n 0 mi ni mi z es E 0 a n d is

t h e p arti cl e n u m b er of t h e gr o u n d st at e.

We first st u d y t his  m o d el  wit h s yst e m si z e L ¼ 5 at g ¼ 5
a n d μ ¼ 3 · 5 2 · ð π 2 λ 2 = 6 m L 2 Þ,  w hi c h h as t h e e x a ct gr o u n d-
st at e e n er g y E 0 ¼ − 1 5 6 .3 1 7 a n d p arti cl e n u m b er n 0 ¼ 5 .
E m pl o yi n g t h e  N Q F S  wit h a n a p pr o pri at e J astr o w f a ct or,  w e
o bt ai n E ¼ − 1 5 6 .2 9 1 0 .0 0 3 a n d n ¼ 5 .0 0 0 0 .0 0 7 ,
i n di c ati v e of gr e at p erf or m a n c e.  We als o l o o k at t h e o n e-
b o d y d e nsit y  m atri x g 1 ð x Þ ¼ n

R
d n − 1 x φ n ðx; x 2 ; … ; xn Þ ×

φ n ð0 ; x2 ; … ; xn Þ a n d c o m p ar e it t o t h e e x a ct s ol uti o n i n
Fi g. 3 .

We n e xt c o nsi d er a  m or e str o n gl y i nt er a cti n g li mit
wit h g ¼ 3 0 a n d μ ¼ 3 × 1 0 2 · ðπ 2 λ 2 = 6 m L 2 Þ, i n  w hi c h
c as e E 0 ¼ − 5 1 3 2 .7 6 a n d n 0 ¼ 1 0 .  T h e  N Q F S yi el ds
E ¼ − 5 1 3 1 .7 7 0 .0 9 a n d n ¼ 1 0 .0 0 0 0 .0 0 4 , a n d  w e
a g ai n ill ustr at e t h e o n e- b o d y d e nsit y  m atri x i n Fi g. 3 .  T h e
a gr e e m e nt  wit h t h e e x a ct s ol uti o n i n b ot h of t h es e c as es
e vi d e n c es t h e  N Q F S ’s a p pli c a bilit y t o s yst e ms  wit h l o n g-
r a n g e i nt er a cti o ns.

R e g ul ariz e d  Kl ei n- G or d o n  m o d el. — T h e pr e vi o us
H a milt o ni a ns c o ns er v e p arti cl e n u m b er a n d h a v e gr o u n d
st at es t h at li e i n a si n gl e p arti cl e n u m b er s e ct or.  We ar e als o
i nt er est e d i n  H a milt o ni a ns t h at vi ol at e p arti cl e n u m b er
c o ns er v ati o n a n d  w h os e gr o u n d st at es ar e n e c ess aril y
s u p er p ositi o ns of n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns.

F or t his p ur p os e,  w e c o nsi d er t h e  Kl ei n- G or d o n  m o d el:

H K G ¼ 1
2

R
d x jπ̂ ðx Þj 2 þ j ∇ ϕ̂ ðx Þj 2 þ m 2 jϕ̂ ðx Þj 2 ,  w h er e ϕ̂ ð x Þ

a n d π̂ ðx Þ ar e c a n o ni c all y c o nj u g at e fi el ds.  T o pr e v e nt t his
H a milt o ni a n fr o m di v er gi n g, it is n e c ess ar y t o i ntr o d u c e a
m o m e nt u m c ut off Λ a n d r e g ul ari z e H K G ; a c o n v e ni e nt  w a y
t o d o s o is b y a d di n g a c o u nt ert er m ð1 = Λ 2 Þj∇ π̂ ðx Þj 2 [ 8 7].
Wit h t his  m o difi c ati o n,  w e c a n i ntr o d u c e cr e ati o n a n d

a n ni hil ati o n o p er at ors b y t h e c h a n g e of v ari a bl es ϕ̂ ðx Þ ¼

ð1 =
ffiffiffiffiffiffi
2 Λ

p
Þð ψ̂ ðx Þ þ ψ̂ † ðx ÞÞ a n d π̂ ðx Þ ¼ − i

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðΛ = 2 Þ

p
ð ψ̂ ðx Þ−

ψ̂ † ð x ÞÞ, u p o n  w hi c h t h e r e g ul ari z e d  H a milt o ni a n is  m a p p e d
t o t h e f oll o wi n g q u a dr ati c  H a milt o ni a n [ 1 4, 8 7]:

H Q u a d ¼

Z

d x
d ψ̂ † ðx Þ

d x

d ψ̂ ðx Þ

d x
þ v

Z

d x ψ̂ † ðx Þ ψ̂ ðx Þ

þ λ

Z

d x ð ψ̂ † ðx Þ ψ̂ † ðx Þ þ ψ̂ ð x Þ ψ̂ ðx ÞÞ; ð7 Þ

FI G. 2.  T h e e n er g y d e nsit y (l eft) a n d p arti cl e n u m b er d e nsit y
( Ri g ht) of t h e  N Q F S ( at g ¼ 1 0 6 ) a n d t h e e x a ct  T o n ks- Gir ar d e a u
gr o u n d st at e of t h e  Li e b- Li ni g er  m o d el.

FI G. 3.  T h e  N Q F S a n d e x a ct o n e- b o d y d e nsit y  m atri c es g 1 ð x Þ
of t h e  C al o g er o- S ut h erl a n d  m o d el at ( g ¼ 5 , n 0 ¼ 5 ) (l eft) a n d
(g ¼ 3 0 , n 0 ¼ 1 0 ) (ri g ht).
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w h er e t h e c o effi ci e nts ar e v ¼ 1
2 ð m 2 þ Λ 2 Þ a n d λ ¼

1
4 ð m 2 − Λ 2 Þ , a n d t h e l ast t er m vi ol at es p arti cl e n u m b er
c o ns er v ati o n. I n t his f or m ul ati o n, jλ = v j ≤ 1 = 2 i n or d er f or
t h e  H a milt o ni a n t o b e  w ell- d efi n e d; as jλ = v j → 1 = 2 , t h e
s p e ctr u m b e c o m es g a pl ess.  T h e gr o u n d st at e of H Q u a d c a n
b e e x a ctl y d et er mi n e d b y  m o vi n g t o  m o m e nt u m s p a c e a n d
p erf or mi n g a  B o g oli u b o v tr a nsf or m ati o n.

We st u d y a fi nit e s yst e m of si z e L ¼ 1 wit h c o effi ci e nt
v ¼ 6 o v er a r a n g e of λ fr o m λ ¼ 0 t o t h e criti c al p oi nt λ ¼
− 3 .  As s u g g est e d b y t h e p arti cl e- n u m b er- n o n c o ns er vi n g
t er m i n t h e  H a milt o ni a n,  w e r estri ct o ur  N Q F S t o n - p arti cl e
w a v e f u n cti o ns  wit h a n e v e n n u m b er of p arti cl es.  We
c o m p ar e t h e r es ulti n g e n er g y d e nsit y of t h e  N Q F S  wit h
t h e e x a ct s ol uti o n i n Fi g. 4 .  T his pl ot i n di c at es g o o d
a gr e e m e nt  wit h t h e e x a ct s ol uti o n, a c hi e vi n g err ors ar o u n d
a f e w p er c e nt t h at i n cr e as e as t h e criti c al p oi nt is a p pr o a c h e d.
T o e m p h asi z e t h at t h e  N Q F S h as tr ul y l e ar n e d a s u p er-
p ositi o n of n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns, i n Fi g. 4 w e pl ot t h e
p arti cl e n u m b er distri b uti o ns P n at λ ¼ − 0 .4 8 5 · v . We s e e
cl e ar a gr e e m e nt b et w e e n t h e  N Q F S a n d e x a ct distri b uti o ns,
e vi d e n ci n g t h at  N Q F Ss c a n a c c ur at el y r e pr es e nt s u c h a
s u p er p ositi o n.

W hil e t h es e r es ults ar e pr o misi n g,  w e n ot e t h at  N Q F Ss
str u g gl e o n s yst e ms of l ar g er si z e a n d gr e at er c o u pli n gs v
a n d λ .  As  w e n ot e i n t h e S u p pl e m e nt al  M at eri al [ 5 2], o n e
r e as o n f or t his is t h at t h e l o c al e n er g y of t h e t er m
λ

R
d x ψ † ðx Þψ † ðx Þ þ H :c : i m p os es a s ort of “ c us p c o n di-

ti o n” t h at is n o ntri vi al t o b uil d i nt o a v ari ati o n al a ns at z.  As
w e d o n ot e x pli citl y a c c o u nt f or t his c o n diti o n h er e, t h e
e n er g y s uff ers a l ar g e v ari a n c e t h at hi n d ers its o pti mi z ati o n
a n d c a n r es ult i n a s u b p ar gr o u n d-st at e a p pr o xi m ati o n; t his
eff e ct b e c o m es  m ost pr o n o u n c e d n e ar t h e criti c al p oi nt.
I m pr o vi n g p erf or m a n c e n e ar t h e criti c al p oi nt pr o vi d es a n
i nt er esti n g dir e cti o n f or f ut ur e  w or k.

C o n cl usi o n. — We h a v e d e v el o p e d n e ur al- n et w or k q u a n-
t u m fi el d st at es as a v ari ati o n al a ns at z f or q u a nt u m fi el d
t h e ori es i n t h e c o nti n u u m, a n d d e m o nstr at e d t h eir a p pli-
c ati o n t o a n i n h o m o g e n e o us s yst e m, a s yst e m  wit h l o n g-
r a n g e i nt er a cti o ns, a n d a s yst e m t h at br e a ks p arti cl e n u m b er

c o ns er v ati o n.  O ur  w or k o p e ns t h e d o or t o n e w v ari ati o n al
t e c h ni q u es i n  Q F T.

B e y o n d t h e a p pli c ati o ns d e m o nstr at e d h er e, t h er e ar e
a m pl e r efi n e m e nts a n d e xt e nsi o ns of  N Q F Ss. Fr o m a n
al g orit h mi c p oi nt of vi e w, o pti mi z ati o n o v er t h e p arti cl e
n u m b er c a n b e hi n d er e d b y n - p arti cl e  w a v e f u n cti o ns
w h os e  m a g nit u d es diff er si g nifi c a ntl y a cr oss p arti cl e n u m-
b er s e ct ors.  W hil e  w e  miti g at e d t his iss u e b y i n c or p or ati n g
a r e g ul ari z ati o n f a ct or, it  w o ul d b e b e n efi ci al t o d e v el o p
m or e pr e cis e al g orit h ms f or st a bl e o pti mi z ati o n o v er
p arti cl e n u m b er. F urt h er m or e, a n ot h er dir e cti o n f or i m pr o v-
i n g p erf or m a n c e is t o pr o p erl y a c c o u nt f or t h e c us p
c o n diti o ns i m p os e d b y  Q F T  H a milt o ni a ns — i n p arti c ul ar,
t h os e t h at vi ol at e p arti cl e n u m b er c o ns er v ati o n.

Fr o m a p h ysi cs p ers p e cti v e, a p arti c ul arl y e nti ci n g i d e a is
t o e xt e n d  N Q F Ss t o r el ati visti c  Q F T,  w hi c h  w o ul d r e q uir e a
m o v e t o t h e t h er m o d y n a mi c li mit a n d als o a r es ol uti o n t o
F e y n m a n ’s  w ar ni n g a b o ut t h e s e nsiti vit y t o hi g h fr e q u e n-
ci es s uff er e d b y v ari ati o n al  m et h o ds i n r el ati visti c  Q F T [ 2].
A g e n er ali z ati o n t o f er mi o ni c fi el ds  w o ul d als o b e f as ci-
n ati n g; t o e nf or c e a ntis y m m etr y h er e, o n e c o ul d us e a  D e e p
S ets  wit h a n a ntis y m m etri c a g gr e g ati o n f u n cti o n, s u c h as a
Sl at er d et er mi n a nt.  A n ot h er i nt er esti n g a v e n u e is a p pli c a-
ti o n t o r e al-ti m e d y n a mi cs of  Q F T,  w hi c h c o ul d pr o vi d e
p h ysi cs si m ul ati o ns b e y o n d t h e  E u cli d e a n ti m e f or m u-
l ati o n.  M or e o v er, t h e  N Q F S fr a m e w or k c a n b e str ai g ht-
f or w ar dl y a d a pt e d t o d ≥ 2 s p ati al di m e nsi o ns b y tr e ati n g
p ositi o ns x i as d - di m e nsi o n al v e ct ors.  T his c o ul d e n a bl e
si m ul ati o n of hi g h er- di m e nsi o n al  Q F Ts a n d s ur p ass t h e
c a p a biliti es of tr a diti o n al  m et h o ds li k e c o nti n u o us t e ns or
n et w or ks [ 1 2, 1 3].

C o d es t o r u n t h e si m ul ati o ns i n t his  L ett er ar e a v ail a bl e
o n  Git H u b at  R ef. [ 8 8].

T h e a ut h ors a c k n o wl e d g e us ef ul f e e d b a c k a n d dis c us-
si o ns fr o m Is a a c  C h u a n g,  M arti n  G a n a hl,  Br y a n  Cl ar k,
Willi a m  D et m ol d,  Al e x a n d er  Zl o k a p a,  Tr e v or  M c C o urt,
Ri k a b  G a m b hir,  Al di  M ar a y a, P hi al a S h a n a h a n, a n d J a m es
St o k es. J.  M.  M. a c k n o wl e d g es t h e  MI T S u p er Cl o u d a n d
Li n c ol n  L a b or at or y S u p er c o m p uti n g  C e nt er f or pr o vi di n g
t h e c o m p uti n g r es o ur c es us e d i n t his p a p er. J.  M.  M.
a c k n o wl e d g es s u p p ort fr o m t h e  N ati o n al S ci e n c e
F o u n d ati o n  Gr a d u at e  R es e ar c h F ell o ws hi p u n d er  Gr a nt
N o. 2 1 4 1 0 6 4.  D.  L. a c k n o wl e d g es s u p p ort fr o m t h e  N S F  AI
I nstit ut e f or  Artifi ci al I nt elli g e n c e a n d F u n d a m e nt al
I nt er a cti o ns (I AI FI).  T his  m at eri al is b as e d u p o n  w or k
s u p p ort e d b y t h e  U. S.  D e p art m e nt of  E n er g y,  Offi c e of
S ci e n c e,  N ati o n al  Q u a nt u m I nf or m ati o n S ci e n c e  R es e ar c h
C e nt ers,  C o- d esi g n  C e nt er f or  Q u a nt u m  A d v a nt a g e
( C 2 Q A) u n d er  C o ntr a ct  N o.  D E- S C 0 0 1 2 7 0 4.

* C orr es p o n di n g a ut h or.
dil u o @ mit. e d u

† j m m art y n @ mit. e d u

FI G. 4. L eft :  T h e  N Q F S a n d e x a ct e n er g y d e nsiti es of t h e
r e g ul ari z e d  Kl ei n- G or d o n  m o d el a cr oss a r a n g e of λ , as  w ell as
t h e c orr es p o n di n g r el ati v e err ors a n d st a n d ar d d e vi ati o n s i n t h e
i ns et. Ri g ht :  T h e  N Q F S a n d e x a ct p arti cl e n u m b er distri b uti o ns
at λ ¼ − 0 .4 8 5 · v .
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