






𝑆 𝐸 𝐼 𝐻 𝑅



Λ 𝜇

d𝑆

d𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) −

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜇𝑆

d𝐸

d𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) +

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜎𝐸 + 𝑟1𝑅 − 𝜇𝐸

d𝐼

d𝑡
= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜂𝐼 − 𝜇1𝐼 + 𝑟2𝐻 − 𝜇𝐼

d𝐻

d𝑡
= 𝜂𝐼 − 𝜔𝐻 − 𝜇2𝐻 − 𝑟2𝐻 − 𝜇𝐻

d𝑅

d𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝜔𝐻 − 𝑟1𝑅 − 𝜇𝑅,

𝑁 𝛽 𝜎 𝛾 𝜂 𝜔
𝜖

𝑟1
𝑟2 𝜇1 𝜇2

𝑏



𝑏 𝑏

𝑇

𝛼

𝛿
𝑟3

d𝑆

d𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) −

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜇𝑆

d𝐸

d𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) +

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜎𝐸 + 𝑟1𝑅 − 𝜇𝐸

d𝐼

d𝑡
= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜂𝐼 − 𝛼𝐼 − 𝜇1𝐼 + 𝑟2𝐻 + 𝑟3𝑇 − 𝜇𝐼

d𝐻

d𝑡
= 𝜂𝐼 − 𝜔𝐻 − 𝜇2𝐻 − 𝑟2𝐻 − 𝜇𝐻

d𝑅

d𝑡
= 𝛿𝑇 + 𝛾𝐼 + 𝜔𝐻 − 𝑟1𝑅 − 𝜇𝑅

d𝑇

d𝑡
= 𝛼𝐼 − 𝑟3𝑇 − 𝛿𝑇 − 𝜇𝑇



𝑆 (0), 𝐸 (0), 𝐼 (0), 𝐻 (0), 𝑅(0)
𝑡 ∈ [0,∞)

ℝ {𝑆 (𝑡), 𝐸 (𝑡), 𝐼 (𝑡), 𝐻 (𝑡), 𝑅(𝑡)}
[0,∞)

d𝑆

d𝑡
= Λ −

𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) −

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜇𝑆,

𝐺 (𝑡) =
𝛽𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) +

𝜖𝛽𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) + 𝜇

𝑑

𝑑𝑡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆𝑒

∫ 𝑡

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= Λ𝑒

∫ 𝑡

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

.

𝑡

𝑆 (𝑡1)𝑒

∫ 𝑡1

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

− 𝑆 (0) =
∫ 𝑡1

0
Λ𝑒

∫ 𝑥

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

𝑑𝑥 .

𝑆 (0) ≥ 0

𝑆 (𝑡1)𝑒

∫ 𝑡1

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

≥

∫ 𝑡1

0
Λ𝑒

∫ 𝑥

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

𝑑𝑥,

𝑆 (𝑡1) ≥ 𝑒
−

∫ 𝑡1

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏 ∫ 𝑡1

0
Λ𝑒

∫ 𝑥

0
𝐺 (𝜏) 𝑑𝜏

𝑑𝑥 > 0.

𝑆 (𝑡) > 0 𝐸 (𝑡) > 0, 𝐼 (𝑡) > 0, 𝐻 (𝑡) > 0, 𝑅(𝑡) > 0
�



{
X(𝑡) ∈ ℝ5 : 0 ≤ 𝑁 (𝑡) ≤

Λ

𝜇

}
𝑚 = min(𝜇1, 𝜇2) 𝑀 = 𝑚(𝑁 − 𝑆 − 𝐸 −𝑅)

𝑁 (𝑡) = 𝑆 (𝑡) + 𝐸 (𝑡) + 𝐼 (𝑡) + 𝐻 (𝑡) + 𝑅(𝑡),

𝑁 ′(𝑡) = Λ − 𝜇𝑁 (𝑡) − 𝑀 ≤ Λ − 𝜇𝑁 (𝑡)

𝑁 ′(𝑡) + 𝜇𝑁 (𝑡) ≤ Λ

𝑁 (𝑡) ≤

(
𝑁 (0) −

Λ

𝜇

)
𝑒−𝜇𝑡 +

Λ

𝜇

𝑡 → ∞ 𝑁 (𝑡) ∈

[
0,max

{
𝑁 (0),

Λ

𝜇

}]
�

R0

R0

R0

R0

R0

R0 = R1
0 +R2

0

R1
0 =

𝜖𝛽 (1 − 𝑏)

𝜎 + 𝜇
R2

0 =
𝜎𝛽 (1 − 𝑏)

(𝜎 + 𝜇) (𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇)
.

𝐸 𝐼 F

F= {𝛽𝐼 (1 − 𝑏) + 𝜖𝛽𝐸 (1 − 𝑏), 0}



V

V= {𝜎𝐸 − 𝑟1𝑅 + 𝜇𝐸,−𝜎𝐸 + (𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇)𝐼 + 𝑟2𝐻 }

𝐹
𝑉

𝐹 =

[
𝜖𝛽 (1 − 𝑏) 𝛽 (1 − 𝑏)

0 0

]

𝑉 =

[
𝜎 + 𝜇 0
−𝜎 𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇

]
𝑉

𝑉 −1 =
1

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇)

[
𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇 0

𝜎 𝜎 + 𝜇

]

𝐹𝑉 −1

𝐹𝑉 −1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜖𝛽 (1 − 𝑏)

𝜎 + 𝜇
+

𝜎𝛽 (1 − 𝑏)

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇)

𝛽 (1 − 𝑏)

𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜆 =

𝜖𝛽 (1 − 𝑏)

𝜎 + 𝜇
+

𝜎𝛽 (1 − 𝑏)

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜂 + 𝜇1 + 𝜇)
𝜆 = 0

�

𝑏𝑒𝑡𝑎 𝑏 R0 𝛽 𝑏
𝑏 𝛽

R0



𝛽 𝜂 𝜔
𝜎 𝛼 𝛿
𝜖 𝑟1 𝜇1
𝑏 𝑟2 𝜇2
𝛾 𝑟3 Λ, 𝜇

𝛽 𝑏





𝛽 𝛽

𝛽
𝛽





𝛽

𝛽

𝜂

𝜂 𝜂

𝛽
𝛽 𝜂

𝛽 0.5

𝐸 (𝑡)



𝜂

𝛽
𝐸 (𝑡, 𝛽)

𝐸 (𝑡) 𝛽 𝑡𝑖 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

𝛽

min
𝛽

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

(
𝐸 (𝑡𝑖, 𝛽) − 𝐸 (𝑡𝑖)

)2
.

𝐸 (𝑡, 𝛽)

𝛽 = 0.0499

𝛽

𝛽 𝜂



𝛽

𝑢 (𝑡 ; 𝜆) = (𝑆 (𝑡), 𝐸 (𝑡), 𝐼 (𝑡), 𝐻 (𝑡), 𝑅(𝑡),𝑇 (𝑡)) ∈ ℝ6

𝜆 = (𝛽, 𝜂) ∈ ℝ2

{𝑡 𝑗 , 𝑢 𝑗 }
𝑁
𝑗=0

𝑁 𝑢 (𝑡 ; 𝜆, 𝜃 )
𝜃

𝜃
𝜆

L(𝜆, 𝜃 ) = L (𝜆, 𝜃 ) +L (𝜆, 𝜃 ) +L (𝜆, 𝜃 )

𝜔 𝜔 𝜔



L (𝜆, 𝜃 ) = 𝜔 ,1L𝑆 (𝜆, 𝜃 ) + 𝜔 ,2L𝐸 (𝜆, 𝜃 ) + 𝜔 ,3L𝐼 (𝜆, 𝜃 )

+ 𝜔 ,4L𝐻 (𝜆, 𝜃 ) + 𝜔 ,5L𝑅 (𝜆, 𝜃 ) + 𝜔 ,6L𝑇 (𝜆, 𝜃 ),

L𝑆 =

[
d𝑆

d𝑡
−

(
Λ −

𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) −

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜇𝑆

)]2

L𝐸 =

[
d𝐸

d𝑡
−

(
𝛽𝑆𝐼

𝑁
(1 − 𝑏) +

𝜖𝛽𝑆𝐸

𝑁
(1 − 𝑏) − 𝜎𝐸 + 𝑟1𝑅 − 𝜇𝐸

)]2

L𝐼 =

[
d𝐼

d𝑡
− (𝜎𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜂𝐼 − 𝛼𝐼 − 𝜇1𝐼 + 𝑟2𝐻 + 𝑟3𝑇 − 𝜇𝐼 )

]2

L𝐻 =

[
d𝐻

d𝑡
− (𝜂𝐼 − 𝜔𝐻 − 𝜇2𝐻 − 𝑟2𝐻 − 𝜇𝐻 )

]2

L𝑅 =

[
d𝑅

d𝑡
− (𝛿𝑇 + 𝛾𝐼 + 𝜔𝐻 − 𝑟1𝑅 − 𝜇𝑅)

]2

L𝑇 =

[
d𝑇

d𝑡
− (𝛼𝐼 − 𝑟3𝑇 − 𝛿𝑇 − 𝜇𝑇 )

]2
.

L (𝜆, 𝜃 ) =
6∑

𝑖=1

𝜔 ,𝑖

𝑁

𝑁∑
𝑗=1

(
𝑢 𝑗

𝑖 − 𝑢 𝑗
𝑖 (𝜆, 𝜃 )

)2
,

L (𝜆, 𝜃 ) =
6∑

𝑖=1

𝜔 ,𝑖

(
𝑢0

𝑖 − 𝑢0
𝑖 (𝜆, 𝜃 )

)2
𝑢𝑖 𝑖 = 1, . . . , 6 𝑢 (𝑡 ; 𝜆) 𝑢1

𝑆 𝑢2 𝐸 𝑢6 𝑇
𝜔
𝑢 (𝑡 ; 𝜆) 𝜆

𝛽

𝛽 = 0.5

𝛽

𝛽 = 0.500046
0.000092



{𝑡 𝑗 , 𝑢 𝑗 } 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁

𝑢 𝜆

𝜆0 𝜃0

L(𝜆, 𝜃 )

= 1, . . . ,

L(𝜆 −1, 𝜃 −1)

𝜃 −1 𝜃

𝑢 𝜆

𝑢 𝜆

𝛽

𝛽
𝜂 𝛽 𝜂

𝛽 =
0.492374 𝜂 = 0.142727 0.015251 0.000908



𝛽 𝜂






