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1. I ntr o d u cti o n

I n a c o u pl e of s e mi n al p a p e r s p u bli s h e d i n 1 9 4 1 [1 ,2 ], K ol m o g o r o v s h o w e d t h at t h e

v o rti c e s a n d e d di e s i n a fl ui d fl o w s p a n a n i n c r e a si n gl y l a r g e r a n g e of s c al e s a s t h e i n e rti al

f o r c e s b e c o m e d o mi n a nt o v e r t h e vi s c o u s f o r c e s. T h e ai m of a di r e ct n u m e ri c al si m ul ati o n

( D N S) i s t o c a pt u r e all t h e s e fl o w st r u ct u r e s wit h a c o m p ut ati o n al m e s h s uf fi ci e ntl y r e fi n e d

t o r e s ol v e e v e n t h e s m all e st s c al e s. F o r a l a r g e n u m b e r of i m p o rt a nt a p pli c ati o n s i n s ci e n c e,

e n gi n e e ri n g, a n d m e di ci n e, a D N S r e q ui r e s e xt r e m el y fi n e m e s h e s, l e a di n g t o e x o r bit a nt

c o m p ut ati o n al c o st s f o r c u r r e nt c o m p uti n g t e c h n ol o g y. E x a m pl e s of s u c h a p pli c ati o n s

i n cl u d e at m o s p h e ri c fl o w f o r w e at h e r a n d cli m at e p r e di cti o n s, fl o w a r o u n d wi n d t u r bi n e s

f o r ef fi ci e nt e n e r g y p r o d u cti o n, a n d bl o o d fl o w i n l a r g e r a rt e ri e s t o p r e di ct t h e p r o g r e s si o n

of a di s e a s e o r pl a n f o r s u r g e r y.

T h e g o al t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al c o st of D N S w hil e m ai nt ai ni n g a r e a s o n a bl e l e v el

of a c c u r a c y h a s m oti v at e d a v a st b o d y of lit e r at u r e. A m o n g t h e m a n y p r o p o s e d a p p r o a c h e s,

R e y n ol d s a v e r a g e d N a vi e r – St o k e s ( R A N S) a n d l a r g e e d d y si m ul ati o n ( L E S) h a v e b e c o m e

p o p ul a r a n d wi d e s p r e a d a c r o s s diff e r e nt s ci e n c e s a n d i n d u st ri e s. I n b r o a d t e r m s, R A N S

m o d el s a v e r a g e t h e N a vi e r – St o k e s e q u ati o n s i n diff e r e nt w a y s ( q uit e oft e n i n ti m e), w hil e

L E S t e c h ni q u e s filt e r t h e m ( u s u all y i n s p a c e). T hi s c o n si d e r a bl y l o w e r s t h e c o m p ut ati o n al

c o st b ut r e q ui r e s cl o s u r e s t o r e p r e s e nt c e rt ai n t e r m s e m e r gi n g f r o m t h e a v e r a gi n g / filt e ri n g

p r o c e s s. F o r cl o s u r e, R A N S m o d el s t y pi c all y r el y o n e m pi ri c al d e s c ri pti o n s c ali b r at e d wit h

a v ail a bl e d at a. W hil e o n e i m p o rt a nt li n e of r e s e a r c h s e e k s t o i m p r o v e t h e a c c u r a c y of R A N S

m o d el s b y s y st e m ati c all y i nf o r mi n g t h e m wit h l a r g e r d at a s et s [ 3 ], t hi s r e vi e w f o c u s e s o n

L E S, w hi c h i s a m at h e m ati c all y a n d p h y si c all y j u sti fi e d a p p r o a c h [ 4 – 6 ].

L E S t e c h ni q u e s di r e ctl y r e s ol v e a p o rti o n of t h e fl o w s c al e s a n d r e q ui r e a m o d el t o

a c c o u nt f o r t h e r e m ai ni n g ( s m all) u n r e s ol v e d s c al e s t h at a r e n ot di r e ctl y c a pt u r e d d u e t o

m e s h u n d e r- r e fi n e m e nt. M u c h of t h e lit e r at u r e h a s b e e n d e di c at e d t o t h e d e ri v ati o n a n d

p e rf o r m a n c e a n al y si s of L E S m o d el s, w hi c h i n e vit a bl y f e at u r e p a r a m et e r s. T h e c o m bi n ati o n

of p r o p e rl y t u n e d L E S m o d el s a n d hi g h m e s h r e s ol uti o n h a s b e e n s h o w n t o yi el d a c c u r at e

c o m p ut ati o n al r e s ult s i n fi el d s r a n gi n g f r o m bl o o d fl o w st u di e s [ 7 – 9 ] t o w e at h e r a n d

cli m at e f o r e c a st s [ 1 0 – 1 9 ]. H o w e v e r, w hil e f e a si bl e ( u nli k e D N S), t h e s e hi g hl y a c c u r at e L E S

si m ul ati o n s still c a r r y a hi g h c o m p ut ati o n al c o st. T h e s e h eft y c o m p ut ati o n al c o st s c o ul d

b e a c c e pt a bl e i n e x pl o r at o r y st u di e s, b ut t h e y a r e i n c o m p ati bl e wit h p r e s si n g d e a dli n e s

a n d / o r m ulti q u e r y c o nt e xt s.

M ulti q u e r y c o nt e xt s a ri s e f r o m n e e di n g t o, e. g., a s s e s s t h e u n c e rt ai nt y i n t h e c o m p ut e d

s ol uti o n, o pti m all y c o nt r ol a s y st e m, o r s ol v e a n i n v e r s e p r o bl e m f o r p a r a m et e r i d e nti fi-

c ati o n o r o pti mi z ati o n. T h e y a r e a s u bi q uit o u s a s ti g ht d e a dli n e s i n s ci e n c e, e n gi n e e ri n g,

a n d m e di ci n e. U n a bl e t o b e p ati e nt f o r t h e l o n g c o m p ut ati o n al ti m e s of a c c u r at e si m ul ati o n s,

L E S p r a ctiti o n e r s t y pi c all y t r a d e a c c u r a c y ( hi g h- r e s ol uti o n m e s h e s a n d c o stl y p a r a m et e r

t u ni n g) f o r c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y ( c o a r s e m e s h e s a n d p a r a m et e r s s et e m pi ri c all y). T hi s

t r a d e- off li mit s t h e f ull p ot e nti al of c o m p ut ati o n al si m ul ati o n s a n d h a s p o s si bl e d et ri m e nt al

c o n s e q u e n c e s o n t h e r eli a bilit y of a p r e di cti o n ( e. g., w e at h e r a n d cli m at e), t h e st r u ct u r al

i nt e g rit y of a p h y si c al a s s et ( e. g., a wi n d t u r bi n e), o r t h e lif e of a n i n di vi d u al ( e. g., s u r gi c al

pl a n ni n g f o r c a r di o v a s c ul a r di s e a s e). D r a sti c all y r e d u ci n g t h e c o m p ut ati o n al c o st of hi g hl y

a c c u r at e L E S i s a si g ni fi c a nt r e s e a r c h g o al t h at w o ul d e n a bl e t r e m e n d o u s a d v a n c e m e nt s

a c r o s s s ci e n c e s a n d i n d u st ri e s.

A vi a bl e w a y t o r e ctif y t h e i m b al a n c e b et w e e n c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y a n d a c c u r a c y i s

b y b ri d gi n g t w o fi el d s t h at h a v e s o f a r r e m ai n e d di s c o n n e ct e d: L E S a n d a d v a n c e d r e d u c e d-

o r d e r m o d eli n g ( R O M) t e c h ni q u e s. R O M s a r e m et h o d s s p e ci fi c all y d e si g n e d t o s p e e d u p

c o m p ut ati o n s i n m ulti q u e r y s etti n g s u si n g st at e- of-t h e- a rt li n e a r al g e b r a t e c h ni q u e s a n d

e r r o r e sti m ati o n. T h e n at u r al c o n n e cti o n s b et w e e n t h e s e t w o fi el d s e m e r g e a r o u n d t h e

m at h e m ati c al o p e r ati o n s of s p ati al (l o w- p ass) filteri n g a n d a p pr o xi m ate de c o n v ol uti o n , b ot h

i n t h e cl a s si c al s e n s e [4 ,2 0 – 2 2 ] a n d r ei nt e r p r et e d t h r o u g h a m o r e m o d e r n, d at a- d ri v e n

l e n s [2 3 – 2 8 ]. Filt e ri n g c a n b e r e d e fi n e d t h r o u g h t h e i nt e g r ati o n of p h y si c s- b a s e d m o d el s

a n d d at a- d ri v e n m et h o d ol o gi e s, f o st e ri n g t h e e v ol uti o n of h y b ri d s ol v e r s t h at r e s p e ct

t h e u n d e rl yi n g p h y si c s w hil e h a r n e s si n g t h e r o b u st st r u ct u r e a n d p att e r n r e c o g niti o n
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c a p a biliti e s of m a c hi n e l e a r ni n g. Wit h a r e s e a r c h eff o rt o n t h e c o m pl e x c o m p ut ati o n al

m at h e m ati c s b e hi n d s p ati al filt e ri n g a n d a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n f o r L E S a n d R O M,

f a st, a c c u r at e, a n d r o b u st si m ul ati o n s of c o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s will b e p o s si bl e wit h

mi ni m al u s e r s et- u p. T h e m o d ul a r bi di r e cti o n al i nt e r a cti o n b et w e e n R O M a n d L E S will

yi el d a c o n v e r g e d c o m p ut ati o n al t wi n u s a bl e f o r d et ail e d fl o w a n al y si s ( L E S c o u nt e r p a rt)

a n d s wift d e ci si o n m a ki n g ( R O M c o u nt e r p a rt), d y n a mi c all y u p d ati n g it s elf wit h i n c o mi n g

m e a s u r e m e nt s a n d s y nt h eti c d at a.

T hi s r e vi e w i s st r u ct u r e d a s f oll o w s. S e cti o n 2 i nt r o d u c e s g e n e r al c o n c e pt s i n L E S

m o d eli n g a n d t h e n, f o r cl a rit y of p r e s e nt ati o n, f o c u s e s o n o n e of t h e m o st p o p ul a r a n d

s u c c e s sf ul m o d el s, t h e E F R st r at e g y, wit h d et ail s o n t h e a p pli c ati o n of t h e E F R al g o rit h m t o

t h e i n c o m p r e s si bl e N a vi e r – St o k e s e q u ati o n s a n d t h e w e a kl y c o m p r e s si bl e E ul e r e q u ati o n s.

S e cti o n 3 p r e s e nt s r e s ult s o bt ai n e d wit h t h e E F R m et h o d a s a f ull- o r d e r m et h o d f o r c o m pl e x

a p pli c ati o n s a ri si n g i n h e m o d y n a mi c s a n d p h y si c s of t h e at m o s p h e r e a n d di s c u s s e s r el at e d

o p e n p r o bl e m s. I n S e cti o n 4 , w e s h o w h o w k e y c o n c e pt s i n t h e c o n st r u cti o n of L E S m o d el s,

i. e., s p ati al filt e r s a n d a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n, c a n b e l e v e r a g e d t o c o n st r u ct L E S- R O M s.

A n i m p o rt a nt f e at u r e i n S e cti o n 4 i s t h e di s c u s si o n of p r eli mi n a r y n u m e ri c al a n al y si s r e s ult s

o bt ai n e d f o r L E S- R O M s. S el e ct e d a c hi e v e m e nt s a n d p r o s p e cti v e a p pli c ati o n s of L E S- R O M s

f o r i n c o m p r e s si bl e a n d c o m p r e s si bl e fl ui d s a r e r e p o rt e d i n S e cti o n 5 . S e cti o n 6 d r a w s

c o n cl u si o n s f r o m t hi s r e vi e w a n d s u m m a ri z e s t h e o p e n p e r s p e cti v e s.

2. L E S a s a F ull- Or d er M o d el

I n t hi s s e cti o n, w e b ri e fl y o utli n e s o m e of t h e m ai n i d e a s, c o n c e pt s, a n d t o ol s u s e d

i n t h e d e v el o p m e nt of L E S m o d el s. We f o c u s o n s p ati al filt e ri n g a n d a p p r o xi m at e d e c o n-

v ol uti o n si n c e t h e s e m at h e m ati c al c o n c e pt s h a v e pl a y e d a n i m p o rt a nt r ol e i n c o n n e cti n g

( “ b ri d gi n g ”) t w o r e s e a r c h fi el d s, L E S a n d r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g, t h at h a v e b e e n t r e at e d

s e p a r at el y u ntil r e c e ntl y. We al s o f o c u s o n o n e p a rti c ul a r cl a s s of L E S m o d el s, i. e., t h e

e v ol v e – filt e r – r el a x st r at e g y, w hi c h h a s al s o b e e n c e nt r al i n “ b ri d gi n g ” L E S a n d r e d u c e d-

o r d e r m o d eli n g. Fi n all y, w e p r e s e nt t h e s e L E S c o n c e pt s a n d m o d el s f o r b ot h i n c o m p r e s si bl e

a n d c o m p r e s si bl e fl o w s. We m a d e t hi s c h oi c e t o d e m o n st r at e t h at t h e s e c o n c e pt s a n d

m o d el s a r e t r ul y u ni v e r s al a n d a r e n ot r e st ri ct e d t o p a rti c ul a r cl a s s e s of fl o w s o r c o m p ut a-

ti o n al s etti n g s. Of c o u r s e, o u r L E S p r e s e nt ati o n i s i n h e r e ntl y b ri ef a n d f o c u s e d o n s p ati al

filt e ri n g, a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n, a n d t h e e v ol v e – filt e r – r el a x st r at e g y. F o r a d e e p e r

a n d m o r e c o m p r e h e n si v e i nt r o d u cti o n t o L E S, t h e r e a d e r i s r ef e r r e d t o, e. g., t h e r e s e a r c h

m o n o g r a p h s [ 4 – 6 ,2 9 ,3 0 ].

I n o r d e r t o e x pl ai n t h e m ai n i d e a s of L E S, l et u s b ri e fl y s u m m a ri z e s o m e k e y c o n c e pt s

i n K ol m o g o r o v’ s t h e o r y [1 ,2 ].

T h e ki n eti c e n e r g y ( K E) of a fl ui d, w hi c h i s t h e ki n eti c e n e r g y a s s o ci at e d wit h e d di e s

i n t h e fl o w, d e fi n e d a s 1
2 ρ Ω ∥ u ∥ 2 d ω , w h e r e ρ i s t h e fl ui d d e n sit y, u t h e fl ui d v el o cit y, Ω

t h e s p ati al d o m ai n w h e r e t h e fl ui d i s fl o wi n g, a n d || · ||L 2 d e n ot e s t h e L 2 n o r m, i s i nj e ct e d

i n t h e s y st e m at l a r g e s c al e s (l o w w a v e n u m b e r s). Si n c e t h e l a r g e- s c al e e d di e s a r e u n st a bl e,

t h e y b r e a k d o w n, t r a n sf e r ri n g t h e e n e r g y t o s m all e r a n d s m all e r e d di e s. Fi n all y, t h e K E

i s di s si p at e d b y t h e vi s c o u s f o r c e s at s m all s c al e s ( hi g h w a v e n u m b e r s). T hi s p r o c e s s i s

u s u all y r ef e r r e d t o a s e ner g y c as c a de . S e e Fi g u r e 1 . T h e s c al e at w hi c h t h e vi s c o u s f o r c e s

di s si p at e e n e r g y t a k e s t h e n a m e of t h e K ol m o g or o v s c ale :

η =
ν 3

ε

1 / 4

, ( 1)

w h e r e ν i s t h e ki n e m ati c vi s c o sit y of t h e fl ui d a n d ε i s t h e ti m e a v e r a g e of t h e r at e at w hi c h

t h e e n e r g y i s di s si p at e d ( s e e, e. g., [3 1 ]). I n o r d e r t o f o r m all y d e fi n e ε, l et [0, t f ] b e t h e ti m e

i nt e r v al of i nt e r e st f o r t h e fl ui d fl o w. T h e n,

ε = li m s u p
t f → ∞

1

t f |Ω |

t f

0
ν || ∇u ||2

L 2 dt ,

w h e r e |Ω | d e n ot e s t h e m e a s u r e of t h e d o m ai n.
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I nj e cti o n of e n e r g y

L a r g e s c al e ( L )

Di s si p ati o n of e n e r g y

K ol m o g o r o v
s c al e ( η )

D N S R e s ol v e d

L E S R e s ol v e d M o d el e d

R A N S
M o d el e d

Fi g ur e 1. O v e r all vi e w of t h e e n e r g y c a s c a d e, f r o m i nj e cti o n t o di s si p ati o n of e n e r g y, a n d a s s o ci at e d

t y p e s of m o d eli n g.

F o r a fl o w i n a d e v el o p e d t u r b ul e nt r e gi m e, t h e di s si p ati o n r at e h a s t o b e of t h e s a m e

m a g nit u d e a s t h e p r o d u cti o n r at e, w hi c h i s t h e r at e at w hi c h t h e K E i s s u p pli e d t o t h e s m all

s c al e s. A c o m m o n w a y t o e x p r e s s ε i s i n t e r m s of t h e m a c r o- s c al e v a ri a bl e s a s s o ci at e d wit h

t h e fl o w. F o r t hi s, l et U a n d L b e c h a r a ct e ri sti c m a c r o s c o pi c s p e e d a n d l e n gt h, r e s p e cti v el y.

T h e n, w e c a n w rit e ε ∼ U 3 / L [3 2 ]. If w e pl u g t hi s i nt o (1 ), w e o bt ai n

η ∼ R e − 3 / 4 L , ( 2)

w h e r e R e i s t h e R e y n ol d s n u m b e r
R e =

U L

ν
. ( 3)

T h e R e y n ol d s n u m b e r, w hi c h w ei g ht s t h e i n e rti al f o r c e s o v e r t h e vi s c o u s f o r c e s, i s

oft e n u s e d a s a n i n di c ati o n of w h et h e r a fl o w i s t u r b ul e nt o r n ot. R o u g hl y s p e a ki n g,

at “ hi g h ” R e y n ol d s n u m b e r s, i n e rti al f o r c e s d o mi n at e a n d fl o w s t e n d t o b e t u r b ul e nt.

E q u ati o n (2 ) e x pl ai n s t h e dif fi c ult y a s s o ci at e d wit h t h e n u m e ri c al s ol uti o n of fl o w s at

hi g h R e y n ol d s n u m b e r s: i n o r d e r t o c o r r e ctl y c a pt u r e t h e di s si p at e d e n e r g y, o n e n e e d s a

g ri d wit h s p a ci n g h ∼ η . T hi s a p p r o a c h, c all e d D N S, l e a d s i n g e n e r al t o a l a r g e n u m b e r of

u n k n o w n s a n d p r o hi biti v e c o m p ut ati o n al c o st s a s t h e R e y n ol d s n u m b e r i n c r e a s e s. If o n e

t ri e s t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al c o st si m pl y b y m a ki n g t h e m e s h c o a r s e r (i. e., u si n g a m e s h

wit h si z e h , w hi c h f ail s t o r e s ol v e t h e K ol m o g o r o v s c al e), t h e e n e r g y p h y si c all y di s si p at e d at

t h e s m all s c al e s i s n ot p r o p e rl y di s si p at e d at t h e n u m e ri c al l e v el. T h e u n d e r- diff u si o n i n t h e

si m ul ati o n l e a d s t o n o n p h y si c al c o m p ut e d v el o citi e s. I n t h e b e st- c a s e s c e n a ri o, n o n p h y si c al

o s cill ati o n s i n t h e v el o cit y fi el d e v e nt u all y m a k e t h e si m ul ati o n c r a s h, w hi c h p oi nt s t o a n

o b vi o u s p r o bl e m i n t h e si m ul ati o n s et- u p. I n t h e w o r st- c a s e s c e n a ri o, t h e si m ul ati o n d o e s

n ot c r a s h a n d o n e a c c e pt s a n o n p h y si c al s ol uti o n a s g o o d.

A p o s si bl e w a y t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al c o st wit h o ut s a c ri fi ci n g a c c u r a c y i s t o s ol v e

f o r t h e fl o w a v e r a g e u si n g a m e s h c o a r s e r t h a n t h at r e q ui r e d b y D N S a n d i nt r o d u c e a m o d el

f o r t h e eff e ct s n ot c a pt u r e d b y t h e fl o w a v e r a g e al o n e. A m o n g s u c h alt e r n ati v e s, R A N S

a n d L E S a r e t h e m o st wi d el y u s e d f o r p r a cti c al a p pli c ati o n s i n s ci e n c e a n d e n gi n e e ri n g.

I n t h e R A N S a p p r o a c h, n o n e of t h e e d di e s i n t h e fl o w a r e di r e ctl y r e s ol v e d f r o m t h e fl o w

e q u ati o n s, m e a ni n g t h at t h e eff e ct of all e d di e s, f r o m l a r g e st t o s m all e st, i s m o d el e d. S e e

Fi g u r e 1 . I n a s e n s e, R A N S c o ul d b e c o n si d e r e d t h e o p p o sit e e xt r e m e t o D N S. R A N S

m o d el s a r e f o r m all y o bt ai n e d f r o m d e c o m p o si n g i n st a nt a n e o u s q u a ntiti e s ( v el o cit y a n d

p r e s s u r e) i nt o a ti m e- a v e r a g e d c o m p o n e nt a n d a fl u ct u ati n g ( o v e r t h e a v e r a g e) c o m p o n e nt

a n d a p pl yi n g a n a v e r a gi n g p r o c e d u r e t o t h e g o v e r ni n g e q u ati o n s. E xt r a st r e s s e s a n d s c al a r

fl u x e s e m e r gi n g f r o m t hi s a v e r a gi n g p r o c e d u r e r e q ui r e cl o s u r e, i. e., a d diti o n al e q u ati o n s o r

a s s u m pti o n s t o cl o s e t h e n e w s y st e m of e q u ati o n s. I n t h e L E S a p p r o a c h, o n e r e s ol v e s o nl y

t h e l a r g e r s c al e s b y u si n g a “ c o a r s e ” m e s h ( a g ai n wit h r e s p e ct t o D N S) a n d m o d el s t h e eff e ct

of t h e s m all e r s c al e s t h at a r e n ot di r e ctl y s ol v e d. S e e Fi g u r e 1 . L E S m o d el s, w hi c h a r e a

v e r s atil e c o m p r o mi s e b et w e e n D N S a n d R A N S, a r e d e vi s e d f r o m a p pl yi n g a l o w- p a s s filt e r

t o t h e g o v e r ni n g e q u ati o n s. S u c h l o w- p a s s filt e ri n g c a n b e vi e w e d a s a s p a c e a v e r a gi n g.
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Tr a diti o n all y, L E S m o d el s i nt r o d u c e di s si p ati o n vi a m o m e nt u m fl u x e s t h at a r e li n e a rl y

d e p e n d e nt u p o n t h e r at e of st r ai n of t h e r e s ol v e d s c al e s. T o cl a rif y t hi s, l et u s c o n si d e r

t h e i n c o m p r e s si bl e N a vi e r – St o k e s e q u ati o n s ( N S E s): d e n oti n g t h e v el o cit y b y u a n d t h e

p r e s s u r e b y p , t h e N S E s r e a d

ρ
∂ u

∂ t
+ ρ ∇ · ( u ⊗ u ) − ∇ · ( − p I + 2 µ ϵ ( u ) ) = f i n Ω × ( 0, t f ) , ( 4)

∇ · u = 0 i n Ω × ( 0, t f ) , ( 5)

w h e r e ϵ ( u ) = ( ∇ u + ∇ u T ) / 2 i s t h e st r ai n- r at e t e n s o r, µ i s t h e d y n a mi c vi s c o sit y, a n d f i s

a f o r ci n g t e r m. I n r e al a p pli c ati o n s, a p p r o p ri at e i niti al a n d b o u n d a r y c o n diti o n s d e fi n e

t h e p r o bl e m t o s ol v e, a s w e will s e e b el o w. Wit h a t r a diti o n al L E S m o d el, o n e ulti m at el y

s ol v e s t h e f oll o wi n g p r o bl e m: fi n d u a n d p s u c h t h at

ρ
∂ u

∂ t
+ ρ ∇ · ( u ⊗ u ) − ∇ · ( − p I + 2 ( µ + µ a ) ϵ ( u ) ) = f i n Ω × ( 0, t f ) , ( 6)

∇ · u = 0 i n Ω × ( 0, t f ) , ( 7)

w h e r e u i s t h e filt e r e d v el o cit y, p i s t h e filt e r e d p r e s s u r e, f i s t h e filt e r e d f o r ci n g, a n d µ a i s a n

a rti fi ci al vi s c o sit y i nt r o d u c e d b y t h e L E S m o d el. T hi s i s k n o w n a s e d d y vis c osit y cl os ure [4 ,5 ].

Diff e r e nt L E S m o d el s a ri s e f o r diff e r e nt d e fi niti o n s of µ a .

O n e of t h e m o st wi d el y u s e d e d d y vi s c o sit y m o d el s i s t h e S m a g o ri n s k y m o d el [ 3 3 ].

I nt r o d u c e d i n t h e e a rl y 1 9 6 0 s, it d e fi n e s t h e a rti fi ci al vi s c o sit y a s

µ a = ρ ( C s α ) 2 2 ϵ ( u ) : ϵ ( u ) , C 2
s = C k

C k

C ϵ
, ( 8)

w h e r e α i s a filt e r wi dt h (t y pi c all y c o m p a r a bl e wit h t h e m e s h si z e) a n d C k a n d C ϵ a r e m o d el

p a r a m et e r s. T h e v al u e s of s u c h p a r a m et e r s a r e n ot u ni v e r s al a n d n e e d t o b e t u n e d f o r e a c h

s p e ci fi c a p pli c ati o n. T h e S m a g o ri n s k y m o d el h a s e nj o y e d m u c h s u c c e s s f o r s e v e r al r e a s o n s.

It i s r el ati v el y si m pl e a n d c o m p ut ati o n all y i n e x p e n si v e c o m p a r e d t o ot h e r L E S m o d el s. It

i s e a s y t o i m pl e m e nt a n d c a n b e u s e d wit h a wi d e r a n g e of n u m e ri c al m et h o d s, al s o t h a n k s

t o t h e t u n a bl e p a r a m et e r s. H o w e v e r, it h a s o n e i m p o rt a nt li mit ati o n: t h e a s s u m pti o n of

l o c al b al a n c e b et w e e n t h e s u b g ri d s c al e e n e r g y p r o d u cti o n a n d di s si p ati o n. Si n c e s u c h

e q uili b ri u m c o n diti o n s d o n ot h ol d i n m a n y p r a cti c al a p pli c ati o n s, t h e S m a g o ri n s k y m o d el

oft e n r e s ult s i n o v e r- diff u si v e si m ul ati o n s. A l a r g e b o d y of r e s e a r c h h a s b e e n m oti v at e d b y

t h e ai m of i m p r o vi n g u p o n t h e S m a g o ri n s k y m o d el.

S o m e alt e r n ati v e m et h o d s i nt r o d u c e a rti fi ci al diff u si o n t h at c a n b e s ol uti o n- d e p e n d e nt

( s e e, e. g., [3 4 – 3 8 ]) o r r e si d u al- b a s e d ( s e e, e. g., [3 9 – 4 4 ]) s o t h at t h e a rti fi ci al vi s c o sit y v a ni s h e s

w h e r e t h e s ol uti o n i s s m o ot h a n d / o r d e c r e a s e s a s t h e m e s h i s r e fi n e d. Ot h e r m et h o d s a d d

a s et of e q u ati o n s t o t h e di s c r et e g o v e r ni n g e q u ati o n s f o r m ul at e d o n a c o a r s e m e s h. T hi s

e xt r a p r o bl e m c a n b e d e vi s e d i n diff e r e nt w a y s, f o r e x a m pl e, b y a f u n cti o n al s plitti n g of t h e

s ol v e d a n d u n r e s ol v e d s c al e s a s i n v a ri ati o n al m ulti s c al e m et h o d s ( s e e, e. g., [ 4 5 – 4 8 ]) o r b y

r e s o rti n g t o t h e c o n c e pt of “ s uit a bilit y ” of w e a k s ol uti o n s [ 4 9 ]. All t h e s e m et h o d s e nt ail

a d di n g o n e o r m o r e e xt r a t e r m s t o t h e g o v e r ni n g e q u ati o n s, i n t h e s pi rit of (6 ), a n d h a v e

h a d g r e at a c c o m pli s h m e nt s. H o w e v e r, o n e p r a cti c al d o w n si d e, i n t hi s c a s e, i s t h e n e e d t o

i m pl e m e nt a d h o c e xt e n si o n s t h at a r e n ot p a rt of st a n d a r d s ol v e r s, r e q ui ri n g a c c e s s t o l e g a c y

s o u r c e c o d e s (if n ot r e w riti n g t h e s ol v e r). A n att r a cti v e o pti o n i s, t h e r ef o r e, t o a d d t h e e xt r a

p r o bl e m s e q u e nti all y t o t h e fl ui d d y n a mi c s m o d el, si n c e i n t hi s c a s e t h e i m pl e m e nt ati o n of

t h e L E S m o d el w o ul d n ot r e q ui r e a n y m aj o r m o di fi c ati o n of a l e g a c y s ol v e r. T hi s c a n b e

a c hi e v e d b y a p pl yi n g a diff e r e nti al n o nli n e a r l o w- p a s s filt e r t o t h e ( n o n p h y si c al) s ol uti o n

c o m p ut e d wit h t h e fl ui d d y n a mi c s m o d el a n d a “ c o a r s e ” m e s h. Si n c e t hi s p a rti c ul a r L E S

st r at e g y, i. e., n o nli n e a r s p ati al filt e ri n g, h a s al r e a d y m a d e a n i m p a ct i n R O M s, b el o w w e

f o c u s o n t hi s a p p r o a c h. T hi s will i m p r o v e t h e cl a rit y of o u r p r e s e nt ati o n o n h o w t o e st a bli s h

a t w o- w a y c o n n e cti o n b et w e e n (i. e., “ b ri d gi n g ”) L E S a n d R O M s.
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2. 1. N o nli ne ar S p ati al Filteri n g f or L E S

L et u s c o n si d e r a g e n e ri c fl ui d m o d el ( e. g., t h e m o m e nt u m e q u ati o n of t h e N S E ( 4 ))

∂ U

∂ t
+ M ( U ) = 0 ( 9)

a n d di s c r eti z e it i n ti m e wit h, e. g., t h e b a c k w a r d E ul e r s c h e m e f o r si m pli cit y:

U n + 1 − U n

∆ t
+ M ( U n + 1 ) = 0 . ( 1 0)

H e r e, U d e n ot e s a g e n e ri c v a ri a bl e ( e. g., U = ρ u i n (9 ) r e p r e s e nt s t h e v a ri a bl e i n (4 ))

a n d M ( ·) d e n ot e s n o nt ri vi al o p e r at o r s t h at c h a r a ct e ri z e t h e fl ui d m o d el. F o r si m pli cit y, w e

d o n ot i n cl u d e a n y f o r ci n g t e r m i n ( 9 ).

If w e f u rt h e r a p pl y s p a c e di s c r eti z ati o n t o (1 0 ) a n d u s e a m e s h of si z e h ≫ η , t h e c o m-

p ut e d s ol uti o n t y pi c all y f e at u r e s n o n p h y si c al o s cill ati o n s. S u c h o s cill ati o n s c a n b e att e n u-

at e d o r r e m o v e d t h r o u g h a filt e ri n g o p e r ati o n. T hi s i s t h e i d e a at t h e c o r e of a s e q u e nti al

al g o rit h m c all e d e v ol v e – filt e r – r el a x ( E F R). T h e E F R al g orit h m a p pli e d t o (9 ) r e a d s a s f oll o w s:

- E v ol ve : Fi n d i nt e r m e di at e v a ri a bl e V n + 1 s u c h t h at

V n + 1 − U n

∆ t
+ M ( V n + 1 ) = 0 . ( 1 1)

F o r t hi s st e p, o n e c o ul d a d o pt t h e s a m e s p a c e di s c r eti z ati o n t e c h ni q u e u s e d f o r (1 0 )

a n d, h e n c e, t h e s a m e s ol v e r.

- Filter : Fi n d filt e r e d v a ri a bl e V
n + 1

s u c h t h at

V
n + 1

= F V n + 1 , ( 1 2)

w h e r e F i s a g e n e ri c s p ati al filt e r. Diff e r e nt t y p e s of s p ati al filt e r s will b e d e s c ri b e d

t h r o u g h o ut t hi s p a p e r ( e. g., i n (1 6 )). T h e s ol v e r f o r t hi s st e p c a n b e a d d e d a s a m o d ul e

t o t h e s ol v e r f o r (1 0 ).

- Rel a x : S et

U n + 1 = ( 1 − χ ) V n + 1 + χ V
n + 1

, ( 1 3)

wit h r el a x ati o n p a r a m et e r χ ∈ [0, 1 ]. H e r e, U n + 1 i s t h e e n d- of- st e p a p p r o xi m ati o n of

U at ti m e tn + 1 , w hi c h “ c o r r e ct s ” t h e i nt e r m e di at e a p p r o xi m ati o n V n + 1 .

T h e a p p e al of t h e E F R al g o rit h m li e s n ot o nl y i n m o d ul arit y b ut al s o i n fle xi bilit y , si n c e

t h e r e e xi st s a l a r g e v a ri et y of s p ati al filt e r s t h at o n e c o ul d u s e ( e. g., G a u s si a n, b o x, s h a r p

c ut off) [ 5 ,6 ].

T h e m ai n i d e a of u si n g s p ati al filt e ri n g c a n b e ill u st r at e d wit h a s c h e m ati c li k e i n

Fi g u r e 2 . T h e c h all e n g e i s t o r e p r e s e nt a fl o w v a ri a bl e, e. g., t h e v el o cit y, u ( r e p r e s e nt e d

b y t h e m a r o o n c u r v e i n Fi g u r e 2 ), o n a gi v e n c o a r s e m e s h of si z e h . A s m e nti o n e d i n

S e cti o n 1 , h a vi n g t o w o r k wit h a c o a r s e m e s h i s g e n e r all y t h e c a s e i n r e ali sti c e n gi n e e ri n g,

g e o p h y si c al, a n d, oft e n, m e di c al a p pli c ati o n s of c o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s. A s ill u st r at e d

i n Fi g u r e 2 , if u h a s s m all- s c al e c o m p o n e nt s of a si z e b el o w t h e m e s h si z e, h , t h e n t h e s e

c o m p o n e nt s will n ot b e a c c u r at el y r e p r e s e nt e d o n t h e gi v e n m e s h. M o r e i m p o rt a ntl y,

t h e i n a c c u r a ci e s i n r e p r e s e nti n g u o n t h e gi v e n c o a r s e m e s h a r e g e n e r all y p r o p a g at e d a n d

a m pli fi e d i n c o n v e cti o n- d o mi n at e d, n o nli n e a r p r o bl e m s ( e. g., t h e N S E s), yi el di n g s p u ri o u s

n u m e ri c al o s cill ati o n s. T o eli mi n at e / all e vi at e t h e s e s p u ri o u s o s cill ati o n s, t h e c e nt r al i d e a

i n L E S i s e xt r e m el y si m pl e: i n st e a d of t r yi n g t o a p p r o xi m at e all t h e s p ati al s c al e s i n u o n

t h e gi v e n c o a r s e m e s h, t r y t o a p p r o xi m at e o nl y t h e l a r g e s c al e s i n u . T hi s c a n b e a c hi e v e d

b y u si n g a l o w p a s s s p ati al filt e r, F , t o filt e r u . T h e filt e r e d fl o w v a ri a bl e, u := F u , w hi c h

i s r e p r e s e nt e d b y t h e o r a n g e c u r v e i n Fi g u r e 2 , r et ai n s o nl y t h e l a r g e s p ati al st r u ct u r e s i n u .

T h u s, u c a n b e r e p r e s e nt e d a c c u r at el y o n t h e gi v e n c o a r s e m e s h. F u rt h e r m o r e, t h e s p ati al

filt e ri n g eli mi n at e s t h e s m all s c al e, o s cill at o r y c o m p o n e nt of u . T hi s, i n a n ut s h ell, i s t h e

g ui di n g p ri n ci pl e of L E S [ 4 ,5 ].
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Fi g ur e 2. L E S s c h e m ati c s h o wi n g t h e i n p ut fl o w v a ri a bl e, u , t h at c a n n ot b e r e p r e s e nt e d o n a gi v e n

c o a r s e m e s h, a n d t h e filt e r e d fl o w v a ri a bl e, u , t h at c a n b e a c c u r at el y r e p r e s e nt e d o n t h e c o a r s e m e s h.

T h e E F R al g o rit h m s, w hi c h a r e al s o k n o w n a s filt e r st a bili z ati o n s ( o r r e g ul a ri z ati o n s [ 6 ])

b e c a u s e t h e y r e d u c e o r eli mi n at e u n p h y si c al fl u ct u ati o n s i n t h e c o m p ut e d s ol uti o n, c a n

b e c at e g o ri z e d a s e d d y vi s c o sit y m o d el s f o r c e rt ai n di s c r eti z ati o n c h oi c e s [ 5 0 ,5 1 ]. T h e

c o n n e cti o n b et w e e n t h e E F R al g o rit h m a n d L E S m o d eli n g i s e a sil y s e e n b y s hifti n g t h e

i n d e x n + 1 t o n i n (1 2 ) a n d (1 3 ) a n d pl u g gi n g t h e m i nt o (1 1 ) t o o bt ai n

V n + 1 − V n

∆ t
+ M ( V n + 1 ) +

χ

∆ t
( I − F ) V n = 0 , ( 1 4)

w h e r e I i s t h e i d e ntit y o p e r at o r. E q u ati o n (1 4 ) gi v e s u s a n i m pli cit di s c r eti z ati o n of

p r o bl e m (9 ) wit h t h e b a c k w a r d E ul e r s c h e m e a n d a n a d diti o n al, e x pli citl y t r e at e d di s-

si p ati o n t e r m ( c o m p a r e (1 4 ) wit h (1 0 )). L et u s a s s u m e t h at χ = χ 0 ∆ t, w h e r e χ 0 i s a

ti m e-i n d e p e n d e nt c o n st a nt. T h e n, (1 4 ) c a n b e s e e n a s a ti m e- st e p pi n g s c h e m e f o r t h e

f oll o wi n g p r o bl e m:
∂ V

∂ t
+ M ( V ) + χ 0 ( I − F ) V = 0 . ( 1 5)

T h u s, t h e E F R al g o rit h m (1 1 )– (1 3 ) c a n b e i nt e r p r et e d a s a s plitti n g s c h e m e f o r p r o b-

l e m (1 5 ). I n t u r n, t hi s c a n b e r e a d a s p r o bl e m (9 ) wit h a n a d diti o n al t e r m d e si g n e d t o

b e di s si p ati v e.

St a bili z ati o n b a s e d o n li n e a r filt e r s [ 5 2 – 5 4 ] h a s b e e n wi d el y st u di e d ( s e e, e. g., [5 5 – 5 7 ]).

H o w e v e r, t h e b r e a ki n g d o w n of e d di e s i nt o s m all e r o n e s u ntil t h e y g et d a m p e d i s a hi g hl y

n o nli n e a r p r o c e s s. H e n c e, it s e e m s m o r e a p p r o p ri at e t o u s e n o nli n e a r filt e r s t o s el e ct t h e

e d di e s t o b e d a m p e d. A w ell- e st a bli s h e d [ 5 8 – 6 4 ] n o nli n e a r filt e r f o r (1 2 ) i s

F = ( I + L ) − 1 , L = − ∇ · ( δ ∇ ) ,  wit h δ = α 2 a ( V n + 1 ) , ( 1 6)

w h e r e α c a n b e i nt e r p r et e d a s t h e filteri n g r a di us a n d a ( ·) ∈ ( 0, 1 ] i s t h e s o- c all e d i n di c at or

f u n cti o n. T hi s i s a c riti c al f u n cti o n t h at d et e r mi n e s w h e r e a n d h o w m u c h e d d y vi s c o sit y i s

a d d e d, a n d it i s c r u ci al t o t h e s u c c e s s of t h e E F R m et h o d. We di s c u s s p o s si bl e d e fi niti o n s

of a ( ·) i n S e cti o n 2. 1. 3 . N oti c e t h at F c a n b e i nt e r p r et e d i n vi e w of t h e t h e o r y of m a xi m al

m o n ot o n e o p e r at o r s a n d t h ei r Y o si d a r e g ul a ri z e d o p e r at o r s ( s e e [ 6 5 ], C h. 7). T hi s p r o vi d e s

a s oli d m at h e m ati c al f o u n d ati o n t o t h e m et h o d ol o g y.

T h e r e st of t hi s s e cti o n f o c u s e s o n t h e a p pli c ati o n of t h e E F R al g o rit h m t o t h e i n-

c o m p r e s si bl e N S E (i n S e cti o n 2. 1. 1 ) a n d t h e w e a kl y c o m p r e s si bl e E ul e r e q u ati o n s (i n

S e cti o n 2. 1. 2 ). H o w e v e r, it c o ul d b e e a sil y a p pli e d t o ot h e r fl ui d d y n a mi c s m o d el s, li k e,

e. g, t h e o n e-l a y e r [ 6 6 ] a n d t w o-l a y e r [6 7 ] q u a si- g e o st r o p hi c e q u ati o n s.

2. 1. 1. T h e E F R M et h o d f o r t h e I n c o m p r e s si bl e N a vi e r – St o k e s E q u ati o n s

F or t h e s a k e of c o m pl et e n e s s, l et u s c o n si d er E q u ati o n s (4 ) a n d (5 ) s u p pl e m e nt e d wit h

i niti al c o n diti o n s a n d b o u n d ar y c o n diti o n s. Pr e ci s el y, w e ar e gi v e n i niti al d at a u 0 ( x ) s u c h t h at

u ( x , 0) = u 0 ( x ) , x ∈ Ω ,

a n d b o u n d a r y d at a u D a n d g s u c h t h at

u ( x , t) = u D ( x , t) , x ∈ Γ D , ( 1 7)

− p n + 2 µ ϵ ( u ) · n = g ( x , t) , x ∈ Γ N , ( 1 8)
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w h e r e Γ D ∪ Γ N = ∂ Ω , Γ D ∩ Γ N = ∅ , a n d n i s t h e o ut w a r d u nit v e ct o r n o r m al t o Γ N . A mi x

of Di ri c hl et a n d N e u m a n n b o u n d a r y c o n diti o n s a s i n (1 7 ) a n d (1 8 ) o c c u r s i n m a n y p r a cti c al

p r o bl e m s. Ot h e r p o s si bl e b o u n d a r y c o n diti o n s ( R o bi n t y p e) a r e a d d r e s s e d i n R e m a r k 1 .

Al g o rit h m (1 1 )– (1 3 ), wit h a filt e r a s i n (1 6 ), a p pli e d t o p r o bl e m (4 )– (5 ) r e a d s a s f oll o w s:

- E v ol ve : fi n d i nt e r m e di at e v el o cit y v n + 1 a n d p r e s s u r e q n + 1 s u c h t h at

ρ

∆ t
v n + 1 + ρ ∇ · u n ⊗ v n + 1 − 2 µ ∇ · ϵ ( v n + 1 ) + ∇ q n + 1 = f n + 1 +

ρ

∆ t
v n , ( 1 9)

∇ · v n + 1 = 0, ( 2 0)

wit h b o u n d a r y c o n diti o n s

v n + 1 ( x ) = u D ( x , tn + 1 ) , x ∈ Γ D , ( 2 1)

− q n + 1 n + 2 µ ϵ ( v n + 1 ) · n = g ( x , tn + 1 ) , x ∈ Γ N . ( 2 2)

A g ai n, f o r si m pli cit y, w e u s e d t h e b a c k w a r d E ul e r s c h e m e f o r ti m e di s c r eti z ati o n.

Of c o u r s e, ot h e r ti m e di s c r eti z ati o n s c h e m e s a r e p o s si bl e. N oti c e t h at, c o n si st e nt wit h

t h e ti m e- di s c r eti z ati o n o r d e r, w e al s o li n e a ri z e d t h e p r o bl e m wit h a fi r st- o r d e r ti m e

e xt r a p ol ati o n of t h e c o n v e cti v e v el o cit y. We al s o s et v 0 = u 0 .

• Filter : fi n d filt e r e d v el o cit y v n + 1 a n d L a g r a n g e m ulti pli e r λ n + 1 s u c h t h at

− ∇ · δ ∇ v n + 1 + v n + 1 + ∇ λ n + 1 = v n + 1 , ( 2 3)

∇ · v n + 1 = 0, ( 2 4)

wit h δ = α 2 a ( v n + 1 ) a n d a ( ·) i s t h e i n di c at o r f u n cti o n. I n t hi s c a s e, w e a p pl y

b o u n d a r y c o n diti o n s

v n + 1 ( x ) = u D ( x , tn + 1 ) , x ∈ Γ D , ( 2 5)

− λ n + 1 n + 2 α 2 a ( v n + 1 ) ϵ ( v n + 1 ) · n = 0 , x ∈ Γ N . ( 2 6)

T h e filt e r e d v el o cit y i s i nt r o d u c e d o nl y i n t h e ti m e di s c r et e p r o bl e m, s o w e d o n ot

n e e d i niti al c o n diti o n s f o r it. T h e c h oi c e of t h e b o u n d a r y c o n diti o n s f o r t h e filt e r e d

v el o cit y i s d ri v e n b y t h e n e e d f o r c o n si st e n c y wit h t h e o ri gi n al c o n diti o n s.

• Rel a x : s et

u n + 1 = ( 1 − χ ) v n + 1 + χ v n + 1 , ( 2 7)

p n + 1 = q n + 1 . ( 2 8)

T hi s p arti c ul ar v er si o n of t h e E F R m et h o d f or i n c o m pr e s si bl e fl o w s w a s fir st st u di e d i n [ 6 2 ].

N ot e t h at filt e r p r o bl e m (2 3 ), (2 4 ) c a n b e c o n v e ni e ntl y r e w ritt e n a s a g e n e r ali z e d

St o k e s p r o bl e m. I n f a ct, b y m ulti pl yi n g E q u ati o n (2 3 ) b y ρ / ∆ t a n d r e a r r a n gi n g t h e t e r m s,

w e o bt ai n

ρ

∆ t
v n + 1 − ∇ · µ a ∇ v n + 1 + ∇ q n + 1 =

ρ

∆ t
v n + 1 , µ a = ρ

α 2

∆ t
a ( v n + 1 ) , ( 2 9)

w h er e q n + 1 = ρ λ n + 1 / ∆ t. Pr o bl e m (2 9 ), (2 4 ) c a n b e s e e n a s a ti m e- d e p e n d e nt St o k e s pr o bl e m

wit h a n o n c o n st a nt artifi ci al vi s c o sit y µ a , di s cr eti z e d b y t h e b a c k w ar d E ul er s c h e m e. U nli k e

δ , w hi c h h a s t h e di m e n si o n of a l e n gt h s q u ar e d, µ a i s di m e n si o n all y a d y n a mi c vi s c o sit y.

T h e bi g a d v a nt a g e of t hi s r e writi n g i s t h at a s ol v er f or pr o bl e m ( 2 9 ), (2 4 ) c a n t h e n b e o bt ai n e d

b y a d o pti n g a st a n d ar d li n e ari z e d N a vi er – St o k e s s ol v er. A n ot h er a d v a nt a g e i s t h at u nli k e

λ n + 1 , q n + 1 h a s t h e s a m e di m e n si o n al u nit s a s q n + 1 . H e n c e, if o n e r e pl a c e s (2 3 ) a n d (2 4 )

wit h (2 9 ) a n d (2 4 ), it i s p o s si bl e t o r el a x t h e pr e s s ur e t o o. I n [5 9 ], it w a s pr o p o s e d t o

r e pl a c e (2 8 ) wit h p n + 1 = ( 1 − χ ) q n + 1 + χ q n + 1 .
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R e m ar k 1. It c a n h a p pe n t h at a R o bi n b o u n d ar y c o n diti o n is e nf orce d o n p art of t he d o m ai n:

− p n + 2 µ ϵ ( u ) · n + γ u ( x , t) = g R ( x , t) , x ∈ Γ R ,

w here g R a n d γ are gi ve n. T his ki n d of b o u n d ar y c o n diti o n c a n arise i n cert ai n c ases, s u c h as d o m ai n

de c o m p ositi o n al g orit h ms (see, e. g., [ 6 8 ]) or t he use of “tr a ns pir ati o n ” te c h ni q ues f or fl ui d –str u ct ure

i nter a cti o n pr o ble ms (see, e. g., [6 9 ]). T he c orres p o n di n g b o u n d ar y c o n diti o n f or t he e v ol ve ste p is

− q n + 1 n + 2 µ ϵ ( v n + 1 ) · n + γ v n + 1 = g R ( x , tn + 1 ) , x ∈ Γ R ,

w hile i n t he filter ste p —still dri ve n b y c o nsiste n c y ar g u me nts — o ne c o ul d i m p ose

− q n + 1 n + 2 µ ϵ ( v n + 1 ) · n + γ v n + 1 = γ v n + 1 , x ∈ Γ R .

R e m ar k 2. W hile E q u ati o n (2 4 ) is re q uire d t o pr o ve t h at t he s ol uti o n of t he E F R al g orit h m (1 9 )– (2 8 )

c o n ver ges t o t he s ol uti o n of t he N S Es (4 ) a n d (5 ) [6 ], it c a n be disre g ar de d i n t he i m ple me nt ati o n of

t he al g orit h ms. Rele asi n g c o nstr ai nt (2 4 ) le a ds t o s u bst a nti al si m plifi c ati o n a n d c o m p ut ati o n al ti me

s a vi n gs si n ce t here is o ne less v ari a ble (i.e., t he L a gr a n ge m ulti plier t o e nf orce t he i n c o m pressi bilit y

c o nstr ai nt). I n f a ct, o ne w o ul d s ol ve a si m plifie d filter pr o ble m: fi n d filtere d vel o cit y v n + 1 s u c h t h at

− ∇ · δ ∇ v n + 1 + v n + 1 = v n + 1 , ( 3 0)

As n ote d i n [ 7 0 ], t he i n c o m pressi bilit y is e x a ctl y preser ve d b y t he si m pli fie d differe nti al filter

(3 0 ) o nl y f or peri o di c c o n diti o ns. I n all t he ot her c ases, t he e n d- of-ste p vel o cit y u n + 1 d oes n ot stri ctl y

s atisf y m ass c o nser v ati o n. H o we ver, it c a n be s h o w n n u meri c all y t h at at t he dis crete le vel, t he m ass

c o nser v ati o n err or is ver y l o w (see, e. g., [ 7 1 ]).

E F R al g orit h m s h a v e b e e n w ell st u di e d f or t h e i n c o m pr e s si bl e N a vi er – St o k e s e q u ati o n s

wit h a fi nit e el e m e nt [ 5 0 ,5 9 – 6 3 ,7 0 ], s p e ctr al el e m e nt [5 2 – 5 4 ], or fi nit e v ol u m e m et h o d [5 8 ].

T h e y c a n b e s e e n a s s plitti n g s c h e m e s f or a n o nli n e ar v er si o n of t h e L er a y m o d el. T h e ori gi n al

L er a y m o d el w a s i ntr o d u c e d i n 1 9 3 4 a s a t h e or eti c al t o ol t o pr o v e t h e e xi st e n c e of w e a k

s ol uti o n s of t h e N S E s [ 7 2 ]. A s a c o m p ut ati o n al t o ol, L er a y r e g ul ari z ati o n w a s fir st u s e d

i n [7 3 ] a s a st a bili z ati o n str at e g y f or u n d er-r e s ol v e d si m ul ati o n s of t ur b ul e nt fl o w s wit h

cl a s si c al n u m eri c al di s cr eti z ati o n s [ 6 ]. It w a s al s o s h o w n [3 9 ,7 4 ] t h at w h e n a diff er e nti al filt er

i s u s e d, t h e L er a y m o d el i s si mil ar t o t h e N S-α m o d el of F oi a s, H ol m, a n d Titi [ 7 5 ]. T h e

E F R al g orit h m wit h n o nli n e ar diff er e nti al filt er s w a s s h o w n t o pr o vi d e n u m eri c al r e s ult s

t h at ar e m or e pr e ci s e i n l o c ali zi n g w h er e t h e e d d y vi s c o sit y i s n e e d e d a n d ar e o v er all m or e

a c c ur at e t h a n r e s ult s o bt ai n e d wit h S m a g ori n s k y-t y p e m o d el s w hil e f e at uri n g c o m p ar a bl e

c o m p ut ati o n al effi ci e n c y [ 6 0 – 6 3 ,7 0 ]. I n [5 8 ,5 9 ], t h e r e s ult s gi v e n b y t h e E F R al g orit h m f or

c ert ai n filt er c h oi c e s w er e s h o w n t o b e v er y a c c ur at e w h e n c o m p ar e d t o m e a s ur e m e nt s f or

c o m pl e x 3 D i n c o m pr e s si bl e fl o w pr o bl e m s.

2. 1. 2. T h e E F R M et h o d f o r t h e We a kl y C o m p r e s si bl e E ul e r E q u ati o n s

D e s pit e t h e e n c o u r a gi n g r e s ult s f o r i n c o m p r e s si bl e fl o w s, E F R al g o rit h m s h a v e b e e n

u s e d t o si m ul at e c o m p r e s si bl e fl o w s [ 5 1 ] o nl y r e c e ntl y. W hil e i d e a s si mil a r t o filt e r st a bi-

li z ati o n h a v e b e e n a p pli e d t o t h e E ul e r e q u ati o n s [7 6 – 7 9 ], it s f ull p ot e nti al f o r c o m p r e s si bl e

fl o w s r e m ai n s t o b e t a p p e d i nt o.

B el o w, w e a p pl y t h e E F R al g o rit h m (1 1 )– (1 3 ) t o t h e w e a kl y c o m p r e s si bl e E ul e r e q u a-

ti o n s i n t h e f o r m ul ati o n m o st u s e d i n t h e lit e r at u r e of at m o s p h e ri c si m ul ati o n s

( s e e, e. g, [8 0 – 8 2 ] a n d r ef e r e n c e s t h e r ei n). L et u s st at e s u c h a f o r m ul ati o n fi r st.

L et ρ b e t h e ai r d e n sit y, u t h e wi n d v el o cit y, p t h e at m o s p h e ri c p r e s s u r e, a n d θ t h e

p ot e nti al t e m p e r at u r e. Te m p e r at u r e θ i s a q u a ntit y of i nt e r e st i n m et e o r ol o g y a n d i s d e fi n e d

a s θ = T / π , w h e r e T i s t h e a b s ol ut e t e m p e r at u r e a n d π i s t h e E x n e r p r e s s u r e. Si n c e o n e

i s t y pi c all y i nt e r e st e d i n fl u ct u ati o n s of ρ a n d p wit h r e s p e ct t o a c o n st a nt (i n ti m e) a n d

h y d r o st ati c all y b al a n c e d b a c k g r o u n d st at e ρ 0 a n d p 0 , w e w rit e p = p 0 + p ′ a n d ρ = ρ 0 + ρ ′,

wit h ∇ p 0 + ρ 0 g k = 0 , w h e r e g i s t h e g r a vit ati o n al c o n st a nt a n d k i s t h e u nit v e ct o r ali g n e d
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wit h t h e v e rti c al a xi s z . S e e, e. g., [8 3 ] f o r m o r e d et ail s o n t hi s. T h e n, t h e c o n s e r v ati o n of

m a s s, m o m e nt u m, a n d p ot e nti al t e m p e r at u r e i n s p ati al d o m ai n Ω a n d o v e r a ti m e i nt e r v al

( 0, t f ] c a n b e w ritt e n a s

∂ ρ

∂ t
+ ∇ · ( ρ u ) = 0 i n Ω × ( 0, t f ], ( 3 1)

∂ ( ρ u )

∂ t
+ ∇ · ( ρ u ⊗ u ) + ∇ p ′ + ρ ′g k = f u i n Ω × ( 0, t f ]. ( 3 2)

∂ ( ρ θ )

∂ t
+ ∇ · ( ρ u θ ) = fθ i n Ω × ( 0, t f ], ( 3 3)

w h e r e f u a n d fθ a r e p o s si bl e f o r ci n g t e r m s. We cl o s e s y st e m (3 1 )– (3 3 ) wit h a t h e r m o d y n a m-

i c s e q u ati o n of st at e f o r p :

p = p g ρ R θ / p g
c p / c v , ( 3 4)

w h e r e p g = 1 0 5 P a i s a st a n d a r d p r e s s u r e, R i s t h e s p e ci fi c g a s c o n st a nt of d r y ai r, a n d c p

( r e s p e cti v el y, c v ) i s t h e s p e ci fi c h e at c a p a cit y at c o n st a nt p r e s s u r e ( r e s p e cti v el y, v ol u m e).

O b vi o u sl y, s y st e m (3 1 )– (3 4 ) h a v e t o b e s u p pl e m e nt e d wit h p r o p e r i niti al a n d b o u n d a r y

c o n diti o n s. H o w e v e r, w e d o n ot s p e cif y t h e m, a s t h e y w o ul d b e t r e at e d a s e x pl ai n e d i n

S e cti o n 2. 1. 1 . Ot h e r p e r s p e cti v e s o n t hi s a r e i n cl u d e d i n S e cti o n O p e n P r o bl e m s.

E F R al g o rit h m (1 1 )– (1 3 ), wit h filt e ri n g a s i n (1 6 ), a p pli e d t o p r o bl e m (3 1 )– (3 4 ) aft e r

ti m e di s c r eti z ati o n b y t h e b a c k w a r d E ul e r s c h e m e r e a d s a s f oll o w s:

- E v ol ve : fi n d d e n sit y ρ n + 1 , d e n sit y fl u ct u ati o n ρ ′,n + 1 , a n d i nt e r m e di at e v a ri a bl e s v n + 1 ,

q n + 1 , q ′,n + 1 , a n d β n + 1 s u c h t h at

ρ n + 1 − ρ n

∆ t
+ ∇ · ( ρ n + 1 v n + 1 ) = 0, ( 3 5)

ρ n + 1 v n + 1 − ρ n u n

∆ t
+ ∇ · ( ρ n + 1 v n + 1 ⊗ v n + 1 ) + ∇ q ′,n + 1 + ρ ′,n + 1 g ∇ ρ n + 1 = f n + 1

u , ( 3 6)

ρ n + 1 β n + 1 − ρ n θ n

∆ t
+ ∇ · ( ρ n + 1 v n + 1 β n + 1 ) = f n + 1

θ , ( 3 7)

q n + 1 = p g ρ n + 1 R β n + 1 / p g

c p / c v
, ( 3 8)

q n + 1 = p 0 + q ′,n + 1 , ( 3 9)

ρ n + 1 = ρ 0 + ρ ′,n + 1 . ( 4 0)

- Filter : fi n d filt e r e d v a ri a bl e s v n + 1 a n d β
n + 1

s u c h t h at

− ∇ · ( δ v ∇ ( v n + 1 ) ) + v n + 1 = v n + 1 , δ v = α 2 a ( v n + 1 ) , ( 4 1)

− ∇ · ( δ β ∇ ( β
n + 1

) ) + β
n + 1

= β n + 1 , δ β = α 2 a ( β n + 1 ) . ( 4 2)

- Rel a x : fi n d e n d- of- st e p u n + 1 , p n + 1 , p ′,n + 1 , a n d θ n + 1 s u c h t h at

u n + 1 = ( 1 − χ ) v n + 1 + χ v n + 1 , ( 4 3)

θ n + 1 = ( 1 − ξ ) β n + 1 + ξ β
n + 1

, ( 4 4)

p n + 1 = p g ρ n + 1 R θ n + 1 / p g

c p / c v
, ( 4 5)

p n + 1 = p 0 + p ′,n + 1 , ( 4 6)

wit h r el a x ati o n p a r a m et e r s χ , ξ ∈ [0, 1 ].

T hi s p arti c ul ar v er si o n of t h e E F R m et h o d f or c o m pr e s si bl e fl o w s w a s i ntr o d u c e d i n [ 5 1 ].

T h er ei n, t h e s a m e filt er w a s a p pli e d t o t h e i nt er m e di at e v el o cit y a n d i nt er m e di at e p ot e nti al

t e m p er at ur e. H o w e v er, diff er e nt v ari a bl e s h a v e diff er e nt p h y si c al pr o p erti e s a n d, t h u s,

diff er e nt t y p e s of filt eri n g m a y b e a b ett er c h oi c e.
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Si mil a r t o w h at w a s p e rf o r m e d f o r (2 3 ), o n e c a n m ulti pl y (4 1 ) b y ρ n + 1 / ∆ t t o o bt ai n a

St o k e s-li k e p r o bl e m:

ρ n + 1

∆ t
( v n + 1 − v n + 1 ) − ∇ · ( µ a ∇ v n + 1 ) = 0 , µ a = ρ n + 1 α 2

∆ t
a ( v n + 1 ) , ( 4 7)

w h e r e µ a i s di m e n si o n all y a d y n a mi c vi s c o sit y, i. e., a p r o p e r e d d y vi s c o sit y.

2. 1. 3. I n di c at o r F u n cti o n

O n c e t h e filt e r i s s el e ct e d, t h e s u c c e s s of t h e E F R al g o rit h m d e p e n d s o n t h e r eli a bilit y

of t h e i n di c at o r f u n cti o n. T hi s f u n cti o n s h o ul d t a k e v al u e s cl o s e t o z e r o w h e r e it s a r g u m e nt

(i. e., v el o cit y o r p ot e nti al t e m p e r at u r e) d o e s n ot n e e d r e g ul a ri z ati o n a n d cl o s e t o o n e w h e r e

t h e a r g u m e nt n e e d s t o b e r e g ul a ri z e d. Li n e a r filt e r s, w hi c h a r e e q ui v al e nt t o s etti n g

a ( v ) = 1, ( 4 8)

h a v e li mit e d ef fi c a c y, si n c e t h e y i nt r o d u c e t h e s a m e a m o u nt of r e g ul a ri z ati o n e v e r y w h e r e i n

t h e d o m ai n a n d li k el y l e a d t o o v e r diff u si o n. M u c h att e nti o n h a s b e e n d e v ot e d t o d e vi si n g

a c c u r at e i n di c at o r f u n cti o n s.

B ef o r e p r e s e nti n g a b ri ef s u r v e y of t h e i n di c at o r f u n cti o n s a v ail a bl e i n t h e lit e r at u r e,

w e r e m a r k t h at o n e c a n r e c o v e r a S m a g o ri n s k y-li k e m o d el f r o m t h e E F R al g o rit h m b y

t a ki n g t h e f oll o wi n g i n di c at o r f u n cti o n [8 4 ]:

a S ( v ) =
| ∇v |

∥ ∇ v ∥ ∞
. ( 4 9)

T hi s i n di c at o r f u n cti o n i s c o n v e ni e nt b e c a u s e of it s st r o n g m o n ot o ni cit y p r o p e rti e s.

H o w e v e r, it i s k n o w n t o i nt r o d u c e e x c e s si v e diff u si o n, j u st li k e (4 8 ). I n f a ct, n oti c e t h at a S

t a k e s l a r g e v al u e s i n t h e r e gi o n s of t h e d o m ai n wit h s h e a r fl o w, w hi c h i s n ot t u r b ul e nt.

B el o w, w e g r o u p i n di c at o r f u n cti o n s i nt o t w o c at e g o ri e s ( p h y si c al p h e n o m e n ol o g y-

b a s e d a n d m at h e m ati c s- b a s e d) a n d p r e s e nt t h ei r st r e n gt h s a n d li mit ati o n s.

P h y si c al P h e n o m e n ol o g y- B a s e d I n di c at o r F u n cti o n s

I n [6 2 ], t h e a ut h o r s p r o p o s e i n di c at o r f u n cti o n s b a s e d o n p h y si c al q u a ntiti e s t h at a r e

k n o w n t o v a ni s h f o r c o h e r e nt fl o w st r u ct u r e s, i. e., st r u ct u r e s t h at p e r si st i n t h ei r f o r m f o r

“l o n g ” p e ri o d s of ti m e. O n e of t h e m o st p o p ul a r m et h o d s t o i d e ntif y c o h e r e nt v o rti c e s i s t h e

Q c rit e ri o n [ 8 5 ], w hi c h cl a s si fi e s a s p e r si st e nt a n d c o h e r e nt v o rti c e s t h o s e r e gi o n s w h e r e

Q ( u , u ) =
1

2
( ∇ s u : ∇ s u − ϵ ( u ) : ϵ ( u ) ) > 0,

w h e r e ∇ s u i s t h e s pi n t e n s o r ( s k e w- s y m m et ri c p a rt of ∇ u ):

∇ s u = ∇ u − ϵ ( u ) =
1

2
( ∇ u − ∇ u T ) . ( 5 0)

It i s e a s y t o s e e t h at Q > 0 i n t h e r e gi o n s of t h e d o m ai n w h er e s pi n d o mi n at e s d ef or m a-

ti o n. A n i n di c at or i s o bt ai n e d b y r e s c ali n g Q ( u , u ) s o t h at t h e c o n diti o n Q ( u , u ) > 0 i m pli e s

a ( u ) ≃ 0, w hi c h m e a n s t h at r e g ul ari z ati o n i s n ot n e e d e d. A p o s si bilit y i s t h e f oll o wi n g:

a Q ( u ) =
1

2
−

1

π
a r ct a n ϵ − 1 Q ( u , u )

|Q ( u , u ) | + ϵ 2
,

w h e r e ϵ i s a p a r a m et e r i nt r o d u c e d t o a v oi d t h e d e n o mi n at o r v a ni s hi n g.

A s e c o n d i n di c at o r u s e s a n e d d y vi s c o sit y c o ef fi ci e nt f o r m ul a p r o p o s e d b y Vr e m a n [ 8 6 ]

t h at v a ni s h e s f o r 3 2 0 t y p e s of fl o w st r u ct u r e s k n o w n t o b e c o h e r e nt. T h e Vr e m a n- b a s e d

i n di c at o r f u n cti o n r e a d s

a V ( u ) =
B ( u )

| ∇u |4F
,
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w h e r e t h e s u bi n d e x F r ef e r s t o t h e F r o b e ni u s n o r m a n d B ( u ) i s d e fi n e d a s

B = β 1 1 β 2 2 − β 2
1 2 + β 1 1 β 3 3 − β 2

1 3 + β 2 2 β 3 3 − β 2
2 3 , β ij( u ) = ∑

m = 1, 2, 3

∂ u i

∂ x m

∂ u j

∂ x m
.

Si n c e 0 ≤ B ( u ) / | ∇u |4F ≤ 1, a V ( u ) ∈ [0, 1 ]. T h e Vr e m a n- b a s e d i n di c at o r f u n cti o n w a s

s h o w n t o b e s u c c e s sf ul i n [ 6 0 ].

A n ot h e r p h y si c s- b a s e d i n di c at o r f u n cti o n u s e s t h e r el ati v e h eli cit y d e n sit y R H , w hi c h

i s a l o c al q u a ntit y r el at e d t o t h e m a c r o s c o pi c h eli cit y H :

R H =
u · w

|u ||w |
, H =

1

|Ω | Ω
u · w d Ω ,

w h e r e w = ∇ × u d e n ot e s v o rti cit y. F r o m t h e N S E i n r ot ati o n al f o r m, it i s p o s si bl e t o s e e

t h at l o c al hi g h h eli cit y s u p p r e s s e s l o c al t u r b ul e nt di s si p ati o n c a u s e d b y t h e b r e a k d o w n of

e d di e s i nt o s m all e r o n e s. A h eli cit y- b a s e d i n di c at o r c a n b e c r e at e d b y e n s u ri n g t h at v al u e s

of R H n e a r o n e i m pl y a ( u ) ≃ 0, i. e.,

a H ( u ) = 1 −
u · w

|u ||w | + ϵ 2
,

w h e r e a g ai n ϵ i s a p a r a m et e r t h at p r e v e nt s t h e d e n o mi n at o r f r o m v a ni s hi n g.

N oti c e t h at ot h e r ( m o r e s el e cti v e) i n di c at o r f u n cti o n s c a n al s o b e o bt ai n e d b y t a ki n g

t h e g e o m et ri c a v e r a g e of t w o ( o r m o r e) i n di c at o r f u n cti o n s.

All t h e s e p h y si c al p h e n o m e n ol o g y- b a s e d i n di c at o r f u n cti o n s h a v e t h e a d v a nt a g e of

r e q ui ri n g o nl y al g e b r ai c o p e r ati o n s o n u a n d it s d e ri v ati v e s. H e n c e, t h ei r i m pl e m e nt ati o n

m a y b e q uit e st r ai g htf o r w a r d. H o w e v e r, t h e m aj o r d r a w b a c k i s t h at t h e y d o n ot all o w f o r a

ri g o r o u s c o n v e r g e n c e t h e o r y t o v e rif y t h e r o b u st n e s s of t h e a s s o ci at e d filt e ri n g m et h o d. T hi s

li mit ati o n i s o v e r c o m e b y t h e m at h e m ati c s- b a s e d ( r at h e r t h a n p h y si c s- b a s e d) i n di c at o r s

di s c u s s e d n e xt.

M at h e m ati c s- B a s e d I n di c at o r F u n cti o n s

I n o r d e r t o d e fi n e a cl a s s of m at h e m ati c s- b a s e d i n di c at o r f u n cti o n s, l et u s r e c all a b a si c

r e s ult a b o ut li n e a r filt e r s F , w hi c h a r e i n v e rti bl e, s elf- a dj oi nt, c o m p a ct o p e r at o r s f r o m a

Hil b e rt s p a c e V t o it s elf. F r o m t h e s p e ct r al t h e o r e m ( s e e, e. g., [6 5 ]), w e h a v e

F x =
∞

∑
i= 0

λ i⟨ x , e i⟩ e i, F − 1 y =
∞

∑
i= 0

1

λ i
⟨ y , e i⟩ e i,

w h e r e λ i a r e t h e ei g e n v al u e s of F a n d e i a r e t h e c o r r e s p o n di n g ei g e nf u n cti o n s, w hi c h f o r m

a n o rt h o n o r m al b a si s f o r V . Si n c e F i s c o m p a ct, it s ei g e n v al u e s a c c u m ul at e t o 0 a n d t h e

i n v e r s e o p e r at o r F − 1 i s u n b o u n d e d.

L et D b e a b o u n d e d, r e g ul a ri z e d a p p r o xi m ati o n of F − 1 , w h o s e a cti o n o n y i s gi v e n b y

D y =
∞

∑
i= 0

ϕ
1

λ i
⟨ y , e i⟩ e i

wit h

ϕ
1

λ i
≃






1

λ i
if i i s “ s m all ”,

0 if i i s “l a r g e ”.

T h e n, b y c o m p o si n g F a n d D , w e c a n o bt ai n a l o w- p a s s filt e r, s o t h at

∥ x − D F x ∥ i s
s m all if x i s “ s m o ot h ”,

l a r g e if x i s n ot “ s m o ot h ”,

w h e r e “ s m o ot h ” i s i nt e n d e d wit h r e s p e ct t o t h e ei g e nf u n cti o n of t h e o p e r at o r F . T hi s

m e a n s t h at x i s s m o ot h if ⟨ x , e i⟩ i s si g ni fi c a ntl y diff e r e nt f r o m z e r o o nl y f o r s m all v al u e s of
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i. T h e c o m p o siti o n of t h e t w o o p e r at o r s F a n d D c a n b e i nt e r p r et e d a s a l o w- p a s s filt e r.

T hi s m oti v at e s t h e d e fi niti o n of i n di c at o r f u n cti o n

a D ( u ) =
|u − D ( F ( u ) ) |

||u − D ( F ( u ) ) ||∞
. ( 5 1)

A w ell- st u di e d c h oi c e f o r t h e li n e a r filt e r F i n (5 1 ) i s t h e li n e a r H el m h olt z filt e r, i. e., (1 6 )

wit h δ c o n st a nt i n s p a c e a n d ti m e. L et u s d e n ot e it wit h F H . A p o p ul a r c h oi c e f o r D i s t h e

V a n Citt e rt d e c o n v ol uti o n o p e r at o r D N , d e fi n e d a s

D N =
N

∑
n = 0

( I − F ) n .

N ot e t h at t h e e v al u ati o n of a D wit h D = D N r e q ui r e s t h e a p pli c ati o n of t h e li n e a r filt e r

F a t ot al of N + 1 ti m e s. T hi s i s a n a r g u m e nt i n f a v o r of li miti n g t h e v al u e of N , si n c e l a r g e

N w o ul d i n c r e a s e t h e c o m p ut ati o n al c o st. A n ot h e r a r g u m e nt i s p r o vi d e d b y i nt e r p r eti n g

D N a s t h e N -t h it e r ati o n of a Ri c h a r d s o n s c h e m e t o s ol v e t h e filt e r p r o bl e m. S e e [5 9 ] f o r

m o r e d et ail s. I n p r a cti c e, o n e t a k e s N = 0, 1, c o r r e s p o n di n g t o D 0 = I a n d D 1 = 2 I − F ,

r e s p e cti v el y. F o r t h e s e c h oi c e s of N , t h e i n di c at o r f u n cti o n (5 1 ) b e c o m e s

a D 0
( u ) =

|u − F ( u ) |

m a x ( 1, ||u − F ( u ) ||∞ )
, a D 1

( u ) =
|u − 2 F ( u ) + F ( F ( u ) ) |

m a x ( 1, ||u − 2 F ( u ) + F ( F ( u ) ) ||∞ )
. ( 5 2)

I n di c at or f u n cti o n (5 1 ) wit h D = D N a n d F = F H , w hi c h w e will r ef er t o a s t h e

a p pr o xi m ate de c o n v ol uti o n ( A D) i n di c at or f u n cti o n, w a s pr o p o s e d i n [6 1 ]. H o w e v er, t h e i d e a

of u si n g v a n Citt ert a p pr o xi m at e d e c o n v ol uti o n i n fl ui d m o d el s t o i n cr e a s e a c c ur a c y i s w ell

e st a bli s h e d a n d h a s str o n g m at h e m ati c al f o u n d ati o n s [ 8 7 – 8 9 ]. It i s p o s si bl e t o pr o v e [8 9 ] t h at

ϕ − D N ( F H ( ϕ ) ) = ( − 1 ) N + 1 δ 2 N + 2 ∆ N + 1 F N + 1
H ϕ . ( 5 3)

F r o m t hi s, it f oll o w s t h at, i n d e e d, a D N
( u ) t a k e s v al u e s cl o s e t o z e r o i n t h e r e gi o n s of

t h e d o m ai n w h e r e u i s s m o ot h.

I n a d diti o n t o all o wi n g f o r ri g o r o u s m at h e m ati c al a n al y si s, t h e A D i n di c at o r f u n cti o n

h a s b e e n s h o w n t o b e m o r e s el e cti v e t h a n i n di c at o r a S ( ·) (4 9 ) i n i d e ntif yi n g t h e r e gi o n s of t h e

d o m ai n w h e r e diff u si o n i s n e e d e d f o r b ot h i n c o m p r e s si bl e [ 6 1 ] a n d c o m p r e s si bl e fl o w s [5 1 ].

H e n c e, t h e E F R al g o rit h m wit h i n di c at o r f u n cti o n a D ( ·) c o r r e ct s t h e o v e r diff u si vit y of a S ( ·) .
F o r i n c o m p r e s si bl e fl o w s, a D ( ·) h a s al s o b e e n s h o w n t o b e p a rti c ul a rl y a c c u r at e f o r r e ali sti c

3 D p r o bl e m s [ 8 ,5 8 ,5 9 ,6 4 ].

2. 2. M a c hi ne Le ar ni n g f or L E S

I n t hi s s e cti o n, w e b ri e fl y o utli n e s e v e r al m a c hi n e l e a r ni n g st r at e gi e s t h at h a v e b e e n

r e c e ntl y u s e d i n t h e c o n st r u cti o n of L E S m o d el s. W hil e n ot a s w ell d e v el o p e d a s cl a s si c al

L E S m o d el s, t h e m a c hi n e l e a r ni n g st r at e gi e s a r e a d y n a mi c r e s e a r c h a r e a, wit h a l ot of

p ot e nti al f o r L E S, r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g, a n d C F D i n g e n e r al. T h u s, i n t hi s s e cti o n, w e

o utli n e s e v e r al m a c hi n e l e a r ni n g a p p r o a c h e s u s e d i n L E S a n d r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g.

R e c e nt y e a r s h a v e s e e n a n e s c al ati n g i nt e r e st i n l e v e r a gi n g m a c hi n e l e a r ni n g t e c h-

ni q u e s f o r C F D, a s el u ci d at e d i n [ 3 ,9 0 ]. T hi s s u b s e cti o n i s d e v ot e d t o hi g hli g hti n g s o m e

o p p o rt u niti e s off e r e d b y m a c hi n e l e a r ni n g f o r L E S m o d eli n g, st a rti n g wit h a lit e r at u r e

r e vi e w. N ot e w o rt h y e n d e a v o r s wit hi n v a ri o u s r e s e a r c h g r o u p s h a v e d e m o n st r at e d t h e

f e a si bilit y of t r ai ni n g d e e p l e a r ni n g- b a s e d cl o s u r e m o d el s [2 3 ,9 1 – 9 3 ], w hil e ot h e r s h a v e f o-

c u s e d o n t h e a c q ui siti o n of cl o s u r e m o d el s t h r o u g h s y m b oli c r e g r e s si o n t e c h ni q u e s [ 9 4 – 9 6 ].

It i s i m p e r ati v e t o u n d e r s c o r e t h at a r el ati v el y u n d e r e x pl o r e d d o m ai n i s t h e i nt e g r ati o n

of bl e n di n g a n d cl a s si fi c ati o n m et h o d ol o gi e s, p a rti c ul a rl y utili zi n g i n di c at o r f u n cti o n s a s

p r e s e nt e d i n t h e p r e vi o u s s u b s e cti o n.

T h e r e i s a n e xi sti n g b o d y of k n o wl e d g e d et aili n g t h e ef fi c a c y of v a ri o u s cl o s u r e m o d el s

f o r s p e ci fi c t y p e s of fl o w s. F u rt h e r m o r e, c u r r e nt eff o rt s a r e m a r k e d b y a g r o wi n g e m p h a si s
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o n g e n e r ati n g e xt e n si v e t u r b ul e nt fl o w d at a s et s [ 9 7 ]. H o w e v e r, a c riti c al g a p r e m ai n s i n

e st a bli s hi n g c o m p r e h e n si v e m a p s b et w e e n u n d e rl yi n g p att e r n s a n d fl o w st r u ct u r e s, al o n g

wit h t h e i d e nti fi c ati o n of t h e b e st- s uit e d, v e ri fi e d, t e st e d, a n d m at h e m ati c all y a n al y z e d

cl o s u r e m o d el s. O n a m o r e g r a n ul a r l e v el, o n c e t r ai n e d, t h e s a m e m a p s c a n al s o b e u s e d t o

fi n d t h e m o st s uit a bl e filt e r s o r filt e ri n g p a r a m et e r s. T hi s a p p r o a c h all o w s t h e utili z ati o n

of i n di c at o r f u n cti o n s wit hi n c e rt ai n l at e nt s p a c e s t o a c c u r at el y i d e ntif y a l o w- p a s s filt e r

o r it s a s s o ci at e d s h a p e a n d p a r a m et e r s, w hi c h c a n t h e n b e a p pli e d t o m ai n st r e a m cl o s u r e

a p p r o a c h e s. I n e s s e n c e, m a c hi n e l e a r ni n g t o ol s c a n b e l e v e r a g e d n ot o nl y t o i d e ntif y a

filt e r b ut al s o t o b uil d a h y b ri d cl o s u r e m o d el at o p it. F u rt h e r m o r e, it i s i m p o rt a nt t o n ot e

t h at r ef e r e n c e s [9 8 ,9 9 ] d e m o n st r at e h o w a si n gl e h y p ot h e si s o r m a p c a n b e u s e d t o c r e at e

a si m pl e s el e cti o n m e c h a ni s m. T hi s m e c h a ni s m p r o v e s v al u a bl e f o r c h o o si n g b et w e e n

diff e r e nt st r u ct u r al a n d f u n cti o n al cl o s u r e s o r e v e n v a ri o u s n u m e ri c al m et h o d s.

A h y p ot h e si s s e g r e g ati o n c o n c e pt p r o p o s e d i n [ 9 8 ] u s e s f u n cti o n al a n d st r u ct u r al

cl o s u r e m o d el s a n d i n [ 9 9 ] t e st s u p wi n d a n d c e nt r al n u m e ri c al m et h o d s. T h e k e y i d e a i s t o

t r ai n a m o d ul a r n e u r al n et w o r k f o r st r u ct u r e i d e nti fi c ati o n of fli n e a n d u s e t h at m o d el t o

d e fi n e a n e x p e rt s y st e m t o a dj u st u n d e rl yi n g cl o s u r e m o d el s a n d n u m e ri c al a p p r o a c h e s i n

a w ei g ht e d m a n n e r t e m p o r all y o r s p ati all y o nli n e a s n e e d e d. A k e y a s p e ct i s t h e m o d ul a r

n at u r e of of fli n e – o nli n e s plit a p p r o a c h e s, w h e r e t h e s a m e t r ai n e d m o d el d e fi n e s filt e r

st r e n gt h s, r a dii, a n d s h a p e s f o r u s e i n a st r u ct u r al m o d el. S e e Fi g u r e 3 f o r a s c h e m ati c

r e p r e s e nt ati o n.

A pr etr ai n e d m o d el  
b a s e d o n  a  

h y p ot h e si s ( e. g.,
s m o ot h n e s s  
of fl o w fi el d)

A n e x p ert
s y st e m

M or e di s si p ati v e cl o s ur e m o d el

L e s s di s si p ati v e cl o s ur e m o d el

M or e di s si p ati v e n u m eri c al m et h o d

L e s s di s si p ati v e n u m eri c al m et h o d

Offli n e O nli n e

A pr etr ai n e d m o d el  
b a s e d o n  a  

h y p ot h e si s ( e. g.,
s m o ot h n e s s  
of fl o w fi el d)

A pr etr ai n e d m o d el  
b a s e d o n  a  

h y p ot h e si s ( e. g.,
s m o ot h n e s s  
of fl o w fi el d)

Fi g ur e 3. S c h e m ati c of t h e c o n c e pt p r o p o s e d i n [ 9 9 ].

We al s o a d v o c at e f o r t h e j u di ci o u s u s e of m a c hi n e l e a r ni n g t o ol s t o f a cilit at e t h e

g e n e r ati o n of di v e r s e m a p s wit hi n t h e l at e nt s p a c e [ 1 0 0 – 1 0 2 ]. S u c h l e a r n e d m a p s s e r v e a s

f o u n d ati o n al el e m e nt s f o r c o n st r u cti n g a n e x p e rt s y st e m c a p a bl e of di s c e r ni n g fl o w r e gi m e s

a n d t h ei r a s s o ci at e d cl o s u r e m o d el s f r o m a n a r r a y of e xi sti n g m o d el s. T hi s a p p r o a c h off e r s

a d e p a rt u r e f r o m t h e c o n v e nti o n al a p p r o a c h of r el yi n g p u r el y o n bl a c k- b o x cl o s u r e m o d el s

o r r e s o u r c e-i nt e n si v e s y m b oli c r e g r e s si o n p r a cti c e s.

B y h a r n e s si n g t h e p att e r n a n d st r u ct u r e r e c o g niti o n c a p a biliti e s i n h e r e nt i n m a c hi n e

l e a r ni n g, o n e c a n eff e cti v el y e m pl o y e xi sti n g st r u ct u r al o r f u n cti o n al cl o s u r e m o d el s i n a

d y n a mi c a n d a d a pti v e m a n n e r. F o r e x a m pl e, a n a p p r o a c h wit h t w o t y p e s of a rti fi ci al n e u r al

n et w o r k s f o r M L h a s b e e n p r o p o s e d [ 1 0 3 ]: a cl a s si fi e r t o i d e ntif y t h e c o nt ri b uti o n of e a c h

b uil di n g bl o c k i n t h e fl o w a n d a p r e di ct o r t o e sti m at e w all s h e a r st r e s s b y c o m bi ni n g t h e s e

b uil di n g- bl o c k fl o w s. S u c h a p p r o a c h e s wit h st r u ct u r e r e c o g niti o n c a p a biliti e s a r e p oi s e d

t o e n h a n c e t h e ef fi ci e n c y a n d a c c u r a c y of fl o w r e gi m e i d e nti fi c ati o n, t h e r e b y p r e s e nti n g

a c o m p elli n g alt e r n ati v e t o t r a diti o n al m et h o d ol o gi e s. T h e u s e of fl o w p h y si c s- b a s e d

i n di c at o r f u n cti o n s b ri n g s t h e a d diti o n al a d v a nt a g e of e x pl oiti n g e xi sti n g st r u ct u r al a n d

f u n cti o n al k n o wl e d g e i n a d y n a mi c a n d a d a pti v e f r a m e w o r k. We c o n cl u d e t hi s s e cti o n b y

r ef e r ri n g t o r e c e nt s u r v e y a rti cl e s t h at p r o vi d e f u rt h e r i n si g ht s i nt o m a c hi n e l e a r ni n g f o r

t u r b ul e n c e m o d eli n g [2 6 ,1 0 4 ].

3. A p pli c ati o n s of L E S f or F O M

I n t hi s s e cti o n, w e pr e s e nt s o m e of t h e a c hi e v e m e nt s of t h e L E S c o n c e pt s a n d m o d-

el s pr e s e nt e d i n S e cti o n 2 , s p e cifi c all y s p ati al filt eri n g, a p pr o xi m at e d e c o n v ol uti o n, a n d

t h e e v ol v e –filt er –r el a x str at e g y. We pr e s e nt t h e s e a c hi e v e m e nt s f or b ot h i n c o m pr e s si bl e fl o w s

( S e cti o n 3. 1 ) a n d c o m pr e s si bl e fl o w s ( S e cti o n 3. 2 ). We b eli e v e t h at pr e s e nti n g a p pli c ati o n s f or
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b ot h i n c o m pr e s si bl e a n d c o m pr e s si bl e fl o w s i s i m p ort a nt i n or d er t o d e m o n str at e t h at t h e s e

L E S c o n c e pt s a n d m o d el s ar e tr ul y u ni v er s al a n d ar e n ot r e stri ct e d t o p arti c ul ar cl a s s e s of fl o w s

or c o m p ut ati o n al s etti n g s. F urt h er m or e, b y s h o w c a si n g t h e a c hi e v e m e nt s of s p ati al filt eri n g,

a p pr o xi m at e d e c o n v ol uti o n, a n d t h e e v ol v e –filt er –r el a x str at e g y i n c h all e n gi n g a p pli c ati o n s

i n bi o m e di ci n e a n d w e at h er m o d eli n g, r at h er t h a n i n a c a d e mi c b e n c h m ar k s, w e al s o ill u str at e

t h e p ot e nti al t h at t h e s e c o n c e pt s a n d m o d el s h a v e i n r e d u c e d- or d er m o d eli n g.

3. 1. I n c o m pressi ble Fl o ws

T h e u s e of L E S m o d el s f o r i n c o m p r e s si bl e fl o w s c o v e r s a wi d e r a n g e of a p pli c ati o n s.

A m o n g t h e s e, w e w a nt t o m e nti o n h e r e bi o m e di c al a p pli c ati o n s, wit h p a rti c ul a r r ef e r e n c e

t o c o m p ut ati o n al h e m o d y n a mi c s. T hi s i s a fi el d of C F D t h at h a s p r o g r e s si v el y r e c ei v e d

m o r e att e nti o n wit h t h e a v ail a bilit y of p ati e nt- s p e ci fi c d at a a n d r eli a bl e m et h o d s of i m a g e

p r o c e s si n g- e n a bl e d n u m e ri c al m et h o d s f r o m t h e b e n c h m a r k t o t h e b e d si d e / o p e r ati n g

r o o m st a g e [ 1 0 5 ]. U si n g C F D i n t h e cli ni c al r o uti n e f o r t h e a s s e s s m e nt of c a r di o v a s c ul a r

di s e a s e s — a n d s o m eti m e s al s o f o r t h e pl a n ni n g of t h e r a p e uti c o pti o n s —i s n o w a d a y s a

c o n s oli d at e d p r a cti c e, wit h s o m e o ut st a n di n g e x a m pl e s i n v ol vi n g e nt r e p r e n e u ri al a cti vi-

ti e s [1 0 6 ,1 0 7 ]. T hi s ci r c u m st a n c e cl e a rl y r ai s e s s o m e s p e ci fi c c h all e n g e s t h at g o b e y o n d t h e

m at h e m ati c al m o d eli n g st a g e, i n v ol vi n g t h e ef fi ci e n c y r e q ui r e d b y cli ni c al ti m eli n e s a n d

q u alit y c e rti fi c ati o n / u n c e rt ai nt y q u a nti fi c ati o n.

I n g e n e r al, h u m a n bl o o d fl o w d o e s n ot f e at u r e a t u r b ul e nt r e gi m e i n m o st of t h e

v a s c ul a r di st ri ct s of i nt e r e st. H o w e v e r, i n s o m e c a s e s, hi g hl y di st u r b e d fl o w i s p o s si bl e

eit h e r f o r p h y si ol o gi c al r e a s o n s (li k e i n t h e a s c e n di n g a o rt a d u ri n g t h e s y st oli c p h a s e, w h e n

t h e a o rti c v al v e i s o p e n a n d t h e h e a rt p u m p s bl o o d i nt o t h e s y st e m) o r f o r p at h ol o gi c al

c o n diti o n s, li k e i n t h e p r e s e n c e of si g ni fi c a nt st e n o s e s. I n s o m e c a s e s, t u r b ul e n c e m a y

b e i n d u c e d b y d e vi c e s r e q ui r e d b y t h e r a p e uti c al o pti o n s. I n t hi s s e cti o n, w e f o c u s o n a n

a p pli c ati o n i n v ol vi n g a p at h ol o gi c al c o n diti o n c all e d t y p e B a o rti c di s s e cti o n ( A o D) b e c a u s e

it hi g hli g ht s t h e p r a cti c al u s ef ul n e s s of t h e E F R m et h o d i n a c o m pl e x r e al-lif e s etti n g a n d

t h e a s s o ci at e d c h all e n g e s.

3. 1. 1. C o m p ut ati o n al H e m o d y n a mi c s i n T y p e B A o rti c Di s s e cti o n s

A o D i s a p at h ol o g y c o n si sti n g of a s plitti n g of t h e n at u r al l u m e n of t h e d e s c e n di n g

a o rt a i nt o t w o s e p a r at e c h a n n el s: t r u e l u m e n a n d f al s e l u m e n — s e e Fi g u r e 4 . T hi s s plitti n g

m a y h a v e diff e r e nt r e a s o n s, i n cl u di n g t r a u m ati c o n e s, a n d r e p r e s e nt s a d a n g e r f o r t h e

p ati e nt: t h e ti s s u e of t h e t w o l u m e n s i s w e a k e r t h a n t h e p h y si ol o gi c al o n e, s o it m a y b r e a k,

c a u si n g lif e-t h r e at e ni n g h e m o r r h a g e s. Cli ni c all y, t h e r e i s a st r o n g i nt e r e st i n p r e di cti n g

t h e e v ol uti o n of t h e f al s e l u m e n i n ti m e, i n p a rti c ul a r w h et h e r it r e m ai n s st a bl e o r g r o w s,

t h e l att e r c o n diti o n b ei n g t h e m o st d a n g e r o u s f o r t h e p ati e nt. W hil e d r u g s a r e a n o pti o n

f o r a st a bl e f al s e l u m e n, s u r g e r y i s t h e u s u al c h oi c e f o r c a s e s i n w hi c h g r o wt h i s e x p e ct e d.

Si n c e s u r g e r y i s i n v a si v e, it s h o ul d b e c o n si d e r e d o nl y w h e n n e c e s s a r y.

C u r r e ntl y, d e ci si o n s a r e m a d e o nl y o n t h e g e o m et r y of t h e di s s e cti o n. T h e a d diti o n of

h e m o d y n a mi c s i nf o r m ati o n, i n p a rti c ul a r of q u a ntiti e s t h at a r e dif fi c ult o r i m p o s si bl e t o

m e a s u r e i n vi v o, i s a nti ci p at e d t o i m p r o v e si g ni fi c a ntl y t h e r eli a bilit y of t h e p r e di cti o n s [ 8 ].

I n p a rti c ul a r, t h e w all s h e a r st r e s s ( W S S), i. e., t h e t a n g e nti al c o m p o n e nt of t h e n o r m al st r e s s

at t h e w all, m a y pl a y a si g ni fi c a nt r ol e f o r p r o g n o sti c p u r p o s e s. It i s d e fi n e d a s

τ = 2 µ ϵ ( u ) · n − 2 µ ( n · ϵ ( u ) · n ) n o n Γ , ( 5 4)

w h e r e Γ i s a p o rti o n of ∂ Ω of i nt e r e st a n d n i s it s o ut w a r d n o r m al u nit v e ct o r. H e n c e, C F D

of a o rti c di s s e cti o n s m a y b e c o m e a c riti c al c o m p o n e nt i n t h e cli ni c al r o uti n e. H o w e v e r,

t h e c o m pl e xit y of p ati e nt- s p e ci fi c g e o m et ri e s a n d t h e hi g h c o n v e cti v e fi el d s i n d u c e d b y

t h e s m all e nt r y t e a r s b et w e e n t h e t r u e a n d t h e f al s e l u m e n ( s e e Fi g u r e 5 ) p o s e si g ni fi c a nt

c h all e n g e s. It i s i m p o rt a nt t o st r e s s t h at i n cli ni c al a p pli c ati o n s, t h e r e i s t h e n e e d t o r u n m a n y

p ati e nt- s p e ci fi c c a s e s, a s r e q ui r e d b y t h e c o n c e pt of c o m p uter- ai de d cli ni c al tri als ( C A C Ts),

t o o bt ai n st ati sti c all y si g ni fi c a nt d at a. T hi s m e a n s t h at b e y o n d a c c u r a c y, c o m p ut ati o n al

ef fi ci e n c y i s a c riti c al a s p e ct. I n t h e c a s e of A o D, a o n e- s h ot si m ul ati o n mi g ht b e p o s si bl e
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wit h D N S, b ut t h e c o m p ut ati o n al c o st i s n ot c o m p ati bl e wit h t h e l a r g e n u m b e r of p ati e nt s

r e q ui r e d b y C A C Ts. T h e t r a d e- off b et w e e n ef fi ci e n c y a n d a c c u r a c y — w h e r e a c c u r a c y h a s t o

b e i nt e n d e d i n t h e cli ni c al s e n s e, i. e., t h e q u a nti fi c ati o n of i n d e x e s t o e n a bl e c o r r e ct cli ni c al

d e ci si o n s —i s of p ri m a r y i m p o rt a n c e, a n d t h e E F R s c h e m e, i n t hi s c o nt e xt, s e e m s t o b e t h e

i d e al a p p r o a c h.

Fi g ur e 4. I m a g e s of a p ati e nt- s p e ci fi c A o D s h o wi n g t h e t r u e l u m e n a n d t h e f al s e l u m e n.

Fi g ur e 5. Si m ul ati o n i n a p ati e nt- s p e cifi c A o D. T o p l eft: pr e s s ur e. T o p ri g ht: v el o cit y (i n c m / s) i n t h e

d e s c e n di n g a ort a a n d at t h e e ntr a n c e of t h e f al s e l u m e n. T h e t w o b ott o m p a n el s o utli n e t h e c o m pl e xit y

of t h e fl o w i n d u c e d b y t h e e ntr y t e ar f or t h e v el o cit y ( l eft) a n d t h e w all s h e ar str e s s (ri g ht).

G e o m et r y

T h e g e o m etri e s of A o D m a y b e si g nifi c a ntl y di v er s e — s e e Fi g ur e 6 . T h e l o c ati o n of t h e

fir st t e ar c o n n e cti n g t h e tr u e a n d t h e f al s e l u m e n ( al s o k n o w n a s pri m al e ntr y t e ar — P E T ) h a s

a criti c al i m p ort a n c e. I n f a ct, cli ni c al g ui d eli n e s s u g g e st t h at t h e e v ol uti o n of t h e di s s e cti o n

d e p e n d s o n t h e di st a n c e b et w e e n t h e P E T a n d t h e l eft s u b cl a vi a n art er y. A s h ort di st a n c e

g e n er all y i n di c at e s t h e e v ol uti o n i nt o c o m pli c at e d cli ni c al c a s e s r e q uiri n g s ur g er y [ 1 0 8 ].

H o w e v er, t h er e ar e c a s e s wit h a di st al P E T e v ol vi n g i n c a s e s t o b e s ur gi c all y o p er at e d [ 8 ]. F or



Fl ui ds 2 0 2 4 , 9 , 1 7 8 1 7 of 5 4

c ert ai n sit e s of i nt er e st i n t h e c ar di o v a s c ul ar s y st e m ( e. g., t h e c or o n ar y art eri e s), t h e g e o m etr y

c a n b e g e n er all y t e m pl ati z e d, i. e., t h e p ati e nt- s p e cifi c a n at o m y c a n b e r e g ar d e d a s a m a p

or a mi n or m o difi c ati o n of a t e m pl at e g e o m etr y. I n A o D s, it i s v er y h ar d t o fi n d a r e ali sti c

t e m pl at e. W hil e AI- b a s e d m et h o d ol o gi e s c a n b e u s e d f or t h e s e g m e nt ati o n a n d r e c o n str u cti o n

of c or o n ari e s, at t hi s ti m e, t h e cl a s si c al l e v el- s et m et h o d i s t h e m et h o d of c h oi c e f or c o m pl e x

g e o m etri e s li k e A o D. I n f a ct, t h e l a c k of s uffi ci e ntl y l ar g e d at a s et s pr e v e nt s r eli a bl e tr ai ni n g of

d at a- b a s e d m et h o d ol o gi e s, li k e n e ur al n et w or k s. T h e g e o m etri e s pr e s e nt e d i n t hi s p a p er w er e

r e c o n str u ct e d wit h t h e V a s c ul ar M o d eli n g T o ol Kit [ 1 0 9 ], a fr e e, o p e n- s o ur c e t o ol b a s e d o n t h e

l e v el- s et m et h o d, u si n g i m a g e s fr o m c o m p ut er t o m o gr a p h y. T h e s e g m e nt ati o n w a s c arri e d o ut

b y a n e x p ert, tr ai n e d f or t h e i d e ntifi c ati o n of t h e t e ar s. T h e m e s h w a s s u c c e s si v el y o bt ai n e d

b y t h e N et G e n m e s h g e n er at or, wit h a n i n- h o m e P yt h o n s cri pt t o g ui d e t h e r efi n e m e nt of t h e

m e s h cl o s e t o t h e b o u n d ari e s (t h e s o- c all e d mes h b o u n d ar y l a yers ). T h e i ntr o d u cti o n of a m e s h

m or e r efi n e d cl o s e t o t h e b o u n d ar y i s a c o m m o n pr a cti c e i n bi o m e di c al a p pli c ati o n s w h e n e v er

o n e of t h e m ai n q u a ntiti e s of i nt er e st i s c o m p ut e d at t h e b o u n d ar y, li k e t h e W S S. T h e m e s h e s

w e d e e m e d t o b e a p pr o pri at e f or si m ul ati o n s of A o D wit h E F R t ur b ul e n c e m o d eli n g h a v e a

n u m b er of el e m e nt s i n t h e r a n g e 6 × 1 0 5 – 6 × 1 0 6 .

Fi g ur e 6. A n at o mi e s of s e v e r al A o D s, pi n p oi nti n g t h e di v e r sit y of t h e p o s si bl e m o r p h ol o gi e s.

G e o m et ri e s r e c o n st r u ct e d at E m o r y U ni v e r sit y wit h V a s c ul a r M o d eli n g T o ol Kit [ 1 1 0 ].

B o u n d a r y C o n diti o n s a n d B a c k fl o w s

T h e p ati e nt- s p e ci fi c d o m ai n Ω g e n e r all y f e at u r e s p h y si c al b o u n d a ri e s Γ w r e p r e s e nt e d

b y t h e a rt e ri al w all s a n d a rti fi ci al b o u n d a ri e s r e p r e s e nt e d b y t h e r e gi o n s w h e r e t h e bl o o d

e nt e r s ( Γ i n) a n d l e a v e s (Γ o ut ) t h e r e gi o n of i nt e r e st Ω . T h e a rt e ri al w all s i n cl u d e al s o t h e

fl o w di vi d e r s e p a r ati n g t h e t r u e a n d t h e f al s e l u m e n s. O n t h e w all, w e p o st ul at e t h e n o n sli p

c o n diti o n p r e s c ri bi n g t h e c o nti n uit y of t h e v el o cit y fi el d of t h e w all a n d t h e bl o o d. Si n c e

w e a s s u m e a ri gi d st r u ct u r e, t hi s l e a d s t o t h e h o m o g e n e o u s Di ri c hl et c o n diti o n

u = 0 , o n Γ w .

T h e r ol e of fl ui d – str u ct ur e i nt er a cti o n, i n p arti c ul ar at t h e fl a p s e p ar ati n g t h e t w o l u m e n s,

h a s r e c e ntl y attr a ct e d t h e att e nti o n of t h e bi o m e di c al e n gi n e eri n g c o m m u nit y [1 1 1 ,1 1 2 ]. We

c o n si d er e d ri gi d str u ct ur e s f or si m pli cit y. H o w e v er, n ot hi n g pr e v e nt s t h e e xt e n si o n of t h e

fr a m e w or k pr e s e nt e d h er e t o t h e c a s e of c o m pli a nt str u ct ur e s ( s e e, e. g., [1 1 3 ]).

W h e n c o n si d e ri n g t h e a rti fi ci al i n fl o w / o ut fl o w p o rti o n s of t h e b o u n d a ri e s, c o m p u-

t ati o n al h e m o d y n a mi c s a p pli e d t o cli ni c al p r o bl e m s g e n e r all y s uff e r s f r o m a l o n g-t e r m

c o n diti o n, s o m eti m e s c all e d t h e “ d ef e cti v e b o u n d a r y c o n diti o n s p r o bl e m ” [ 1 1 4 ] o r, i n t h e

s p e ci fi c c a s e of m e di c al a p pli c ati o n s, t h e “i m a g e-l e g a c y p r o bl e m ”. M e di c al d o ct o r s u s e d

t o k e e p t r a c k of i m a g e s b ut n ot of p o s si bl e h e m o d y n a mi c c o n diti o n s t o b e u s e d a s b o u n d-

a r y d at a. T hi s m e a n s t h at w e g e n e r all y h a v e p ati e nt- s p e ci fi c g e o m et ri c al d at a b ut wit h a

s u b st a nti al l a c k, if n ot a n a b s e n c e, of p ati e nt- s p e ci fi c b o u n d a r y c o n diti o n s. T o l e v e r a g e t h e

a b u n d a n c e of g e o m et ri c al d at a, m a n y diff e r e nt a p p r o a c h e s h a v e b e e n c o n si d e r e d i n t h e

lit e r at u r e t o fill t hi s g a p. St a n d a r d p r o c e d u r e s c o n si d e r ( a) lit e r at u r e- b a s e d d at a f o r fl o w

r at e s at t h e i n fl o w, wit h a n e m pi ri c al s el e cti o n of v el o cit y p r o fil e s fitti n g t h e s e d at a; a n d

( b) s p e ci al b o u n d a r y c o n diti o n s at t h e o ut fl o w, b a s e d o n a l u m p e d p a r a m et e r m o d eli n g of

t h e p e ri p h e r al ci r c ul ati o n. We b ri e fl y d et ail t h e s e c o n diti o n s h e r e aft e r.
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1. I n fl o w c o n diti o ns. T h e a v ail a bl e d at a m a y g e n e r all y r ef e r t o t h e fl o w r at e o r t o t h e

v el o cit y ( a s a f u n cti o n of ti m e) at o n e p oi nt of t h e i n fl o w. W hil e t hi s i s cl e a rl y n ot

e n o u g h a s a b o u n d a r y c o n diti o n, a p o p ul a r a n d p r a cti c al a p p r o a c h c o n si st s of a s s u m-

i n g a v el o cit y p r o fil e c o n st r u ct e d a r o u n d t h e a v ail a bl e d at a. F o r i n st a n c e, o n e c a n

a s s u m e a p a r a b oli c p r o fil e ( c o r r e s p o n di n g t o t h e w ell- k n o w n P oi s e uill e s ol uti o n) o r a

W o m e r sl e y p r o fil e ( c o r r e s p o n di n g t o t h e ti m e- d e p e n d e nt W o m e r sl e y s ol uti o n) [ 1 1 5 ]

t h at fit t h e a v ail a bl e fl o w r at e o r p oi nt wi s e v el o cit y. T hi s cl e a rl y i nt r o d u c e s a bi a s i n

t h e s ol uti o n si n c e t h e c h oi c e of t h e p r o fil e — e v e n if e d u c at e d —i s a r bit r a r y. T o miti g at e

t hi s a s p e ct, a n a rti fi ci al e xt e n si o n of t h e i n fl o w t r a ct i s a d d e d t o t h e c o m p ut ati o n al

d o m ai n, c all e d fl o w e xte nsi o n . A n a n al y si s of t h e e r r o r i nt r o d u c e d b y t hi s a p p r o a c h

c a n b e f o u n d i n [ 1 1 6 ]. M o r e s o p hi sti c at e d a n d m at h e m ati c all y s o u n d a p p r o a c h e s

w e r e i nt r o d u c e d wit h t h e i d e a of i d e ntif yi n g t h e b e st p r o fil e t h r o u g h a n o pti mi z ati o n

a p p r o a c h ( s e e [ 1 1 6 – 1 2 0 ]), y et t h e y r e q ui r e a n a d diti o n al c o m p ut ati o n al c o st ( a n d

n o n st a n d a r d s ol v e r s)). I n t h e si m ul ati o n c o n si d e r e d i n o u r w o r k o n A o D [ 8 ,1 2 1 ], w e

a s s u m e d fl o w r at e d at a p r o vi d e d b y t h e lit e r at u r e, wit h fl o w e xt e n si o n s at t h e i nl et

(t h e a s c e n di n g a o rt a) a n d t h e s el e cti o n of a c o n st a nt v el o cit y p r o fil e. A n a n al y si s of

t h e i m p a ct of i d e ali z e d v el o cit y p r o fil e s i n A o D si m ul ati o n s c a n b e f o u n d i n [1 2 2 ].

2. O ut fl o w C o n diti o ns . F o r o ut fl o w c o n diti o n s o n t h e p o rti o n of t h e d o m ai n d e n ot e d b y

Γ o ut , a c o m m o n a p p r o a c h i s t o c o m bi n e t h e 3 D m o d el b a s e d o n t h e i n c o m p r e s si bl e

N a vi e r – St o k e s E q u ati o n s (4 ) a n d (5 ) wit h s u r r o g at e — di m e n si o n all y r e d u c e d — m o d el s

r e p r e s e nti n g t h e d o w n st r e a m ci r c ul ati o n s, i n w h at h a s b e e n c all e d t h e ge o metri c all y

m ultis c ale a p pr o a c h [1 2 3 – 1 2 6 ]. It i s i m p o rt a nt t o st r e s s t h at i n t hi s p a rti c ul a r c a s e of

A o D, w e m a y h a v e s o m e o ut fl o w s e cti o n s r ef e r ri n g t o c oll at e r al v e s s el s li k e t h e r e n al

o r t h e m e s e nt e ri c a rt e ri e s w h e r e n ot o nl y d o w e l a c k p ati e nt- s p e ci fi c d at a b ut al s o it i s

h a r d t o fi n d d at a i n t h e lit e r at u r e. Yet, t h e i n cl u si o n of t h e r e n al fl o w i s c riti c al f o r a

r eli a bl e a s s e s s m e nt of t h e h e m o d y n a mi c s i n a n A o D. A p o p ul a r a p p r o a c h, i n t hi s c a s e,

i s t o r e s o rt t o t h e i nt r o d u cti o n of a l u m p e d p a r a m et e r m o d el c all e d t h r e e- el e m e nt

Wi n d k e s s el ( Wi n d k e s s el w a s a d e vi c e u s e d b y fi r e fi g ht e r s t o p u m p w at e r f r o m a

r e s e r v oi r, c o n v e rti n g a p e ri o di c a cti o n i nt o a q u a si- st e a d y fl o w, w hi c h i s e x a ctl y w h at

h a p p e n s i n t h e p e ri p h e r al ci r c ul ati o n, w h e r e t h e p ul s atil e a o rti c fl o w i s e v e nt u all y

c o n v e rt e d i nt o a st e a d y fl o w i n t h e c a pill a ri e s [ 1 2 7 ]), r e p r e s e nti n g t h e d o w n st r e a m

ci r c ul ati o n at e a c h o ut fl o w b o u n d a r y ( s e e, e. g., [ 1 2 7 ]). T hi s a p p r o a c h l e a d s t o t h e

p r e s c ri pti o n of a t r a cti o n c o n diti o n of t h e f o r m

p n − µ ( ∇ u + ∇ T u ) · n = P w k n , o n Γ o ut , ( 5 5)

w h e r e P w k i s a f u n cti o n of ti m e d e fi n e d a s

P w k ( t) = R 1 Q ( t) + e
− t

R 2 C ( P w k ( 0 ) − R 1 Q ( 0 ) ) +
t

0

e
τ − t
R 2 C

C
Q ( τ ) d τ .

H e r e, Q ( t) = Γ o ut
u · n d γ ( t) , a n d R 1 , R 2 , a n d C a r e p a r a m et e r s r e p r e s e nti n g t h e

p r o xi m al a n d di st al fl o w r e si st a n c e s a n d t h e c o m pli a n c e, r e s p e cti v el y, of t h e d o w n-

st r e a m v a s c ul a r di st ri ct. T h e c o n diti o n (5 5 ) t u r n s o ut t o b e a s o rt of “ R o bi n ” c o n diti o n

( s e e R e m a r k 1 ) f o r t h e N S E s, mi xi n g v al u e s of v el o cit y a n d p r e s s u r e, a s t h e r e s ult of

t h e m ulti s c al e c o u pli n g b et w e e n t h e N S E s a n d t h e Wi n d k e s s el m o d el. E a c h o ut fl o w

s e cti o n f e at u r e s it s o w n s et of p a r a m et e r s R 1 , R 2 , a n d C . T h e c ali b r ati o n of t h e s e

p a r a m et e r s i s u s u all y p e rf o r m e d wit h a c o m bi n ati o n of p ati e nt- s p e ci fi c /lit e r at u r e

d at a wit h s o m e e m pi ri c al c rit e ri a ( s e e, e. g., [ 1 2 8 ,1 2 9 ]). Alt h o u g h c riti c al, t hi s st e p i s

n ot c e nt r al t o t h e t o pi c s of t hi s p a p e r a n d w a s m e nti o n e d o nl y f o r c o m pl et e n e s s.

It i s w o rt h p oi nti n g o ut t h at i n a o rti c si m ul ati o n s, a n u m e ri c al i n st a bilit y m a y o c c u r

o n t h e b o u n d a r y Γ o ut w h e r e t r a cti o n c o n diti o n s, li k e (5 5 ), a r e p r e s c ri b e d. T hi s ci r c u m st a n c e

g o e s u n d e r t h e n a m e of “ b a c k fl o w i n st a bilit y, ” a n d it i s r el at e d t o a l a c k of e n e r g y c o nt r ol

i n t h e s ol uti o n w h e n a si g ni fi c a nt a m o u nt of fl ui d e nt e r s t h r o u g h Γ o ut . I n d et ail, w h e n

c o m p uti n g t h e e n e r g y of t h e fl ui d, t h e b o u n d e d n e s s of t h e N a vi e r – St o k e s s ol uti o n c a n b e

p r o v e d u n d e r t h e c o n diti o n t h at
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Γ o ut

ρ |u |2 u · n d γ ≥ 0. ( 5 6)

U nf o rt u n at el y, t h e o c c u r r e n c e of i n c o mi n g fl o w (t h at at o ut fl o w s e cti o n s w e c a n c all

b a c k fl o ws ) s u c h t h at u · n < 0 m a y i m p ai r t h e c o nt r ol o n t h e b o u n d e d n e s s of t h e d at a,

e v e nt u all y l e a di n g t o t h e s o- c all e d b a c k fl o w i nst a bilities [1 3 0 ]. O n t h e ot h e r h a n d, b a c k fl o w s

a r e p h y si ol o gi c al i n t h e a o rti c ci r c ul ati o n. T h e n u m e ri c al t r e at m e nt of t hi s p r o bl e m h a s b e e n

di s c u s s e d i n s e v e r al c o nt ri b uti o n s, s e e, e. g., [ 1 3 0 – 1 3 5 ]. A n at u r al, si m pl e a p p r o a c h i n t h e

s p e ci fi c c a s e of Wi n d k e s s el c o n diti o n s (5 5 ) c o n si st s of a rti fi ci all y i n c r e a si n g t h e p r o xi m al

r e si st a n c e R 1 , a s t hi s r e s ult s i n d a m pi n g t h e i m p a ct of t h e b a c k fl o w o n t h e e n e r g y b al a n c e.

A s w e will s e e b el o w, w h e n u si n g L E S- E F R m o d el s, t hi s t u r n e d o ut t o b e u n n e c e s s a r y.

E F R i n A cti o n

T h e o c c u r r e n c e of hi g hl y di st u r b e d fl o w i n t h e h u m a n a s c e n di n g a o rt a i s t h e c o n s e-

q u e n c e of t h e hi g h i nl et v el o cit y at t h e a o rti c v al v e [ 1 3 6 ]. H o w e v e r, t h e alt e r n ati o n of f a st

a n d sl o w t r a n si e nt s a s s o ci at e d wit h t h e diff e r e nt p h a s e s of t h e h e a rt b e at ( “ s y st ol e ” w h e n

t h e a o rti c v al v e i s o p e n, “ di a st ol e ” w h e n it i s cl o s e d) g e n e r all y p r e v e nt s t h e t r a n siti o n t o

t u r b ul e n c e i n p h y si ol o gi c al c a s e s. N o n et h el e s s, i n t h e p r e s e n c e of s m all t e a r s w h e r e t h e

bl o o d i s st r o n gl y a c c el e r at e d, w e m a y h a v e t h e t r a n siti o n t o t u r b ul e n c e. S o m e st u di e s o n

A o D r e p o rt p e a k R e y n ol d s n u m b e r s e x c e e di n g 1 0, 0 0 0 [ 1 3 7 ] a n d c o n si d e r k − ω m o d eli n g

f o r t h e t u r b ul e n c e. Ot h e r st u di e s [1 3 8 ] fi n d p e a k R e y n ol d s n u m b e r s b el o w 5 0 0 0 a n d c o n-

si d e r l a mi n a r fl o w a p p r o p ri at e. T hi s i s a c o n s e q u e n c e of t h e f a ct t h at i n c o m p ut ati o n al

h e m o d y n a mi c s, t h e p ati e nt- s p e ci fi c di v e r sit y a n d t h e hi g h l e v el of u n c e rt ai nt y m a y l e a d t o

diff e r e nt fi n di n g s. A s w e m e nti o n e d e a rli e r, C A C Ts r e q ui r e si m ul ati o n s f o r a r e a s o n a bl y

l a r g e n u m b e r of p ati e nt s. H e n c e, c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y i s a c rit e ri o n of p a r a m o u nt

r el e v a n c e, a s i s t h e c a p a bilit y t o c a pt u r e t r a n siti o n al a n d t u r b ul e nt r e gi m e s. T h e u s e of

L E S m o d eli n g, a n d i n p a rti c ul a r E F R, n ot o nl y i s a p p r o p ri at e f o r t h e e x p e ct e d R e y n ol d s

n u m b e r s b ut al s o all o w s f o r a si g ni fi c a nt r e d u cti o n of t h e c o m p ut ati o n al c o st s b e c a u s e it

e n a bl e s t h e u s e of c o a r s e m e s h e s t h at d o n ot n e c e s s a ril y s ol v e all t h e si g ni fi c a nt s c al e s.

I n [8 ], w e c o m p ar e d a D N S f or a p ati e nt- s p e cifi c c a s e wit h a m e s h wit h 1, 0 6 3, 0 0 0 el e-

m e nt s v s. a n E F R si m ul ati o n wit h a m e s h wit h 6 5 4, 0 0 0 el e m e nt s. S p a c e di s cr eti z ati o n w a s

p erf or m e d wit h cl a s si c al T a yl or – H o o d i nf – s u p c o m p ati bl e fi nit e el e m e nt s wit hi n t h e C + +

li br ar y Lif e V [1 3 9 ]. T h e r e s ult s o bt ai n e d w er e si mil ar a n d e q ui v al e nt fr o m t h e cli ni c al p oi nt of

vi e w. T h e r e d u cti o n of t h e c o m p ut ati o n al ti m e, h o w e v er, w a s si g nifi c a nt ( ar o u n d 8 0 %).

F o r t h e Di ri c hl et c o n diti o n s o n t h e w all a n d at t h e i n fl o w, w e u s e d t h e c o n diti o n s f o r

v a n d v , a s s p e ci fi e d i n S e cti o n 2. 1. 1 . F o r t h e Wi n d k e s s el c o n diti o n s (5 5 ), aft e r t h e ti m e

di s c r eti z ati o n, w e h a v e t w o o pti o n s:

1. I m pli cit, i. e., w e a ct u all y e v al u at e Q n + 1 = Γ o ut
u n + 1 · n d γ s o t h at w e r e s o rt t o R o bi n

b o u n d a r y c o n diti o n s si mil a r t o t h e o n e s di s c u s s e d i n R e m a r k 1 ;

2. E x pli cit , i. e., w e u s e a ti m e e xt r a p ol ati o n of t h e v el o cit y c o n si st e nt wit h t h e ti m e-

di s c r eti z ati o n a c c u r a c y. F o r a fi r st- o r d e r ti m e a d v a n ci n g, f o r i n st a n c e, o n e h a s

Q n + 1 ≈ Γ o ut
u n · n d γ , l e a di n g t o cl a s si c al t r a cti o n ( N e u m a n n) c o n diti o n s.

I n t h e f o r m e r c a s e, f o r t h e filt e r e d v el o cit y, w e f oll o w t h e st r at e g y i n di c at e d i n R e m a r k 1 ,

a n d i n t h e l att e r o n e, w e a d o pt t h e h o m o g e n e o u s N e u m a n n c o n diti o n s s p e ci fi e d i n ( 2 6 ).

Filt e r R a di u s a n d R el a x ati o n P a r a m et e r

T h e s el e cti o n of t h e p a r a m et e r s α ( r a di u s) a n d χ ( r el a x ati o n) i s o b vi o u sl y c riti c al a n d

still a n o p e n p r o bl e m. I d e all y, o n e w o ul d li k e t o h a v e a n a ut o m ati c s el e cti o n of t h e s e

p a r a m et e r s. T hi s c all s f o r t h e i d e nti fi c ati o n of g e n e r al c rit e ri a t o b e a p pli e d t o t h e s p e ci fi c

c a s e of i nt e r e st. I n t h e c a s e of A o D, w e i d e nti fi e d m a n y diff e r e nt g e o m et ri c al a n d fl ui d

d y n a mi c c o n diti o n s t h at m a k e t h e a p pli c ati o n of g e n e r al c rit e ri a q uit e p r o bl e m ati c. Wit h

e xt e n si v e e x p e ri e n c e i n diff e r e nt c a s e s, w e i d e nti fi e d s o m e b a si c p ri n ci pl e s a n d h e u ri sti c

c rit e ri a ( s e e [ 5 9 ,1 1 0 ,1 2 1 ]).

T h e r a di u s α i s c ali b r at e d t o b e r el at e d t o t h e m e s h si z e h . H o w e v e r, w e f o u n d t h at

s etti n g α = h m a x , i. e., t h e m a xi m u m si z e of t h e el e m e nt s of t h e fi nit e el e m e nt m e s h, m a y
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g e n e r at e u n n e c e s s a r y di s si p ati o n. We d e ci d e d t o s et α = h mi n ( s m all e st e d g e s of el e m e nt s

i n t h e m e s h) t o c o n fi n e t h e eff e ct s of t h e diff u si o n i nt r o d u c e d b y t h e E F R m et h o d.

W h e n s el e cti n g α p r o p o rti o n al t o t h e m e s h si z e, a c o n si st e n c y a r g u m e nt f o r t h e n u m e r-

i c al E F R s ol uti o n wit h t h e o ri gi n al e q u ati o n s s u g g e st s w e t a k e χ ∝ ∆ t [5 9 ]. I n p a rti c ul a r, it

h a s b e e n o b s e r v e d t h at if w e s et

χ =
µ ∆ t

c 0 ρ η α 2
m a x ( h − η , 0) , ( 5 7)

w e o bt ai n t h at t h e vi s c o u s t e r m of t h e E F R m o d el i s c o m p a r a bl e t o t h e vi s c o u s t e r m i n a

st a n d a r d N S s ol v e r w h e n t h e m e s h si z e i s t h e K ol m o g o r o v s c al e η .

W hil e t hi s a p p r o a c h t o s et χ i s t h e o r eti c all y i nt ri g ui n g, i n t h e c a s e of A o D w e n e e d

t o c o n si d e r t h e a d diti o n al p r o bl e m of b a c k fl o w i n st a biliti e s. T h e f oll o wi n g r e s ult w a s

p r o v e n [ 1 2 1 ]:

T h e or e m 1. If t he d at a of t he pr o ble m are re g ul ar e n o u g h, ass u mi n g h o m o ge ne o us b o u n d ar y d at a,

f or χ → 1 − a n d a s uit a ble c h oi ce of t he r a di us α , t he n

∥ u n ∥ L 2 ≤ ∥ u 0 ∥ L 2 .

T hi s t h e o r e m h a s a n i m p o rt a nt c o n s e q u e n c e: t h e e n e r g y of t h e s y st e m, e v e n i n t h e

p r e s e n c e of b a c k fl o w s, d e c r e a s e s si n c e t h e diff u si v e t e r m i nt r o d u c e d b y t h e E F R s c h e m e

c o nt r ol s t h e t e r m (5 6 ) r e s p o n si bl e f o r t h e i n st a bilit y. I n o r d e r t o p r e v e nt b a c k fl o w i n st a bili-

ti e s, t h e c ali b r ati o n of χ b a s e d o n (5 7 ) n e e d s t o b e a dj u st e d. T hi s i s ill u st r at e d i n T a bl e 1 ,

r ef e r ri n g t o a g e o m et r y d e si g n e d t o t ri g g e r b a c k fl o w s ( a d o m ai n r e p r e s e nt e d b y a p o rti o n

of a t o r u s wit h a d e c r e a si n g r a di u s).

Ta bl e 1. Mi ni m al v al u e of t h e r el a x ati o n p a r a m et e r t h at p r e v e nt s b a c k fl o w s f o r diff e r e nt v al u e s of

t h e r a di u s a n d t h e ti m e st e p f o r t w o m e s h e s wit h t w o diff e r e nt r e fi n e m e nt s, c o a r s e ( C) a n d fi n e ( F).

S e e [ 1 2 1 ] f o r m o r e d et ail s.

α = h mi n α = 0. 9

M e s h C F M e s h C F

∆ t =
0. 0 1
0. 0 0 5

0. 0 7
0. 0 4

0. 0 8
0. 0 6

∆ t =
0. 0 1
0. 0 0 5

0. 0 6
0. 0 4

0. 0 6
0. 0 5

I n g e n e r al, a l a r g e r α all o w s f o r a s m all e r χ a n d vi c e v e r s a. H o w e v e r, t h e st a bili z ati o n

of b a c k fl o w s i s o bt ai n e d f o r v al u e s of t h e r el a x ati o n p a r a m et e r i n d e p e n d e nt of α a n d wit h

a s u bli n e a r d e p e n d e n c e o n t h e ti m e st e p.

A s p e ci fi c s e n siti vit y a n al y si s t o el u ci d at e t h e i m p a ct of t h e v al u e of α o n t h e si m ul ati o n

i s r e p o rt e d b el o w.

R e s ult s

Wit h t h e m et h o d d e s c ri b e d a b o v e, w e si m ul at e d a n u m b e r of p ati e nt s i n s e a r c h of

p o s si bl e h e m o d y n a mi c s p r e di ct o r s t h at c o ul d i m p r o v e t h e cli ni c al g ui d eli n e s t o di a g n o s e

t h e e v ol uti o n of t h e di s s e cti o n. T hi s w o r k, still i n p r o g r e s s [1 4 0 ], i s i n c oll a b o r ati o n wit h

t h e D e p a rt m e nt of S u r g e r y at E m o r y U ni v e r sit y ( D r. B. L e s h n o w e r). W hil e t h e bi o m e di c al

i m pli c ati o n s of o u r r e s ult s a r e n ot t h e f o c u s of t hi s p a p e r, w e s u m m a ri z e h e r e s o m e m aj o r

fi n di n g s a s e vi d e n c e of t h e p r a cti c al s u c c e s s of t h e E F R m et h o d ol o g y. I n [ 8 ], w e c o n si d e r e d

a l o n git u di n al st u d y of a p ati e nt p r e s e nt e d at E m o r y U ni v e r sit y i n 2 0 0 6 a n d f oll o w e d f o r

s e v e r al y e a r s. I m a gi n g i n 2 0 1 0 e vi d e n c e d a si g ni fi c a nt g r o wt h of t h e f al s e l u m e n, e v e n

t h o u g h t h e P E T w a s di st al. We c o- r e gi st e r e d t h e i m a g e s i n 2 0 0 6 a n d 2 0 1 0 t o q u a ntif y t h e

f al s e l u m e n g r o wt h a n d c o r r el at e t hi s g r o wt h wit h t h e h e m o d y n a mi c s c o m p ut e d wit h o u r

m et h o d i n t h e 2 0 0 6 g e o m et r y. T h e r e s ult s p oi nt e d o ut a p ot e nti al r ol e of t h e ti m e- a v e r a g e d

W S S ( T A W S S) d e fi n e d a s
T A W S S ≡

1

T

T

0
τ ( t) dt ,
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w h e r e T i s t h e h e a rt b e at d u r ati o n. T h e g r o wt h i s p r o p o rti o n al t o t h e T A W S S, b ut o nl y

b el o w a c e rt ai n t h r e s h ol d. Ot h e r h e m o d y n a mi c i n d e x e s w e r e f o u n d t o b e c o r r el at e d wit h

t h e p o s si bl e t h r o m b oti c a cti vit y l e a di n g t o a l o c al s h ri n ki n g of t h e f al s e l u m e n ( s e e [1 1 0 ] f o r

m o r e d et ail s). Aft e r a n al y zi n g s e v e r al m o r e p ati e nt s wit h b ot h g r o wt h a n d n o g r o wt h, w e

a r e n o w f o c u si n g o n t h e diff e r e n c e b et w e e n t h e T A W S S i n t h e f al s e a n d t r u e l u m e n s a s a

p ot e nti al p r e di ct o r of p at h ol o g y e v ol uti o n. S e e Fi g u r e 7 .

Fi g ur e 7. E F R si m ul ati o n of t h e h e m o d y n a mi c s i n a p ati e nt- s p e ci fi c A o D: T A W S S i n diff e r e nt r e gi o n s

of t h e f al s e l u m e n.

S e n siti vit y A n al y si s f o r t h e Filt e ri n g R a di u s

S e n siti vit y a n al y si s c a n b e c a r ri e d o ut i n diff e r e nt w a y s. A p o s si bl e a p p r o a c h i s a n

e x p e ri m e nt al, y et e d u c at e d, s a m pli n g of t h e s ol uti o n f o r diff e r e nt v al u e s of t h e p a r a m et e r s.

I n g e n e r al, t hi s r e q ui r e s s e v e r al s a m pli n g s, w hi c h, i n o u r c a s e, m e a n s r u n ni n g t h e si m ul ati o n

f o r s e v e r al v al u e s of α .

L o c al s e n siti vit y a n al y si s c o n si st s of q u a ntif yi n g t h e d e p e n d e n c e of t h e s ol uti o n o n

a p a r a m et e r b y c o m p uti n g t h e c o r r e s p o n di n g ( G at e a u x) d e ri v ati v e s. T h e s e a r e t h e s o-

c all e d se nsiti vities . T h e n u m e ri c al s ol uti o n of t h e s e e q u ati o n s f o r a p a rti c ul a r v al u e of t h e

p a r a m et e r all o w s u s t o d et e r mi n e i n w h at p a rt s of t h e c o m p ut ati o n al d o m ai n t h e s ol uti o n

i s m o r e s e n siti v e t o s u c h a p a r a m et e r. T hi s i s a l o c al a n al y si s si n c e it a p pli e s t o a p a rti c ul a r

v al u e of t h e p a r a m et e r. A c o m pl et e d e ri v ati o n of t h e s e n siti vit y e q u ati o n s t o t h e r a di u s α

f o r L e r a y li n e a r a n d n o nli n e a r s p ati al filt e ri n g p r o bl e m s wit h A D i n di c at o r f u n cti o n s (4 8 )

a n d a D 0
c a n b e f o u n d i n [ 1 4 1 ].

T h e r e s ult s i n [ 1 4 1 ] s h o w t h at t h e v el o cit y s e n siti vit y c a n b e a r eli a bl e p r e di ct o r of t h e

r e gi o n s i n t h e d o m ai n wit h hi g h s e n siti vit y t o a s p e ci fi c p a r a m et e r v al u e. I n si m ul ati n g t h e

fl o w p a st a n o b st a cl e, f o r i n st a n c e, t h e o v e r diff u si v e eff e ct s i m m e di at el y p a st t h e o b st a cl e

d u e t o a n e x c e s si v el y l a r g e v al u e of α a r e c o r r e ctl y i d e nti fi e d b y t h e v el o cit y s e n siti vit y.

T hi s l e a d s t o a p o s si bl e “ a d a pti v e ” al g o rit h m f o r t h e c ali b r ati o n of t h e r a di u s. D e n oti n g b y

s u ≡
∂ u

∂ α
a n d b y s p ≡

∂ p

∂ α
t h e s e n siti viti e s of v el o cit y a n d p r e s s u r e, o n e c o ul d s ol v e t h e L E S

m o d el a n d t h e s e n siti vit y e q u ati o n s wit h a “l a r g e ” v al u e α 0 of t h e r a di u s t o att ai n st a bilit y

a n d t h e n r e fi n e t h e s ol uti o n wit h a T a yl o r e x p a n si o n

u ( α ) ≈ u ( α 0 ) + s u ( α 0 ) ( α − α 0 ) , p ( α ) ≈ p ( α 0 ) + s p ( α 0 ) ( α − α 0 ) , ( 5 8)

wit h α < α 0 . I n t h e s a m e p a p e r, t h e s e n siti vit y of t h e s ol uti o n t o a s c h e m e wit h (4 8 ) i s

d e m o n st r at e d t o b e si g ni fi c a ntl y hi g h e r t h a n wit h t h e n o nli n e a r A D filt e r, p oi nti n g o ut t h e

s u p e ri o rit y of t h e l att e r.

F o r s p e ci fi c c a r di o v a s c ul a r a p pli c ati o n s, a gl o b al s e n siti vit y a n al y si s w a s

p e rf o r m e d t o o [ 1 4 2 ]. T h e p u r p o s e of t hi s a n al y si s i s t o u n d e r st a n d w h at i n p ut s aff e ct

t h e s ol uti o n t h e m o st. T h e i n p ut s a r e r e g a r d e d a s st o c h a sti c p r o c e s s e s. Q u a ntiti e s of i nt e r e st

o bt ai n e d f r o m t h e n u m e ri c al s ol uti o n of t h e h e m o d y n a mi c s t h r o u g h o u r E F R m et h o d a r e
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c o n s e q u e ntl y r e g a r d e d a s st o c h a sti c p r o c e s s e s t o o. T h e s e n siti vit y t o t h e diff e r e nt i n p ut s

i s q u a nti fi e d i n t e r m s of t h e v a ri a n c e of t h e o ut p ut s a s a f u n cti o n of t h e i n p ut v a ri a n c e s.

I n [8 ], t h r e e i n p ut s w e r e c o n si d e r e d: t h e g e o m et r y of t h e d o m ai n, t h e i n fl o w r at e, a n d t h e

r a di u s α . F o r e a c h of t h e s e v a ri a bl e s, a p r o b a bili sti c di st ri b uti o n w a s p o st ul at e d. F o r t h e

r a di u s, a G a u s si a n di st ri b uti o n wit h a v e r a g e h mi n a n d v a ri a n c e 0. 2 5 h 2
mi n w a s d e e m e d t o b e

a c o r r e ct d e s c ri pti o n of t h e r a n g e of i nt e r e st f o r α . T h e u n c e rt ai nt y i n t h e g e o m et r y c o m e s

f r o m t h e n oi s e i n t h e i m a g e s a n d t h e c o n s e q u e nt e r r o r s i n t h e p ati e nt- s p e ci fi c r e c o n st r u c-

ti o n. T w o c a s e s w e r e c o n si d e r e d: (i) a n i d e ali z e d a o rti c a r c h, w h e r e t h e u n c e rt ai nt y r eli e s

o n t h e g e o m et ri c al p a r a m et e r s of t h e i d e al g e o m et r y; (ii) a p ati e nt- s p e ci fi c c a s e, w h e r e

t h e g e o m et r y w a s r e c o n st r u ct e d i n a ti m e r a n g e of 6 y e a r s. I n c a s e (ii), aft e r a n i m a g e

r e gi st r ati o n p r o c e d u r e, t h e g e o m et r y w a s p a r a m et ri z e d b y o n e p a r a m et e r s p e cif yi n g t h e

m o r p hi n g i n st a nt f r o m t h e i niti al t o t h e fi n al g e o m et r y. F o r t hi s p a r a m et e r, w e p o st ul at e d a

u nif o r m p r o b a bili sti c di st ri b uti o n. T o q u a ntif y t h e u n c e rt ai nt y, w e u s e d p ol y n o mi al c h a os

e x p a nsi o n ( P C E). I n P C E, a v a ri a bl e- of-i nt e r e st f u n cti o n of r a n d o m v a ri a bl e s i s r e g a r d e d

a s a p ol y n o mi al e x p a n si o n o n a b a si s i n c o r p o r ati n g t h e st o c h a sti c f e at u r e s of t h e i n p ut s.

T hi s b a si s i s o rt h o g o n al wit h r e s p e ct t o a s uit a bl e p r o b a bilit y m e a s u r e. T h e c o ef fi ci e nt s

of t hi s (t r u n c at e d) e x p a n si o n c a n b e c o m p ut e d wit h a p s e u d o- s p e ct r al a p p r o a c h t h r o u g h

a p p r o p ri at e q u a d r at u r e r ul e s. T hi s all o w s u s t o c o m p ut e t h e s o- c all e d S o b ol’ i n d e x e s, w hi c h

a r e v a ri a n c e- b a s e d i n di c at o r s t o c h a r a ct e ri z e t h e d e p e n d e n c e of t h e o ut p ut v a ri a n c e o n t h e

st o c h a sti c i n p ut s [ 1 4 3 ,1 4 4 ] a n d r a n k t h e i n fl u e n c e of t h e i n p ut s, e s p e ci all y f o r n o nli n e a r

m o d el s [ 1 4 5 ,1 4 6 ]. I n s h o rt, t h e S o b ol’ i n d e x f o r a s p e ci fi c i n p ut i o n a q u a ntit y of i nt e r e st f

i s d e fi n e d a s

S
f
i ≡

V a r ( f P C
i )

V a r ( f P C )
,

w h e r e V a r ( f P C ) d e n ot e s t h e v a ri a n c e of t h e st o c h a sti c p r o c e s s f r e p r e s e nt e d b y t h e p ol y n o-

mi al c h a o s e x p a n si o n a n d d u e t o all t h e st o c h a sti c i n p ut s, w hil e V a r ( f P C
i ) r ef e r s o nl y t o t h e

v a ri a n c e i n d u c e d b y t h e i n p ut i.

I n [1 4 2 ], t h e o ut p ut s of i nt e r e st a r e t h e t u r b ul e nt ki n eti c e n e r g y ( T K E), t h e T A W S S,

a n d t h e o s cill at o r y s h e a r i n d e x ( O SI). T h e O SI i s a h e m o d y n a mi c i n d e x r a n gi n g b et w e e n

0 a n d 1 / 2, w hi c h q u a nti fi e s h o w l o n g d u ri n g t h e h e a rt b e at t h e W S S i s o p p o sit e t o t h e

di r e cti o n of t h e fl o w. It i s d e fi n e d a s

O SI ≡
1

2
1 −

∥
T
0 τ ( t) dt ∥

T
0 ∥ τ ( t) ∥ dt

.

T h r o u g h t h e a p pli c ati o n of P C E, w e l e a r n e d a c o u pl e of i m p o rt a nt p oi nt s:

1. T h e g e o m et r y i s b y f a r t h e m o st i m p o rt a nt f a ct o r i n t h e r e s ult s: a n a c c u r at e g e o m et ri c al

r e c o n st r u cti o n of t h e r e gi o n of i nt e r e st i s c riti c al f o r a n y bi o m e di c al a n al y si s. S e e

Fi g u r e 8 , ri g ht m o st p a n el s.

2. T h e i m p a ct of t h e r a di u s o n t h e T A W S S a n d t h e O SI i s mi ni m al. S e e Fi g u r e 8 , l eft m o st

a n d c e nt e r p a n el s. T hi s m e a n s t h at t h e s el e cti o n of t h e r a di u s wit h t h e e m pi ri c al

r ul e s u s e d i n o u r si m ul ati o n s i s n ot e x p e ct e d t o h a v e a m aj o r i m p a ct o n t h e cli ni c al

c o n cl u si o n s of t h e c o m p ut ati o n al a n al y si s.

T hi s c o r r o b o r at e s t h e c o n fi d e n c e i n o u r E F R m o d eli n g f o r A o D.
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Fi g ur e 8. S o b ol’ i n d e x e s i n a p ati e nt- s p e ci fi c g e o m et r y f o r t h e s e n siti vit y of t h e T A W S S a n d t h e O SI

t o t h e r a di u s α (l eft), t h e i n fl o w r at e Q (c e nt er ), a n d t h e g e o m et r y (ri g ht ). Bl u e r e gi o n s i d e ntif y p a rt s

of t h e d o m ai n w e a kl y aff e ct e d b y v a ri ati o n s i n t h e i n p ut i n c o m p a ri s o n wit h t h e ot h e r u n c e rt ai nti e s.

3. 1. 2. O p e n P r o bl e m s

T h e E F R m et h o d g a v e e x c ell e nt r e s ult s i n t h e si m ul ati o n of A o D, p r o vi di n g t h e t r a d e-

off b et w e e n t h e c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y a n d t h e a c c u r a c y n e e d e d t o p r o c e s s a si g ni fi c a nt

n u m b e r of p ati e nt s. Yet, t h e r e a r e s o m e a s p e ct s of t h e m et h o d t h at still n e e d t o b e el u ci d at e d.

A fi r st i m p o rt a nt p oi nt i s t h e o pti m al s el e cti o n of t h e p a r a m et e r s α a n d χ . A s m e n-

ti o n e d e a rli e r, t h e s el e cti o n i s l a r g el y b a s e d o n e m pi ri c al a n d p h y si c al c rit e ri a. A n a ut o m ati c,

s o m e h o w o pti m al, s el e cti o n w o ul d b e c e rt ai nl y d e si r a bl e. A s n ot e d, a p o s si bl e a p p r o a c h

f o r t h e r a di u s c o m e s f r o m t h e l o c al s e n siti vit y a n al y si s a n d t h e a p p r o xi m at e e x p a n si o n (5 8 ).

A n i niti al c o n s e r v ati v e c h oi c e of t h e r a di u s c a n b e r e fi n e d at e a c h ti m e st e p s o l o n g a s

s o m e i n di c at o r s d o n ot s u g g e st t h e p r e s e n c e of i n st a biliti e s. T hi s a p p r o a c h h a s t h e cl e a r

d r a w b a c k of r e q ui ri n g t h e s ol uti o n of t h e s e n siti vit y e q u ati o n s, w hi c h m a y b e q uit e e x p e n-

si v e i n s o m e a p pli c ati o n s, li k e A o D h e m o d y n a mi c s. Yet, it c a n p r o vi d e t h e b a c k b o n e f o r

t h e d e fi niti o n of a n a d a pti v e s c h e m e o n c e t h e s e n siti vit y c o m p ut ati o n s c a n b e p r o p e rl y

s u r r o g at e d. Li k e wi s e, t h e i niti al s etti n g of χ c a n b e b a s e d o n li n e a r d e p e n d e n c e o n ∆ t a n d

p h y si c al a r g u m e nt s, b ut t h e o c c u r r e n c e of b a c k fl o w s r e q ui r e s s u c c e s si v e r e fi n e m e nt. All

t h e s e a s p e ct s n e e d t o b e f u rt h e r i n v e sti g at e d.

A n ot h e r i m p o rt a nt p r o bl e m i n h e m o d y n a mi c s a p pli c ati o n s i s r el at e d t o “ d at a a s-

si mil ati o n ” p r o c e d u r e s t h at m a y i m p r o v e t h e o v e r all r eli a bilit y of n u m e ri c al si m ul ati o n s.

Wit h m o r e a c c u r at e m e a s u r e m e nt t o ol s, li k e 4 D M RI, a n d m o r e st o r a g e s p a c e a v ail a bl e,

m o r e h e m o d y n a mi c s d at a a r e p r o g r e s si v el y m o r e a v ail a bl e, i n p a rti c ul a r v el o cit y d at a i n

s o m e p oi nt s of t h e r e gi o n of i nt e r e st. I n g e n e r al, t h e s e d at a a r e n ot o n t h e b o u n d a r y, s o t h e y

d o n ot p r o vi d e b o u n d a r y c o n diti o n s, y et t h e y gi v e i m p o rt a nt i nf o r m ati o n a b o ut t h e bl o o d

d y n a mi c s. H o w e v e r, t h e s e d at a c a n b a r el y r e pl a c e t h e w e alt h of i nf o r m ati o n p r o vi d e d b y a

n u m e ri c al si m ul ati o n, p a rti c ul a rl y f o r h e m o d y n a mi c i n d e x e s li k e t h e T A W S S o r t h e O SI. I n

a c o o p e r ati v e vi e w, w h e r e d at a a n d m o d el s a r e n ot alt e r n ati v e b ut c o m pl e m e nt a r y, w e n e e d

t o fi n d a s ol uti o n b ot h fitti n g t h e d at a ( p o s si bl y l o o s el y i n t h e p r e s e n c e of hi g h n oi s e) a n d

f ul filli n g t h e e q u ati o n s. T h e p r o bl e m h a s b e e n w ell- k n o w n f o r y e a r s ( s e e, e. g., [1 4 7 – 1 4 9 ]),

y et a “ st a n d a r d ” s ol uti o n m a y r e q ui r e e v e n hi g h e r — u nf e a si bl e — c o m p ut ati o n al c o st s. I n

t hi s r e s p e ct, t h e c o m bi n ati o n of p h y si c all y i nf o r m e d n e u r al n et w o r k s ( PI N N s) [1 5 0 ] a n d

o u r E F R s c h e m e m a y p r o vi d e a p ot e nti al b r e a kt h r o u g h t h at will b e i n v e sti g at e d i n t h e

y e a r s t o c o m e.
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3. 2. C o m pressi ble Fl o ws

A s m e nti o n e d i n S e cti o n 2. 1. 2 , d e s pit e m a n y e n c o u r a gi n g r e s ult s f o r i n c o m p r e s si bl e

fl o w s, E F R al g o rit h m s h a v e b e e n a p pli e d t o si m ul at e c o m p r e s si bl e fl o w s o nl y v e r y r e c e ntl y

i n [5 1 ]. T h e r ei n, al g o rit h m (3 5 )– (4 6 ) w a s i nt r o d u c e d a n d t e st e d o n cl a s si c al b e n c h m a r k s

f o r at m o s p h e ri c fl o w. H e r e, w e r e p o rt t h e m ai n r e s ult s t o s u p p o rt t h e f oll o wi n g fi n di n g s:

(i) f o r a gi v e n m e s h, t h e E F R al g o rit h m wit h t h e A D i n di c at o r f u n cti o n i s l e s s di s si p ati v e

t h a n a S m a g o ri n s k y-li k e m et h o d ( E F R wit h i n di c at o r f u n cti o n a S i n (4 9 )), (ii) t h e r e a s o n

f o r p oi nt (i) i s t h e f a ct t h at a D i s m o r e s el e cti v e i n i d e ntif yi n g t h e r e gi o n s of t h e d o m ai n

w h e r e a rti fi ci al diff u si o n i s n e e d e d, a n d (iii) t h e a d diti o n al c o st f o r u si n g a D i n st e a d of

a S i s m a r gi n al. F o r all t h e r e s ult s r e p o rt e d h e r e, w e s et χ = ξ = 1 s o t h at t h e a rti fi ci al

diff u si o n i nt r o d u c e d b y t h e E F R al g o rit h m c a n e a sil y b e c al c ul at e d ( s e e [ 5 1 ]). S e e S e cti o n

O p e n P r o bl e m s b el o w f o r m o r e o n t hi s.

T o ill u st r at e t h e a b o v e p oi nt (i), w e fi r st u s e r e s ult s o bt ai n e d f o r t h e w ell- k n o w n ri si n g

t h e r m al b u b bl e b e n c h m a r k. T hi s i s a 2 D b e n c h m a r k t h at e nt ail s p e rt u r bi n g wit h a b u b bl e of

w a r m ai r a n e ut r all y st r ati fi e d at m o s p h e r e wit h u nif o r m b a c k g r o u n d p ot e nti al t e m p e r at u r e.

I n t h e ti m e i nt e r v al ( 0, 1 0 2 0 ] s, t h e ai r w a r m e r t h a n t h e a m bi e nt ri s e s d u e t o b u o y a n c y

a n d d ef o r m s d u e t o s h e a ri n g m oti o n i nt o a m u s h r o o m s h a p e. F o r t h e s et- u p, w e r ef e r t o,

e. g., [ 5 1 ,1 5 1 ,1 5 2 ]. T h e c o m p ut ati o n al d o m ai n, w hi c h i s 5 × 1 0 K m 2 , i s di s c r eti z e d wit h

t w o m e s h e s wit h u nif o r m r e s ol uti o n: a c o a r s e r o n e wit h h = 6 2. 5 m a n d a fi n e r o n e wit h

h = 3 1. 2 5 m. T h e ti m e st e p i s s et t o ∆ t = 0. 1 s f o r all t h e si m ul ati o n s. Fi g u r e 9 s h o w s

t h e s p ati al di st ri b uti o n of θ ′ at t = 1 0 2 0 s c o m p ut e d wit h t h e E F R al g o rit h m, i n di c at o r

f u n cti o n s a S o r a D , a n d t h e t w o m e s h e s. O n a gi v e n m e s h, t h e R a yl ei g h – T a yl o r i n st a bilit y

at t h e e d g e of t h e b u b bl e i s m o r e d e v el o p e d w h e n u si n g a D i n st e a d of a S , w hi c h i n di c at e s

t h at a D i nt r o d u c e s l e s s a rti fi ci al vi s c o sit y t h a n a S . T hi s i s c o r r o b o r at e d b y t h e r e s ult s f o r a

m o r e c o m pl e x b e n c h m a r k c all e d d e n sit y c u r r e nt [ 1 5 3 ,1 5 4 ] ( s e e al s o [1 5 5 – 1 5 7 ] f o r L E S of

d e n sit y c u r r e nt s i n i n c o m p r e s si bl e fl o w s), i n w hi c h a n e ut r all y st r ati fi e d at m o s p h e r e wit h

u nif o r m b a c k g r o u n d θ i s p e rt u r b e d wit h a b u b bl e of c ol d ai r. I n t h e ti m e i nt e r v al ( 0, 9 0 0 ] s,

t h e c ol d ai r d e s c e n d s d u e t o n e g ati v e b u o y a n c y a n d w h e n t h e c ol d ai r r e a c h e s t h e g r o u n d,

it r oll s u p a n d f o r m s a f r o nt. B y ti m e t = 9 0 0 s, a t h r e e- r ot o r st r u ct u r e e m e r g e s a s a r e s ult

of t h e s h e a r g e n e r at e d at t h e t o p b o u n d a r y of t h e c ol d f r o nt. T h e r e s ult s o bt ai n e d wit h

t h e E F R m et h o d a n d i n di c at o r f u n cti o n s a S a n d a D a r e s h o w n i n Fi g u r e 1 0 . N ot e t h at θ ′

c o m p ut e d wit h a D i s s h a r p e r a n d l e s s s m e a r e d t h a n θ ′ c o m p ut e d wit h a S . A d diti o n all y,

t h e pl ot s of t h e i n di c at o r f u n cti o n s s h o w t h at a S at t = 9 0 0 s t a k e s l a r g e r v al u e s o v e r wi d e r

r e gi o n s t h a n a D , ill u st r ati n g t h e a b o v e p oi nt (ii).

c o a r s e r m e s h ( h = 6 2. 5 m)

a S , α = 6 m a D , α = 6 m

fi n e r m e s h ( h = 3 1. 2 5 m)

a S , α = 3 m a D , α = 3 m

Fi g ur e 9. Ri si n g t h e r m al b u b bl e: p e rt u r b ati o n of p ot e nti al t e m p e r at u r e θ ′ at t = 1 0 2 0 s c o m p ut e d wit h

t h e E F R a n d a S a n d a D wit h t h e c o a r s e r m e s h ( fir st t w o p a n el s ) a n d t h e fi n e r m e s h (l a st t w o p a n el s).

T h e c o m p ut ati o n al ti m e t o r u n t h e si m ul ati o n s i n Fi g u r e 1 0 o n a c o m m o n l a pt o p i s

r e p o rt e d i n T a bl e 2 . O b vi o u sl y, t h e t ot al c o m p ut ati o n al c o st i n c r e a s e s w h e n s wit c hi n g f r o m

a S t o a D b e c a u s e w hil e a S r e q ui r e s a si m pl e p o st- p r o c e s si n g of t h e v el o cit y fi el d, a D 0
i n (5 2 )

r e q ui r e s o n e a p pli c ati o n of t h e li n e a r H el m h olt z filt e r. H o w e v e r, n ot e t h at t h at i n c r e a s e

a m o u nt s t o o nl y 0. 0 0 6 s p e r ti m e st e p a n d t h e filt e r st e p wit h a D t a k e s a b o ut h alf of t h e ti m e

n e e d e d f o r t h e e v ol v e st e p. I n t ot al, t h e si m ul ati o n t a k e s o nl y a b o ut 1 3 mi n.
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E F R wit h a S , α = 1 1

θ ′ at t = 7 5 0 s a S at t = 7 5 0 s

θ ′ at t = 9 0 0 s a S at t = 9 0 0 s

E F R wit h a D , α = 1 2

θ ′ at t = 7 5 0 s a D at t = 7 5 0 s

θ ′ at t = 9 0 0 s a D at t = 9 0 0 s

Fi g ur e 1 0. D e n sit y p ot e nti al t e m p e r at u r e fl u ct u ati o n θ ′ (l eft) a n d i n di c at o r f u n cti o n (ri g ht ) f o r t h e

E F R m et h o d wit h a S (t o p) a n d a D (b ott o m ). T h e m e s h si z e i s h = 5 0 m.

Ta bl e 2. D e n sit y c urr e nt: c o m p ut ati o n al ti m e t a k e n b y t h e e v ol v e st e p a n d filt er st e p p er ti m e st e p a n d

t ot al si m ul ati o n ti m e f or t h e E F R al g orit h m wit h i n di c at or f u n cti o n s a S a n d a D f or m e s h h = 5 0 m.

M o d el E v ol v e ( s ) Filt er ( s) T ot al ( s)

E F R, a S 0. 0 6 0. 0 2 3 7 7 2

E F R, a D 0. 0 6 0. 0 2 9 7 9 0

We r e m a r k t h at a D N S f o r t hi s b e n c h m a r k w o ul d r e q ui r e o v e r 5 0 0 0 billi o n D O F s.

T h e r e s ult s p r e s e nt e d h e r e s h o w t h at t h e E F R m et h o d wit h a d e c o n v ol uti o n- b a s e d i n di c at o r

f u n cti o n i s m u c h l e s s di s si p ati v e t h a n S m a g o ri n s k y-li k e L E S m et h o d s w hil e f e at u ri n g

c o m p a r a bl e c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y. T h e s e fi n di n g s s u g g e st t h at E F R i s a p r o mi si n g

a p p r o a c h f o r c o m p r e s si bl e fl o w s, a s t h e st u di e s o n i n c o m p r e s si bl e fl o w s s u g g e st e d.

O p e n P r o bl e m s

T o o bt ai n t h e r e s ult s s h o w n i n Fi g u r e s 9 a n d 1 0 , w e s et χ = ξ = 1 (i. e., n o r el a x ati o n),

N = 0, a n d p e rf o r m e d a c o stl y t u ni n g of α t o o bt ai n r e s ult s t h at c o m p a r e w ell wit h t h e

lit e r at u r e [4 3 ,8 1 ,1 5 1 ,1 5 8 ,1 5 9 ]. A cl e a r u n d e r st a n di n g of t h e c o m pl e x i nt e r pl a y of t h e s e

p a r a m et e r s a n d t h ei r eff e ct o n t h e s ol uti o n a c c u r a c y i s mi s si n g f o r c o m p r e s si bl e fl o w s. I n

S e cti o n 3. 1. 1 , w e s a w t h at e v e n f o r i n c o m p r e s si bl e fl o w s, f o r w hi c h m u c h m o r e w o r k h a s

b e e n u n d e rt a k e n, t hi s u n d e r st a n di n g i s still p a rti al. A f ull u n d e r st a n di n g i s o b vi o u sl y

c e nt r al t o t h e s u c c e s s of t h e E F R al g o rit h m wit h t h e A D i n di c at o r f u n cti o n a n d t h e d e fi niti o n

of a ut o m ati c t u ni n g p r o c e d u r e s. A n ot h e r o p e n q u e sti o n i s t h e i d e nti fi c ati o n of t h e m o st

p h y si c all y a c c u r at e a n d c o m p ut ati o n all y ef fi ci e nt filt e r F f o r e a c h filt e r e d v a ri a bl e. F o r t hi s

p u r p o s e, o n e c o ul d u s e v a ri o u s filt e r s a v ail a bl e i n t h e lit e r at u r e ( s e e, e. g, [ 5 ]).

J u st li k e i n t h e c a s e of c o m pl e x h e m o d y a n mi c s si m ul ati o n s, c a r e m u st b e t a k e n i n

s etti n g t h e b o u n d a r y c o n diti o n s f o r c o m p r e s si bl e fl o w p r o bl e m s. I n d e e d, f o r c o m p r e s si bl e

fl o w s, t h e p r e s e n c e of a rti fi ci al b o u n d a ri e s m a y t ri g g e r u n p h y si c al r e fl e cti o n s t h at n e e d

t o b e s u p p r e s s e d b y “ n o n r e fl e cti n g ” c o n diti o n s. T h e s e c o n diti o n s mi mi c t h e e v ol uti o n

of t h e s ol uti o n o ut si d e t h e d o m ai n al o n g t h e c h a r a ct e ri sti c s i n o r d e r t o s u p p r e s s a rti fi ci al

i n fl o w c o m p o n e nt s. W h e n n o n r e fl e cti n g b o u n d a r y c o n diti o n s a r e i m p o s e d, w e n e e d t o
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d e vi s e c o n diti o n s t h at mi ni mi z e a n y a rtif a ct i n t h e p h y si c al p r o p a g ati o n. A s t h e filt e r

a d d s diff u si vit y, a n i niti al i d e a c o ul d b e t o e x pl o r e n o ni n v a si v e c o n diti o n s t o mi ni mi z e t h e

i m p a ct of t h e filt e r. If t hi s i s n ot e n o u g h, o n e c o ul d e x pl o r e diff e r e nt filt e r f o r m ul ati o n s.

Fi n all y, w e w o ul d li k e t o st r e s s t h e i m p o rt a n c e of d at a a s si mil ati o n f o r w e at h e r / cli m at e

p r e di cti o n t o o. I n t h e at m o s p h e ri c s ci e n c e s, t h e r e i s a n a b u n d a n c e of d at a, w hi c h a r e

c oll e ct e d eit h e r i n sit u o r t h r o u g h r e m ot e s e n si n g. S u c h d at a ( o r o b s e r v ati o n s) a r e r o uti n el y

i n c o r p o r at e d i n n u m e ri c al w e at h e r p r e di cti o n t h r o u g h d at a a s si mil ati o n t e c h ni q u e s, w hi c h

s e e k t o o pti m all y c o m bi n e t h e w e at h e r m o d el wit h t h e o b s e r v ati o n s. A s m e nti o n e d i n

S e cti o n 3. 1. 2 , it w o ul d b e v e r y i nt e r e sti n g t o st u d y t h e c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y a n d a c c u r a c y

all o w e d b y a c o m bi n ati o n of PI N N a n d E F R.

4. L E S f or R e d u c e d- Or d er M o d el s

I n t hi s s e cti o n, w e b uil d o n t h e L E S c o n c e pt s, i d e a s, a n d m o d el s (i. e., s p ati al filt e ri n g,

a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n, a n d e v ol v e – filt e r – r el a x st r at e g y) i nt r o d u c e d i n S e cti o n 2 t o

c o n st r u ct L E S-i n s pi r e d R O M s, w hi c h w e c all L E S- R O M s.

O v e r t h e p a st c o u pl e of d e c a d e s, R O M s ( s e e, e. g., [ 1 6 0 – 1 6 5 ] f o r r e vi e w s) h a v e e m e r g e d

a s t h e m et h o d ol o g y of c h oi c e t o r e d u c e t h e c o m p ut ati o n al b u r d e n w h e n t r a diti o n al fl o w

si m ul ati o n s ( al s o c all e d f ull- o r d e r m o d el s — F O M s) h a v e t o b e c a r ri e d o ut f o r s e v e r al

p a r a m et e r v al u e s, a s i n t h e c a s e of u n c e rt ai nt y q u a nti fi c ati o n, o pti m al c o nt r ol, a n d i n v e r s e

p r o bl e m s. R O M s r e pl a c e t h e F O M wit h a l o w e r- di m e n si o n al a p p r o xi m ati o n t h at c a pt u r e s

t h e e s s e nti al b e h a vi o r of t h e fl o w. T h e r e d u cti o n i n c o m p ut ati o n al ti m e i s a c hi e v e d t h r o u g h

a t w o- st e p p r o c e d u r e. I n t h e fi r st st e p, c all e d t h e of fli ne p h ase , o n e c o n st r u ct s a d at a b a s e of

s e v e r al F O M s ol uti o n s a s s o ci at e d wit h gi v e n ti m e s a n d / o r p h y si c al p a r a m et e r v al u e s. T h e

F O M d at a b a s e i s u s e d t o g e n e r at e a r e d u c e d b a si s, w hi c h i s ( h o p ef ull y m u c h) s m all e r t h a n

t h e hi g h- di m e n si o n al F O M b a si s b ut still p r e s e r v e s t h e e s s e nti al f e at u r e s of t h e fl o w. O n e of

t h e m o st p o p ul a r r e d u c e d b a s e s i s p r o p e r o rt h o g o n al d e c o m p o siti o n ( P O D), w hi c h e xt r a ct s

t h e d o mi n a nt m o d e s f r o m a F O M d at a b a s e. We r e m a r k, h o w e v e r, t h at t h e st r at e gi e s w e

di s c u s s a r e n ot li mit e d t o P O D a n d w o r k e q u all y w ell wit h ot h e r m et h o d s ( e. g., t h e r e d u c e d

b a si s m et h o d [ 1 6 3 ,1 6 6 ]). I n t h e s e c o n d st e p, c all e d t h e o nli ne p h ase , o n e u s e s t hi s r e d u c e d

b a si s t o q ui c kl y c o m p ut e t h e s ol uti o n f o r n e wl y s p e ci fi e d ti m e s a n d / o r p a r a m et e r v al u e s.

N ot e t h at w hil e t h e of fli n e p h a s e i s p e rf o r m e d o nl y o n c e, t h e o nli n e p h a s e i s p e rf o r m e d a s

m a n y ti m e s a s n e e d e d.

R O M s a r e v e r y ef fi ci e nt s u r r o g at e m o d el s w h e n t h e n u m b e r of r e d u c e d b a si s f u n cti o n s

i s s m all, a s i s t y pi c all y t h e c a s e f o r diff u si o n- d o mi n at e d fl o w s. U nf o rt u n at el y, t h o u g h,

a l a r g e n u m b e r of b a si s f u n cti o n s i s n e e d e d t o c a pt u r e t h e e s s e nti al f e at u r e s of c o n v e cti o n-

d o mi n at e d fl o w s. If o n e r et ai n s s u c h a l a r g e n u m b e r of m o d e s i n o r d e r f o r t h e R O M t o b e

a c c u r at e, t h e n t h e c o m p ut ati o n al ef fi ci e n c y s uff e r s. If t h e n u m b e r of m o d e s i s ot h e r wi s e

k e pt l o w, a s e v e r e l o s s of i nf o r m ati o n hi n d e r s t h e a c c u r at e r e c o n st r u cti o n of t h e s ol uti o n.

I n f a ct, G al e r ki n p r oj e cti o n- b a s e d R O M s of t u r b ul e nt fl o w s a r e aff e ct e d b y e n e r g y st a bilit y

p r o bl e m s r el at e d t o t h e f a ct t h at, e. g., P O D r et ai n s t h e m o d e s bi a s e d t o w a r d l a r g e, hi g h-

e n e r g y s c al e s, w hil e t h e T K E i s di s si p at e d at t h e l e v el of t h e s m all s c al e s. A p o s si bl e w a y t o

t a c kl e t hi s c h all e n gi n g p r o bl e m i s t o i nt r o d u c e di s si p ati o n vi a a cl o s u r e m o d el [1 6 7 – 1 6 9 ] o r

st a bili z ati o n [ 1 7 0 – 1 7 4 ].

We n ot e, h o w e v e r, t h at t h e c u r r e nt R O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s a r e t y pi c all y

h e u ri sti c a n d g e n e r all y l a c k m at h e m ati c al s u p p o rt. Tr a diti o n all y, r e s e a r c h e r s p r o p o s e R O M

cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s t h at m a k e s e n s e i nt uiti v el y, t e st t h e m i n li mit e d c o m p ut ati o n al

s etti n g s, a n d d e cl a r e s u c c e s s o n c e t h e y yi el d m o r e a c c u r at e s ol uti o n s t h a n t h e c o r r e s p o n di n g

n o n st a bili z e d R O M. T h e m ai n d r a w b a c k of t h e s e a d h o c R O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s i s

t h at w hil e t h e y w o r k w ell f o r t h e s p e ci fi c fl o w c o n fi g u r ati o n o n w hi c h t h e y w e r e t r ai n e d,

t h e y c a n f ail i n diff e r e nt fl o w c o n fi g u r ati o n s a n d n e e d t o b e r et r ai n e d ( w hi c h i s a c o stl y,

t e di o u s p r o c e s s) i n o r d e r t o p e rf o r m a d e q u at el y.

R e c e ntl y, t h e r e h a v e b e e n s e v e r al n e w r e s e a r c h d e v el o p m e nt s ai m e d at c o n st r u cti n g

n o v el R O M s f o r r e ali sti c t u r b ul e nt fl o w s. T h e f oll o wi n g a r e t h r e e si g ni fi c a nt r e s e a r c h

a v e n u e s i n t hi s di r e cti o n: L E S- R O M s ( S e cti o n 4. 1 ) ai m at “ b ri d gi n g ” t w o di sti n ct r e s e a r c h
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fi el d s, L E S a n d R O M s, t o c o n st r u ct ef fi ci e nt a n d a c c u r at e R O M s f o r t u r b ul e nt fl o w s. F O M-

R O M c o u pli n g ( S e cti o n 4. 2 ) ai m s at “ b ri d gi n g ” t h e n u m e ri c al m et h o d s u s e d i n t h e F O M

a n d R O M i n o r d e r t o i m p r o v e t h e st a bilit y a n d a c c u r a c y of t h e l att e r. Fi n all y, t h e n u m e ri c al

a n al y si s of t h e F O M- R O M f r a m e w o r k ( S e cti o n 4. 3 ) l e v e r a g e s ri g o r o u s n u m e ri c al a n al y si s

r e s ult s t o i m p r o v e t h e R O M p e rf o r m a n c e.

4. 1. L E S- R O Ms

F or t h e p a st s e v er al y e ar s, o ur gr o u p s a n d c oll a b or at or s h a v e pr o p o s e d, a n al y z e d,

a n d i n v e sti g at e d a n e w str at e g y f or c o n str u cti n g R O M s f or t ur b ul e nt fl o w s. T hi s n e w str at e g y

i s b a s e d o n s p ati al filteri n g, w hi c h i s a m at h e m ati c all y a n d p h y si c all y s o u n d pri n ci pl e t h at i s

c e ntr al i n L E S ( s e e S e cti o n 2 ). T hi s n e w str at e g y ai m s s q u ar el y at bri d gi n g t w o r e s e ar c h fi el d s,

L E S a n d R O M s, t h at h a v e b e e n tr e at e d s e p ar at el y u ntil n o w. We al s o e m p h a si z e t h at t hi s n e w

str at e g y i s f u n d a m e nt all y diff er e nt fr o m c urr e nt R O M cl o s ur e s a n d st a bili z ati o n s, w hi c h ar e

oft e n di s c o n n e ct e d fr o m t h e n u m eri c al m et h o d s u s e d at t h e F O M l e v el.

T h e s e n e w L E S-i n s pi r e d R O M s, w hi c h w e c all L E S- R O Ms , a r e c a p a bl e of o p e r ati n g

o v e r a r a n g e of fl o w p r o bl e m s wit h mi ni m al u s e r i nt e r v e nti o n. A g ai n, t hi s i s i n st a r k

c o nt r a st wit h c u r r e nt R O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s, w hi c h n e e d t o b e r et r ai n e d f o r e a c h

n e w c o m p ut ati o n al s etti n g.

J u st a s i n t h e F O M s etti n g, t h e n e w L E S- R O M s a r e c o n st r u ct e d b y l e v e r a gi n g a s p ati al

filt e r F t o s m o ot h o ut diff e r e nt t e r m s i n t h e g o v e r ni n g e q u ati o n s a n d eli mi n at e s p u ri o u s

n u m e ri c al o s cill ati o n s t h at g e n e r all y o c c u r i n t h e c o n v e cti o n- d o mi n at e d, u n d e r- r e s ol v e d

r e gi m e. I n S e cti o n 4. 1. 1 , w e o utli n e t h e m ai n t y p e s of R O M filt e r s a n d a p p r o xi m at e

d e c o n v ol uti o n u s e d t o c o n st r u ct L E S- R O M s. T h e n, w e o utli n e s e v e r al L E S- R O M s: t h e

E F R- R O M ( S e cti o n 4. 1. 2 ), w hi c h i s a r g u a bl y t h e m o st p o p ul a r L E S- R O M, L e r a y R O M

( S e cti o n 4. 1. 3 ), a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n L e r a y R O M ( S e cti o n 4. 1. 3 ), a n d ti m e- r el a x ati o n

R O M ( S e cti o n 4. 1. 3 ). Ot h e r t y p e s of L E S- R O M s a r e m e nti o n e d i n S e cti o n 4. 1. 4 .

4. 1. 1. R O M Filt e r s a n d A p p r o xi m at e D e c o n v ol uti o n

T hi s s e cti o n d e fi n e s t h e R O M s p ati al filters a n d R O M a p pr o xi m ate de c o n v ol uti o n u s e d t o

c o n st r u ct t h e L E S- R O M s p r e s e nt e d i n S e cti o n s 4. 1. 2 – 4. 1. 4 . A s di s c u s s e d i n S e cti o n 2 , t h e

s p ati al filter F i s c r u ci al i n t h e d e v el o p m e nt of L E S f o r F O M s [4 ,5 ]. T h e s p ati al filt e r i s al s o

i n c r e a si n gl y u s e d t o c o n st r u ct L E S- R O M s f o r t u r b ul e nt fl o w s [1 7 5 ,1 7 6 ] b e c a u s e t h e i d e a i s

st r ai g htf o r w a r d: F i s u s e d t o eli mi n at e t h e s p u ri o u s n u m e ri c al o s cill ati o n s i n st a bili z ati o n

st r at e gi e s. N e xt, w e o utli n e t h e t h r e e s p ati al filt e r s a n d t h e a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n

o p e r at o r s t h at a r e c u r r e ntl y u s e d f o r R O M s. I n w h at f oll o w s, l et u b e a g e n e ri c s ol uti o n

a n d u r = ∑ r
j= 1 u r ,jφ j( x ) it s R O M a p p r o xi m ati o n, wit h φ j f o r j = 1, 2, . . . , r t h e R O M b a si s

f u n cti o n s. We d e n ot e b y u r = ( u r , 1, . . . , u r ,r ) ⊤ t h e v e ct o r of R O M c o ef fi ci e nt s of u r .

R O M Diff e r e nti al Filt e r

T h e R O M differe nti al filter ( D F) [1 7 5 ,1 7 7 ,1 7 8 ] i s p r o b a bl y t h e m o st p o p ul a r R O M s p ati al

filt e r u s e d t o b uil d L E S- R O M s. T h e R O M diff e r e nti al filt e r i s a m o d ul a r, si m pl e, li n e a r

filt e r, w hi c h i s a n at u r al e xt e n si o n of t h e diff e r e nti al filt e r u s e d t o c o n st r u ct t h e E F R- F O M

i n S e cti o n 2. 1 . It i s d e fi n e d a s f oll o w s: fi n d u r ( x ) = ∑ r
j= 1 u r ,jφ j( x ) s u c h t h at

u r − α 2 ∆ u r ,φ i = u r ,φ i ∀ i = 1, . . . r , ( 5 9)

w h e r e α i s t h e filt e r r a di u s. T h e D F w e a k f o r m (5 9 ) yi el d s t h e f oll o wi n g li n e a r s y st e m:

■ + α 2 A u r = u r , ( 6 0)

w h er e u r i s t h e v e ct or of R O M c o effi ci e nt s of u r a n d ■ a n d A ar e t h e i d e ntit y a n d R O M stiff n e s s

m atri c e s, r e s p e cti v el y. We n ot e t h at ■ i n (6 0 ) i s a c o n s e q u e n c e of t h e P O D b a si s f u n cti o n s b ei n g

ort h o n or m al i n t h e L 2 n or m. T h u s, t h e R O M m a s s m atri x i s t h e i d e ntit y m atri x.
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We e m p h a si z e t h at (6 0 ) i s a l o w- di m e n si o n al, r × r li n e a r s y st e m, w h o s e c o m p ut ati o n al

o v e r h e a d i s n e gli gi bl e ( si n c e r i s r el ati v el y s m all). T h u s, t h e R O M diff e r e nti al filt e r will

b e u s e d t o c o n st r u ct L E S- R O M s t h at i n c r e a s e t h e R O M a c c u r a c y wit h o ut si g ni fi c a ntl y

i n c r e a si n g t h e c o m p ut ati o n al c o st.

T h e diff e r e nti al filt e r w a s u s e d i n L E S of t u r b ul e nt fl o w s wit h cl a s si c al n u m e ri c al

di s c r eti z ati o n s [ 5 ,6 ,1 7 9 ]. I n r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g, t h e R O M D F w a s u s e d t o d e v el o p

L E S- R O M s f o r t h e K u r a m ot o – Si v a s hi n s k y e q u ati o n [ 1 7 7 ], t h e N S E s [1 7 5 ,1 8 0 ], a n d t h e

q u a si- g e o st r o p hi c e q u ati o n s [ 1 8 1 ].

R O M Hi g h e r- O r d e r Al g e b r ai c Filt e r

T h e s e c o n d filt e r w e r e vi e w i s t h e R O M hi g her- or der al ge br ai c filter ( H O A F) : fi n d

u r ( x ) = ∑ r
j= 1 u r ,jφ j( x ) s u c h t h at

■ + α 2 m A m u r = u r , ( 6 1)

w h e r e m i s a p o siti v e i nt e g e r. A s e x pl ai n e d i n [5 4 ] i n t h e F o u ri e r s etti n g, t h e e x p o n e nt m c o n-

t r ol s t h e p e r c e nt a g e of filt e ri n g at diff e r e nt w a v e n u m b e r s: a s m i n c r e a s e s, t h e a m o u nt of fil-

t e ri n g i n c r e a s e s f o r t h e hi g h w a v e n u m b e r c o m p o n e nt s a n d d e c r e a s e s f o r t h e l o w w a v e n u m-

b e r c o m p o n e nt s. J u st li k e t h e D F (6 0 ), t h e H O A F (6 1 ) i s a r el ati v el y l o w- di m e n si o n al,

r × r li n e a r s y st e m t h at c a n b e ef fi ci e ntl y s ol v e d. T h u s, t h e H O A F al s o l e a d s t o t h e d e-

v el o p m e nt of a c c u r at e a n d ef fi ci e nt L E S- R O M s. We al s o n ot e t h at f o r m = 1, t h e li n e a r

s y st e m s ( 6 1 ) a n d (6 0 ) a r e i d e nti c al. T h u s, D F c a n b e c o n si d e r e d a p a rti c ul a r c a s e of H O A F

wit h m = 1.

T h e H O A F (6 1 ) w a s p r o p o s e d i n [ 1 7 6 ] a n d w a s b a s e d o n t h e H O A F i nt r o d u c e d b y

Fi s c h e r a n d M ull e n [ 5 4 ] i n a s p e ct r al el e m e nt m et h o d ( S E M) s etti n g. I n [1 7 6 ], t h e H O A F (6 1 )

w a s c all e d t h e hi g h e r- o r d e r diff e r e nti al filt e r, t o b e c o n si st e nt wit h t h e S E M n o m e n cl at u r e.

I n [1 8 2 ], w e s h o w e d t h at t h e H O A F i s r el at e d t o, b ut sli g htl y diff e r e nt f r o m, t h e s p ati al

di s c r eti z ati o n of a hi g h e r- o r d e r diff e r e nti al o p e r at o r (t h e y a r e t h e s a m e i n t h e p e ri o di c c a s e).

F o r cl a rit y, i n t hi s p a p e r, w e c all t h e o p e r at o r i n (6 1 ) t h e hi g h- o r d e r al g e b r ai c filt e r. I n [1 8 2 ],

a t h e o r eti c al a n d n u m e ri c al i n v e sti g ati o n of H O A F i s p r e s e nt e d.

R O M P r oj e cti o n

T h e t hi r d R O M s p ati al filt e r u s e d t o c o n st r u ct L E S- R O M s i s t h e R O M pr oje cti o n filter ,

w hi c h i s d e fi n e d a s f oll o w s: f o r a fi x e d r 1 < r a n d a gi v e n u r ∈ X r = s p a n { φ 1 , . . . ,φ r } ,

t h e R O M p r oj e cti o n ( P r oj) s e e k s u r ∈ X r 1 = s p a n { φ 1 , . . . ,φ r 1
} s u c h t h at

( u r ,φ j) = ( u r ,φ j) ∀ j = 1, . . . , r 1 . ( 6 2)

T o o u r k n o wl e d g e, t h e fi r st ti m e t h e P r oj w a s u s e d a s a n e x pli cit R O M s p ati al filt e r

w a s i n [ 1 6 7 ], w h e r e it w a s l e v e r a g e d t o c o n st r u ct t h e R O M d y n a mi c s u b g ri d s c al e ( S G S)

m o d el. We n ot e t h at t h e d y n a mi c S G S i s g e n e r all y c o n si d e r e d t o b e t h e st at e- of-t h e- a rt

cl o s u r e m o d el i n L E S [ 4 ,5 ]. N e xt, t h e R O M p r oj e cti o n w a s u s e d i n [1 7 5 ,1 7 8 ] t o c o n st r u ct t h e

L e r a y R O M ( s e e S e cti o n 4. 1. 3 ) a n d E F R- R O M ( s e e S e cti o n 4. 1. 2 ).

R O M Filt e r R a di u s

T h e filt e r r a di u s α i s f u n d a m e nt al i n t h e d e fi niti o n s of b ot h t h e R O M diff e r e nti al fil-

t e r (5 9 ) a n d t h e R O M hi g h e r- o r d e r al g e b r ai c filt e r (6 1 ): t h e r a di u s of t h e R O M s p ati al filt e r s

r e p r e s e nt s t h e si z e of t h e s c al e s t h at a r e c a pt u r e d b y t h e filt e r e d v a ri a bl e s. F u rt h e r m o r e,

t h e filt e r r a di u s i s al s o e s s e nti al i n t h e a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n p r o c e s s, w hi c h d e p e n d s

o n t h e p a rti c ul a r filt e r u s e d. T h u s, a n at u r al q u e sti o n i s “ H o w d o w e c h o o s e t h e R O M filt e r

r a di u s ? ” F o r e x a m pl e, t h e f oll o wi n g p r a cti c al q u e sti o n c o ul d b e a s k e d:

Gi v e n 1 0 R O M b a si s f u n cti o n s, w h at i s t h e r e s ol v e d l e n gt h s c al e ? ( 6 3)
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T h e m o st st r ai g htf o r w a r d a n s w e r t o q u e sti o n (6 3 ) i s t o c h o o s e t h e R O M filt e r r a di u s

t h e s a m e w a y w e c h o o s e t h e F O M filt e r r a di u s. A s m e nti o n e d i n S e cti o n 2 , t h e fi r st c h oi c e i s

a c o m p ut ati o n al s c ale , i. e., a s c al e b a s e d o n t h e u n d e rl yi n g n u m e ri c al di s c r eti z ati o n. We al s o

m e nti o n t h at ot h e r α ( h ) s c ali n g s a r e p o s si bl e [ 5 ,6 ]. A n ot h e r c h oi c e f o r t h e F O M diff e r e nti al

filt e r r a di u s i s a p h ysi c al s c ale , i. e., b a s e d o n t h e p h y si c s of t h e u n d e rl yi n g fl o w. F o r e x a m pl e,

a p o p ul a r c h oi c e i n t hi s cl a s s i s α ∼ η , w h e r e w e r e c all η i s t h e K ol m o g o r o v s c al e.

O n e li mit ati o n of u si n g t h e c o m p ut ati o n al s c al e o r t h e p h y si c al s c al e t o d e fi n e t h e

R O M filt e r r a di u s i s t h at t h e s e s c al e s l a c k a d a pti vit y, i. e., d o n ot c h a n g e w h e n w e v a r y t h e

R O M di m e n si o n, r . T o a d d r e s s t hi s li mit ati o n, i n [1 8 3 ] w e p ut f o rt h a n e w e ner g y- b ase d R O M

le n gt hs c ale, w hi c h w a s d e fi n e d b y u si n g a j u di ci o u s p a rtiti o n of t h e e n e r g y. We s h o w e d

t h at t h e n e w e n e r g y- b a s e d R O M l e n gt h s c al e di s pl a y s t h e c o r r e ct a s y m pt oti c b e h a vi o r: it

c o n v e r g e s t o t h e s m all e st l e n gt h s c al e i n t h e s y st e m w h e n t h e R O M di m e n si o n i n c r e a s e s,

a n d it c o n v e r g e s t o t h e l a r g e st l e n gt h s c al e i n t h e s y st e m w h e n t h e R O M di m e n si o n d e c r e a s e s.

F u rt h e r m o r e, i n t h e n u m e ri c al si m ul ati o n of t h e t u r b ul e nt c h a n n el fl o w at R e y n ol d s n u m b e r

R e τ = 3 9 5, w e c o m p a r e d t h e E F R- R O M e q ui p p e d wit h t h e n e w e n e r g y- b a s e d R O M

l e n gt h s c al e a n d a cl a s si c al R O M l e n gt h s c al e b a s e d o n di m e n si o n al a r g u m e nt s [1 8 4 ]. T h e

n u m e ri c al r e s ult s s h o w e d t h at t h e f o r m e r i s m o r e r o b u st wit h r e s p e ct t o p a r a m et e r c h a n g e s

t h a n t h e l att e r. Fi n all y, w e n ot e t h at t h e n e w e n e r g y- b a s e d R O M l e n gt h s c al e c o ul d al s o b e

u s ef ul i n t h e p r e p r o c e s si n g st r at e g y a d v o c at e d i n [ 1 8 5 ,1 8 6 ] a s a m e a n s t o filt e r o ut t h e n oi s e

i n t h e i n p ut d at a.

A p p r o xi m at e D e c o n v ol uti o n

Alt h o u g h t h e A D st r at e g y i s c e nt r al i n i m a g e p r o c e s si n g a n d i n v e r s e

p r o bl e m s [ 1 8 7 ,1 8 8 ] a n d it h a s b e e n u s e d i n L E S d e v el o p m e nt ( s e e S e cti o n 2. 1. 3 a n d t h e

r e s e a r c h m o n o g r a p h s [ 4 – 6 ,2 9 ,3 0 ]), it i s a r el ati v el y n e w c o n c e pt i n r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g.

T h e A D st r at e g y c a n b e f o r m ul at e d a s f oll o w s: gi v e n a n a p p r o xi m ati o n of t h e filt e r e d

i n p ut v a ri a bl e, u
.
= F u , w h e r e F i s a n i n v e rti bl e s p ati al filt e r, fi n d a n a p p r o xi m ati o n of t h e

u n filt e r e d i n p ut si g n al, u . Of c o u r s e, t h e e x a ct d e c o n v ol uti o n, F − 1 u , w o ul d s e e m a n at u r al

c h oi c e. C o m p ut ati o n all y, h o w e v e r, t h e e x a ct d e c o n v ol uti o n i s a v e r y b a d i d e a. I n d e e d,

a s s h o w n i n [ 1 8 7 ,1 8 8 ], t h e n oi s e i n t h e hi g h w a v e n u m b e r c o m p o n e nt s of u i s a m pli fi e d b y

t h e i n v e r s e filt e r, F − 1 , i n t h e e x a ct d e c o n v ol uti o n. T h u s, i n p r a cti c e, A D st r at e gi e s a r e u s e d

i n st e a d of t h e e x a ct d e c o n v ol uti o n [1 8 7 ,1 8 8 ]. I n L E S of t u r b ul e nt fl o w s, t h e A D m o d el s w e r e

pi o n e e r e d b y A d a m s a n d St ol z f o r cl a s si c al n u m e ri c al di s c r eti z ati o n s [ 8 7 ]. T o o u r k n o wl-

e d g e, i n r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g, t h e fi r st A D m o d el w a s p r o p o s e d i n [ 1 8 9 ], w h e r e A D w a s

u s e d t o d e v el o p a R O M cl o s u r e m o d el. R e c e ntl y, t h e A D st r at e g y w a s al s o u s e d t o d e v el o p

t h e A D L e r a y R O M [1 9 0 ], w h e r e t h r e e diff e r e nt A D st r at e gi e s w e r e i n v e sti g at e d: t h e v a n

Citt e rt A D a p p r o a c h ( S e cti o n 3. 2 i n [ 1 9 0 ]), t h e Ti k h o n o v A D a p p r o a c h ( S e cti o n 3. 3 i n [1 9 0 ]),

a n d t h e L a v r e nti e v A D a p p r o a c h ( S e cti o n 3. 4 i n [ 1 9 0 ]). We al s o n ot e t h at t h e L a v r e nti e v A D

st r at e g y w a s u s e d i n [ 1 8 9 ] t o d e v el o p a R O M cl o s u r e m o d el, a n d t h e Ti k h o n o v a p p r o a c h

w a s u s e d i n [ 1 9 1 – 1 9 3 ] f o r R O M r e g ul a ri z ati o n s. T h e s e t h r e e A D m et h o d s w e r e i n v e sti g at e d

n u m e ri c all y i n S e cti o n 5. 2 i n [ 1 9 0 ].

4. 1. 2. E F R- R O M

T h e m o st p o p ul a r L E S- R O M e x p o rt s t h e E F R st r at e g y (1 1 )– (1 3 ) t o t h e r e d u c e d- o r d e r

l e v el, i n w hi c h t h e F O M v a ri a bl e s U a n d V a r e r e pl a c e d b y t h e R O M v a ri a bl e s u r a n d

v r , r e s p e cti v el y, a n d t h e filt e r a n d d e c o n v ol uti o n o p e r at o r s a r e r e pl a c e d b y t h ei r R O M

c o u nt e r p a rt s. T hi s yi el d s t h e e v ol ve – filter –rel a x R O M ( E F R- R O M) :

- E v ol ve : fi n d v n + 1 s u c h t h at

v n + 1
r − u n

r

∆ t
+ M ( v n + 1

r ) = 0 . ( 6 4)

- Filter : fi n d filt e r e d v a ri a bl e v n + 1
r s u c h t h at

v r
n + 1 = F v n + 1

r . ( 6 5)
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- Rel a x : s et

u n + 1
r = ( 1 − χ ) v r

n + 1 + χ v r
n + 1 , ( 6 6)

wit h r el a x ati o n p a r a m et e r χ ∈ [0, 1 ].

I n t h e e v ol v e st e p of t h e E F R- R O M al g o rit h m, o n e ti m e st e p of t h e st a n d a r d G al e r ki n

p r oj e cti o n R O M ( G- R O M) ti m e di s c r eti z ati o n i s l e v e r a g e d t o a d v a n c e t h e E F R- R O M a p-

p r o xi m ati o n at t h e c u r r e nt ti m e st e p, u n
r , t o a n i nt e r m e di at e E F R- R O M a p p r o xi m ati o n, v n + 1

r .

I n t h e filt e r st e p of t h e E F R- R O M al g o rit h m, o n e of t h e R O M s p ati al filt e r s p r e s e nt e d i n

S e cti o n 4. 1. 1 i s u s e d t o filt e r t h e i nt e r m e di at e E F R- R O M a p p r o xi m ati o n f r o m t h e e v ol v e

st e p a n d o bt ai n a s m o ot h e r R O M a p p r o xi m ati o n wit h o ut s p u ri o u s n u m e ri c al o s cill ati o n s.

Fi n all y, i n t h e r el a x st e p of t h e E F R- R O M al g o rit h m, t h e E F R- R O M a p p r o xi m ati o n at t h e

n e xt ti m e st e p i s d e fi n e d a s a c o n v e x c o m bi n ati o n of t h e u n filt e r e d i nt e r m e di at e E F R- R O M

a p p r o xi m ati o n o bt ai n e d i n t h e e v ol v e st e p, v n + 1
r , a n d it s filt e r e d c o u nt e r p a rt, v n + 1

r . J u st

li k e i n t h e c a s e of E F R u s e d a s F O M ( s e e S e cti o n 2. 1 ), t h e g o al of t h e r el a x st e p i s t o a dj u st

t h e a m o u nt of di s si p ati o n i nt r o d u c e d i n t h e filt e r st e p b y u si n g a r el a x ati o n p a r a m et e r,

0 ≤ χ ≤ 1. B y v a r yi n g t h e r el a x ati o n p a r a m et e r χ , o n e c a n p r o d u c e a r a n g e of filt e r

st r e n gt h s, f r o m n o filt e ri n g at all ( χ = 0) t o m a xi m u m filt e ri n g ( χ = 1). A s p oi nt e d o ut

i n S e cti o n 3. 1. 1 f o r t h e E F R u s e d at t h e F O M l e v el, t h e c h oi c e of χ m a y b e c riti c al i n t h e

p r e s e n c e of b a c k fl o w s. At t h e R O M l e v el, t h e n u m e ri c al i n v e sti g ati o n i n [ 1 8 0 ] h a s s h o w n

t h at E F R- R O M i s s e n siti v e wit h r e s p e ct t o χ .

T h e e v ol v e – filt e r R O M w a s i nt r o d u c e d i n [ 1 7 5 ] a n d E F R- R O M i n [1 7 6 ]. Si n c e t h e n,

E F R- R O M h a s b e e n d e v el o p e d i n s e v e r al di r e cti o n s, f o r e x a m pl e, n u m e ri c al si m ul ati o n of

t u r b ul e nt fl o w s ( e. g., t h e t u r b ul e nt c h a n n el fl o w) [1 8 3 ] a n d o c e a n d y n a mi c s [1 8 1 ], t h e F O M-

R O M c o n si st e n c y [ 1 8 0 ], a n d f e e d b a c k c o nt r ol [1 9 4 ].

4. 1. 3. L e r a y R O M, A p p r o xi m at e D e c o n v ol uti o n L e r a y R O M, a n d Ti m e- R el a x ati o n R O M

I n t hi s s e cti o n, w e p r e s e nt s e v e r al L E S- R O M s c o n st r u ct e d b y u si n g R O M s p ati al

filt e ri n g a n d a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n.

L e r a y R O M

T h e Ler a y R O M ( L- R O M) [1 7 5 ,1 9 5 ,1 9 6 ] i s a n L E S- R O M i n w hi c h t h e s p ati al filt e r, F , i s

u s e d t o s m o ot h o ut o nl y t h e c o n v e cti v e v el o cit y of t h e n o nli n e a r t e r m i n t h e N S E, i. e.,

∂ u r

∂ t
,φ i + R e − 1 ( ∇ u r , ∇ φ i) + ( u r · ∇) u r ,φ i = 0, ∀ i = 1, . . . , r , ( 6 7)

w h e r e u r i s t h e R O M v el o cit y filt e r e d wit h o n e of t h e R O M s p ati al filt e r s, i. e., D F (6 0 ),

H O A F (6 1 ), o r P r oj (6 2 ). B y i nt r o d u ci n g t h e s p ati al filt e ri n g of t h e c o n v e cti v e t e r m, t h e L e r a y

R O M s m o ot h s o ut t h e s p u ri o u s n u m e ri c al o s cill ati o n s t h at aff e ct t h e st a n d a r d G- R O M i n

t h e c o n v e cti o n- d o mi n at e d, u n d e r- r e s ol v e d r e gi m e.

L e r a y r e g ul a ri z ati o n ( s e e S e cti o n 2. 1 ) w a s fi r st u s e d i n t h e c o nt e xt of r e d u c e d- o r d e r

m o d el s i n [ 1 7 7 ] f o r t h e K u r a m ot o – Si v a s hi n s k y e q u ati o n s. F o r fl ui d fl o w s, L- R O M w a s

fi r st u s e d i n [ 1 7 5 ] f o r t h e 3 D fl o w p a st a ci r c ul a r c yli n d e r at R e = 1 0 0 0. Si n c e t h e n,

L- R O M h a s b e e n s u c c e s sf ull y u s e d a s a st a bili z ati o n t e c h ni q u e f o r v a ri o u s u n d e r- r e s ol v e d

fl o w s: t h e N S E s [ 7 1 ,1 9 7 ], t h e st o c h a sti c N S E s [1 7 6 ,1 9 6 ], t h e B o u s si n e s q e q u ati o n s [1 9 8 ,1 9 9 ],

t h e q u a si- g e o st r o p hi c e q u ati o n s [6 6 ,1 8 1 ], a n d t h e t u r b ul e nt c h a n n el fl o w [1 8 2 ]. We al s o

n ot e t h at t h e R O M p r oj e cti o n w a s l e v e r a g e d i n [ 1 9 8 – 2 0 0 ] t o b uil d t h e L e r a y R O M f o r

c h all e n gi n g a p pli c ati o n s.

A p p r o xi m at e D e c o n v ol uti o n L e r a y R O M

T h e a p pr o xi m ate de c o n v ol uti o n Ler a y R O M ( A D L- R O M) [1 9 0 ] i s a n e xt e n si o n of t h e L e r a y

R O M t h at l e v e r a g e s t h e A D o p e r at o r D . T h e i d e a of t h e A D L- R O M i s t o u s e A D t o li mit

t h e a m o u nt of di s si p ati o n i nt r o d u c e d i n t h e L e r a y R O M w h e n t h e filt e r r a di u s i s t o o l a r g e:

Gi v e n u n
r , fi n d u n + 1

r s u c h t h at
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u n + 1
r − u n

r

∆ t
,φ i + R e − 1 ∇ u n + 1

r , ∇ φ i + D ( u n + 1
r ) · ∇ u n + 1

r ,φ i = 0, ∀ i = 1, . . . , r . ( 6 8)

T h e n u m e ri c al i n v e sti g ati o n i n [ 1 9 0 ] f o r c o n v e cti o n- d o mi n at e d s y st e m s s h o w s t h at

w h e n t h e filt e r r a di u s i s r el ati v el y l a r g e, t h e A D L- R O M i s m o r e a c c u r at e t h a n t h e st a n d a r d

L e r a y R O M a n d l e s s s e n siti v e t o m o d el p a r a m et e r s. I n a d diti o n, it s h o w s t h at t h e i n c r e a s e d

a c c u r a c y all o w e d b y t h e A D L- R O M ( 6 8 ) i s n ot at t h e e x p e n s e of n u m e ri c al st a bilit y.

We e m p h a si z e t h at t hi s i s y et a n ot h e r i n st a n c e i n w hi c h i d e a s f r o m c o m pl et el y diff e r e nt

fi el d s a r e s y nt h e si z e d. I n d e e d, A D i s c e nt r al i n t h e i m a g e p r o c e s si n g a n d i n v e r s e p r o bl e m s

c o m m u niti e s a n d h a s b e e n s u c c e s sf ull y u s e d t o d e v el o p L E S m o d el s [ 8 7 ,8 8 ], a s m e nti o n e d

al s o i n S e cti o n 2. 1. 3 .

Ti m e- R el a x ati o n R O M

T h e ti me-rel a x ati o n R O M [1 8 2 ] i s a n L E S- R O M r e c e ntl y p r o p o s e d wit h t h e ai m t o

i n c r e a s e t h e R O M n u m e ri c al st a bilit y b y a d di n g a n e xt r a t e r m t o t h e i n c o m p r e s si bl e N S E.

S p e ci fi c all y, t h e ti m e- r el a x ati o n R O M r e a d s a s f oll o w s: Fi n d u r s u c h t h at

∂ u r

∂ t
,φ i + R e − 1 ( ∇ u r , ∇ φ i) + ( u r · ∇) u r ,φ i + χ t ( u r − u r ) ,φ i = 0, ∀ i = 1, . . . r , ( 6 9)

w h e r e χ t i s t h e ti m e- r el a x ati o n p a r a m et e r a n d u r i s t h e R O M v el o cit y filt e r e d wit h o n e

of t h e R O M s p ati al filt e r s i nt r o d u c e d i n S e cti o n 4. 1. 1 . T h e r ol e of t hi s e xt r a t e r m i s t o

a d d n u m e ri c al st a bili z ati o n o nl y at t h e m a r gi n all y r e s ol v e d s c al e s wit h o ut u n n e c e s s a ril y

filt e ri n g t h e r e s ol v e d s c al e s.

I n [1 8 2 ], it w a s s h o w n t h at t h e n u m e ri c al si m ul ati o n of t h e t u r b ul e nt c h a n n el fl o w

at R e y n ol d s n u m b e r s R e τ = 1 8 0 a n d R e τ = 3 9 5 p e rf o r m e d wit h t h e n e w ti m e- r el a x ati o n

R O M e q ui p p e d wit h t h e R O M diff e r e nti al filt e r a n d t h e R O M hi g h e r- o r d e r al g e b r ai c filt e r

yi el d s a c c u r at e r e s ult s.

4. 1. 4. Ot h e r L E S- R O M s

T h e r e a r e n u m e r o u s L E S-i n s pi r e d R O M s, a n d t h e li st i s c o nti n u o u sl y g r o wi n g. F o r

c o m p r e h e n si v e r e vi e w s o n R O M cl o s u r e s, t h e r e a d e r i s r ef e r r e d t o [ 1 6 9 ,2 0 1 ]. We n ot e,

h o w e v e r, t h at m a n y of t h e R O M cl o s u r e s p r e s e nt e d i n [ 1 6 9 ,2 0 1 ] d o n ot u s e R O M filt e ri n g

o r a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n. E x a m pl e s i n cl u d e t h e e d d y vi s c o sit y R O M s a n d m a c hi n e

l e a r ni n g R O M cl o s u r e s [1 6 9 ,2 0 1 ]. Si n c e t h e m ai n g o al of t hi s p a p e r i s t o di s c u s s a s p e ci fi c

cl a s s of L E S-i n s pi r e d R O M s, w hi c h a r e c o n st r u ct e d b y u si n g R O M s p ati al filt e ri n g a n d

a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n, w e d o n ot di s c u s s t h e s e alt e r n ati v e R O M cl o s u r e s a n d i n st e a d

r ef e r t h e r e a d e r t o [ 1 6 9 ,2 0 1 ]. I n t hi s s e cti o n, h o w e v e r, w e o utli n e t w o t y p e s of L E S- R O M s

t h at a r e diff e r e nt f r o m t h o s e w e p r e s e nt e d i n S e cti o n s 4. 1. 2 – 4. 1. 3 .

T h e a p pr o xi m ate de c o n v ol uti o n R O M ( A D- R O M) w a s i nt r o d u c e d i n [ 1 8 9 ]. T o o u r k n o wl-

e d g e, t hi s i s t h e fi r st A D m o d el u s e d i n r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g. T h e A D- R O M i s c o n-

st r u ct e d b y u si n g A D (i. e., a L a v r e nti e v r e g ul a ri z ati o n) t o c o n st r u ct a n a c c u r at e R O M

cl o s u r e m o d el. I n [ 1 8 9 ], t h e A D- R O M w a s s u c c e s sf ull y t e st e d i n t h e n u m e ri c al si m ul ati o n

of t h e t h r e e- di m e n si o n al fl o w p a st a ci r c ul a r c yli n d e r at a R e y n ol d s n u m b e r R e = 1 0 0 0.

T h e v ari ati o n al m ultis c ale ( V M S) m et h o d s [ 2 0 2 ,2 0 3 ] a r e c o n st r u ct e d b y u si n g t h e p ri n-

ci pl e of t h e l o c alit y of e n e r g y t r a n sf e r, w hi c h st at e s t h at e n e r g y i s t r a n sf e r r e d m ai nl y

b et w e e n n ei g h b o ri n g s c al e s o r m o d e s. Si n c e R O M s u s e hi e r a r c hi c al b a s e s i n w hi c h t h e

l a r g e a n d s m all st r u ct u r e s a r e cl e a rl y di s pl a y e d, t h e V M S f r a m e w o r k n at u r all y l e n d s it s elf

t o b e e xt e n d e d t o t h e R O M s etti n g. Alt h o u g h V M S- R O M s d o n ot e x pli citl y u s e a R O M

s p ati al filt e r wit h a n e x pli cit filt e r r a di u s, t h e y di s pl a y a c o n n e cti o n wit h t h e L E S- R O M s

p r e s e nt e d i n t hi s p a p e r: I n t h e V M S- R O M s, t h e d e c o m p o siti o n of t h e fl o w v a ri a bl e s i nt o

l a r g e s c al e s a n d s m all s c al e s c a n b e r e g a r d e d a s t h e r e s ult of u si n g t h e R O M p r oj e cti o n

o p e r at o r [ 1 7 3 ,2 0 4 ,2 0 5 ]. F o r m o r e di s c u s si o n o n V M S- R O M s, w e r ef e r t h e r e a d e r t o [1 6 9 ]

( S e cti o n I V. A. 5).
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4. 2. L E S- R O M C o nsiste n c y

A s e x pl ai n e d i n [ 1 8 0 ,2 0 6 ], R O M s a r e of t w o t y p e s:

• F O M- R O M c o nsiste nt , i. e., t h e R O M u s e s t h e s a m e c o m p ut ati o n al m o d el a n d t h e s a m e

n u m e ri c al di s c r eti z ati o n a s t h e F O M ( s e e [ 2 0 6 ] D e fi niti o n 1. 1).

• F O M- R O M i n c o nsiste nt , i. e., t h e R O M u s e s a c o m p ut ati o n al a n d / o r n u m e ri c al di s-

c r eti z ati o n t h at a r e diff e r e nt f r o m t h o s e u s e d b y t h e F O M.

We n ot e t h at m o st R O M s ( a n d d at a- dri v e n m o d el s i n g e n er al) ar e F O M- R O M i n-

c o n si st e nt. T h e r e a s o n i s si m pl e: t h e F O M- R O M i n c o n si st e nt R O M s ( w hi c h ar e oft e n

c all e d “ n o ni ntr u si v e ”) ar e m u c h e a si er t o u s e i n pr a cti c e, e. g., b e c a u s e t h e y all o w f or t h e

u s e of l e g a c y c o d e s at t h e F O M l e v el. We e m p h a si z e, h o w e v er, t h at r e c e nt n u m eri c al

i n v e sti g ati o n s [1 8 0 ,2 0 6 ] h a v e s h o w n t h at t h e F O M- R O M c o n si st e nt R O M s yi el d m or e a c-

c ur at e r e s ult s t h a n t h e F O M- R O M i n c o n si st e nt R O M s. F or e x a m pl e, i n [ 1 8 0 ] w e g e n er at e d t h e

F O M d at a b y u si n g t h e E F R- F O M a n d w e c o n si d er e d t w o t y p e s of R O M s: a F O M- R O M c o n-

si st e nt R O M t h at u s e s t h e E F R str at e g y at t h e R O M l e v el a n d a F O M- R O M i n c o n si st e nt R O M

t h at d o e s n ot u s e t h e E F R str at e g y at t h e R O M l e v el. O ur n u m eri c al i n v e sti g ati o n s h o w e d t h at

t h e F O M- R O M c o n si st e nt R O M w a s m or e a c c ur at e t h a n t h e F O M- R O M i n c o n si st e nt R O M.

Ot h er e x a m pl e s of F O M- R O M c o n si st e nt R O M s b a s e d o n t h e E F R str at e g y ar e pr e s e nt e d

i n [7 1 ,1 9 7 ] ( s e e [2 0 7 – 2 0 9 ] f or F O M- R O M c o n si st e nt R O M s b a s e d o n diff er e nt st a bili z ati o n s).

T h e L E S- R O M s t h at w e p r e s e nt i n t hi s s e cti o n a r e F O M- R O M c o n si st e nt si n c e t h e y

u s e a n L E S st r at e g y b ot h at t h e F O M a n d t h e R O M l e v el s. T h u s, b a s e d o n t h e p r eli mi n a r y

st u di e s i n [ 1 8 0 ] f o r t h e E F R m et h o d, w e b eli e v e t h at L E S- R O M s will yi el d m o r e a c c u r at e

r e s ult s t h a n t h ei r i n c o n si st e nt c o u nt e r p a rt s. We al s o n ot e t h at b y e n s u ri n g t h e m o d eli n g

c o n si st e n c y b et w e e n t h e F O M a n d t h e R O M, w e i n c r e a s e t h e R O M r o b u st n e s s wit h r e s p e ct

t o c h a n g e s i n t h e F O M p a r a m et e r s. F o r e x a m pl e, w h e n t h e F O M r e s ol uti o n n e e d s t o b e

a d a pt e d b y c h a n gi n g t h e F O M filt e r r a di u s, t h e R O M filt e r r a di u s i s a d a pt e d a ut o m ati c all y

a n d t h e R O M d o e s n ot h a v e t o b e r et r ai n e d. We e m p h a si z e t h at t hi s i s a d e p a rt u r e f r o m

m o st of t h e c u r r e nt R O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s, w hi c h r e q ui r e r et r ai ni n g ( a c o stl y

p r o c e s s) e v e r y ti m e a n L E S m o d el p a r a m et e r i s c h a n g e d at t h e F O M l e v el.

Of c o u r s e, a s p oi nt e d o ut i n S e cti o n 5 of [ 1 8 0 ], t h e r e a r e still m a n y o p e n q u e sti o n s. F o r

e x a m pl e, o n e c o ul d i n v e sti g at e t h e F O M- R O M c o n si st e n c y w h e n diff e r e nt L E S m o d el s a r e

u s e d at t h e F O M a n d R O M l e v el s, e. g., t h e L e r a y m o d el i s u s e d at t h e F O M l e v el a n d t h e

E F R m o d el i s u s e d at t h e R O M l e v el. O n e c o ul d al s o i n v e sti g at e t h e p ar a meter F O M- R O M

c o nsiste n c y , w hi c h i s c o m pl e m e nt a r y t o t h e m o d el F O M- R O M c o n si st e n c y. T o i n v e sti g at e

t h e p a r a m et e r F O M- R O M c o n si st e n c y, o n e c o ul d c o n si d e r t h e s a m e L E S m o d el at t h e

F O M a n d R O M l e v el s b ut u s e diff e r e nt p a r a m et e r s ( e. g., diff e r e nt α v al u e s) i n t h e s e L E S

m o d el s. F o r e x a m pl e, o n e c o ul d i n v e sti g at e w h et h e r u si n g diff e r e nt α o r χ v al u e s at t h e

F O M a n d R O M l e v el s (i. e., α F O M ≠ α R O M o r χ F O M ≠ χ R O M ) c o ul d yi el d m o r e a c c u r at e

R O M s ol uti o n s.

We al s o e m p h a si z e t h at t h e F O M- R O M c o n si st e n c y h a s b e e n i n v e sti g at e d m ai nl y

n u m e ri c all y, wit h o ut p r o vi di n g t h e o r eti c al s u p p o rt. F o r n ot a bl e e x c e pti o n s, s e e t h e n u m e ri-

c al a n al y si s p e rf o r m e d i n [ 2 0 7 ,2 1 0 ] f o r F O M- R O M c o n si st e n c y of t h e st r e a mli n e u p wi n d

P et r o v – G al e r ki n ( S U P G) st a bili z ati o n a n d [ 2 0 6 ] f o r F O M- R O M c o n si st e n c y wit h r e s p e ct

t o t h e di s c r eti z ati o n of t h e n o nli n e a rit y of t h e N a vi e r – St o k e s e q u ati o n s. We n ot e, h o w-

e v e r, t h at t h e n u m e ri c al a n al y si s of t h e F O M- R O M c o n si st e n c y f o r L E S- R O M s i s still a n

o p e n q u e sti o n.

4. 3. L E S- R O M N u meri c al A n al ysis

At t h e F O M l e v el, e xt e n si v e m at h e m ati c al s u p p o rt e xi st s f o r L E S cl o s u r e s a n d st a bili z a-

ti o n s wit h cl a s si c al n u m e ri c al di s c r eti z ati o n s ( e. g., t h e fi nit e el e m e nt m et h o d). F o r e x a m pl e,

t h e m o n o g r a p h s [5 ,2 9 ,3 0 ] p r e s e nt t h e m at h e m ati c al a n al y si s f o r m a n y L E S m o d el s, a s w ell

a s t h e n u m e ri c al a n al y si s of t h ei r di s c r eti z ati o n. Si mil a rl y, t h e m o n o g r a p h [ 2 1 1 ] p r e s e nt s

t h e m at h e m ati c al a n d n u m e ri c al a n al y si s of cl a s si c al st a bili z ati o n st r at e gi e s. T hi s e xt e n-

si v e lit e r at u r e p r o vi d e s a n s w e r s n ot o nl y t o f u n d a m e nt al n u m e ri c al a n al y si s q u e sti o n s

( e. g., st a bilit y a n d c o n v e r g e n c e) b ut al s o t o criti c al pr a cti c al c h alle n ges ( e. g., p a r a m et e r
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s c ali n g s f o r c riti c al p a r a m et e r s li k e t h e filt e ri n g r a di u s). I n st a r k c o nt r a st, f u n d a m e nt al

q u e sti o n s i n t h e n u m e ri c al a n al y si s a r e still wi d e o p e n f o r m o st of t h e R O M cl o s u r e m o d el s:

I s t h e p r o p o s e d R O M st a bl e ? D o e s t h e R O M c o n v e r g e ? If s o, w h at d o e s it c o n v e r g e t o ?

W h at i s t h e R O M r at e of c o n v e r g e n c e ?

O nl y t h e fi r st st e p s i n t h e n u m e ri c al a n al y si s of R O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s h a v e

b e e n t a k e n: n u m e ri c al a n al y si s ( e. g., st a bilit y a n d c o n v e r g e n c e) of cl a s si c R O M cl o s u r e s

w a s p e rf o r m e d i n [ 2 1 2 – 2 1 6 ]. N u m e ri c al a n al y si s w a s c a r ri e d o ut i n [2 1 3 ,2 1 4 ] f o r t h e e d d y

vi s c o sit y v a ri ati o n al m ulti s c al e R O M s a n d i n [ 2 1 5 ,2 1 6 ] f o r t h e S m a g o ri n s k y m o d el i n a

r e d u c e d b a si s m et h o d s etti n g. T h e fi r st n u m e ri c al a n al y si s of L E S- R O M s w a s p e rf o r m e d

i n [1 9 5 ,1 9 6 ] f o r t h e L e r a y R O M (6 7 ) ( s e e al s o [2 1 7 ] f o r r el at e d w o r k) a n d i n [1 9 4 ] f o r t h e E F R-

R O M. We h a v e al s o t a k e n t h e fi r st st e p s i n p r o vi n g F O M- R O M p ar a meter s c ali n gs f o r R O M

st a bili z ati o n s a n d cl o s u r e s [ 2 0 7 ,2 1 3 ,2 1 4 ,2 1 8 ]. F o r e x a m pl e, i n [2 0 7 ], f o r t h e S U P G- R O M, w e

p r o v e d s c ali n g s b et w e e n t h e F O M m e s h si z e a n d t h e S U P G- R O M st a bili z ati o n p a r a m et e r.

Fi n all y, w e n ot e t h at t h e m o st a cti v e r e s e a r c h a r e a i n R O M cl o s u r e m o d eli n g i s i n t h e

d e v el o p m e nt of d at a- d ri v e n R O M cl o s u r e s i n w hi c h a v ail a bl e d at a a r e utili z e d t o b uil d t h e

R O M cl o s u r e m o d el. A n e x a m pl e of d at a- d ri v e n R O M cl o s u r e i s t h e d at a- d ri v e n v a ri ati o n al

m ulti s c al e R O M ( d 2- V M S- R O M) p r o p o s e d i n [ 2 0 5 ,2 1 9 ,2 2 0 ]. T h e d 2- V M S- R O M a n d it s

d e v el o p m e nt s h a v e b e e n i n v e sti g at e d n u m e ri c all y i n [ 2 0 5 ,2 1 9 – 2 2 6 ]. H o w e v e r, p r o vi di n g

m at h e m ati c al s u p p o rt f o r t h e d 2- V M S- R O M, a n d d at a- d ri v e n R O M cl o s u r e s i n g e n e r al, i s

a n o p e n p r o bl e m. R e c e ntl y, i n [ 2 2 7 ], w e l ai d t h e m at h e m ati c al f o u n d ati o n s of d at a- d ri v e n

R O M cl o s u r e s. S p e ci fi c all y, i n T h e o r e m 2 of [ 2 2 7 ], w e p r o v e d t h at t h e d 2- V M S- R O M i s

veri fi a ble , i. e., t h e d 2- V M S- R O M s ol uti o n i s a c c u r at e si n c e t h e d 2- V M S- R O M cl o s u r e m o d el

i s a c c u r at e.

D e s pit e t h e s e fi r st st e p s t h at o u r g r o u p s a n d o u r c oll a b o r at o r s h a v e t a k e n, t h e n u-

m e ri c al a n al y si s of R O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s i s n o w h e r e cl o s e t o t h e n u m e ri c al

a n al y si s f o r F O M cl o s u r e s a n d st a bili z ati o n s. L a yi n g t h e m at h e m ati c al f o u n d ati o n s f o r

L E S- R O M s a n d, m o r e i m p o rt a ntl y, p r o vi di n g n u m e ri c al a n al y si s g ui d a n c e t o p r a cti c al

L E S- R O M c h oi c e s ( e. g., p a r a m et e r s c ali n g s) a r e still o p e n q u e sti o n s.

5. A p pli c ati o n s of L E S f or R O M

I n t hi s s e cti o n, w e p r e s e nt s o m e r e s ult s of L E S wit h R O M s f o r t e st c a s e s wit h a n

a c a d e mi c fl a v o r a n d s o m e r e al a p pli c ati o n s. We al s o d r a w a r o a d m a p of ot h e r p ot e nti al

a p pli c ati o n s f o r m o r e r e al- w o rl d p r o bl e m s t h at m oti v at e d u s i n t h e d e v el o p m e nt of t h e

m et h o d ol o gi e s d e s c ri b e d a b o v e. We a nti ci p at e t h e s e a p pli c ati o n s will p r o vi d e a n e x c ell e nt

b e n c h m a r k f o r t h e a s s e s s m e nt a n d i m p r o v e m e nt of s u c h m et h o d ol o gi e s. T o ill u st r at e t h e

v e r s atilit y of t h e L E S- R O M s, w e s h o w r e s ult s f o r b ot h i n c o m p r e s si bl e fl o w s ( S e cti o n 5. 1 )

a n d c o m p r e s si bl e fl o w s ( S e cti o n 5. 2 ), a s w e di d i n S e cti o n 3 .

5. 1. I n c o m pressi ble Fl o ws

5. 1. 1. Fl o w P a st a C yli n d e r

Alt h o u g h si m pl e ( o r m a y b e p r e ci s el y b e c a u s e of t h at), t h e 2 D [ 2 2 8 ,2 2 9 ] a n d

3 D [ 2 2 8 ,2 3 0 ,2 3 1 ] fl o w p a st a c yli n d e r b e n c h m a r k s h a v e b e e n wi d el y u s e d t o a s s e s s n u m e ri-

c al st r at e gi e s, e v e n t h o s e d e si g n e d f o r hi g h e r R e y n ol d s n u m b e r fl o w s. T hi s i s d u e t o t h e

f a ct t h at t o o bt ai n a c c u r at e r e s ult s i n t h e c a s e of t h e ti m e- d e p e n d e nt R e y n ol d s n u m b e r

0 ≤ R e ( t) ≤ 1 0 0, o n e n e e d s a m e s h wit h a b o ut 2 0 0 K el e m e nt s f o r t h e 2 D b e n c h m a r k a n d

r o u g hl y 3 milli o n el e m e nt s f o r t h e 3 D b e n c h m a r k. T h u s, o n e c a n u s e t h e s e b e n c h m a r k s t o

d e m o n st r at e t h at a c c u r at e r e s ult s c a n b e o bt ai n e d al s o wit h m u c h c o a r s e r m e s h e s if s uit a bl e

L E S m o d el s a r e u s e d. I n d e e d, f o r e x a m pl e, it h a s b e e n s h o w n t h at wit h t h e E F R al g o rit h m,

o n e c a n o bt ai n a c c u r at e r e s ult s wit h m e s h e s a s c o a r s e a s r o u g hl y 1 5 K el e m e nt s i n b ot h 2 D

a n d 3 D [ 5 8 ,5 9 ,6 1 ,6 2 ,7 1 ,1 8 0 ,2 3 2 ]. B el o w, w e p r e s e nt s el e ct e d 2 D r e s ult s f r o m [1 9 7 ], w hi c h

t o u c h u p o n s e v e r al t o pi c s di s c u s s e d i n S e cti o n 4. 1 .

T h e w o r k i n [ 7 1 ,1 9 7 ] st e m m e d f r o m t h e n e e d f o r F O M- R O M c o n si st e n c y d e s c ri b e d

i n S e cti o n 4. 2 . We p r o p o s e d t o u s e t h e E F R al g o rit h m at b ot h t h e f ull- a n d r e d u c e d- o r d e r

l e v el. I n p a rti c ul a r, w e g e n e r at e d t h e s n a p s h ot s wit h u n d e r- r e fi n e d m e s h e s. T hi s i s u nli k e
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ot h e r w o r k s, e. g., [ 1 7 5 ,1 7 6 ,2 3 3 ], w h e r e t h e s n a p s h ot s a r e o bt ai n e d b y D N S. B y u si n g t h e

E F R m et h o d a s F O M a n d R O M, w e a d o pt e d t h e s a m e m at h e m ati c al f r a m e w o r k d u ri n g

b ot h t h e of fli ne a n d o nli ne st a g e s a n d t h u s h a d a R O M t h at i s f ull y c o n si st e nt wit h t h e F O M.

I n [1 9 7 ], w e p r o p o s e d t o u s e t h e P O D b a si s r el at e d t o t h e e v ol v e v el o cit y t o a p p r o xi m at e t h e

filt e r e d v el o cit y a n d c o m p ut e t h e r e d u c e d p r e s s u r e fi el d wit h a P oi s s o n p r e s s u r e e q u ati o n

m et h o d [ 2 3 4 ,2 3 5 ]. T h e m ai n diff e r e n c e b et w e e n [1 9 7 ] a n d [7 1 ,1 8 0 ,2 3 2 ] li e s i n t h e i n di c at o r

f u n cti o n: it i s li n e a r i n [7 1 ,1 8 0 ,2 3 2 ] a n d A D- b a s e d (5 2 ) i n [1 9 7 ]. T h e R O M i n [1 9 7 ] i s c all e d

h y b ri d p r oj e cti o n / d at a- d ri v e n b e c a u s e it e x pl oit s a t r a diti o n al p r oj e cti o n m et h o d ( G- R O M)

f o r t h e c o m p ut ati o n of t h e i nt e r m e di at e r e d u c e d v el o cit y a n d p r e s s u r e fi el d s a n d u s e s

a d at a- d ri v e n t e c h ni q u e t o c o m p ut e t h e r e d u c e d c o ef fi ci e nt s of t h e i n di c at o r f u n cti o n

fi el d. T h e d at a- d ri v e n a p p r o a c h l e v e r a g e s i nt e r p ol ati o n wit h r a di al b a si s f u n cti o n s [ 2 3 6 ].

Alt e r n ati v e s t o t h e d at a- d ri v e n a p p r o a c h c o ul d b e u si n g t h e s a m e s et of r e d u c e d c o ef fi ci e nt s

f o r v el o cit y, p r e s s u r e, a n d i n di c at o r f u n cti o n o r a n EI M / D EI M t e c h ni q u e [2 3 7 ,2 3 8 ]. T h e

f o r m e r w a s c o n si d e r e d f o r R A N S i n [2 3 9 ] a n d w a s s h o w n i n [2 4 0 ] t o p r o vi d e l e s s a c c u r at e

r e s ult s t h a n a h y b ri d p r o c e d u r e.

T h e 2 D fl o w p a st a c yli n d e r f o r 0 ≤ R e ( t) ≤ 1 0 0 i s c h all e n gi n g b e c a u s e t h e fl o w

i s l a mi n a r f o r t h e fi r st 4 s a n d t h e n t h e w ell- k n o w n v o rt e x s h e d di n g a p p e a r s. I n [1 9 7 ],

t h e f o c u s w a s o n t h e ti m e i nt e r v al [4, 8 ] s, f o r w hi c h 2 0 0 hi g h- fi d elit y s n a p s h ot s w e r e

c oll e ct e d. T h e fi r st 5 0 m o st e n e r g eti c P O D m o d e s w e r e c o n si d e r e d, a n d a c o n v e r g e n c e t e st

w a s p e rf o r m e d b a s e d o n t h r e e diff e r e nt e n e r g y t h r e s h ol d s: 9 9 % ( 1 1 m o d e s f o r t h e v el o cit y,

5 m o d e s f o r t h e p r e s s u r e, a n d 2 0 m o d e s f o r t h e i n di c at o r f u n cti o n), 9 9. 9 % ( 2 6 m o d e s f o r

t h e v el o cit y, 1 2 m o d e s f o r t h e p r e s s u r e, a n d 4 4 m o d e s f o r t h e i n di c at o r f u n cti o n), a n d

9 9. 9 9 % ( 4 2 m o d e s f o r t h e v el o cit y, 2 4 m o d e s f o r t h e p r e s s u r e, a n d 5 0 m o d e s f o r t h e i n di c at o r

f u n cti o n). Fi g u r e 1 1 c o m p a r e s t h e lift c o ef fi ci e nt gi v e n b y t h e F O M wit h t h e o n e gi v e n b y

t h e R O M. We o b s e r v e t h at t h e e v ol uti o n of lift c o ef fi ci e nt c o m p ut e d b y t h e R O M i s v e r y

a c c u r at e w h e n 9 9. 9 % o r 9 9. 9 9 % of t h e ei g e n v al u e e n e r g y i s r et ai n e d. Si mil a r a c c u r a c y w a s

f o u n d f o r t h e 3 D c yli n d e r t e st. S e e [1 9 7 ] f o r m o r e d et ail s.

Fi g ur e 1 1. Lift c o ef fi ci e nt C L c o m p ut e d b y t h e F O M a n d t h e p r oj e cti o n / d at a- d ri v e n R O M f r o m [ 1 9 7 ]

f o r diff e r e nt t h r e s h ol d s of c u m ul ati v e e n e r g y.

T o c o m pl et e t h e pi ct u r e, w e n e e d t o c o n n e ct t h e a c c u r a c y wit h t h e r e q ui r e d c o m p u-

t ati o n al ti m e. Fi g u r e 1 2 (l eft) s h o w s t h e ti m e- a v e r a g e d r el ati v e L 2 e r r o r f o r v el o cit y a n d

p r e s s u r e v e r s u s t h e c o r r e s p o n di n g w all ti m e w h e n t h e n u m b e r of b a si s f u n cti o n s f o r t h e

v el o cit y i s v a ri e d. T h e n u m b e r of b a si s f u n cti o n s f o r t h e p r e s s u r e i s fi x e d at 2 4, w hil e t h e

n u m b e r of b a si s f u n cti o n s f o r t h e i n di c at o r f u n cti o n i s 5 0. T h e r el ati v e w all ti m e i s gi v e n

b y t h e r ati o b et w e e n t h e C P U ti m e n e e d e d b y t h e R O M a n d t h e C P U ti m e r e q ui r e d b y a

F O M si m ul ati o n (i. e., 3 9 8 s). A s o n e w o ul d e x p e ct, t h e e r r o r s i niti all y d e c r e a s e a n d t h e

r el ati v e w all ti m e i n c r e a s e s a s t h e n u m b e r of b a si s f u n cti o n s i n c r e a s e s. T h e e r r o r s r e a c h

t h ei r mi ni m u m v al u e f o r 4 6 b a si s f u n cti o n s f o r t h e v el o cit y. W h e n t h e n u m b e r of b a si s

f u n cti o n s i s i n c r e a s e d t o 5 0, t w o u n d e si r a bl e t hi n g s h a p p e n: t h e r el ati v e w all ti m e i s l a r g e r
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t h a n 1, m e a ni n g t h e R O M i s m o r e c o stl y t h a n t h e F O M ( a n a b s u r dit y), a n d t h e e r r o r s

i n c r e a s e. Si n c e 4 2 v el o cit y m o d e s a r e e n o u g h t o r et ai n 9 9. 9 9 % of t h e ei g e n v al u e e n e r g y,

w e s u s p e ct t h e e r r o r s i n c r e a s e b e c a u s e of t h e n oi s e i nt r o d u c e d b y t h e hi g h e st m o d e s. We

n ot e t h at t h e R O M i s m o r e c o m p ut ati o n all y ef fi ci e nt i n t h e 3 D t e st. S e e Fi g u r e 1 2 ( ri g ht)

a n d [ 1 9 7 ] f o r d et ail s.

r el ati v e w all ti m e

e r r o r s

r el ati v e w all ti m e

e r r o r s

Fi g ur e 1 2. P a r et o pl ot s f o r t h e v el o cit y a n d p r e s s u r e: ti m e- a v e r a g e d r el ati v e L 2 e r r o r v e r s u s r el ati v e

w all ti m e w h e n t h e n u m b e r of b a si s f u n cti o n s f o r t h e v el o cit y i s v a ri e d f o r t h e 2 D ( l eft) a n d 3 D (ri g ht )

c yli n d e r t e st s.

5. 1. 2. T-J u n cti o n

H e r e, w e s u m m a ri z e t h e r e s ult s of t h e n u m e ri c al i n v e sti g ati o n p e rf o r m e d i n [ 2 0 0 ]. We

i n v e sti g at e t h r e e of t h e L E S- R O M s di s c u s s e d i n S e cti o n 4. 1 (i. e., t h e E F R- R O M, L e r a y R O M,

a n d ti m e- r el a x ati o n R O M) i n t h e n u m e ri c al si m ul ati o n of a T-j u n cti o n p r o bl e m. W h e n

st r e a m s of r a pi dl y m o vi n g fl o w m e r g e i n a T-j u n cti o n, l a r g e o s cill ati o n s c a n o c c u r at t h e

s c al e of t h e di a m et e r, D , wit h a p e ri o d of O ( D / U ) , w h e r e U i s t h e c h a r a ct e ri sti c fl o w

s p e e d. If t h e st r e a m s a r e at diff e r e nt t e m p e r at u r e s, t h e o s cill ati o n s r e s ult i n fl u ct u ati o n s

( s e e Fi g u r e 1 3 ). T hi s p h e n o m e n o n, k n o w n a s t h e r m al st ri pi n g, c a n a c c el e r at e t h e r m al –

m e c h a ni c al f ati g u e at t h e pi p e w all i n t h e o utl et b r a n c h a n d ulti m at el y c a u s e pi p e f ail u r e.

Si n c e t h e r m al st ri pi n g i s of c riti c al i m p o rt a n c e i n n u cl e a r e n gi n e e ri n g, t h e n u cl e a r e n e r g y

m o d eli n g a n d si m ul ati o n c o m m u nit y e st a bli s h e d a T-j u n cti o n b e n c h m a r k [ 2 4 1 ] t o t e st t h e

a bilit y of C F D c o d e s t o p r e di ct t h e r m al st ri pi n g.

Fi g ur e 1 3. T-j u n cti o n t e st c a s e: i n st a nt a n e o u s t e m p e r at u r e fi el d at R e = 1 0, 0 0 0 f o r a n i n v e sti g ati o n o n

t h e r m al st ri pi n g, w hi c h i s c riti c al i n n u cl e a r e n gi n e e ri n g [2 0 0 ].

We c o n si d e r t h e T-j u n cti o n p r o bl e m at t h e R e y n ol d s n u m b e r R e = 1 0, 0 0 0. T h e F O M i s

b a s e d o n a s p e ct r al el e m e nt di s c r eti z ati o n wit h a b o ut 2 1 milli o n m e s h p oi nt s. F u rt h e r d et ail s

a b o ut t h e c o m p ut ati o n al s etti n g a n d F O M a r e gi v e n i n [ 2 0 0 ]. We t e st t h e st a n d a r d G- R O M

a n d t h e t h r e e L E S- R O M s i n t h e p r e di cti v e r e gi m e, t h at i s, w e t e st t h e s e m o d el s o n a ti m e

i nt e r v al t h at i s l a r g e r t h a n t h e i nt e r v al w h e r e s n a p s h ot s a r e c oll e ct e d. We c o n si d e r r = 2 5 0

f o r t h e G- R O M a n d r = 1 0 0 f o r t h e L E S- R O M s. T o a s s e s s t h e R O M s’ p e rf o r m a n c e, w e c o m-

p a r e t h e n e a r- w all t e m p e r at u r e at s e v e r al l o c ati o n s ( ( x , ± 0. 5, 0 ) , ( x , ± 0. 4 5, 0 ) , ( x , 0, ± 0. 5 ) ,
a n d ( x , 0, ± 0. 4 5 ) f o r x = 2, 3, ..., 9) wit h t h e F O M d at a ( s e e Fi g u r e 1 4 ).
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Fi g ur e 1 4. N e ar- w all t e m p er at ur e hi st or y at y = 0, z = 0. 4 5 f or s e v er al x l o c ati o n s i n t h e o utl et br a n c h.

Fi g u r e s 1 5 a n d 1 6 s h o w t h e n e a r- w all (i. e., z = 0. 4 5) t e m p e r at u r e of t h e d o w n st r e a m

pi p e at s e v e r al x l o c ati o n s f o r t h e G- R O M, t h e L e r a y R O M, t h e E F R- R O M, a n d t h e ti m e-

r el a x ati o n R O M. I n t h e s e pl ot s, t h e t w o v e rti c al r e d li n e s d e n ot e t h e ti m e i nt e r v al i n w hi c h

t h e s n a p s h ot s w e r e c oll e ct e d. T h e r e s ult s i n di c at e t h at t h e n e a r- w all t e m p e r at u r e of t h e

G- R O M i niti all y a g r e e s wit h t h e F O M b ut b e c o m e s u n st a bl e i n a r el ati v el y s h o rt ti m e

(≈ 6 c o n v e cti v e ti m e u nit s aft e r t h e i niti al c o n diti o n) e v e n wit h r = 2 5 0. T hi s i n di c at e s

t h at t h e G- R O M i s n ot a c c u r at e e v e n i n t h e r e c o n st r u cti v e r e gi m e. F u rt h e r m o r e, l a r g e r

fl u ct u ati o n s a r e o b s e r v e d f o r s m all x v al u e s. I n c o nt r a st, t h e L E S- R O M t e m p e r at u r e st a y s o n

t h e o v e r all F O M t r aj e ct o r y, a n d i n t h e p r e di cti v e r e gi m e (i. e., o ut si d e t h e r e gi o n b et w e e n t h e

t w o v e rti c al r e d li n e s) all t h r e e L E S- R O M s a r e si g ni fi c a ntl y m o r e a c c u r at e t h a n t h e G- R O M.

Fi g ur e 1 5. T-j u n cti o n at R e = 1 0, 0 0 0: c o m p a ri s o n of t h e n e a r- w all t e m p e r at u r e hi st o r y at z = 0. 4 5

b et w e e n t h e F O M, t h e G- R O M, a n d t h e L E S- R O M s f o r x = 2, 3, 4, 5 ( o utl et b r a n c h).
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Fi g ur e 1 6. T-j u n cti o n at R e = 1 0, 0 0 0: c o m p a ri s o n of t h e n e a r- w all t e m p e r at u r e hi st o r y at z = 0. 4 5

b et w e e n t h e F O M, t h e G- R O M, a n d t h e L E S- R O M s f o r x = 6, 7, 8, 9 ( o utl et b r a n c h).

5. 1. 3. H e m o d y n a mi c s A p pli c ati o n s

A s m e nti o n e d i n S e cti o n 3. 1 , bl o o d fl o w i s g e n e r all y i n a l a mi n a r r e gi m e, a n d it d o e s

n ot r e q ui r e s p e ci fi c m o d eli n g f o r t u r b ul e n c e. A o D s a r e a n e x c e pti o n w h e r e t h e c o m bi n ati o n

of t h e s p e ci fi c fl o w f e at u r e s i n d u c e d b y t h e ti n y e nt r y t e a r s a n d t h e n e e d f o r a n ef fi ci e nt

s ol v e r t o r et ri e v e i nf o r m ati o n f r o m m a n y p ati e nt s of a ( c o m p ut e r- a s si st e d) cli ni c al t ri al c all

f o r s p e ci fi c m o d eli n g s ol uti o n s li k e E F R.

T h e r e a r e ot h e r p r o bl e m s i n t h e fi el d of c o m p ut ati o n al h e m o d y n a mi c s w h e r e t h e n e e d

f o r e xt r e m el y ef fi ci e nt s ol v e r s i s c riti c al. T y pi c all y, t h e s e a r e p r o bl e m s w h e r e t h e u s e of

s p e ci fi c m e di c al d e vi c e s r e q ui r e s a n o pti mi z ati o n p r o c e d u r e. W hil e “ o pti mi z ati o n ” c a n b e

p e rf o r m e d b y t ri al- a n d- e r r o r a p p r o a c h e s, t r a n sl ati o n al m at h e m ati ci a n s (i. e., m at h e m ati-

ci a n s e n g a g e d i n b ri n gi n g st at e- of-t h e- a rt m at h e m ati c al a n d c o m p ut ati o n al p r o c e d u r e s

t o t h e f o r ef r o nt of m e di c al p r a cti c e) f e el t h e n e e d f o r i nt r o d u ci n g a ut o m ati c o r, at l e a st,

s e mi- a ut o m ati c ri g o r o u s, m at h e m ati c all y s o u n d p r o c e d u r e s. T h e c o st of s e v e r al att e m pt s t o

fi n d t h e o pti m al s ol uti o n, eit h e r a s t h e r e s ult of e m pi ri c all y e d u c at e d g u e s s e s o r it e r ati o n s

of a m at h e m ati c al o pti mi z ati o n p r o c e d u r e, m a y b e p r o hi biti v e. I n g e n e r al, i n t hi s ki n d of

a p pli c ati o n, ef fi ci e n c y i s p ri vil e g e d wit h d et ri m e nt al c o n s e q u e n c e s f o r a c c u r a c y. F o r t hi s

r e a s o n, R A N S m o d el s a r e oft e n p r ef e r r e d.

A n e x a m pl e of g r e at i nt e r e st i n p e di at ri c s u r g e r y i s r el at e d t o t h e s o- c all e d t ot al c a v o p ul-

m o n ar y c o n ne cti o n ( T C P C) . T hi s i s a p alli ati v e s u r g e r y f o r n e w b o r n b a bi e s wit h a s e v e r e

h e a rt m alf o r m ati o n c all e d l eft v e nt ri cl e h y p o pl a si a s y n d r o m e. T hi s c o n diti o n ( c all e d u ni-

ve ntri c ul ar circ ul ati o n ) i s n ot c o m p ati bl e wit h lif e a n d r e q ui r e s s p e ci fi c t r e at m e nt s. Ye a r s

a g o, t h e T C P C w a s i nt r o d u c e d t o b u y ti m e b ef o r e a t r a n s pl a nt [ 2 4 2 ]. It c o n si st s of a n

a rti fi ci al c o n n e cti o n b et w e e n t h e s u p e ri o r a n d i nf e ri o r v e n a e c a v a e ( S V C a n d I V C, r e s p e c-

ti v el y) wit h t h e p ul m o n a r y a rt e r y ( P A) t o r o ut e s y st e mi c ci r c ul ati o n t o t h e p ul m o n a r y

ci r c ul ati o n. A n o v e r si m pli fi e d r e p r e s e nt ati o n of t hi s s h a p e i s r e p o rt e d i n Fi g u r e 1 7 . T h e

f u n cti o ni n g v e nt ri cl e p u m p s bl o o d i nt o t h e l a r g e ci r c ul ati o n. T h e c o n n e cti o n b et w e e n t h e

v e n a e c a v a e a n d t h e P A h a s a p e c uli a r c r u cif o r m s h a p e, s h o w n i n Fi g u r e 1 7 , wit h m a n y
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i nt e r e sti n g i m pli c ati o n s i n t e r m s of fl ui d d y n a mi c s. T h e bi o m e di c al e n gi n e e ri n g c o m-

m u nit y h a s i n v e sti g at e d t h e s e i m pli c ati o n s i n a h u g e n u m b e r of e x c ell e nt c o nt ri b uti o n s,

s e e, e. g., [ 2 4 3 – 2 5 2 ]. F r o m t h e c o m p ut ati o n al p oi nt of vi e w, t h e p r e s e n c e of t h e c olli di n g

f r o nt s i nj e ct e d at t h e S V C a n d I V C r ai s e s s o m e c h all e n g e s si n c e e v e n m o d e r at e R e y n ol d s

n u m b e r s m a y i n d u c e fl o w di st u r b a n c e s. I n g e n e r al, t h e s h a p e of t h e c r u cif o r m c o n n e cti o n

w a s s p e c ul at e d t o h a v e a m aj o r r ol e i n t h e l o n g-t e r m h e alt h y c o n diti o n s of t h e p ati e nt.

F o r i n st a n c e, a n e v e n s plitti n g of t h e fl o w c o mi n g f r o m t h e I V C ( c all e d he p ati c fl o w ) i s

c riti c al a n d i s d et e r mi n e d b y t h e off s et b et w e e n t h e S V C a n d I V C l eft aft e r t h e s u r g e r y ( s e e

Fi g u r e 1 7 ). H o w e v e r, a ri g o r o u s s h a p e o pti mi z ati o n b a s e d o n m at h e m ati c al p r o c e d u r e s i n

t h e o p e r ati n g r o o m i s still a d r e a m f o r m a n y r e a s o n s. O n e i s t h e i d e nti fi c ati o n of all t h e r el-

e v a nt c rit e ri a t h at d e fi n e a r eli a bl e a n d r o b u st “ o pti m al ” s ol uti o n. A n ot h e r o n e i s t h e h u g e

c o m p ut ati o n al c o st of n u m e ri c al o pti mi z ati o n. O n t o p of t hi s, a m o r e r e c e nt v a ri a nt of t h e

s u r g e r y r e q ui r e s t h e i nt r o d u cti o n of a p u m p i n t h e c r o s s- s h a p e d j u n cti o n t o e st a bli s h h e m o-

d y n a mi c c o n diti o n s cl o s e r t o t h e p h y si ol o g y of bi v e nt ri c ul a r ci r c ul ati o n [ 2 5 3 ]. T h e r e gi m e

i n d u c e d b y t h e p u m p r e q ui r e s s p e ci fi c t u r b ul e n c e m o d eli n g [7 ]. Hi g h c o m p ut ati o n al c o st s

c u r r e ntl y l e a d t o t h e u s e of R A N S m o d el s, e v e n t h o u g h t h e s u p e ri o rit y of L E S m o d eli n g

f o r t h e fl o w r e gi m e s c h a r a ct e ri sti c of T C P C i s c o m m o nl y r e c o g ni z e d [2 5 4 ]. O u r i nt e nti o n i s

t o b ri n g L E S- R O M m o d eli n g i nt o t hi s fi el d a s a p ot e nti al b r e a kt h r o u g h t h at e n a bl e s n ot

o nl y a c c u r at e L E S m o d eli n g a s t h e r o uti n e a p p r o a c h b ut al s o ri g o r o u s s h a p e o pti mi z ati o n

p r o c e d u r e s a s p a rt of r e g ul a r s u r gi c al pl a n ni n g.

Fi g ur e 1 7. Si m pli fi e d g e o m et r y of a T C P C. T h e v e rti c al v e s s el i s t h e v e n a c a v a ( V C: s u p e ri o r at

t h e t o p — S V C, i nf e ri o r at t h e b ott o m —I V C). T h e p ul m o n a r y a rt e r y ( P A) i s t h e h o ri z o nt al v e s s el.

T h e i n fl o w s e cti o n s a r e at t h e S V C a n d at t h e I V C. T hi s g e n e r at e s c olli di n g f r o nt s. T h e pi ct u r e r e p o rt s

t h e r e s ult s c o r r e s p o n di n g t o t w o diff e r e nt s u r gi c al o pti o n s. T h e diff e r e n c e i s i n t h e fl o w di st ri b uti o n

f r o m t h e I V C (t h e s o- c all e d h e p ati c fl o w di st ri b uti o n): F D L P A i s t h e f r a cti o n of h e p ati c fl o w di r e ct e d

t o t h e l eft P A. A n e v e n fl o w di st ri b uti o n (i. e., F D L P A ≈ 5 0 %) i s d e si r a bl e. N oti c e t h at t h e diff e r e nt

F D L P A a r e c r e at e d b y diff e r e nt off s et s b et w e e n t h e S V C a n d I V C.

5. 1. 4. Wi n d E n e r g y A p pli c ati o n s

L E S- b a s e d wi n d m o d eli n g p r e s e nt s si g ni fi c a nt c h all e n g e s, wit h k e y q u e sti o n s p o s e d

o n t u r b ul e n c e, m o stl y f o c u s e d o n m e a n- fl o w ki n eti c e n e r g y ( M K E) e nt r ai n m e nt a n d di s si-

p ati o n i n l a r g e wi n d f a r m s [ 2 5 5 ]. U n d e r st a n di n g t h e u p p e r li mit of p o w e r p r o d u cti o n i s

li n k e d t o M K E e nt r ai n m e nt. R e c e nt st u di e s, s u c h a s [2 5 6 ], i d e nti fi e d s p ati al c o n st r ai nt s a n d

t h e i n fl u e n c e of t h e C o ri oli s p a r a m et e r o n p o w e r o ut p ut t h r o u g h i d e ali z e d at m o s p h e ri c

si m ul ati o n s r u n wit h t h e w e at h e r r e s e a r c h a n d f o r e c a sti n g m o d el. A n e nt r ai n m e nt- b a s e d

m o d el f o r wi n d f a r m fl o w a n d p o w e r p r e di cti o n w a s r e c e ntl y p r o p o s e d i n [ 2 5 7 ]. Wi n d

e n e r g y, p r oj e ct e d t o m e et 3 5 % of gl o b al el e ct ri cit y n e e d s b y 2 0 5 0, f a c e s si g ni fi c a nt c h al-

l e n g e s, i n cl u di n g o pti mi zi n g wi n d f a r m l a y o ut s a n d mi ni mi zi n g w a k e i nt e r a cti o n s t h at

r e d u c e p o w e r o ut p ut a n d aff e ct t u r bi n e l o n g e vit y. Wit h t hi s i n mi n d, it i s w o rt h n oti n g

t h at e n h a n ci n g e n e r g y p r o d u cti o n b y j u st 1 % c o ul d yi el d 3 0 T W h a n n u all y, e q ui v al e nt t o

a d di n g 3 6 0 0 t u r bi n e s a n d U S D 1 billi o n i n r e v e n u e [ 2 5 8 ].

T h e filt e ri n g- b a s e d a p p r o a c h e s r e vi e w e d i n t hi s p a p e r c a n p r o vi d e a c c u r at e m o d eli n g

t o ol s t o p r e di ct wi n d f a r m w a k e s, a d d r e s si n g s p ati o-t e m p o r al v a ri a bilit y, u n st e a d y w a k e

i nt e r a cti o n s, a n d at m o s p h e ri c t u r b ul e n c e. M o r e o v e r, i m p r o v e d t u r bi n e w a k e p r e di cti o n



Fl ui ds 2 0 2 4 , 9 , 1 7 8 3 9 of 5 4

a n d c o st- eff e cti v e s u r r o g at e m o d el s c a n o pti mi z e t u r bi n e l a y o ut a n d s u p p o rt wi n d f a r m

d e pl o y m e nt [ 2 5 9 ]. F o r f u rt h e r i n si g ht s o n L E S of wi n d a p pli c ati o n s, w e r ef e r t h e r e a d e r

t o r ef e r e n c e s [2 5 6 ,2 5 7 ,2 6 0 – 2 6 4 ]. M o r e o v e r, a r e c e nt st u d y [2 6 5 ] off e r s a c o m p r e h e n si v e

o v e r vi e w of di git al t wi n t e c h n ol o g y, wit h a f o c u s o n wi n d e n e r g y a p pli c ati o n s. T h e st u d y

c o n s oli d at e s di git al t wi n d e fi niti o n s, i d e nti fi e s t h e c u r r e nt st at e of t h e a rt i n m o d eli n g

a n d si m ul ati o n t e c h ni q u e s, a n d o utli n e s r e s e a r c h n e e d s i n t h e wi n d e n e r g y s e ct o r f r o m a n

i n d u st ri al p e r s p e cti v e. It p r o p o s e s s ol uti o n s t o t h e s e c h all e n g e s f r o m r e s e a r c h i n stit ut e s’

vi e w p oi nt s a n d p r o vi d e s r e c o m m e n d ati o n s f o r st a k e h ol d e r s t o f a cilit at e t e c h n ol o g y a d o p-

ti o n, wit h t h e m et h o d ol o gi e s hi g hli g ht e d i n o u r a rti cl e s e e n a s k e y e n a bl e r s f o r t hi s di git al

t e c h n ol o g y a d a pt ati o n.

5. 2. C o m pressi ble Fl o ws

R O M s c o m bi n e d wit h L E S m o d eli n g h a s t h e p ot e nti al t o b e a m aj o r pl a y e r i n r e d u ci n g

t h e c o m p ut ati o n al c o st a s s o ci at e d wit h w e at h e r f o r e c a sti n g. T hi s s e cti o n i s m e a nt t o c o n v e y

a n i d e al of s u c h p ot e nti al a n d s h o w s o m e li mit ati o n s of c u r r e nt m et h o d ol o gi e s a s a n

i n c e nti v e t o u n d e rt a k e m o r e w o r k i n t hi s r e s e a r c h a r e a. M ai nl y, w e r e p o rt r e s ult s f r o m [2 6 6 ]

o bt ai n e d wit h s el e ct e d d at a- d ri v e n R O M s f o r t h e s a m e b e n c h m a r k s f o r at m o s p h e ri c fl o w

d e s c ri b e d i n S e cti o n 3. 2 . H o w e v e r, l et u s st a rt wit h a b ri ef lit e r at u r e r e vi e w.

W hil e P O D, w hi c h i s al s o r ef e r r e d t o a s e m pi ri c al o rt h o g o n al f u n cti o n ( E O F) a n al y si s

i n t h e g e o p h y si c al fl ui d d y n a mi c s c o m m u nit y, h a s b e e n u s e d f o r a l o n g ti m e, it i s o nl y

r e c e ntl y t h at R O M s h a v e b e e n a p pli e d f o r t h e si m ul ati o n of at m o s p h e ri c fl o w s. E O F h a s

b e e n a p pli e d t o i d e ntif y s p ati o-t e m p o r al c o h e r e nt m et e o r ol o gi c al p att e r n s, e. g., t h e M a d d e n –

J uli a n o s cill ati o n, t h e q u a si- bi e n ni al o s cill ati o n, a n d t h e El Ni ñ o – s o ut h e r n o s cill ati o n. S e e,

e. g., [ 2 6 7 – 2 7 1 ]. T h e E O F a n al y si s f o r t h e s e p h e n o m e n a u s e s d at a o n t h e gl o b al s c al e a n d

c o n si d e r s ti m e ( r a n gi n g f r o m s e v e r al m o nt h s t o m a n y y e a r s) a s t h e o nl y p a r a m et e r. I n

a d diti o n, it i s m o stl y li mit e d t o d at a a n al y si s a s a m e a n t o u n d e r st a n d t h e w e at h e r s y st e m,

i. e., E O F i s n ot u s e d f o r f o r e c a st s. O nl y v e r y r e c e ntl y, a d at a- d ri v e n R O M b a s e d o n E O F

a n al y si s h a s b e e n u s e d f o r p att e r n p r e di cti o n, s p e ci fi c all y t o f o r e c a st t h e w e e kl y a v e r a g e s e a

s u rf a c e t e m p e r at u r e [ 2 6 8 ]. Ot h e r d at a- d ri v e n m et h o d s b o r r o w e d f r o m m a c hi n e l e a r ni n g

h a v e b e e n a p pli e d t o gl o b al w e at h e r f o r e c a sti n g. S e e, e. g., [ 2 7 2 – 2 7 8 ].

T h e w o r k i n [ 2 6 6 ] i s a fi r st att e m pt t o a p pl y R O M s t h at g e n e r at e a r e d u c e d- o r d e r b a si s

( u nli k e m a c hi n e l e a r ni n g m et h o d s) t o b ot h r e c o n st r u ct a n d f o r e c a st r e gi o n al at m o s p h e ri c

fl o w s ( u nli k e E O F, w hi c h i s n ot u s e d t o f o r e c a st). A d diti o n all y, si n c e t h e s p ati al s c al e i s a f e w

kil o m et e r s a n d t h e ti m e s c al e i s a f e w h o u r s, t h e r e i s a n o b vi o u s diff e r e n c e i n r e s ol uti o n f r o m

E O F a n al y si s. T h e c o n si d e r e d d at a- d ri v e n R O M s a r e d y n a mi c m o d e d e c o m p o siti o n ( D M D),

H a n k el d y n a mi c m o d e d e c o m p o siti o n ( H D M D), a n d p r o p e r o rt h o g o n al d e c o m p o siti o n

wit h i nt e r p ol ati o n ( P O DI). D M D w a s s p e ci fi c all y d e si g n e d t o p r e di ct t h e f ut u r e b e h a vi o r

of a s y st e m [ 2 7 9 – 2 8 2 ] a n d h a s b e e n s u c c e s sf ull y a p pli e d t o s e v e r al i n c o m p r e s si bl e fl ui d

d y n a mi c s p r o bl e m s [ 2 8 3 – 2 8 5 ]. H D M D e n h a n c e s t h e D M D al g o rit h m wit h ti m e- d el a y

e m b e d di n g [ 2 8 6 – 2 9 1 ] a n d i s a bl e t o p r e di ct m o r e a c c u r at el y a n d f o r l o n g e r p e ri o d s of ti m e

s y st e m s e x hi biti n g st r o n g n o nli n e a r d y n a mi c s [ 2 9 0 ,2 9 2 ]. S u c c e s sf ul a p pli c ati o n s i n cl u d e

p e ri o di c c a vit y fl o w [ 2 8 6 ,2 9 3 ], el e ct r o m e c h a ni c al s y st e m s [2 9 1 ], a n d bi ol o gi c al s y st e m s [2 8 8 ].

U nli k e D M D a n d H D M D, P O DI w a s n ot d e si g n e d t o f o r e c a st s y st e m e v ol uti o n b ut r at h e r t o

i nt e r p ol at e s ol uti o n s i n a p a r a m et e r s p a c e, w h e r e ti m e i s o n e of p o s si bl y m a n y p a r a m et e r s

of i nt e r e st. T o d at e, P O DI h a s b e e n a p pli e d t o p e rf o r m p a r a m et ri c st u di e s f o r p r o bl e m s i n

h e m o d y n a mi c s [ 2 9 4 ], c h e mi c al [2 9 5 ] a n d n a v al [2 9 6 ,2 9 7 ] e n gi n e e ri n g, a n d a e r o n a uti c s [2 9 8 ].

F o r t h e ri si n g t h e r m al b u b bl e, w e c oll e ct a d at a b a s e of p ot e nti al t e m p e r at u r e p e rt u r b a-

ti o n s c o n si sti n g of 2 0 4 s n a p s h ot s, i. e., t h e c o m p ut e d θ ′ e v e r y 5 s. F o r si m pli cit y, w e u s e d

a c o n st a nt e d d y vi s c o sit y ν a = 1 5 m 2 / s, w hi c h i s f r e q u e ntl y u s e d i n t h e lit e r at u r e ( s e e,

e. g., [ 4 3 ,1 5 1 ,1 5 9 ]). T h e n, 9 0 % of t h e d at a b a s e (i. e., 1 8 4 s n a p s h ot s) i s u s e d f o r t r ai ni n g. I n t h e

c a s e of D M D a n d H D M D, t h e s e 1 8 4 s ol uti o n s a r e t h e fi r st 1 8 4 i n t h e d at a b a s e ( a s s o ci at e d

wit h t h e ti m e i nt e r v al ( 0, 9 2 0 ] s). I n t h e c a s e of P O DI, t h e s e 1 8 4 s ol uti o n s a r e s el e ct e d

r a n d o ml y o v e r t h e e nti r e ti m e i nt e r v al [0, 1 0 2 0 ] s. T h e r e m ai ni n g 2 0 s ol uti o n s f o r m t h e

v ali d ati o n s et. T hi s diff e r e n c e i n t h e t r ai ni n g a n d v ali d ati o n s et s r e fl e ct s t h e diff e r e nt
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n at u r e of P O DI a n d D M D / H D M D al g o rit h m s. T o r et ai n 9 9 % of t h e ei g e n v al u e e n e r g y

i n t h e d at a b a s e, o n e n e e d s 1 7 P O D m o d e s f o r D M D a n d P O DI a n d 4 6 m o d e s f o r H D M D.

Fi g u r e 1 8 s h o w s a q u alit ati v e c o m p a ri s o n of t h e R O M s ol uti o n s wit h t h e F O M s ol uti o n.

A m o n g t h e f o ur ti m e i n st a nt s c h o s e n f or t h e vi s u ali z ati o n, t w o of t h e m ( t = 2 5 5 a n d t = 5 0 5 s)

c orr e s p o n d t o s ol uti o n s b el o n gi n g t o t h e tr ai ni n g s et a n d all o w u s t o a s s e s t h e a bilit y of e a c h

R O M t e c h ni q u e t o i d e ntif y t h e s y st e m d y n a mi c s. We s e e t h at all t hr e e R O M s p erf or m w ell i n

s y st e m i d e ntifi c ati o n. T h e r e m ai ni n g t w o ti m e s ( t = 9 8 0 a n d t = 1 0 2 0 s) ar e n ot a s s o ci at e d

wit h t h e tr ai ni n g s et a n d t h u s ar e u s e d t o c h e c k t h e a c c ur a c y of t h e R O M i n pr e di cti n g (f or

D M D a n d H D M D) or i nt er p ol ati n g (f or P O DI) t h e s y st e m d y n a mi c s. F or t h e s e ti m e s, D M D

pr o vi d e s a p o or a p pr o xi m ati o n of θ ′, w hil e H D M D a n d P O DI r e c o n str u ct t h e s ol uti o n w ell.

T h e pr o bl e m wit h t h e r e c o n str u cti o n pr o vi d e d b y D M D a p p e ar s t o b e r el at e d t o a s si g ni n g

l ar g e w ei g ht s t o b a si s f u n cti o n s a s s o ci at e d wit h pr e vi o u s ti m e s. I n d e e d, i n t h e D M D s ol uti o n

f or t = 1 0 2 0 s, w e c a n o b s er v e t h e ti m e hi st or y of t h e s y st e m d y n a mi c s, i. e., t h e ri si n g of

t h e b u b bl e.

s y st e m i d e nti fi c ati o n
D M D  H D M D  P O DI F O M

t = 2 5 5 s t = 2 5 5 s t = 2 5 5 s t = 2 5 5 s

t = 5 0 5 s t = 5 0 5 s t = 5 0 5 s t = 5 0 5 s

p r e di cti o n /i nt e r p ol ati o n
D M D  H D M D  P O DI F O M

t = 9 8 0 s t = 9 8 0 s t = 9 8 0 s t = 9 8 0 s

t = 1 0 2 0 s t = 1 0 2 0 s t = 1 0 2 0 s t = 1 0 2 0 s

Fi g ur e 1 8. Ri si n g t h e r m al b u b bl e: θ ′ gi v e n b y t h e R O M s a n d t h e F O M at ti m e v al u e s wit hi n ( l eft)

a n d o ut si d e ( ri g ht ) t h e t r ai ni n g d at a s et.

All t h e si m ul ati o n s w h o s e r e s ult s ar e r e p ort e d i n Fi g ur e 1 8 w er e r u n o n a c o m m o n l a pt o p.

T a bl e 3 r e p ort s t h e c o m p ut ati o n al ti m e n e e d e d t o c o n str u ct t h e r e d u c e d b a si s offli n e a n d t o

p erf or m a si m ul ati o n o nli n e f or e a c h of t h e R O M s w e c o n si d er e d. T h e c o m p ut ati o n al ti m e s

f or D M D a n d P O DI ar e c o m p ar a bl e, w hi c h f or t h e o nli n e p h a s e i s e x pl ai n e d b y t h e f a ct t h at

t h e D M D a n d P O DI r e d u c e d b a si s h a v e t h e s a m e si z e, w hil e H D M D i s c o m p ut ati o n all y

m or e e x p e n si v e.

Ta bl e 3. Ri si n g t h e r m al b u b bl e: c o m p ut ati o n al ti m e n e e d e d t o c o n st r u ct t h e r e d u c e d b a si s of fli n e a n d

t o p e rf o r m a si m ul ati o n o nli n e f o r D M D, H D M D, a n d P O DI.

M et h o d B a si s C o n str u cti o n O nli n e R u n

D M D 0. 0 8 5 s 0. 0 2 s

H D M D 2. 8 6 5 s 2. 9 5 s

P O DI 0. 1 s 0. 0 1 8 s

T h e d e n sit y c u r r e nt b e n c h m a r k p r o v e d t o b e m o r e c h all e n gi n g f o r t h e f a ct t h at it

f e at u r e s m ai nl y v e rti c al d y n a mi c s f o r p a rt of t h e ti m e i nt e r v al ( b u b bl e d e s c e n di n g) a n d

m ai nl y h o ri z o nt al d y n a mi c s f o r t h e r e st of t h e ti m e ( aft e r t h e b u b bl e hit s t h e g r o u n d a n d

a c ol d f r o nt p r o p a g at e s). T o s e p a r at e t h e t w o d y n a mi c s [ 1 8 0 ,1 9 7 ], w e c oll e ct s n a p s h ot s

a s s o ci at e d o nl y wit h t h e c ol d f r o nt p r o p a g ati o n, i. e., t h e c o m p ut e d θ ′ e v e r y 4 s f o r t ≥ 2 8 0.

F u rt h e r m o r e, i n t hi s c a s e, w e s et t h e e d d y vi s c o sit y t o a c o n st a nt v al u e ( µ a = 6 5 m 2 / s)

t a k e n f r o m t h e lit e r at u r e [1 5 1 ,1 5 4 ]. O ut of t h e s n a p s h ot d at a b a s e, 8 5 % i s u s e d f o r t r ai ni n g
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a n d t = [ 8 0 8, 9 0 0 ] s i s u s e d a s t h e p r e di cti o n wi n d o w. We s et a g ai n t h e ei g e n v al u e e n e r g y

t h r e s h ol d t o 9 9 %, w hi c h l e a d s t o r et ai ni n g 4 9 P O D m o d e s f o r D M D, 9 6 m o d e s f o r H D M D,

a n d 5 2 m o d e s f o r P O DI. Fi g u r e 1 9 c o m p a r e s t h e e v ol uti o n of t h e p ot e nti al t e m p e r at u r e

p e rt u r b ati o n gi v e n b y D M D, H D M D, a n d P O DI wit h t h e e v ol uti o n c o m p ut e d b y t h e F O M.

T h e t o p t w o r o w s i n Fi g u r e 1 9 c o r r e s p o n d t o s ol uti o n s b el o n gi n g t o t h e t r ai ni n g s et. O n c e

a g ai n, w e s e e t h at all t h r e e R O M s p e rf o r m w ell i n s y st e m i d e nti fi c ati o n. T h e b ott o m t w o

r o w s i n Fi g u r e 1 9 c o r r e s p o n d t o s ol uti o n s n ot wit hi n t h e t r ai ni n g s et. T h e D M D s ol uti o n s

a r e aff e ct e d b y t h e s a m e p r o bl e m o b s e r v e d i n Fi g u r e 1 8 : w e c a n s e e t h e e v ol uti o n of θ ′ i n

e a c h p a n el b e c a u s e l a r g e w ei g ht s a r e a s si g n e d t o b a si s f u n cti o n s a s s o ci at e d wit h p r e vi o u s

ti m e s. T h e H D M D s ol uti o n s a r e a cl e a r i m p r o v e m e nt, b ut t h e P O DI s ol uti o n s c o m p a r e

m o r e f a v o r a bl y wit h t h e F O M s ol uti o n s.

s y st e m i d e nti fi c ati o n
D M D H D M D P O DI F O M

t = 4 0 0 s t = 4 0 0 s t = 4 0 0 s t = 4 0 0 s

t = 6 0 0 s t = 6 0 0 s t = 6 0 0 s t = 6 0 0 s

p r e di cti o n /i nt e r p ol ati o n
D M D  H D M D  P O DI F O M

t = 8 5 2 s t = 8 5 2 s t = 8 5 2 s t = 8 5 2 s

t = 9 0 0 s t = 9 0 0 s t = 9 0 0 s t = 9 0 0 s

Fi g ur e 1 9. D e n sit y c u r r e nt: θ ′ gi v e n b y t h e R O M s a n d t h e F O M at ti m e v al u e s wit hi n ( t o p) a n d

o ut si d e ( b ott o m ) t h e t r ai ni n g d at a s et

I n c o n cl u si o n, alt h o u g h D M D a n d H D M D a r e i nt e n d e d f o r f o r e c a st s, t h e a c c u r a c y i n

t h e p r e di cti o n of t h e s y st e m d y n a mi c s i s l o w e v e n w h e n 9 9 % of t h e ei g e n v al u e e n e r g y i s

r et ai n e d a n d t h e s n a p s h ot s i n t h e d at a b a s e a r e t ail o r e d t o t h e p r o bl e m at h a n d. T h a n k s t o

t h e i nt e r p ol at o r y a p p r o a c h, P O DI m ai nt ai n s a g o o d l e v el of a c c u r a c y d u ri n g t h e e nti r e ti m e

i nt e r v al of i nt e r e st. I n [2 6 6 ], it i s s h o w n t h at t hi s i s t r u e al s o w h e n a p h y si c al p a r a m et e r ( n ot

j u st ti m e) i s v a ri e d wit hi n a p a r a m et ri c st u d y a n d f o r 3 D r e s ult s. W hil e still p r eli mi n a r y,

t h e s e r e s ult s s h o w t h at a l ot m o r e w o r k i s n e e d e d if w e w a nt t o u s e R O M s t o c ut t h e

c o m p ut ati o n al ti m e r e q ui r e d t o f o r e c a st t h e w e at h e r f o r l o n g p r e di cti o n wi n d o w s a n d i n

hi g h- di m e n si o n al p a r a m et e r s p a c e. T h e r e s ult s f o r t h e T-j u n cti o n b e n c h m a r k t e st s u m m a-

ri z e d i n S e cti o n 5. 1 s u g g e st t h at L- R O M, E F R- R O M, a n d T R- R O M c o ul d li k el y i m p r o v e t h e

r e s ult s p r e s e nt e d i n t hi s s e cti o n i n t e r m s of a c c u r a c y. A d diti o n al i m p r o v e m e nt s i n t e r m s of

ef fi ci e n c y c o ul d c o m e f r o m m a c hi n e l e a r ni n g- b a s e d t e c h ni q u e s t h at c a n b ett e r d et e ct a n d

r e p r o d u c e t h e n o nli n e a r b e h a vi o r e x hi bit e d b y t h e F O M, e. g., c o n v ol uti o n al a ut o e n c o d e r s

a n d l o n g s h o rt-t e r m m e m o r y [ 2 9 9 – 3 0 2 ].

6. C o n cl u di n g R e m ar k s a n d O utl o o k

I n t hi s p a p e r, w e c o n n e ct t w o i m p o rt a nt r e s e a r c h fi el d s t h at h a v e b e e n t r e at e d s e p a-

r at el y u ntil n o w, L E S a n d R O M s, b y r e vi e wi n g R O M s t h at a r e i n s pi r e d f r o m L E S st r at e gi e s,

w hi c h w e c all L E S- R O M s. I n o u r r e vi e w, w e t ri e d t o e m p h a si z e t w o e s s e nti al f e at u r e s

of L E S- R O M s: (i) T h e L E S- R O M a c hi e v e m e nt s i n r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g of r e ali sti c,

c o n v e cti o n- d o mi n at e d, u n d e r- r e s ol v e d fl o w s; (ii) T h ei r ri g o r o u s, m at h e m ati c al f o u n d a-

ti o n s, w hi c h e n a bl e a cl e a r p h y si c al i nt e r p r et ati o n of t h e r e s ult s.

C o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s i n t h e u n d e r- r e s ol v e d r e gi m e a r e c e nt r al i n i m p o rt a nt

e n gi n e e ri n g, s ci e nti fi c, a n d m e di c al a p pli c ati o n s. St a n d a r d R O M s g e n e r all y f ail t o p r o d u c e

a c c e pt a bl e r e s ult s i n t h e s e c h all e n gi n g s etti n g s. T h u s, alt e r n ati v e s a r e u r g e ntl y n e e d e d.
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I n o u r r e vi e w, w e e m p h a si z e d t h e si g ni fi c a nt a c hi e v e m e nt s of L E S- R O M s i n t h e ef fi ci e nt

a n d a c c u r at e n u m e ri c al si m ul ati o n of c o n v e cti o n- d o mi n at e d, u n d e r- r e s ol v e d fl o w s i n i m-

p o rt a nt a p pli c ati o n s i n e n gi n e e ri n g ( e. g., t u r b ul e nt fl o w s i n a e r o s p a c e i n d u st r y), s ci e n c e

( e. g., w e at h e r / cli m at e m o d eli n g), a n d m e di ci n e ( e. g., c a r di o v a s c ul a r fl o w s). I n t h e s e c riti-

c al a p pli c ati o n s, L E S- R O M s h a v e yi el d e d a c c u r at e r e s ult s, w hil e t h ei r c o st w a s o r d e r s of

m a g nit u d e l o w e r t h a n t h e c o st of t r a diti o n al n u m e ri c al m et h o d s ( e. g., t h e fi nit e el e m e nt

m et h o d), al s o c all e d F O M s. We al s o e m p h a si z e d t h at a n i m p o rt a nt a d v a nt a g e of L E S-

R O M s i s t h at t h e y oft e n a r e e xt r e m el y e a s y t o i m pl e m e nt. I n d e e d, o n e c a n st a rt wit h a

“l e g a c y ” R O M c o d e ( e. g., o n e of t h e c u r r e nt R O M s oft w a r e li b r a ri e s [ 3 0 3 ,3 0 4 ]) a n d, i n a

m att e r of mi n utes , i m pl e m e nt a n ef fi ci e nt a n d a c c u r at e L E S- R O M. We ill u st r at e d t h e si g ni fi-

c a nt a c hi e v e m e nt s of L E S- R O M s f o r b ot h i n c o m p r e s si bl e fl o w s ( e. g., t h e i n c o m p r e s si bl e

N a vi e r – St o k e s e q u ati o n s u s e d i n c o m p ut ati o n al h e m o d y n a mi c s) a n d c o m p r e s si bl e fl o w s

( e. g., t h e w e a kl y c o m p r e s si bl e E ul e r e q u ati o n s u s e d i n w e at h e r p r e di cti o n).

O u r r e vi e w r e v ol v e s a r o u n d t h e m at h e m ati c al t o ol s t h at a r e u s e d t o c o n st r u ct L E S-

R O M s, w hi c h n ot o nl y p r o vi d e s o u n d s u p p o rt f o r L E S- R O M s b ut al s o c o n n e ct ( “ b ri d g e ”)

t w o i m p o rt a nt r e s e a r c h fi el d s, L E S a n d R O M s, t h at h a v e b e e n i n v e sti g at e d s e p a r at el y. O u r

p r e s e nt ati o n f o c u s e d o n s p ati al filters , b ot h at t h e F O M l e v el a n d at t h e R O M l e v el, a n d a p-

pr o xi m ate de c o n v ol uti o n ( A D) o p e r at o r s, w hi c h p r o vi d e ef fi ci e nt a n d st a bl e a p p r o xi m ati o n s

t o t h e i n v e r s e of t h e s p ati al filt e r. T h e F O M s p ati al filt e r s w e di s c u s s e d a r e t h e diff e r e nti al

filt e r a n d t h e n o nli n e a r filt e r. We u s e d t h e s e filt e r s t o b uil d L E S m o d el s. T h e R O M s p ati al

filt e r s w e p r e s e nt e d a r e t h e R O M diff e r e nti al filt e r, t h e R O M hi g h e r- o r d e r al g e b r ai c filt e r,

a n d t h e R O M p r oj e cti o n. We t h e n ill u st r at e d h o w t h e s e R O M s p ati al filt e r s a r e l e v e r a g e d

t o c o n st r u ct L E S- R O M s. A s f o r t h e A D, w e p r e s e nt e d s e v e r al st r at e gi e s ( e. g., L a v r e nti e v,

Ti k h o n o v, a n d V a n Citt e rt) a n d s h o w e d h o w t h e y c a n b e u s e d t o i n c r e a s e t h e a c c u r a c y of

b ot h L E S m o d el s a n d L E S- R O M s.

E q ui p p e d wit h t h e s e m at h e m ati c al t o ol s (i. e., s p ati al filt e ri n g a n d A D), w e t h e n

s h o w e d h o w t h e y c a n b e u s e d t o c o n st r u ct L E S m o d el s a n d L E S- R O M s. F o r cl a rit y of

p r e s e nt ati o n, w e f o c u s e d o n o n e of t h e m o st p o p ul a r a n d s u c c e s sf ul m o d el s, t h e e v ol ve – filter –

rel a x ( E F R) st r at e g y, a n d di s c u s s e d it at b ot h t h e F O M a n d t h e R O M l e v el s. At t h e F O M

l e v el, w e s h o w e d h o w t h e E F R m o d el i s c o n st r u ct e d f o r b ot h t h e i n c o m p r e s si bl e N a vi e r –

St o k e s e q u ati o n s a n d t h e w e a kl y c o m p r e s si bl e E ul e r e q u ati o n s. T h e n, w e ill u st r at e d s o m e

of t h e E F R’ s a c hi e v e m e nt s i n i n c o m p r e s si bl e fl o w s ( c o m p ut ati o n al h e m o d y n a mi c s) a n d

c o m p r e s si bl e fl o w s (t h e ri si n g t h e r m al b u b bl e a n d t h e d e n sit y c u r r e nt b e n c h m a r k s). At

t h e R O M l e v el, w e c o n st r u ct e d t h e E F R- R O M a n d s e v e r al ot h e r L E S- R O M s (t h e L e r a y

R O M, A D L e r a y R O M, a n d ti m e- r el a x ati o n R O M). T h e n, w e ill u st r at e d s o m e L E S- R O M s’

a c hi e v e m e nt s f o r b ot h i n c o m p r e s si bl e fl o w s (t h e cl a s si c al fl o w p a st a c yli n d e r a n d t h e

T-j u n cti o n t e st c a s e wit h t h e r m al st ri pi n g) a n d c o m p r e s si bl e fl o w s ( a g ai n, t h e ri si n g t h e r m al

b u b bl e b e n c h m a r k a n d d e n sit y c u r r e nt s).

We a r e a w a r e t h at t hi s i s n ot a n e x h a u sti v e r e vi e w of L E S- R O M s. H o w e v e r, i n w riti n g

t hi s p a p e r, o u r h o p e w a s t o p r o vi d e a b ri ef a n d f ri e n dl y i nt r o d u cti o n t o t hi s e x citi n g

r e s e a r c h a r e a, w hi c h w e b eli e v e h a s a l ot of p ot e nti al i n p r a cti c al n u m e ri c al si m ul ati o n of

c o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s i n e n gi n e e ri n g, s ci e n c e, a n d m e di ci n e. We h o p e w e c o n v e y e d

t o t h e r e a d e r t h e r e a s o n f o r o u r e x cit e m e nt: L E S- R O M s a r e e xt r e m el y e a s y t o i m pl e m e nt

a n d u s e, hi g hl y ef fi ci e nt, a n d a c c u r at e i n r e p r o d u ci n g a v e r a g e fl o w q u a ntiti e s of i nt e r e st,

e v e n i n t h e c a s e of c h all e n gi n g, c riti c al a p pli c ati o n s of c o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s.

D e s pit e t h e L E S- R O M s’ s u c c e s s, t h e r e a r e still m a n y r e s e a r c h di r e cti o n s t h at n e e d t o b e

f u rt h e r e x pl o r e d. T hi s i s n at u r al si n c e t h e L E S- R O M s a r e m u c h m o r e r e c e nt t h a n cl a s si c al

L E S m o d el s. A m o n g t h e p r o mi si n g r e s e a r c h di r e cti o n s i n L E S- R O M d e v el o p m e nt, w e

m e nti o n t h e c o n st r u cti o n, a n al y si s, a n d i n v e sti g ati o n of ot h e r L E S- R O M s, s p ati al filt e r s,

a n d a p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n o p e r at o r s. I n d e e d, at t h e F O M l e v el, t h e r e i s a pl et h o r a of

L E S m o d el s t h at a r e c o n st r u ct e d wit h v a ri o u s t y p e s of s p ati al filt e r s a n d cl o s u r e m o d eli n g

st r at e gi e s. A f e w of t h o s e h a v e b e e n al r e a d y u s e d t o b uil d L E S- R O M s, b ut t h e r e a r e

m a n y m o r e t h at h a v e n ot b e e n i n v e sti g at e d. A n ot h e r i nt e r e sti n g r e s e a r c h di r e cti o n i s t h e

c o n st r u cti o n of n e w, d at a- d ri v e n s p ati al s c al e s (l e n gt h s c al e s) at t h e R O M l e v el. I n d e e d,
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at t h e F O M l e v el, t h e s p ati al filt e r r a di u s c a n b e d e fi n e d b a s e d o n t h e m e s h u s e d i n t h e

n u m e ri c al di s c r eti z ati o n. At t h e R O M l e v el, h o w e v e r, h o w s h o ul d w e d e fi n e t h e filt e r

r a di u s ? I n t hi s p a p e r, w e o utli n e d a f e w p o s si biliti e s, b ut m u c h m o r e r e m ai n s t o b e

u n d e rt a k e n. P r o b a bl y o n e of t h e m o st i m p o rt a nt r e s e a r c h di r e cti o n s i s t h e i n v e sti g ati o n of

t h e n e w L E S- R O M s i n cl a s si c al t e st p r o bl e m s f o r n u m e ri c al m et h o d s f o r t u r b ul e nt fl o w s,

e. g., t h e t u r b ul e nt c h a n n el fl o w [ 3 0 5 ]. T h e s e t e st p r o bl e m s will yi el d n e w i n si g ht i nt o t h e

p r a cti c al a p pli c ati o n of t h e p r o p o s e d L E S- R O M s i n t h e n u m e ri c al si m ul ati o n of t u r b ul e nt

fl o w s. We n ot e, h o w e v e r, t h at t h e i n v e sti g ati o n s of R O M s f o r t u r b ul e nt fl o w s i s r el ati v el y

s c a r c e ( s e e, e. g., [ 1 8 2 ] f o r st e p s i n t hi s di r e cti o n). Fi n all y, a n i m p o rt a nt r e s e a r c h di r e cti o n i s

c o nti n ui n g t o l a y t h e m at h e m ati c al f o u n d ati o n s of L E S- R O M s. O nl y t h e fi r st st e p s i n t hi s

di r e cti o n h a v e b e e n m a d e, a s w e b ri e fl y di s c u s s e d i n t hi s p a p e r. T h e r e i s, h o w e v e r, m u c h

m o r e t h at n e e d s t o b e d o n e t o b ri n g t h e m at h e m ati c al s u p p o rt of L E S- R O M s t o t h e s a m e

l e v el a s t h e m at h e m ati c al s u p p o rt of L E S ( s e e, e. g., t h e r e s e a r c h m o n o g r a p h s [5 ,6 ,2 9 ,3 0 ] o n

t h e m at h e m ati c al t h e o r y of L E S).
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1 5 6. Ö z g ö k m e n, T.; Ili e s c u, T.; Fi s c h e r, P. L a r g e E d d y Si m ul ati o n of St r ati fi e d Mi xi n g i n a T h r e e- Di m e n si o n al L o c k- E x c h a n g e S y st e m.

O ce a n. M o del. 2 0 0 9 , 2 6 , 1 3 4 – 1 5 5. [C r o s s R ef ]

1 5 7. Ö z g ö k m e n, T.; Ili e s c u, T.; Fi s c h e r, P. R e y n ol d s n u m b e r d e p e n d e n c e of mi xi n g i n a l o c k- e x c h a n g e s y st e m f r o m di r e ct n u m e ri c al

a n d l a r g e e d d y si m ul ati o n s. O ce a n. M o del. 2 0 0 9 , 3 0 , 1 9 0 – 2 0 6. [C r o s s R ef ]

1 5 8. A h m a d, N. N. Hi g h- R e s ol uti o n W a v e P r o p a g ati o n M et h o d f o r St r ati fi e d Fl o w s. I n P r o c e e di n g s of t h e AI A A A vi ati o n F o r u m,

Atl a nt a, G A, U S A, 2 5 – 2 9 J u n e 2 0 1 8. [ C r o s s R ef ]

1 5 9. Gi rf o gli o, M.; Q u ai ni, A.; R o z z a, G. V ali d ati o n of a n O p e n F O A M ® - b a s e d s ol v e r f o r t h e E ul e r e q u ati o n s wit h b e n c h m a r k s f o r

m e s o s c al e at m o s p h e ri c m o d eli n g. AI P A d v. 2 0 2 3 , 1 3 , 0 5 5 0 2 4. [C r o s s R ef ]

1 6 0. B e n n e r, P.; S c hil d e r s, W.; G ri v et- T al o ci a, S.; Q u a rt e r o ni, A.; R o z z a, G.; Mi g u el Sil v ei r a, L. M o del Or der Re d u cti o n: V ol u me 1: S yste m-

a n d D at a- Dri ve n Met h o ds a n d Al g orit h ms ; D e G r u yt e r: B e rli n, G e r m a n y, 2 0 2 1.

1 6 1. B e n n e r, P.; S c hil d e r s, W.; G ri v et- T al o ci a, S.; Q u a rt e r o ni, A.; R o z z a, G.; Mi g u el Sil v ei r a, L. M o del Or der Re d u cti o n: V ol u me 2:

S n a ps h ot- B ase d Met h o ds a n d Al g orit h ms ; D e G r u yt e r: B e rli n, G e r m a n y, 2 0 2 1.

1 6 2. B e n n e r, P.; S c hil d e r s, W.; G ri v et- T al o ci a, S.; Q u a rt e r o ni, A.; R o z z a, G.; Mi g u el Sil v ei r a, L. M o del Or der Re d u cti o n: V ol u me 3:

A p pli c ati o ns ; D e G r u yt e r: B e rli n, G e r m a n y, 2 0 2 1.

1 6 3. H e st h a v e n, J. S.; R o z z a, G.; St a m m, B. Certi fie d Re d u ce d B asis Met h o ds f or P ar a metri ze d P arti al Differe nti al E q u ati o ns ; S p ri n g e r:

B e rli n / H ei d el b e r g, G e r m a n y, 2 0 1 6; V ol u m e 5 9 0.

1 6 4. M ali k, M. H. R e d u c e d O r d e r M o d eli n g f o r S m a rt G ri d s’ Si m ul ati o n a n d O pti mi z ati o n. P h. D. T h e si s, É c ol e C e nt r al e d e N a nt e s;

U ni v e r sit at P olit é c ni c a d e C at al u n y a, B a r c el o n a, S p ai n, 2 0 1 7.

1 6 5. R o z z a, G.; H u y n h, D. B. P.; P at e r a, A. T. R e d u c e d b a si s a p p r o xi m ati o n a n d a p o st e ri o ri e r r o r e sti m ati o n f o r af fi n el y p a r a m et ri z e d

elli pti c c o e r ci v e p a rti al diff e r e nti al e q u ati o n s: A p pli c ati o n t o t r a n s p o rt a n d c o nti n u u m m e c h a ni c s. Arc h. C o m p ut. Met h o ds E n g.

2 0 0 8 , 1 5 , 2 2 9 – 2 7 5. [C r o s s R ef ]

1 6 6. Q u a rt e r o ni, A.; M a n z o ni, A.; N e g ri, F. Re d u ce d B asis Met h o ds f or P arti al Differe nti al E q u ati o ns: A n I ntr o d u cti o n ; S p ri n g e r:

B e rli n / H ei d el b e r g, G e r m a n y, 2 0 1 5; V ol u m e 9 2.

1 6 7. W a n g, Z.; A k ht a r, I.; B o r g g a a r d, J.; Ili e s c u, T. P r o p e r o rt h o g o n al d e c o m p o siti o n cl o s u r e m o d el s f o r t u r b ul e nt fl o w s: A n u m e ri c al

c o m p a ri s o n. C o m p ut. Met h. A p pl. Me c h. E n g. 2 0 1 2 , 2 3 7 – 2 4 0 , 1 0 – 2 6. [C r o s s R ef ]

1 6 8. A u b r y, N.; H ol m e s, P.; L u ml e y, J. L.; St o n e, E. T h e d y n a mi c s of c o h e r e nt st r u ct u r e s i n t h e w all r e gi o n of a t u r b ul e nt b o u n d a r y

l a y e r. J. Fl ui d Me c h. 1 9 8 8 , 1 9 2 , 1 1 5 – 1 7 3. [C r o s s R ef ]

1 6 9. A h m e d, S. E.; P a w a r, S.; S a n, O.; R a s h e e d, A.; Ili e s c u, T.; N o a c k, B. R. O n cl o s u r e s f o r r e d u c e d o r d e r m o d el s — A s p e ct r u m of

fi r st- p ri n ci pl e t o m a c hi n e-l e a r n e d a v e n u e s. P h ys. Fl ui ds 2 0 2 1 , 3 3 , 0 9 1 3 0 1. [C r o s s R ef ]

1 7 0. C a rl b e r g, K.; B o u- M o sl e h, C.; F a r h at, C. Ef fi ci e nt n o n-li n e a r m o d el r e d u cti o n vi a a l e a st- s q u a r e s P et r o v – G al e r ki n p r oj e cti o n a n d

c o m p r e s si v e t e n s o r a p p r o xi m ati o n s. I nt. J. N u m. Met h. E n g. 2 0 1 1 , 8 6 , 1 5 5 – 1 8 1. [C r o s s R ef ]

1 7 1. G ri m b e r g, S.; F a r h at, C.; Y o u kili s, N. O n t h e st a bilit y of p r oj e cti o n- b a s e d m o d el o r d e r r e d u cti o n f o r c o n v e cti o n- d o mi n at e d

l a mi n a r a n d t u r b ul e nt fl o w s. J. C o m p ut. P h ys. 2 0 2 0 , 4 1 9 , 1 0 9 6 8 1. [C r o s s R ef ]

1 7 2. B ai g e s, J.; C o di n a, R.; I d el s o h n, S. E x pli cit R e d u c e d O r d e r M o d el s f o r t h e st a bili z e d fi nit e el e m e nt a p p r o xi m ati o n of t h e

i n c o m p r e s si bl e N a vi e r- St o k e s e q u ati o n s. I nt. J. N u m. Met h. Fl ui ds 2 0 1 3 , 7 2 , 1 2 1 9 – 1 2 4 3. [C r o s s R ef ]

1 7 3. R e y e s, R.; C o di n a, R. P r oj e cti o n- b a s e d r e d u c e d o r d e r m o d el s f o r fl o w p r o bl e m s: A v a ri ati o n al m ulti s c al e a p p r o a c h. C o m p ut.

Met h o ds A p pl. Me c h. E n g. 2 0 2 0 , 3 6 3 , 1 1 2 8 4 4. [C r o s s R ef ]

1 7 4. P a ri s h, E.J.; We ntl a n d, C.; D u r ai s a m y, K. T h e a dj oi nt P et r o v – G al e r ki n m et h o d f o r n o n-li n e a r m o d el r e d u cti o n. C o m p ut. Met h.

A p pl. Me c h. E n g. 2 0 2 0 , 3 6 5 , 1 1 2 9 9 1. [C r o s s R ef ]

1 7 5. Well s, D.; W a n g, Z.; Xi e, X.; Ili e s c u, T. A n e v ol v e-t h e n- filt e r r e g ul a ri z e d r e d u c e d o r d e r m o d el f o r c o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s.

I nt. J. N u m. Met h. Fl ui ds 2 0 1 7 , 8 4 , 5 9 8 – 6 1 5. [C r o s s R ef ]

1 7 6. G u n z b u r g e r, M.; Ili e s c u, T.; M o h e b ujj a m a n, M.; S c h n ei e r, M. A n e v ol v e- filt e r- r el a x st a bili z e d r e d u c e d o r d e r st o c h a sti c c oll o c ati o n

m et h o d f o r t h e ti m e- d e p e n d e nt N a vi e r- St o k e s e q u ati o n s. SI A M- A S A J. U n cert ai n. 2 0 1 9 , 7 , 1 1 6 2 – 1 1 8 4. [C r o s s R ef ]

1 7 7. S a b et g h a d a m, F.; J af a r p o u r, A. α r e g ul a ri z ati o n of t h e P O D- G al e r ki n d y n a mi c al s y st e m s of t h e K u r a m ot o – Si v a s hi n s k y e q u ati o n.

A p pl. M at h. C o m p ut. 2 0 1 2 , 2 1 8 , 6 0 1 2 – 6 0 2 6. [C r o s s R ef ]

1 7 8. Well s, D. St a bili z ati o n of P O D- R O M s.  P h. D. T h e si s, Vi r gi ni a Te c h, Bl a c k s b u r g, V A, U S A, 2 0 1 5. A v ail a bl e o nli n e: htt p:

/ / vt e c h w o r k s.li b. vt. e d u / bit st r e a m / h a n dl e / 1 0 9 1 9 / 5 2 9 6 0 / Well s _ D R _ D _ 2 0 1 5. p df ? s e q u e n c e = 1 &i s All o w e d = y ( a c c e s s e d o n 2 8

J u n e 2 0 2 4).

1 7 9. G e r m a n o, M. Diff e r e nti al filt e r s of elli pti c t y p e. P h ys. Fl ui ds 1 9 8 6 , 2 9 , 1 7 5 7 – 1 7 5 8. [C r o s s R ef ]

1 8 0. St r a z z ull o, M.; Gi rf o gli o, M.; B all a ri n, F.; Ili e s c u, T.; R o z z a, G. C o n si st e n c y of t h e f ull a n d r e d u c e d o r d e r m o d el s f o r e v ol v e-

filt e r- r el a x r e g ul a ri z ati o n of c o n v e cti o n- d o mi n at e d, m a r gi n all y- r e s ol v e d fl o w s. I nt. J. N u mer. Met h o ds E n g. 2 0 2 2 , 1 2 3 , 3 1 4 8 – 3 1 7 8.

[C r o s s R ef ]

1 8 1. Gi rf o gli o, M.; Q u ai ni, A.; R o z z a, G. A li n e a r filt e r r e g ul a ri z ati o n f o r P O D- b a s e d r e d u c e d- o r d e r m o d el s of t h e q u a si- g e o st r o p hi c

e q u ati o n s. C. R. Me c h. 2 0 2 3 , 3 5 1 , 1 – 2 1. [C r o s s R ef ]

1 8 2. Ts ai, P. H.; Fi s c h e r, P.; Ili e s c u, T. A Ti m e- R el a x ati o n R e d u c e d O r d e r M o d el f o r t h e T u r b ul e nt C h a n n el Fl o w. ar Xi v 2 0 2 3 ,

a r Xi v: 2 3 1 2. 1 3 2 7 2.

1 8 3. M o u, C.; M e r z a ri, E.; S a n, O.; Ili e s c u, T. A n e n e r g y- b a s e d l e n gt h s c al e f o r r e d u c e d o r d e r m o d el s of t u r b ul e nt fl o w s. N u cl. E n g. Des.

2 0 2 3 , 4 1 2 , 1 1 2 4 5 4. [C r o s s R ef ]
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1 8 4. H ol m e s, P.; L u ml e y, J. L.; B e r k o o z, G. T ur b ule n ce, C o here nt Str u ct ures, D y n a mi c al S yste ms a n d S y m metr y ; C a m b ri d g e U ni v e r sit y

P r e s s: C a m b ri d g e, U K, 1 9 9 6.

1 8 5. A r a d a g, S.; Si e g el, S.; S ei d el, J.; C o h e n, K.; M c L a u g hli n, T. Filt e r e d P O D- b a s e d l o w- di m e n si o n al m o d eli n g of t h e 3 D t u r b ul e nt

fl o w b e hi n d a ci r c ul a r c yli n d e r. I nt. J. N u m. Met h. Fl ui ds 2 0 1 1 , 6 6 , 1 – 1 6. [C r o s s R ef ]

1 8 6. F a r c a s, I.; M u ni p alli, R.; Will c o x, K. E. O n filt e ri n g i n n o n-i nt r u si v e d at a- d ri v e n r e d u c e d- o r d e r m o d eli n g. I n P r o c e e di n g s of t h e

AI A A A VI A TI O N 2 0 2 2 F o r u m, C hi c a g o, I L, U S A, 2 7 J u n e – 1 J ul y 2 0 2 2; p. 3 4 8 7.

1 8 7. B e rt e r o, M.; B o c c a c ci, P. I ntr o d u cti o n t o I n verse Pr o ble ms i n I m a gi n g; I n stit ut e of P h y si c s P u bli s hi n g: B ri st ol, U K, 1 9 9 8; p. xii + 3 5 1.

1 8 8. H a n s e n, P. C. Dis crete I n verse Pr o ble ms: I nsi g ht a n d Al g orit h ms ; S o ci et y f o r I n d u st ri al a n d A p pli e d M at h e m ati c s: P hil a d el p hi a, P A,

U S A, 2 0 1 0; V ol u m e 7.

1 8 9. Xi e, X.; Well s, D.; W a n g, Z.; Ili e s c u, T. A p p r o xi m at e D e c o n v ol uti o n R e d u c e d O r d e r M o d eli n g. C o m p ut. Met h o ds A p pl. Me c h. E n g.

2 0 1 7 , 3 1 3 , 5 1 2 – 5 3 4. [C r o s s R ef ]

1 9 0. S a n fili p p o, A.; M o o r e, I. R.; B all a ri n, F.; Ili e s c u, T. A p p r o xi m at e d e c o n v ol uti o n L e r a y r e d u c e d o r d e r m o d el. Fi nite Ele m. A n al. Des.

2 0 2 3 , 2 2 6 , 1 0 4 0 2 1. [C r o s s R ef ]

1 9 1. C o r di e r, L.; A b o u El M aj d, B.; F a vi e r, J. C ali b r ati o n of P O D r e d u c e d- o r d e r m o d el s u si n g Ti k h o n o v r e g ul a ri z ati o n. I nt. J. N u m.

Met h. Fl ui ds 2 0 1 0 , 6 3 , 2 6 9 – 2 9 6. [C r o s s R ef ]

1 9 2. W a n g, Y.; N a v o n, I. M.; W a n g, X.; C h e n g, Y. 2 D B u r g e r s e q u ati o n wit h l a r g e R e y n ol d s n u m b e r u si n g P O D / D EI M a n d c ali b r ati o n.

I nt. J. N u m. Met h. Fl ui ds 2 0 1 6 , 8 2 , 9 0 9 – 9 3 1. [C r o s s R ef ]

1 9 3. Well e r, J.; L o m b a r di, E.; I oll o, A. R o b u st m o d el i d e nti fi c ati o n of a ct u at e d v o rt e x w a k e s. P h ys. D 2 0 0 9 , 2 3 8 , 4 1 6 – 4 2 7. [C r o s s R ef ]

1 9 4. St r a z z ull o, M.; B all a ri n, F.; Ili e s c u, T.; C a n ut o, C. N e w F e e d b a c k C o nt r ol a n d A d a pti v e E v ol v e- Filt e r- R el a x R e g ul a ri z ati o n f o r t h e

N a vi e r- St o k e s E q u ati o n s i n t h e C o n v e cti o n- D o mi n at e d R e gi m e. ar Xi v 2 0 2 3 , a r Xi v: 2 3 0 7. 0 0 6 7 5.

1 9 5. Xi e, X.; Well s, D.; W a n g, Z.; Ili e s c u, T. N u m e ri c al A n al y si s of t h e L e r a y R e d u c e d O r d e r M o d el. J. C o m p ut. A p pl. M at h.

2 0 1 8 , 3 2 8 , 1 2 – 2 9. [C r o s s R ef ]

1 9 6. G u n z b u r g e r, M.; Ili e s c u, T.; S c h n ei e r, M. A L e r a y r e g ul a ri z e d e n s e m bl e- p r o p e r o rt h o g o n al d e c o m p o siti o n m et h o d f o r p a r a m et e r-

i z e d c o n v e cti o n- d o mi n at e d fl o w s. I M A J. N u mer. A n al. 2 0 2 0 , 4 0 , 8 8 6 – 9 1 3. [C r o s s R ef ]

1 9 7. Gi rf o gli o, M.; Q u ai ni, A.; R o z z a, G. A h y b ri d p r oj e cti o n / d at a- d ri v e n r e d u c e d o r d e r m o d el f o r t h e N a vi e r- St o k e s e q u ati o n s wit h

n o nli n e a r filt e ri n g st a bili z ati o n. J. C o m p ut. P h ys. 2 0 2 3 , 4 8 6 , 1 1 2 1 2 7. [C r o s s R ef ]

1 9 8. K a n e k o, K.; Ts ai, P. H.; Fi s c h e r, P. T o w a r d s m o d el o r d e r r e d u cti o n f o r fl ui d-t h e r m al a n al y si s. N u cl. E n g. Des. 2 0 2 0 , 3 7 0 , 1 1 0 8 6 6.

[C r o s s R ef ]

1 9 9. Ts ai, P. H.; Fi s c h e r, P. P a r a m et ri c m o d el- o r d e r- r e d u cti o n d e v el o p m e nt f o r u n st e a d y c o n v e cti o n. Fr o nt. P h ys. 2 0 2 2 , 1 0 , 9 0 3 1 6 9.

[C r o s s R ef ]

2 0 0. Ts ai, P. H. P a r a m et ri c M o d el O r d e r R e d u cti o n D e v el o p m e nt f o r N a vi e r- St o k e s E q u ati o n s f r o m 2 D C h a oti c t o 3 D T u r b ul e nt Fl o w

P r o bl e m s. P h. D. T h e si s, U ni v e r sit y of Illi n oi s at U r b a n a- C h a m p ai g n, C h a m p ai g n, I L, U S A, 2 0 2 3.

2 0 1. S a n d e r s e, B.; Sti ni s, P.; M a uli k, R.; A h m e d, S. E. S ci e nti fi c m a c hi n e l e a r ni n g f o r cl o s u r e m o d el s i n m ulti s c al e p r o bl e m s: A r e vi e w.

ar Xi v 2 0 2 4 , a r Xi v: 2 4 0 3. 0 2 9 1 3.

2 0 2. H u g h e s, T.J. R. M ulti s c al e p h e n o m e n a: G r e e n’ s f u n cti o n s, t h e Di ri c hl et-t o- N e u m a n n f o r m ul ati o n, s u b g ri d s c al e m o d el s, b u b bl e s

a n d t h e o ri gi n s of st a bili z e d m et h o d s. C o m p ut. Met h o ds A p pl. Me c h. E n gr g. 1 9 9 5 , 1 2 7 , 3 8 7 – 4 0 1. [C r o s s R ef ]

2 0 3. H u g h e s, T.J. R.; M a z z ei, L.; O b e r ai, A.; Wr a y, A. T h e m ulti s c al e f o r m ul ati o n of l a r g e e d d y si m ul ati o n: D e c a y of h o m o g e n e o u s

i s ot r o pi c t u r b ul e n c e. P h ys. Fl ui ds 2 0 0 1 , 1 3 , 5 0 5 – 5 1 2. [C r o s s R ef ]

2 0 4. C o di n a, R.; R e y e s, R.; B ai g e s, J. A p o st e ri o ri e r r o r e sti m at e s i n a fi nit e el e m e nt V M S- b a s e d r e d u c e d o r d e r m o d el f o r t h e

i n c o m p r e s si bl e N a vi e r- St o k e s e q u ati o n s. Me c h. Res. C o m m u n. 2 0 2 1 , 1 1 2 , 1 0 3 5 9 9. [C r o s s R ef ]

2 0 5. M o u, C.; K o c, B.; S a n, O.; R e b h ol z, L. G.; Ili e s c u, T. D at a- D ri v e n V a ri ati o n al M ulti s c al e R e d u c e d O r d e r M o d el s. C o m p ut. Met h o ds

A p pl. Me c h. E n g. 2 0 2 1 , 3 7 3 , 1 1 3 4 7 0. [C r o s s R ef ]

2 0 6. I n gi m a r s o n, S.; R e b h ol z, L. G.; Ili e s c u, T. F ull a n d R e d u c e d O r d e r M o d el C o n si st e n c y of t h e N o nli n e a rit y Di s c r eti z ati o n i n

I n c o m p r e s si bl e Fl o w s. C o m p ut. Met h. A p pl. Me c h. E n g. 2 0 2 2 , 4 0 1 , 1 1 5 6 2 0. [C r o s s R ef ]

2 0 7. Gi e r e, S.; Ili e s c u, T.; J o h n, V.; Well s, D. S U P G R e d u c e d O r d e r M o d el s f o r C o n v e cti o n- D o mi n at e d C o n v e cti o n- Diff u si o n- R e a cti o n

E q u ati o n s. C o m p ut. Met h o ds A p pl. Me c h. E n g. 2 0 1 5 , 2 8 9 , 4 5 4 – 4 7 4. [C r o s s R ef ]

2 0 8. Z o c c ol a n, F.; St r a z z ull o, M.; R o z z a, G. St a bili z e d w ei g ht e d r e d u c e d o r d e r m et h o d s f o r p a r a m et ri z e d a d v e cti o n- d o mi n at e d

o pti m al c o nt r ol p r o bl e m s g o v e r n e d b y p a rti al diff e r e nti al e q u ati o n s wit h r a n d o m i n p ut s. ar Xi v 2 0 2 3 , a r Xi v: 2 3 0 1. 0 1 9 7 5.

2 0 9. Z o c c ol a n, F.; St r a z z ull o, M.; R o z z a, G. A st r e a mli n e u p wi n d P et r o v- G al e r ki n r e d u c e d o r d e r m et h o d f o r a d v e cti o n- d o mi n at e d

p a rti al diff e r e nti al e q u ati o n s u n d e r o pti m al c o nt r ol. C o m p ut. Met h o ds A p pl. M at h. 2 0 2 4 . [C r o s s R ef ]

2 1 0. P a c ci a ri ni, P.; R o z z a, G. St a bili z e d r e d u c e d b a si s m et h o d f o r p a r a m et ri z e d a d v e cti o n – diff u si o n P D E s. C o m p ut. Met h. A p pl. Me c h.

E n g. 2 0 1 4 , 2 7 4 , 1 – 1 8. [C r o s s R ef ]

2 1 1. R o o s, H. G.; St y n e s, M.; T o bi s k a, L. R o b ust N u meri c al Met h o ds f or Si n g ul arl y Pert ur be d Differe nti al E q u ati o ns: C o n ve cti o n- Diff usi o n-

Re a cti o n a n d Fl o w Pr o ble ms , 2 n d e d.; S p ri n g e r S e ri e s i n C o m p ut ati o n al M at h e m ati c s; S p ri n g e r: B e rli n / H ei d el b e r g, G e r m a n y, 2 0 0 8;

V ol u m e 2 4.

2 1 2. B o r g g a a r d, J.; Ili e s c u, T.; W a n g, Z.  A rti fi ci al Vi s c o sit y P r o p e r O rt h o g o n al D e c o m p o siti o n. M at h. C o m p ut. M o delli n g

2 0 1 1 , 5 3 , 2 6 9 – 2 7 9. [C r o s s R ef ]

2 1 3. Ili e s c u, T.; W a n g, Z. V a ri ati o n al m ulti s c al e p r o p e r o rt h o g o n al d e c o m p o siti o n: C o n v e cti o n- d o mi n at e d c o n v e cti o n- diff u si o n-

r e a cti o n e q u ati o n s. M at h. C o m p ut. 2 0 1 3 , 8 2 , 1 3 5 7 – 1 3 7 8. [C r o s s R ef ]
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2 1 4. Ili e s c u, T.; W a n g, Z. V a ri ati o n al M ulti s c al e P r o p e r O rt h o g o n al D e c o m p o siti o n: N a vi e r- St o k e s E q u ati o n s. N u m. Met h. P. D. E.s

2 0 1 4 , 3 0 , 6 4 1 – 6 6 3. [C r o s s R ef ]

2 1 5. B all a ri n, F.; R e b oll o, T. C.; Á vil a, E. D.; M á r m ol, M. G.; R o z z a, G. C e rti fi e d r e d u c e d b a si s V M S- S m a g o ri n s k y m o d el f o r n at u r al

c o n v e cti o n fl o w i n a c a vit y wit h v a ri a bl e h ei g ht. C o m p ut. M at h. A p pl. 2 0 2 0 , 8 0 , 9 7 3 – 9 8 9. [C r o s s R ef ]

2 1 6. R e b oll o, T. C.; Á vil a, E. D.; M á r m ol, M. G.; B all a ri n, F.; R o z z a, G. O n a c e rti fi e d S m a g o ri n s k y r e d u c e d b a si s t u r b ul e n c e m o d el.

SI A M J. N u mer. A n al. 2 0 1 7 , 5 5 , 3 0 4 7 – 3 0 6 7. [C r o s s R ef ]

2 1 7. A z aï e z, M.; R e b oll o, T. C.; R u bi n o, S. A c u r e f o r i n st a biliti e s d u e t o a d v e cti o n- d o mi n a n c e i n P O D s ol uti o n t o a d v e cti o n- diff u si o n-

r e a cti o n e q u ati o n s. J. C o m p ut. P h ys. 2 0 2 1 , 4 2 5 , 1 0 9 9 1 6. [C r o s s R ef ]

2 1 8. J o h n, V.; M o r e a u, B.; N o v o, J. E r r o r a n al y si s of a S U P G- st a bili z e d P O D- R O M m et h o d f o r c o n v e cti o n- diff u si o n- r e a cti o n e q u ati o n s.

C o m p ut. M at h. A p pl. 2 0 2 2 , 1 2 2 , 4 8 – 6 0. [C r o s s R ef ]

2 1 9. Xi e, X.; M o h e b ujj a m a n, M.; R e b h ol z, L. G.; Ili e s c u, T. D at a- D ri v e n Filt e r e d R e d u c e d O r d e r M o d eli n g of Fl ui d Fl o w s. SI A M J. S ci.

C o m p ut. 2 0 1 8 , 4 0 , B 8 3 4 – B 8 5 7. [C r o s s R ef ]

2 2 0. I v a g n e s, A.; St a bil e, G.; M ol a, A.; Ili e s c u, T.; R o z z a, G. P r e s s u r e d at a- d ri v e n v a ri ati o n al m ulti s c al e r e d u c e d o r d e r m o d el s.

J. C o m p ut. P h ys. 2 0 2 3 , 4 7 6 , 1 1 1 9 0 4. [C r o s s R ef ]

2 2 1. I v a g n e s, A.; St a bil e, G.; M ol a, A.; Ili e s c u, T.; R o z z a, G. H y b ri d d at a- d ri v e n cl o s u r e st r at e gi e s f o r r e d u c e d o r d e r m o d eli n g. A p pl.

M at h. C o m p ut. 2 0 2 3 , 4 4 8 , 1 2 7 9 2 0. [C r o s s R ef ]

2 2 2. K o c, B.; M o h e b ujj a m a n, M.; M o u, C.; Ili e s c u, T. C o m m ut ati o n e r r o r i n r e d u c e d o r d e r m o d eli n g of fl ui d fl o w s. A d v. C o m p ut. M at h.

2 0 1 9 , 4 5 , 2 5 8 7 – 2 6 2 1. [C r o s s R ef ]

2 2 3. M o h e b ujj a m a n, M.; R e b h ol z, L. G.; Ili e s c u, T. P h y si c all y- c o n st r ai n e d d at a- d ri v e n c o r r e cti o n f o r r e d u c e d o r d e r m o d eli n g of fl ui d

fl o w s. I nt. J. N u m. Met h. Fl ui ds 2 0 1 9 , 8 9 , 1 0 3 – 1 2 2. [C r o s s R ef ]

2 2 4. M o u, C.; Li u, H.; Well s, D. R.; Ili e s c u, T. D at a- D ri v e n C o r r e cti o n R e d u c e d O r d e r M o d el s f o r t h e Q u a si- G e o st r o p hi c E q u ati o n s: A

N u m e ri c al I n v e sti g ati o n. I nt. J. C o m p ut. Fl ui d D y n. 2 0 2 0 , 3 4 , 1 4 7 – 1 5 9. [C r o s s R ef ]

2 2 5. Xi e, X.; We b st e r, C.; Ili e s c u, T. Cl o s u r e L e a r ni n g f o r N o nli n e a r M o d el R e d u cti o n U si n g D e e p R e si d u al N e u r al N et w o r k. Fl ui ds

2 0 2 0 , 5 , 3 9. [C r o s s R ef ]

2 2 6. A h m e d, S. E.; S a n, O.; R a s h e e d, A.; Ili e s c u, T.; Ve n e zi a ni, A. P h y si c s g ui d e d m a c hi n e l e a r ni n g f o r v a ri ati o n al m ulti s c al e r e d u c e d

o r d e r m o d eli n g. SI A M J. S ci. C o m p ut. 2 0 2 3 , 4 5 , B 2 8 3 – B 3 1 3. [C r o s s R ef ]

2 2 7. K o c, B.; M o u, C.; Li u, H.; W a n g, Z.; R o z z a, G.; Ili e s c u, T. Ve ri fi a bilit y of t h e D at a- D ri v e n V a ri ati o n al M ulti s c al e R e d u c e d O r d e r

M o d el. J. S ci. C o m p ut. 2 0 2 2 , 9 3 , 1 – 2 6. [C r o s s R ef ]

2 2 8. T u r e k, S.; S c h äf e r, M. B e n c h m a r k c o m p ut ati o n s of l a mi n a r fl o w a r o u n d c yli n d e r. I n Fl o w Si m ul ati o n wit h Hi g h- Perf or m a n ce

C o m p uters II ; Hi r s c h el, E., E d.; N ot e s o n N u m e ri c al Fl ui d M e c h a ni c s; Vi e w e g: D e c at u r, I L, U S A, 1 9 9 6; V ol u m e 5 2.

2 2 9. J o h n, V. R ef e r e n c e v al u e s f o r d r a g a n d lift of a t w o di m e n si o n al ti m e- d e p e n d e nt fl o w a r o u n d a c yli n d e r. I nt. J. N u mer. Met h o ds

Fl ui ds 2 0 0 4 , 4 4 , 7 7 7 – 7 8 8. [C r o s s R ef ]

2 3 0. J o h n, V. O n t h e ef fi ci e n c y of li n e a ri z ati o n s c h e m e s a n d c o u pl e d m ulti g ri d m et h o d s i n t h e si m ul ati o n of a 3 D fl o w a r o u n d a

c yli n d e r. I nt. J. N u mer. Met h o ds Fl ui ds 2 0 0 6 , 5 0 , 8 4 5 – 8 6 2. [C r o s s R ef ]

2 3 1. B a y r a kt a r, E.; Mi e r k a, O.; T u r e k, S. B e n c h m a r k c o m p ut ati o n s of 3 D l a mi n a r fl o w a r o u n d a c yli n d e r wit h C F X, O p e n F O A M a n d

F e at Fl o w. I nt. J. C o m p ut. S ci. E n g. 2 0 1 2 , 7 , 2 5 3 – 2 6 6. [C r o s s R ef ]

2 3 2. Gi rf o gli o, M.; Q u ai ni, A.; R o z z a, G. P r e s s u r e st a bili z ati o n st r at e gi e s f o r a L E S filt e ri n g R e d u c e d O r d e r M o d el. Fl ui ds 2 0 2 1 , 6 , 3 0 2.

[C r o s s R ef ]

2 3 3. Xi e, X.; B a o, F.; We b st e r, C. E v ol v e Filt e r St a bili z ati o n R e d u c e d- O r d e r M o d el f o r St o c h a sti c B u r g e r s E q u ati o n. Fl ui ds 2 0 1 8 , 3 , 8 4.

[C r o s s R ef ]

2 3 4. St a bil e, G.; R o z z a, G. Fi nit e v ol u m e P O D- G al e r ki n st a bili s e d r e d u c e d o r d e r m et h o d s f o r t h e p a r a m et ri s e d i n c o m p r e s si bl e

N a vi e r‚ Äì St o k e s e q u ati o n s. C o m p ut. Fl ui ds 2 0 1 8 , 1 7 3 , 2 7 3 – 2 8 4. [C r o s s R ef ]

2 3 5. A k ht a r, I.; N a yf e h, A. H.; Ri b b e n s, C.J. O n t h e st a bilit y a n d e xt e n si o n of r e d u c e d- o r d e r G al e r ki n m o d el s i n i n c o m p r e s si bl e fl o w s.

T he or. C o m p. Fl ui d D y n. 2 0 0 9 , 2 3 , 2 1 3 – 2 3 7. [C r o s s R ef ]

2 3 6. L a z z a r o, D.; M o nt ef u s c o, L. R a di al B a si s F u n cti o n s f o r t h e M ulti v a ri at e I nt e r p ol ati o n of L a r g e S c att e r e d D at a S et s. J. C o m p ut.

A p pl. M at h. 2 0 0 2 , 1 4 0 , 5 2 1 – 5 3 6. [C r o s s R ef ]

2 3 7. B a r r a ult, M.; N g u y e n, N. C.; M a d a y, Y.; P at e r a, A. T. A n “ E m pi ri c al I nt e r p ol ati o n ” M et h o d: A p pli c ati o n t o Ef fi ci e nt R e d u c e d- B a si s

Di s c r eti z ati o n of P a rti al Diff e r e nti al E q u ati o n s. C o m ptes Re n d us M at h. 2 0 0 4 , 3 3 9 , 6 6 7 – 6 7 2. [C r o s s R ef ]

2 3 8. C h at u r a nt a b ut, S.; S o r e n s e n, D. N o nli n e a r M o d el R e d u cti o n vi a Di s c r et e E m pi ri c al I nt e r p ol ati o n. SI A M J. S ci. C o m p ut.

2 0 1 0 , 3 2 , 2 7 3 7 – 2 7 6 4. [C r o s s R ef ]

2 3 9. L o r e n zi, S.; C a m mi, A.; L u z zi, L.; R o z z a, G. P O D- G al e r ki n m et h o d f o r fi nit e v ol u m e a p p r o xi m ati o n of N a vi e r- St o k e s a n d R A N S

e q u ati o n s. C o m p ut. Met h o ds A p pl. Me c h. E n g. 2 0 1 6 , 3 1 1 , 1 5 1 – 1 7 9. [C r o s s R ef ]

2 4 0. Hij a zi, S.; St a bil e, G.; M ol a, A.; R o z z a, G. D at a- D ri v e n P O D- G al e r ki n r e d u c e d o r d e r m o d el f o r t u r b ul e nt fl o w s. J. C o m p ut. P h ys.

2 0 2 0 , 4 1 6 , 1 0 9 5 1 3. [C r o s s R ef ]

2 4 1. O b a b k o, A. V.; Fi s c h e r, P. F.; T a ut g e s, T.J.; K a r a b a s o v, S.; G ol o vi z ni n, V. M.; Z a yt s e v, M. A.; C h u d a n o v, V. V.; P e r vi c h k o, V. A.;

A k s e n o v a, A. E. C F D Vali d ati o n i n O E C D/ N E A T-J u n cti o n Be n c h m ar k ;  Te c h ni c al R e p o rt; A r g o n n e N ati o n al L a b. ( A N L):

A r g o n n e, I L, U S A, 2 0 1 1.
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2 4 2. d e L e v al, M. R.; Kil n e r, P.; G e willi g, M.; B ull, C.; M c G o o n, D. C. T ot al c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n: A l o gi c al alt e r n ati v e t o

at ri o p ul m o n a r y c o n n e cti o n f o r c o m pl e x F o nt a n o p e r ati o n s: E x p e ri m e nt al st u di e s a n d e a rl y cli ni c al e x p e ri e n c e. J. T h or a c.

C ar di o v as c. S ur g. 1 9 8 8 , 9 6 , 6 8 2 – 6 9 5. [C r o s s R ef ]

2 4 3. S h a r m a, S.; G o u d y, S.; W al k e r, P.; P a n c h al, S.; E n sl e y, A.; K a nt e r, K.; T a m, V.; F yf e, D.; Y o g a n at h a n, A. I n vit r o fl o w e x p e ri m e nt s

f o r d et e r mi n ati o n of o pti m al g e o m et r y of t ot al c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n f o r s u r gi c al r e p ai r of c hil d r e n wit h f u n cti o n al si n gl e

v e nt ri cl e. J. A m. C oll. C ar di ol. 1 9 9 6 , 2 7 , 1 2 6 4 – 1 2 6 9. [C r o s s R ef ]

2 4 4. Mi gli a v a c c a, F.; Kil n e r, P.J.; P e n n ati, G.; D u bi ni, G.; Pi et r a bi s s a, R.; F u m e r o, R.; d e L e v al, M. R. C o m p ut ati o n al fl ui d d y n a mi c a n d

m a g n eti c r e s o n a n c e a n al y s e s of fl o w di st ri b uti o n b et w e e n t h e l u n g s aft e r t ot al c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n. I E E E Tr a ns. Bi o me d.

E n g. 1 9 9 9 , 4 6 , 3 9 3 – 3 9 9. [C r o s s R ef ] [P u b M e d ]

2 4 5. E n sl e y, A. E.; L y n c h, P.; C h at zi m a v r o u di s, G. P.; L u c a s, C.; S h a r m a, S.; Y o g a n at h a n, A. P. T o w a r d d e si g ni n g t h e o pti m al t ot al

c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n: A n i n vit r o st u d y. A n n. T h or a c. S ur g. 1 9 9 9 , 6 8 , 1 3 8 4 – 1 3 9 0. [C r o s s R ef ] [P u b M e d ]

2 4 6. D u bi ni, G.; Mi gli a v a c c a, F.; P e n n ati, G.; D e L e v al, M. R.; B o v e, E. L. Te n y e a r s of m o d elli n g t o a c hi e v e h a e m o d y n a mi c o pti mi s ati o n

of t h e t ot al c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n. C ar di ol Yo u n g 2 0 0 4 , 1 4 , 4 8 – 5 2. [C r o s s R ef ] [P u b M e d ]

2 4 7. H si a, T. Y.; Fi gli ol a, R.; M ulti s c al e of C o n g e nit al H e a rt s Alli a n c e ( M O C H A) I n v e sti g at o r s; B o v e, E.; D o rf m a n, A.; T a yl o r, A.;

Gi a r di ni, A.; K h a m b a d k o n e, S.; S c hi e v a n o, S.; H si a, T. Y.; et al. M ulti s c al e m o d elli n g of si n gl e- v e nt ri cl e h e a rt s f o r cli ni c al d e ci si o n

s u p p o rt: A L e d u c q Tr a n s atl a nti c N et w o r k of E x c ell e n c e. E ur. J.- C ar di o- T h or a c. S ur g. 2 0 1 6 , 4 9 , 3 6 5 – 3 6 8. [C r o s s R ef ]

2 4 8. S c hi a v a z zi, D. E.; K u n g, E. O.; M a r s d e n, A. L.; B a k e r, C.; P e n n ati, G.; H si a, T. Y.; Hl a v a c e k, A.; D o rf m a n, A. L.; M o d eli n g of

C o n g e nit al H e a rt s Alli a n c e ( M O C H A) I n v e sti g at o r s. H e m o d y n a mi c eff e ct s of l eft p ul m o n a r y a rt e r y st e n o si s aft e r s u p e ri o r

c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n: A p ati e nt- s p e ci fi c m ulti s c al e m o d eli n g st u d y. J. T h or a c. C ar di o v as c. S ur g. 2 0 1 5 , 1 4 9 , 6 8 9 – 6 9 6.

[C r o s s R ef ]

2 4 9. P e k k a n, K.; Kit aji m a, H. D.; D e Z eli c o u rt, D.; F o r b e s s, J. M.; P a r k s, W.J.; F o g el, M. A.; S h a r m a, S.; K a nt e r, K. R.; F r a k e s, D.;

Y o g a n at h a n, A. P. T ot al c a v o p ul m o n a r y c o n n e cti o n fl o w wit h f u n cti o n al l eft p ul m o n a r y a rt e r y st e n o si s: A n gi o pl a st y a n d

f e n e st r ati o n i n vit r o. Circ ul ati o n 2 0 0 5 , 1 1 2 , 3 2 6 4 – 3 2 7 1. [C r o s s R ef ]
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