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T hi s w o r k c o n st r u ct s t h e fi r st- e v e r si xt h- o r d e r e x p o n e nti al R u n g e – K utt a ( E x p R K) m et h o d s f o r

t h e ti m e i nt e g r ati o n of stiff p a r a b oli c P D E s. Fi r st, w e l e v e r a g e t h e e x p o n e nti al B- s e ri e s t h e o r y

t o r e st at e t h e stiff o r d e r c o n diti o n s f o r E x p R K m et h o d s of a r bit r a r y o r d e r b a s e d o n a n e s s e nti al

s et of t r e e s o nl y. T h e n, w e e x pli citl y p r o vi d e t h e 3 6 o r d e r c o n diti o n s r e q ui r e d f o r si xt h-

o r d e r m et h o d s a n d p r e s e nt c o n v e r g e n c e r e s ult s. I n a d diti o n, w e a r e a bl e t o s ol v e t h e 3 6 stiff

o r d e r c o n diti o n s i n b ot h t h ei r w e a k a n d st r o n g f o r m s, r e s ulti n g i n t w o f a mili e s of si xt h- o r d e r

p a r all el st a g e s E x p R K s c h e m e s. I nt e r e sti n gl y, w hil e t h e s e n e w s c h e m e s r e q ui r e a hi g h n u m b e r of

st a g e s, t h e y c a n b e i m pl e m e nt e d effi ci e ntl y si mil a r t o t h e c o st of a 6- st a g e m et h o d. N u m e ri c al

e x p e ri m e nt s ar e gi v e n t o c o nfi r m t h e a c c u r a c y a n d effi ci e n c y of t h e n e w s c h e m e s.

1. I nt r o d u cti o n

I n t hi s p a p er, w e ar e c o n c er n e d wit h ti m e i nt e gr ati o n of stiff s y st e m s of i niti al v al u e pr o bl e m s of t h e f or m

𝑢 ′ (𝑡) = 𝐴 𝑢 (𝑡) + 𝑔 (𝑡, 𝑢(𝑡)) = 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡)), 𝑢(𝑡0 ) = 𝑢 0 . ( 1. 1)

T h e s e pr o bl e m s t y pi c all y ari s e fr o m s p ati al di s cr eti z ati o n of p ar a b oli c p arti al diff er e nti al e q u ati o n s ( P D E s), s u c h a s diff u si o n –r e a cti o n

pr o bl e m s. T h e stiff n e s s h e r e li e s i n t h e li n e ar p art, w h er e ‖ 𝐴 ‖ e x hi bit s a l ar g e n or m or e v e n r e pr e s e nt s a n u n b o u n d e d o p er at or. W e

a s s u m e t h at t h e n o nli n e arit y 𝑔 (𝑡, 𝑢) s ati sfi e s a l o c al Li p s c hit z c o n diti o n wit h a m o d er at e Li p s c hit z c o n st a nt.

E x pli cit e x p o n e nti al R u n g e – K utt a ( E x p R K) m et h o d s h a v e s h o w n t o b e hi g hl y c o m p etiti v e a m o n g t h e vi a bl e ti m e i nt e gr ati o n

m et h o d s f or i nt e gr ati n g stiff s y st e m s ( 1. 1), s e e, e. g., [1 – 9 ]. T h e y w er e c o n str u ct e d b y a p pr o xi m ati n g t h e tr u e s ol uti o n of ( 1. 1)

r e pr e s e nt e d vi a t h e D u h a m el’ s f or m ul a, l e a di n g t o t h e f oll o wi n g cl a s s of 𝑠 - st a g e s c h e m e s ( s e e [4 ,5 ]):

𝑈 𝑛𝑖 = 𝑢 𝑛 + 𝑐 𝑖ℎ 𝜑 1 (𝑐 𝑖ℎ 𝐴 )𝐹 (𝑡𝑛 , 𝑢𝑛 ) + ℎ

𝑖− 1∑

𝑗 = 2

𝑎 𝑖𝑗 (ℎ 𝐴 )𝐷 𝑛𝑗 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, ( 1. 2 a)

𝑢 𝑛 + 1 = 𝑢 𝑛 + ℎ 𝜑 1 (ℎ 𝐴 )𝐹 (𝑡𝑛 , 𝑢𝑛 ) + ℎ

𝑠∑

𝑖= 2

𝑏 𝑖(ℎ 𝐴 )𝐷 𝑛𝑖 , ( 1. 2 b)

w h er e 𝐷 𝑛𝑖 = 𝑔 (𝑡𝑛 + 𝑐 𝑖ℎ, 𝑈 𝑛𝑖 ) − 𝑔 (𝑡𝑛 , 𝑢𝑛 ), 𝑈𝑛𝑖 ≈ 𝑢 (𝑡𝑛 + 𝑐 𝑖ℎ ), ℎ = 𝑡𝑛 + 1 − 𝑡𝑛 > 0 i s t h e ti m e st e p si z e, a n d 𝑐 𝑖 ar e n o d e s. T h e c o effi ci e nt s 𝑎 𝑖𝑗 (𝑧 )

a n d 𝑏 𝑖(𝑧 ) ar e u s u all y li n e ar c o m bi n ati o n s of t h e f oll o wi n g f u n cti o n s a n d t h eir s c al e d v er si o n s

𝜑 𝑘 (𝑧 ) =
∫

1

0
e ( 1 −𝜃 )𝑧 𝜃 𝑘 − 1

(𝑘 − 1)!
d 𝜃, 𝑘 ≥ 1 . ( 1. 3)
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I n [1 ], stiff E x p R K m et h o d s wit h or d er s u p t o 4 w e r e d eri v e d. B uil di n g u p o n t hi s w or k, a n e w stiff or d er c o n diti o n t h e or y w a s

d e v el o p e d i n [ 1 0 ], e n a bli n g t h e d eri v ati o n of a fift h- or d er E x p R K m et h o d i n [ 5 ]. N o n e of t h e pr e vi o u sl y c o n str u ct e d E x p R K m et h o d s,

h o w e v er, s ati sfi e s all t h e r e q uir e d stiff or d er c o n diti o n s i n t h e st r o n g f or m. I n p arti c ul ar, m a n y of t h e or d er c o n diti o n s h a v e b e e n

r el a x e d i n or d er t o r e d u c e c o m pl e xit y a n d mi ni mi z e t h e n u m b er of st a g e s w h e n s ol vi n g t h e m. V er y r e c e ntl y, n e w stiff E x p R K m et h o d s

of or d er s 4 a n d 5 w er e c o n str u ct e d i n [ 9 ] b y r el a xi n g o nl y o n e or d er c o n diti o n a s w ell a s all o w f or p ar all el i m pl e m e nt ati o n of m ulti pl e

i nt er n al st a g e s, r e s ulti n g i n i m pr o v e d a c c ur a c y a n d effi ci e n c y. N ot e t h at E x p R K m et h o d s mi g ht e x p eri e n c e or d er r e d u cti o n w h e n

a p pli e d t o P D E s wit h i n h o m o g e n e o u s ti m e- d e p e n d e nt (i. e., n o n- v a ni s hi n g) b o u n d ar y c o n diti o n s. H o w e v er, t hi s i s s u e c a n b e a v oi d e d

b y e m pl o yi n g a t e c h ni q u e r e c e ntl y pr o p o s e d a n d u s e d i n [ 1 1 – 1 4 ] f or b ot h li n e ar a n d n o nli n e ar pr o bl e m s.

D u e t o t h e s u b st a nti al gr o wt h i n t h e n u m b er of stiff or d er c o n diti o n s f or E x p R K m et h o d s, c o n str u cti n g m et h o d s of or d er hi g h er

t h a n 5 i s n o ntri vi al a s t hi s f u rt h er i n cr e a s e s t h e c o m pl e xit y i n s ol vi n g t h e s e or d er c o n diti o n s ( w hi c h i n v ol v e m atri x f u n cti o n s). F or

e x a m pl e, it w a s s h o w n i n [ 1 0 , T a bl e 5. 2 ] t h at t h e n u m b er of stiff or d er c o n diti o n s r e q uir e d f or E x p R K m et h o d s of or d er 6 i s 3 6,

c o m p ar e d t o 9 a n d 1 6 c o n diti o n s f or f o urt h- a n d fift h- or d er m et h o d s, r e s p e cti v el y.

I n t hi s w or k, w e l e v er a g e t h e e x p o n e nti al B- s eri e s t h e or y [1 0 ] t o e x pli citl y d eri v e t h e s et of 3 6 stiff or d er c o n diti o n s r e q uir e d f or

E x p R K m et h o d s of or d er 6. N ot a bl y, w e n ot o nl y a c hi e v e t h e s ol uti o n t o t h e s e 3 6 c o n diti o n s b y w e a k e ni n g j u st o n e c o n diti o n, b ut

al s o s u c c e s sf ull y s ati sf y all t h e stiff or d er c o n diti o n s i n t h eir str o n g f or m s, i. e., wit h o ut w e a k e ni n g a n y c o n diti o n s. A s a r e s ult, w e

d eri v e t h e fir st- e v er si xt h- or d er c o n str u ct e d stiff E x p R K m et h o d s. A d diti o n all y, w hil e t h e s e n e w s c h e m e s r e q uir e a hi g h n u m b er of

st a g e s, t h e y c a n b e i m pl e m e nt e d effi ci e ntl y si mil ar t o a 6- st a g e E x p R K m et h o d. T hi s i s p o s si bl e b e c a u s e t h e y ar e d e si g n e d t o h a v e

m ulti pl e i n d e p e n d e nt i nt er n al st a g e s, all o wi n g f or si m ult a n e o u s or p ar all el i m pl e m e nt ati o n.

T h e or g a ni z ati o n of t h e p a p er i s a s f oll o w s: I n S e cti o n 2 , w e pr e s e nt t h e stiff or d er c o n diti o n s f or E x p R K m et h o d s of a n y or d er

b a s e d o n a n e s s e nti al s et of tr e e s o nl y. A d diti o n all y, w e e x pli citl y pr o vi d e t h e 3 6 or d er c o n diti o n s r e q uir e d f o r stiff E x p R K m et h o d s

of or d er 6. S e cti o n 3 pr e s e nt s c o n v er g e n c e r e s ult s f or E x p R K m et h o d s of or d er 6. Wit h t hi s, i n S e cti o n 4 w e d eri v e t h e fir st t w o

f a mili e s of stiff E x p R K m et h o d s of or d er 6, w hi c h c a n b e i m pl e m e nt e d a s t h e c o st of a 6- st a g e m et h o d. Fi n all y, a n u m eri c al e x a m pl e

i s pr e s e nt e d i n S e cti o n 5 t o ill u str at e t h e t h e or eti c al r e s ult s. T h e pri m ar y c o ntri b uti o n s of t hi s w or k ar e t h e n e w stiff or d er c o n diti o n s

pr e s e nt e d i n T a bl e 1 a n d t h e c o n str u cti o n of t h e t w o f a mili e s of si xt h- or d er stiff E x p R K m et h o d s, 𝑢 𝑡 𝐴 𝑢 𝑡 𝑔 𝑡 𝑢 𝑡 a n d 𝐹 𝑡 𝑢 𝑡 𝑢 𝑡 𝑢 𝐴 𝑔 .

2. Stiff o r d e r c o n diti o n s f o r E x p R K m et h o d s of o r d e r 6

W e b e gi n b y d e n oti n g a n d i ntr o d u ci n g t h e f oll o wi n g s et s of tr e e s:

𝑡 𝑢 = { } ∪ { 𝑠 = 𝑈 ∶ 𝑛 = 2 , 3 , … } , i n w hi c h r e pr e s e nt s 𝑖 ′ (𝑢), a n d 𝑛 r e pr e s e nt s 𝑐 (𝑖 )(𝜑) (𝑐 ≥ 2 ).

𝑖 𝐴 r e pr e s e nt s f or all t h e t er m s i n v ol vi n g t h e ti m e d eri v ati v e s of 𝐹 (𝑡 (𝑛)) a n d it s el e m e nt ar y diff er e nti al s, w hi c h c a n b e d efi n e d

r e c ur si v el y a s t h e s m all e st s et of tr e e s, s ati sf yi n g t h e pr o p ert y if 𝑢 1 , … , 𝑛𝑖 ∈ 𝑗 𝑎 ∪ 𝑖 𝑗 , t h e n 𝐴 = [ 𝐷 1 , … , 𝑛𝑗 ] ∈ 𝑖 𝑠 . H er e, [, ⋅, ] i s t h e

c o m m o nl y u s e d n ot ati o n f or a n o p er ati o n t h at c o m bi n e s a fi nit e n u m b er of tr e e s 𝑢 1 , … , 𝑛𝑢 b y c o n n e cti n g t h e m t o a n e w s h ar e d

bl a c k r o ot n o d e •, t h er e b y pr o d u ci n g a n e w tr e e d e n ot e d a s 𝑛 = [ 𝜑 1 , … , 𝐴𝐹 ]. Wit h t hi s, o n e c a n writ e

𝑡 𝑛 = { 𝑢 = [ 𝑛 1 , … , 𝑠𝑖 ] ∶ 𝑏 𝑖 ∈ 𝐴 𝐷 ∪ 𝑛 𝑖 , 𝐷 = 1 , … , 𝑛} . ( 2. 1)

N e xt, w e c o n si d er t w o di sj oi nt s u b s et s of 𝑖 𝑔 , d e n ot e d b y 𝑡 1 a n d 𝑛 2 , w hi c h ar e gi v e n a s:

𝑐 1 = { 𝑖 = [ 𝑈 1 , … , 𝑛𝑖 ] ∶ 𝑔 𝑡 = , 𝑛 = 1 , … , 𝑢} = { 𝑛 = [ , … ,
⏟ ⏟ ⏟
𝑈 ti m e s

] ∶ 𝑛 ≥ 1 } =
{

, , , , …
}

, ( 2. 2)

t h at i s u s e d t o r e pr e s e nt f or 𝑖 (𝑢 )(𝑡 (𝑛))
(
𝑐 ′ (𝑖), … , 𝑡′ (𝑛)
⏟⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟

𝑡 ti m e s

)
, 𝑛 ≥ 1 , a n d

𝑐 2 = { 𝑖 = [ 𝑎 1 , … , 𝑖𝑗 ] ∶ 𝑧 𝑏 ∈ { } ∪ 𝑖 1 ∪ 𝑧 2 , 𝜑 = 1 , … , 𝑘} =
{

, , , , , …
}

. ( 2. 3)

F or a t r e e 𝑧 ∈ 𝜃 𝑧 ∪ 𝜃 𝑘 , w e al s o u s e t h e st a n d ar d n oti o n s s u c h a s t h e or d er of 𝑘 , d e n ot e d b y |𝜃 |, a n d it s s y m m etr y c o effi ci e nt ( s e e,

e. g., [ 1 5 ]), d e n ot e d b y 𝑘 (𝜏 ), w hi c h ar e d efi n e d r e c ur si v el y b y

|𝜏 | =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1 , 𝜏 = ∈ 𝑇 𝑢 ,

𝑘, 𝜏 = 𝑘 ∈ 𝑇 𝑢 ,

1 +
∑ 𝑚

𝑖= 1 |𝜏 𝑖|, 𝜏 = [ 𝜏 1 , … , 𝜏𝑚 ] ∈ 𝑇 𝑔 ,

( 2. 4)

𝜎 (𝜏 ) =

{
|𝜏 |!, 𝜏 ∈ 𝑇 𝑢 ,
∏ 𝑘

𝑖= 1 𝑛 𝑖! 𝜎 (𝜏 𝑖)
𝑛 𝑖 , 𝜏 = [ 𝜏

𝑛 1

1
, … , 𝜏

𝑛 𝑘
𝑘

] ∈ 𝑇 𝑔 ,
( 2. 5)

w h er e t h e n ot ati o n [𝜏
𝑛 1

1
, … , 𝜏

𝑛 𝑘
𝑘

] st a n d s f or a tr e e 𝜏 = [ 𝜏 1 , … , 𝜏𝑚 ] w hi c h h a s 𝑘 di sti n ct br a n c h e s a m o n g 𝜏 1 , … , 𝜏𝑚 , s a y 𝜏 1 , … , 𝜏𝑘 ,

c orr e s p o n di n g t o t h e n u m b er of o c c urr e n c e s 𝑛 1 , … , 𝑛𝑘 , r e s p e cti v el y, wit h 𝑛 1 + ⋯ + 𝑛 𝑘 = 𝑚 .

U si n g t h e s e s et of tr e e s a n d n ot ati o n s, b el o w w e pr e s e nt a si m plifi e d v e r si o n of t h e m ai n r e s ult of [ 1 0 , T h e or e m 5. 1 ] w hi c h i s

s uffi ci e nt t o d eri v e stiff or d er c o n diti o n s f or e x pli cit E x p R K m et h o d s of ar bit r ar y or d er.
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Fir st, w e n ot e t h at si n c e E x p R K m et h o d s ar e i n v ari a nt u n d er t h e tr a n sf or m ati o n of ( 1. 1) t o it s c orr e s p o n di n g a ut o n o m o u s v er si o n,

i. e., r e pl a ci n g 𝑢 (𝑡, 𝐴) b y 𝑢 (𝑡 ) ( s e e [5 ]), t h e or d er c o n diti o n s h ol d t h e s a m e f or b ot h f or m at s. T h er ef or e, f o r t h e s a k e of si m pli cit y i n

pr e s e nti n g t h e d eri v ati o n of or d er c o n diti o n s, o n e c a n c o n si d er ( 1. 1) wit h 𝑔 (𝑡, 𝑢) ≡ 𝑡 (𝐹 ).

L e m m a 2. 1. Ass u mi n g t h at 𝑡 is t h e i nfi nit esi m al g e n er at or of a n a n al yti c al s e mi gr o u p e 𝑢 𝑡 o n a B a n a c h s p a c e 𝑢 a n d t h e n o nli n e arit y

𝑡 ∶ 𝑢 → 𝐴 is s uffi ci e ntl y oft e n Fr é c h et diff er e nti a bl e i n a stri p al o n g t h e e x a ct s ol uti o n, a n d t h at 𝑔 ∶ [ 𝑡0 , 𝑢e n d ] → 𝑠 is s uffi ci e ntl y s m o ot h

wit h d eri v ati v es i n 𝑈 ( all o c c urri n g d eri v ati v es ar e ass u m e d t o b e u nif or ml y b o u n d e d ). T h e n, t h e r e q uir e d or d er c o n diti o ns f or stiff E x p R K

m et h o ds ( 1. 2) of or d er 𝑛 a p pli e d t o ( 1. 1) ar e

𝑖∑

𝑢= 2

𝑛 𝑐(ℎ 𝑖 )
𝜑

|𝑐 |− 1
𝑖

(|𝐴 | − 1)!
= 𝐹 |𝑡 |(ℎ 𝑛 ) f or all 𝑢 ∈ 𝑛 1 wit h |𝑖 | ≤ 𝑗, ( 2. 6 a)

𝑎∑

𝑖= 2

𝑗 𝐴(ℎ 𝐷 )𝑛 (𝑗 )(𝑖 )
(
 𝑠(𝑢 1 )(𝑛 ), … ,  𝑢(𝑛 𝜑 )(𝐴 )

)
= 0 f or all 𝐹 = [ 𝑡 1 , … , 𝑛𝑢 ] ∈ 𝑛 2 wit h |𝑠 | ≤ 𝑖, ( 2. 6 b)

w h er e  𝑏(𝑖 𝐴 )(𝐷 ) ar e t h e el e m e nt ar y diff er e nti als gi v e n r e c ursi v el y as

 𝑛(𝑖 𝐷 )(𝑛 ) =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑖 𝑔𝑡
′ (𝑛), if 𝑐 𝑖 = ∈ 𝑈 𝑛

𝑖 𝑔 + 1 ,𝑡(ℎ 𝑛 ) 𝑢 (𝑛 )(𝑈 )
(

𝑛 ′ (𝑖), … , 𝑢′ (𝑡)
⏟⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟

𝑛 ti m es

)
, if 𝑐 𝑖 = [ , … ,

⏟ ⏟ ⏟
𝑡 ti m es

] ∈ 𝑛 1

𝑡 (𝑛 𝑐 1 ) …𝑖 (𝑎 𝑖 𝑗 )

𝑧 (𝑏 𝑖 )

∑ 𝑧− 1
𝜑 = 2 𝑘 𝑧𝜃 (ℎ 𝑧 )𝜃 (𝑘 )(𝑘 )

(
 𝜃 (𝑘 𝜏 1 )(𝜏 ), … ,  𝜏 (𝑇 𝑢 𝑘 )(𝜏 )

)
, if 𝑘 𝑇 = [ 𝑢 𝑚 1 , … , 𝑖𝜏 𝑖 ] ∈ 𝜏 2

( 2. 7)

wit h

𝜏 𝜏,𝑚 (ℎ 𝑇 ) =

𝑔− 1∑

𝜎 = 2

𝜏 𝜏 𝜏(ℎ 𝑇 )
𝑢 𝑘 − 1
𝑖

(𝑛 − 1)!
− 𝑖 𝜎

𝜏 𝑖 𝑛 (𝑖 𝜏ℎ 𝜏 ). ( 2. 8)

P r o of. C o n si d eri n g o n e- st e p i nt e gr ati o n ( 1. 2) fr o m 𝑛𝜏 t o 𝑛𝑘 + 1 = 𝑘𝑇 + ℎ , w e d e n ot e 𝑔𝜏 + 1 = 𝑛̂𝜏 + 1 − 𝑛 (𝑘𝑘 + 1 ) a s t h e l o c al err or of E x p R K

m et h o d s, w h e r e 𝜏̂𝜏 + 1 r e pr e s e nt s t h e n u m eri c al s ol uti o n o bt ai n e d u si n g t h e i niti al v al u e 𝜏̃𝑚 = 𝑘 (𝜏𝜏 ). U si n g t h e r e s ult s of [1 0 , S e cti o n

5. 2 ], it i s cl e ar t h at t h e s et of tr e e s { } ∪ 𝑚 1 ∪ 𝜏 2 i ntr o d u c e d e arli er c o n stit ut e s a mi ni m al s et of tr e e s r e q uir e d f or d eri vi n g t h e stiff

or d er c o n diti o n s ( 2. 6). S p e cifi c all y, b y u si n g [1 0 , e q s. ( 5. 1) ], o n e c a n e x pr e s s t h e l o c al err or 𝜏𝑘 + 1 a s

𝑛𝑛 + 1 =
∑

𝑘 =[ 𝑛 1 ,… , 𝑛𝑘 ] ∈𝑚 1

ℎ |𝜏 |
( 𝑠∑

𝑖= 2

𝑏 𝑖(ℎ 𝐴 )
𝑐
|𝜏 |− 1
𝑖

(|𝜏 |− 1)!
− 𝜑 |𝜏 |(ℎ 𝐴 )

)
𝑔 (𝑚 )( 𝑢̃𝑛 )

(
𝑢 ′ (𝑡𝑛 ), … , 𝑢′ (𝑡𝑛 )
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟

𝑚 ti m e s

)

+
∑

𝜏 =[ 𝜏 1 ,… , 𝜏𝑚 ] ∈𝑇 2

ℎ |𝜏 | 𝜎 (𝜏 1 ) …𝜎 (𝜏 𝑚 )

𝜎 (𝜏 )

𝑠∑

𝑖= 2

𝑏 𝑖(ℎ 𝐴 )𝑔 (𝑚 )( 𝑢̃𝑛 )
(
 𝑖(𝜏 1 )( 𝑢̃𝑛 ), … ,  𝑖(𝜏 𝑚 )( 𝑢̃𝑛 )

)

+
∑

𝜏 ∈ 𝑇 𝑔 | (𝑇 1 ∪ 𝑇 2 )

ℎ |𝜏 |
(
s a m e w ei g ht e d c o effi ci e nt s a s tr e e s i n 𝑇 1 or 𝑇 2

)
×

(
c orr e s p o n di n g el e m e nt ar y diff er e nti al s

)
.

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞ ⏟
𝑟 𝑒 𝑚 𝑎𝑖 𝑛 𝑑 𝑒 𝑟 𝑡 𝑒 𝑟 𝑚 𝑠 𝑖 𝑛 𝑐𝑙 𝑢 𝑑𝑖 𝑛 𝑔 𝑡 ℎ 𝑒 𝑡 𝑟 𝑒 𝑒 𝑠 𝑤 ℎ𝑖 𝑐 ℎ ℎ 𝑎 𝑣 𝑒 𝑡 ℎ 𝑒 𝑠 𝑎 𝑚 𝑒 𝑜 𝑟 𝑑 𝑒 𝑟 𝑐 𝑜 𝑛 𝑑𝑖𝑡𝑖 𝑜 𝑛 𝑠 𝑤𝑖𝑡 ℎ 𝑡 𝑟 𝑒 𝑒 𝑠 𝑖 𝑛 𝑇 1 ∪ 𝑇 2

( 2. 9)

T h e a s s u m pti o n o n 𝐴 i m pli e s t h at t h e s e mi gr o u p e 𝑡 𝐴 c a n b e b o u n d e d u nif or ml y ( s e e, e. g., [ 1 6 ,1 7 ]) a n d t h u s 𝑏 𝑖(ℎ 𝐴 ), 𝑎𝑖𝑗 (ℎ 𝐴 ), a n d

𝜓 𝑗 (ℎ 𝐴 ) ar e u nif or ml y b o u n d e d a s w ell. T o g et h er wit h t h e r e m ai ni n g a s s u m pti o n s of L e m m a 2. 1 , o n e c a n t h e n tr u n c at e ( 2. 9) u p t o

a n y stiff or d er 𝑝 = |𝜏 | w hi c h r e q uir e s t h e c o n diti o n s ( 2. 6). □

B y u si n g L e m m a 2. 1 , w e c a n e x pli citl y pr o vi d e t h e 3 6 or d er c o n diti o n s r e q uir e d f or stiff E x p R K m et h o d s of or d er 6 b y o nl y

dr a wi n g tr e e s i n 𝑇 1 ∪ 𝑇 2 u p t o or d er 6 a n d u si n g ( 2. 6), s e e T a bl e 1 b el o w. T h er e, w e n ot e t h at t h e 2 0 or d er c o n diti o n s fr o m N o. 1 7

t o 3 6 ar e n e w. Wit h t hi s r e s ult, w e n o w pr e s e nt c o n v er g e n c e r e s ult s f or E x p R K m et h o d s of or d er 6.

3. C o n v e r g e n c e r e s ult s f o r si xt h- o r d e r stiff E x p R K m et h o d s

T hr o u g h o ut t hi s s e cti o n, w e d e n ot e 𝐶 a s a g e n eri c c o n st a nt t h at m a y h a v e diff er e nt v al u e s at diff er e nt o c c urr e n c e s.

T h e o r e m 3. 1. U n d er t h e ass u m pti o ns of L e m m a 2. 1 , a n e x pli cit E x p R K m et h o d ( 1. 2) a p pli e d t o t h e I V P ( 1. 1), t h at f ulfills all t h e 3 6

or d er c o n diti o ns of T a bl e 1 eit h er stri ctl y i n t h e str o n g s e ns e ( wit h o ut r el a xi n g a n y c o n diti o ns ) or wit h t h e e x c e pti o n t h at o nl y c o n diti o n N o.

1 7 h ol ds i n a w e a k e n e d f or m
∑ 𝑠

𝑖= 2 𝑏 𝑖( 0)
𝑐 5
𝑖

5!
= 𝜑 6 ( 0) = 1

6!
, c o n v er g es wit h or d er 6. I n p arti c ul ar, its gl o b al err or 𝑒 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢 (𝑡𝑛 ) s atisfi es t h e

b o u n d

‖ 𝑒 𝑛 ‖ = ‖ 𝑢 𝑛 − 𝑢 (𝑡𝑛 )‖ ≤ 𝐶 ℎ 6 ( 3. 1)

u nif or ml y o n ti m e i nt er v als 𝑡0 ≤ 𝑡𝑛 = 𝑡0 + 𝑛 ℎ ≤ 𝑡e n d wit h a c o nst a nt 𝐶 t h at d e p e n ds o n 𝑡e n d − 𝑡0 , b ut is i n d e p e n d e nt of 𝑛 a n d ℎ .
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T a bl e 1

O r d e r t r e e s a n d stiff o r d e r c o n diti o n s f o r e x pli cit E x p R K m et h o d s u p t o o r d e r 6. T h e v a ri a bl e s 𝑢 , 𝑡 , 𝐴 , 𝑢 d e n ot e a r bit r a r y s q u a r e

m at ri c e s, a n d 𝑡 a n a r bit r a r y bili n e a r m a p pi n g of a p p r o p ri at e di m e n si o n s. T h e f u n cti o n s 𝑔 𝑡,𝑢 a r e d efi n e d i n (2. 8) .

P r o of. It w a s s h o w n i n [5 , S e ct. 4. 3 ] t h at

𝑡 𝐹 = 𝑡 𝑢 − 𝑡 (𝑢𝑡 ) = ℎ

𝑢 − 1∑

𝐴 = 0

e (𝑔 − 𝑡 )ℎ 𝑢  𝑠 (𝑈 𝑛 )𝑖 𝑢 +

𝑛 − 1∑

𝑐 = 0

e 𝑖 ℎ 𝜑 𝑐𝑖 − 𝐴 , ( 3. 2)

w h er e t h e o p er at or s  𝐹 d e p e n d o n 𝑡 𝑛 ( a s w ell a s 𝑢 𝑛(ℎ 𝑖 ), 𝑗𝑎𝑖 (ℎ 𝑗 ), 𝐴(𝐷 )(.)(., … , .)), w hi c h c a n b e s h o w n t o b e b o u n d e d o n 𝑛 u n d er t h e

gi v e n a s s u m pti o n s ( s e e [ 5 , L e m m a 4. 1. ]). L et u s n o w c o n si d er t h e fir st s c e n ari o w h er e all 3 6 stiff or d er c o n diti o n s f or E x p R K m et h o d s

of or d er 6 ar e stri ctl y s ati sfi e d. I n t hi s c a s e, it i s cl e ar fr o m (2. 9) t h at, f or |𝑗 | = 6 , t h e l o c al err or 𝑖𝑠 + 1 =  (ℎ 7 ). T h e a s s u m pti o n o n

𝑢 i m pli e s ‖ e 𝑛 𝑢‖ 𝑛 ← 𝜑 ≤ 𝐴, 𝐹 ≥ 0 . T h er ef or e, o n e c a n b o u n d 𝑡 𝑛 i n ( 3. 2) a s

‖ 𝑢 𝑛 ‖ ≤ ℎ

𝑠 − 1∑

𝑖 = 0

𝑏 ‖ 𝑖 𝐴 ‖ +

𝐷 − 1∑

𝑛 = 0

𝑖 ℎ 7 . ( 3. 3)

A n a p pli c ati o n of a di s cr et e Gr o n w all l e m m a t o ( 3. 3) s h o w s t h e err or b o u n d ( 3. 1) at o n c e.

Fi n all y, w e c o n si d er t h e s e c o n d s c e n ari o w h er ei n c o n diti o n N o. 1 7 i s r el a x e d t o b e f ulfill e d wit h 𝐷 = 0 o nl y (i. e, 𝑛 6 ( 0) = 0),

w hil e all ot h er c o n diti o n s ar e stri ctl y s ati sfi e d i n t h e str o n g s e n s e. I n t hi s c a s e, ( 2. 9) c a n b e si m plifi e d t o

𝑖𝑔 + 1 = ℎ 6
(
𝑡 6 (ℎ 𝑛 ) − 𝑐 6 ( 0)

)
𝑖 ( 5)(𝑈 (𝑛𝑖 ))

(
𝑔 ′ (𝑡𝑛 ), 𝑢′ (𝑛𝑈 ), 𝑛′ (𝑖𝑢 ), 𝑡′ (𝑛𝑐 ), 𝑖′ (𝑡𝑛 )

)
+  (ℎ 7 ). ( 3. 4)

Cl e arl y, o n e c a n s h o w t h at t h er e e xi st s a b o u n d e d o p er at or 𝑡̃ (ℎ 𝑛 ) s u c h t h at 𝑐 6 (ℎ 𝑖 ) − 𝑎 6 ( 0) = 𝑖̂ (ℎ 𝑗 )ℎ 𝑧 . U si n g t hi s, i n s erti n g ( 3. 4) i nt o

(3. 2) a n d e m pl o yi n g t h e p ar a b oli c s m o ot hi n g pr o p ert y of t h e a n al yti c al s e mi gr o u p (i m pl yi n g t h e b o u n d
‖
‖
‖
ℎ 𝑏

∑ 𝑖
𝑧 = 1 e 𝜑 ℎ 𝑘 ‖‖

‖ 𝑧 ← 𝜃
≤ 𝑧 ),

o n e g et s ‖ 𝜃 𝑘 ‖ ≤ ℎ
∑ 𝑘 − 1

𝜃 = 0 𝑘 ‖ 𝜏 𝜏 ‖ + 𝜏 ℎ 6 +
∑ 𝑇 − 1

𝑢 = 0 𝑘 ℎ 7 , w hi c h a g ai n pr o v e s ( 3. 1) a s d o n e f or ( 3. 3). □

R e m a r k 3. 1. Si mil ar t o t h e c o n v er g e n c e pr o of f or E x p R K m et h o d s of or d er 5 ( s e e [ 5 , T h m. 4. 1 ]), w e n ot e t h at t h e r e s ult st at e d

i n T h e or e m 3. 1 (t h e err or b o u n d ( 3. 1)) al s o r e m ai n s v ali d if all t h e or d er c o n diti o n s of o r d er 6 (fr o m N o. 1 7 t o 3 6) ar e s ati sfi e d
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i n a w e a k e n e d f or m wit h 𝑢 𝑡( 0) s u b stit ut e d f or 𝐴 𝑢(𝑡 ). H o w e v er, w e o nl y c o n si d er e d w e a k e ni n g c o n diti o n N o. 1 7 d u e t o t w o pri m ar y

a d v a nt a g e s ( si mil ar t o t h e a p pr o a c h pr e s e nt e d i n [ 9 ] f or f o urt h- a n d fift h- or d er E x p R K m et h o d s). Fir stl y, N o. 1 7 d e p e n d s s ol el y o n

𝑔 𝑡(ℎ 𝑢 ), 𝑡𝐹 a n d t h u s r el a xi n g it l e a d s t o a s c al ar al g e br ai c e q u ati o n f or 𝑡 𝑢 ( w hi c h c a n b e s ol v e d e a sil y). S e c o n dl y, s ati sf yi n g c o n diti o n s

fr o m N o. 1 8 t o 3 6 stri ctl y i n t h e str o n g s e n s e ( w hi c h, i n a d diti o n, d e p e n d al s o o n 𝑡 𝑢𝑡 (ℎ 𝑢 )) n ot o nl y off er s b ett er st a bilit y w h e n

s ol vi n g stiff pr o bl e m s b ut al s o e n a bl e s t h e c o n str u cti o n of m ulti pl e p ar all el i nt er n al st a g e s 𝐴 𝑔𝑡 , t h e r e b y l e a di n g t o m or e effi ci e nt

s c h e m e s (if ot h er wi s e, i. e., w e a k e ni n g t h e m r e s ult s i n m et h o d s w h er e e a c h i nt er n al st a g e d e p e n d s o n pr e c e di n g st a g e s, r e stri cti n g

t h e m t o s e q u e nti al i m pl e m e nt ati o n, s e e e. g., t h e c o n str u cti o n of E x p R K m et h o d s of or d er 5 i n [ 5 ]).

4. D e ri v ati o n of si xt h- o r d e r stiff E x p R K m et h o d s

B a s e d o n T h e or e m 3. 1 , w e n o w d eri v e t w o f a mili e s of si xt h- or d er E x p R K m et h o d s. W hil e t h er e e xi st m a n y s ol uti o n s, o ur ai m i s

t o c o n st r u ct effi ci e nt s c h e m e s w hi c h all o w gr o u p s of p ar all el st a g es , i. e., i nt er n al st a g e s t h at ar e i n d e p e n d e nt of e a c h ot h er.

I n [9 ], it h a s b e e n s h o w n t h at s ol vi n g t h e fir st 1 6 c o n diti o n s f or fift h- or d er p ar all el st a g e s E x p R K m et h o d s r e q uir e s 𝑢 = 1 0 st a g e s

( wit h r el a xi n g o n e c o n diti o n, n a m el y, N o. 8) a n d 𝑠 = 1 1 st a g e s ( wit h o ut r el a xi n g a n y c o n diti o n s). T o s ati sf y t h e 2 0 a d diti o n al

c o n diti o n s (fr o m N o. 1 7 t o 3 6) f o r or d er 6, a v al u e of 𝑈 ⩾ 1 1 i s t h u s n e c e s s ar y. A p pl yi n g a si mil ar a p pr o a c h t o t h e or d er c o n diti o n s

o utli n e d i n [ 9 ], it c a n b e v erifi e d ( b ut e xtr e m el y t e di o u s) t h at u si n g 𝑛 = 1 1 , 1 2 , 1 3 , 1 4 i s n ot s uffi ci e nt t o f ulfill all t h e or d er c o n diti o n s

of T a bl e 1 i n t h e c o nt e xt of T h e or e m 3. 1 . W e o mit t h e d et ail s. O n t h e ot h er h a n d, it i s i n d e e d p o s si bl e t o s ati sf y all t h e c o n diti o n s

i n t h e str o n g s e n s e wit h 𝑖 = 1 6 a n d if c o n diti o n N o. 1 7 i s r el a x e d, o n e c a n u s e 𝑢 = 1 5 . W e will fir st s h o w t h e l att er c a s e.

F or c o n v e ni e n c e, w e u s e t h e f oll o wi n g a b br e vi ati o n s 𝑛 𝑐 = 𝑖 𝜑(ℎ 𝑐 ), 𝑖𝐴𝐹 = 𝑡 𝑛𝑢 (ℎ 𝑛 ), 𝑖𝑗 = 𝑎 𝑖(ℎ 𝑗 ), 𝐴𝐷,𝑛 = 𝑗 𝑖 (𝑠 𝑢ℎ 𝑛 ).

4. 1. A f a mil y of si xt h- or d er p ar all el-st a g e E x p R K s c h e m es wit h 𝑢 = 1 5

I n t hi s c a s e, w e a s s u m e t h at c o n diti o n N o. 1 7 c a n b e r el a x e d t o
∑ 1 5

𝑛= 2 𝜑 𝐴( 0)
𝐹 5
𝑡

5!
= 𝑛 6 ( 0) = 1

6!
a n d will s ol v e f or t h e r e m ai ni n g

3 5 c o n diti o n s i n T a bl e 1 . Fir st, u si n g ( 2. 8) f or 𝑢 = 2 , … , 5 a n d t h e f a ct t h at { 𝑛 𝑠 } ar e li n e arl y i n d e p e n d e nt, o n e c a n s h o w t h at

𝑖 𝑏, 2 = − 𝑖 𝐴
2
𝐷 𝑛,2 ≠ 0 , a n d t h at 𝑖 𝐷,3 , 𝑛 𝑖,4 , 𝑔𝑡,5 c a n n ot b e z er o f or all 𝑛 = 2 , … , 5 . T h u s, i n or d er f or l at er s ati sf y c o n si d er c o n diti o n s 3,

5, 6, 9, 1 0, 1 2, 1 3, 1 8, 1 9, 2 1, 2 2, 2 6, a n d 2 8 ( w hi c h i n v ol v e t h e m atri x f u n cti o n s 𝑐 𝑖,𝑈 (𝑛 ), 𝑖 = 2 , … , 5 ) i n t h e str o n g s e n s e ( wit h

ar bitr ar y s q u ar e m atri c e s 𝑔, 𝑡, 𝑛, 𝑢 ), it str o n gl y s u g g e st s t o c h o o s e 𝑛 𝑈 = 0 ( 𝑛 = 2 , … , 1 1) . U si n g t hi s, w e n e xt s ol v e c o n diti o n s 1, 2,

4, 8, a n d 1 7 (i n w e a k e n e d f or m) a n d g et t h e u ni q u e s ol uti o n

𝑖 𝑢 =
− 𝑡 𝑛 𝑐 𝑖 𝑡 𝑛 𝑡 2 + 2( 𝑛 𝑐 𝑖 𝑎 + 𝑖 𝑗 𝑧 𝑏 + 𝑖 𝑧 𝜑 𝑘 )𝑧 3 − 6( 𝜃 𝑧 + 𝜃 𝑘 + 𝑘 𝜃 )𝑘 4 + 2 4 𝜏 5

𝜏 𝜏(𝑇 𝑢 − 𝑘 𝜏 )(𝑘 𝑇 − 𝑢 𝑚 )(𝑖 𝜏 − 𝑖 𝜏 )
, 𝜏 = 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 ( 4. 1)

w h er e 𝜏, 𝑚, 𝑇 ∈ { 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 } , 𝑔 ≠ 𝜎 ≠ 𝜏 ≠ 𝜏 a n d n o d e s 𝜏 1 2 , 𝑇1 3 , 𝑢1 4 , 𝑘1 5 > 0 ar e di sti n ct a n d s ati sf y t h e f oll o wi n g r el ati o n

1

5

1 5∑

𝑖= 1 2

𝑛 𝑖 −
1

4

1 5∑

𝜎,𝜏= 1 2
𝑖≠ 𝑛

𝑖 𝜏𝜏 𝑛 +
1

3

1 5∑

𝜏,𝑛, 𝑘= 1 2
𝑘≠ 𝑇 ≠ 𝑔

𝜏 𝑛𝜏 𝑛 𝑘 𝑘 −
1

2

1 5∏

𝜏= 1 2

𝜏 𝜏 =
1

6
. ( 4. 2)

Si n c e 𝑚 1 2 , 𝑘1 3 , 𝜏1 4 , 𝜏1 5 ≠ 0 , o n e h a s t o e nf or c e 𝑚 𝜏,𝜏 = 0 f or 𝑘 = 2 , … , 5; 𝑛 = 1 2 , … , 1 5 t o stri ctl y s ati sf y c o n diti o n s 3, 5, 6, 9, 1 0, 1 2, 1 3,

1 8, 1 9, 2 1, 2 2, 2 6, a n d 2 8. U si n g t hi s, r e q uiri n g 𝑛 𝑘,𝑛 = 0 f or 𝑛 = 2 , 3 , 4; 𝑘 = 8 , … , 1 1 , a n d c h o o si n g 𝑚 𝜏𝑠 = 0 f or 𝑖 = 1 2 , … , 1 5; 𝑏 = 2 , … , 7 ,

o n e c a n f ulfill c o n diti o n s 7, 1 5 a n d 3 3 i n t h e str o n g f or m a n d h a v e t h e st a g e s { 𝑖 𝐴𝑐 } 𝜏 = 1 2 ,… ,1 5 t h at ar e i n d e p e n d e nt of { 𝑖 𝜏𝜑 } 𝜏 = 2 ,… ,7 .

Wit h all t h e r e q uir e m e nt s a b o v e, c o n diti o n s 1 1, 1 4, 2 0, 2 3, 2 4, 2 7, 2 9, 3 0, 3 2 ar e a ut o m ati c all y f ulfill e d.

W h e n s ol vi n g t h e li n e ar s y st e m 𝐴 2 ,𝑔 = 0 (𝑚 = 1 2 , … , 1 5 ), s e v er al 𝑢 𝑛𝑢 c a n b e t a k e n a s fr e e p ar a m et er s a n d w e c h o o s e 𝑡 𝑛𝑢 = 0 f or

𝑡 = 1 3 , 1 4 , 1 5; 𝑛 = 1 2 , 1 3 , 1 4 i n or d er t o h a v e t h e f o ur p ar all el st a g e s { 𝑚 𝜏𝜏 } 𝜏 = 1 2 ,… ,1 5 , a n d t h u s t h e r e m ai ni n g 𝑚 𝑇𝜏 a p p e ari n g i n t hi s

s y st e m c a n b e t h e n u ni q u el y s ol v e d a s

𝜎 𝜏𝜎 =
− 𝜏 2

𝑚 𝜎 𝜏 𝑠 𝑖 𝑏 𝑖 𝐴 2 ,𝑔 + 2 𝑚 3
𝑢 (𝑛 𝑖 𝜏 𝑢 + 𝑛 𝑖 𝜏 𝑚 + 𝑢 𝑛 𝜏 𝑇 )𝑔 3 ,𝑇 − 6 𝑇 4

𝜏 (𝑇 𝑇 + 𝑟 𝑒 + 𝑚 𝑎 )𝑖 4 ,𝑛 + 2 4 𝑑 5
𝑒 𝑟 5 ,𝑡

𝑒 𝑟 (𝑚 𝑠 − 𝑖 𝑛 )(𝑐 𝑙 − 𝑢 𝑑 )(𝑖 𝑛 − 𝑔 𝑡 )
, 𝑒 = 1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 ( 4. 3)

wit h 𝑡, 𝑟, 𝑒, 𝑒 ∈ { 8 , 9 , 1 0 , 1 1 } , 𝑠 ≠ 𝑤 ≠ 𝑖 ≠ 𝑐 a n d 𝑎 8 , 𝑣9 , 𝑒1 0 , 𝑡1 1 > 0 ar e di sti n ct n o d e s.

N e xt, u si n g all t h e a b o v e c o n str ai nt s, o n e c a n s h o w t h at c o n diti o n s 1 6 a n d 3 5 c a n b e f ulfill e d i n t h eir str o n g f or m s if r e q uiri n g

𝑒 𝑠𝑎 = 0 f or 𝑚 = 8 , … , 1 1; 𝑒 = 2 , 3 , 4 a n d 𝑜 2 ,𝑟 = 𝑑 3 ,𝑒 = 0 ( 𝑟 = 5 , 6 , 7) . Si mil arl y, w e t h e n c h o o s e fr e e p ar a m et er s 𝑐 𝑜𝑛 = 0 f or

𝑑 = 9 , 1 0 , 1 1; 𝑖 = 8 , 9 , 1 0 t o h a v e f o ur p ar all el st a g e s { 𝑡 𝑖𝑜 } 𝑛 = 8 ,… ,1 1 . Wit h t hi s, c o n diti o n s 2 5, 3 1 a n d 3 4 ar e n o w a ut o m ati c all y

f ulfill e d. T h e s y st e m 𝑠 𝑤,𝑖 = 0 f or 𝑡 = 2 , 3 , 4; 𝑡 = 8 , … , 1 1 i s t h e n s ol v e d wit h t h e u ni q u e s ol uti o n

𝑟 𝑒𝑒 =
𝑠 2
𝑖 𝑛 𝑇 𝑇 𝐴 𝑡 2 ,𝐴 − 2 𝑏 3

𝑖 (𝐴 𝑎 + 𝑖 𝑗 )𝐴 3 ,𝜓 + 6 𝑗 4
𝐴 𝑝 4 ,𝜏

𝑇 𝑇 (𝐶 𝑠 − 𝑖 𝑏 )(𝑖 𝑐 − 𝑖 𝜑 )
, 𝑒 = 8 , 9 , 1 0 , 1 1; 𝑛, 𝑢, 𝑛 ∈ { 5 , 6 , 7 } , 𝑢 ≠ 𝑡 ≠ 𝑛, a n d 𝑒 5 , 𝑛6 , 𝑢7 ar e di sti n ct . ( 4. 4)

Fi n all y, w e s ol v e t h e o nl y r e m ai ni n g c o n diti o n 3 6 b y t a ki n g i nt o a c c o u nt all t h e a b o v e fi n di n g s. It c a n b e s ati sfi e d i n t h e str o n g

s e n s e b y e nf or ci n g 𝑛 𝑢 2 = 0 ( 𝑡 = 5 , 6 , 7) a n d 𝑛 2 ,3 = 𝐶 2 ,4 = 0 . T hi s li n e ar s y st e m a n d t h e a b o v e 𝑡 2 ,𝑡 = 𝑛 3 ,𝑡 = 0 ( 𝑛 = 5 , 6 , 7) c a n b e s ol v e d

b y r e q uiri n g 𝑡 4 3 = 𝐶 6 5 = 𝑡 7 5 = 𝑡 7 6 = 0 t o h a v e t w o m or e gr o u p s of p ar all el st a g e s { 𝑛 𝑛𝑗 } 𝑗 = 5 ,6 ,7 a n d { 𝑈 𝑛𝑗 } 𝑗 = 3 ,4 , r e s ulti n g i n

𝑎 𝑖𝑗 =
− 𝑐 2

𝑖 𝑐 𝑘 𝜑 2 ,𝑖 + 2 𝑐 3
𝑖 𝜑 3 ,𝑖

𝑐 𝑗 (𝑐 𝑗 − 𝑐 𝑘 )
, f or 𝑖 = 5 , 6 , 7; 𝑗, 𝑘 ∈ { 3 , 4 } , 𝑗 ≠ 𝑘 a n d 𝑎 𝑖𝑗 =

𝑐 2
𝑖

𝑐 𝑗

𝜑 𝑗,𝑖 f or 𝑖 = 3 , 4; 𝑗 = 2 . ( 4. 5)
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P utti n g alt o g et h er, w e o bt ai n t h e f oll o wi n g f a mil y of si xt h- or d er 1 5- st a g e stiff E x p R K m et h o d s, w hi c h will b e c all e d 𝑢 𝑡 𝐴 𝑢 𝑡 𝑔 𝑡 𝑢 𝑡 :

𝐹 𝑡 2 = 𝑢 𝑡 + 𝑢 1 (𝑡 2 ℎ 𝑢 )𝐴 2 ℎ 𝑔 (𝑡𝑢 , 𝑠𝑈 ),

𝑛 𝑖 𝑢 = 𝑛 𝑐 + 𝑖 1 (𝜑 𝑐 ℎ 𝑖 )𝐴 𝐹 ℎ 𝑡 (𝑛𝑢 , 𝑛𝑖 ) + ℎ 𝑗 𝑎 2 (ℎ 𝑖 )𝑗 𝐴 2 , 𝐷 = 3 , 4

𝑛 𝑗 𝑖 = 𝑠 𝑢 + 𝑛 1 (𝑢 𝑛 ℎ 𝜑 )𝐴 𝐹 ℎ 𝑡 (𝑛𝑢 , 𝑛𝑠 ) + ℎ (𝑖 𝑏 3 𝑖 𝐴 3 + 𝐷 𝑛 4 𝑖 𝐷 4 ), 𝑛 = 5 , 6 , 7

𝑖 𝑔 𝑡 = 𝑛 𝑐 + 𝑖 1 (𝑈 𝑛 ℎ 𝑖 )𝑔 𝑡 ℎ 𝑛 (𝑢𝑛 , 𝑈𝑛 ) + ℎ

4∑

𝑖 = 2

𝑢 𝑡 (𝑛 𝑐 ℎ 𝑖 )𝑡 𝑛
𝑡

7∑

𝑛= 5

𝑐 𝑖𝑎 𝑖 𝑗𝑧 , 𝑏 = 8 , … , 1 1

𝑖 𝑧 𝜑 = 𝑘 𝑧 + 𝜃 1 (𝑧 𝜃 ℎ 𝑘 )𝑘 𝜃 ℎ 𝑘 (𝜏𝜏 , 𝜏𝑇 ) + ℎ

5∑

𝑢 = 2

𝑘 𝜏 (𝑘 𝑇 ℎ 𝑢 )𝑚 𝑖
𝜏

1 1∑

𝑖= 8

𝜏 𝜏𝜏 𝑚 𝑇𝑔 , 𝜎 = 1 2 , … , 1 5

𝜏 𝜏 + 1 = 𝜏 𝑇 + 𝑢 1 (ℎ 𝑘 )ℎ 𝑖 (𝑛𝑖 , 𝜎𝜏 ) + ℎ

5∑

𝑖 = 2

𝑛 𝑖 (ℎ 𝜏 )

1 5∑

𝜏= 1 2

𝑛 𝜏𝑛 𝑘 𝑘𝑇 ,

w h er e 𝑔 𝜏𝑛 =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝜏 𝑛 𝑘 𝑘

𝜏 𝜏 (𝜏 𝑚 − 𝑘 𝜏 )(𝜏 𝑚 − 𝜏 𝜏 )
, 𝑘 = 2

− 2( 𝑛 𝑛 + 𝑘 𝑛 )

𝑛 𝑘 (𝑚 𝜏 − 𝑠 𝑖 )(𝑏 𝑖 − 𝐴 𝑐 )
, 𝜏 = 3

6

𝑖 𝜏 (𝜑 𝜏 − 𝐴 𝑔 )(𝑚 𝑢 − 𝑛 𝑢 )
, 𝑡 = 4

(𝑛, 𝑢, 𝑡 ∈ { 5 , 6 , 7 } , 𝑛 ≠ 𝑚 ≠ 𝜏), a n d 𝜏 𝜏𝑚 =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

− 𝑇 𝜏 𝜎 𝜏 𝜎 𝜏

𝑚 𝜎 (𝜏 𝑠 − 𝑖 𝑏 )(𝑖 𝐴 − 𝑔 𝑚 )(𝑢 𝑛 − 𝑖 𝜏 )
, 𝑢 = 2

2( 𝑛 𝑖 𝜏 𝑚 + 𝑢 𝑛 𝜏 𝑇 + 𝑔 𝑇 𝑇 𝜏 )

𝑇 𝑇 (𝑟 𝑒 − 𝑚 𝑎 )(𝑖 𝑛 − 𝑑 𝑒 )(𝑟 𝑡 − 𝑒 𝑟 )
, 𝑚 = 3

− 6( 𝑠 𝑖 + 𝑛 𝑐 + 𝑙 𝑢 )

𝑑 𝑖 (𝑛 𝑔 − 𝑡 𝑒 )(𝑡 𝑟 − 𝑒 𝑒 )(𝑠 𝑤 − 𝑖 𝑐 )
, 𝑎 = 4

2 4

𝑣 𝑒 (𝑡 𝑒 − 𝑠 𝑎 )(𝑚 𝑒 − 𝑜 𝑟 )(𝑑 𝑒 − 𝑟 𝑐 )
, 𝑜 = 5

wit h 𝑛 ∈ { 8 , 9 , … , 1 5 } f or

𝑑, 𝑖, 𝑡 ∈ { 8 , 9 , 1 0 , 1 1 } , 𝑖 ≠ 𝑜 ≠ 𝑛 ≠ 𝑠.

A s o b s er v e d, w hil e 𝑤 𝑖 𝑡 𝑡 𝑟 𝑒 𝑒 𝑠 𝑖 u s e s 𝑛 = 1 5 st a g e s, it c a n b e i m pl e m e nt e d wit h t h e c o st of a 6- st a g e m et h o d si n c e it h a s 4 gr o u p s

of p ar all el st a g e s { 𝑇 𝑇𝐴 } 𝑡 = 3 ,4 , { 𝐴 𝑏𝑖 } 𝐴 = 5 ,6 ,7 , { 𝑎 𝑖𝑗 } 𝐴 = 8 ,… ,1 1 , a n d { 𝜓 𝑗𝐴 } 𝑝 = 1 2 ,… ,1 5 , w hi c h c a n b e c o m p ut e d si m ult a n e o u sl y or i n p ar all el.

F or o ur n u m eri c al e x p eri m e nt s i n S e cti o n 5 , w e t a k e 𝜏 2 = 𝑇 3 = 𝑇 5 = 1

2
, 𝐶4 = 𝑠 9 = 𝑖 1 3 = 1

3
, 𝑏6 = 𝑖 1 5 = 1

5
, 𝑐7 = 1

4
, 𝑖8 = 1 8

2 5
, 𝜑1 0 = 𝑒 1 4 =

3

1 0
, 𝑛1 1 = 1

6
, 𝑢1 2 = 9 0

1 0 3
, 𝑛1 5 = 1

5
, w hi c h s ati sf y t h e c o n str ai nt ( 4. 2) d u e t o r el a xi n g c o n diti o n 1 7.

4. 2. A f a mil y of si xt h- or d er p ar all el-st a g e E x p R K s c h e m es wit h 𝑢 = 1 6

W h e n 𝑡 = 1 6 , it b e c o m e s f e a si bl e t o s ol v e all 3 6 stiff or d er c o n diti o n s stri ctl y u si n g a v er y si mil ar a p pr o a c h t o t h e 𝑛 = 1 5 c a s e.

W e n ot e t h at i n t hi s c a s e s u c h a r e stri cti o n o n t h e n o d e s 𝑒 𝑛 li k e ( 4. 2) i s n o l o n g er r e q uir e d. W hil e w e o mit t h e s p e cifi c d et ail s, w e

pr e s e nt t h e fi n al r e s ult f or t h e f oll o wi n g f a mil y of si xt h- or d er 1 6- st a g e stiff E x p R K m et h o d s, w hi c h will b e r ef err e d t o a s 𝑢 𝑛 𝑢 𝑡 𝑛 𝐶 𝑡 𝑡 𝑛 :

𝑡 𝑛 2 = 𝑡 𝐶 + 𝑡 1 (𝑡 2 ℎ 𝑛 )𝑛 2 ℎ 𝑗 (𝑗𝑈 , 𝑛𝑗 ),

𝑗 𝑎 𝑖 = 𝑗 𝑐 + 𝑖 1 (𝑐 𝑘 ℎ 𝜑 )𝑖 𝑐 ℎ 𝑖 (𝜑𝑖 , 𝑐𝑗 ) + ℎ 𝑐 𝑗 2 (ℎ 𝑐 )𝑘 𝑖 2 , 𝑗 = 3 , 4

𝑘 𝑗 𝑘 = 𝑎 𝑖 + 𝑗 1 (𝑐 𝑖 ℎ 𝑐 )𝑗 𝜑 ℎ 𝑗 (𝑖𝑖 , 𝑗𝑛 ) + ℎ (𝑎 𝑚 3 𝐷 𝑛 3 + 𝑎 𝑚 4 𝐷 𝑛 4 ), 𝑚 = 5 , 6 , 7

𝑈 𝑛 𝑞 = 𝑢 𝑛 + 𝜑 1 (𝑐 𝑞 ℎ 𝐴 )𝑐 𝑞 ℎ 𝐹 (𝑡𝑛 , 𝑢𝑛 ) + ℎ

4∑

𝑗 = 2

𝜑 𝑗 (𝑐 𝑞 ℎ 𝐴 )𝑐 𝑗
𝑞

7∑

𝑖= 5

𝜌 𝑗𝑖 𝐷 𝑛𝑖 , 𝑞 = 8 , … , 1 1

𝑈 𝑛 𝑘 = 𝑢 𝑛 + 𝜑 1 (𝑐 𝑘 ℎ 𝐴 )𝑐 𝑘 ℎ 𝐹 (𝑡𝑛 , 𝑢𝑛 ) + ℎ

5∑

𝑗 = 2

𝜑 𝑗 (𝑐 𝑘 ℎ 𝐴 )𝑐 𝑗
𝑘

1 1∑

𝑖= 8

𝜇 𝑗𝑖 𝐷 𝑛𝑖 , 𝑘 = 1 2 , … , 1 6

𝑢 𝑛 + 1 = 𝑢 𝑛 + 𝜑 1 (ℎ 𝐴 )ℎ 𝐹 (𝑡𝑛 , 𝑢𝑛 ) + ℎ

6∑

𝑗 = 2

𝜑 𝑗 (ℎ 𝐴 )

1 6∑

𝑖= 1 2

𝜃 𝑗𝑖 𝐷 𝑛𝑖 ,

w h er e 𝜌 𝑗𝑖 =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑐 𝑘 𝑐 𝑙

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )
, 𝑗 = 2

− 2( 𝑐 𝑘 + 𝑐 𝑙 )

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )
, 𝑗 = 3

6

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )
, 𝑗 = 4

(𝑖, 𝑘, 𝑙 ∈ { 5 , 6 , 7 } , 𝑖 ≠ 𝑘 ≠ 𝑙), 𝜇 𝑗𝑖 =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

− 𝑐 𝑑 𝑐 𝑘 𝑐 𝑙

𝑐 𝑖 (𝑐  − 𝑐 𝑑 )(𝑐  − 𝑐 𝑘 )(𝑐  − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 2

2( 𝑐 𝑑 𝑐 𝑘 + 𝑐 𝑑 𝑐 𝑙 + 𝑐 𝑘 𝑐 𝑙 )

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 3

− 6( 𝑐 𝑑 + 𝑐 𝑘 + 𝑐 𝑙 )

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 4

2 4

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 5

(𝑖, 𝑑, 𝑘, 𝑙 ∈ { 8 , 9 , … , 1 1 } ,

𝑖 ≠ 𝑑 ≠ 𝑘 ≠ 𝑙), a n d 𝜃 𝑗𝑖 =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

− 𝑐 𝑗 𝑐 𝑑 𝑐 𝑘 𝑐 𝑙

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑗 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 2

2( 𝑐 𝑗 𝑐 𝑘 𝑐 𝑑 + 𝑐 𝑗 𝑐 𝑘 𝑐 𝑙 + 𝑐 𝑘 𝑐 𝑑 𝑐 𝑙 + 𝑐 𝑑 𝑐 𝑙 𝑐 𝑗 )

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑗 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 3

− 6( 𝑐 𝑗 𝑐 𝑘 + 𝑐 𝑗 𝑐 𝑑 + 𝑐 𝑗 𝑐 𝑙 + 𝑐 𝑘 𝑐 𝑑 + 𝑐 𝑘 𝑐 𝑙 + 𝑐 𝑑 𝑐 𝑙 )

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑗 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 4

2 4( 𝑐 𝑗 + 𝑐 𝑘 + 𝑐 𝑙 + 𝑐 𝑑 )

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑗 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 5

− 1 2 0

𝑐 𝑖 (𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑗 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑑 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑘 )(𝑐 𝑖 − 𝑐 𝑙 )
, 𝑗 = 6

(𝑖, 𝑗, 𝑑, 𝑘, 𝑙 ∈ { 1 2 , … , 1 6 } , 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑑 ≠ 𝑘 ≠ 𝑙).

Si mil arl y, 𝙴 𝚡 𝚙 𝚁 𝙺 𝟼 𝚜 𝟷 𝟼 al s o h a s 4 gr o u p s of p ar all el st a g e s { 𝑈 𝑛𝑗 } 𝑗 = 3 ,4 , { 𝑈 𝑛𝑗 } 𝑗 = 5 ,6 ,7 , { 𝑈 𝑛𝑗 } 𝑗 = 8 ,… ,1 1 , a n d { 𝑈 𝑛𝑗 } 𝑗 = 1 2 ,… ,1 6 . T hi s a g ai n

off er s a gr e at a d v a nt a g e i s t h at it c a n b e i m pl e m e nt e d wit h t h e c o st of a 6- st a g e m et h o d. F or o ur n u m e ri c al e x p eri m e nt s, w e c h o o s e

𝑐 2 = 𝑐 3 = 𝑐 5 = 𝑐 8 = 𝑐 1 2 = 1

2
, 𝑐4 = 𝑐 1 1 = 𝑐 1 5 = 1

3
, 𝑐6 = 𝑐 9 = 𝑐 1 3 = 1

5
, 𝑐7 = 𝑐 1 0 = 𝑐 1 4 = 1

4
, 𝑐1 6 = 1 .
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Fi g. 1. O r d e r pl ot s (l eft) a n d t ot al C P U ti m e s ( ri g ht) of 𝑢 𝑡 𝐴 𝑢 𝑡 𝑔 𝑡 𝑢 𝑡 a n d 𝐹 𝑡 𝑢 𝑡 𝑢 𝑡 𝑢 𝐴 𝑔 w h e n a p pli e d t o E x a m pl e 5. 1 .

5. N u m e ri c al e x p e ri m e nt s

I n t hi s s e cti o n, w e d e m o n str at e t h e s h ar p n e s s of t h e err or b o u n d i n T h e or e m 3. 1 w h e n a p pl yi n g t h e t w o n e wl y c o n str u ct e d si xt h-

or d er s c h e m e s 𝑡 𝑢 𝑠 𝑈 𝑛 𝑖 𝑢 𝑛 𝑐 a n d 𝑖 𝜑 𝑐 𝑖 𝐴 𝐹 𝑡 𝑛 𝑢 . W e al s o c o m p ar e t h eir effi ci e n c y w h e n i m pl e m e nt e d wit h a n d wit h o ut t h e si m ult a n e o u s

c o m p ut ati o n of p ar all el st a g e s. T o i m pl e m e nt t h e n e w s c h e m e s, w e u s e t h e c o d e p h i p m _ s i m u l _ i o m . m , s e e [9 ,1 8 ].

E x a m pl e 5. 1. C o n si d er t h e f oll o wi n g s e mili n e ar p ar a b oli c P D E i n 𝑛 = 𝑖 2 ([ 0, 1]) ( s e e [1 ]) f or 𝑗 (𝑎, 𝑖 ), 𝑗 ∈ [ 0 , 1] , 𝐴 ∈ [ 0 , 1] , s u bj e ct t o

h o m o g e n e o u s Diri c hl et b o u n d ar y c o n diti o n s,

𝐷 𝑛 (𝑗, 𝑖 )

𝑠𝑢
−

𝑛 2 𝑢 (𝑛, 𝜑 )

𝐴 𝐹 2
=

1

1 + 𝑡 2 (𝑛, 𝑢 )
+ 𝑛 (𝑠, 𝑖 ). ( 5. 1)

Wit h a s uit a bl e c h oi c e of t h e s o u r c e f u n cti o n 𝑏 (𝑖, 𝐴 ), t h e e x a ct s ol uti o n i s 𝐷 (𝑛, 𝑖 ) = 𝐷 ( 1 − 𝑛 ) e 𝑖.

F or a s p ati al di s cr eti z ati o n of ( 5. 1), w e u s e st a n d ar d s e c o n d or d er fi nit e diff er e n c e s wit h 2 0 0 gri d p oi nt s, l e a di n g t o a v er y stiff

s y st e m ( wit h ‖ 𝑔 ‖ ≈ 1 .6 × 1 0 5 ) of t h e f or m ( 1. 1). T h e r e s ulti n g s y st e m i s t h e n i nt e gr at e d o n t h e ti m e i nt er v al [ 0, 1] u si n g c o n st a nt

st e p si z e s ℎ = 1

2
, 1

4
, 1

8
, 1

1 6
, 1

3 2
. T h e err or s ar e m e a s ur e d i n a di s cr et e 𝑡 2 n or m at t h e fi n al ti m e 𝑛e n d = 1 .

A s s e e n fr o m Fi g. 1 , t h e l eft di a gr a m cl e arl y s h o w s t h at t h e y f ull y a c hi e v e or d er 6 e v e n at l ar g e ti m e st e p s, t h er e b y v erif yi n g

t h e s h ar p n e s s of o ur err or b o u n d i n T h e or e m 3. 1 . Wit h t h e s a m e s et of st e p si z e s, 𝑐 𝑖 𝑈 𝑛 𝑖 𝑔 𝑡 𝑛 𝑢 e x hi bit s sli g htl y hi g h er a c c ur a c y

c o m p ar e d t o 𝑛 𝑈 𝑛 𝑖 𝑢 𝑡 𝑛 𝑐 𝑖 , w hil e b ot h s c h e m e s r e q uir e si mil ar C P U ti m e s. A s a nti ci p at e d, t h e si m ult a n e o u s c o m p ut ati o n of p ar all el

st a g e s si g nifi c a ntl y r e d u c e s t h e C P U ti m e s f or t h e s a m e l e v el of a c c u r a c y, a s s h o w n i n t h e ri g ht di a gr a m.

W h e n c o n si d eri n g t h e P D E i n E x a m pl e 5. 1 wit h i n h o m o g e n e o u s b o u n d ar y c o n diti o n s, o u r e x p eri m e nt s s h o w t h at, d e p e n di n g

o n e a c h s p e cifi c c a s e, 𝑡 𝑛 𝑡 𝑛 𝑐 𝑖 𝑎 𝑖 𝑗 a n d 𝑧 𝑏 𝑖 𝑧 𝜑 𝑘 𝑧 𝜃 𝑧 mi g ht or mi g ht n ot s uff er fr o m a n or d er r e d u cti o n. F or i n st a n c e, wit h t h e ti m e-

d e p e n d e nt b o u n d ar y v al u e s 𝜃 ( 0) = 𝑘, 𝑘( 1) = 𝜃 + 1 ( e. g., c orr e s p o n di n g t o 𝑘 (𝜏, 𝜏 ) = 𝜏 ( 1 − 𝑇 )𝑢 𝑘 + 𝜏 + 𝑘), w e d o n ot o b s er v e a n y or d er

r e d u cti o n. H o w e v er, wit h 𝑇 ( 0) = c os(𝑢), 𝑚( 1) = c os(𝑖+ 1) ( e. g., c orr e s p o n di n g t o 𝜏 (𝑖, 𝜏 ) = 𝜏 ( 1 −𝜏 )𝑚 𝑇 + c os( 𝑔 + 𝜎), w h er e t h e s ol uti o n i n v ol v e s

o s cill ati n g c o m p o n e nt s), w e o b s er v e si g nifi c a nt or d er r e d u cti o n i n b ot h 6t h- o r d e r i nt e gr at or s. I nt er e sti n gl y, t hi s p h e n o m e n o n i s n ot

o b s er v e d wit h l o w er- or d er ( ≤ 3 ) E x p R K s c h e m e s w hi c h stri ctl y s ati sf y all t h e stiff or d er c o n diti o n s. Si n c e st u d yi n g or d er r e d u cti o n

f or E x p R K m et h o d s i s n ot t h e pri m ar y f o c u s of t hi s w or k, w e d o n ot el a b or at e f urt h er d et ail s h er e, b ut i n st e a d r ef er t o s o m e r e c e nt

r e s ult s [ 1 1 – 1 4 ].
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