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C o m m u ni c a ti o n s i n
A n a l y si s a n d G e o m e t r y
V ol u m e 3 2, N u m b e r 3, 8 8 9 – 9 2 1, 2 0 2 4

E x t e n di n g p e ri o di c a u t o m o r p hi s m s of

s u rf a c e s t o 3- m a nif ol d s

Yi Ni, C h a o W a n g, a n d S hi c h e n g W a n g

I n t h e ori e nt a bl e c at e g or y, w e s h o w t h at, if a fi nit e gr o u p G a ct s
o n a cl o s e d s u rf a c e Σ s o t h at e a c h el e m e nt of it i s e xt e n d a bl e o v er
t h e 3- s p h er e S 3 a s a di ff e o m or p hi s m wit h r e s p e ct t o a fi x e d e m-
b e d di n g Σ → S 3 , t h e n G i s e xt e n d a bl e o v er S 3 a s a gr o u p a cti o n
wit h r e s p e ct t o s o m e ot h er e m b e d di n g Σ → S 3 . D e gr e e o n e m a p s
ar e i n v ol v e d i n t h e p r o of. B a s e d o n it, w e cl a s sif y all p eri o di c a u-
t o m or p hi s m s of cl o s e d s u rf a c e s t h at ar e e xt e n d a bl e o v er S 3 .

1 I n t r o d u c ti o n 8 8 9

2 R el a ti o n “ ⪰ ” a n d p r o p e r t y “ Σ g - s pli t t a bl e ” 8 9 4

3 E x t e n si o n of p e ri o di c a u t o m o r p hi s m s 8 9 9

4 Cl a s si fi c a ti o n of e x t e n d a bl e c y cli c a c ti o n s 9 0 9

A p p e n di x: T w o r e s ul t s a b o u t a u t o m o r p hi s m s of s u rf a c e s
wi t h b o u n d a r y 9 1 7

A c k n o wl e d g e m e n t s 9 1 9

R ef e r e n c e s 9 1 9

1. I n t r o d u c ti o n

We w or k i n t h e s m o ot h c at e g or y, m ai nl y c o n si d er ori e nt e d m a nif ol d s, a n d
u s e A ut (·) t o d e n ot e t h e ori e nt ati o n- p r e s er vi n g a ut o m or p hi s m gr o u p of a
m a nif ol d.

8 8 9

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.
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L e t Σ b e a c o m p a ct ori e nt e d s u rf a c e a n d M b e a n ori e nt e d 3- m a nif ol d,
w h er e Σ a n d M ar e p o s si bl y di s c o n n e ct e d. A n el e m e nt f i n A ut ( Σ) i s e x-
t e n d a bl e o v er M wit h r e s p e ct t o a n e m b e d di n g e : Σ → M if t h er e e xi st s
a n el e m e nt f ′ i n A ut (M ) s u c h t h at f ′ ◦ e = e ◦ f . A s u b gr o u p G i n A ut ( Σ)
i s e xt e n d a bl e o v er M wit h r e s p e ct t o a n e m b e d di n g e : Σ → M if t h er e i s
a gr o u p m o n o m or p hi s m ϕ : G → A ut (M ) s u c h t h at ϕ (h ) ◦ e = e ◦ h f or a n y
h ∈ G . A n el e m e nt f ( r e s p e cti v el y s u b gr o u p G ) i n A ut ( Σ) i s e xt e n d a bl e o v er
M if f ( r e s p. G ) i s e xt e n d a bl e o v er M wit h r e s p e ct t o s o m e e m b e d di n g
Σ → M . W h e n G i s g e n er at e d b y a p eri o di c m a p f , w e al s o s a y t h at f i s
p e ri o di c all y e xt e n d a bl e .

L et Σ g b e a cl o s e d ori e nt e d s u rf a c e of g e n u s g . We ar e i nt er e st e d i n t h e
f oll o wi n g q u e sti o n.

Q u e s ti o n 1. 1. If a n o ri e nt ati o n- p r e s e r vi n g a ut o m o r p hi s m f of o r d e r n
o n Σ g i s e xt e n d a bl e w. r.t. s o m e e m b e d di n g e 1 : Σg → S 3 , i s f p e ri o di c all y
e xt e n d a bl e w. r.t. a n ot h e r e m b e d di n g e 2 : Σg → S 3 ?

Q u e sti o n 1. 1 h a s t h e p o siti v e a n s w er, i n d e e d w e p r o v e a m or e g e n er al
r e s ult.

T h e o r e m 1. 2. A fi nit e s u b g r o u p G i n A ut ( Σ g ) i s e xt e n d a bl e o v e r S 3 if
a n d o nl y if t h e r e i s a n e m b e d di n g e : Σg → S 3 s o t h at e a c h el e m e nt of G i s
e xt e n d a bl e o v e r S 3 wit h r e s p e ct t o e .

T h e or e m 1. 2 f oll o w s f r o m T h e or e m 1. 3. B ot h t h e st at e m e nt a n d t h e
p r o of of T h e or e m 1. 3 i n v ol v e d e gr e e o n e m a p s b et w e e n 3- m a nif ol d s. F or
cl o s e d c o n n e ct e d ori e nt e d 3- m a nif ol d s M a n d M ′, M ′ i s 1- d o mi n at e d b y M ,
d e n ot e d b y M ⪰ 1 M ′, if t h er e e xi st s a d e gr e e o n e m a p M → M ′.

T h e o r e m 1. 3. Gi v e n a n i nt e g r al h o m ol o g y 3- s p h e r e M a n d a fi nit e s u b-
g r o u p G i n A ut ( Σ g ), if t h e r e i s a n e m b e d di n g e : Σg → M s o t h at e a c h el e-
m e nt of G i s e xt e n d a bl e o v e r M wit h r e s p e ct t o e , t h e n t h e r e e xi st s a n i nt e g r al
h o m ol o g y 3- s p h e r e M ′ s o t h at M ⪰ 1 M ′ a n d G i s e xt e n d a bl e o v e r M ′.

N ot e t h at o n t h e s et of i nt e gr al h o m ol o g y 3- s p h er e s t h e r el ati o n “ ⪰ 1 ” i s
a p arti al or d er r el ati o n ( s e e P r o p o siti o n 2. 4). M or e o v er, f or a gi v e n M t h er e
ar e o nl y fi nit el y m a n y M ′ s ati sf yi n g M ⪰ 1 M ′ ( s e e [ B R W] a n d [ Li u]).

I n T h e or e m 1. 3, p a s si n g t o a n ot h er 3- m a nif ol d M ′ i s n e c e s s ar y, a n d i n
Q u e sti o n 1. 1, S 3 c a n n ot b e r e pl a c e d b y a n ot h er 3- m a nif ol d. E v e n w e st art
f r o m S 3 , t o g et t h e r e q ui r e d e m b e d di n g i n t h e c o n cl u si o n of T h e or e m 1. 3,
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d e gr e e o n e m a p s ar e still e s s e nti all y i n v ol v e d. T h e e x a m pl e b el o w i s a n il-
l u st r ati o n of Q u e sti o n 1. 1 a n d T h e or e m 1. 3.

E x a m pl e 1. 4. Fi r st r e c all f or e a c h c o m pl et e h y p er b oli c 3- m a nif ol d M wit h
fi nit e v ol u m e, I s o( M ), t h e i s o m et r y gr o u p of M , h a s fi nit e or d er, a n d m or e-
o v er a n y fi nit e gr o u p a cti o n o n M c a n b e c o nj u g at e d i nt o I s o( M ) b y t h e
G e o m et ri z ati o n T h e or e m a n d O r bif ol d T h e or e m ( s e e [ T h, P e] a n d [ B M P]).

( 1) T h e ri g ht si d e of Fi g u r e 1 s h o w s a n e m b e d d e d h a n dl e b o d y H g + 1 i n
s o m e 3- b all i n S 3 , w h er e H g + 1 i s p r e s e nt e d a s g 1- h a n dl e s att a c h e d o n a s oli d
t or u s H . L et Σg + 1 = ∂ H g + 1 . T h er e i s a 2π / g -r ot ati o n r g of S 3 w hi c h k e e p s
H , H g + 1 , Σg + 1 i n v ari a nt s et wi s e a n d a ct s f r e el y o n t h e m. L et f g = r g |Σ g + 1

,
w hi c h i s s h o w n i n Fi g u r e 1. Cl e arl y f g i s p eri o di c all y e xt e n d a bl e o v er S 3

w. r.t. t h e i n cl u si o n m a p.
L et e : H g + 1 → S 3 b e t h e e m b e d di n g s h o w n o n t h e l eft si d e of Fi g u r e 1,

w h er e e (H ) i s a r e g ul ar n ei g h b or h o o d of a fi g u r e- 8 k n ot i n S 3 . O n e m a y
a s s u m e t h at t h e h a n dl e b o d y e (H g + 1 ) st a y s i n t h e i nt eri or of a t hi c k er r e g ul ar
n ei g h b or h o o d H ∗ of t h e fi g u r e- 8 k n ot. Si n c e r g |H i s i s ot o pi c t o t h e i d e ntit y,
t h er e i s a di ff e o m or p hi s m F o n H ∗ s o t h at F ◦ e |∂ H g + 1

= e ◦ f g a n d F |∂ H ∗

i s t h e i d e ntit y. S o F c a n e xt e n d t o t h e w h ol e S 3 b y t h e i d e ntit y o n t h e
c o m pl e m e nt of H ∗ , a n d f g i s e xt e n d a bl e o v er S 3 w. r.t. e a s a di ff e o m or p hi s m.

Fi g u r e 1: R e pl a c e t h e c o m pl e m e nt b y a si m pl e m a nif ol d.

O n t h e ot h er h a n d, f g i s n ot p eri o di c all y e xt e n d a bl e w. r.t. e f or l ar g e g .
Ot h er wi s e, t h er e i s a p eri o di c m a p f ′ i n A ut (S 3 ) s o t h at f ′ ◦ e = e ◦ f g .
C h o o s e a n i n v ari a nt ci r cl e C i n ∂ H g + 1 a s i n Fi g u r e 1. T h e n f ′|e ( C ) i s a
t r a n sl ati o n of or d er g al o n g a fi g u r e- 8 k n ot i n S 3 . T hi s c a n n ot h a p p e n
w h e n g i s l ar g e, b e c a u s e t h e c o m pl e m e nt of t h e fi g u r e- 8 k n ot h a s a c o m pl et e
h y p er b oli c st r u ct u r e of fi nit e v ol u m e.

T h e p eri o di c all y e xt e n d a bl e e m b e d di n g o n t h e ri g ht si d e of Fi g u r e 1
c a n b e o bt ai n e d f r o m t h e e m b e d di n g o n t h e l eft si d e vi a a d e gr e e o n e m a p
S 3 → S 3 , w hi c h i s t h e i d e ntit y o n H ∗ a n d m a p s t h e c o m pl e m e nt of H ∗ t o a
s oli d t or u s.

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.
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(2) S u p p o s e t h at f i s a p eri o di c m a p o n Σg a n d f i s p eri o di c all y e x-
t e n d a bl e w. r.t. s o m e e m b e d di n g Σ g ⊂ N . O n e e x a m pl e of s u c h N i s S 3 wit h
Σ g ⊂ S 3 a n d f b ei n g d e fi n e d a s i n t h e fi r st p ar a gr a p h of P art ( 1). A n ot h er
e x a m pl e i s Σ g × S 1 f or a n y p e ri o di c m a p f o n Σ g .

F or a 3- b all D ⊂ N mi s si n g Σ g , it i s k n o w n t h at f e xt e n d s t o s o m e f̃ o n
N a s a di ff e o m o r p hi s m s o t h at f̃ |D i s t h e i d e ntit y. T h e n, f or a n y 3- m a nif ol d
M , f̃ |N − D c a n e xt e n d t o t h e c o n n e ct e d s u m M # N = ( M − B ) ∪ (N − D )
b y t h e i d e ntit y o n M − B , w h er e B i s t h e i nt eri or of a 3- b all i n M . S o f i s
e xt e n d a bl e o v er M # N a s a di ff e o m or p hi s m.

F or si m pli cit y, a s s u m e N i s i r r e d u ci bl e a n d M ≠ N . If M i s a cl o s e d
o ri e nt a bl e h y p er b oli c 3- m a nif ol d ( M c a n e v e n b e a n i nt e gr al h o m ol o g y 3-
s p h er e), t h e n f i s n ot p eri o di c all y e xt e n d a bl e o v er M # N w h e n t h e p eri o d
n i s l ar g e. Ot h er wi s e, l et f ′ b e a p eri o di c e xt e n si o n of f . B y t h e E q ui v ari a nt
S p h er e T h e or e m ( s e e [ M Y]), f ′ will i n d u c e a p eri o di c m a p of or d er n o n M .
Si n c e M i s h y p er b oli c, t h e m a p i s c o nj u g at e t o a n i s o m et r y of or d er n . T hi s
c a n n ot h a p p e n w h e n n i s l ar g e.

Vi a a d e gr e e o n e m a p M # N → N w hi c h i s t h e i d e ntit y o n N − D a n d
s e n d s M − B t o D , w e g et b a c k N , w h er e f i s p e ri o di c all y e xt e n d a bl e w. r.t.
Σ g ⊂ N .

N ot e t h at e v er y el e m e nt i n A ut (S 3 ) i s i s ot o pi c t o t h e i d e ntit y ( s e e [ H a]),
a n d e v er y fi nit e s u b gr o u p i n A ut (S 3 ) c a n b e c o nj u g at e d i nt o S O ( 4) ( s e e
[ B M P, P e]). H e n c e T h e or e m 1. 2 m e a n s t h at, if a fi nit e s u b gr o u p i n A ut ( Σ g )
c a n b e r e ali z e d b y t o p ol o gi c al m oti o n s of S 3 ( or R 3 ), t h e n it c a n b e r e ali z e d
b y i s o m et ri c m oti o n s of S 3 . Al s o, n ot e t h at fi nit e s u b gr o u p s i n A ut ( Σ g ) t h at
ar e e xt e n d a bl e o v er S 3 wit h or d er bi g g er t h a n 4( g − 1) c a n b e cl a s si fi e d
( s e e [ W W Z Z]). T h e f oll o wi n g t h e or e m cl a s si fi e s t h e fi nit e c y cli c s u b gr o u p s
( or p eri o di c a ut o m or p hi s m s) i n A ut ( Σ g ) t h at ar e e xt e n d a bl e o v er S 3 ( s e e
R e m ar k 4. 4).

Gi v e n a fi nit e s u b gr o u p G i n A ut ( Σ g ), t h er e i s a n or bif ol d Σ g / G d et er-
mi n e d b y G . S u p p o s e t h at Σg / G h a s u n d erl yi n g s p a c e Σ r a n d s si n g ul ar
p oi nt s of i n di c e s n 1 , . . . , ns . T h e n it s or bif ol d f u n d a m e nt al gr o u p π 1 ( Σ g / G )
h a s a p r e s e nt ati o n ( s e e Fi g u r e 2 i n L e m m a 4. 2)

α 1 , β1 , . . . , αr , βr , γ1 , . . . , γs |

r

i= 1

[α i , βi ]

s

j = 1

γ j = 1 , γn k

k = 1 , 1 ≤ k ≤ s .

T h e G - a cti o n o n Σg gi v e s a n e pi m or p hi s m ψ : π 1 ( Σ g / G ) → G w hi c h i s i n-
j e cti v e o n fi nit e s u b gr o u p s of π 1 ( Σ g / G ). We c all s u c h ψ a fi nit el y-i nj e cti v e
e pi m or p hi s m.
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T h e o r e m 1. 5. A fi nit e c y cli c s u b g r o u p G i n A ut ( Σ g ) i s e xt e n d a bl e o v e r
S 3 if a n d o nl y if t h e o r bif ol d Σ g / G a n d t h e fi nit el y-i nj e cti v e e pi m o r p hi s m ψ
s ati sf y:

( a) t h e r e e xi st c o- p ri m e p o siti v e i nt e g e r s p, q s u c h t h at n 1 , . . . , ns ∈ { p, q } ;

( b) if n i = n j f o r s o m e i ≠ j , t h e n eit h e r ψ (γ i ) = ψ (γ j ) o r ψ (γ i γ j ) = 1;

( c) γ 1 , . . . , γs c a n b e p a rtiti o n e d i nt o p ai r s γ i , γj s u c h t h at ψ (γ i γ j ) = 1.

T w o s u c h s u b g r o u p s G a n d G ′ a r e c o nj u g at e i n A ut ( Σ g ) if a n d o nl y if t h e y
a r e i s o m o r p hi c a n d Σ g / G a n d Σ g / G ′ a r e h o m e o m o r p hi c a s o r bif ol d s.

M o r e o v e r, t h e c o r r e s p o n di n g e m b e d d e d s u rf a c e of s u c h a s u b g r o u p G c a n
al w a y s b e a H e e g a a r d s u rf a c e.

A ct u all y, u nl e s s g = 1 a n d G i s a f r e e a cti o n o n Σ1 , t h e c o nj u g a c y cl a s s
of G i s d et er mi n e d b y Σg / G , w hi c h c a n b e e n u m er at e d b y t h e Ri e m a n n –
H u r wit z f or m ul a. We al s o h a v e a st a n d ar d f or m of t h e G - a cti o n ( s e e E x-
a m pl e 4. 3). A s a c o m p ari s o n, t h er e e xi st fi nit e s u b gr o u p s i n A ut ( Σ 2 1 ) a n d
A ut ( Σ 4 8 1 ) w hi c h ar e e xt e n d a bl e o v er S 3 , b ut t h e e m b e d d e d s u rf a c e s c a n n ot
b e H e e g a ar d s u rf a c e s ( s e e [ W W Z Z]). It i s w ort h m e nti o ni n g t h at if a n a u-
t o m or p hi s m of Σ 2 i s e xt e n d a bl e o v er S 3 , t h e n it s c or r e s p o n di n g e m b e d d e d
s u rf a c e c a n al w a y s b e a H e e g a ar d s u rf a c e ( s e e [ F K]).

Aft er gi vi n g s o m e p r e p ar ati o n s i n S e cti o n 2, w e will p r o v e a st r o n g er
v er si o n of T h e or e m 1. 3 i n S e cti o n 3 a n d g e n er ali z e t h e r e s ult t o g e n er al
a cti o n s o n c o m p a ct m a nif ol d s. T h e n, i n S e cti o n 4, w e will p r o v e T h e or e m 1. 5
a n d gi v e s o m e i nt uiti v e e x a m pl e s w hi c h c a n al s o b e r e a d di r e ctl y aft er t h e
i nt r o d u cti o n. I n t h e a p p e n di x, w e p r o v e s o m e r e s ult s a b o ut a ut o m or p hi s m s
of s u rf a c e s wit h b o u n d ar y.

At t h e e n d of t h e i nt r o d u cti o n, w e m e nti o n s o m e lit er at u r e s r el at e d t o
Q u e sti o n 1. 1:

1. T h er e ar e m a n y r e s ult s a b o ut e xt e n di n g fi nit e gr o u p a cti o n s o n Σ g

t o s o m e 3- m a nif ol d b o u n d e d b y Σ g . F or e x a m pl e, fi nit e c y cli c gr o u p a cti o n s
ar e a n al y z e d i n t h e pi o n e er w or k [ B o 1], a n d fi nit e a b eli a n gr o u p a cti o n s ar e
a n al y z e d i n [ R Z].

2. A r e s ult si mil ar t o o u r T h e or e m 1. 2 h a s b e e n o bt ai n e d i n [ Fl] f or
fi nit e c y cli c gr o u p a cti o n s o n fi nit e 3- c o n n e ct e d gr a p h s. I n t hi s di r e cti o n,
t h e r e c e nt r e s ult s i n [ F Y] ar e cl o s e t o t h e st yl e of o u r T h e or e m 1. 3.

3. T o g et i nt uiti o n a b o ut t h e s y m m et ri e s o n s u rf a c e s, a s e q u e n c e of
p a p er s o n e m b e d di n g s y m m et ri e s of Σ g i nt o t h o s e of S 3 a p p e ar e d r e c e ntl y,
i n cl u di n g [ W W Z Z] a n d [ G W W Z]. T h e fi r st o n e i s d e v ot e d t o m a xi m u m or d er

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.
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p r o bl e m s a n d t h e s e c o n d o n e li st s all e xt e n d a bl e fi nit e c y cli c gr o u p a cti o n s
o n Σ 2 . T h e p r e s e nt r e s e ar c h i s i n s pi r e d b y t h o s e p a p er s.

2. R el a ti o n “ ⪰ ” a n d p r o p e r t y “ Σ g - s pli t t a bl e ”

I n t hi s s e cti o n, w e i nt r o d u c e t w o c o n c e pt s t h at will b e u s e d i n o u r m ai n
r e s ult T h e or e m 3. 1. L et M d e n ot e t h e s et of cl o s e d c o n n e ct e d ori e nt e d 3-
m a nif ol d s. We fi r st d e fi n e t h e r el ati o n “ ⪰ ” o n M , a n d t h e n “ Σg - s plitt a bl e ”
f or m a nif ol d s i n M . S o m e p r o p e rti e s a n d e x a m pl e s a b o ut t h e c o n c e pt s ar e
gi v e n aft er t h e d e fi niti o n s, a m o n g w hi c h o nl y P r o p o siti o n 2. 3 a n d P r o p o si-
ti o n 2. 8 will b e u s e d l at er.

F or M i n M a n d a c o m p a ct c o n n e ct e d 3- m a nif ol d N e m b e d d e d i n M ,
l et M − N d e n ot e t h e cl o s u r e of M − N , a n d l et ∂ N d e n ot e t h e c o m m o n
b o u n d ar y of N a n d M − N .

If ∂ N i s a 2- s p h e r e, t h e n w e c a n o bt ai n a cl o s e d 3- m a nif ol d M ′ f r o m N
b y gl ui n g a 3- b all i nt o ∂ N . T hi s p r o c e s s of o bt ai ni n g M ′ f r o m M i s oft e n
c all e d a “ pi n c h ”.

If ∂ N i s a t or u s, t h e n b y t h e f oll o wi n g “ h alf-li v e h alf- di e ” l e m m a t h er e
e xi st s a u ni q u e si m pl e cl o s e d c u r v e c i n ∂ N u p t o i s ot o p y a n d ori e nt ati o n
r e v er s al s u c h t h at [ c ] ≠ 0 i n H 1 (∂ N, Q ) b ut [ c ] = 0 i n H 1 (M − N , Q ), w h er e
[c ] d e n ot e s t h e h o m ol o g y cl a s s r e p r e s e nt e d b y c . H e n c e, w e c a n o bt ai n a
cl o s e d 3- m a nif ol d M ′ f r o m N b y filli n g a s oli d t or u s i nt o ∂ N , m a p pi n g t h e
m eri di a n t o c . T hi s p r o c e s s of o bt ai ni n g M ′ f r o m M i s al s o c all e d a “ pi n c h ”
i n t h e lit er at ur e.

L e m m a 2. 1. F o r a c o m p a ct o ri e nt a bl e 3- m a nif ol d X , t h e di m e n si o n of t h e
k e r n el of H 1 (∂ X, Q ) → H 1 (X, Q ) i s h alf of t h e di m e n si o n of H 1 (∂ X, Q ).

D e fi ni ti o n 2. 2. F or M a n d M ′ i n M , if M ′ c a n b e o bt ai n e d f r o m M
a s i n t h e a b o v e c o n st r u cti o n, t h e n d e fi n e t h e r el ati o n M ⪰ s M ′ ( “ s ” f or
“ s u r g er y ”).

I n g e n er al, w e s a y M ⪰ M ′, if t h er e i s a s e q u e n c e of m a nif ol d s

M = M 0 , M1 , . . . , Mn = M ′

s u c h t h at M i ⪰ s M i+ 1 , i = 0 , 1 , . . . , n − 1. T hi s d e fi n e s a r e fl e xi v e a n d t r a n-
siti v e r el ati o n “ ⪰ ” o n M .

N ot e t h at if M ′ c a n b e o bt ai n e d f r o m M b y pi n c hi n g a n e m b e d d e d
c o m p a ct 3- m a nif ol d w h o s e b o u n d ar y i s a s p h er e or a t or u s, t h e n M ⪰ s M ′.
We al s o h a v e a r el ati o n “ ⪰ H ” o n M , w h er e M ⪰ H M ′ if a n d o nl y if t h er e
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is a n e pi m or p hi s m H 1 (M, Q ) → H 1 (M ′, Q ). It i s w ell k n o w n t h at M ⪰ 1 M ′

i m pli e s M ⪰ H M ′.

P r o p o si ti o n 2. 3.

( 1) F o r M a n d M ′ i n M , M ⪰ M ′ i m pli e s M ⪰ H M ′.

( 2) If M i s a n i nt e g r al h o m ol o g y 3- s p h e r e, t h e n M ⪰ M ′ i m pli e s M ⪰ 1 M ′

a n d M ′ i s al s o a n i nt e g r al h o m ol o g y 3- s p h e r e.

P r o of. S u p p o s e t h at M ⪰ s M ′, N i s t h e c o m p a ct 3- m a nif ol d e m b e d d e d i n
M , c i s t h e si m pl e cl o s e d c u r v e i n ∂ N , a n d T i s t h e s oli d t or u s fill e d i nt o
∂ N al o n g c .

( 1) B y t h e M a y er – Vi et ori s s e q u e n c e of h o m ol o g y gr o u p s,

di m H 1 (M, Q ) = di m H 1 (N, Q ) + di m H 1 (M − N , Q )

− di m I m H 1 (∂ N, Q ) → H 1 (N, Q ) ⊕ H 1 (M − N , Q ) ,

w h er e “ I m ( ·) ” d e n ot e s t h e i m a g e of t h e m a p. T h er e i s a si mil ar e q u al-
it y f or M ′ wit h M − N r e pl a c e d b y T . L et c ′ b e a si m pl e cl o s e d c u r v e i n
∂ N s u c h t h at [ c ] a n d [c ′] g e n er at e H 1 (∂ N, Q ). F or M a n d M ′, [c ] = 0 i n
H 1 (M − N , Q ) a n d H 1 (T, Q ) r e s p e cti v el y, s o t h e i m a g e s of [ c ] b el o n g t o
H 1 (N, Q ), a n d b y L e m m a 2. 1, t h e i m a g e s of [ c ′] ar e n o n z er o i n t h e s e c-
o n d f a ct or s. H e n c e f or M a n d M ′ t h e l a st s u m m a n d s ar e e q u al. T h e n, b y
L e m m a 2. 1, w e h a v e

di m H 1 (M, Q ) − di m H 1 M ′, Q = di m H 1 (M − N , Q ) − di m H 1 (T, Q ) ≥ 0 .

T h e g e n er al c a s e w h e n M ⪰ M ′ c a n b e o bt ai n e d b y i n d u cti o n.
( 2) Si n c e M i s a n i nt e gr al h o m ol o g y 3- s p h er e, b y t h e M a y er – Vi et ori s

s e q u e n c e of h o m ol o g y gr o u p s, N a n d M − N ar e i nt e gr al h o m ol o g y s oli d
t ori a n d [ c ] = 0 i n H 1 (M − N , Z ). T h e n c b o u n d s a c o n n e ct e d s u rf a c e i n
M − N , a n d t h er e i s a m a p f r o m M − N to T , w hi c h m a p s t h e s u rf a c e t o
a m eri di a n di s k i n T b o u n d e d b y c a n d i s t h e i d e ntit y o n ∂ N . T h e m a p
cl e arl y e xt e n d s t o a d e gr e e o n e m a p f r o m M t o M ′ b y t h e i d e ntit y o n N . S o
M ⪰ 1 M ′. N ot e t h at H 1 (M ′, Z ) = 0. H e n c e M ′ i s al s o a n i nt e gr al h o m ol o g y
3- s p h er e.

T h e g e n er al c a s e w h e n M ⪰ M ′ c a n b e o bt ai n e d b y i n d u cti o n, b e c a u s e
o n e a c h st e p w e h a v e a n i nt e gr al h o m ol o g y 3- s p h er e. □

P r o p o si ti o n 2. 4. O n t h e s et of i nt e g r al h o m ol o g y 3- s p h e r e s t h e r el ati o n
“ ⪰ 1 ” i s a p a rti al o r d e r r el ati o n, h e n c e “ ⪰ ” i s al s o a p a rti al o r d e r r el ati o n.
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P r o of. We o nl y n e e d t o s h o w t h at “ ⪰ 1 ” i s a nti s y m m et ri c.
S u p p o s e t h at M a n d M ′ ar e i nt e gr al h o m ol o g y 3- s p h er e s s o t h at M ⪰ 1

M ′ a n d M ′ ⪰ 1 M . Si n c e t h e f u n d a m e nt al gr o u p s of m a nif ol d s i n M ar e
r e si d u all y fi nit e ( s e e [ H e 2] f or H a k e n m a nif ol d s, t h e g e n er al c a s e c a n b e
p r o v e d si mil arl y b a s e d o n T h u r st o n’ s g e o m et ri z ati o n c o nj e ct u r e [ P e]), t h e y
ar e h o p fi a n gr o u p s. Si n c e d e gr e e o n e m a p s i n d u c e e pi m or p hi s m s b et w e e n
f u n d a m e nt al gr o u p s, π 1 (M ) a n d π 1 (M ′), a s h o p fi a n gr o u p s, m u st b e i s o m or-
p hi c. L et f : M → M ′ b e t h e d e gr e e o n e m a p, a n d l et f ∗ : π 1 (M ) → π 1 (M ′)
b e t h e i n d u c e d i s o m or p hi s m.

F or a 3- m a nif ol d N wit h ∂ N c o n si sti n g of 2- s p h er e s, l et N d e n ot e t h e
m a nif ol d o bt ai n e d b y c a p pi n g o ff ∂ N wit h 3- b all s. B y t h e p ri m e d e c o m p o-
siti o n t h e or e m of 3- m a nif ol d s, t h er e i s a c o m p a ct 3- m a nif ol d N 0 e m b e d d e d
i n M s o t h at ∂ N 0 c o n si st s of 2- s p h er e s, N 0 i s h o m e o m or p hi c t o S 3 , a n d f or
e a c h c o m p o n e nt N of M − N 0 th e 3- m a nif ol d N i s a n i r r e d u ci bl e i nt e gr al
h o m ol o g y 3- s p h er e. S u p p o s e t h at M − N 0 h a s m c o m p o n e nt s, d e n ot e d b y
N 1 , N2 , . . . , Nm . L et M i b e N i , w h er e 0 ≤ i ≤ m . Si mil arl y, f or M ′ w e h a v e
N ′

j a n d M ′
j , w h er e 0 ≤ j ≤ m ′. B y t h e p o siti v e s ol uti o n of P oi n c ar é c o nj e c-

t u r e ( s e e [ P e]), w e c a n a s s u m e t h at f or i, j ≥ 1 n eit h er π 1 (M i ) n or π 1 (M ′
j ) i s

t ri vi al. Al s o, n ot e t h at e a c h of t h e s e gr o u p s i s n ot a n o nt ri vi al f r e e p r o d u ct
of it s s u b gr o u p s ( s e e [ H e 1]).

A s s u m e t h at t h e b a s e p oi nt s of M a n d M ′ li e i n N 0 a n d N ′
0 r e s p e cti v el y,

a n d f p r e s er v e s t h e b a s e p oi nt s. T h e n, a c c or di n g t o t h e d e c o m p o siti o n s gi v e n
b y N i a n d N ′

j , π 1 (M i ) a n d π 1 (M ′
j ) c a n b e e m b e d d e d i n π 1 (M ) a n d π 1 (M ′),

r e s p e cti v el y. B y t h e K u r o s h s u b gr o u p t h e or e m ( s e e [ H e 1, 8. 3 a n d 8. 4]), w e
h a v e m = m ′, a n d t h er e e xi st s a p er m ut ati o n σ of { 1 , 2 , . . . , m} s u c h t h at
f ∗ (π 1 (M i )) a n d π 1 (M ′

σ ·i ) ar e c o nj u g at e i n π 1 (M ′) f or e a c h 1 ≤ i ≤ m .
B y t h e p o siti v e s ol uti o n of T h u r st o n’ s g e o m et ri z ati o n c o nj e ct u r e a n d

B or el c o nj e ct u r e i n di m e n si o n t h r e e, a n i r r e d u ci bl e i nt e gr al h o m ol o g y 3-
s p h er e i s d et er mi n e d b y it s f u n d a m e nt al gr o u p. M or e o v er, all t h e s e 3-
m a nif ol d s ar e a s p h eri c al, e x c e pt S 3 a n d t h e P oi n c ar é h o m ol o g y s p h e r e S 3

P .
H e n c e M i a n d M ′

σ ·i ar e h o m e o m or p hi c f or 1 ≤ i ≤ m . N ot e t h at M i a n d M ′
σ ·i

h a v e t h e i n d u c e d ori e nt ati o n s f r o m M a n d M ′ r e s p e cti v el y. We n e e d t o s h o w
t h at t h e h o m e o m or p hi s m s b et w e e n M i a n d M ′

σ ·i c a n b e c h o s e n t o p r e s er v e
t h e ori e nt ati o n s. T h e n, a s c o n n e ct e d s u m s, t h e ori e nt e d 3- m a nif ol d s M a n d
M ′ ar e h o m e o m or p hi c.

F or e a c h fi x e d 1 ≤ i ≤ m , t h er e i s a d e gr e e o n e m a p f ′
i : M ′ → M ′

σ ·i ,
w hi c h i s t h e i d e ntit y o n N ′

σ ·i a n d m a p s M ′ − N ′
σ ·i to t h e 3- b all i n M ′

σ ·i

b o u n d e d b y ∂ N ′
σ ·i . Si n c e π 2 (M ′

σ ·i ) i s t ri vi al, f ′
i ◦ f i s n ull- h o m ot o pi c o n e a c h

2- s p h er e i n ∂ N 0 . H e n c e, t h e d e gr e e o n e m a p f ′
i ◦ f i n d u c e s a m a p f j i : M j →
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M ′
σ ·i for e a c h 0 ≤ j ≤ m , a n d w e h a v e t h e e q u alit y m

j = 0 d e g f j i = d e g ( f ′
i ◦

f ) = 1, or 1 − d e g f ii = j ≠ i d e g f j i , w h er e “ d e g ” d e n ot e s “ d e gr e e ”.
F or j ≠ i, f ∗ (π 1 (M j )) i s c o nj u g at e t o t h e f r e e f a ct or π 1 (M ′

σ ·j ) of π 1 (M ′),
w hi c h li e s i n t h e k er n el of t h e m a p π 1 (M ′) → π 1 (M ′

σ ·i ), s o ( f j i ) ∗ : π 1 (M j ) →
π 1 (M ′

σ ·i ) i s t ri vi al. H e n c e, if M ′
σ ·i i s a s p h eri c al, t h e n f j i wit h j ≠ i a r e all

n ull- h o m ot o pi c, a n d w e h a v e d e g f ii = 1; if M ′
σ ·i i s S 3

P , t h e n 1 2 0 | d e g f j i f or
all j ≠ i, a n d t h e r e e xi st s a d e gr e e o n e m a p f r o m M i t o M ′

σ ·i . I n e a c h c a s e,
t h e d e gr e e o n e m a p i s h o m ot o pi c t o a h o m e o m or p hi s m ( s e e [ S u n]). □

E x a m pl e 2. 5. N eit h er “ ⪰ 1 ” n or “ ⪰ ” i s a nti s y m m et ri c o n t h e s et of l e n s
s p a c e s.

L et N b e t h e 3- m a nif ol d A × S 1 , w h er e A i s a n ori e nt e d a n n ul u s a n d
S 1 i s a n ori e nt e d ci r cl e. L et C 1 a n d C 2 b e t h e t w o c o m p o n e nt s of ∂ A . L et
D b e a di s k i n t h e i nt e ri or of A , a n d l et C 3 b e ∂ D . F or 1 ≤ i ≤ 3, c h o o s e
a p oi nt P i i n C i . L et S i b e t h e ci r cl e { P i } × S 1 i n N . T h e n C i a n d S i h a v e
t h e i n d u c e d ori e nt ati o n s f r o m A − D a n d S 1 , r e s p e cti v el y. L et N ′ b e t h e
s u b m a nif ol d D × S 1 of N .

Cl e arl y [ C i ] a n d [S i ] g e n er at e H 1 (C i × S i , Z ) f or 1 ≤ i ≤ 3, a n d i n
H 1 (N − N ′, Z ) w e h a v e [ C 1 ] + [C 2 ] + [C 3 ] = 0. L et a 1 , b 1 , a 2 , b 2 b e i nt e g er s
s o t h at t h e gr e at e st c o m m o n di vi s or s g c d( a 1 , b1 ), g c d( a 2 , b2 ), g c d( a 1 , a2 ) ar e
e q u al t o 1. F or 1 ≤ i ≤ 2, l et c i b e a n ori e nt e d si m pl e cl o s e d c u r v e i n C i × S i

s o t h at [ c i ] = a i [C i ] + b i [S i ] i n H 1 (C i × S i , Z ). N ot e t h at g c d( a 1 a 2 , a1 b 2 +
a 2 b 1 ) = 1. L et c 3 b e a n ori e nt e d s. c. c. i n C 3 × S 3 s o t h at [ c 3 ] = − a 1 a 2 [C 3 ] +
(a 1 b 2 + a 2 b 1 )[S 3 ] i n H 1 (C 3 × S 3 , Z ). T h e n a cl o s e d 3- m a nif ol d M c a n b e o b-
t ai n e d f r o m N b y filli n g s oli d t ori i nt o ∂ N , m a p pi n g t h e m eri di a n s t o c 1 a n d
c 2 , r e s p e cti v el y. A n d a cl o s e d M ′ c a n b e o bt ai n e d f r o m N ′ b y filli n g a s oli d
t or u s i nt o ∂ N ′, m a p pi n g t h e m eri di a n t o c 3 .

L et m a n d n b e i nt e g er s s u c h t h at m a 1 − n b 1 = 1. O n e c a n c h e c k t h at
M i s t h e l e n s s p a c e L (a 1 b 2 + a 2 b 1 , m a2 + n b 2 ) a n d M ′ i s t h e l e n s s p a c e
L (a 1 b 2 + a 2 b 1 , a1 a 2 ). Si n c e i n H 1 (N − N ′, Z ) w e h a v e [ c 3 ] = a 2 [c 1 ] + a 1 [c 2 ],
t h e c u r v e c 3 i n ∂ N ′ b o u n d s a s u rf a c e i n M − N ′, w h o s e i nt er s e cti o n s wit h
∂ N ar e p ar all el c o pi e s of c 1 a n d c 2 . H e n c e w e h a v e M ⪰ 1 M ′ a n d M ⪰ M ′.
B el o w w e will s h o w t h at if i nt e g er s p , q 1 , q 2 s ati sf y g c d( p, q 1 ) = g c d( p, q 2 ) = 1
a n d q 1 q 2 ≡ r 2 ( m o d p ) f or s o m e i nt e g er r , t h e n t h er e e xi st a 1 , b 1 , a 2 , b 2 , m ,
n s u c h t h at M i s L (p, q 1 ) a n d M ′ i s L (p, q 2 ).

B e c a u s e g c d( p, q 1 ) = g c d( p, q 2 ) = 1, w e h a v e g c d( p, r ) = 1, a n d t h er e e x-
i st s a n i nt e g er q ∗

1 s o t h at q 1 q ∗
1 ≡ 1 ( m o d p ). L et a 1 = r q ∗

1 + p , a 2 = r , t h e n
g c d( a 1 , a2 ) = 1. H e n c e t h er e e xi st t w o i nt e g er s b ′

1 a n d b ′
2 s u c h t h at a 1 b ′

2 +
a 2 b ′

1 = 1. L et b 1 = b ′
1 p , b 2 = b ′

2 p , t h e n w e h a v e g c d(a 1 , b1 ) = g c d( a 2 , b2 ) =
1 a n d a 1 b 2 + a 2 b 1 = p . Cl e arl y a 1 a 2 ≡ r 2 q ∗

1 ≡ q 2 ( m o d p ). Fi n all y, si n c e
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g c d( a 1 , b1 ) = 1, t h er e e xi st t w o i nt e g er s m a n d n s u c h t h at m a 1 − n b 1 = 1.
S o m a 2 + n b 2 ≡ m r ≡ m a 1 q 1 ≡ q 1 ( m o d p ).

R e m a r k 2. 6. T h e f a ct t h at “ ⪰ 1 ” i s n ot a nti s y m m et ri c o n t h e s et of l e n s
s p a c e s f oll o w s f r o m t h e h o m ot o p y-t y p e cl a s si fi c ati o n of l e n s s p a c e s, w hi c h i s
a cl a s si c al r e s ult of W hit e h e a d [ W h].

D e fi ni ti o n 2. 7. A 3- m a nif ol d M i n M i s Σg - s plitt a bl e if e v er y e m b e d d e d
Σ g i n M s e p ar at e s M i nt o t w o p art s.

P r o p o si ti o n 2. 8. F o r M i n M , M i s Σ g - s plitt a bl e f o r g ≤ k if M i s Σ k -
s plitt a bl e; M i s Σ g - s plitt a bl e f o r a n y g if a n d o nl y if M i s a r ati o n al h o m ol o g y
3- s p h e r e.

P r o of. If a n e m b e d d e d Σ g d o e s n ot s e p ar at e M , t h e n l o c all y a d d 1- h a n dl e s t o
Σ g . Cl e arl y M i s n ot Σk - s plitt a bl e f or k ≥ g . M i s n ot a r ati o n al h o m ol o g y 3-
s p h er e if a n d o nl y if t h er e i s a n e pi m or p hi s m H 1 (M, Z ) → H 1 (S 1 , Z ), w hi c h
c a n al w a y s b e i n d u c e d b y a m a p f r o m M t o S 1 . T h e l att er c o n diti o n i s
e q ui v al e nt t o t h at M c o nt ai n s a cl o s e d t w o si d e d s u rf a c e w hi c h d o e s n ot
s e p ar at e M ( s e e [ H e 1]). □

P r o p o si ti o n 2. 9. A 3- m a nif ol d M i n M i s Σ g - s plitt a bl e if a n d o nl y if
e v e r y p ri m e f a ct o r of M i s Σ g - s plitt a bl e.

P r o of. W h e n g = 0, t hi s i s e q ui v al e nt t o t h at M d o e s n ot c o nt ai n S 1 × S 2

a s a p ri m e f a ct or. A s s u m e t h at it i s t r u e f or g = k − 1. W h e n g = k , w e o nl y
n e e d t o s h o w t h e “if ” p art. B y i n d u cti o n, w e c a n a s s u m e t h at t h e e m b e d d e d
Σ k i n M i s i n c o m p r e s si bl e. F or a s p h er e i n M i nt er s e cti n g Σk t r a n s v er s el y,
a n i n n er m o st di s k i n t h e s p h er e t o g et h er wit h a di s k i n Σ k will f or m a s p h er e
s e p ar ati n g M . T h e n w e c a n r e m o v e t h e i nt er s e cti o n b y a n i s ot o p y or r e d u c e
t h e p r o bl e m t o a 3- m a nif ol d wit h f e w er p ri m e f a ct or s. H e n c e t h e p r o of c a n
b e fi ni s h e d b y i n d u cti o n. □

E x a m pl e 2. 1 0. A n y s p h eri c al 3 – m a nif ol d i s a r ati o n al h o m ol o g y 3- s p h er e,
h e n c e i s Σ g - s plitt a bl e f or a n y g b y P r o p o siti o n 2. 8. A n y h y p er b oli c 3-
m a nif ol d i n M c o nt ai n s n o i n c o m p r e s si bl e t or u s, h e n c e i s Σ 1 - s plitt a bl e. A n y
i r r e d u ci bl e 3- m a nif ol d i s Σ0 - s plitt a bl e. If t h e m a p pi n g t or u s of a n a ut o m or-
p hi s m of Σ g h a s fi r st B etti n u m b er 1, t h e n it i s n ot Σ g - s plitt a bl e, b ut it
i s Σk - s plitt a bl e f or a n y k < g , b e c a u s e a n y h o m ol o gi c all y e s s e nti al s u rf a c e
m u st r e p r e s e nt a g e n er at or of H 2

∼= Z , s o t h e mi ni m al g e n u s of s u c h a s u rf a c e
i s g [ T h 2].
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3 . E x t e n si o n of p e ri o di c a u t o m o r p hi s m s

I n t hi s s e cti o n, w e p r o v e o u r m ai n r e s ult T h e or e m 3. 1. B y P r o p o siti o n 2. 3
a n d P r o p o siti o n 2. 8, it i m pli e s T h e or e m 1. 3. We al s o di s c u s s s e v e r al g e n er-
ali z ati o n s of T h e or e m 3. 1, s u m m ari z e d a s T h e or e m 3. 1 1 a n d T h e or e m 3. 1 2.

T h e o r e m 3. 1. Gi v e n a Σ 1 - s plitt a bl e M i n M a n d a fi nit e s u b g r o u p G i n
A ut ( Σ g ), if t h e r e i s a n e m b e d di n g e : Σg → M s o t h at e a c h el e m e nt of G
i s e xt e n d a bl e o v e r M wit h r e s p e ct t o e , t h e n t h e r e e xi st s M ′ i n M s o t h at
M ⪰ M ′ ( a n d s o M ⪰ H M ′) a n d G i s e xt e n d a bl e o v e r M ′.

It s p r o of u s e s si mil ar i d e a s a s [ B o 1], a s w ell a s [ Fl]. A c c or di n g t o t h e
s p h er e a n d t or u s / a n n ul u s d e c o m p o siti o n s of M − Σ g , w e c a n c h a n g e c o m-
pli c at e d 3- m a nif ol d s e m b e d d e d i n M − Σ g i nt o 3- b all s or s oli d t ori s u c h t h at
G i s e xt e n d a bl e, a n d e a c h r e pl a c e m e nt c or r e s p o n d s t o a r el ati o n ⪰ s . We fi r st
li st s e v er al f u n d a m e nt al r e s ult s i n 3- m a nif ol d t h e or y t h at will b e u s e d i n t h e
p r o of.

I n w h at f oll o w s, L e m m a 3. 2 i s b a s e d o n K n e s er – Mil n or’ s s p h er e d e c o m-
p o siti o n t h e or e m ( s e e [ B o 1, L e m m a A. 1]). T h e or e m 3. 3 c a n b e f o u n d i n
[ B o 2, T h e or e m 3. 7]. T h e or e m 3. 4 i s b a s e d o n t h e t or u s / a n n ul u s d e c o m p o si-
ti o n t h e or e m a n d T h ur st o n’ s h y p er b oli z ai o n t h e or e m ( s e e [ B o 2]). L e m m a 3. 5
a n d L e m m a 3. 6 f or fi nit e c y cli c G a n d I - b u n dl e s o v er cl o s e d s u rf a c e s c a n
b e f o u n d i n [ B o 1, P r o p o siti o n s 4. 1 a n d 4. 3], w h er e “ I ” d e n ot e s t h e u nit i n-
t er v al. T h e or e m 3. 7 i s b a s e d o n M o st o w’ s h y p er b oli c ri gi dit y t h e or e m a n d
W al d h a u s e n’ s i s ot o p y t h e or e m ( s e e [ B o 2] a n d [ W a]).

L e m m a 3. 2. L et X b e a c o m p a ct c o n n e ct e d o ri e nt e d 3- m a nif ol d wit h ∂ X ≠
∅ . A s i n P r o p o siti o n 2. 4, t h e r e e xi st s a c oll e cti o n S of di sj oi nt s p h e r e s i n X −
∂ X , w hi c h d e c o m p o s e s X i nt o a p u n ct u r e d S 3 a n d s e v e r al o n e- p u n ct u r e d
p ri m e f a ct o r s. If S a n d S ′ a r e t w o s u c h c oll e cti o n s, t h e n t h e r e e xi st s a n
el e m e nt f i n A ut (X ) s u c h t h at f m a p s t h e s p h e r e s i n S t o t h e s p h e r e s i n
S ′ a n d f fi x e s ∂ X .

L et Σ b e a cl o s e d ori e nt e d s u rf a c e. A c o m p r e s si o n b o d y V c a n b e o b-
t ai n e d f r o m Σ × [ 0, 1] b y att a c hi n g 2- h a n dl e s al o n g Σ × { 1 } a n d c a p pi n g
o ff b o u n d ar y 2- s p h er e s a p p e ar e d i n t h e p r o c e s s wit h 3- b all s. T h e e xt er n al
b o u n d ar y ∂ e V i s t h e p art of ∂ V c or r e s p o n di n g t o Σ × { 0 } , a n d t h e i nt er n al
b o u n d ar y ∂ i V i s ∂ V − ∂ e V .

T h e o r e m 3. 3. L et X ′ b e a c o m p a ct c o n n e ct e d o ri e nt e d 3- m a nif ol d wit h
∂ X ′ ≠ ∅ , w hi c h i s i r r e d u ci bl e. T h e n, u p t o i s ot o p y, X ′ c o nt ai n s a u ni q u e
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c o m p r e s si o n b o d y V s u c h t h at t h e e xt e r n al b o u n d a r y ∂ e V i s e q u al t o ∂ X ′,
X ′ − V c o nt ai n s n o e s s e nti al c o m p r e s si o n di s k f o r it s b o u n d a r y ∂ i V , a n d n o
c o m p o n e nt of X ′ − V is a 3- b all.

T h e o r e m 3. 4. L et Y b e a c o m p a ct c o n n e ct e d o ri e nt e d 3- m a nif ol d wit h
∂ Y ≠ ∅ , w hi c h i s i r r e d u ci bl e a n d b o u n d a r y i r r e d u ci bl e. T h e n, u p t o i s ot o p y,
t h e r e i s a u ni q u e mi ni m al c oll e cti o n T of di sj oi nt p r o p e rl y e m b e d d e d e s s e nti al
t o ri a n d a n n uli i n Y , s u c h t h at f o r e a c h pi e c e Z o bt ai n e d b y c utti n g Y al o n g
s u rf a c e s i n T , eit h e r

(i) Z i s a n I - b u n dl e o v e r a c o m p a ct s u rf a c e wit h n e g ati v e E ul e r c h a r a c-
t e ri sti c, w h e r e t h e c o r r e s p o n di n g ∂ I - b u n dl e i s e q u al t o Z ∩ ∂ Y , o r

(ii) Z i s a S eif e rt m a nif ol d, w h e r e Z ∩ ∂ Y i s a u ni o n of fi b e r s, o r

(iii) wit h b o u n d a ri e s f r o m T a n d t o ri i n Z ∩ ∂ Y r e m o v e d, Z a d mit s a c o m-
pl et e h y p e r b oli c st r u ct u r e wit h t ot all y g e o d e si c b o u n d a r y a n d wit h fi nit e
v ol u m e.

L e m m a 3. 5. L et V b e a n o ri e nt e d c o m p r e s si o n b o d y, p o s si bl y di s c o n n e ct e d,
a n d G b e a fi nit e s u b g r o u p i n A ut (∂ e V ). If e a c h el e m e nt h of G i s e xt e n d a bl e
o v e r V wit h r e s p e ct t o t h e i n cl u si o n m a p, t h e n t h e c o r r e s p o n di n g el e m e nt h ′

i n A ut (V ) c a n b e d ef o r m e d t o a n el e m e nt ϕ (h ) i n A ut (V ) b y a n i s ot o p y 1

fi xi n g ∂ e V s o t h at t h e m a p ϕ : G → A ut (V ) i s a g r o u p m o n o m o r p hi s m.

L e m m a 3. 6. L et Z b e a c o n n e ct e d o ri e nt e d I - b u n dl e o v e r a c o m p a ct s u rf a c e
wit h n e g ati v e E ul e r c h a r a ct e ri sti c. L et ∂ I Z d e n ot e t h e c o r r e s p o n di n g ∂ I -
b u n dl e, a n d G b e a fi nit e s u b g r o u p i n A ut (∂ I Z ). If e a c h el e m e nt h of G
i s e xt e n d a bl e o v e r Z wit h r e s p e ct t o t h e i n cl u si o n m a p, t h e n t h e r e i s a n
el e m e nt ϕ (h ) i n A ut (Z ) e xt e n di n g h s o t h at t h e m a p ϕ : G → A ut (Z ) i s a
g r o u p m o n o m o r p hi s m.

T h e o r e m 3. 7. L et Z ′ b e a c o n n e ct e d o ri e nt e d c o m pl et e h y p e r b oli c 3-
m a nif ol d wit h t ot all y g e o d e si c b o u n d a r y a n d wit h fi nit e v ol u m e. T h e n e a c h
el e m e nt i n A ut (Z ′) c a n b e d ef o r m e d t o a u ni q u e i s o m et r y i n A ut (Z ′) b y a n
i s ot o p y k e e pi n g ∂ Z ′ i n v a ri a nt s et wi s e. M o r e o v e r, t hi s c o r r e s p o n d e n c e i n d u c e s
a n i s o m o r p hi s m b et w e e n t h e m a p pi n g cl a s s g r o u p of Z ′ a n d t h e i s o m et r y
g r o u p of Z ′, w hi c h i s fi nit e.

1 T h r o u g h o ut t hi s p a p er, w h e n w e s a y “ a n i s ot o p y fi xi n g N ”, w e m e a n t h at t h e
r e st ri cti o n of t h e i s ot o p y t o N i s a fi x e d m a p.
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W e will gi v e p r o of s of L e m m a 3. 5 a n d L e m m a 3. 6 a c c or di n g t o [ B o 1,
S e cti o n 4]. T h e f oll o wi n g l e m m a will b e u s e d i n t h e p r o of s, a s w ell a s i n
t h e p r o of of T h e or e m 3. 1. I n w h at f oll o w s, e xt e n si o n s will b e r e s p e ct t o t h e
i n cl u si o n m a p s.

L e m m a 3. 8. L et W b e a c o m p a ct o ri e nt e d 3- m a nif ol d c o n si sti n g of dif-
f e o m o r p hi c c o m p o n e nt s W 1 , . . . , Wm a n d ∂ W ≠ ∅ . L et G b e a fi nit e s u b-
g r o u p i n A ut (∂ W ), H b e t h e s et wi s e st a bili z e r of ∂ W 1 i n G , a n d a s s u m e
t h at G = m

i= 1 h i H wit h h i (∂ W 1 ) = ∂ W i f o r 1 ≤ i ≤ m . If t h e H - a cti o n
o n ∂ W 1 e xt e n d s t o W 1 a n d e a c h h i o n ∂ W 1 e xt e n d s t o a di ff e o m o r p hi s m
h ′

i : W 1 → W i , t h e n t h e G - a cti o n o n ∂ W e xt e n d s t o W .

P r o of. N ot e t h at t h e G - a cti o n o n ∂ W i n d u c e s p er m ut ati o n s o n { ∂ W 1 , . . . ,
∂ W m } , b e c a u s e f or e a c h h i n G a n d 1 ≤ i ≤ m w e h a v e

h (∂ W i ) = h h i h
− 1
i (∂ W i ) = h h i (∂ W 1 ) = h j h̃ ( ∂ W 1 ) = h j (∂ W 1 ) = ∂ W j ,

f or s o m e j ∈ { 1 , . . . , m} a n d h̃ ∈ H . L et σ h d e n ot e t h e p er m ut ati o n o n
{ 1 , . . . , m} d et er mi n e d b y h , t h e n w e h a v e j = σ h (i) a n d h h i ∈ h σ h ( i) H .

L et ϕ H : H → A ut (W 1 ) b e t h e gr o u p h o m o m or p hi s m gi v e n b y t h e e x-
t e n si o n of t h e H - a cti o n. T h e n, f or e a c h h i n G a n d 1 ≤ i ≤ m , d e fi n e ϕ (h )
o n W i b y

ϕ (h )|W i
= h ′

σ h ( i) ◦ ϕ H h − 1
σ h ( i) h h i ◦ h ′ −1

i .

Cl e arl y ϕ (h )|W i
: W i → W σ h ( i) i s a di ff e o m or p hi s m a n d it e xt e n d s h |∂ W i

.
M or e o v er, o n e c a n c h e c k t h at ϕ : G → A ut (W ) i s a gr o u p m o n o m or p hi s m.

□

N ot e t h at L e m m a 3. 8 i s e s s e nti all y al g e b r ai c. U n d er t h e s etti n g s of L e m-
m a 3. 8, t h e H - a cti o n o n ∂ W 1 c a n b e n o n-f ait hf ul, b ut i n a p pli c ati o n s it will
b e f ait hf ul.

P r o of of L e m m a 3. 5. B y cl a s si c al r e s ult s i n di ff er e nti al t o p ol o g y a n d L e m-
m a 3. 8, L e m m a 3. 5 h ol d s w h e n V i s a di sj oi nt u ni o n of 3- b all s or a n I - b u n dl e
o v er ∂ e V .

B el o w w e a s s u m e t h at e a c h c o m p o n e nt of ∂ e V h a s g e n u s bi g g er t h a n z er o
a n d it c o nt ai n s a n e s s e nti al si m pl e cl o s e d c u r v e t h at b o u n d s a di s k i n V . We
c a n c h o o s e a G -i n v ari a nt E u cli d e a n or h y p er b oli c st r u ct u r e o n e a c h c o m-
p o n e nt of ∂ e V , b y t h e g e o m et ri z ati o n t h e or e m f or 2- di m e n si o n al or bif ol d s.
T h e n, a m o n g all t h e e s s e nti al c u r v e s t h at b o u n d di s k s i n V t h er e i s a c u r v e
c h a vi n g t h e mi ni m u m l e n gt h. Si n c e e a c h el e m e nt h i n G i s e xt e n d a bl e o v er
V w. r.t. t h e i n cl u si o n m a p, t h e c u r v e h (c ) al s o b o u n d s a di s k i n V .

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.



✐

✐

“ 6- Ni ” — 2 0 2 4 / 1 0 / 1 1 — 1 7: 1 0 — p a g e 9 0 2 — # 1 4
✐

✐

✐

✐

✐

✐

9 0 2 Y. Ni, C. W a n g, a n d S. W a n g

W e h a v e h (c ) = c or h (c ) ∩ c = ∅ . Ot h er wi s e, l et D a n d D ′ b e di s k s
b o u n d e d b y c a n d h (c ), r e s p e cti v el y, w hi c h i nt er s e ct t r a n s v er s el y. L et α b e
a n ar c i n D ∩ D ′ w hi c h i s o ut er m o st i n D , t h e n α c o- b o u n d s a di s k i n D
wit h a n ar c a ⊂ c , w h er e a d o e s n ot i nt er s e ct h (c ) i n t h e i nt eri or of a . We
c a n c h o o s e α s o t h at

l e n gt h(a ) ≤
1

2
le n gt h( c ).

N o w ∂ a s e p ar at e s h (c ) i nt o t w o ar c s a ′ a n d a ′′. L et c ′ = a ∪ a ′ a n d c ′′ =
a ∪ a ′′, t h e n b ot h c ′ a n d c ′′ ar e n ull- h o m ot o pi c i n V . Si n c e e a c h of c ′ a n d
c ′′ i s t h e u ni o n of t w o g e o d e si c ar c s, n o n e of t h e m i s n ull- h o m ot o pi c i n
∂ e V . B y D e h n’ s L e m m a, b ot h c ′ a n d c ′′ b o u n d di s k s i n V . We m a y a s s u m e
l e n gt h(a ′) ≤ l e n gt h(a ′′). S o

l e n gt h a ′ ≤
1

2
le n gt h h (c ) =

1

2
le n gt h( c ),

a n d l e n gt h( c ′) ≤ l e n gt h(c ). T h e n w e c a n g et a st ri ctl y s h ort er l o o p b y r o u n d-
i n g o ff t h e c or n er s of c ′. T hi s c o nt r a di ct s t h e c h oi c e of c .

L et { c 1 , . . . , cm } b e t h e or bit of c . E a c h c i b o u n d s a di s k D i i n V . B y
a p pl yi n g s u r g eri e s, w e c a n a s s u m e t h at D 1 , . . . , Dm ar e di sj oi nt f r o m e a c h
ot h er. T h e n t h e G - a cti o n o n m

i= 1 c i c a n e xt e n d t o m
i= 1 D i , b y t h e m et h o d i n

L e m m a 3. 8. A n d t h e G - a cti o n o n ∂ e V c a n e xt e n d t o a r e g ul ar n ei g h b or h o o d
U of ∂ e V ∪ ( m

i= 1 D i ). L et φ (h ) i n A ut (U ) b e t h e e xt e n si o n of h . Si n c e V
i s i r r e d u ci bl e, e a c h e xt e n si o n h ′ i n A ut (V ) c a n b e d ef or m e d t o p r e s e r v e t h e
c oll e cti o n of t h e di s k s b y a n i s ot o p y fi xi n g ∂ e V . It c a n b e f u rt h er d ef or m e d
t o c oi n ci d e wit h φ (h ) o n U .

N ot e t h at V − U is still a c o m p r e s si o n b o d y, p o s si bl y di s c o n n e ct e d, a n d
G a ct s o n it s e xt er n al b o u n d ar y ∂ U − ∂ e V . H e n c e o n V − U w e c a n u s e
t h e r e s ult s a b o ut 3- b all s a n d I - b u n dl e s, or r e p e at t h e a b o v e p r o c e d u r e. T h e
p r o of c a n b e fi ni s h e d b y i n d u cti o n o n t h e g e n er a of t h e c o m p o n e nt s of t h e
e xt er n al b o u n d ar y. □

T o pr o v e L e m m a 3. 6, w e will n e e d s o m e r e s ult s a b o ut a ut o m or p hi s m s of
s u rf a c e s wit h b o u n d ar y. T h e v er si o n s of t h e s e r e s ult s f or cl o s e d s u rf a c e s ar e
w ell k n o w n. T h e v er si o n s w e n e e d c a n b e f o u n d i n t h e A p p e n di x.

P r o of of L e m m a 3. 6. L et Σ d e n ot e t h e b a s e s p a c e of t h e I - b u n dl e Z .
C a s e 1. Σ i s ori e nt a bl e, n o el e m e nt i n G s w a p s t h e t w o c o m p o n e nt s of

∂ I Z . I n t hi s c a s e Z = Σ × [ 0, 1], a n d ∂ I Z = Σ × { 0 , 1 } .
F or e a c h el e m e nt h i n G a n d i = 0 , 1, l et ρ i (h ) : Σ → Σ b e t h e m a p

i n d u c e d b y t h e r e st ri cti o n of h o n Σ × { i} . T h e n ρ 0 a n d ρ 1 ar e t w o r e p r e-
s e nt ati o n s of G i nt o A ut ( Σ). Si n c e G i s fi nit e, f or i = 0 , 1, w e c a n e q ui p Σ
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w it h a h y p er b oli c st r u ct u r e m i f or w hi c h t h e ρ i (G )- a cti o n i s i s o m et ri c, a n d
∂ Σ i s g e o d e si c i n e a c h m i .

We will u s e P r o p o siti o n A. 4. L et i d : Σ → Σ d e n ot e t h e i d e ntit y m a p.
Si n c e ρ 0 (h ) i s a n i s o m et r y w. r.t. m 0 , τ i d ◦ ρ 0 (h ) h a s c o n st a nt dil at ati o n a n d
i s h o m ot o pi c t o ρ 0 (h ). S o τ i d ◦ ρ 0 (h ) = τ ρ 0 ( h ) . Si mil arl y ρ 1 (h ) ◦ τ i d = τ ρ 1 ( h ) .
Si n c e h i s e xt e n d a bl e o v er Z w. r.t. t h e i n cl u si o n m a p, ρ 0 (h ) a n d ρ 1 (h ) ar e
h o m ot o pi c. S o τ ρ 0 ( h ) = τ ρ 1 ( h ) .

T h u s τ i d r e ali z e s a c o nj u g a c y f r o m ρ 0 (h ) t o ρ 1 (h ) f or e a c h h i n G , a n d it
i n d u c e s a n or bif ol d h o m e o m or p hi s m τ id : Σ/ ρ 0 (G ) → Σ / ρ 1 (G ). I n g e n e r al,
t h e m a p τ i d i s n ot s m o ot h, b ut vi a d ef or mi n g τ id , w e c a n o bt ai n a di ff e o m or-
p hi s m τ ′

i d w hi c h al s o r e ali z e s t h e c o nj u g a c y b et w e e n ρ 0 (G ) a n d ρ 1 (G ) a n d
i s i s ot o pi c t o τ i d. T h e n τ ′

i d i s s m o ot hl y i s ot o pi c t o i d. L et ϕ t : Σ → Σ b e t h e
i s ot o p y wit h ϕ 0 = i d a n d ϕ 1 = τ ′

i d. F or e a c h h i n G , d e fi n e ϕ (h ) : Z → Z b y
t h e f or m ul a

ϕ (h )(x, t ) = ϕ t ◦ ρ 0 (h ) ◦ ϕ − 1
t (x ), t , (x, t ) ∈ Σ × [ 0, 1] .

T h e n ϕ (h ) i s i n A ut (Z ), a n d ϕ : G → A ut (Z ) i s a gr o u p m o n o m or p hi s m.
C a s e 2. Σ i s ori e nt a bl e, a n d t h er e e xi st el e m e nt s i n G s w a p pi n g Σ × { 0 }

a n d Σ × { 1 } .
B y t h e m et h o d i n [ W a, S e cti o n 3] ( w h er e t h e p a p e r w or k s i n t h e P L

c at e g or y), e a c h e xt e n si o n of h c a n b e d ef or m e d t o a n el e m e nt φ (h ) i n
A ut (Z ) b y a n i s ot o p y fi xi n g Σ × { 0 , 1 } s o t h at φ (h ) k e e p s Σ × { 1 / 2 } i n v ari-
a nt s et wi s e. S o t h e m a p φ : G → A ut (Z ) i n d u c e s a gr o u p h o m o m or p hi s m
φ : G → π 0 (A u t( Σ)). N ot e t h at h e x c h a n g e s t h e t w o c o m p o n e nt s of ∂ Z if
a n d o nl y if φ (h ) i s a n ori e nt ati o n-r e v e r si n g m a p pi n g cl a s s i n π 0 (A ut ( Σ)).
Si n c e χ ( Σ) < 0, t h e m a p φ is i nj e cti v e.

B y P r o p o siti o n A. 3, φ c a n b e lift e d t o a gr o u p m o n o m or p hi s m G →
A ut ( Σ). H e n c e, e a c h φ (h ) c a n b e d ef or m e d t o s o m e φ (h ) i n A ut (Z ) b y a n
i s ot o p y fi xi n g Σ × { 0 , 1 } s o t h at φ (h ) k e e p s Σ × [ 1/ 4 , 3 / 4] i n v ari a nt s et wi s e
a n d all t h e φ (h ) t o g et h er gi v e a G - a cti o n o n it. L et G 0 b e t h e s u b gr o u p of G
c o n si sti n g of el e m e nt s t h at p r e s er v e Σ × { 0 } . T h e n, b y C a s e 1, t h e G 0 - a cti o n
o n Σ × { 0 , 1 / 4 } c a n e xt e n d t o Σ × [ 0, 1 / 4]. B y L e m m a 3. 8, t h e G - a cti o n c a n
e xt e n d t o Z .

C a s e 3. Σ i s n o n- ori e nt a bl e. S o Z i s t h e ori e nt a bl e t wi st e d I - b u n dl e
o v er Σ a n d ∂ I Z i s a n ori e nt a bl e d o u bl e c o v er of Σ.

L et Π b e t h e s e cti o n of Z w hi c h m e et s e a c h fi b er [ 0 , 1] at 1
2 . A s i n

C a s e 2, f or e a c h h w e g et a n e xt e n si o n φ (h ) i n A ut (Z ) s o t h at φ (h ) k e e p s
Π i n v ari a nt s et wi s e. S o φ : G → A ut (Z ) i n d u c e s a gr o u p h o m o m or p hi s m
φ : G → π 0 (A u t( Π)). L et U b e a n ei g h b or h o o d of Π w hi c h h a s a n i n d u c e d
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I -b u n dl e st r u ct u r e. We c a n a s s u m e t h at φ (h ) p r e s er v e s U . T h e n w e s e e t h at
G → φ (G ) i s 1-t o- 1 or 2-t o- 1.

B y P r o p o siti o n A. 3, φ (G ) c a n b e lift e d t o A ut ( Π). S o e a c h φ (h ) c a n
b e d ef or m e d t o s o m e φ (h ) b y a n i s ot o p y fi xi n g ∂ I Z s o t h at φ (h ) p r e s er v e s
U a n d t h e i n d u c e d I - b u n dl e, a n d all t h e φ (h ) t o g et h er gi v e a G - a cti o n o n
Π, p o s si bl y n o n-f ait hf ul. T h e y al s o gi v e a G - a cti o n o n U , w hi c h m u st b e
f ait hf ul, b e c a u s e φ (h )|∂ U a n d φ (h )|∂ I Z ar e c o b or d a nt vi a φ (h ) o n Z − U ,
w hi c h i s a n I - b u n dl e o v er ∂ I Z . T h e n t h e p r o of c a n b e fi ni s h e d b y a p pl yi n g
C a s e 1. □

L e m m a 3. 9. L et Z b e a n I - b u n dl e o v e r a c o m p a ct s u rf a c e Σ wit h χ ( Σ) < 0 .
L et h ∈ A ut (∂ I Z ). S u p p o s e t h at h 1 , h2 ∈ A ut (Z ) a r e t w o e xt e n si o n s of h ,
t h e n h 1 , h2 a r e (t o p ol o gi c all y ) i s ot o pi c r el ∂ I Z .

P r o of. We u s e a p r o c e d u r e si mil ar t o t h e p r o of of L e m m a 3. 6. B y c o m p o si n g
b ot h h 1 , h2 wit h h − 1

2 , w e m a y a s s u m e t h at h = i d ∂ I Z a n d h 2 = i d Z .
Fi r st, w e c o n si d er t h e c a s e Σ i s ori e nt a bl e. B y [ W a, S e cti o n 3], w e m a y

a s s u m e h 1 i s l e v el- p r e s er vi n g. T h u s h 1 d e fi n e s a l o o p i n A ut ( Σ). B y [ E E, E S],
e v er y c o m p o n e nt of A ut ( Σ) i s c o nt r a cti bl e, s o t hi s l o o p i s n ull- h o m ot o pi c.
S o w e c a n c o n st r u ct t h e d e si r e d i s ot o p y u si n g t h e n ull h o m ot o p y i n A ut (Z ).

W h e n Σ i s n o n- ori e nt a bl e, l et Π b e t h e s e cti o n of Z w hi c h m e et s e a c h
fi b er [ 0 , 1] at 1

2 . Aft er a n i s ot o p y, w e m a y a s s u m e h 1 p r e s er v e s Π. Si n c e
h 1 |Π i s h o m ot o pi c t o i dΠ , t h e y ar e al s o i s ot o pi c. We c a n i s ot o p e h 1 s o t h at
h 1 |Π = i d Π . We c a n f u rt h er i s ot o p e h 1 t o g et a n e w h o m e o m or p hi s m h ′

1 , still
e xt e n di n g h , a n d h ′

1 = i d o n a n I – b u n dl e n ei g h b or h o o d U of Π. N o w w e c a n
a p pl y t h e l a st p ar a gr a p h t o g et a n i s ot o p y c o n n e cti n g h ′

1 a n d i d Z . □

T o gi v e t h e p r o of of T h e or e m 3. 1, w e al s o n e e d t h e f oll o wi n g l e m m a.

L e m m a 3. 1 0. L et Z b e a pi e c e i n t h e c a s e (iii ) of T h e o r e m 3. 4. L et ∂ Y Z
d e n ot e t h e p a rt of Z ∩ ∂ Y wit h o ut t o ri. A s s u m e t h at ∂ Y Z ≠ ∅ a n d G i s a
fi nit e s u b g r o u p i n A ut (∂ Y Z ). If e a c h h i n G e xt e n d s t o a n el e m e nt h ′ i n
A ut (Z ), t h e n t h e h ′ c a n b e (t o p ol o gi c all y ) d ef o r m e d t o a n el e m e nt ϕ (h ) i n
A ut (Z ) b y a n i s ot o p y fi xi n g ∂ Y Z s u c h t h at t h e m a p ϕ : G → A ut (Z ) i s a
g r o u p m o n o m o r p hi s m.

P r o of. N ot e t h at e a c h c o m p o n e nt of ∂ Y Z i s a n ori e nt e d c o m p a ct s u rf a c e
wit h n e g ati v e E ul e r c h ar a ct eri sti c, a n d t h e s u rf a c e ∂ Z − ∂ Y Z c o n si st s of
b o u n d ari e s f r o m t h e d e c o m p o siti o n t ori / a n n uli i n T a n d t ori i n Z ∩ ∂ Y .

L et U b e a r e g ul ar n ei g h b or h o o d of ∂ Y Z , w hi c h h a s a n I - b u n dl e st r u c-
t u r e o v er ∂ Y Z . L et Z 0 = Z − U a n d Z ′ = Z 0 − ∂ Z . T h e n Z 0 i s di ff e o m or p hi c
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to Z , a n d Z ′ i s di ff e o m or p hi c t o Z − ∂ Z − ∂ Y Z . S o Z ′ a d mit s a c o m pl et e
h y p er b oli c st r u ct u r e wit h t ot all y g e o d e si c b o u n d ar y a n d wit h fi nit e v ol u m e,
b y t h e a s s u m pti o n.

F or e a c h h i n G , w e c a n a s s u m e t h at t h e h ′ k e e p s Z 0 i n v ari a nt s et wi s e. B y
T h e or e m 3. 7, t h e h ′|Z ′ i n A ut (Z ′) c a n b e d ef or m e d t o a u ni q u e i s o m et r y φ (h )
i n A ut (Z ′) b y a n i s ot o p y k e e pi n g ∂ Z ′ i n v ari a nt s et wi s e. If t h er e ar e f 1 , . . . , fs
i n G s u c h t h at s

i= 1 f i i s t h e i d e ntit y, t h e n s
i= 1 f ′

i |∂ I U − ∂ Y Z i s i s ot o pi c t o t h e
i d e ntit y m a p. Si n c e c o m p o n e nt s of ∂ Y Z h a v e n e g ati v e E ul er c h ar a ct eri sti c,
t h e fi nit e or d er i s o m et r y s

i= 1 φ (f i ) i s t h e i d e ntit y. B y t h e s a m e r e a s o n, if
φ (h ) i s t h e i d e ntit y, t h e n h i s t h e i d e ntit y. S o t h e m a p φ : G → A ut (Z ′) i s a
gr o u p m o n o m or p hi s m.

B y p a s si n g t o t h e or bif ol d Z ′/ φ (G ), w e c a n c o n st r u ct a φ (G )-i n v ari a nt
c o m p a ct m a nif ol d Z ′

0 i n Z ′ s o t h at Z 0 − Z ′
0 is a n I - b u n dl e o v er Z 0 ∩ ∂ Z .

T h e n, e a c h h ′|Z 0
i s i s ot o pi c t o s o m e φ (h ) i n A ut (Z 0 ) r el ati v e t o Z 0 ∩ ∂ Z s o

t h at φ (h )|Z ′
0

= φ (h )|Z ′
0
. Vi a f u rt h er i s ot o p y t h at p r e s er v e s Z 0 ∩ ∂ Z , w e c a n

a s s u m e t h at φ : G → A ut (Z 0 ) i s a gr o u p m o n o m or p hi s m. T h e n t h e p r o of
c a n b e fi ni s h e d b y L e m m a s 3. 6 a n d 3. 9. □

P r o of of T h e o r e m 3. 1. Si n c e M i s Σ1 - s plitt a bl e, M i s Σ0 - s plitt a bl e. If g ≤ 1,
t h e n e ( Σ g ) b o u n d s a m a nif ol d o n e a c h si d e, w hi c h c a n b e r e pl a c e d b y a 3-
b all or a s oli d t or u s, a c c or di n g t o D e fi niti o n 2. 2 a n d t h e n ot e f oll o wi n g it.
T h e r e s ult M ′ s ati s fi e s M ⪰ M ′, a n d e a c h el e m e nt of G i s e xt e n d a bl e o v er
M ′ w. r.t. t h e n e w e m b e d di n g e ′ : Σg → M ′ ( s e e St e p 3 b el o w). T h e n, b y
L e m m a 3. 5, G i s e xt e n d a bl e o v er M ′.

B el o w w e a s s u m e t h at g ≥ 2. T h e s u rf a c e e ( Σ g ) i s t w o- si d e d i n M . We
c ut M al o n g e ( Σ g ) a n d c h o o s e a c o n n e ct e d c o m p o n e nt of t h e r e s ulti n g m a ni-
f ol d, d e n ot e d b y X . Si n c e t h e e xt e n si o n of e a c h h i n G p r e s er v e s t h e t w o si d e s
of e ( Σ g ), G c a n b e n at u r all y e m b e d d e d i n A ut (∂ X ), s o t h at e a c h h i s e x-
t e n d a bl e o v er X w. r.t. t h e i n cl u si o n m a p. We will fi n d a c o m p a ct 3- m a nif ol d
W i n X − ∂ X wit h ∂ W b ei n g a u ni o n of s p h er e s or t ori, a n d r e pl a c e it b y
3- b all s or s oli d t ori a s i n S e cti o n 2, s u c h t h at t h e G - a cti o n o n ∂ X c a n e xt e n d
t o t h e m o di fi e d m a nif ol d. We will d o t hi s f or e a c h p o s si bl e c o m p o n e nt X .
W h e n t h e b o u n d ari e s of t h e m o di fi e d c o m p o n e nt s ar e gl u e d b a c k t o e ( Σ g ),
w e will o bt ai n a m a nif ol d M ′, w hi c h will s ati sf y M ⪰ M ′ b y d e fi niti o n, a n d
G will b e e xt e n d a bl e o v er M ′.

We h a v e t h r e e st e p s t o m o dif y X a n d e xt e n d t h e G - a cti o n t o it. A s
b ef or e, f or h i n G , w e u s e h ′ t o d e n ot e it s e xt e n si o n. It will b e m o di fi e d i n
e a c h st e p.

S t e p 1. If X a d mit s a n o nt ri vi al p ri m e d e c o m p o siti o n a s i n L e m m a 3. 2,
si n c e M i s Σ0 - s plitt a bl e, ∂ X li e s i n a si n gl e p ri m e f a ct or X ′. F or e a c h h i n
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G , t h e i m a g e s of t h e d e c o m p o siti o n s p h er e s u n d er h ′ gi v e X a n ot h er p ri m e
d e c o m p o siti o n. H e n c e, b y L e m m a 3. 2, t h er e e xi st s a n el e m e nt f i n A ut (X )
s u c h t h at f ◦ h ′ p r e s er v e s t h e ori gi n al d e c o m p o siti o n s p h er e s a n d f fi x e s
∂ X . S o f ◦ h ′ i s al s o a n e xt e n si o n of h . A c c or di n g t o t h e n ot e f oll o wi n g
D e fi niti o n 2. 2, w e r e pl a c e X b y X ′, a n d r e pl a c e f ◦ h ′ b y a n e xt e n si o n of h
i n A ut (X ′). It will still b e d e n ot e d b y h ′. N o w G i s e m b e d d e d i n A ut (∂ X ′).
N ot e t h at X ′ i s i r r e d u ci bl e.

S t e p 2. B y T h e or e m 3. 3, w e h a v e a c o m p r e s si o n b o d y V i n X ′. M or e-
o v er, f or e a c h h i n G , t h e h ′ i n A ut (X ′) c a n b e d ef or m e d t o k e e p V i n-
v ari a nt s et wi s e, b y a n i s ot o p y fi xi n g ∂ X ′. N ot e t h at V i s c o n n e ct e d if a n d
o nl y if ∂ e V = ∂ X ′ i s c o n n e ct e d, a n d G a ct s o n e a c h c o m p o n e nt of ∂ e V .
B y L e m m a 3. 5, t h e h ′ c a n b e f u rt h er d ef or m e d s o t h at t h e m a p gi v e n b y
h → h ′|V f r o m G t o A ut (V ) i s a gr o u p m o n o m or p hi s m. S o t h e G - a cti o n
e xt e n d s t o V . B el o w w e a s s u m e t h at V ≠ X ′.

B y T h e or e m 3. 3, X ′ − V is i r r e d u ci bl e a n d b o u n d ar y i r r e d u ci bl e. It s
b o u n d ar y ∂ i V c o n si st s of ori e nt e d cl o s e d s u rf a c e s wit h g e n er a bi g g er t h a n
z er o. B e c a u s e t h e si n g ul ar s et of t h e or bif ol d V / G i s e m pt y or 1- di m e n si o n al,
t h e a cti o n o n e a c h c o m p o n e nt of ∂ i V gi v e n b y t h e st a bili z er i s f ait hf ul. N o w
G i s e m b e d d e d i n A ut (∂ i V ), a n d e a c h h i n G i s e xt e n d a bl e o v er X ′ − V
w . r.t. t h e i n cl u si o n m a p.

S t e p 3. L et Y 1 , . . . , Yn b e all t h e c o m p o n e nt s of X ′ − V . B e c a u s e e a c h
h i n G e xt e n d s t o s o m e h ′ i n A ut (X ′ − V ), t h e G - a cti o n o n ∂ i V i n d u c e s
p er m ut ati o n s o n { ∂ Y 1 , . . . , ∂ Yn } . L et H b e t h e s et wi s e st a bili z er of ∂ Y 1 i n
G , { ∂ Y 1 , . . . , ∂ Ym } b e t h e or bit of ∂ Y 1 , a n d G = m

i= 1 h i H wit h h i (∂ Y 1 ) =
∂ Y i f or 1 ≤ i ≤ m . N ot e t h at G a n d H a ct f ait hf ull y o n m

i= 1 ∂ Y i a n d ∂ Y 1 ,
r e s p e cti v el y. L et W = m

i= 1 Y i , t h e n G a n d H ar e e m b e d d e d i n A ut (∂ W ),
a n d e a c h h i n G e xt e n d s t o s o m e h ′ i n A ut (W ).

Si n c e h ′
i |Y 1

: Y 1 → Y i i s a di ff e o m or p hi s m, w hi c h e xt e n d s h i |∂ Y 1
, if t h e

H - a cti o n o n ∂ Y 1 e xt e n d s t o Y 1 , t h e n b y L e m m a 3. 8, t h e G - a cti o n o n ∂ W
e xt e n d s o v er W . I n g e n er al, w e will s h o w t h at t h e H - a cti o n o n ∂ Y 1 c a n
e xt e n d o v er a 3- m a nif ol d W 1 o bt ai n e d f r o m Y 1 b y s u r g eri e s. T h e n, si n c e h ′

i |Y 1

i d e nti fi e s Y 1 wit h Y i , t h er e i s a W i o bt ai n e d f r o m Y i a n d a di ff e o m or p hi s m
W 1 → W i t h at al s o e xt e n d s h i |∂ Y 1

. H e n c e, t h e G - a cti o n o n ∂ W c a n e xt e n d
o v er t h e m o di fi e d 3- m a nif ol d m

i= 1 W i .
F or si m pli cit y, b el o w w e d e n ot e Y 1 b y Y , a n d w e n e e d t o s h o w t h at t h e

H - a cti o n o n ∂ Y e xt e n d s o v er a m o di fi e d 3- m a nif ol d.
C a s e 1. ∂ Y c o nt ai n s a t or u s.
B e c a u s e M i s Σ1 - s plitt a bl e, ∂ Y i s t h e t or u s. B y L e m m a 2. 1, w e h a v e

a n e s s e nti al si m pl e cl o s e d c u r v e c i n ∂ Y s o t h at [ c ] = 0 i n H 1 (Y, Q ). T h e n
[h (c )] = 0 f or e a c h h i n H , b e c a u s e h ′(Y ) = Y . H e n c e, b y L e m m a 2. 1, h (c )
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is i s ot o pi c t o c i n ∂ Y . A c c or di n g t o D e fi niti o n 2. 2, w e r e pl a c e Y b y a s oli d
t or u s P . Si n c e b ot h c a n d h (c ) b o u n d di s k s i n P , h |∂ Y e xt e n d s o v er P f or
e a c h h i n H . S o, b y L e m m a 3. 5, t h e H - a cti o n o n ∂ Y e xt e n d s o v er P .

C a s e 2. E a c h c o m p o n e nt of ∂ Y h a s g e n u s bi g g er t h a n o n e.
N ot e t h at Y i s i r r e d u ci bl e a n d b o u n d ar y i r r e d u ci bl e. B y T h e or e m 3. 4,

w e h a v e a c oll e cti o n T of p r o p erl y e m b e d d e d t ori a n d a n n uli i n Y , s o t h at
e a c h pi e c e Z o bt ai n e d b y c utti n g Y al o n g s u rf a c e s i n T b el o n g s t o o n e of
t h e t h r e e t y p e s: (i) H y p er b oli c; (ii) I - b u n dl e; (iii) S eif ert fi b er e d s p a c e.

S u b c a s e 2. 1. T c o nt ai n s o nl y t ori. I n t hi s c a s e, l et T b e t h e u ni o n of
t h e t ori i n T . ( N ot e t h at T i s a s et of t ori, w hil e T i s t h e u ni o n of t h e t ori
i n T .)

B y T h e or e m 3. 4, f or e a c h h i n H , t h e h ′ i n A ut (Y ) c a n b e d ef or m e d
t o k e e p T i n v ari a nt s et wi s e, b y a n i s ot o p y fi xi n g ∂ Y . B e c a u s e M i s Σ1 -
s plitt a bl e, ∂ Y li e s i n a si n gl e pi e c e Z . Si n c e c o m p o n e nt s of ∂ Y h a v e g e n er a
bi g g er t h a n o n e, Z i s n ot a S eif ert m a nif ol d. If Z i s a n I - b u n dl e, t h e n it
i s a n I - b u n dl e o v er a cl o s e d s u rf a c e. S o it i s Y , a n d b y L e m m a 3. 6, t h e
H - a cti o n o n ∂ Y c a n e xt e n d o v er Y . If Z i s h y p er b oli c, t h e n a c c or di n g t o
L e m m a 3. 1 0, ∂ Y Z = ∂ Y , a n d t h e h ′ c a n b e f u rt h er d ef or m e d s o t h at t h e
m a p gi v e n b y h → h ′|Z f r o m H t o A ut (Z ) i s a gr o u p m o n o m or p hi s m. S o t h e
H - a cti o n e xt e n d s o v er Z . If T ≠ ∅ , t h e n H i s e m b e d d e d i n A ut (∂ Z − ∂ Y )
a s i n St e p 2. Si n c e ∂ Z − ∂ Y i s a u ni o n of t ori, b y t h e ar g u m e nt i n C a s e
1, Y − Z c a n b e r e pl a c e d b y a u ni o n of s oli d t ori s o t h at t h e H - a cti o n c a n
e xt e n d f u rt h er o v er it.

S u b c a s e 2. 2. T c o nt ai n s a n n uli. L et A d e n ot e t h e u ni o n of all t h e a n n uli
i n T , l et N b e a t u b ul ar n ei g h b or h o o d of t h e u ni o n of s u rf a c e s i n T .

B e c a u s e H i s fi nit e, w e c a n c h o o s e a H -i n v ari a nt h y p er b oli c st r u ct u r e
o n ∂ Y . E a c h ci r cl e i n ∂ A i s i s ot o pi c t o a cl o s e d g e o d e si c i n ∂ Y , w h e r e n o n-
i s ot o pi c o n e s c or r e s p o n d t o di sj oi nt g e o d e si c s. F or e a c h s u c h cl o s e d g e o d e si c
c , s u p p o s e t h at t h er e ar e k (c ) ci r cl e s i n ∂ A i s ot o pi c t o c , t h e n w e c a n c h o o s e
k (c ) ci r cl e s i n ∂ Y , p ar all el a n d s u ffi ci e ntl y cl o s e t o c , s o t h at t h e u ni o n of all
t h e s e ci r cl e s i s i n v ari a nt u n d er t h e H - a cti o n. H e n c e, w e c a n c h o o s e A a n d
N s o t h at h (N ∩ ∂ Y ) = N ∩ ∂ Y f or e a c h h i n H .

B y T h e or e m 3. 4, f or e a c h h i n H , t h e h ′ i n A ut (Y ) c a n b e d ef or m e d t o
k e e p N i n v ari a nt s et wi s e, b y a n i s ot o p y fi xi n g ∂ Y . L et Z 1 ( w hi c h i s p o s si bl y
e m pt y) b e t h e u ni o n of all h y p er b oli c pi e c e s Z i n Y − N wit h ∂ Y Z ≠ ∅ .
B y L e m m a 3. 1 0, w e c a n (t o p ol o gi c all y) d ef or m h ′|Z 1

t o a di ff e o m or p hi s m
h ′

1 of Z 1 r el ati v e t o ∂ Y Z 1 , s o t h at t h e m a p d e fi n e d b y h |∂ Y Z 1
→ h ′

1 i s a
gr o u p m o n o m or p hi s m. H e n c e t h e H - a cti o n o n V e xt e n d s t o a n e w H - a cti o n
ϕ 1 : H → A ut (V ∪ Z 1 ). M or e o v er, e a c h ϕ 1 (h ) e xt e n d s t o a di ff e o m or p hi s m
of V ∪ Y , still c all e d h ′.
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L e t Z 2 ( w hi c h i s p o s si bl y e m pt y) b e t h e u ni o n of all I - b u n dl e s i n Y − N .
B y L e m m a 3. 6, w e c a n e xt e n d e a c h ϕ 1 (h ) t o g et a gr o u p m o n o m or p hi s m ϕ 2 :
H → A ut (V ∪ Z 1 ∪ Z 2 ). B y L e m m a 3. 9, f or e a c h h ∈ H , w e c a n c o n st r u ct
a n i s ot o p y H t b et w e e n ϕ 2 (h ) a n d h ′|V ∪ Z 1 ∪ Z 2

, s o t h at H t i s e q u al t o ϕ 1 (h )
o n ( V ∪ Z 1 ) × { t} .

L et T 2 b e t h e u ni o n of t h e t or u s c o m p o n e nt of ∂ (V ∪ Z 1 ∪ Z 2 ). T h e n
ϕ 2 (h ) a n d h ′|V ∪ Z 1 ∪ Z 2

i n d u c e i s ot o pi c m a p s o n T 2 . B y t h e ar g u m e nt i n C a s e
1, w e c a n fill T 2 wit h s oli d t ori, s o t h at ϕ 2 (H ) e xt e n d s o v er t h e s e s oli d t ori.
O u r c o n cl u si o n f oll o w s b y L e m m a 3. 5. □

I n w h at f oll o w s, w e di s c u s s s o m e g e n er ali z ati o n s of T h e or e m 3. 1.
1. We c a n r e pl a c e Σ g b y a n y c o m p a ct c o n n e ct e d 3- m a nif ol d N . T h e

e xt e n d a bl e a ut o m or p hi s m s a n d e xt e n d a bl e s u b gr o u p s i n A ut (N ) c a n b e d e-
fi n e d a s t h e s u rf a c e c a s e. T h e p r o of i s al m o st t h e s a m e, e x c e pt t h at n o w w e
c h o o s e X a s a c o m p o n e nt of M − N , a n d f or e a c h p o s si bl e X w e c o n si d er t h e
s et wi s e st a bili z er of ∂ X i n G , w h er e G i s n at u r all y e m b e d d e d i n A ut (∂ N ).

We c a n al s o r e pl a c e Σ g b y a n y c o m p a ct c o n n e ct e d s u rf a c e. L et Σ d e n ot e
s u c h a n ori e nt e d s u rf a c e. We c a n fi r st e xt e n d t h e G - a cti o n t o a n ori e nt e d
I - b u n dl e o v er Σ e m b e d d e d i n M , t h e n e xt e n d t h e G - a cti o n t o a r e g ul ar
n ei g h b or h o o d of Σ. T hi s l e a d s t o t h e c a s e of c o m p a ct 3- m a nif ol d s.

L et Π b e a c o m p a ct c o n n e ct e d n o n ori e nt a bl e s u rf a c e e m b e d d e d i n a n
ori e nt e d 3- m a nif ol d M , a n d A ut ( Π) b e it s a ut o m or p hi s m gr o u p. T h e n w e
c a n d e fi n e e xt e n d a bl e a ut o m or p hi s m s a n d e xt e n d a bl e s u b gr o u p s i n A ut ( Π)
si mil arl y. Si n c e M i s ori e nt e d t h e s u rf a c e e ( Π) i s o n e- si d e d. I n M , w e c a n
c h o o s e a n ori e nt e d I - b u n dl e Z o v e r Π a n d a s s u m e t h at f or e a c h h i n G t h e
h ′ i n A ut (M ) pr e s er v e s Z a n d t h e b u n dl e st r u ct u r e. B e c a u s e t h e ∂ I - b u n dl e
∂ I Z i s a n ori e nt a bl e d o u bl e c o v er of Π, e a c h h h a s t w o lift s i n A ut (∂ I Z ),
a n d t h e y di ff er b y t h e c o v eri n g t r a n sf or m ati o n. Si n c e h ′ p r e s er v e s t h e t w o
si d e s of ∂ I Z , t h e r e st ri cti o n of h ′ o n ∂ I Z i s t h e ori e nt ati o n- p r e s er vi n g lift of
h . H e n c e t h e G - a cti o n c a n e xt e n d t o a r e g ul ar n ei g h b or h o o d of Π.

Cl e arl y w e c a n r e pl a c e Σ g b y S 1 or I . H e n c e w e h a v e t h e f oll o wi n g r e s ult.

T h e o r e m 3. 1 1. Gi v e n a Σ 1 - s plitt a bl e M i n M , a c o m p a ct c o n n e ct e d m a n-
if ol d N , a n d a fi nit e s u b g r o u p G i n A ut (N ), if t h e r e i s a n e m b e d di n g
e : N → M s o t h at e a c h el e m e nt of G i s e xt e n d a bl e o v e r M wit h r e s p e ct t o
e , t h e n t h e r e e xi st s M ′ i n M s o t h at M ⪰ M ′ a n d G i s e xt e n d a bl e o v e r M ′.

2. T h e or e m 3. 1 1 will still h ol d if ori e nt ati o n-r e v er si n g a ut o m or p hi s m s ar e
a d d e d i nt o A ut (N ) a n d A ut (M ), w h e n w e d e fi n e “ e xt e n d a bl e ” s uit a bl y. N ot e

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.



✐

✐

“ 6- Ni ” — 2 0 2 4 / 1 0 / 1 1 — 1 7: 1 0 — p a g e 9 0 9 — # 2 1
✐

✐

✐

✐

✐

✐

E xt e n di n g p eri o di c a ut o m or p hi s m s of s u rf a c e s t o 3- m a nif ol d s 9 0 9

th at all t h e r e s ult s li st e d aft e r T h e or e m 3. 1 ar e still v ali d w h e n ori e nt ati o n-
r e v er si n g el e m e nt s ar e a d d e d i nt o t h e gr o u p s i n v ol v e d. T h e p r o of s of L e m-
m a 3. 5 a n d L e m m a 3. 6 will al s o h ol d, aft er s o m e s m all c h a n g e s. F or e x a m pl e,
i n t h e p r o of of L e m m a 3. 6, φ in C a s e 2 c a n b e 2-t o- 1 n o w, a n d w e c a n u s e
ar g u m e nt s a s i n C a s e 3 t o d e al wit h it. T h e p r o of s of ot h er l e m m a s ar e
al m o st t h e s a m e.

I n t h e c a s e of c o m p a ct 3- m a nif ol d s, t h e p r o of i s al s o v ali d. N ot e t h at
i n e a c h st e p i n t h e p r o of, h i s ori e nt ati o n-r e v er si n g if a n d o nl y if h ′ i s
ori e nt ati o n-r e v er si n g. I n t h e c a s e s of c o m p a ct s u rf a c e s, w e n e e d m or e di s-
c u s si o n s.

F or t h e ori e nt e d s u rf a c e Σ, w e c a n d e fi n e a m a p ρ : G → Z 2 s o t h at
ρ (h ) = 0 if a n d o nl y if t h e el e m e nt h ′ c or r e s p o n di n g t o h p r e s er v e s t h e t w o
si d e s of e ( Σ). F or t h e n o n ori e nt a bl e s u rf a c e Π, w e c a n d e fi n e a m a p ρ : G →
Z 2 s o t h at ρ (h ) = 0 if a n d o nl y if t h e el e m e nt h ′ c or r e s p o n di n g t o h p r e s er v e s
t h e ori e nt ati o n of M . N ot e t h at f or Π w e h a v e a n ori e nt e d I - b u n dl e Z o v e r
it, a n d h ′ i s ori e nt ati o n- p r e s er vi n g o n M if a n d o nl y if t h e r e st ri cti o n of h ′

o n ∂ I Z i s ori e nt ati o n- pr e s er vi n g.
If t h e m a p ρ i s a gr o u p h o m o m or p hi s m, t h e n t h e G - a cti o n e xt e n d s t o

a r e g ul ar n ei g h b or h o o d of e ( Σ) ( r e s p. e ( Π)). T hi s l e a d s t o t h e c a s e of c o m-
p a ct 3- m a nif ol d s. Ot h e r wi s e, t h e i d e ntit y o n Σ ( r e s p. Π) c a n e xt e n d t o a n
a ut o m or p hi s m of M t h at e x c h a n g e s t h e t w o si d e s ( r e s p. r e v er s e s t h e ori e n-
t ati o n). T h e n e v e r y el e m e nt i n G c a n e xt e n d t o a n a ut o m or p hi s m of M t h at
p r e s er v e s t h e t w o si d e s ( r e s p. p r e s er v e s t h e ori e nt ati o n), a n d t h e p r o of c a n
b e fi ni s h e d a s t h e p r e vi o u s c a s e.

F or p eri o di c a ut o m or p hi s m s, si mil ar ar g u m e nt s c a n s h o w t h e f oll o wi n g
t h e or e m, w h er e w h e n N i s a s u rf a c e, it i s p o s si bl e t h at f h a s o d d or d e r
w hil e f ′ r e v er s e s t h e ori e nt ati o n of M , i n w hi c h c a s e φ (f ) h a s or d er t wi c e
t h e or d er of f .

T h e o r e m 3. 1 2. If a p e ri o di c a ut o m o r p hi s m f of a c o m p a ct c o n n e ct e d m a n-
if ol d N e xt e n d s t o a n a ut o m o r p hi s m f ′ of a Σ 1 - s plitt a bl e M i n M , t h e n t h e r e
e xi st s M ′ i n M s o t h at M ⪰ M ′, f e xt e n d s t o a p e ri o di c a ut o m o r p hi s m φ (f )
of M ′, a n d φ (f ) p r e s e r v e s t h e o ri e nt ati o n of M ′ if a n d o nl y if f ′ p r e s e r v e s
t h e o ri e nt ati o n of M .

4. Cl a s si fi c a ti o n of e x t e n d a bl e c y cli c a c ti o n s

I n t hi s s e cti o n, w e fi r st p r o v e T h e or e m 1. 5, t h e n w e gi v e s o m e e x a m pl e s.
A c c or di n g t o t h e or bif ol d t h e or y, w hi c h i s d e v el o p e d a n d c ar ef ull y di s-

c u s s e d i n [ T h] a n d [ B M P], t w o s u b gr o u p s G a n d G ′ i n A ut ( Σ g ) ar e c o nj u g at e
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in t h e e xt e n d e d a ut o m or p hi s m gr o u p A ut ± ( Σ g ), t h e gr o u p of all ( p o s si bl y
ori e nt ati o n-r e v er si n g) a ut o m or p hi s m s of Σ g , if a n d o nl y if t h er e e xi st a n i s o-
m or p hi s m η : G → G ′ a n d a n or bif ol d h o m e o m or p hi s m τ : Σg / G → Σ g / G ′

s o t h at η ◦ ψ = ψ ′ ◦ τ ∗ , w h er e ψ : π 1 ( Σ g / G ) → G a n d ψ ′ : π 1 ( Σ g / G ′) → G ′

ar e t h e e pi m or p hi s m s c or r e s p o n di n g t o G a n d G ′ r e s p e cti v el y, a n d τ ∗ :
π 1 ( Σ g / G ) → π 1 ( Σ g / G ′) i s t h e i n d u c e d m a p of τ . M or e o v er, G a n d G ′ ar e
c o nj u g at e i n A ut ( Σ g ) if a n d o nl y if τ i s ori e nt ati o n- p r e s er vi n g.

We writ e t h e gr o u p l a w of t h e c y cli c gr o u p Z m m ulti pli c ati v el y. S o t h e
i d e ntit y el e m e nt i n Z m will b e 1. T h e f oll o wi n g L e m m a 4. 1 i s a c o n s e q u e n c e
of t h e C hi n e s e r e m ai n d er t h e or e m. We l e a v e it s p r o of t o t h e r e a d er.

L e m m a 4. 1. L et m, p, q b e p o siti v e i nt e g e r s wit h g c d( p, q ) = 1. Gi v e n a
g e n e r at o r h of t h e g r o u p Z m p q a n d el e m e nt s a a n d b i n Z m p q wit h o r d e r s p
a n d q r e s p e cti v el y, t h e r e i s a n a ut o m o r p hi s m η of Z m p q s o t h at η (a ) = h m q

a n d η (b ) = h m p .

L e m m a 4. 2. L et F b e t h e 2- o r bif ol d h a vi n g u n d e rl yi n g s p a c e Σ r a n d s
si n g ul a r p oi nt s of i n di c e s n 1 , . . . , ns . A c c o r di n g t o Fi g u r e 2, π 1 (F ) h a s t h e
p r e s e nt ati o n

α 1 , β1 , . . . , αr , βr , γ1 , . . . , γs

r

i= 1

[α i , βi ]

s

j = 1

γ j = 1 , γn k

k = 1 , 1 ≤ k ≤ s .

Fi g u r e 2: G e n er at or s of π 1 (F ).

L et ψ : π 1 (F ) → Z m b e a fi nit el y-i nj e cti v e e pi m o r p hi s m, a n d h b e a g e n-
e r at o r of Z m . T h e n t h e r e i s a n a ut o m o r p hi s m τ of F s o t h at ψ ◦ τ ∗ (α 1 ) = h ,
ψ ◦ τ ∗ (α i ) = 1 f o r 2 ≤ i ≤ r , ψ ◦ τ ∗ (β i ) = 1 f o r 1 ≤ i ≤ r , a n d ψ ◦ τ ∗ (γ j ) =
ψ (γ j ) f o r 1 ≤ j ≤ s .

P r o of. If r = 0, t h e n l et τ b e t h e i d e ntit y. B el o w w e a s s u m e t h at r ≥ 1.
N ot e t h at w e d o n ot n e e d t o c o n si d er t h e b a s e p oi nt, b e c a u s e Z m i s

a b eli a n. I n f a ct, ψ f a ct or s t h r o u g h H 1 (F ), s o w e oft e n a b u s e t h e n ot ati o n b y

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.
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r e g ar di n g ψ a s a m a p H 1 (F ) → Z m . We will al s o u s e α i , β i , γ j , 1 ≤ i ≤ r ,
1 ≤ j ≤ s t o d e n ot e t h e l o o p s p r e s e nti n g t h e m.

L et n b e t h e l e a st c o m m o n m ulti pl e of n 1 , . . . , ns . Si n c e ψ i s i nj e cti v e o n
fi nit e s u b gr o u p s of π 1 (F ), t h e s u b gr o u p of Z m g e n er at e d b y ψ (γ 1 ), . . . , ψ(γ s )
h a s or d er n . B el o w w e will c o n si d er sli d e s a n d D e h n t wi st s o n F al o n g t h e
l o o p s α i a n d β i f or 1 ≤ i ≤ r . Fi g u r e 3 s h o w s a s k et c h of sli d e s, w h er e w e o mit
t h e i n di c e s of t h e si n g ul ar p oi nt s. T h e l eft t w o pi ct u r e s i n di c at e t h e sli d e of
si n g ul ar p oi nt s, a n d t h e ri g ht t w o pi ct u r e s i n di c at e t h e sli d e of h a n dl e s.

Fi g u r e 3: Sli d e of si n g ul ar p oi nt s a n d sli d e of h a n dl e s.

If m = n , t h e n ψ i s s u rj e cti v e o n ⟨γ 1 , . . . , γs ⟩. E a c h si n g ul ar p oi nt of F
c a n sli d e al o n g t h e l o o p α i or β i . C o n si d er t h e si n g ul ar p oi nt c or r e s p o n di n g
t o γ k . T h e sli d e of it al o n g α i will c h a n g e ψ (β i ) t o ψ (β i γ

± 1
k ) a n d n ot a ff e ct t h e

ψ (β j ) wit h j ≠ i, ψ (α j ) wit h 1 ≤ j ≤ r a n d ψ (γ j ) wit h 1 ≤ j ≤ s . Si mil arl y,
t h e sli d e of it al o n g β i will o nl y a ff e ct ψ (α i ). H e n c e, w e c a n c h a n g e ψ (α i )
a n d ψ (β i ) f or 1 ≤ i ≤ r t o t h e r e q ui r e d v al u e s, a n d τ c a n b e a c o m p o siti o n
of sli d e s of si n g ul ar p oi nt s.

If m > n , t h e n w e al s o n e e d sli d e s of h a n dl e s a n d D e h n t wi st s. T h e D e h n
t wi st al o n g α i will c h a n g e ψ (β i ) t o ψ (β i α

± 1
i ) a n d n ot a ff e ct t h e ψ (β j ) wit h

j ≠ i, ψ (α j ) wit h 1 ≤ j ≤ r a n d ψ (γ j ) wit h 1 ≤ j ≤ s . Si mil arl y, t h e D e h n
t wi st al o n g β i will o nl y p o s si bl y a ff e ct ψ (α i ). H e n c e, w e c a n c h a n g e ψ (β i )
f or 1 ≤ i ≤ r t o 1 b y D e h n t wi st s al o n g α i a n d β i . T h e n, f or i a n d k wit h
k ≠ i, t h e r e i s a sli d e of a h a n dl e al o n g t h e l o o p β i , s o t h at it c h a n g e s ψ (α i )
t o ψ (α i α

± 1
k ) a n d d o e s n ot a ff e ct t h e ψ (α j ) wit h j ≠ i, ψ (β j ) wit h j ≠ k a n d

ψ (γ j ) wit h 1 ≤ j ≤ s . T h e sli d e will al s o n ot a ff e ct ψ (β k ), b e c a u s e n o w e a c h
ψ (β i ) i s 1. H e n c e, w e c a n f u rt h er c h a n g e ψ (α i ) f or 2 ≤ i ≤ r t o 1 b y sli d e s
of h a n dl e s.

We al s o n e e d t o c h a n g e ψ (α 1 ) t o h . Si n c e ψ i s s u rj e cti v e, t h e ψ (α 1 )
a n d ψ (γ j ) wit h 1 ≤ j ≤ s t o g et h er g e n er at e Z m . We c a n u s e t h e D e h n t wi st s

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.
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al o n g α 1 a n d β 1 t o g et h er wit h t h e sli d e s of si n g ul ar p oi nt s al o n g α 1 a n d β 1 t o
c h a n g e ψ (α 1 ) t o h . T hi s p r o c e s s will p o s si bl y c h a n g e ψ (β 1 ), b ut w e c a n u s e
t h e D e h n t wi st s al o n g α 1 t o c h a n g e ψ (β 1 ) t o 1. H e n c e, w e c a n c h a n g e ψ (α i )
a n d ψ (β i ) f or 1 ≤ i ≤ r t o t h e r e q ui r e d v al u e s, a n d τ c a n b e a c o m p o siti o n
of sli d e s of si n g ul ar p oi nt s, sli d e s of h a n dl e s, a n d D e h n t wi st s. □

P r o of of T h e o r e m 1. 5. W e fi r s t s h o w t h e “ o nl y if ” p a r t.
L et G b e a fi nit e c y cli c s u b gr o u p i n A ut ( Σ g ) t h at i s e xt e n d a bl e o v er S 3 .

T h e n, b y t h e or bif ol d t h e or e m a n d t h e g e o m et ri z ati o n t h e or e m ( s e e [ B M P]
a n d [ P e]), w e c a n a s s u m e t h at t h e m o n o m or p hi s m ϕ m a p s G i nt o S O ( 4).
H e n c e, w e c a n g et a n e m b e d di n g of t h e 2- or bif ol d F = Σ g / G i n t h e s p h eri c al
3- or bif ol d O = S 3 / ϕ (G ). D e n ot e t hi s e m b e d di n g b y e .

W e c a n i d e ntif y S 3 wit h t h e s et { (z 1 , z2 ) ∈ C 2 | |z 1 |2 + |z 2 |2 = 1 } , a n d
l et h b e a g e n e r at or of G . T h e n w e c a n a s s u m e t h at ϕ (h ) h a s t h e f or m

ϕ (h ) : (z 1 , z2 ) → e i θ 1 z 1 , ei θ 2 z 2 .

S u p p o s e t h at G h a s or d er n , t h e n t h er e ar e i nt e g e r s l1 a n d l2 s o t h at θ 1 =
2 πl 1 / n a n d θ 2 = 2 πl 2 / n . N ot e t h at t h e gr e at e st c o m m o n di vi s or of l1 , l2 , n i s
1, ot h er wi s e t h e or d er of G will b e s m all er t h at n . N o w a s s u m e t h at z 1 z 2 ≠ 0,
a n d t h e r e e xi st s a p o siti v e i nt e g er k s o t h at ϕ (h ) k ((z 1 , z2 )) = ( z 1 , z2 ). T h e n
n | k , s o t h e i m a g e of (z 1 , z2 ) i n O i s a r e g ul ar p oi nt. F or (z 1 , 0) or ( 0 , z2 ),
t h e i m a g e i n O h a s i n d e x g c d( l1 , n) or g c d( l1 , n), r e s p e cti v el y. H e n c e, s u c h
a n i m a g e i s a r e g ul ar p oi nt if a n d o nl y if t h e c or r e s p o n di n g gr e at e st c o m m o n
di vi s or i s 1.

L et p = g c d( l1 , n) a n d q = g c d( l2 , n), t h e n g c d( p, q ) = 1. T h e si n g ul ar
s et of O c o n si st s of at m o st t w o ci r cl e s wit h i n di c e s p a n d q . S o cl e arl y
n 1 , . . . , ns b el o n g t o { p, q } . Si n c e e (F ) s e p ar at e s O , e a c h of p a n d q i s v al u e d
e v e n ti m e s. T h e n, t h e si n g ul ar p oi nt s of e (F ) i n e a c h si n g ul ar ci r cl e of O c a n
b e p artiti o n e d i nt o p ai r s s o t h at t h e c o n diti o n s ( b) a n d ( c) i n T h e or e m 1. 5
ar e s ati s fi e d.

T h e n w e s h o w t h e “if ” p a r t.
S u p p o s e t h at t h e or bif ol d F = Σ g / G a n d t h e fi nit el y-i nj e cti v e e pi m or-

p hi s m ψ s ati sf y t h e t h r e e c o n diti o n s ( a), ( b), ( c) i n T h e or e m 1. 5. T h e n, b y
( a), e a c h ψ (γ k ) i s eit h er a n el e m e nt of or d er p or a n el e m e nt of or d er q . B y
( b), all t h e ψ (γ k ) wit h or d er p ( r e s p. q ) h a v e at m o st t w o p o s si bl e v al u e s.
S o, b y ( c) a n d L e m m a 4. 1, t h e v al u e s of ψ (γ k ) c a n b e d et er mi n e d, u p t o
a ut o m or p hi s m s of G . N ot e t h at f or a n y t w o si n g ul ar p oi nt s i n F wit h t h e
s a m e i n d e x, t h er e e xi st s a n a ut o m or p hi s m of F w hi c h e x c h a n g e s t h e m a n d
k e e p s t h e ot h er si n g ul ar p oi nt s fi x e d. H e n c e, c o m bi n e d wit h L e m m a 4. 2, w e
c a n a s s u m e t h at ψ s ati s fi e s t h e f oll o wi n g c o n diti o n s.
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(1) ψ (α 1 ) = h , ψ (α i ) = 1 f or 2 ≤ i ≤ r , ψ (β i ) = 1 f or 1 ≤ i ≤ r ;

( 2) ψ (γ j ) = h m q f or 1 ≤ j ≤ s 1 , ψ (γ j ) = h − m q f or s 1 + 1 ≤ j ≤ 2 s 1 ,
ψ (γ j ) = h m p f or 2s 1 + 1 ≤ j ≤ 2 s 1 + s 2 , ψ (γ j ) = h − m p f or 2s 1 + s 2 +
1 ≤ j ≤ s .

H er e h i s a g e n er at or of G ; s 1 , s2 ≥ 0 ar e t w o i nt e g er s s u c h t h at 2 s 1 +
2 s 2 = s . Si n c e ψ i s fi nit el y-i nj e cti v e, w e h a v e a n i nt e g er m s u c h t h at m p q
e q u al s t h e or d er of G , w h er e p = 1 ( r e s p. q = 1) if s 1 = 0 ( r e s p. s 2 = 0).

H e n c e, w h e n F i s a t or u s wit h n o si n g ul ar p oi nt s, u p t o c o nj u g a c y, t h e
G - a cti o n o n Σ1 i s d et er mi n e d b y t h e or d er of G , a n d it i s e xt e n d a bl e o v er
S 3 ; ot h er wi s e, u p t o c o nj u g a c y, t h e G - a cti o n o n Σg i s c o m pl et el y d et er mi n e d
b y Σ g / G , a n d w e n e e d t o s h o w t h at s u c h a G - a cti o n i s e xt e n d a bl e o v er S 3 .

F or a n y 2- or bif ol d F a n d fi nit el y-i nj e cti v e e pi m or p hi s m ψ : π 1 (F ) → Z n

t h at s ati sf y c o n diti o n s ( a), ( b) a n d ( c), w e will c o n st r u ct a n e xt e n d a bl e c y cli c
a cti o n of or d er n i n E x a m pl e 4. 3 s u c h t h at it s c or r e s p o n di n g or bif ol d i s F .
B y t h e “ o nl y if ” p art, t hi s n e w a cti o n al s o s ati s fi e s t h e t h r e e c o n diti o n s, a n d
h e n c e i s c o nj u g at e t o t h e G - a cti o n b y t h e a b o v e ar g u m e nt s. Si n c e i n E x a m-
pl e 4. 3 all t h e s u rf a c e s i n S 3 ar e H e e g a ar d s u rf a c e s, w e h a v e t h e “ m or e o v er ”
p art of T h e or e m 1. 5. □

E x a m pl e 4. 3. L et F b e t h e 2- or bif ol d h a vi n g u n d erl yi n g s p a c e Σ r , 2s 1

si n g ul ar p oi nt s of i n d e x p , a n d 2s 2 si n g ul ar p oi nt s of i n d e x q , w h er e s 1 , s2 ar e
n o n n e g ati v e i nt e g er s, p, q ar e c o- p ri m e p o siti v e i nt e g er s, a n d s 1 = 0 ( r e s p.
s 2 = 0) if a n d o nl y if p = 1 ( r e s p. q = 1). T h er e e xi st s a fi nit el y-i nj e cti v e
e pi m or p hi s m ψ : π 1 (F ) → Z n if a n d o nl y if o n e of t h e f oll o wi n g c o n diti o n s
h ol d s.

( 1) r = 0 a n d n = p q ;

( 2) r ≥ 1 a n d n = m p q f or s o m e p o siti v e i nt e g er m .

I n e a c h c a s e, w e will c o n st r u ct a Z n - a cti o n o n a cl o s e d s u rf a c e b el o w s u c h
t h at it s c or r e s p o n di n g or bif ol d i s or bif ol d h o m e o m or p hi c t o F . T h e a cti o n
i s e xt e n d a bl e o v er S 3 a n d it s c or r e s p o n di n g e m b e d d e d s u rf a c e i s a H e e g a ar d
s u rf a c e.

We i d e ntif y S 3 wit h t h e s et { (z 1 , z2 ) ∈ C 2 | |z 1 |2 + |z 2 |2 = 1 } . L et θ q
m =

2 π / m q a n d θ p
m = 2 π / m p w h er e m = n / (p q ). L et h p, q

m b e t h e i s o m et r y of S 3

d e fi n e d b y

h p, q
m : (z 1 , z2 ) → e i θ q

m z 1 , ei θ p
m z 2 .

Cl e arl y h p, q
m h a s or d er m p q . L et T b e t h e s et { (z 1 , z2 ) ∈ S 3 | |z 1 | = |z 2 | }. T h e n

T i s a t or u s i n S 3 , w hi c h i s i n v ari a nt s et wi s e u n d er t h e a cti o n of ⟨h p, q
m ⟩. L et ϵ

F or t h e a ut h or's p ers o n al us e o nl y.
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b e a s u ffi ci e ntl y s m all p o siti v e n u m b er, f or e x a m pl e ϵ < ( 1 0 0 n (s 1 + 1)( s 2 +
1)) − 1 .

Fi g u r e 4: P art of Γ p , q
s 1 , s2 a n d Γ p, q

s 1 , s2 , m i n S 3 − { (− 1 , 0) } .

I n t h e c a s e of ( 1), w e c o n n e ct t h e p oi nt (
√

2 / 2 ,
√

2 / 2) t o t h e p oi nt s
(e i k ϵ , 0) a n d ( 0 , eil ϵ ) f or 1 ≤ k ≤ s 1 a n d 1 ≤ l ≤ s 2 b y t h e s h ort e st g e o d e si c s
i n S 3 . T h e l eft pi ct u r e i n Fi g ur e 4 s h o w s a s k et c h of t h e c o n st r u cti o n. T h e
u ni o n of t h e or bit s of t h e s e g e o d e si c s u n d er t h e a cti o n of ⟨h p, q

1 ⟩ f or m s a
gr a p h Γ p, q

s 1 , s2 , a n d w e c a n c h o o s e a n i n v ari a nt r e g ul ar n ei g h b or h o o d of Γp, q
s 1 , s2 .

D e n ot e it s b o u n d ar y b y Σ p, q
s 1 , s2 . T h e n t h e or bif ol d Σp, q

s 1 , s2 / ⟨h p, q
1 ⟩ i s or bif ol d

h o m e o m or p hi c t o F .
I n t h e c a s e of ( 2), w e c o n n e ct (e i k ϵ

√
2 / 2 ,

√
2 / 2) t o ( e i k ϵ , 0) f or 1 ≤ k ≤ s 1 ,

a n d c o n n e ct (
√

2 / 2 , e il ϵ
√

2 / 2) t o ( 0 , eil ϵ ) f or 1 ≤ l ≤ s 2 , b y t h e s h ort e st
g e o d e si c s i n S 3 . T h e ri g ht pi ct u r e i n Fi g u r e 4 s h o w s a s k et c h of t h e c o n-
st r u cti o n. T h e u ni o n of t h e or bit s of t h e s e g e o d e si c s u n d er t h e a cti o n of
⟨h p, q

m ⟩ f or m s a gr a p h Γp, q
s 1 , s2 , m, w hi c h i s n ot c o n n e ct e d i n g e n er al. We c h o o s e

s u ffi ci e ntl y s m all di sj oi nt s p h er e s c e nt r e d at t h e v erti c e s of d e gr e e bi g g er t h a n
o n e. F or e a c h e d g e of t h e gr a p h w e c a n m a k e a t u b e al o n g it c o n n e cti n g t h e
s m all s p h er e s t o t h e t or u s T . T h e n w e c a n o bt ai n a cl o s e d s u rf a c e w hi c h i s
i n v ari a nt s et wi s e u n d er t h e a cti o n of ⟨h p, q

m ⟩. At e a c h p oi nt i n t h e or bit of
(
√

2 / 2 ,
√

2 / 2) w e c a n a d d r − 1 l o c al h a n dl e s t o t h e s u rf a c e e q ui v ari a ntl y.
D e n ot e t h e r e s ult b y Σ p, q, r

s 1 , s2 , m. T h e n Σp, q, r
s 1 , s2 , m/ ⟨h p, q

m ⟩ i s or bif ol d h o m e o m or p hi c
t o F .

N ot e t h at t h e s u rf a c e s Σ p, q
s 1 , s2 a n d Σ p, q, r

s 1 , s2 , m ar e all H e e g a ar d s u rf a c e s.
H e n c e t h e ⟨h p, q

1 ⟩- a cti o n o n Σp, q
s 1 , s2 a n d t h e ⟨h p, q

m ⟩- a cti o n o n Σp, q, r
s 1 , s2 , m gi v e all e x-

t e n d a bl e fi nit e c y cli c a cti o n s o n Σ g st at e d i n T h e or e m 1. 5. B y t h e Ri e m a n n –
H u r wit z f or m ul a,

2 − 2 g = n 2 − 2 r − 2 s 1 1 −
1

p
− 2 s 2 1 −

1

q
.
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S i n c e g c d(p, q ) = 1 a n d p q | n , w e c a n fi n d all s ol uti o n s (n, p, q, r, s 1 , s2 ) f or a
gi v e n g b y e n u m er ati o n. E s p e ci all y, w h e n s 1 = s 2 = 0, w e g et t h e st a n d ar d
f or m s of t h e f r e e fi nit e c y cli c a cti o n s o n Σg , w hi c h c or r e s p o n d t o t h e f a ct or s
of g − 1.

R e m a r k 4. 4. F or a fi nit e c y cli c s u b gr o u p G i n A ut ( Σ g ) t h at i s e xt e n d a bl e
o v er S 3 , t h e g e n er at or s of G ar e n ot c o nj u g at e t o e a c h ot h er i n g e n e r al. F or
t w o g e n er at or s h 1 a n d h 2 , l et η b e t h e a ut o m or p hi s m of G wit h η (h 1 ) = h 2 .
L et ψ : π 1 ( Σ g / G ) → G b e t h e fi nit el y-i nj e cti v e e pi m or p hi s m c or r e s p o n di n g
t o G . B y Ni el s e n’ s cl a s si fi c ati o n of p eri o di c a ut o m or p hi s m s of cl o s e d s u rf a c e s
( s e e [ Ni]), h 1 a n d h 2 ar e c o nj u g at e t o e a c h ot h er if a n d o nl y if η ◦ ψ (γ k ) =
ψ (γ k ) or η ◦ ψ (γ k ) = ψ (γ k ) − 1 f or 1 ≤ k ≤ s , e q ui v al e ntl y, t h er e e xi st s a n
or bif ol d a ut o m or p hi s m τ of Σ g / G s u c h t h at η ◦ ψ = ψ ◦ τ ∗ .

T o s e e t h e e q ui v al e n c e, if η ◦ ψ = ψ ◦ τ ∗ , t h e n η ◦ ψ (γ k ) = ψ ◦ τ ∗ (γ k ).
Si n c e τ ∗ (γ k ) i s c o nj u g at e t o s o m e γ j or γ − 1

j , w hi c h c or r e s p o n d s t o a si n g ul ar
p oi nt wit h or d er n j = n k . Si n c e t h e i m a g e of ψ i s c y cli c, b y T h e or e m 1. 5, w e
h a v e ψ ◦ τ ∗ (γ k ) = ψ (γ k ) or ψ (γ k ) − 1 . C o n v er s el y, b y T h e or e m 1. 5, w e c a n fi r st
fi n d τ 1 s o t h at η ◦ ψ (γ k ) = ψ ◦ τ 1 ∗ (γ k ) f or 1 ≤ k ≤ s , w h er e τ 1 i s a n or bif ol d
a ut o m or p hi s m e x c h a n gi n g si n g ul ar p oi nt s. B y L e m m a 4. 2, w e c a n a s s u m e
t h at ψ (α 1 ) = h 1 , ψ (α i ) = 1 f or 2 ≤ i ≤ r , a n d ψ (β i ) = 1 f or 1 ≤ i ≤ r . T h e n,
b y t h e p r o of of L e m m a 4. 2, w e c a n fi n d a n or bif ol d a ut o m or p hi s m τ 2 s o t h at
ψ ◦ τ 2 ∗ ◦ τ 1 ∗ = η ◦ ψ , a n d τ = τ 2 ◦ τ 1 i s t h e r e q ui r e d or bif ol d a ut o m or p hi s m.

H e n c e, t h e cl a s si fi c ati o n of ori e nt ati o n- p r e s er vi n g p eri o di c a ut o m or-
p hi s m s of Σ g t h at ar e e xt e n d a bl e o v er S 3 n e e d s a littl e m or e w or k.

A s t h e e n d of t h e p a p er, w e gi v e s o m e e x a m pl e s a n d q u e sti o n s a s ill u s-
t r ati o n s a n d s u p pl e m e nt s t o o u r t h e or e m s.

E x a m pl e 4. 5. We gi v e t w o p eri o di c a ut o m or p hi s m s of t h e h a n dl e b o d y of
g e n u s f o u r, w hi c h ar e n ot e xt e n d a bl e o v er S 3 . It i s n ot s o e a s y t o p r o v e t hi s
f a ct wit h o ut T h e or e m 1. 2 a n d T h e or e m 1. 5.

We fi r st c o n si d er t h e h a n dl e b o d y wit h t w o 0- h a n dl e s V 1 , V2 a n d fi v e
1- h a n dl e s E i f or 1 ≤ i ≤ 5. We will c o n st r u ct a p eri o di c a ut o m or p hi s m f
of or d er fi v e. It i s a 2 π / 5-r ot ati o n o n V 1 , i s a 4π / 5-r ot ati o n o n V 2 , a n d
p er m ut e s t h e fi v e 1- h a n dl e s s u c h t h at f (E i ) = E i+ 1 f or 1 ≤ i ≤ 5, w h er e
E 6 = E 1 . T h e n w e c a n e q ui v ari a ntl y att a c h t h e fi v e 1- h a n dl e s o nt o V 1 a n d
V 2 s u c h t h at e a c h E i i s a dj a c e nt t o e a c h of V 1 a n d V 2 . S e e t h e l eft pi ct u r e i n
Fi g u r e 5. T hi s gi v e s a n or d er fi v e p eri o di c a ut o m or p hi s m of t h e h a n dl e b o d y
of g e n u s f o u r. I nt uiti v el y, t h e m a p i s n ot e xt e n d a bl e o v er S 3 , b e c a u s e t h e
“r ot ati o n s p e e d s ” of t h e t w o 0- h a n dl e s ar e di ff er e nt. I n vi e w of o u r t h e or e m s,
t h e c o n diti o n ( b) i n T h e or e m 1. 5 i s n ot s ati s fi e d.
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Fi g u r e 5: A cti o n s o n t h e h a n dl e b o d y of g e n u s f o u r.

T h e n, c o n si d er t h e h a n dl e b o d y wit h t h r e e 0- h a n dl e s V 1 , V2 , V3 a n d si x
1- h a n dl e s E i f or 1 ≤ i ≤ 6. We will c o n st r u ct a p eri o di c a ut o m or p hi s m f of
or d er si x. It i s a 2 π / 6-r ot ati o n o n V 3 a n d it e x c h a n g e s V 1 a n d V 2 . It s s q u ar e
p r e s er v e s V 1 a n d V 2 , a n d i s a 2π / 3-r ot ati o n o n t h e m. It p er m ut e s t h e si x 1-
h a n dl e s s u c h t h at f (E i ) = E i+ 1 f or 1 ≤ i ≤ 6, w h er e E 7 = E 1 . T h e n w e c a n
e q ui v ari a ntl y att a c h t h e si x 1- h a n dl e s o nt o V 1 , V 2 , V 3 s u c h t h at e a c h of E 1 ,
E 3 , E 5 i s a dj a c e nt t o e a c h of V 1 a n d V 3 , a n d e a c h of E 2 , E 4 , E 6 i s a dj a c e nt
t o e a c h of V 2 a n d V 3 . S e e t h e ri g ht pi ct u r e i n Fi g u r e 5. T hi s gi v e s a n or d er
si x p eri o di c a ut o m or p hi s m of t h e h a n dl e b o d y of g e n u s f o u r. I nt uiti v el y, it
i s n ot e xt e n d a bl e o v er S 3 , b e c a u s e V 1 a n d V 2 c a n n ot b e e x c h a n g e d. I n t h e
vi e w of o u r t h e or e m s, t h e c o n diti o n ( a) i n T h e or e m 1. 5 i s n ot s ati s fi e d.

E x a m pl e 4. 6. B y t h e r e s ult i n [ W W Z Z], t h e m a xi m u m or d e r of fi nit e
s u b gr o u p s i n A ut ( Σ g ) t h at ar e e xt e n d a bl e o v er S 3 i s 6(g − 1) w h e n g i s
2 1 or 4 8 1. M or e o v er, t h e c or r e s p o n di n g e m b e d d e d s urf a c e s of s u c h gr o u p s
c a n n ot b e H e e g a ar d s u rf a c e s. H e n c e, t h e “ m or e o v er ” p art of T h e or e m 1. 5
d o e s n ot h ol d f or g e n er al fi nit e gr o u p a cti o n s. B el o w w e will gi v e a n e x pli cit
e x a m pl e a b o ut Σ 2 1 .

C o n si d er t w o s p h er e s i n R 3 c e nt er e d at t h e ori gi n wit h r a dii 1 / 2 a n d 2.
P r oj e ct a r e g ul ar d o d e c a h e d r o n c e nt er e d at t h e ori gi n o nt o t h e s p h er e s, a n d
d e n ot e t h e t w o i m a g e s b y P 1 a n d P 2 , w h er e P 2 i s t h e l ar g er o n e. Cl e arl y
t h e ori e nt ati o n- p r e s er vi n g i s o m et ri e s of t h e d o d e c a h e d r o n p r e s e r v e s P 1 ∪
P 2 . C o n si d er t h e c o m p o siti o n of t h e i n v er si o n a b o ut t h e u nit s p h er e a n d a
r e fl e cti o n a b o ut a pl a n e c o nt ai ni n g t h e ori gi n. We c a n c h o o s e t h e pl a n e s u c h
t h at t h e c o m p o siti o n p r e s er v e s P 1 ∪ P 2 . T h e n all t h e s e el e m e nt s p r e s er vi n g
P 1 ∪ P 2 g e n er at e a gr o u p of or d er 1 2 0, d e n ot e d b y G .
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C l e arl y G c a n a ct o n S 3 . L et v a n d w b e a dj a c e nt v erti c e s i n t h e d o-
d e c a h e d r o n, a n d l et v 1 , w 1 a n d v 2 , w 2 b e t h ei r c or r e s p o n di n g v erti c e s i n
P 1 a n d P 2 . T h e n w e c a n c h o o s e a n ar c c o n n e cti n g v 1 a n d w 2 s u c h t h at it s
i m a g e s u n d er t h e a cti o n of G o nl y m e et at v e rti c e s of P 1 a n d P 2 . T h e u ni o n
of t h e s e i m a g e ar c s i s a gr a p h wit h g e n u s 2 1. It h a s a r e g ul ar n ei g h b or h o o d
N w hi c h i s pr e s er v e d b y t h e a cti o n of G . T h e n G al s o p r e s er v e s ∂ N w hi c h
i s h o m e o m or p hi c t o Σ2 1 .

Q u e s ti o n 4. 7. If w e a d mit o ri e nt ati o n- r e v e r si n g a ut o m o r p hi s m s ( of Σ g

o r S 3 ), h o w t o cl a s sif y t h e p e ri o di c a ut o m o r p hi s m s of Σ g t h at i s e xt e n d-
a bl e o v e r S 3 ? C a n t h e c o r r e s p o n di n g e m b e d d e d s u rf a c e al w a y s b e a H e e g a a r d
s u rf a c e ?

A p p e n di x: T w o r e s ul t s a b o u t a u t o m o r p hi s m s of s u rf a c e s
wi t h b o u n d a r y

I n t hi s s e cti o n, w e will p r o v e t w o r e s ult s a b o ut a ut o m or p hi s m s of s u rf a c e s
wit h b o u n d ar y. T h e s e r e s ult s ar e w ell k n o w n f or cl o s e d s u rf a c e s, b ut it i s
h ar d t o fi n d t h e v er si o n s f or s u rf a c e s wit h b o u n d ar y i n t h e lit er at u r e. We
i n cl u d e t h e p r o of s h er e f or t h e c o n v e ni e n c e of t h e r e a d er.

D e fi ni ti o n A. 1. L et Σ b e a c o m p a ct ori e nt e d s u rf a c e wit h ( p o s si bl y
e m pt y) b o u n d ar y, l et D Σ b e t h e d o u bl e of Σ al o n g ∂ Σ. Gi v e n a h y p er-
b oli c st r u ct u r e m o n Σ s o t h at ∂ Σ i s g e o d e si c, l et D m b e t h e h y p er b oli c
st r u ct u r e o n D Σ i n d u c e d b y m . Gi v e n a m a p f : ( Σ, ∂Σ) → ( Σ, ∂Σ), l et
D f : D Σ → D Σ b e t h e i n d u c e d m a p.

D e fi ni ti o n A. 2. L et Σ b e a c o m p a ct ori e nt e d s u rf a c e wit h ( p o s si bl y
e m pt y) b o u n d ar y, a n d l et m 0 , m1 b e t w o h y p er b oli c st r u ct u r e s o n Σ s o t h at
∂ Σ i s g e o d e si c i n e a c h m i . We s a y a h o m e o m or p hi s m φ : ( Σ, m0 ) → ( Σ, m1 )
i s q u a si- c o nf o r m al , if it s d o u bl e D φ : (D Σ , D m0 ) → (D Σ , D m1 ) i s q u a si-
c o nf or m al.

T h e f oll o wi n g p r o p o siti o n w a s s k et c h e d i n [ K e, S e cti o n I V], b ut w e di d
n ot fi n d a n e x pli cit st at e m e nt i n t h e lit er at u r e, s o w e i n cl u d e a p r o of h er e.

P r o p o si ti o n A. 3 ( Ni el s e n R e ali z a ti o n P r o bl e m f o r s u rf a c e wi t h
b o u n d a r y ). L et Σ b e a c o m p a ct s u rf a c e wit h b o u n d a r y, χ ( Σ) < 0 . L et G
b e a fi nit e s u b g r o u p of π 0 (A ut ( Σ)) , t h e n G c a n b e lift e d t o a fi nit e s u b g r o u p
of A ut ( Σ) .
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P r o of. B y D e fi niti o n A. 1, e v er y el e m e nt f ∈ A ut ( Σ) c a n b e d o u bl e d t o D f ∈
A ut (D Σ). O n t h e l e v el of m a p pi n g cl a s s e s, G i s e m b e d d e d a s a s u b gr o u p
D G of π 0 (A ut (D Σ)). L et r : D Σ → D Σ b e t h e r e fl e cti o n a c r o s s ∂ Σ. T h e n
t h e m a p pi n g cl a s s of r a n d D G g e n er at e a fi nit e s u b gr o u p G of π 0 (A ut (D Σ)),
s u c h t h at D G i s a n i n d e x- 2 s u b gr o u p of G . B y t h e p o siti v e s ol uti o n of t h e
Ni el s o n r e ali z ati o n p r o bl e m f or cl o s e d s u rf a c e s [ K e], t h er e e xi st s a h y p er b oli c
m et ri c m o n D Σ s o t h at t h er e i s a n e m b e d di n g ρ : G → I s o(D Σ , m) lifti n g G .
( T h e m ai n t h e or e m i n [ K e] i s o nl y st at e d f or ori e nt a bl e s u rf a c e s, b ut it al s o
h ol d s t r u e f or n o n- ori e nt a bl e s u rf a c e s. S e e t h e r e m ar k at t h e e n d of [ K e,
S e cti o n I V].)

L et c 1 , . . . , cn b e t h e c o m p o n e nt s of ∂ Σ, a n d l et c̄ i b e t h e u ni q u e
g e o d e si c l o o p h o m ot o pi c t o c i . Cl e arl y, c̄ 1 , . . . , c̄ n ar e m ut u all y di sj oi nt. Si n c e
r (c i ) = c i , w e m u st h a v e ρ (r )( c̄ i ) = c̄ i . M or e o v er, si n c e D G p er m ut e s t h e
h o m ot o p y cl a s s e s [ c 1 ], . . . , [c n ], ρ (D G ) p er m ut e s c̄ 1 , . . . , c̄ n . S o ρ (D G ) s e n d s
e v er y c o m p o n e nt of D Σ \ ( c̄ 1 ∪ · · · ∪ c̄ n ) t o it s elf. T h u s ρ (D G ) a ct s o n Σ,
w hi c h i s i s ot o pi c t o a c o m p o n e nt of D Σ \ ( c̄ 1 ∪ · · · ∪ c̄ n ). It i s cl e ar t h at
ρ (D G ) lift s G . □

P r o p o si ti o n A. 4. N ot ati o n s a r e a s i n D e fi niti o n A. 2. L et f : Σ → Σ b e
a n o ri e nt ati o n p r e s e r vi n g h o m e o m o r p hi s m, t h e n t h e r e i s a u ni q u e q u a si-
c o nf o r m al h o m e o m o r p hi s m τ f : ( Σ, m0 ) → ( Σ, m1 ) b et w e e n t h e t w o h y p e r-
b oli c s u rf a c e s wit h c o n st a nt dil at ati o n, s o t h at t h e m a p τ f i s h o m ot o pi c t o
f .

P r o of. W h e n Σ i s cl o s e d, t hi s i s a st a n d ar d r e s ult i n Tei c h m üll e r t h e o r y, s e e
[ F M, T h e or e m s 1 1. 8 a n d 1 1. 9]. We n o w c o n si d er t h e g e n er al c a s e.

L et r : D Σ → D Σ b e t h e r e fl e cti o n a cr o s s ∂ Σ, t h e n r i s a n ori e nt ati o n-
r e v er si n g i s o m et r y f or e a c h D m i . N o w r τ D f r i s h o m ot o pi c t o r (D f )r = D f ,
a n d it h a s t h e s a m e c o n st a nt dil at ati o n a s τ D f . T h e u ni q u e n e s s of τ D f i m pli e s
t h at

r τ D f r = τ D f .

I n p arti c ul ar, if x ∈ ∂ Σ, w e h a v e r (x ) = x , s o r τ D f (x ) = τ D f (x ), w hi c h i m-
pli e s t h at τ D f (x ) ∈ ∂ Σ. T h u s τ D f s e n d s ∂ Σ o nt o ∂ Σ. L et τ f b e t h e r e st ri cti o n
of τ D f t o Σ, t h e n it i s a n a ut o m or p hi s m of Σ. T h e u ni q u e n e s s of τ f f oll o w s
f r o m t h e u ni q u e n e s s of τ D f . □
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A c k n o wl e d g e m e n t s

We t h a n k Ji a nf e n g Li n, Yi m u Z h a n g a n d Br u n o Zi m m er m a n n f or u s ef ul
c o m m u ni c ati o n s. We al s o t h a n k t h e a n o n y m o u s r ef er e e s f or t h e d et ail e d s u g-
g e sti o n s. T h e fi r st a ut h or i s s u p p ort e d b y N S F gr a nt n u m b er s D M S- 1 2 5 2 9 9 2
a n d D M S- 1 8 1 1 9 0 0. T h e s e c o n d a ut h or i s s u p p ort e d b y N ati o n al N at ur al S ci-
e n c e F o u n d ati o n of C hi n a ( N S F C), gr a nt N o s. 1 2 1 3 1 0 0 9 a n d 1 2 3 7 1 0 6 7, a n d
S ci e n c e a n d Te c h n ol o g y C o m mi s si o n of S h a n g h ai M u ni ci p alit y ( S T C S M),
gr a nt N o. 2 2 D Z 2 2 2 9 0 1 4. T h e t hi r d a ut h or i s s u p p ort e d b y N ati o n al K e y
R & D P r o gr a m of C hi n a 2 0 2 0 Y F A 0 7 1 2 8 0 0 a n d b y N S F C 1 1 7 7 1 0 2 1.
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