
*OGPSNBUJPO $BTDBEFT BOE 4PDJBM -FBSOJOH

4VTIJM #JLIDIBOEBOJ

%BWJE )JSTIMFJGFS

0NFS 5BNV[

*WP 8FMDI

"VHVTU ��
 ����

"CTUSBDU

*O BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF
 BO BHFOU XIP PCTFSWFT PUIFST DIPPTFT UIF TBNF

BDUJPO SFHBSEMFTT PG IFS PXO QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBM� $BTDBEFT SFTVMU JO

QPPS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 JOBDDVSBUF EFDJTJPOT
 BOE GSBHJMJUZ PG NBTT

CFIBWJPST� 8F SFWJFX UIF UIFPSZ PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BOE TPDJBM MFBSOJOH


BOE EJTDVTT JNQPSUBOU UIFNFT
 JOTJHIUT BOE BQQMJDBUJPOT PG UIJT MJUFSBUVSF BT

JU IBT EFWFMPQFE PWFS UIF MBTU UIJSUZ ZFBST� 8F BMTP IJHIMJHIU PQFO RVFTUJPOT

BOE QSPNJTJOH EJSFDUJPOT GPS GVSUIFS UIFPSFUJDBM BOE FNQJSJDBM FYQMPSBUJPO�

8F UIBOL UIF FEJUPS
 4UFWFO %VSMBVG
 BOE GPVS BOPOZNPVT SFGFSFFT GPS WFSZ IFMQGVM DPNNFOUT�

,FZXPSET� *OGPSNBUJPO $BTDBEFT
 4PDJBM -FBSOJOH
 )FSEJOH
 'BET
 'BTIJPO
 $POGPSNJUZ
 $VMUVSF

+&- $PEFT� %� *OGPSNBUJPO
 ,OPXMFEHF
 BOE 6ODFSUBJOUZ
 %� "OBMZTJT PG $PMMFDUJWF %FDJTJPO�.BLJOH


%� .JDSP�#BTFE #FIBWJPSBM &DPOPNJDT



� *OUSPEVDUJPO

1FPQMF SFMZ IFBWJMZ PO UIF JOGPSNBUJPO PG PUIFST JO GPSNJOH UIFJS PQJOJPOT BOE TFMFDUJOH

BDUJPOT� "O FWPMVUJPOBSZ FYQMBOBUJPO GPS UIJT JT UIBU HMFBOJOH VTFGVM JOGPSNBUJPO GSPN

PUIFST JODSFBTFE SUOFTT� 5IF VQEBUJOH PG CFMJFGT CBTFE PO PCTFSWBUJPO PG UIF BDUJPOT PG

PUIFST
 PCTFSWBUJPO PG UIF DPOTFRVFODFT PG UIFTF BDUJPOT
 PS DPOWFSTBUJPO XJUI PUIFST
 JT

DBMMFE TPDJBM MFBSOJOH�

"O FNQJSJDBM MJUFSBUVSF IBT EPDVNFOUFE UIF JNQPSUBODF PG TPDJBM MFBSOJOH BOE

JUT DPOTFRVFODFT GPS TPDJBM PVUDPNFT� " CBTJD JNQMJDBUJPO PG TPDJBM MFBSOJOH JT UIBU QFPQMF

XIP PCTFSWF PUIFST� DIPJDFT PGUFO TUBSU CFIBWJOH TJNJMBSMZ�

4PNF FYBNQMFT JMMVTUSBUJOH UIJT QPJOU HJWF B IJOU PG UIF TDPQF PG TPDJBM MFBSOJOH

FRFDUT� *O BO FBSMZ FYQFSJNFOU
 DPOGFEFSBUFT PG UIF FYQFSJNFOUFS TUBSFE VQ BU BCTPMVUFMZ

OPUIJOH
 BOE ESFX DSPXET PG PCTFSWFST EPJOH MJLFXJTF 	.JMHSBN
 #JDLNBO BOE #FSLPXJU[

	����

� *O B EPNBJO XJUI IJHIFS TUBLFT
 UIFSF JT FYUFOTJWF FWJEFODF PG TPDJBM JOTVFODF

JO UIF NBUJOH EFDJTJPOT PG IVNBOT BOE PUIFS BOJNBMT� *O POF FYQFSJNFOU
 TFFJOH B

SJWBM TIPX JOUFSFTU JO B NFNCFS PG UIF PQQPTJUF TFY DBVTFE IVNBO PCTFSWFST UP SBUF UIF

JOEJWJEVBM BT NPSF BQQFBMJOH 	TFF #PXFST FU BM� 	����
 BOE UIF SFMBUFE FWJEFODF PG -JUUMF

FU BM� 	����

� *O BOPUIFS
 GFNBMF HVQQJFT TXJUDIFE UIFJS DIPJDF PG NBUF UP NBUDI UIF

DIPJDFT NBEF CZ PUIFS GFNBMFT 	%VHBULJO BOE (PEJO 	����

� " MJGF�BOE�EFBUI FYBNQMF

JT UIF EFDJTJPO PG QBUJFOUT UP SFGVTF HPPE LJEOFZT GPS USBOTQMBOU PXJOH UP SFGVTBM CZ

QSFWJPVT QBUJFOUT FBSMJFS JO UIF RVFVF 	;IBOH 	����

�

4PDJBM MFBSOJOH BMTP IFMQT TIBQF FDPOPNJD BDUJWJUZ� 'PS FYBNQMF
 JO MBCPS

NBSLFUT
 VOFNQMPZNFOU MFBET UP B GPSN PG TUJHNB
 BT FNQMPZFST WJFX HBQT JO B SFTVNF

BT JOEJDBUJOH SFKFDUJPO CZ PUIFS FNQMPZFST 	TFF SFME FYQFSJNFOUT CZ 0CFSIPM[FS�(FF

	����
 BOE ,SPGU
 -BOHF BOE /PUPXJEJHEP 	����

� 'JOBODJBM QSPGFTTJPOBMT GSPN UIF

$IJDBHP #PBSE PG 5SBEF BMTP FOHBHF JO TPDJBM MFBSOJOH� 'PS FYBNQMF
 JO B MBCPSBUPSZ

FYQFSJNFOUBM TFUUJOH
 QSPGFTTJPOBMT GSPN UIF $IJDBHP #PBSE PG USBEF UFOE UP GPMMPX UIF

JODPSSFDU BDUJPOT PG PUIFST JOTUFBE PG UIFJS PXO TJHOBMT 	"MFWZ
 )BJHI BOE -JTU 	����

�

�



*O UIF SFBMN PG QPMJUJDT
 FBSMZ QSJNBSZ FMFDUJPO XJOT DBVTF MBUFS WPUFST UP TVQQPSU

UIF XJOOFS� 'PS JOTUBODF
 QSJNBSZ FMFDUJPO WJDUPSJFT PG +PIO ,FSSZ PWFS )PXBSE %FBO JO

���� HFOFSBUFE QPMJUJDBM NPNFOUVN BOE MBUFS XJOT GPS ,FSSZ JO UIF 6�4� QSFTJEFOUJBM

QSJNBSZ DPOUFTU 	,OJHIU BOE 4DIJR 	����

�

5IFTF FYBNQMFT JMMVTUSBUF UXP QBUUFSOT� 5IF SSTU JT B UFOEFODZ GPS BHFOUT UP

DPOWFSHF VQPO UIF TBNF BDUJPO�QFSIBQT FWFO B TVCPQUJNBM POF� #FIBWJPSBM DPOWFSHFODF

TFFNT UP BSJTF TQPOUBOFPVTMZ
 FWFO XIFO UIFSF JT OP PQQPSUVOJUZ PS JODFOUJWF UP QVOJTI

EFWJBOUT
 BOE TPNFUJNFT EFTQJUF UIF PQQPTJOH GPSDF PG OFHBUJWF QBZPR FYUFSOBMJUJFT� 5IF

TFDPOE JT UIBU PVUDPNFT BSF PGUFO QBUI�EFQFOEFOU
 JO UIF TFOTF PG CFJOH TFOTJUJWF UP UIF

TFRVFODF PG JOGPSNBUJPO BSSJWBM� &YBNQMFT PG QBUI�EFQFOEFODF BSF UIF FRFDUT PG TQFMMT PG

VOFNQMPZNFOU
 PG TUSJOHT PG LJEOFZ SFKFDUJPOT
 BOE PG QPMJUJDBM NPNFOUVN� 'VSUIFSNPSF


PVUDPNFT BSF PGUFO GSBHJMF JO UIF TFOTF PG CFJOH TFOTJUJWF UP TIPDLT� &YBNQMFT PG GSBHJMJUZ

BSF UIF SJTF BOE GBMM PG TVSHJDBM GBET BOE RVBDL NFEJDBM USFBUNFOUT PO UIF QBSU PG

QIZTJDJBOT XIP SFMZ PO UIFJS DPMMFBHVFT� QSBDUJDFT 	5BZMPS 	����

 3PCJO 	����

�

5IF FMFNFOUBM GBDU PG TPDJBM MFBSOJOH SBJTFT TFWFSBM JNQPSUBOU RVFTUJPOT� 0OF

TFU PG RVFTUJPOT DPODFSOT FUDJFODZ� 8IFO QFPQMF NBLF EFDJTJPOT JO TFRVFODF BOE IBWF

UIF PQQPSUVOJUZ UP PCTFSWF FBDI PUIFS�T BDUJPOT PS QBZPRT
 PS DPNNVOJDBUF XJUI FBDI

PUIFS
 EP UIFZ FWFOUVBMMZ NBLF DPSSFDU DIPJDFT *O PUIFS XPSET
 JT EJTQFSTFE JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUFE FRFDUJWFMZ *G BHFOUT EP FWFOUVBMMZ MFBSO XIJDI BDUJPO JT PQUJNBM
 IPX

RVJDLMZ EPFT UIJT PDDVS "OE EPFT SBUJPOBMJUZ QSPNPUF CFUUFS TPDJBM PVUDPNFT 

"OPUIFS GVOEBNFOUBM TFU PG RVFTUJPOT DPODFSOT UIF IPNPHFOFJUZ BOE TUBCJMJUZ

PG PVUDPNFT� 8JMM JOEJWJEVBMT� BDUJPOT BOE UIFJS CFMJFGT BCPVU UIF TUBUF PG UIF XPSME

FWFOUVBMMZ CF UIF TBNF *G BHFOUT EP DPOWFSHF VQPO UIF TBNF BDUJPO
 IPX TUBCMF JT UIJT

PVUDPNF XJUI SFTQFDU UP FYPHFOPVT TIPDLT *T UIF TZTUFN QSPOF UP TVEEFO TIJGUT
 PS

GBET 

5IFSF BSF BMTP JNQPSUBOU RVFTUJPOT BCPVU XIBU EFUFSNJOFT PVUDPNFT� 'PS

FYBNQMF
 IPX EP UIF DPTUT BOE EJTUSJCVUJPO PG QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBMT BRFDU MFBSOJOH

BOE CFIBWJPS "OE XIBU BSF UIF FRFDUT PG UIF OFUXPSL TUSVDUVSF PG TPDJBM PCTFSWBUJPO 

�



&BSMZ QBQFST TPVHIU UP BEESFTT UIFTF RVFTUJPOT CZ NFBOT PG UIF DPODFQUT PG

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BOE IFSEJOH 	#BOFSKFF 	����

 #JLIDIBOEBOJ
 )JSTIMFJGFS BOE

8FMDI 	����

 BOE 8FMDI 	����

�� *OGPSNBUJPO DBTDBEFT XFSF TPPO BQQMJFE JO TVDI

SFMET BT BOUISPQPMPHZ
 DPNQVUFS TDJFODF
 FDPOPNJDT
 MBX
 QPMJUJDBM TDJFODF
 QTZDIPMPHZ


TPDJPMPHZ
 BOE [PPMPHZ� 0WFS UJNF
 B UIFPSFUJDBM MJUFSBUVSF FYBNJOFE UIF SPCVTUOFTT PG

UIF DPODMVTJPOT PG UIF CBTJD JOGPSNBUJPO DBTDBEFT TFUUJOH UP WBSZJOH EJRFSFOU NPEFM

BTTVNQUJPOT� 5IFSF IBT BMTP CFFO B TPXFSJOH PG TPDJBM MFBSOJOH NPEFMJOH JO XIJDI UIF

BTTVNQUJPOT VTFE BSF NPSF EJTUBOU GSPN UIF CBTJD DBTDBEFT TFUUJOHT� .PSF SFDFOUMZ


BO FNQJSJDBM MJUFSBUVSF 	JODMVEJOH FYQFSJNFOUBM SFTFBSDI
 IBT UFTUFE CPUI SBUJPOBM BOE

JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT�

*O UIF NPEFMT PG #BOFSKFF 	����
 BOE #JLIDIBOEBOJ
 )JSTIMFJGFS BOE 8FMDI

	����

 BOE8FMDI 	����
 BHFOUT PCTFSWF QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBMT BOE NBLF EFDJTJPOT

JO TFRVFODF CBTFE VQPO PCTFSWBUJPO PG UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST� " LFZ JNQMJDBUJPO PG

UIFTF NPEFMT JT UIBU
 VOEFS BQQSPQSJBUF DPOEJUJPOT
 UIFSF XJMM BMXBZT CF BO JOGPSNBUJPO

DBTDBEF� B TJUVBUJPO JO XIJDI BO BHFOU PS B TFRVFODF PG BHFOUT BDU JOEFQFOEFOUMZ PG UIFJS

QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBMT� 5IJT IBQQFOT XIFO UIF JOGPSNBUJPO EFSJWFE GSPN TPDJBM

PCTFSWBUJPO PWFSXIFMNT UIF HJWFO BHFOUT� TJHOBMT� 8IFO JO B DBTDBEF
 BO BHFOU�T BDUJPO

JT VOJOGPSNBUJWF UP MBUFS BHFOUT
 TP UIBU TPDJBM MFBSOJOH JT CMPDLFE � BU MFBTU GPS B UJNF�

"T B SFTVMU
 JG BHFOUT BSF FY BOUF JEFOUJDBM
 UIFO BMM MBUFS BHFOUT GBDF UIF TBNF EFDJTJPO

QSPCMFN BOE NBLF UIF TBNF DIPJDF�

$BTDBEJOH JNQPTFT BO BEWFSTF JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ VQPO TVCTFRVFOU BHFOUT�

5IJT MFBET UP B TVSQSJTJOH SFTVMU� &WFO UIPVHI BHFOUT BSF GVMMZ SBUJPOBM BOE DPMMFDUJWFMZ

QPTTFTT WFSZ TUSPOH JOGPSNBUJPO
 UIFJS EFDJTJPOT BSF PGUFO JODPSSFDU� 5IJT DPOUSBTUT XJUI

UIF TUBOEBSE DPODMVTJPO UIBU SFBTPOBCMZ HPPE BHHSFHBUJPO PG UIF TJHOBMT PG B MBSHF

QPQVMBUJPO PG JOGPSNFE BHFOUT MFBET UP BDDVSBUF DIPJDFT� 5IF QSPCMFN PG JOGPSNBUJPO

�8F EFSOF JOGPSNBUJPO DBTDBEFT MBUFS� #BOFSKFF�T UFSN
 �IFSEJOH
� IBT FTTFOUJBMMZ UIF TBNF NFBOJOH BT

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO #JLIDIBOEBOJ
 )JSTIMFJGFS BOE 8FMDI 	����

 CVU �IFSEJOH� IBT TFWFSBM EJRFSFOU

NFBOJOHT JO FDPOPNJDT
 BOE FWFO XJUIJO UIF TPDJBM MFBSOJOH MJUFSBUVSF� 8F UIFSFGPSF VTF UIF UFSN

�JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� GPS UIF DPODFQU JOUSPEVDFE CZ UIFTF UXP QBQFST�

�



FYUFSOBMJUJFT JT BMTP QSFTFOU JO TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT JO XIJDI DBTDBEFT EP OPU PDDVS�

$BTDBEFT JO UIF CBTJD TFUUJOH BCPWF BSF QSFDBSJPVT� BHFOUT JO B DBTDBEF BSF

TPNFXIBU DMPTF UP JOEJRFSFOU CFUXFFO UXP BDUJPO BMUFSOBUJWFT� 4P JO UIFTF NPEFMT

UIFSF JT B TZTUFNBUJD UFOEFODZ UP SFBDI B SFTUJOH QPJOU BU XIJDI CFIBWJPS JT TFOTJUJWF UP

TNBMM TIPDLT� *O PUIFS XPSET
 TPDJBM PVUDPNFT BSF GSBHJMF� UIF BSSJWBM PG B TNBMM BNPVOU

PG JOGPSNBUJPO
 PS FWFO UIF QPTTJCJMJUZ PG TVDI BO BSSJWBM
 DBO EJTMPEHF BHFOUT GSPN B

MPOH�TUBOEJOH DBTDBEF� 4P UIF DBTDBEFT NPEFM PRFST B QPTTJCMF FYQMBOBUJPO GPS XIZ

TPDJBM CFIBWJPST BSF PGUFO JEJPTZODSBUJD BOE WPMBUJMF� 5IJT JT UIF DBTF FWFO UIPVHI BMM

JOEJWJEVBMT BSF GVMMZ SBUJPOBM
 BOE FOPVHI JOGPSNBUJPO UP NBLF UIF DPSSFDU EFDJTJPO JT

BWBJMBCMF UP TPDJFUZ BT B XIPMF�

.PEFMT PG TPDJBM MFBSOJOH
 JODMVEJOH DBTDBEFT NPEFMT
 DBO IFMQ FYQMBJO WPMBUJMF

BHHSFHBUF CFIBWJPST BOE EZTGVODUJPOBM TPDJBM PVUDPNFT JO B SBOHF PG TPDJBM BOE FDPOPNJD

EPNBJOT� *O UIJT TVSWFZ XF QSPWJEF BO PWFSWJFX PG UIJT SFTFBSDI� 0VS NBJO GPDVT JT PO

BHFOUT XIP FOHBHF JO #BZFTJBO PS RVBTJ�#BZFTJBO VQEBUJOH
 BOE BSF USZJOH UP NBLF

HPPE DIPJDFT 	J�F�
 UP PQUJNJ[F
�

*O f � XF QSFTFOU XIBU XF DBMM UIF 4JNQMF #JOBSZ .PEFM� 5IJT JT UIF TJNQMFTU

NPEFM PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 XIJDI JMMVTUSBUFT TPNF CBTJD JOUVJUJPO CFIJOE UIJT QIF�

OPNFOPO� *U BMTP IFMQT JTPMBUF UIF FRFDUT PG HFOFSBMJ[JOH UIF BTTVNQUJPOT JO WBSJPVT

XBZT� *O f � BOE f � XF FYQMPSF UIF SPCVTUOFTT PG JUT DPODMVTJPOT UP WBSZJOH BTTVNQUJPOT

BCPVU UIF BDUJPO TQBDF BOE UIF TJHOBM EJTUSJCVUJPO
 SFTQFDUJWFMZ�

*O MBUFS TFDUJPOT XF DPOTJEFS B OVNCFS PG NPSF GVOEBNFOUBM EFWJBUJPOT GSPN

UIF CBTJD DBTDBEFT TFUUJOH� 'PS FYBNQMF
 BMMPXJOH BHFOUT UP DIPPTF XIFUIFS UP BDU

JNNFEJBUFMZ PS UP EFMBZ PRFST OFX JOTJHIU BCPVU CPPN BOE CVTU EZOBNJDT JO JOWFTUNFOU

BOE NBSLFU FOUSZ DPOUFYUT 	TFF f �
� *O f � XF SFMBY UIF BTTVNQUJPO UIBU BHFOUT PCTFSWF

BMM PG UIFJS QSFEFDFTTPST BOE UIBU BHFOUT EP OPU PCTFSWF QSFEFDFTTPST� QBZPRT�

5IF BWBJMBCJMJUZ PG TPDJBM JOGPSNBUJPO DBO SFEVDF UIF JODFOUJWF UP BDRVJSF QSJWBUF

JOGPSNBUJPO� *O B TFRVFOUJBM TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOH
 SYFE DPTUT PG JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO

FODPVSBHFT DBTDBEJOH VQPO UIF BDUJPOT PG PUIFST
 CFDBVTF BHFOUT DBO DIFBQMZ GPMMPX

�



QSFEFDFTTPST
 UIFSFCZ BWPJEJOH UIF DPTU PG BDRVJSJOH QSJWBUF TJHOBMT� 5IJT JO UVSO SFEVDFT

UIF JOGPSNBUJPO DPOUFOU PG BDUJPOT GPS MBUFS PCTFSWFST� 5IJT JT FYQMPSFE JO f ��

*O f � XF DPOTJEFS IPX QBZPR FYUFSOBMJUJFT CFUXFFO UIF BDUJPOT PG EJRFSFOU

BHFOUT DBO FJUIFS SFJOGPSDF PS PQQPTF UIF EJTQPTJUJPO UP GPMMPX UIF CFIBWJPS PG QSFEF�

DFTTPST� 0OF JNQPSUBOU GPSN PG QBZPR JOUFSBDUJPO PDDVST XIFO BHFOUT QBSUJDJQBUF JO

NBSLFU FYDIBOHF� f � DPOTJEFST IPX FOEPHFOPVT QSJDF EFUFSNJOBUJPO BRFDUT UIF TPDJBM

MFBSOJOH QSPDFTT�

*O UIF CBTJD DBTDBEFT NPEFMT
 QSFGFSFODFT BSF DPNNPO LOPXMFEHF� 8IFO

QFPQMF EP OPU LOPX UIF QSFGFSFODFT PG PUIFST
 JU CFDPNFT IBSEFS UP EFEVDF QSFEFDFTTPST�

TJHOBMT GSPN UIFJS BDUJPOT� 5IF FRFDUT PG IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT PO TPDJBM MFBSOJOH

BSF DPOTJEFSFE JO f ���

1FPQMF UFOE UP PCTFSWF BOE MFBSO GSPN UIPTF UIBU UIFZ BSF TPDJBMMZ DPOOFDUFE UP�

5IJT SBJTFT UIF RVFTUJPO PG IPX TPDJBM PVUDPNFT BOE XFMGBSF BSF TIBQFE CZ UIF OFUXPSL

PG PCTFSWBUJPO BOE DPNNVOJDBUJPO� 'PS FYBNQMF
 EPFT UIF JOGPSNBUJPO PG TPNF TVCTFU

PG JOEJWJEVBMT FOE VQ VOEVMZ JOTVFODJOH PVUDPNFT GPS TPDJFUZ BT B XIPMF 5P BEESFTT

TVDI RVFTUJPOT
 XF SFWJFX SFTFBSDI PO TPDJBM MFBSOJOH JO OFUXPSLT JO f ��� 8F DPOTJEFS

TFUUJOHT JO XIJDI QFPQMF IBWF UIF PQQPSUVOJUZ UP BDU BOE MFBSO GSPN FBDI PUIFS FJUIFS

PODF PS SFQFBUFEMZ� 8F DPOTJEFS UIF SPMF PG UIF HFPNFUSJD TUSVDUVSF PG UIF OFUXPSL JO

EFUFSNJOJOH UIF TPDJBM PVUDPNF� 0OF LFZ JOTJHIU
 GPS FYBNQMF
 JT UIBU OFUXPSLT UIBU BSF

	JO TPNF TFOTF
 FHBMJUBSJBO BSF DPOEVDJWF UP CFUUFS TPDJBM MFBSOJOH PVUDPNFT�

0OF PG UIF LFZ EJSFDUJPOT DPWFSFE IFSF JT UIF TUVEZ PG IPX MJNJUFE SBUJPOBMJUZ

BRFDUT TPDJBM MFBSOJOH 	TFF FTQFDJBMMZ f ���
 f ������ BOE f ��
� "MMPXJOH GPS MJNJUFE

SBUJPOBMJUZ JT FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU JO SFBMJTUJD TPDJBM OFUXPSLT
 JO XIJDI JOGFSFODF QSPC�

MFNT BSF TP DPNQMFY UIBU QFSGFDU SBUJPOBMJUZ JT JNQMBVTJCMF� 0VS DPWFSBHF PG MJNJUFE

SBUJPOBMJUZ GPDVTFT PO RVBTJ�#BZFTJBO EFDJTJPO NBLFST SBUIFS UIBO NFDIBOJTUJD BHFOUT�

'JOBMMZ
 JO f �� XF DPWFS NPEFMT PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO B WBSJFUZ PG BQQMJFE

EPNBJOT
 JODMVEJOH QPMJUJDT
 MBX
 QSPEVDU NBSLFUT
 SOBODJBM NBSLFUT
 BOE PSHBOJ[B�

UJPOBM TUSVDUVSF� 5IF TPDJBM MFBSOJOH BQQSPBDI
 CZ GPDVTJOH PO UIF SPMF PG JOGPSNBUJPO

�



FYUFSOBMJUJFT
 PRFST OFX QFSTQFDUJWFT BCPVU B XJEF SBOHF PG IVNBO CFIBWJPST�

5IF BOBMZTJT PG TPDJBM MFBSOJOH VODPWFST FRFDUT UIBU EJRFS JO TPNF XBZT GSPN

NPTU PG USBEJUJPOBM JOGPSNBUJPO FDPOPNJDT� 8IFSF NVDI PG JOGPSNBUJPO FDPOPNJDT JT

TUSBUFHJD
 JO UIBU UIF BDUJPOT PG TPNF BHFOUT EJSFDUMZ BRFDU UIF QBZPRT PG PUIFST
 JO NVDI

PG UIF TPDJBM MFBSOJOH MJUFSBUVSF
 FYUFSOBMJUJFT BSF QVSFMZ JOGPSNBUJPOBM
 XJUI OP EJSFDU

QBZPR JOUFSBDUJPOT� 5IVT
 GPSDFT PG DFOUSBM GPDVT GPS NVDI PG JOGPSNBUJPO FDPOPNJDT


TVDI BT BEWFSTF TFMFDUJPO BOE NPSBM IB[BSE
 BSF OPU UIF NBJO ESJWFST PG NPTU TPDJBM

MFBSOJOH NPEFMT�

5IF GPSNBM NPEFMMJOH PG HFOFSBM TPDJBM JOTVFODF CFHBO QSJNBSJMZ JO TPDJBM

TDJFODFT PUIFS UIBO FDPOPNJDT� *OUFSBDUJPOT WJB TPDJBM OFUXPSLT XFSF TUVEJFE IFBWJMZ

JO TPDJPMPHZ
 BT XJUI UIF JOTVFOUJBM %F(SPPU NPEFM 	%F(SPPU 	����


 BOE DVMUVSBM

FWPMVUJPO XBT TUVEJFE JO BOUISPQPMPHZ BOE PUIFS SFMET 	#PZE BOE 3JDIFSTPO 	����

�

)PXFWFS
 UIFTF NPEFMT UZQJDBMMZ VTFE NFDIBOJTUJD BTTVNQUJPOT BCPVU IPX BHFOUT VQEBUF

UIFJS BDUJPOT
 USBJUT
 PS �PQJOJPOT
� SBUIFS UIBO NPEFMJOH #BZFTJBO PS RVBTJ�#BZFTJBO

VQEBUJOH PG CFMJFGT BOE SFTVMUJOH PQUJNBM BDUJPOT� *O DPOUSBTU
 UIF FDPOPNJD BQQSPBDI UP

TPDJBM MFBSOJOH BMMPXT GPS BHFOUT XIP BSF JOUFMMJHFOU JO UIFJS CFMJFG VQEBUJOH BOE QSPDFTT

PG PQUJNJ[BUJPO�

*O UIF ����T
 FDPOPNJTUT TUBSUFE UP GPDVT BUUFOUJPO VQPO TPDJBM MFBSOJOH JO

HFOFSBM
 SBUIFS UIBO KVTU BT B CZ�QSPEVDU PG NBSLFU JOUFSBDUJPOT PS HBNF�UIFPSFUJD

JOUFSBDUJPOT CFUXFFO TNBMM OVNCFST PG BHFOUT�� " OFXFS FMFNFOU JO UIJT MJUFSBUVSF JT UIF

QPTTJCJMJUZ UIBU QFPQMF PCTFSWF PS UBML UP PUIFST FWFO XIFO UIF UBSHFU PG PCTFSWBUJPO IBT

OP JODFOUJWF PS JOUFOU UP JOTVFODF PUIFST� "MTP JOUFHSBM UP UIJT MJUFSBUVSF JT UIBU NBOZ

BHFOUT BDU BOE PCTFSWF TFRVFOUJBMMZ
 TP UIBU UIF MFBSOJOH QSPDFTT JUFSBUFT
 BT JT PGUFO UIF

DBTF JO QSBDUJDF�

�5IF MBUUFS JODMVEFT NPEFMT PG MFBSOJOH GSPN NBSLFU QSJDF JO SOBODJBM NBSLFUT 	(SPTTNBO BOE 4UJHMJU[

	����

 BOE PUIFS NBSLFUT 	"LFSMPG 	����

 4QFODF 	����

� 5IF GPSNFS JODMVEFT UIF �BHSFFJOH UP

EJTBHSFF� MJUFSBUVSF 	"VNBOO 	����

 (FBOBLPQMPT BOE 1PMFNBSDIBLJT 	����

 BOE UIF DIFBQ UBML

MJUFSBUVSF 	$SBXGPSE BOE 4PCFM 	����

�

�



&WFO XJUIPVU MFBSOJOH 	UIF GPDVT PG UIJT TVSWFZ

 TPDJBM JOUFSBDUJPO DBO DBVTF

CFIBWJPST UP DPOWFSHF
 PXJOH
 GPS FYBNQMF
 UP QBZPR FYUFSOBMJUJFT PS VUJMJUZ JOUFSBD�

UJPOT 	"SUIVS 	����


 SFQVUBUJPO FRFDUT 	4DIBSGTUFJO BOE 4UFJO 	����

 0UUBWJBOJ BOE

4¶SFOTFO 	����

 PS B QSFGFSFODF GPS DPOGPSNJUZ 	#FSOIFJN 	����

� 4PNF NPEFMT BMTP

TUVEZ IPX TPDJBM JOUFSBDUJPO JOEVDFT EZOBNJDT PG DPOWFSHFOU PS EJWFSHFOU CFIBWJPST 	,JS�

NBO 	����

� 0VS GPDVT JT PO CFIBWJPSBM DPOWFSHFODF PS EJWFSHFODF UIBU EFSJWFT GSPN

TPDJBM MFBSOJOH BOE JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� )PXFWFS
 NPTU BDUVBM BQQMJDBUJPOT JOWPMWF UIF

JOUFSBDUJPO PG TFWFSBM QPTTJCMF GBDUPST
 JODMVEJOH JOGPSNBUJPO
 SFXBSET BOE QVOJTINFOUT


BOE QBZPR FYUFSOBMJUJFT� 5IF JOUFHSBUJPO PG TPDJBM MFBSOJOH BOE DBTDBEFT XJUI PUIFS

DPOTJEFSBUJPOT IBT MFE UP B SJDIFS QBMFUUF PG UIFPSZ BCPVU UIF QSPDFTT CZ XIJDI TPDJFUZ

DIPPTFT UFDIOPMPHJFT
 JEFBT
 HPWFSONFOUT
 PSHBOJ[BUJPOBM DIPJDFT
 DPOWFOUJPOT
 MFHBM

QSFDFEFOUT
 BOE NBSLFU PVUDPNFT�

5IF JOUFSFTUFE SFBEFS NBZ BMTP DPOTVMU PUIFS TVSWFZT PG TPDJBM MFBSOJOH 	F�H�


(BMF 	����

 #JLIDIBOEBOJ
 )JSTIMFJGFS BOE 8FMDI 	����

 $IBNMFZ 	����C

 7JWFT

	����

 "DFNPHMV BOE 0[EBHMBS 	����

 BOE (PMVC BOE 4BEMFS 	����

� 0VS SFWJFX

JODMVEFT DPWFSBHF PG NPSF SFDFOU SFTFBSDI BOE BO BSSBZ PG UPQJDT
 JODMVEJOH TPDJBM OFU�

XPSLT
 SFQFBUFE NPWFT
 BOE QTZDIPMPHJDBM CJBT
 XIJMF IJHIMJHIUJOH UIF SPMF PG JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT JO UIJT SBQJEMZ FWPMWJOH SFME� $PNQMFNFOUJOH PVS UIFPSFUJDBM GPDVT BSF TFWFSBM

SFWJFXT XJUI B QSJNBSJMZ FNQJSJDBM GPDVT
 TVDI BT )JSTIMFJGFS BOE 5FPI 	����

 "OEFSTPO

BOE )PMU 	����

 4BDFSEPUF 	����

 BOE #MVNF FU BM� 	����
� 5IFTF TVSWFZT DPWFS UFTUT

PG DBTDBEFT UIFPSZ JO UIF FYQFSJNFOUBM MBCPSBUPSZ 	"OEFSTPO BOE )PMU 	����


 JO SFME

FYQFSJNFOUT 	%VBO
 (V BOE 8IJOTUPO 	����


 BOE XJUI BSDIJWBM EBUB 	5VDLFS
 ;IBOH

BOE ;IV 	����

 "NJIVE
 )BVTFS BOE ,JSTI 	����

�

� 5IF 4JNQMF #JOBSZ .PEFM� " .PUJWBUJOH &YBNQMF

8F JMMVTUSBUF TFWFSBM LFZ JOUVJUJPOT JO B TFUUJOH XJUI CJOBSZ BDUJPOT
 TUBUFT BOE TJHOBMT


XIJDI XF DBMM UIF 4JNQMF #JOBSZ .PEFM
 IFSFBGUFS
 4#.� 5IF 4#. JT B NPEJSFE WFSTJPO

�



PG UIF CJOBSZ FYBNQMF PG #JLIDIBOEBOJ
 )JSTIMFJGFS BOE 8FMDI 	����

 IFSFBGUFS #)8��

5IF 4#. JMMVTUSBUFT IPX JOGPSNBUJPO DBTDBEFT DBO CMPDL TPDJBM MFBSOJOH
 BOE DBO CF

FYUFOEFE UP JMMVTUSBUF NBOZ GVSUIFS DPODFQUT� /FWFSUIFMFTT
 TPNF PG UIF DPODMVTJPOT PG

UIF 4#. BSF NPSF SPCVTU UIBO PUIFST UP DIBOHFT JO UIF NPEFM� 8F SFDVSSFOUMZ EJTDVTT JO

UIJT TVSWFZ XIFO UIFTF FRFDUT EP PS EP OPU BSJTF JO WBSJPVT PUIFS TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOHT�

��� #BTJD 4FUVQ� #JOBSZ "DUJPOT
 4JHOBMT
 BOE 4UBUFT

*OEJWJEVBMT I1, I2, I3, . . . NBLF DIPJDFT JO TFRVFODF� &BDI BHFOU In DIPPTFT POF PG UXP

BDUJPOT
 )JHI 	an = H
 PS -PX 	an = L
� 5IF VOEFSMZJOH TUBUF θ
 XIJDI JT OPU PCTFSWFE


UBLFT POF PG UXP QPTTJCMF WBMVFT
 H PS L� 5IF UXP TUBUFT BSF FRVBMMZ MJLFMZ FY BOUF� 8F

XJMM PGUFO WJFX UIF H TUBUF BT POF JO XIJDI UIFSF JT IJHI QBZPR UP TPNF BDUJWJUZ BOE

UIF L TUBUF JO XIJDI UIFSF JT MPX QBZPR UP UIBU BDUJWJUZ� *O TVDI DBTFT XF DBMM BDUJPO H

�"EPQU
� BOE BDUJPO L �3FKFDU�� 5BCMF � TVNNBSJ[FT UIF OPUBUJPO VTFE JO UIJT TVSWFZ�

&BDI BHFOU In SFDFJWFT B CJOBSZ TZNNFUSJD QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBM sn = h

PS sn = ℓ
 XJUI QSPCBCJMJUZ p := P[sn = h|θ = H] > 1/2 BOE P[sn = h|θ = L] = 1 − p�

4JHOBMT BSF JOEFQFOEFOU DPOEJUJPOBM PO θ�

8F SFGFS UP p BT UIF TJHOBM QSFDJTJPO� -FU UIF CFMJFG QSFDJTJPO PG B QPTTJCMF CFMJFG

q BCPVU UIF TUBUF θ CF |q − 0.5|� 5IF HSFBUFS UIF TJHOBM QSFDJTJPO
 UIF DMPTFS UIF CFMJFG JT

UP � PS �
 JNQMZJOH NPSF DFSUBJOUZ BCPVU UIF TUBUF�

#Z #BZFT� SVMF
 UIF QPTUFSJPS QSPCBCJMJUZ P[θ = H|sn = h] = p
 BOE P[θ = H|sn = ℓ] =

1− p� #Z UIF TZNNFUSZ PG UIF 4#.
 h BOE ℓ TJHOBMT IBWF PRTFUUJOH FRFDUT PO QPTUFSJPS

CFMJFGT
 TP P[θ = H|s1 = h, s2 = ℓ] = 1/2
 BOE JG BO BHFOU TFFT PS JOGFST DFSUBJO OVN�

CFST PG QSFEFDFTTPS h BOE ℓ TJHOBMT
 UIF VQEBUFE CFMJFG EFQFOET POMZ PO UIF EJRFSFODF

CFUXFFO UIFTF OVNCFST�

�5IF TJNQMF CJOBSZ NPEFM JT UIF TQFDJBM DBTF PG UIF #)8 NPEFM XJUI TZNNFUSJD CJOBSZ TJHOBMT� 5IF

NPEFM PG #BOFSKFF 	����
 EJRFST JO TFWFSBM TVCTUBOUJWF XBZT
 BT EFTDSJCFE JO f ��

�



5BCMF �� /PUBUJPO (VJEF

/PUBUJPO #BTF DBTF BTTVNQUJPO

4UBUF θ θ ∈ {L,H}

4JHOBM sn GPS BHFOU In sn ∈ {ℓ, h}

"DUJPO an GPS BHFOU In an ∈ {L,H}

6UJMJUZ u(θ, a) u(θ, a) =







1 JG θ = a

0 PUIFSXJTF

"MM BHFOUT IBWF UIF TBNF VUJMJUZ GVODUJPO u(θ, a)
 XIJDI JT FRVBM UP � JG a = θ

BOE UP � PUIFSXJTF� 5IFSFGPSF
 FBDI BHFOU DIPPTFT UIF BDUJPO UIBU JT NPSF MJLFMZ UP

NBUDI UIF TUBUF HJWFO IFS JOGPSNBUJPO� *G In BTTJHOT FRVBM QSPCBCJMJUJFT UP CPUI TUBUFT


TIF JT JOEJRFSFOU CFUXFFO UIF UXP BDUJPOT
 JO XIJDI DBTF XF BTTVNF UIBU TIF GPMMPXT

IFS QSJWBUF TJHOBM
 an = sn�
�

8F SFGFS UP TPDJBM JOGPSNBUJPO JO UIJT TVSWFZ BT JOGPSNBUJPO EFSJWFE GSPN PC�

TFSWJOH PUIFST
 UIF TPDJBM CFMJFG BU BOZ TUFQ JO UIF TFRVFODF BT UIF CFMJFG UIBU BO PVUTJEF

PCTFSWFS XPVME IBWF CBTFE POMZ PO UIF TPDJBM JOGPSNBUJPO PG BHFOU In
 BOE BO BHFOU�T

QSJWBUF CFMJFG BT UIF CFMJFG JNQMJFE TPMFMZ CZ UIF BHFOU�T QSJWBUF TJHOBM� &BDI BHFOU�T BDUJPO

DIPJDF JT PG DPVSTF CBTFE PO UIF BHFOU�T GVMM JOGPSNBUJPO TFU� *U JT DPNNPO LOPXMFEHF

UIBU FBDI In LOPXT UIF EFDJTJPO NPEFM BOE JOGPSNBUJPO TUSVDUVSF PG QSFEFDFTTPST�

�5IF RVBMJUBUJWF QSPQFSUJFT PG UIJT NPEFM BSF SPCVTU UP DIBOHFT JO UIF UJF�CSFBLJOH SVMF� 'PS UIF QVSQPTF

PG QSPWJEJOH NJOJNBM FYBNQMFT
 XF TPNFUJNFT FNQMPZ EJRFSFOU UJF�CSFBLJOH DPOWFOUJPOT GPS UIF CFIBWJPS

PG JOEJRFSFOU BHFOUT� "MUIPVHI QFEBHPHJDBMMZ DPOWFOJFOU
 TVDI UJFT DPVME CF FMJNJOBUFE
 XJUI TJNJMBS

SFTVMUT
 CZ TMJHIUMZ QFSUVSCBUJPOT PG UIF NPEFM QBSBNFUFST�

�



8F DPOUSBTU UXP SFHJNFT GPS TPDJBM PCTFSWBUJPO�

�� 5IF 0CTFSWBCMF 4JHOBMT 3FHJNF� &BDI BHFOU PCTFSWFT CPUI UIF TJHOBMT BOE UIF

BDUJPOT PG BMM QSFEFDFTTPST��

�� 5IF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF 3FHJNF� &BDI BHFOUT PCTFSWFT UIF BDUJPOT CVU OPU

UIF QSJWBUF TJHOBMT PG BMM QSFEFDFTTPST�

*O UIF 0CTFSWBCMF 4JHOBMT 3FHJNF
 UIF QPPM PG TPDJBM JOGPSNBUJPO BMXBZT FY�

QBOET
 BOE CZ UIF MBX PG MBSHF OVNCFST UIF TPDJBM CFMJFG CFDPNFT BSCJUSBSJMZ DMPTF UP

DFSUBJOUZ BCPVU UIF DPSSFDU BDUJPO�"EPQU JG θ = H
 3FKFDU JG θ = L�BOE UIVT FWFOUVBMMZ

CFIBWF BMJLF� "O PVUDPNF JO XIJDI BMM BHFOUT CFIBWF BMJLF GPSFWFS JT DBMMFE B IFSE� 8F

EFSOF IFSET NPSF GPSNBMMZ JO f ������

*O UIF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF 3FHJNF
 FBDI BHFOU�T BDUJPO EFQFOET PO UIF

QVCMJDMZ PCTFSWBCMF BDUJPO IJTUPSZ BOE UIF BHFOU�T PXO QSJWBUF TJHOBM� *O UIJT SFHJNF
 UIF

QSFDJTJPO PG UIF TPDJBM CFMJFG JT XFBLMZ JODSFBTJOH XJUI n
 TP JU JT UFNQUJOH UP DPOKFDUVSF

UIBU IJHIMZ BDDVSBUF PVUDPNFT XJMM BHBJO CF BDIJFWFE� #VU JO GBDU
 UIF QSFDJTJPO PG UIF

TPDJBM CFMJFG IJUT B SOJUF DFJMJOH
 BT XF XJMM EJTDVTT� *U JT FBTZ UP TIPX UIBU UIF DIPJDFT PG B

GFX FBSMZ QSFEFDFTTPST EFUFSNJOF UIF BDUJPOT PG BMM MBUFS BHFOUT� *O DPOTFRVFODF
 BHFOUT

TUJMM IFSE � CVU PGUFO VQPO UIF XSPOH BDUJPO
 UIF DIPJDF UIBU ZJFMET B MPXFS QBZPR�

5ISPVHIPVU UIJT SFWJFX
 PVS EFGBVMU QSFNJTF XJMM CF UIF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF

SFHJNF� XF POMZ NFOUJPO BTTVNQUJPOT XIFO UIFZ EFWJBUF GSPN UIF CBTF TFU PG BTTVNQ�

UJPOT PG UIF 4#.� 5IF 4#.
 BOE NPEFTU WBSJBUJPOT UIFSFPG
 BSF SJDI TPVSDFT PG JOTJHIU

JOUP TPDJBM MFBSOJOH�

�"DUJPOT EP OPU DPOWFZ BOZ BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO BT B QSFEFDFTTPS�T TJHOBM JT B TVUDJFOU TUBUJTUJD GPS

IFS BDUJPO�

��



��� 8IZ JOGPSNBUJPO TUPQT BDDVNVMBUJOH� *OGPSNBUJPO DBTDBEFT

5P TFF XIZ PVUDPNFT BSF JOFUDJFOU JO UIF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF 3FHJNF
 DPOTJEFS

FBDI BHFOU JO TFRVFODF� 'JHVSF � TIPXT UIF QPTTJCMF DIBJOT PG FWFOUT� "HFOU I1
 "OO


BEPQUT JG IFS QSJWBUF TJHOBM JT h BOE SFKFDUT JG JU JT ℓ� "HFOU I2
 #PC
 BOE BMM TVDDFTTPST

DBO JOGFS "OO�T TJHOBM QFSGFDUMZ GSPN IFS EFDJTJPO� 4P JG "OO BEPQUT
 BOE #PC�T QSJWBUF

TJHOBM JT h
 IF BMTP BEPQUT� #PC LOPXT UIBU UIFSF XFSF UXP h TJHOBMT� IF JOGFST POF

GSPN "OO�T BDUJPOT BOE IBT PCTFSWFE POF QSJWBUFMZ� *G #PC�T TJHOBM JT ℓ
 JU FYBDUMZ PRTFUT

"OO�T h
 NBLJOH IJN JOEJRFSFOU CFUXFFO BEPQUJOH BOE SFKFDUJOH� #Z PVS UJF�CSFBLJOH

DPOWFOUJPO
 #PC GPMMPXT IJT PXO TJHOBM BOE SFKFDUT� *O UIJT TFUUJOH
 SFHBSEMFTT PG XIJDI

TJHOBMT "OO BOE #PC SFDFJWF
 FBDI DIPPTFT BO BDUJPO UIBU NBUDIFT IJT PS IFS TJHOBM
 BOE

UIVT UIFJS BDUJPOT SFWFBM UIFJS TJHOBMT UP MBUFS BHFOUT�

"HFOU I3
 $BSPM
 OPX GBDFT POF PG UISFF QPTTJCMF TJUVBUJPOT� 	�
 "OO BOE #PC

CPUI BEPQUFE 	UIFJS BDUJPOT XFSF HH

 	�
 CPUI SFKFDUFE 	LL

 PS 	�
 POF BEPQUFE

BOE UIF PUIFS SFKFDUFE 	HL PS HL
� *O UIF HH DBTF
 $BSPM BEPQUT SFHBSEMFTT PG XIJDI

TJHOBM TIF SFDFJWFE
 TJODF UIF NBKPSJUZ PG PCTFSWFE PS JOGFSSFE TJHOBMT JT h FWFO JG TIF

SFDFJWFE BO ℓ� *O PUIFS XPSET
 $BSPM�T BDUJPO JT JOEFQFOEFOU PG IFS QSJWBUF JOGPSNBUJPO

TJHOBM�TIF JT JO BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF
 EFSOFE BT GPMMPXT�

%FOOJUJPO �� "O BHFOU JT TBJE UP CF JO BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF JG JU JT PQUJNBM GPS IFS UP

DIPPTF BO BDUJPO XIJDI JT JOEFQFOEFOU PG IFS QSJWBUF TJHOBM�

$SVDJBMMZ
 JO UIF HH DBTF
 $BSPM�T BDUJPO QSPWJEFT OP JOGPSNBUJPO BCPVU IFS

TJHOBM UP IFS TVDDFTTPST� )FS BDUJPO IBT OPU JNQSPWFE UIF QVCMJD QPPM PG JOGPSNBUJPO� UIF

TPDJBM CFMJFG SFNBJOT VODIBOHFE� )FODF BMM MBUFS BHFOUT GBDF UIF TBNF EFDJTJPO QSPCMFN

UIBU TIF EJE� 0ODF $BSPM JT JO BO "EPQU DBTDBEF
 BMM IFS TVDDFTTPST BMTP BEPQU
 VMUJNBUFMZ

CBTFE POMZ PO UIF PCTFSWFE BDUJPOT PG "OO BOE #PC� 4JNJMBSMZ
 JO UIF TFDPOE DBTF
 UXP

3FKFDUT 	LL
 QVU $BSPM BOE BMM TVCTFRVFOU BHFOUT JOUP B 3FKFDU DBTDBEF�

*O UIF UIJSE DBTF
 "OO IBT BEPQUFE BOE #PC IBT SFKFDUFE
 PS WJDF WFSTB� $BSPM

JOGFST UIBU "OO BOE #PC PCTFSWFE PQQPTJUF TJHOBMT
 TP UIF TPDJBM CFMJFG JT UIBU UIF UXP

��
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'JHVSF �� &WFOU 4FRVFODF

5IJT SHVSF TIPXT B TFRVFODF PG QPTTJCMF FBSMZ FWFOUT BOE PQUJNBM DIPJDFT JO UIF 4#.� 1PTTJCMF TJHOBMT BSF

h BOE ℓ
 XIJDI BSF JOEJDBUJWF PG TUBUFT H BOE L SFTQFDUJWFMZ� 5IF NBJO GPDVT JT PO FWFOUT BGUFS BO JOJUJBM

h TJHOBM� .VMUJQMF OPEFT UIBU BSF JO UIF TBNF JOGPSNBUJPO TFU GSPN UIF WJFXQPJOU PG MBUFS PCTFSWFST BSF

TVSSPVOEFE CZ EBTIFE MJOFT� "DUJPO H JT DPSSFDU JO TUBUF H
 BOE BDUJPO L JT DPSSFDU JO TUBUF L� 5XP DJSDMFT

GPS I2 BSF JO DZBO UP JOEJDBUF UIBU XIFO UIFTF OPEFT BSF SFBDIFE
 UIF OFYU QMBZFS
 I3
 XJMM GBDF UIF TBNF

JOGFSFODF QSPCMFN BT I1 GPMMPXJOH UIF JOJUJBM DZBO OPEF� /PEFT UIBU BSF JO BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF BSF

TIBEFE JO QFBDI�

��



TUBUFT BSF FRVBMMZ MJLFMZ� )FS EFDJTJPO QSPCMFN JT UIFSFGPSF JEFOUJDBM UP UIBU PG "OO
 TP

$BSPM�T EFDJTJPO JT UP GPMMPX IFS QSJWBUF TJHOBM� *O UVSO
 UIJT NBLFT UIF EFDJTJPO QSPCMFN PG

BHFOU I4
 %BO
 JTPNPSQIJD UP #PC�T�IF OFFE POMZ QBZ BUUFOUJPO UP IJT MBUFTU QSFEFDFTTPS�

.PSF HFOFSBMMZ
 UBLJOH BHFOUT QBJSXJTF TUBSUJOH GSPN (I1, I2)
 UIF POMZ XBZ UP

BWPJE BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF JT GPS FBDI QBJS UP DPOUBJO POF "EPQU BOE POF 3FKFDU�

*G UIJT PDDVST UISPVHI BOZ FWFO OVNCFS PG BHFOUT
 UIF OFYU BHFOU DBO JOGFS UIBU UIF

OVNCFS PG QBTU h BOE ℓ TJHOBMT XBT FRVBM
 TP UIBU QBTU BDUJPOT DBO CF JHOPSFE� 'PMMPXJOH

BOZ TVDI IJTUPSZ PG QBJSFE PQQPTJOH BDUJPOT
 UIF OFYU UXP BHFOUT NBZ CPUI SFDFJWF UIF

TBNF TJHOBM 	XIJDI PDDVST XJUI QSPCBCJMJUZ p2 + (1− p)2
� 8IFO UIF OFYU UXP BHFOUT

PCTFSWF UIF TBNF TJHOBMT
 UIFZ UBLF UIF TBNF BDUJPO
 TP UIF OFYU BHFOU JT JO B DBTDBEF�

0ODF BO BHFOU JT JO B DBTDBEF
 TP BSF BMM TVDDFTTPST�� *U GPMMPXT UIBU B IFSE BMTP PDDVST�

'VSUIFSNPSF
 TJODF FBDI QBJS IBT B GSFTI DIBODF UP TUBSU B DBTDBEF
 B DBTDBEF IBQQFOT

FWFOUVBMMZ
 BMNPTU TVSFMZ�

$BTDBEFT UFOE UP TUBSU FBSMZ�CBTFE PO B TNBMM QSFQPOEFSBODF PG FWJEFODF

JO UIF TPDJBM CFMJFG� &WFO JO UIF MFBTU DBTDBEF�GBWPSBCMF TDFOBSJP PG WFSZ OPJTZ TJHOBMT

	p ≈ 1/2

 CZ UIF UJNF UIF ��th BHFOU IBT UP EFDJEF
 UIF QSPCBCJMJUZ PG OPU CFJOH JO B

DBTDBEF JT BMSFBEZ VOEFS ����
 BOE UIF FYQFDUFE OVNCFS PG BHFOUT XIP BDU PO QSJWBUF

JOGPSNBUJPO CFGPSF B DBTDBEF TUBSUT JT VOEFS GPVS� 4P UIF QSJWBUF JOGPSNBUJPO PG BMM CVU B

GFX BHFOUT JT MPTU UP UIF HSPVQ�

0ODF B DBTDBEF TUBSUT
 OP OFX JOGPSNBUJPO BCPVU TUBUF CFDPNFT QVCMJD� UIF

BDDVSBDZ PG UIF TPDJBM CFMJFG QMBUFBVT� "O FBSMZ QSFQPOEFSBODF PG FJUIFS "EPQUT PS 3FKFDUT

DBVTFT BMM TVCTFRVFOU BHFOUT UP SBUJPOBMMZ JHOPSF UIFJS QSJWBUF TJHOBMT� 5IFTF TJHOBMT

UIVT OFWFS KPJO UIF QVCMJD QPPM PG LOPXMFEHF� "HFOUT EJTSFHBSE UIFJS QSJWBUF TJHOBMT

CFGPSF UIF TPDJBM CFMJFG CFDPNFT WFSZ BDDVSBUF� 4QFDJSDBMMZ
 BT TPPO BT UIF TPDJBM CFMJFG JT

NPSF QSFDJTF UIBO UIF TJHOBM PG KVTU B TJOHMF BHFOU
 UIF OFYU BHFOU GBMMT JOUP B DBTDBEF�

8F XJMM DBMM UIJT UIF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT�� 5IF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT

�*O HFOFSBM
 IPXFWFS
 B DBTDBEF DBO PDDVS GPS KVTU POF BHFOU PS DBO DPOUJOVF GPS BOZ HJWFO OVNCFS PG

BHFOUT�
�*O B TFUUJOH XJUI NPSF UIBO UXP QPTTJCMF TJHOBM WBMVFT
 UXP JEFOUJDBM TVDDFTTJWF BDUJPOT EP OPU

��



JNQMJFT UIBU DBTDBEFT BSF PGUFO JODPSSFDU�UIFZ BSF JEJPTZODSBUJD�

5IF BDDVSBDZ JNQSPWFNFOU GSPN TPDJBM PCTFSWBUJPO JO UIF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF

3FHJNF GBMMT GBS TIPSU PG UIF PVUDPNF JO UIF 0CTFSWBCMF 4JHOBMT 3FHJNF
 JO XIJDI FWFO�

UVBMMZ FWFSZPOF NBLFT UIF DPSSFDU EFDJTJPO� *OEFFE
 XIFO QSJWBUF TJHOBMT BSF WFSZ OPJTZ

	F�H�
 p = 1/2 + ǫ

 UIF TPDJBM PVUDPNF JT BMNPTU QVSF OPJTF� 5IJT GBMMT GBS TIPSU PG QFS�

GFDU JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 XIFSFJO EFDJTJPOT GPS MBUFS BHFOUT XPVME CFDPNF BMNPTU

QFSGFDUMZ BDDVSBUF� 4QFDJSDBMMZ
 UIF JODSFBTF JO BDDVSBDZ UIBU BHFOUT PCUBJO GSPN CFJOH

BCMF UP PCTFSWF UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST JT OFHMJHJCMF��

5IF TPDJBM PVUDPNF JO UIF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF 3FHJNF EFQFOET IFBWJMZ PO

UIF PSEFS JO XIJDI TJHOBMT BSSJWF� *G TJHOBMT BSSJWF JO UIF PSEFS hhℓℓ . . . 
 UIFO B DBTDBEF

TUBSUT BOE FWFSZPOF BEPQUT� *G
 JOTUFBE
 UIF TBNF TFU PG TJHOBMT BSSJWFT JO UIF PSEFS

ℓℓhh . . . 
 FWFSZPOF SFKFDUT� 4P DBTDBEFT BOE XFMGBSF BSF QBUI EFQFOEFOU�

��� -FTTPOT PG UIF #JOBSZ .PEFM

5IF 4#. JMMVTUSBUFT B OVNCFS PG LFZ DPODFQUT UIBU BSF FNQJSJDBMMZ UFTUBCMF
 BOE XIJDI

BMTP PCUBJO JO TPNF NPSF HFOFSBM TFUUJOHT�

$POGPSNJUZ� 1FPQMF FOE VQ GPMMPXJOH UIF CFIBWJPS PG PUIFST�

5IF DPODMVTJPO UIBU BHFOUT DPOGPSN UP UIF BDUJPOT PG PUIFST�FWFO JODPSSFDU

BDUJPOT�IPMET JO B XJEF BSSBZ PG TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT� 5IF 4#. QSPWJEFT B

VTFGVM CFODINBSL GPS BTTFTTJOH XIJDI BTTVNQUJPOT BSF DSVDJBM GPS UIJT DPODMVTJPO�

*O MBUFS TFDUJPOT XF XJMM TFF UIBU B TJNJMBS DPODMVTJPO DBO IPME XJUI NPSF HFOFSBM

OFDFTTBSJMZ TUBSU B DBTDBEF� 5IF HFOFSBM QPJOU JT UIBU B GBJSMZ MPX�QSFDJTJPO TPDJBM CFMJFG DBO CF FOPVHI UP

USJHHFS B DBTDBEF�
� *O UIF 0OMZ�"DUJPOT�0CTFSWBCMF 3FHJNF
 UIF QSPCBCJMJUZ PG B DPSSFDU DBTDBEF 	"EPQU JG BOE POMZ JG

θ = H
 DBO CF TIPXO UP CF p
2

p2+(1−p)2 � 'PS B OPJTZ TJHOBM BT BCPWF
 UIJT JT BQQSPYJNBUFMZ 1/2 + 2ǫ� 5IJT JT

OPU NVDI CFUUFS UIBO BO BHFOU DPVME EP CBTFE TPMFMZ PO QSJWBUF JOGPSNBUJPO
 XIJDI SFTVMUT JO B QSPCBCJMJUZ

PG DIPPTJOH DPSSFDUMZ PG p = 1/2 + ǫ�

��



BDUJPO TQBDFT BOE TJHOBM EJTUSJCVUJPOT
 BOE VOEFS EJRFSFOU BTTVNQUJPOT BCPVU

UIF UJNJOH PG NPWFT
 PCTFSWBCJMJUZ PG PUIFST
 BOE UIF EFDJTJPO PG XIFUIFS UP

BDRVJSF JOGPSNBUJPO� )PXFWFS
 TPNF WBSJBUJPOT PG NPEFMJOH BTTVNQUJPOT TVDI

BT VOCPVOEFE QSJWBUF TJHOBMT
 DFSUBJO QTZDIPMPHJDBM CJBTFT
 BOE OFHBUJWF QBZPR

FYUFSOBMJUJFT 	TVDI BT DPOHFTUJPO FRFDUT
 DBO CSFBL UIJT DPODMVTJPO
 FWFO XIFO

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT TUJMM PDDVS�

*EJPTZODSBTZ BOE 1BUI %FQFOEFODF� %FTQJUF B XFBMUI PG QSJWBUF JOGPSNBUJPO
 XIJDI

JO UIF BHHSFHBUF XPVME BTTVSF UIF DPSSFDU BDUJPO JG JU DPVME CF NBEF GVMMZ BWBJMBCMF

GPS VTF
 UIF CFIBWJPS PG NPTU BHFOUT PGUFO FOET VQ CFJOH JODPSSFDU�JEJPTZODSBTZ�

-BUFS JO UIJT TVSWFZ XF FYBNJOF UIF SPCVTUOFTT PG UIJT DPODMVTJPO� 4QFDJSDBMMZ


XIFO EPFT TPDJFUZ DPOWFSHF UP DPSSFDU CFIBWJPS "OE VOEFS XIBU DPOEJUJPOT JT

UIFSF QFSTJTUFOU JEJPTZODSBTZ 

*O QBSUJDVMBS
 UIF BDUJPOT PG B GFX FBSMZ BHFOUT UFOE UP CF EFDJTJWF JO EFUFSNJOJOH

UIF BDUJPOT BOE TVDDFTT PG B MBSHF OVNCFST PG TVDDFTTPST� 4PDJBM PVUDPNFT IBWF MPX

QSFEJDUBCJMJUZ� *O PUIFS XPSET
 PVUDPNFT BSF QBUI�EFQFOEFOU� 5IJT QSPCMFN SBJTFT

UIF RVFTUJPO PG XIFUIFS QPMJDZ DBO JNQSPWF PVUDPNFT� "T TVDI
 UIFSF IBT CFFO

FYUFOTJWF JOUFSFTU JO QBUI EFQFOEFODF FWFO JO TFUUJOHT XJUIPVU TPDJBM MFBSOJOH

	"SUIVS 	����

 -JFCPXJU[ BOE .BSHPMJT 	����

�

*OGPSNBUJPO &YUFSOBMJUZ� &BDI BHFOU UBLFT BO BDUJPO UIBU JT JOEJWJEVBMMZ PQUJNBM
 XJUI�

PVU DPOTJEFSBUJPO PG UIF JOGPSNBUJPOBM CFOFSUT UP MBUFS BHFOUT� " HSFBUFS CFOFSU

DPVME CF DPOGFSSFE VQPO MBUFS BHFOUT JG FBSMZ BHFOUT XFSF JOTUFBE UP BDU JO XBZT

UIBU SFWFBM UIFJS PXO TJHOBMT� 5IF XBTUBHF PG QSJWBUF JOGPSNBUJPO CMPDLT FUDJFOU

PVUDPNFT�

*O B SBOHF PG TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOHT
 PXJOH UP UIF JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ
 BHFOUT

DPOGPSN TVSQSJTJOHMZ RVJDLMZ
 CMPDLJOH JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO� *O PUIFS TFUUJOHT

	F�H
 4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����
 BOE 7JWFT 	����


 UIF JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ

EPFT OPU MFBE UP DPNQMFUF CMPDLBHF PG MFBSOJOH� #VU FWFO JO TVDI TFUUJOHT
 MFBSOJOH

JT NVDI TMPXFS UIBO JO UIF 0CTFSWBCMF 4JHOBMT 3FHJNF
 UIPVHI OPU DPNQMFUFMZ

��



CMPDLFE 	TFF BMTP )BOO�$BSVUIFST
 .BSUZOPW BOE 5BNV[ 	����
 BOE 3PTFOCFSH

BOE 7JFJMMF 	����

�

'SBHJMJUZ� 'SBHJMJUZ JT B SFDVSSJOH QSPQFSUZ JO TPNF PG UIF TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT UIBU

XF FYQMPSF JO UIJT TVSWFZ� *O UIF 4#.
 DBTDBEFT TUBSU BU B TPDJBM CFMJFG UIBU JT

OPU NVDI NPSF QSFDJTF UIBO B TJOHMF QSJWBUF TJHOBM� )FODF
 BOZ DPNQBSBCMZ

JOGPSNBUJWF BEEJUJPOBM 	QVCMJD PS QSJWBUF
 TJHOBM BEEFE UP UIF NPEFM DPVME EJTMPEHF

UIF DBTDBEF�DBTDBEFT BSF GSBHJMF�� *O PUIFS XPSET
 TPDJFUZ TQPOUBOFPVTMZ XBOEFST

UP B QPTJUJPO UIBU JT IJHIMZ TFOTJUJWF UP TNBMM TIPDLT� &WFO XJUI NPSF HFOFSBM TJHOBM

EJTUSJCVUJPOT UIBO UIF 4#.
 PODF UIF TPDJBM CFMJFG JT NPSF JOGPSNBUJWF UIBO UIF

NPTU JOGPSNBUJWF TJHOBM WBMVF
 B DBTDBEF TUBSUT
 SFTVMUJOH JO GSBHJMJUZ�

5IJT DPOUSBTUT XJUI TFUUJOHT JO XIJDI TPDJBM PVUDPNFT UFOE UP CF JOTFOTJUJWF UP

TNBMM TIPDLT 	PVUTJEF QBSUJDVMBS QBSBNFUFS WBMVFT UIBU IBQQFO UP QVU UIF TZTUFN

DMPTF UP B LOJGF FEHF� ,VSBO 	����

�

5IF 4#. BOE UIF DBTDBEFT NPEFM PG #)8 QSPWJEF TPNF TVSQSJTJOHMZ FYUSFNF

PVUDPNFT� DPNQMFUF CMPDLBHF PG MFBSOJOH BMPOH XJUI JEFOUJDBM BDUJPO DIPJDFT� )PXFWFS


UIF CSPBEFS JOUVJUJPO UIBU JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ MJNJUT MFBSOJOH TVHHFTUT UIBU TJNJMBS

CVU NJMEFS QPTTJCJMJUJFT DBO PDDVS JO NPSF HFOFSBM TFUUJOHT� UIBU MFBSOJOH CFDPNFT WFSZ

TMPX
 BOE UIBU BDUJPOT CFDPNF WFSZ TJNJMBS�

%VF UP JUT TJNQMJDJUZ
 UIF 4#. TFSWFT BT BO JOUVJUJPO QVNQ GPS NPSF DPNQMFY

TDFOBSJPT� *U JMMVTUSBUFT XIJDI BTTVNQUJPOT BSF DSVDJBM BOE BMMPXT VT UP JTPMBUF UIF FRFDUT

PG DIBOHFT JO BTTVNQUJPOT� 'PS FYBNQMF
 VTJOH B EJRFSFOU UJF�CSFBLJOH SVMF
 PS BMMPXJOH

GPS SOJUFMZ NBOZ TJHOBM WBMVFT JOTUFBE PG UXP RVBMJUBUJWFMZ NBLFT OP EJRFSFODF
 BT TIPXO

CZ #)8� 8F XJMM MJLFXJTF TFF UIBU BMMPXJOH GPS FOEPHFOPVT TJHOBM BDRVJTJUJPO PS GPS

FOEPHFOPVT UJNJOH PG EFDJTJPOT POMZ TUSFOHUIFOT UIF LFZ QVODIMJOFT� 7BSJPVT PUIFS

TFUUJOHT BMTP NBJOUBJO JOGPSNBUJPO CMPDLBHF BT JO UIF 4#.�

)PXFWFS
 UIFSF BSF PUIFS NPEFMJOH WBSJBUJPOT JO XIJDI LFZ JNQMJDBUJPOT PG

�8F EFSOF GSBHJMJUZ GPSNBMMZ JO f ��

��



UIF 4#. EP OPU IPME� 'VSUIFSNPSF
 WBSZJOH BTTVNQUJPOT QSPEVDF JOUFSFTUJOH OFX

QIFOPNFOB
 TVDI BT UIF FOEPHFOPVT TVEEFO POTFU PG BWBMBODIFT PG BDUJWJUZ CZ NBOZ

BHFOUT USJHHFSFE CZ UIF BDUJPO PG B TJOHMF BHFOU
 FWFOUVBM MFBSOJOH
 PS TIBUUFSJOH PG

DBTDBEFT BGUFS UIFJS GPSNBUJPO� 5XP JOTJHIUT PG UIF 4#.
 JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ BOE

IFSEJOH
 BSF QSFTFSWFE JO B WFSZ XJEF TQFDUSVN PG NPEFMT
 SFTVMUJOH JO TMPX TPDJBM

MFBSOJOH���

5IFTF FYUFOTJPOT TPNFUJNFT JOWPMWF SFMBYJOH UIF 4#.�T DPNNPO LOPXMFEHF

BTTVNQUJPOT
 GPS FYBNQMF CZ BMMPXJOH GPS QSJWBUFMZ LOPXO QSFGFSFODFT
 PCTFSWBUJPOT BOE

TJHOBM QSFDJTJPO� *O UIF 4#.
 BHFOUT PCTFSWF BMM QSFEFDFTTPST BOE OP POF FMTF� *O NPSF

HFOFSBM NPEFMT PG MFBSOJOH JO TPDJBM OFUXPSLT
 EJRFSFOU BHFOUT NBZ PCTFSWF EJRFSFOU

TVCTFUT PG QSFEFDFTTPST
 BOE BHFOUT NBZ OPU BMXBZT LOPX XIBU UIFJS QSFEFDFTTPST IBWF

PCTFSWFE� *O NPEFMT XJUI JNQFSGFDU SBUJPOBMJUZ
 UIF USVF FDPOPNJD FOWJSPONFOU JT OPU

DPNNPO LOPXMFEHF BT BHFOUT NBZ TZTUFNBUJDBMMZ NJTFTUJNBUF UIF JOGPSNBUJPO TFUT

PG QSFEFDFTTPST� &YQMPSJOH EJRFSFOU EJSFDUJPOT GPS HFOFSBMJ[BUJPO
 BOE JTPMBUJOH UIF

FRFDUT PG EJRFSFOU GFBUVSFT PG UIF TPDJBM MFBSOJOH FOWJSPONFOU
 JT B GPDVT PG NVDI PG UIF

SFNBJOEFS PG UIJT TVSWFZ�

� 7BSZJOH UIF BDUJPO TQBDF

*O UIF 4#.
 BHFOUT DIPTF GSPN POF PG UXP BDUJPOT
 BOE SFDFJWF B VUJMJUZ UIBU JT POF JG UIF

BDUJPO NBUDIFT UIF TUBUF
 BOE [FSP PUIFSXJTF� .PSF HFOFSBMMZ
 BHFOUT DIPPTF BO BDUJPO

GSPN TPNF BDUJPO TFU
 BOE SFDFJWF B VUJMJUZ UIBU EFQFOET PO UIF BDUJPO BOE UIF TUBUF�

5IF 4#. JT FYUSFNF JO IBWJOH POMZ UXP BDUJPOT� "U UIF PUIFS FYUSFNF
 UIF

TFU PG BWBJMBCMF BDUJPOT JT DPOUJOVPVT BOE
 VOEFS SFBTPOBCMF BTTVNQUJPOT
 FWFO B TNBMM

WBSJBUJPO JO BO BHFOU�T CFMJFG DBVTFT B TNBMM TIJGU JO BDUJPO� *G TP
 BHFOUT� BDUJPOT BMXBZT

��"O FYDFQUJPO JT UIF NPEFM PG 7JWFT 	����

 XIFSF UIFSF JT BO JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ CVU OP IFSEJOH�

4JODF BDUJPOT BSF UBLFO JO B DPOUJOVVN XJUI GVMM SFTQPOTJWFOFTT UP TJHOBMT
 UIFSF BSF OP DBTDBEFT PS

IFSEJOH�

��



EFQFOE PO UIFJS QSJWBUF TJHOBMT
 BOE UIFSFGPSF SFWFBM UIFJS QSJWBUF TJHOBMT� )FODF UIFSF

JT OP DBTDBEF
 BOE MBUF BHFOUT FWFOUVBMMZ MFBSO UIF TUBUF XJUI OFBS QFSGFDUJPO�

#FUXFFO UIF CJOBSZ BOE DPOUJOVPVT FYUSFNFT
 UIF BDUJPOT TFUT UIBU BHFOUT

DIPPTF GSPN BSF MBSHF CVU SOJUF� 'PS FYBNQMF
 SSNT NBZ DIPPTF TPNF UFDIOPMPHZ UP

BEPQU
 BOE QFPQMF DIPPTF XIJDI TQPSUT FWFOU UP BUUFOE
 XIFUIFS UP NBSSZ POF QFSTPO PS

BOPUIFS
 PS IPX NBOZ DIJMESFO UP IBWF� 7PUFST NVTU VTVBMMZ DIPPTF POF GSPN BNPOH B

TFU PG DBOEJEBUFT� .PSFPWFS
 DPOUJOVPVT DIPJDF TFUT BSF PGUFO USVODBUFE� 'PS FYBNQMF


UIF BMDPIPM DPOTVNBCMF BU EJOOFS JT CPVOEFE CFMPX BU [FSP BOE BCPWF CZ UIF MJNJUT PG

IVNBO DBQBDJUZ� 'VSUIFSNPSF
 UIFSF JT FWJEFODF UIBU QFPQMF TPNFUJNFT EJTDSFUJ[F UIFJS

DIPJDF TFUT
 TVDI BT SFTUSJDUJOH UIFJS JOWFTUNFOU PSEFST 	QSJDF
 RVBOUJUZ
 PS NBSLFU WBMVF


UP SPVOE OVNCFST 	)BSSJT 	����

 ,BIO
 1FOOBDDIJ BOE 4PQSBO[FUUJ 	����

 *LFOCFSSZ

BOE 8FTUPO 	����

 )JSTIMFJGFS FU BM� 	����

�

8IFO BHFOUT IBWF NPSF BWBJMBCMF DIPJDFT
 UIFZ DBO QPUFOUJBMMZ BUUVOF UIFJS

BDUJPOT NPSF SOFMZ UP UIFJS QSJWBUF TJHOBMT� 5IJT DBO BMMPX MBUFS BHFOUT UP MFBSO NPSF

GSPN UIFJS QSFEFDFTTPST� BDUJPOT� 5IJT JO UVSO TVHHFTUT UIBU UIF QSPCMFN PG JODPSSFDU

DBTDBEFT NBZ EJNJOJTI BT UIF BDUJPO TQBDF JT FOSJDIFE� *OEFFE
 POF NJHIU UIJOL UIBU

B TVUDJFOUMZ SJDI BDUJPO TQBDF XJMM NBLF UIF QSPCMFNT PG TPDJBM MFBSOJOH DPNQMFUFMZ

WBOJTI� 8F XJMM TFF UIBU UIJT JT POMZ TPNFUJNFT USVF�

"T BO FYBNQMF PG B TJNQMF TFUUJOH JO XIJDI BHFOUT FWFOUVBMMZ MFBSO UIF TUBUF


TVQQPTF UIBU UIF UXP QPTTJCMF TUBUFT BSF θ = 0 PS 1� "HFOU In DIPPTFT BO BDUJPO an GSPN

UIF JOUFSWBM [0, 1] BOE DIPPTFT UIF QBZPR UIBU NJOJNJ[FT UIF NFBO�TRVBSFE FSSPS
 J�F�


UIF VUJMJUZ GVODUJPO JT u(θ, an) = −(θ − an)
2� *O UIJT TFUUJOH
 In�T PQUJNBM BDUJPO JT TUSJDUMZ

JODSFBTJOH JO IFS CFMJFGT BOE UIFSFGPSF QFSGFDUMZ SFWFBMT IFS QSJWBUF JOGPSNBUJPO� .PSF

HFOFSBMMZ
 "MJ 	����C
 EFSOFT B OPUJPO DBMMFE SFTQPOTJWFOFTT
 XIJDI MPPTFMZ TQFBLJOH

NFBOT UIBU BDUJPOT BSF TFOTJUJWF FWFO UP TNBMM EJRFSFODFT JO CFMJFGT� )F TIPXT UIBU

SFTQPOTJWFOFTT JT B TVUDJFOU DPOEJUJPO GPS FWFOUVBM MFBSOJOH PG UIF USVF TUBUF
 GPS BOZ

QSJWBUF TJHOBM EJTUSJCVUJPO� *OUVJUJWFMZ
 JG In�T DIPTFO BDUJPO JT BMXBZT FWFO TMJHIUMZ

SFTQPOTJWF UP In�T QSJWBUF TJHOBM
 TVCTFRVFOU BHFOUT DBO MFBSO In�T QSJWBUF TJHOBM� 5IJT

��



SFTVMUT JO FWFOUVBM DPOWFSHFODF PG CFMJFGT UP UIF USVF TUBUF�

5IJT SFBTPOJOH NBZ TFFN UP TVHHFTU UIBU B DPOUJOVPVT BDUJPO TQBDF BMXBZT

FMJNJOBUFT DBTDBEFT
 BOE SFTVMUT JO FWFOUVBM MFBSOJOH PG UIF TUBUF� )PXFWFS
 FWFO XJUI B

DPOUJOVPVT BDUJPO TQBDF
 BO BHFOU�T PQUJNBM BDUJPOT DPVME CF VOSFTQPOTJWF UP UIF TJHOBM�

5IJT PDDVST JG UIFSF JT B QBSUJDVMBS BDUJPO UIBU JT PQUJNBM BU NPSF UIBO POF CFMJFG
 JO

XIJDI DBTF JU JT PQUJNBM BU BO JOUFSWBM PG CFMJFGT� 'PS FYBNQMF
 UIJT PDDVST JG UIF BDUJPO

TQBDF JT [0, 3/4]
 BOE UIF VUJMJUZ JT
 BT BCPWF
 u(θ, an) = −(θ − an)
2� *O UIJT DBTF an = 3/4

JT PQUJNBM GPS BMM CFMJFGT BCPWF 3/4� 8IFO UIF JOUFSWBM BU XIJDI B TJOHMF BDUJPO JT PQUJNBM

JT MBSHF FOPVHI BT DPNQBSFE UP UIF JOGPSNBUJWFOFTT PG UIF TJHOBMT
 OP JOGPSNBUJPO JT

SFWFBMFE BCPVU QSJWBUF TJHOBMT PODF UIJT SFHJPO JT FOUFSFE
 BOE B DBTDBEF TUBSUT� 8IFO

UIF TFU PG BDUJPOT JT SOJUF UIJT BMXBZT IBQQFOT
 BOE TP B DBTDBEF TUBSUT 	BOE OFWFS FOET


BMNPTU TVSFMZ 	JO UIF TQJSJU PG 1SPQPTJUJPO � JO #)8
� 8JUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ
 UIJT

DBTDBEF JT JODPSSFDU�

3FTUSJDUJOH UP NFBO TRVBSFE FSSPS QSFGFSFODFT BOE CJOBSZ TJHOBMT
 BOE BMMPXJOH

GPS NVMUJQMF TUBUFT
 -FF 	����
 PCUBJOT B OFDFTTBSZ BOE TVUDJFOU DPOEJUJPO GPS GVMMZ

SFWFBMJOH JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� " OFDFTTBSZ DPOEJUJPO JT UIBU UIF BDUJPO TQBDF OPU CF

SOJUF� 8JUI B SOJUF BDUJPO TQBDF
 DIPJDFT DBOOPU CF SFTQPOTJWF� BU MFBTU POF BDUJPO IBT

UIF QSPQFSUZ PG CFJOH PQUJNBM GPS B SBOHF PG QSPCBCJMJUZ CFMJFGT� 5IJT NBLFT BDUJPOT MFTT

JOGPSNBUJWF BCPVU BHFOUT� QSJWBUF TJHOBMT� *O DPOTFRVFODF
 JODPSSFDU DBTDBEFT DBO BSJTF


J�F�
 UIFSF JT JEJPTZODSBTZ�

.PEFMT XJUI B DPOUJOVVN PG BDUJPOT VTVBMMZ IBWF DPOUJOVPVT VUJMJUZ GVODUJPOT�

"O FBSMZ BOE QSPNJOFOU FYDFQUJPO JT UIF NPEFM PG #BOFSKFF 	����

 JO XIJDI JODPSSFDU

DBTDBEFT PDDVS EFTQJUF B DPOUJOVPVT BDUJPO TQBDF� 5IF VOLOPXO TUBUF θ JT VOJGPSNMZ

EJTUSJCVUFE PO [0, 1]
 BOE BHFOUT DIPPTF BO BDUJPO a ∈ [0, 1]� &BDI BHFOU PCUBJOT B QBZPR

PG � JG TIF DIPPTFT BDUJPO a = θ BOE B QBZPR PG [FSP JG a 6= θ� &BDI BHFOU SFDFJWFT FJUIFS

OP TJHOBM 	BOE JT VOJOGPSNFE
 PS POF TJHOBM� "O JOGPSNFE BHFOU SFDFJWFT B TJHOBM BCPVU

θ UIBU JT FJUIFS GVMMZ SFWFBMJOH PS JT QVSF OPJTF 	JO XIJDI DBTF JU JT VOJGPSN PO [0, 1]
� "O

JOGPSNFE BHFOU EPFT OPU LOPX XIJDI PG UIFTF UXP QPTTJCJMJUJFT JT UIF DBTF�

��



*O UIJT NPEFM
 UIF QBZPR GSPN NBUDIJOH UIF TUBUF JT TVCTUBOUJBMMZ HSFBUFS UIBO

GSPN FWFO B TMJHIU NJTT� 5IFSF JT B QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ UIBU BOZ HJWFO QSFEFDFTTPS�T

BDUJPO a∗ NBUDIFT θ� 4P XIFO BO BHFOU PCTFSWFT UIBU B QSFEFDFTTPS DIPTF BDUJPO a∗
 UIF

FYQFDUFE QBZPR GSPN DIPPTJOH a = a∗ JT HSFBUFS UIBO GSPN DIPPTJOH a = a∗ + ǫ
 FWFO

XIFO |ǫ| > 0 JT BSCJUSBSJMZ TNBMM� *O DPOTFRVFODF
 UIF PQUJNBM BDUJPO JT OPU SFTQPOTJWF

UP TNBMM DIBOHFT JO BO BHFOU�T TJHOBM� 5IVT
 FBSMZ BHFOUT NBZ SY VQPO BO JODPSSFDU

BDUJPO�BO JODPSSFDU DBTDBEF�

" CSPBEFS RVFTUJPO JT XIFUIFS JODSFBTJOH B SOJUF OVNCFS PG BDUJPO DIPJDFT

IFMQT QSFWFOU JODPSSFDU DBTDBEFT
 PS BU MFBTU MJNJUT UIFJS BEWFSTF FRFDUT� 'SPN B XFMGBSF

WJFXQPJOU
 XF BSF OPX JOUFSFTUFE OPU KVTU JO XIFUIFS DBTDBEFT BSF JODPSSFDU
 CVU JO IPX

MBSHF UIF FYQFDUFE NJTUBLFT BSF�

"T FBSMJFS
 TVQQPTF UIBU UIF H TUBUF PG UIF 4#. DPSSFTQPOET UP WBMVF θ = 1


BOE UIF L TUBUF UP WBMVF θ = 0� "T JO UIF 4#.
 TJHOBMT BSF CJOBSZ
 h PS ℓ XJUI QSFDJTJPO p

BCPVU θ� )PXFWFS
 OPX TVQQPTF GVSUIFS UIBU UIFSF BSFM QPTTJCMF BDUJPO DIPJDFT UIBU

BSF FWFOMZ TQBDFE CFUXFFO � BOE � BOE BMXBZT JODMVEF UIFTF UXP WBMVFT� 	*O UIF 4#.


M = 2�
 4P UIF BDUJPO TFU JT EFSOFE UP CF {0, 1/(M−1), . . . , (M−2)/(M−1), 1}� 8IFO

M = 3
 UIF QPTTJCMF BDUJPOT BSF �
 1/2 BOE ��

6OEFS NFBO TRVBSFE FSSPS QSFGFSFODFT u(θ, an) = −(θ−an)
2
 FBDI In PQUJNBMMZ

DIPPTFT UIF BDUJPO an UIBU JT DMPTFTU UP IFS JOGFSSFE QSPCBCJMJUZ UIBU UIF USVF TUBUF JT ��

	'PS FYBNQMF
 JG UIF BHFOU�T QPTUFSJPS CFMJFG BCPVU UIF TUBUF JT 1/3
 BOE UIF DIPJDFT BSF

[0, 1/4, 1/2, 3/4, 1]
 UIF BHFOU DIPPTFT 1/4�
 8F DPOUJOVF UP BTTVNF UIBU XIFO BO BHFOU

JT JOEJRFSFOU
 TIF DIPPTFT UIF BDUJPO UIBU DPSSFTQPOET UP IFS QSJWBUF TJHOBM�

*O UIJT TFUUJOH
 DBTDBEFT GPSN XJUI QSPCBCJMJUZ � 	GPS SFBTPOJOH TJNJMBS UP

UIF QSPPG PG #)8 1SPQPTJUJPO �
� 8F NFBTVSF UIF TPDJBM JOFUDJFODZ BT UIF FYQFDUFE

EJTVUJMJUZ PG UIF MBUF BHFOUT
 limn→∞En[(θ − an)
2]�

5IF JOFUDJFODZ JT OPU JO HFOFSBM NPOPUPOJD JO UIF OVNCFS PG BDUJPOT� *O GBDU


FUDJFODZ DBO EFDSFBTF XIFO UIF BDUJPO TFU JT JODSFBTFE CZ BEEJOH BO BDUJPO XJUIPVU

��



ESPQQJOH BOZ FYJTUJOH POFT� 5P TFF UIJT
 TVQQPTF UIBU UIF TJHOBM TUSFOHUI JT p = 0.7�

8IFOM = 2 UIF TFU PG BDUJPOT JT {0, 1} BOE I1 GPMMPXT IFS TJHOBM 	a1 = 1 JG s1 = h BOE JT

� PUIFSXJTF
� 5IVT
 I2 MFBSOT I1�T TJHOBM� "EEJOH B UIJSE BDUJPO 	M = 3
 BU 1/2 JOEVDFT

I1 UP DIPPTF 1/2 SFHBSEMFTT PG TJHOBM
 BT UIF NPSF FYUSFNF BDUJPOT PG � PS � 	EFQFOEJOH

PO XIFUIFS UIF TJHOBM XBT ℓ PS h
 XPVME MFBWF IFS UPP FYQPTFE UP UIF RVBESBUJD EJTVUJMJUZ

PG BDUJPO FSSPS� 4JODF I1�T BDUJPO JT VOJOGPSNBUJWF
 BMM TVCTFRVFOU BHFOUT BSF JO B DBTDBEF

VQPO UIF TBNF DIPJDF
 a = 1/2��� .PSF HFOFSBMMZ
 XIFO NPSF BDUJPOT BSF JOUSPEVDFE


BHFOUT NBZ QSFGFS UP DBTDBEF VQPO POF PG UIF JOUFSNFEJBUF DIPJDFT
 UP UIF EFUSJNFOU PG

MBUFS BHFOUT
 SBUIFS UIBO VTJOH UIFJS PXO TJHOBMT UP UBLF NPSF FYUSFNF BOE JOGPSNBUJWF

DIPJDFT�

/FWFSUIFMFTT
 BT UIF OVNCFS PG BDUJPOTM CFDPNFT MBSHF UIF BHFOUT DBTDBEF

VQPO BO BDUJPO UIBU JT MJLFMZ UP CF BU PS OFBS UIF DPSSFDU BDUJPO
 BOE UIF JOFUDJFODZ

DPOWFSHFT UP �� *OEFFE
 FWFO B GFX DIPJDFT DBO TJHOJSDBOUMZ JNQSPWF UIF TFOTJUJWJUZ

PG BDUJPO UP TJHOBM
 UIFSFCZ JNQSPWJOH JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO 	5BMMFZ 	����

� 'PS

FYBNQMF
 XIFO p = 0.7
 NPWJOH GSPNM = 3 UPM = 5 SFEVDFT UIF JOFUDJFODZ GSPN ����

UP MFTT UIBO ����� 0O UIF PUIFS IBOE
 XIFO TJHOBMT BSF OPJTZ
 UIFSF DBO CF TJHOJSDBOU

JOFUDJFODJFT FWFO GPS TVSQSJTJOHMZ SOF BDUJPO TQBDFT� 'PS FYBNQMF
 JG UIF TJHOBM TUSFOHUI

p = 0.51
 BO JODSFBTF GSPNM = 3 UP UIF NVDI NPSF SFSOFEM = 49 EPFT OPU JODSFBTF

FUDJFODZ� "HFOUT DPOUJOVF UP DBTDBEF JNNFEJBUFMZ PO UIF NJEEMF BDUJPO PG 1/2 	PS

BO BDUJPO OFBS JU

 XIJDI SFTVMUT JO MPX BDDVSBDZ PG UIF DBTDBEF� 0WFSBMM
 PXJOH UP

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 FWFO B NPEFTU EFHSFF PG OPOSFTQPOTJWFOFTT PG BDUJPOT UP TJHOBMT

	EVF UP UIF SOJUF OVNCFS PG BDUJPO DIPJDFT
 DBO SFTVMU JO TVCTUBOUJBM TPDJBM JOFUDJFODJFT�

*O UIJT FYBNQMF
 BHFOUT IBWF CJOBSZ TJHOBMT� )PXFWFS
 UIF TBNF DPODMVTJPOT

BQQMZ GPS BOZ TJHOBM EJTUSJCVUJPO
 BT MPOH BT TJHOBMT BSF XFBL FOPVHI� 5IFSF JT FWFO

JOFUDJFODZ XJUI 	XFBL FOPVHI
 DPOUJOVPVT TJHOBMT� *OUVJUJWFMZ
 XJUI TVUDJFOUMZ OPJTZ

TJHOBMT
 BHFOUT� BDUJPOT UFOE UP CF QVTIFE UPXBSE JOUFSNFEJBUF BDUJPOT� 5IJT MFBET UP

��5IJT JT OPU ESJWFO CZ UJF CSFBLJOH BOE UIF DIPJDF PG 1/2 GPS UIF BEEJUJPOBM BDUJPO� UIF TBNF XPVME

PDDVS GPS BOZ OVNCFS DMPTF FOPVHI UP 1/2�

��



GSFRVFOU DBTDBEJOH BU PS OFBS UIF DFOUFS XIFSFJO BMM BHFOUT GPMMPX UIF SSTU BHFOU� 8IBU

NBUUFST GPS UIF FYBNQMF JT UIBU XJUI B TVUDJFOUMZ OPJTZ TJHOBM
 UIF JOEVDFE CFMJFG JT

OFWFS GBS GSPN 1/2�

"OPUIFS QSPQFSUZ PG UIF BOBMZTJT UIBU JT SPCVTU UP B DIBOHF JO UIF TJHOBM EJTUSJ�

CVUJPO JT UIBU BTM CFDPNFT MBSHFS
 JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO FWFOUVBMMZ JNQSPWFT BOE

UIF EJTVUJMJUZ PG MBUF BHFOUT UFOET UP �� 'PS B HJWFO TJHOBM EJTUSJCVUJPO
 BT M CFDPNFT

MBSHF
 FWFOUVBMMZ I1 JT XJMMJOH UP WFOUVSF PVUTJEF UIF JOUFSNFEJBUF BDUJPOT
 BT EPJOH TP

JODSFBTFT UIF NBYJNVN QPTTJCMF FSSPS WFSZ MJUUMF� *OGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO JNQSPWFT


BOE JOFUDJFODZ EFDMJOFT� 4JNJMBSMZ
 UIF DPODMVTJPO UIBU FUDJFODZ JT OPONPOPUPOJD JO

UIF OVNCFS PG BDUJPOTM BMTP BQQMJFT VOEFS NPSF HFOFSBM TJHOBM EJTUSJCVUJPOT�

��



� (FOFSBM 4JHOBM %JTUSJCVUJPOT

*O UIF 4#. UIFSF BSF POMZ UXP QPTTJCMF TJHOBM WBMVFT
 h PS ℓ
 CVU JOGPSNBUJPO JT PGUFO

SOFS�HSBJOFE� 'PS FYBNQMF
 B DPSQPSBUF NBOBHFS NJHIU SFDFJWF B QSPSUBCJMJUZ GPSFDBTU

BCPVU B QPTTJCMF JOWFTUNFOU QSPKFDU UIBU DBO UBLF POF PG NBOZ QPTTJCMF WBMVFT�

5IF OBUVSBM RVFTUJPOT BSF UIFO� 'PS XIJDI TJHOBM EJTUSJCVUJPOT EP JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT TUJMM BSJTF 8IFO EP BHFOUT FWFOUVBMMZ IFSE VQPO JEFOUJDBM BDUJPOT 8IBU JT

UIF FRFDU PG UIF QSJWBUF TJHOBM EJTUSJCVUJPO PO UIF QSPCBCJMJUZ PG TFUUMJOH PO UIF DPSSFDU

BDUJPO 6OEFSTUBOEJOH UIFTF RVFTUJPOT SFRVJSFT UFDIOJDBM TQFDJSDT
 TP UIJT TFDUJPO JT

NPSF GPSNBM UIBO NVDI PG UIJT TVSWFZ�

"T JO UIF 4#.
 XF BTTVNF B CJOBSZ TUBUF BOE CJOBSZ BDUJPOT
 BOE UIBU In UBLFT

BO BDUJPO an BGUFS PCTFSWJOH I1 UISPVHI In−1
 XJUI UIF HPBM PG NBUDIJOH UIF TUBUF� 8F

BMTP TUJMM BTTVNF UIBU QSJWBUF TJHOBMT sn BSF J�J�E� DPOEJUJPOBM PO UIF TUBUF θ
 CVU XF OPX

BMMPX B HFOFSBM TJHOBM EJTUSJCVUJPO��� 8F TUJMM BTTVNF UIBU QSJWBUF TJHOBMT BSF JODPODMVTJWF

BCPVU UIF TUBUF
 J�F�
 UIF QSJWBUF CFMJFG BT EFSOFE JO f �
 bn = P[θ = H|sn]
 JT JO (0, 1)�

-FU UIF TPDJBM CFMJFG CF EFSOFE BT

Pn = P[θ = H|a1, . . . , an],

UIF CFMJFG IFME CZ BO PVUTJEFS XIP DBO PCTFSWF UIF BHFOUT� BDUJPOT BOE IBT OP QSJWBUF

JOGPSNBUJPO� *U JT DPOWFOJFOU UP EFSOF UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE SBUJP

Rn = log
Pn

1− Pn

,

��5IJT TFUUJOH JT WFSZ TFYJCMF� 'PS FYBNQMF
 JU DBO DBQUVSF B TJUVBUJPO JO XIJDI BHFOUT IBWF QSJWBUF

JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QSFDJTJPO PG UIFJS PXO TJHOBMT� 5P TFF UIJT
 DPOTJEFS B TJHOBM UIBU JT DPNQSJTFE PG

UXP QBSUT� 5IF SSTU JT B TZNNFUSJD CJOBSZ TJHOBM UBLJOH WBMVFT PG FJUIFS ℓ PS h
 BT JO UIF 4#.� 5IF TFDPOE

JT B WBMVF p UIBU JT SBOEPN BOE JOEFQFOEFOU PG UIF TUBUF
 BOE XIJDI HJWFT UIF QSFDJTJPO PG UIF CJOBSZ

TJHOBM�

��



BOE UIF QSJWBUF MPH�MJLFMJIPPE SBUJP��

rn = log
P[sn|θ = H]

P[sn|θ = L]
·

#Z #BZFT� SVMF
 BHFOU In�T QPTUFSJPS MPH�MJLFMJIPPE SBUJP GPS UIF UXP TUBUFT JT Rn−1 + rn�

log
P[θ = H|a1, . . . , an−1, sn]

P[θ = L|a1, . . . , an−1, sn]
= log

P[a1, . . . , an−1, sn|θ = H]

P[a1, . . . , an−1, sn|θ = L]
·
P[θ = H]

P[θ = L]

= log
P[a1, . . . , an−1|θ = H]

P[a1, . . . , an−1|θ = L]
·
P[θ = H]

P[θ = L]
·
P[sn|θ = H]

P[sn|θ = L]

= Rn−1 + rn.

4JODF UIF VUJMJUZ PG BO BDUJPO EFQFOET POMZ PO UIF TUBUF
 UIF BHFOU�T FYQFDUFE VUJMJUZ

PG BO BDUJPO
 HJWFO UIF BHFOU�T JOGPSNBUJPO
 JT B NPOPUPOJD GVODUJPO PG UIF QPTUFSJPS

MPH�MJLFMJIPPE SBUJP� *O DPOTFRVFODF
 BO BHFOU XJMM PQUJNBMMZ UBLF BDUJPO H XIFO UIJT

SBUJP JT QPTJUJWF
 BOE BDUJPO L PUIFSXJTF���

5IF TPDJBM CFMJFG Pn 	PS
 FRVJWBMFOUMZ
 UIF QVCMJD MPH�MJLFMJIPPE SBUJP Rn
 DPO�

WFSHFT BMNPTU TVSFMZ BT UIF OVNCFS PG BHFOUT CFDPNFT MBSHF
 UIPVHI OPU OFDFTTBSJMZ

UP UIF USVUI� 5IJT JT B HFOFSBM QSPQFSUZ PG BOZ TFRVFODF PG CFMJFGT PG #BZFTJBO BHFOUT

XIP DPMMFDU NPSF JOGPSNBUJPO PWFS UJNF� 5IJT DPOWFSHFODF GPMMPXT GSPN UIF .BSUJOHBMF

$POWFSHFODF 5IFPSFN 	.$5

 BOE UIF GBDU UIBU UIF TFRVFODF P1, P2, . . . JT B CPVOEFE

NBSUJOHBMF� .PSF HFOFSBMMZ
 UIF .$5 JT B VTFGVM UPPM GPS BOBMZ[JOH BTZNQUPUJD PVU�

DPNFT JO TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOHT
 BT JU FOTVSFT DPOWFSHFODF PG CFMJFGT VOEFS SBUIFS NJME

BTTVNQUJPOT�

��5IJT EFSOJUJPO PG UIF QSJWBUF MPH�MJLFMJIPPE SBUJP IPMET XIFO QSJWBUF TJHOBMT BSF EJTDSFUF� *O UIF DBTF

UIBU UIF DPOEJUJPOBM QSJWBUF TJHOBM EJTUSJCVUJPOT IBWF EFOTJUJFT
 rn XJMM FRVBM UIF MPHBSJUIN PG UIF SBUJP PG

UIF EFOTJUJFT�
��8IFO Rn−1 + rn = 0
 UIF BHFOU JT JOEJRFSFOU CFUXFFO UIF UXP BDUJPOT� 5IF UJF�CSFBLJOH DPOWFOUJPO

JT OPU JNQPSUBOU GPS PVS DPODMVTJPOT JO UIJT TFDUJPO�

��



��� #PVOEFE WT� VOCPVOEFE QSJWBUF TJHOBMT

5IF EJTUSJCVUJPO PG QSJWBUF TJHOBMT
 BOE IFODF PG UIF QSJWBUF CFMJFGT bn
 JT LFZ UP VOEFS�

TUBOEJOH XIFUIFS DBTDBEFT PDDVS
 BOE XIFUIFS BHFOUT FWFOUVBMMZ MFBSO UIF TUBUF� *G

BHFOUT NBZ SFDFJWF BSCJUSBSJMZ BDDVSBUF TJHOBMT
 UIFO JU JT JOUVJUJWF UIBU BHFOUT XJMM FOE

VQ NBLJOH WFSZ HPPE EFDJTJPOT� *O DPOUSBTU
 CBE PVUDPNFT BSF QPTTJCMF XIFO TJHOBMT BSF

OPU BSCJUSBSJMZ BDDVSBUF
 BT JO UIF 4#.�

5IF DPODFQU PG BSCJUSBSJMZ BDDVSBUF TJHOBMT JT GPSNBMJ[FE XJUI UIF OPUJPO PG

VOCPVOEFEOFTT� 8F TBZ UIBU QSJWBUF TJHOBMT BSF CPVOEFE JG UIF SFTVMUJOH QSJWBUF CFMJFG

bn JT OPU BSCJUSBSJMZ FYUSFNF
 J�F�
 UIFSF JT TPNF ε > 0 TVDI UIBU UIF CFMJFG JT TVQQPSUFE

CFUXFFO ε BOE 1− ε�

bn > ε BOE bn < 1− ε BMNPTU TVSFMZ.

8F TBZ UIBU B QSJWBUF TJHOBM JT VOCPVOEFE JG
 GPS FWFSZ ε > 0
 UIF QSPCBCJMJUJFT P[bn < ε]

BOE P[bn > 1− ε] BSF CPUI OPO�[FSP� 8JUI BO VOCPVOEFE TJHOBM EJTUSJCVUJPO
 TJHOBM

SFBMJ[BUJPO TPNFUJNFT IBWF BSCJUSBSJMZ IJHI JOGPSNBUJWFOFTT� #PVOEFEOFTT JT B QSPQFSUZ

PG UIF QPTTJCMF CFMJFGT JOEVDFE CZ B TJHOBM
 SBUIFS UIBO UIF SBOHF PG UIF TJHOBM WBMVFT QFS

TF�

"O FYBNQMF PG B CPVOEFE TJHOBM PO [0, 1] JT POFXIJDI IBT EFOTJUZ fL(s) = 3/2−s

JO TUBUF L BOE fH(s) = 1/2 + s JO TUBUF H� *G
 JOTUFBE
 UIF DPOEJUJPOBM EFOTJUJFT JO UIF

UXP TUBUFT BSF fL(s) = 2 − 2s BOE fH(s) = 2s
 UIFO UIF TJHOBM JT VOCPVOEFE� 5IF

MPH�MJLFMJIPPE SBUJP log fL(s)
fH(s)

	BOE UIFSFGPSF UIF CFMJFG
 JT CPVOEFE JO UIF SSTU DBTF
 CVU

DBO UBLF BOZ WBMVF JO UIF SFBM MJOF JO UIF TFDPOE DBTF���

"T TIPXO JO 4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����

 BHFOUT FWFOUVBMMZ MFBSO UIF TUBUF

	JO B TFOTF UP CF NBEF QSFDJTF MBUFS
 JG BOE POMZ JG TJHOBMT BSF VOCPVOEFE� *G UIF TFU

PG QPTTJCMF TJHOBM WBMVFT JT SOJUF
 IBWJOH VOCPVOEFE TJHOBMT JT FRVJWBMFOU UP IBWJOH

TPNF TJHOBM WBMVFT UIBU SFWFBM UIF TUBUF� 8F IBWF SVMFE PVU TJHOBMT UIBU SFWFBM UIF TUBUF


��" TJHOBM DBO CF OFJUIFS CPVOEFE OPS VOCPVOEFE� GPS FYBNQMF
 JU DPVME CF UIF DBTF UIBU UIF QSJWBUF

CFMJFGT DBO UBLF WBMVFT BSCJUSBSJMZ DMPTF UP �
 CVU BSF CPVOEFE BXBZ GSPN ��

��



CVU JO GBDU UIF QPTTJCJMJUZ PG TUBUF�SFWFBMJOH TJHOBMT JNQMJFT FWFOUVBM MFBSOJOH PG UIF

TUBUF
 BT EP VOCPVOEFE TJHOBMT NPSF HFOFSBMMZ� ,BSUJL FU BM� 	����
 QPJOU PVU UIBU XIFO

UIFSF BSF UISFF PS NPSF TUBUFT
 VOCPVOEFE TJHOBMT 	BQQSPQSJBUFMZ EFSOFE GPS UIF DBTF PG

NVMUJQMF TUBUFT
 BSF SVMFE PVU JG UIF TJHOBM EJTUSJCVUJPO IBT GVMM TVQQPSU BOE JT NPOPUPOF�

5IF BVUIPST PCUBJO TVUDJFOU DPOEJUJPOT PO TJHOBMT BOE VUJMJUZ GVODUJPOT UIBU HVBSBOUFF

FWFOUVBM MFBSOJOH PG TUBUF�

��� &WPMVUJPO PG UIF 4PDJBM #FMJFG

8F OFYU EFTDSJCF IPX BHFOUT� BDUJPOT
 BOE UIFSFCZ UIF TPDJBM CFMJFG
 FWPMWFT PWFS UJNF�

'SPN UIF WJFXQPJOU PG BO PVUTJEFS
 UIF BHFOUT� BDUJPOT GPSN B TJNQMF TUPDIBTUJD QSPDFTT

XJUI BO FMFHBOU TUBUJPOBSJUZ GFBUVSF� "O BHFOU�T BDUJPO EFQFOET PO IJTUPSZ POMZ UISPVHI

UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE SBUJP
 XIJDI DBQUVSFT BMM UIF JOGPSNBUJPO DPOUBJOFE JO QBTU

BDUJPOT BCPVU UIF QSPCBCJMJUZ PG UIF H TUBUF� 4P GPMMPXJOH 4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����



XF EFOPUF CZ

ρ(a,R′, θ′) = P[an = a|Rn−1 = R′, θ = θ′] 	�


UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BHFOU In UBLFT BDUJPO a XIFO UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE SBUJP JT R′ BOE

UIF TUBUF JT θ = θ′� 5IF TUBUJPOBSJUZ QSPQFSUZ JT NBOJGFTUFE JO UIF GBDU UIBU UIF GVODUJPO

ρ EPFT OPU EFQFOE PO n�

6TJOH ρ
 XF DBO EFSOF B EFUFSNJOJTUJD GVODUJPO ψ UIBU HJWFT UIF TPDJBM CFMJFG

BU UJNF n
 HJWFO UIF TPDJBM CFMJFG BU UJNF n− 1 BOE UIF BDUJPO BU UJNF n
 TP UIBU Rn =

ψ(Rn−1, an)� 4JODF BO PCTFSWFS PG TPDJBM JOGPSNBUJPO VQEBUFT IFS --3 CBTFE PO UIF

JOGPSNBUJPO DPOUBJOFE JO UIF MBUFTU BDUJPO
 UIF VQEBUFE CFMJFG TBUJTSFT

ψ(Rn−1, an) = Rn−1 + log
ρ(an, Rn−1, H)

ρ(an, Rn−1, L)
. 	�


5IJT EFSJWFT GSPN BQQMZJOH #BZFT SVMF UP DBMDVMBUF UIF VQEBUFE TPDJBM CFMJFG Pn GSPN

Pn−1 BOE an�

��



��� "TZNQUPUJD -FBSOJOH
 $BTDBEFT
 BOE -JNJU $BTDBEFT

6OEFS DBTDBEFT
 BHFOUT TPNFUJNFT NBLF JODPSSFDU EFDJTJPOT FWFO JO UIF MPOH SVO� 5P

QVU UIJT JO B CSPBEFS QFSTQFDUJWF
 XF OPX EFSOF BTZNQUPUJD MFBSOJOH�B TJUVBUJPO JO

XIJDI UIF TPDJBM CFMJFG CFDPNFT BSCJUSBSJMZ BDDVSBUF� 8F UIFO DPOTJEFS UIF DPOEJUJPOT

VOEFS XIJDI BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST� 8F BMTP EFSOF MJNJU DBTDBEFT
 XIJDI BSF B

WBSJBOU PG DBTDBEFT�

����� "TZNQUPUJD MFBSOJOH

8F TBZ UIBU UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH JG UIF TPDJBM CFMJFG Pn BMNPTU TVSFMZ UFOET UP �

XJUI n XIFO UIF TUBUF JT H
 BOE UP � XIFO UIF TUBUF JT L� 5XP PUIFS QPTTJCMF EFSOJUJPOT

GPS BTZNQUPUJD MFBSOJOH BSF UIF GPMMPXJOH�

�� 5IF TFRVFODF PG BDUJPOT a1, a2, . . . DPOWFSHFT BMNPTU TVSFMZ UP θ
 J�F�
 BMM BHFOUT GSPN

TPNF In PO UBLF UIF BDUJPO UIBU NBUDIFT UIF TUBUF�

�� 5IF QSPCBCJMJUZ UIBU BHFOU In UBLFT BO BDUJPO UIBU NBUDIFT UIF TUBUF UFOET UP POF

XJUI n�

*O UIJT TFUUJOH CPUI PG UIFTF BSF FRVJWBMFOU UP BTZNQUPUJD MFBSOJOH� *OUVJUJWFMZ
 JG CFMJFGT

BSF BMNPTU QFSGFDUMZ BDDVSBUF
 TP BSF BDUJPOT� "OE GPS BDUJPOT UP CF BMNPTU BMXBZT BDDVSBUF

VOEFS UIF JOSOJUF SBOHF PG QPTTJCMF TJHOBM SFBMJ[BUJPO TFRVFODFT
 CFMJFGT NVTU BMTP BMNPTU

BMXBZT CF IJHIMZ BDDVSBUF� 8IFO BTZNQUPUJD MFBSOJOH GBJMT
 UIFSF JT JEJPTZODSBTZ
 BT

EFSOFE JOGPSNBMMZ JO f ��

����� *OGPSNBUJPO $BTDBEFT

0VS EFSOJUJPO PG JOGPSNBUJPO DBTDBEF JO f �
 UIBU UIF BHFOU UBLFT UIF TBNF BDUJPO

SFHBSEMFTT PG IFS QSJWBUF TJHOBM
 DBO CF SFQISBTFE BT GPMMPXT� "O JOGPSNBUJPO DBTDBEF

PDDVST XIFO
 GPS TPNF BHFOU In
 UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE SBUJP Rn−1 JT FJUIFS TP IJHI PS

��



TP MPX UIBU OP QSJWBUF TJHOBM DBO JOTVFODF UIF BDUJPO
 J�F�
 DBVTF In�T BDUJPO UP EFQFOE

PO In�T QSJWBUF TJHOBM� 5IJT PDDVST JG BOE POMZ JG

ψ(Rn−1, H) = ψ(Rn−1, L) = Rn−1, 	�


J�F�
 XIFOFWFS UIF TPDJBM CFMJFG SFNBJOT VODIBOHFE BGUFS PCTFSWJOH UIF BDUJPO�

����� -JNJU $BTDBEFT

" MJNJU DBTDBEF PDDVST JG UIF BHFOUT� BDUJPOT DPOWFSHF
 UIF MJNJUJOH BDUJPO JT TPNFUJNFT

JODPSSFDU
 BOE FBDI BHFOU DIPPTFT FJUIFS BDUJPO XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ� "T XJUI BTZNQ�

UPUJD MFBSOJOH
 UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BO BHFOU DIPPTFT EJRFSFOUMZ GSPN IFS QSFEFDFTTPS

EFDSFBTFT RVJDLMZ FOPVHI UIBU
 XJUI QSPCBCJMJUZ POF
 GSPN TPNF QPJOU PO
 BMM BHFOUT

DIPPTF UIF TBNF BDUJPO� "T XJUI DBTDBEFT
 UIJT BDUJPO JT PGUFO JODPSSFDU
 J�F�
 UIF TPDJBM

PVUDPNF JT JEJPTZODSBUJD� .PSF GPSNBMMZ
 JO B MJNJU DBTDBEF UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE SBUJP

Rn UFOET UP B MJNJU UIBU JT OPU +∞ PS −∞
 CVU 	VOMJLF DBTDBEFT QSPQFS
 EPFT OPU SFBDI

UIBU MJNJU JO SOJUF UJNF 	4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����

� (BMF 	����
 QSPWJEFT BO FYBNQMF

PG FTTFOUJBMMZ UIF TBNF QIFOPNFOPO� 5IVT
 UIF PVUTJEF PCTFSWFS�T CFMJFG DPOWFSHFT UP

BO JOUFSJPS QPJOU JO [0, 1]���

*G UIF MBUFTU k BHFOUT BMM UBLF UIF TBNF BDUJPO
 UIFO BT k JODSFBTFT
 UIF OFYU BHFOU

GPMMPXT UIF MBUFTU BDUJPO VOEFS B XJEFS SBOHF PG QSJWBUF TJHOBM WBMVFT� 5IJT DBVTFT UIF

BDUJPOT PG TVDDFTTJWF DPOGPSNJOH BHFOUT UP CFDPNF MFTT BOE MFTT JOGPSNBUJWF� #VU TJODF

FBDI BHFOU�T BDUJPO BMXBZT EFQFOET PO IFS QSJWBUF TJHOBM
 BDUJPOT BSF OFWFS DPNQMFUFMZ

VOJOGPSNBUJWF� 5IJT DPOUSBTUT XJUI JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 JO XIJDI BDUJPOT CFDPNF

DPNQMFUFMZ VOJOGPSNBUJWF� *O MJNJU DBTDBEFT
 TPDJBM MFBSOJOH CFDPNFT BSCJUSBSJMZ TMPX

XJUIPVU FWFS TUPQQJOH�

.PSFPWFS
 UIF JOGPSNBUJWFOFTT PG DPOGPSNJOH BHFOUT� BDUJPO ESPQT TP RVJDLMZ

UIBU BHFOUT EP OPU
 JO UIF MJNJU
 MFBSO UIF TUBUF� &NQJSJDBMMZ
 UIF JNQMJDBUJPO JT FTTFOUJBMMZ

��5IF MJNJU DBTDBEFT DPODFQU EJRFST GSPN DBTDBEFT
 TJODF B DBTDBEF PDDVST BU B QPJOU JO UJNF
 XIFSFBT B

TZTUFN JT JEFOUJSFE BT CFJOH JO B MJNJU DBTDBEF POMZ BU UJNF JOSOJUZ�

��



JEFOUJDBM UP UIBU PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� TPDJFUZ NBZ SY VQPO BO JODPSSFDU BDUJPO

GPSFWFS�

����� $POEJUJPOT GPS UIF 5ISFF 1PTTJCMF 4PDJBM -FBSOJOH 0VUDPNFT

5IFSF BSF UISFF QPTTJCJMJUJFT GPS UIF BTZNQUPUJD PVUDPNF PG UIF QSPDFTT� 	J
 BO JOGPSNBUJPO

DBTDBEF
 	JJ
 B MJNJU DBTDBEF
 BOE 	JJJ
 OFJUIFS PG UIF UXP� 5IFTF UISFF DBTFT DBO CF

FRVJWBMFOUMZ DIBSBDUFSJ[FE CZ UIF MJNJUJOH CFIBWJPS PG UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE SBUJP Rn


XIJDI NVTU DPOWFSHF CZ UIF .BSUJOHBMF $POWFSHFODF 5IFPSFN� *O DBTF 	J
 Rn DPOWFSHFT

JO SOJUF UJNF UP B SOJUF R∞� *O DBTF 	JJ
 JU BHBJO DPOWFSHFT UP B SOJUF R∞
 CVU OPU JO

SOJUF UJNF� "OE JO DBTF 	JJJ
 JU DPOWFSHFT UP TPNF R∞ ∈ {−∞,∞}� *U GPMMPXT UIBU JO

UIJT MBUUFS DBTF UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH� 4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����
 EFTDSJCF UIF

SFMBUJPO CFUXFFO TJHOBM TUSVDUVSFT BOE UIFTF UISFF QPTTJCMF PVUDPNFT�

*O UIF 4#.
 UIF POMZ QPTTJCMF PVUDPNF JT BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF� "T TIPXO CZ

#)8
 UIJT IPMET NPSF HFOFSBMMZ XIFO UIF TFU PG QPTTJCMF TJHOBM WBMVFT JT SOJUF� 8IFO

TJHOBMT BSF CPVOEFE CVU OPU SOJUF
 FJUIFS DBTDBEFT PS MJNJU DBTDBEFT DBO PDDVS� 'PS

FYBNQMF
 UIFSF BSF BMXBZT MJNJU DBTDBEFT XIFO QSJWBUF TJHOBMT BSF EJTUSJCVUFE VOJGPSNMZ

PO [0, 1] JO TUBUF L BOE IBWF EFOTJUZ f(s) = 1/2 + s PO [0, 1] JO TUBUF H 	4NJUI BOE

4¶SFOTFO 	����

�

8IFO TJHOBMT BSF VOCPVOEFE
 UIFSF JT BMXBZT BTZNQUPUJD MFBSOJOH� *O PUIFS

XPSET
 BMNPTU TVSFMZRn DPOWFSHFT UP+∞ PS−∞ BOE UIF TPDJBM CFMJFG DPOWFSHFT UP FJUIFS

� PS �
 SFTQFDUJWFMZ� "TZNQUPUJD MFBSOJOH GBJMT XIFO DBTDBEFT PS MJNJU DBTDBEFT PDDVS

XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ� *O UIJT DBTF
 UIF TPDJBM CFMJFG DPOWFSHFT UP TPNF P∞ ∈ (0, 1)


BOE UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BHFOU In DIPPTFT DPSSFDUMZ UFOET UP max{P∞, 1− P∞} < 1���

8IZ EP CPVOEFE TJHOBMT CMPDL BTZNQUPUJD MFBSOJOH 4JHOBMT BSF CPVOEFE JG

��'PS FYBNQMF
 XIFO B DBTDBEF TUBSUT
 UIF TPDJBM CFMJFG SFBDIFT P∞� *G P∞ > 0.5
 UIF BHFOU BEPQUT


BOE UIJT JT DPSSFDU XJUI QSPCBCJMJUZ P∞� 4JNJMBSMZ
 JG P∞ < 0.5
 UIF BHFOU SFKFDUT
 BOE UIJT JT DPSSFDU XJUI

QSPCBCJMJUZ 1− P∞�

��



BOE POMZ JG UIFSF JT TPNF SOJUFM TVDI UIBU UIF QSJWBUF MPH�MJLFMJIPPE SBUJP rn JOEVDFE

CZ In�T QSJWBUF TJHOBM JT DPOUBJOFE JO [−M,M ]� 5IVT
 XIFOFWFS UIF TPDJBM MPH�MJLFMJIPPE

SBUJP Rn−1 FYDFFET M JO BCTPMVUF WBMVF
 UIF BHFOU EJTSFHBSET IFS PXO TJHOBM
 TJODF

Rn−1 + rn NVTU IBWF UIF TBNF TJHO BT Rn−1� *U GPMMPXT UIBU JG |Rn−1| > M 
 	�
 XPVME

IPME
 BOE B DBTDBEF XPVME FOTVF� 5IVT JU JT JNQPTTJCMF UIBU limnRn = ±∞�

6OCPVOEFE TJHOBMT JNQMZ UIBU JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BOE MJNJU DBTDBEFT BSF

JNQPTTJCMF
 BOE BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT PCUBJOFE� 5P TFF XIZ
 TVQQPTF UIBU R∞
 UIF MJNJU

PG Rn
 JT SOJUF
 TP UIBU B MJNJU DBTDBEF PS B DBTDBEF PDDVST� -FU qn CF UIF QSPCBCJMJUZ

UIBU In DIPPTFT H DPOEJUJPOFE POMZ PO TPDJBM JOGPSNBUJPO� 5IJT QSPCBCJMJUZ EFQFOET

POMZ PO Rn
 BOE JT TUSJDUMZ CFUXFFO � BOE � GPS BOZ Rn
 TJODF TJHOBMT BSF VOCPVOEFE� *O

UIF MPOH SVO TJODF Rn DPOWFSHFT UP TPNF SOJUF R∞
 qn XJMM BQQSPBDI TPNF QSPCBCJMJUZ

0 < q∞ < 1� 4P BO PCTFSWFS XIP TFFT UIF BDUJPO TFRVFODF JT FTTFOUJBMMZ SFDFJWJOH BO

JOSOJUF TUSFBN PG CJOBSZ TJHOBMT PG BQQSPYJNBUFMZ DPOTUBOU QSFDJTJPO� 5IJT PCTFSWFS�T

CFMJFGT CFDPNF QFSGFDUMZ BDDVSBUF
 XIJDI DPOUSBEJDUT UIF QSFNJTF UIBU UIF TPDJBM MPH

MJLFMJIPPE SBUJP JT CPVOEFE�

5P TVN VQ
 JO UIJT TFUUJOH
 UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH JG BOE POMZ JG TJHOBMT BSF

VOCPVOEFE� 8IFO TJHOBMT BSF VOCPVOEFE
 OP NBUUFS IPX MPOH QBTU BHFOUT IBWF CFFO

GPMMPXJOH B NJTUBLFO BDUJPO
 UIFSF XJMM FWFOUVBMMZ CF BO BHFOU XJUI B TUSPOH FOPVHI

TJHOBM XIP XJMM PWFSUVSO UIBU BDUJPO� $POWFSTFMZ
 XIFO TJHOBMT BSF CPVOEFE
 UIFO UIF

TPDJBM CFMJFG DBOOPU CFDPNF UPP BDDVSBUF
 TJODF B DBTDBEF XPVME CF USJHHFSFE
 CMPDLJOH

GVSUIFS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO�

8IFO UIFSF JT B DBTDBEF
 SFTVMUJOH JO QPPS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 BO BE�

EJUJPOBM FYPHFOPVT TIPDL DBO FBTJMZ EJTMPEHF DBTDBEJOH PO UIF BDUJPO UIBU XBT NPTU

QPQVMBS CFGPSF UIF TIPDL� 4P
 BT JO UIF 4#.
 PVUDPNFT JO UIF TFUUJOH XJUI HFOFSBM

CPVOEFE TJHOBM EJTUSJCVUJPOT DBO CF GSBHJMF
 B DPODFQU EFWFMPQFE FYQMJDJUMZ JO f ��

" MBSHFMZ VOFYQMPSFE RVFTUJPO JT UIF FYUFOU UP XIJDI VOCPVOEFE TJHOBMT TUJMM

TVDDFFE JO CSJOHJOH BCPVU BTZNQUPUJD MFBSOJOH XIFO BHFOUT BSF OPU FYQFDUFE VUJMJUZ

NBYJNJ[FST� "O FYDFQUJPO JT $IFO 	����

 JO XIJDI BHFOUT LOPX UIF QSFDJTJPOT PG UIFJS

��



PXO QSJWBUF TJHOBMT CVU OPU PG PUIFS BHFOUT� TJHOBMT
 BOE BSF BNCJHVJUZ BWFSTF XJUI

SFTQFDU UP UIJT QBSBNFUFS� 5IJT DBO EFUFS BHFOUT GSPN CSFBLJOH B DBTDBEF
 BT BHFOUT NBZ

GFBS UIF XPSTU�DBTF TDFOBSJP 	GSPN UIF QFSTQFDUJWF PG EFWJBUJOH GSPN UIF DBTDBEF
 UIBU

QSFEFDFTTPST JO UIF DBTDBEF BSF WFSZ XFMM�JOGPSNFE� *O DPOUSBTU
 XIFO DPOUFNQMBUJOH

GPMMPXJOH POF�T PXO TJHOBM
 BO BHFOU JT OPU WFSZ GFBSGVM PG KPJOJOH UIF DBTDBEF
 BT UIF

XPSTU UIBU IBQQFOT JT UIBU UIF BHFOU MPTFT UIF CFOFSU PG UIF BHFOU�T OPJTZ TJHOBM� *O

DPOTFRVFODF
 FWFO XIFO TJHOBMT BSF VOCPVOEFE
 UIFSF DBO CF JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BOE

OP BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

����� )FSET BOE 4QFFE PG $POWFSHFODF

" IFSE JT B SFBMJ[BUJPO JO XIJDI BMM BHFOUT CFIBWF BMJLF GSPN TPNF QPJOU PO� 'PSNBMMZ


B IFSE TUBSUT GSPN BHFOU In JG BMM MBUFS BHFOUT UBLF UIF TBNF BDUJPO
 UIBU JT
 JG am = an

GPS BMM m ≥ n� #)8 TIPX UIBU XIFO QSJWBUF TJHOBMT BSF SOJUFMZ TVQQPSUFE
 IFSEJOH

PDDVST XJUI QSPCBCJMJUZ POF� 4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����
 GVSUIFS TIPX UIBU B IFSE PDDVST

XJUI QSPCBCJMJUZ POF NPSF HFOFSBMMZ GPS BOZ CPVOEFE PS VOCPVOEFE TJHOBM TUSVDUVSF� *U

GPMMPXT UIBU XIFO TJHOBMT BSF VOCPVOEFE
 XJUI QSPCBCJMJUZ POF BHFOUT FWFOUVBMMZ UBLF

UIF DPSSFDU BDUJPO� 5IJT JT TPNFXIBU TVSQSJTJOH� JU IBQQFOT EFTQJUF UIF GBDU UIBU FBDI

BHFOU JO UIF IFSE IBT B QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ PG UBLJOH FJUIFS BDUJPO
 J�F�
 UIFSF JT IFSEJOH

XJUIPVU DBTDBEFT� 8IBU JT FWFO NPSF TVSQSJTJOH
 BT XF XJMM TFF JO f �
 JT UIBU JO PUIFS

TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOHT UIFSF DBO BMTP CF DBTDBEFT XJUIPVU IFSEJOH�

4P B OBUVSBM RVFTUJPO JT� VOEFS BTZNQUPUJD MFBSOJOH
 IPX MPOH EPFT JU UBLF

GPS B DPSSFDU IFSE UP GPSN
 BOE IPX EPFT UIF TQFFE PG MFBSOJOH EFQFOE PO UIF TJHOBM

EJTUSJCVUJPO 

"TZNQUPUJD MFBSOJOH NBZ CF NVDI TMPXFS UIBO UIF TPDJBM PQUJNBM SBUF UIBU

XPVME CF BDIJFWFE JG QSJWBUF TJHOBMT XFSF EJTDMPTFE QVCMJDMZ� *O UIJT TFOTF BTZNQUPUJD

MFBSOJOH NBZ CF WFSZ JOFUDJFOU� 5IF JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ SFNBJOT� FBDI BHFOU UBLFT

UIF BDUJPO UIBU JT CFTU GPS IFS XJUIPVU SFHBSE UP UIF JOGPSNBUJPO UIBU IFS BDUJPO DPOWFZT

UP PUIFST�

��



4NJUI BOE 4¶SFOTFO BTL JO QBSUJDVMBS XIFUIFS UIF FYQFDUFE UJNF VOUJM B DPSSFDU

IFSE GPSNT 	J�F�
 VOUJM UIF MBTU UJNF UIF XSPOH BDUJPO JT UBLFO
 JT BMXBZT JOSOJUF� )BOO�

$BSVUIFST
 .BSUZOPW BOE 5BNV[ 	����
 TIPX UIBU UIJT FYQFDUBUJPO DBO CF FJUIFS SOJUF

PS JOSOJUF
 EFQFOEJOH PO UIF UBJM PG UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF QSJWBUF CFMJFGT�

3PTFOCFSH BOE 7JFJMMF 	����
 BMTP TUVEZ IPX RVJDLMZ BHFOUT DPOWFSHF UP UIF

DPSSFDU BDUJPO XIFO TJHOBMT BSF VOCPVOEFE� 5IFZ GPDVT PO UIF FYQFDUBUJPO PG UIF *STU

UJNF UIBU B DPSSFDU BDUJPO JT UBLFO� UIJT JT 	QFSIBQT OPU PCWJPVTMZ
 WFSZ DMPTFMZ SFMBUFE

UP UIF UJNF BU XIJDI B DPSSFDU IFSE TUBSUT� 5IFJS WFSZ FMFHBOU NBJO SFTVMU JT UIBU UIJT

JT SOJUF DPOEJUJPOFE PO B HJWFO TUBUF JG BOE POMZ JG
∫

1
1−F (q)

dq JT SOJUF
 XIFSF F JT UIF

DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPO GVODUJPO PG UIF QSJWBUF CFMJFG JO UIBU TUBUF� 5IVT
 XIFO QSJWBUF

CFMJFGT IBWF WFSZ UIJO UBJMT PO UIF �DPSSFDU� FOE�J�F�
 WFSZ MPX QSPCBCJMJUJFT PG FYUSFNFMZ

JOGPSNBUJWF DPSSFDU�EJSFDUJPO TJHOBMT�UIF FYQFDUFE UJNF DBO CF MPOH�

&WFO XJUI DPOUJOVPVT BDUJPO TQBDFT BOE VOCPVOEFE TJHOBMT
 UIF MFBSOJOH

QSPDFTT NBZ TUJMM CF WFSZ TMPX
 BT TIPXO CZ 7JWFT 	����� ����
� *O UIFTF NPEFMT
 BHFOUT

POMZ PCTFSWF B OPJTZ TJHOBM BCPVU UIF BWFSBHF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST
 XIJDI SFMBYFT

UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF BDUJPOT PG PUIFST JT DPNNPO LOPXMFEHF� 4JNJMBSMZ
 $IBNMFZ

	����B

 "DFNPHMV FU BM� 	����
 BOE %BTBSBUIB BOE )F 	����
 QSPWJEF NPEFMT XJUI

TMPX DPOWFSHFODF� 5IF SFWJFX PG (BMF 	����
 QPJOUT PVU UIBU WFSZ TMPX BTZNQUPUJD

MFBSOJOH
 BT PDDVST JO TFWFSBM NPEFMT
 NBZ CF PCTFSWBUJPOBMMZ JOEJTUJOHVJTIBCMF GSPN

DPNQMFUF MFBSOJOH TUPQQBHFT BT JO TFUUJOHT XJUI JODPSSFDU DBTDBEFT�

����� .PEFMJOH $POTJEFSBUJPOT

*U JT MBSHFMZ B NBUUFS PG DPOWFOJFODF XIFUIFS UP NPEFM TJHOBMT BT VOCPVOEFE
 TP UIBU

JODPSSFDU DBTDBEFT OFWFS PDDVS
 PS CPVOEFE
 TP UIBU FJUIFS DBTDBEFT PS MJNJU DBTDBEFT

PDDVS� 5IFSF JT OP XBZ UP FNQJSJDBMMZ EJTUJOHVJTI B TJHOBM EJTUSJCVUJPO UIBU JODMVEFT

WBMVFT UIBU BSF FYUSFNFMZ SBSF BOE IJHIMZ JOGPSNBUJWF
 WFSTVT POF XIFSF TVDI WBMVFT

EP OPU FYJTU BU BMM� 4P GPS BQQMJDBUJPOT
 FJUIFS NPEFMJOH BQQSPBDI JT FRVBMMZ BDDFQUBCMF�

	'PS B TJNJMBS QFSTQFDUJWF
 TFF (BMF 	����
 BOE $IBNMFZ 	����C
�


��



*O NBOZ BQQMJFE DPOUFYUT
 UIF TJHOBM TQBDF JT JO GBDU SOJUF��� *O TVDI DPOUFYUT


XF FYQFDU UP TFF DBTDBEFT SBUIFS UIBO MJNJU DBTDBEFT�

3FHBSEMFTT PG XIFUIFS UIF TFUUJOH JNQMJFT DBTDBEFT PS MJNJU DBTDBEFT
 JG UIF

TFUUJOH JT NPEJSFE TP UIBU BDRVJSJOH QSJWBUF TJHOBMT JT FWFO B MJUUMF DPTUMZ
 UIFO
 BT

EJTDVTTFE JO f �
 BHFOUT FWFOUVBMMZ TUPQ BDRVJSJOH QSJWBUF JOGPSNBUJPO� 4P JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUJPO JT DPNQMFUFMZ CMPDLFE SFHBSEMFTT PG XIFUIFS TJHOBMT BSF VOCPVOEFE�

��� )FUFSPHFOFPVT 1SFDJTJPO BOE *OPVFODFST

4PDJBM QTZDIPMPHJTUT SFQPSU UIBU QFPQMF JNJUBUF UIF BDUJPOT PG FYQFSUT� 8IFO B TQPSUT

TUBS VTFT B QBSUJDVMBS CSBOE PG FRVJQNFOU
 JU JT BO FYQFSU QSPEVDU FOEPSTFNFOU MJLFMZ

UP TXBZ PCTFSWFST
 BT XJUI 3PHFS 'FEFSFS�T FOEPSTFNFOU PG 8JMTPO UFOOJT SBDLFUT BOE

HFBS� 0G DPVSTF
 TQPSUT HFBS PGUFO IBT B OPO�VUJMJUBSJBO �GBTIJPO� FMFNFOU� )PXFWFS
 JU JT

QMBVTJCMF UIBU B UFOOJT TUBS LOPXT IPX UP DIPPTF BO FRFDUJWF SBDLFU� 4VDI FOEPSTFNFOUT

NBZ CF MFTT DPNQFMMJOH GPS QSPEVDUT UIBU BSF VOSFMBUFE UP UIF FOEPSTFS�T QSJNBSZ EPNBJO

PG FYQFSUJTF� )PXFWFS
 FWFO PVUTJEF UIJT EPNBJO
 PCTFSWFST NBZ TUJMM WJFX UIF EFDJTJPOT

PG BO FYDFQUJPOBMMZ TVDDFTTGVM JOEJWJEVBM BT SFTFDUJOH LOPXMFEHF BCPVU XIBU DIPJDFT BSF

NPTU FRFDUJWF�

"T UIF UFOOJT FYBNQMF JMMVTUSBUFT
 TPNF BHFOUT NBZ IBWF TZTUFNBUJDBMMZ NPSF

BDDVSBUF TJHOBMT UIBO PUIFST� 5IJT SBJTFT UIF RVFTUJPOT PG XIFUIFS TNBMM EJRFSFODFT JO

BDDVSBDZ DBO NBLF CJH EJRFSFODFT GPS TPDJBM PVUDPNFT
 XIFUIFS JODSFBTJOH UIF BDDVSBDZ

PG TPNF BHFOUT OFDFTTBSJMZ JNQSPWFT TPDJBM PVUDPNFT
 BOE XIFUIFS BHFOUT XJUI IJHIFS

��'PS FYBNQMF
 QFPQMF PGUFO PCUBJO JOGPSNBUJPO TJHOBMT UISPVHI DBTVBM DPOWFSTBUJPO XJUI MJNJUFE OVBODF�

	�*T UIBU NPWJF XPSUI TFFJOH � �:FBI��
 5IFSF JT FWJEFODF GSPN QTZDIPMPHZ UIBU UIFSF BSF NJOJNVN

EJTUJOHVJTIBCMF HSBEBUJPOT JO TFOTPSZ DVFT� 1FPQMF PGUFO PCUBJO JOGPSNBUJPO GSPN FYQFSJNFOUT XJUI B

TNBMM OVNCFS PG QPTTJCMF PVUDPNFT
 TVDI BT MFBSOJOH XIFUIFS B KPC BQQMJDBOU JT PS JT OPU B IJHI TDIPPM

HSBEVBUF� $PVSTF HSBEFT BSF EJTDSFUF 	TVDI BT " UISPVHI '

 BT JT MFBSOJOH XIFUIFS B OFX BDRVBJOUBODF JT

NBSSJFE PS VONBSSJFE
 IPX NBOZ DIJMESFO UIF JOEJWJEVBM IBT
 PS XIP UIF JOEJWJEVBM WPUFE GPS JO UIF MBTU

FMFDUJPO�

��



BDDVSBDZ TIPVME CF QMBDFE FBSMJFS PS MBUFS JO UIF EFDJTJPO RVFVF 	0UUBWJBOJ BOE 4¶SFOTFO

	����
 TUVEZ UIF MBUUFS RVFTUJPO JO B SFQVUBUJPOBM MFBSOJOH TFUUJOH
�

$POTJEFS B WBSJBUJPO PG UIF 4#. JO XIJDI TPNF BHFOUT
 XIPNXF DBMM JO+VFODFST


IBWF NPSF QSFDJTF QSJWBUF TJHOBMT UIBO PUIFS BHFOUT� %FQFOEJOH PO UIFJS MPDBUJPO JO UIF

EFDJTJPO RVFVF
 JOTVFODFST DBO USJHHFS JNNFEJBUF DBTDBEFT� 4P FWFO B TNBMM BEWBOUBHF

JO TJHOBM QSFDJTJPO DBO IBWF B MBSHF FRFDU� 'PS FYBNQMF
 JG XF BMUFS UIF 4#. TP UIBU "OO

IBT B TJHOBM QSFDJTJPO p′ > p
 UIFO FWFO JG p′ JT DMPTF UP p
 #PC XJMM EFGFS UP IFS
 BT XJMM

BMM MBUFS BHFOUT� 5IF SFTVMUJOH DBTDBEF IBT QSFDJTJPO p′� *O DPOUSBTU
 JG p′ = p
 B DBTDBEF

PDDVST POMZ BGUFS UXP JEFOUJDBM BDUJPOT
 XIJDI NBLFT VTF PG BU MFBTU UXP TJHOBMT
 BOE

UIFSFGPSF JT NPSF BDDVSBUF�

5IF PVUDPNF EFQFOET DSVDJBMMZ PO UIF PSEFS PG NPWFT� *G UIF IJHI�QSFDJTJPO

BHFOU
 "OO
 XFSF TFDPOE JOTUFBE PG SSTU
 UIFSF XPVME CF OP JNNFEJBUF DBTDBEF� 1MBDJOH

BO JOTVFODFS MBUFS BMMPXT UIF BDUJPOT PG FBSMZ BHFOUT UP SFNBJO JOGPSNBUJWF
 XIJDI

JNQSPWFT UIF BDDVSBDZ PG UIF DBTDBEF UIBU VMUJNBUFMZ FOTVFT 	TFF BMTP f ����
� 5IFTF

FRFDUT PG JOTVFODFST BQQMZ BMTP JO TFUUJOHT XJUI XJUI NPSF HFOFSBM TJHOBM EJTUSJCVUJPOT


FWFO UIPVHI BO JOTVFODFS NBZ OPU JNNFEJBUFMZ USJHHFS B DBTDBEF�

5IF ESBXCBDL PG MFBEJOH PR XJUI UIF CFUUFS�JOGPSNFE IBT OPU CFFO MPTU PO

EFTJHOFST PG KVEJDJBM JOTUJUVUJPOT� "DDPSEJOH UP UIF 5BMNVE
 KVEHFT JO UIF 4BOIFESJO 	UIF

BODJFOU )FCSFX IJHI DPVSU
 WPUFE PO DBTFT JO JOWFSTF PSEFS PG TFOJPSJUZ� 4JNJMBS WPUJOH

PSEFST DPOUJOVF JO TPNF PG UPEBZ�T DPVSUT 	F�H�
 UIPTF JO UIF 6�4� /BWZ
� 4VDI TUSBUFHJD

PSEFSJOH DBO SFEVDF UIF VOEVF JOTVFODF PG PMEFS 	BOE QSFTVNBCMZ XJTFS
 KVEHFT�

��� 1BSUJBM $BTDBEFT

5IF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JT UIBU XJUI B DPBSTF BDUJPO TQBDF
 BO BHFOU NBZ DIPPTF

BO BDUJPO JOEFQFOEFOUMZ PG IFS QSJWBUF TJHOBM� *O DPOTFRVFODF
 IFS BDUJPO EPFT OPU BEE

UP UIF QPPM PG TPDJBM JOGPSNBUJPO
 BOE BTZNQUPUJD MFBSOJOH GBJMT� 'VSUIFSNPSF
 FWFO JO

TFUUJOHT XIFSF UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH
 UIF JNQSPWFNFOU PG TPDJBM JOGPSNBUJPO UFOET

��



UP CF EFMBZFE�

5IJT MPHJD JT B TQFDJBM DBTF PG B NPSF HFOFSBM QPJOU� UIBU B DPBSTF BDUJPO TQBDF

SFEVDFT UIF JOGPSNBUJWFOFTT PG BO BHFOU�T BDUJPO� 5IJT FRFDU JT JO QBSU NFDIBOJDBM�

'PS FYBNQMF
 JG UIFSF XFSF KVTU POF QPTTJCMF BDUJPO
 UBLJOH UIBU BDUJPO XPVME DPOWFZ

OP JOGPSNBUJPO� )PXFWFS
 JOGPSNBUJPO MPTT JT FYBDFSCBUFE CZ JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ�

TFMG�JOUFSFTUFE BHFOUT IBWF OP JODFOUJWF UP DPOWFZ JOGPSNBUJPO UP MBUFS BHFOUT���

5P DBQUVSF UIJT NPSF HFOFSBM QPJOU
 -FF 	����
 EFSOFT B XFBLFS OPUJPO PG

JOGPSNBUJPO DBTDBEF� " QBSUJBM DBTDBEF JT B TJUVBUJPO XIFSF BO BHFOU UBLFT UIF TBNF

BDUJPO GPS NVMUJQMF TJHOBM WBMVFT� 	5IJT UFSNJOPMPHZ JT EVF UP #SVOOFSNFJFS 	����
�

-FF VTFT UIF UFSN �DBTDBEFT� GPS UIJT DPODFQU�
 "O JOGPSNBUJPO DBTDBEF QSPQFS JT UIF

TQFDJBM DBTF JO XIJDI BO BHFOU UBLFT POF BDUJPO GPS BMM UIF QPTTJCMF TJHOBM WBMVFT� 1BSUJBM

DBTDBEFT PDDVS USJWJBMMZ XIFO UIFSF BSF NPSF QPTTJCMF TJHOBM WBMVFT UIBO BDUJPOT� #VU

FWFO XIFO UIF BDUJPO TQBDF JT SJDI
 QBSUJBM DBTDBEFT 	BOE DBTDBEFT QSPQFS
 DBO PDDVS�

-FF BQQMJFT UIJT OPUJPO UP B NPEFM PG JOGPSNBUJPO CMPDLBHF BOE TUPDL NBSLFU

DSBTIFT 	BT EJTDVTTFE JO f ��
� *O UIF NPEFM PG )JSTIMFJGFS BOE 8FMDI 	����

 QBSUJBM

DBTDBEFT SFTVMU JO FJUIFS FYDFTTJWF NBJOUFOBODF PG FBSMZ BDUJPOT 	�JOFSUJB�
 PS FYDFTTJWF

BDUJPO TIJGUT 	�JNQVMTJWFOFTT�
� 0WFSBMM
 UIFSF JT B XJEF BSSBZ PG TFUUJOHT JO XIJDI QBSUJBM

DBTDBEFT IJOEFS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO�

� &OEPHFOPVT UJNJOH PG BDUJPOT

8IFO GBDFE XJUI BO JSSFWFSTJCMF EFDJTJPO
 QFPQMF PGUFO IBWF BO PQUJPO UP FJUIFS BDU

JNNFEJBUFMZ
 PS UP EFGFS UIFJS EFDJTJPO UP B UJNF JO XIJDI NPSF JOGPSNBUJPO XJMM CF BU

UIFJS EJTQPTBM� &YBNQMFT JODMVEF QVSDIBTJOH WFSTVT EFGFSSJOH B QSPEVDU
 PS VOEFSUBLJOH

WFSTVT EFGFSSJOH BO JOWFTUNFOU QSPKFDU�

��8F NBJOMZ GPDVT PO DPBSTFOFTT JO DPOKVODUJPO XJUI JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT� $PBSTFOFTT JT NVDI MFTT

PG B QSPCMFN XJUI BMUSVJTUJD BHFOUT
 BT UIFZ DPVME DIPPTF UIFJS BDUJPOT TUSBUFHJDBMMZ UP DPOWFZ UIFJS QSJWBUF

JOGPSNBUJPO UP PUIFST 	TFF $IFOH
 )BOO�$BSVUIFST BOE 5BNV[ 	����

�

��



$POTJEFS B NPEJSDBUJPO PG UIF 4#. JO XIJDI
 BU BOZ HJWFO EBUF
 BOZ BHFOU JT

GSFF UP DIPPTF BNPOH UISFF PQUJPOT� BEPQU
 SFKFDU
 PS EFMBZ� "EPQUJOH PS SFKFDUJOH JT

JSSFWPDBCMF� *O UIJT TFUUJOH
 UIFSF JT OP FYPHFOPVT TFRVFODJOH JO UIF PSEFS PG NPWFT�

5IF CFOFSU UP EFMBZ JT UIBU BO BHFOU DBO HMFBO JOGPSNBUJPO CZ PCTFSWJOH UIF

BDUJPOT PG PUIFST� 5IVT
 EFMBZ HFOFSBUFT PQUJPO WBMVF� 5IF DPTU PG EFMBZ DPVME UBLF UIF

GPSN PG EFGFSSBM PG QSPKFDU OFU CFOFSUT
 PS PG POHPJOH FYQFOEJUVSFT OFFEFE UP NBJOUBJO

UIF PQUJPO UP BEPQU� 4JODF BDUJOH FBSMZ DPOGFST B QPTJUJWF JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ VQPO

PUIFS BHFOUT
 JO FRVJMJCSJVN UIFSF DBO CF FYDFTTJWF EFMBZ�

5IJT FRVJMJCSJVN PVUDPNF XIFO BHFOUT IBWF BO JODFOUJWF UP EFMBZ JT TFFO

NPTUMZ TJNQMZ XIFO BHFOUT IBWF IFUFSPHFOFPVT TJHOBM QSFDJTJPO� 8F DPOTJEFS UIJT JO

UIF OFYU TVCTFDUJPO� 5IJT TFUUJOH QSPWJEFT JOTJHIU JOUP B XJEFS TFU PG NPEFMT DPOTJEFSFE

JO UIF SFNBJOEFS PG UIJT TFDUJPO�

��� %FMBZ XJUI )FUFSPHFOFPVT 4JHOBM 1SFDJTJPO

4VQQPTF UIBU BHFOUT EJRFS JO UIF QSFDJTJPOT PG UIFJS CJOBSZ QSJWBUF TJHOBMT 	FYUFOEJOH UIF

4#. UP BHFOU�TQFDJSD WBMVFT PG p UIBU BSF FJUIFS DPNNPOMZ PS QSJWBUFMZ LOPXO
� "U B

HJWFO QPJOU JO UJNF
 BO BHFOU DBO BDU CZ DIPPTJOH QSPKFDU H PS QSPKFDU L� PS BMUFSOBUJWFMZ


DBO EFMBZ� "T JO UIF 4#.
 QSPKFDU H JT PQUJNBM JO TUBUF H
 BOE L JT PQUJNBM JO TUBUF L�

"T EJTDVTTFE JO #)8 	Q� ����

 IJHI�QSFDJTJPO BHFOUT IBWF MFTT UP HBJO GSPN XBJUJOH UP

TFF UIF BDUJPOT PG PUIFST�JO UIF FYUSFNF
 B QFSGFDUMZ�JOGPSNFE Ii 	pi = 1
 IBT OPUIJOH

UP HBJO GSPN XBJUJOH� 4P XF GPDVT PO FRVJMJCSJB JO XIJDI
 BNPOH BHFOUT XJUI h TJHOBMT


UIPTF XJUI IJHIFS QSFDJTJPO BEPQU FBSMJFS UIBO UIPTF XJUI MPXFS QSFDJTJPO���

��0VS GPDVT PO FRVJMJCSJB JO XIJDI BHFOUT DIPPTF EJRFSFOU UJNJOH JNQMJDJUMZ SFRVJSFT UIBU UJNF QFSJPET

CF TIPSU SFMBUJWF UP EJRFSFODFT JO QPTTJCMF QSFDJTJPO� 5IJT FOTVSFT UIBU BO BHFOU XJUI MPXFS QSFDJTJPO

XPVME QSFGFS UP XBJU POF QFSJPE BOE MFBSO GSPN B IJHIFS�QSFDJTJPO BHFOU SBUIFS UIBO BDU TJNVMUBOFPVTMZ�

5P BWPJE UFDIOJDBMJUJFT
 XF TVQQPTF UIBU BHFOUT IBWF QSFDJTJPOT ESBXO XJUIPVU SFQMBDFNFOU GSPN B EJTDSFUF

EJTUSJCVUJPO
 TVDI UIBU OP UXP BHFOUT IBWF UIF TBNF QSFDJTJPO� 5IJT FOTVSFT UIBU
 JG UJNF QFSJPET BSF TIPSU

FOPVHI
 EJRFSFOU BHFOUT BDU BU EJRFSFOU UJNF QFSJPET�

��



4VQQPTF SSTU UIBU FBDI BHFOU�T TJHOBM BDDVSBDZ JT LOPXO UP BMM� 5IF CJOBSZ

TJHOBM PG UIF BHFOU XJUI UIF IJHIFTU QSFDJTJPO EPNJOBUFT UIF TJHOBMT PG BMM PUIFS BHFOUT
 BT

JO UIF JOTVFODFST FYBNQMF EJTDVTTFE JO f ���� 0ODF UIF BHFOU XJUI IJHIFTU QSFDJTJPO IBT

BDUFE 	H PS L

 BMM SFNBJOJOH BHFOUT BSF JO B DBTDBEF PO UIF TFMFDUFE BDUJPO� *OUVJUJWFMZ


UIF BHFOU XJUI TFDPOE�IJHIFTU QSFDJTJPO 	UIF POF XJUI UIF OFYU MFBTU HBJO GSPN EFMBZ
 BDUT

JNNFEJBUFMZ SBUIFS UIBO XBJUJOH UP MFBSO GSPN PUIFST� 4JODF UIJT BDUJPO JT VOJOGPSNBUJWF


GPS TJNJMBS SFBTPOT
 TP EP BMM PUIFST�

/PX TVQQPTF JOTUFBE UIBU QSFDJTJPOT BSF POMZ QSJWBUFMZ LOPXO� *O FRVJMJCSJVN


BHFOUT DBO JOGFS UIF TJHOBM BDDVSBDZ PG PUIFS BHFOUT GSPN UJNF FMBQTFE XJUIPVU BDUJPO� *O

UIF DPOUJOVPVT�UJNF NPEFM PG ;IBOH 	����

 UIJT SFTVMUT JO BO FRVJMJCSJVN JO XIJDI EFMBZ

GVMMZ SFWFBMT QSFDJTJPO� &BDI BHFOU IBT B DSJUJDBM NBYJNVN EFMBZ QFSJPE
 BGUFS XIJDI
 JG

UIFSF BSF OP BDUJPOT CZ PUIFST
 TIF CFDPNFT UIF SSTU UP BDU� 5IF IJHIFS UIF QSFDJTJPO


UIF TIPSUFS UIF DSJUJDBM JOUFSWBM� "HBJO
 BMM BHFOUT XBJU VOUJM UIF IJHIFTU�QSFDJTJPO BHFOU

BDUT� "U UIBU QPJOU
 BMM PUIFS BHFOUT JNNFEJBUFMZ BDU JO BO JOWFTUNFOU DBTDBEF���

*O UIJT NPEFM
 DBTDBEFT BSF FYQMPTJWF JO UIF TFOTF UIBU UIFSF JT BO JOJUJBM UJNF

QFSJPE EVSJOH XIJDI BMM BHFOUT EFMBZ
 BOE UIFO
 PODF UIF IJHIFTU�QSFDJTJPO BHFOU BDUT


PUIFST JNNFEJBUFMZ GPMMPX� 'VSUIFSNPSF
 TJODF UIF DBTDBEF JT CBTFE TPMFMZ PO POF BHFOU�T

TJHOBM
 BDUJPOT BSF BMTP IJHIMZ JEJPTZODSBUJD�

*O UIF SFBM PQUJPOT NPEFM PG (SFOBEJFS 	����

 UIF VOEFSMZJOH BTTFU WBMVF

FWPMWFT BT B HFPNFUSJD #SPXOJBO NPUJPO XJUI BO VOLOPXO QBSBNFUFS� *OWFTUPST EJRFS

JO UIF BDDVSBDZ PG UIFJS QSJWBUF TJHOBMT BCPVU UIF WBMVF PG UIF VOLOPXO QBSBNFUFS�

*G UXP IJHI�BDDVSBDZ JOWFTUPST XJUI QPTJUJWF TJHOBMT JOWFTU
 BMM PUIFS BHFOUT BSF JO BO

JOGPSNBUJPO DBTDBEF
 BOE BMTP JOWFTU� 5IVT UIF CSPBE JOTJHIU GSPN ;IBOH 	����
 IPMET

JO (SFOBEJFS�T TFUUJOH BT XFMM�UIBU BHFOUT XJUI NPSF BDDVSBUF TJHOBMT IBWF B TUSPOHFS

JODFOUJWF UP BDU SSTU
 BOE UIBU PODF UIJT PDDVST
 MPX QSFDJTJPO BHFOUT IBWF BO JODFOUJWF

��5IF JOTJHIU UIBU UIF JODFOUJWF UP GSFF SJEF PO UIF JOGPSNBUJPO PG PUIFST CZ EFMBZJOH BMTP IPMET JO

B TFUUJOH XJUI DPOUJOVPVT TJHOBMT BOE BDUJPOT
 BOE XIFSF JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO NBZ CF FOEPHFOPVT

"HIBNPMMB BOE )BTIJNPUP 	����
�

��



UP NJNJD
 USJHHFSJOH B TVSSZ PG BDUJWJUZ�

5IF GBDU UIBU MFTT BDDVSBUF BHFOUT IBWF B HSFBUFS CFOFSU UP EFMBZ TVHHFTUT UIBU

XIFO EFDJTJPOT BSF PCTFSWBCMF UP PUIFST
 UIFSF DBO CF B TUSBUFHJD BEWBOUBHF UP BDRVJSJOH

MFTT JOGPSNBUJPO� $POTJTUFOU XJUI UIJT
 FWFO JG JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO JT DPTUMFTT
 BHFOUT

NBZ DIPPTF UP SFNBJO JNQFSGFDUMZ JOGPSNFE
 BT UIJT FODPVSBHFT PUIFS BHFOUT UP BDU

FBSMJFS "HIBNPMMB 	����
� .PSFPWFS
 FWFO JO OPOTUSBUFHJD TFUUJOHT
 BHFOUT NBZ BDRVJSF

UPP MJUUMF JOGPSNBUJPO
 TJODF UIFSF BSF FYUFSOBMJUJFT JO JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO 	f �
�

��� "EPQU WFSTVT %FMBZ BT BO *OEJDBUPS PG %FHSFF PG 0QUJNJTN

*O UIF TFUUJOH XF IBWF EJTDVTTFE
 EFMBZ JT JOGPSNBUJWF BCPVU BHFOUT� QSFDJTJPOT
 CVU OPU

BCPVU XIFUIFS UIFJS TJHOBMT GBWPS QSPKFDU H PS L� )PXFWFS
 TVQQPTF OPX UIBU UIFSF JT

POMZ B TJOHMF QSPKFDU
 BOE UIBU UIF EFDJTJPO FBDI QFSJPE JT XIFUIFS UP BEPQU JU PS UP EFMBZ�

"T CFGPSF
 BEPQUJOH UIF QSPKFDU JT JSSFWPDBCMF� 5IFO EFMBZ DBO CF BO JOEJDBUPS UIBU UIF

QSPKFDU JT VOBUUSBDUJWF�

5IF DPOTFRVFODFT PG UIJT BSF TFFO NPTU TJNQMZ JO B UXP�QFSJPE NPEFM JO XIJDI

BHFOUT IBWF JEFOUJDBM QSFDJTJPOT� 5ZQJDBMMZ
 UIF JODFOUJWF UP EFMBZ JO TVDI B TFUUJOH SVMFT

PVU TZNNFUSJD QVSF TUSBUFHZ FRVJMJCSJB� 5P TFF XIZ
 TVQQPTF UIBU UIFSF XFSF TVDI BO

FRVJMJCSJVN JO XIJDI BMM BHFOUT XJUI h TJHOBMT BEPQUFE JNNFEJBUFMZ� 5IFO UIFJS BDUJPOT

XPVME BDDVSBUFMZ SFWFBM UIF TUBUF� 5IF WBMVF PG EFGFDUJOH CZ XBJUJOH POF QFSJPE GPS NPSF

TPDJBM JOGPSNBUJPO XPVME CF WFSZ IJHI
 CSFBLJOH UIF FRVJMJCSJVN� $POTJEFS JOTUFBE B

QSPQPTFE FRVJMJCSJVN JO XIJDI BMM BHFOUT XJUI h TJHOBMT EFMBZ POF QFSJPE� 4JODF EFMBZ JT

DPTUMZ
 JU XPVME QBZ UP EFGFDU GSPN UIF FRVJMJCSJVN CZ BDUJOH JNNFEJBUFMZ SBUIFS UIBO

BDUJOH POF QFSJPE MBUFS
 TJODF OP JOGPSNBUJPO JT PCUBJOFE CZ XBJUJOH�

8BOH 	����
 GPDVTFT PO BTZNNFUSJD QVSF TUSBUFHZ FRVJMJCSJB JO XIJDI BHFOUT

XJUI JEFOUJDBM QSFDJTJPOT EFMBZ EJRFSFOU BNPVOUT PG UJNF� 8IFO BHFOUT BSF QBUJFOU

FOPVHI
 UIF JOJUJBM QSFTDSJQUJPO PG UIF FRVJMJCSJVN TUSBUFHJFT JT UIBU JO FBDI QFSJPE B

EFTJHOBUFE BHFOU JOWFTUT JG IFS TJHOBM JT IJHI BOE EFMBZT JG IFS TJHOBM JT MPX
 BOE BMM

��



PUIFS BHFOUT EFMBZ� 5IJT QSFTDSJQUJPO GPS UIF BDUJWF BHFOUT FOEPHFOPVTMZ HFOFSBUFT

TFRVFOUJBM DIPJDF UIBU JT TJNJMBS UP IBWJOH BO FYPHFOPVT PSEFS PG NPWFT BT JO UIF 4#.�

0ODF TVUDJFOU TPDJBM JOGPSNBUJPO BDDVNVMBUFT
 BMM BHFOUT XIP IBWF OPU ZFU JOWFTUFE

DBTDBEF
 NFBOJOH UIFZ FJUIFS JOWFTU GPSFWFS PS EFMBZ GPSFWFS� 4P FWFO XIFO UJNJOH JT

FOEPHFOPVT
 JO FRVJMJCSJVN BDUJPO DIPJDFT BSF WFSZ TJNJMBS UP UIPTF JO UIF 4#.�

5VSOJOH UP NJYFE TUSBUFHZ FRVJMJCSJB
 $IBNMFZ BOE (BMF 	����
 EFSJWF SBOEPN�

J[BUJPO JO EFMBZ JO B TFUUJOH JO XIJDI B TVCTFU PG BHFOUT SBOEPNMZ SFDFJWFT UIF PQUJPO

UP JOWFTU�BO PQUJPO UIBU DBO CF FYFSDJTFE BU BOZ UJNF� *O QSBDUJDF SSNT TPNFUJNFT EP

OPU JNNFEJBUFMZ IBWF UIF SFTPVSDFT PS UFDIOPMPHZ BWBJMBCMF UP VOEFSUBLF BO JOWFTUNFOU

QSPKFDU
 TP UIBU EFMBZ SFTVMUT GSPN DBQBDJUZ SBUIFS UIBO DIPJDF� *O UIF NPEFM
 NPSF

BHFOUT SFDFJWF UIF PQUJPO UP JOWFTU JO CFUUFS TUBUFT
 TP SFDFJWJOH UIF PQUJPO JT B GBWPSBCMF

JOEJDBUPS BCPVU TUBUF� 5IJT JT UIF POMZ TJHOBM UIBU BHFOUT SFDFJWF� *G NBOZ BHFOUT SFDFJWF

QPTJUJWF TJHOBMT
 UIFJS EFDJTJPOT UP JOWFTU DBO TVEEFOMZ FODPVSBHF PUIFST UP GPMMPX� 4P

UIFSF DBO CF TVEEFO JOWFTUNFOU CPPNT� )PXFWFS
 CZ UIF TBNF UPLFO
 EFMBZ CZ NBOZ

BHFOUT DPOWFZT BEWFSTF JOGPSNBUJPO UP PUIFST
 SFTVMUJOH JO BO JOWFTUNFOU CVTU� *O UIF

VOJRVF TZNNFUSJD FRVJMJCSJVN
 BHFOUT XJUI GBWPSBCMF TJHOBMT 	JNQMJDJU JO SFDFJWJOH UIF

PQUJPO
 EFMBZ XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ JO PSEFS UP HBJO JOGPSNBUJPO CZ TFFJOH IPX

NBOZ PUIFST JOWFTU��� 5IF JOGPSNBUJPO JNQMJDJU JO QSPMPOHFE EFMBZ CZ NBOZ BHFOUT DBO

DBVTF BEEJUJPOBM JOWFTUNFOU UP DFBTF� "MTP
 PXJOH UP UIF FYUFSOBMJUZ UIBU BHFOUT CFOFSU

GSPN XBJUJOH UP PCTFSWF XIBU PUIFS BHFOUT EP
 UIFSF UFOET UP CF FYDFTTJWF EFGFSSBM PG

JOWFTUNFOU�

*O DPOUSBTU
 JG BMM BHFOUT IBWF UIF PQUJPO UP JOWFTU
 BOE FBDI BHFOU SFDFJWFT B

EJSFDU QSJWBUF TJHOBM BCPVU UIF TUBUF
 UIFSF JT OP CJBT UPXBSET VOEFSJOWFTUNFOU SFMBUJWF

UP GVMM JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 BT TIPXO CZ $IBNMFZ 	����B
� "U BOZ EBUF
 UIF OVNCFS

PG BHFOUT XIP IBWF BMSFBEZ JOWFTUFE JT B QPTJUJWF JOEJDBUPS BCPVU UIF TUBUF� 5IFSF BSF

��5IF JEFB UIBU JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT SFTVMU JO TUPDIBTUJD EFMBZ JT JO UIF TQJSJU PG )FOESJDLT BOE

,PWFOPDL 	����

 XIP FYBNJOF BO FYQFSJNFOUBUJPO TFUUJOH JO XIJDI UXP SSNT XJUI QSJWBUF JOGPSNBUJPO

EFDJEF IPX TPPO UP ESJMM GPS PJM
 XIFSF ESJMMJOH DBVTFT UIF BSSJWBM PG QVCMJD JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QBZPR

PVUDPNF�

��



NVMUJQMF FRVJMJCSJB XJUI EJRFSFOU UISFTIPMET GPS UIF CFMJFG BCPVU UIF TUBUF BCPWF XIJDI

BHFOUT JOWFTU� *O BO FRVJMJCSJVN XJUI B IJHIFS UISFTIPME
 UIF JOGPSNBUJPO DPOWFZFE CZ

UIF EFDJTJPO UP JOWFTU JT TUSPOHFS� 5IVT
 XIFO UIF UISFTIPME TJHOBM WBMVF JT IJHIFS
 UIF

NBSHJOBM BHFOU IBT B IJHIFS JOGPSNBUJPOBM CFOFSU PG XBJUJOH
 XIJDI DPNQFOTBUFT GPS

UIF IJHIFS DPTU PG EFMBZJOH MPOHFS� 5IJT TVQQPSUT UIF FRVJMJCSJVN�

0WFSBMM
 UIFTF NPEFMT PG UJNJOH EFDJTJPO SFWFBM UIBU UIFSF DBO CF FJUIFS JOFU�

DJFOU EFMBZ
 PS B SVTI UP JOWFTU FWFO JO VOQSPSUBCMF QSPKFDUT� 5IJT TVHHFTUT UIBU TPDJBM

MFBSOJOH NBZ HFOFSBUF TIJGUT JO JOWFTUNFOU BDUJWJUZ UIBU BSF SFNJOJTDFOU PG PCTFSWFE

JOEVTUSZ�XJEF CPPNT BOE CVTUT
 PS NBDSPFDPOPNJD TVDUVBUJPOT��� 4VDI TIJGUT PDDVS

XJUIJO FRVJMJCSJB JO UIF 8BOH 	����
 BOE $IBNMFZ BOE (BMF 	����
 NPEFMT
 BOE NJHIU

CF WJFXFE BT PDDVSSJOH PDDBTJPOBMMZ BDSPTT NVMUJQMF FRVJMJCSJB JO $IBNMFZ 	����B
�

*O QSBDUJDF
 TPNFUJNFT SSNT DBO SFQFBUFEMZ BEPQU BOE UFSNJOBUF QSPKFDUT�

$BQMJO BOE -FBIZ 	����
 BOBMZ[F JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO QSPKFDU EFDJTJPOT XIFO SSNT

DBO SFDFJWF NVMUJQMF QSJWBUF TJHOBMT PWFS UJNF BOE DBO TFF UIF BDUJPOT QSFWJPVTMZ UBLFO

CZ PUIFS SSNT� "GUFS BO VOFWFOUGVM QFSJPE PG EFMBZ
 UIFSF DBO CF TVEEFO DSBTIFT JO

XIJDI NBOZ SSNT UFSNJOBUF UIFJS QSPKFDUT BU BCPVU UIF TBNF UJNF� 5PXBSET UIF FOE


XJUI FOPVHI TJHOBMT
 SSNT FTTFOUJBMMZ LOPX UIF WBMVF
 BOE UBLF UIF DPSSFDU BDUJPO� 5IVT


JODPSSFDU DBTDBEFT EP OPU PDDVS�

"T XF IBWF EJTDVTTFE
 UXP JOUFSFTUJOH GFBUVSFT UIBU DBO BSJTF JO TFUUJOHT XJUI

FOEPHFOPVT UJNJOH 	$IBNMFZ BOE (BMF 	����
 BOE ;IBOH 	����

 BSF UIBU 	J
 BHFOUT

UBLF TJNJMBS BDUJPOT
 BT JO NPEFMT PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 BOE 	JJ
 BDUJPOT UFOE UP CF

DMVTUFSFE JO UJNF� (VM BOE -VOEIPMN 	����
 QSPWJEF B TFUUJOH JO XIJDI TPDJBM MFBSOJOH

BOE UIF PQUJPO UP EFMBZ DBO SFTVMU JO UJNF DMVTUFSJOH� 5IFSF BSF DPOUJOVPVT BDUJPOT

BOE TJHOBMT
 NBLJOH BDUJPOT SFTQPOTJWF UP TJHOBMT
 TP UIBU DBTDBEFT PO BDUJPO DIPJDF EP

OPU PDDVS� *O UIFJS TFUUJOH UIFSF JT UJNF DMVTUFSJOH PG UIF MBTU UXP BHFOUT JO B TFRVFODF


CFDBVTF PODF POF PG UIFN BDUT
 UIF PUIFS EPFT OPU HBJO BOZ GVSUIFS JOGPSNBUJPO GSPN

��.PEFMT PG EFMBZ JO XIJDI BHFOUT DBO PCTFSWF UIF QBZPRT PG QSFEFDFTTPST 	$BQMJO BOE -FBIZ 	����



8BHOFS 	����

 "HIBNPMMB BOE (VUUNBO 	����

 IBWF BMTP CFFO BQQMJFE UP TVDI QIFOPNFOB�

��



EFMBZ� )PXFWFS
 UIFJS TFUUJOH EPFT OPU FYQMBJO UJNF DMVTUFSJOH CZ MBSHF OVNCFST PG

BHFOUT�

� 0CTFSWBCJMJUZ "TTVNQUJPOT

8IBU BO BHFOU MFBSOT GSPN PUIFST
 BOE XIFUIFS UIF BHFOU TVCTFRVFOUMZ GBMMT JOUP B

DBTDBEF
 EFQFOET PO XIBU UIF BHFOU DBO PCTFSWF BCPVU QBTU IJTUPSZ� "OE XIBU DBO CF

PCTFSWFE BCPVU IJTUPSZ JT
 JO QSBDUJDF
 IJHIMZ DPOUFYU�EFQFOEFOU� (SFBUFS PCTFSWBCJMJUZ

DBO UBLF UIF GPSN PG PCTFSWBUJPO PG QBZPRT
 PS FWFO QSJWBUF TJHOBMT
 OPU KVTU BDUJPOT�

0CTFSWBUJPOT DBO BMTP CF OPJTZ PS MJNJUFE
 BT XJUI PCTFSWBUJPO PG POMZ B TQFDJSFE

TVCTFU PG BHFOUT
 B SBOEPN TBNQMF
 PS B DPVOU PG BEPQUJPOT PS PUIFS BHHSFHBUF TUBUJTUJD�

0CTFSWBCJMJUZ DBO CF BTZNNFUSJD 	BT XJUI HSFBUFS PCTFSWBUJPO PG BEPQUJPOT PS PG IJHIFS

QBZPRT
� 'VSUIFSNPSF
 UIFSF DBO CF NFUB�VODFSUBJOUZ
 XIFSFJO BHFOUT BSF OPU DFSUBJO

XIPN UIFJS QSFEFDFTTPST IBWF PCTFSWFE�

4PNF LFZ RVFTUJPOT
 VOEFS BMUFSOBUJWF PCTFSWBCJMJUZ SFHJNFT
 BSF XIFUIFS

JODPSSFDU DBTDBEFT NVTU FWFOUVBMMZ CF EJTMPEHFE
 XIFUIFS UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH


BOE XIFUIFS TPDJBM PVUDPNFT BSF GSBHJMF XJUI SFTQFDU UP UIF BSSJWBM PG OFX QVCMJD

JOGPSNBUJPO� "OPUIFS LFZ RVFTUJPO JT XIFUIFS HSFBUFS PCTFSWBCJMJUZ JODSFBTFT XFMGBSF�

8F SSTU EJTDVTT UIFTF JTTVFT JO UIF DPOUFYU PG SBUJPOBM TFUUJOHT
 BOE UIFO UVSO UP JNQFSGFDU

SBUJPOBMJUZ�

��� 3BUJPOBM .PEFMT

5IFSF BSF NBOZ EJRFSFOU DPNCJOBUJPOT PG PCTFSWBCJMJUZ BTTVNQUJPOT JO UIF MJUFSBUVSF�

3BUIFS UIBO TZTUFNBUJDBMMZ EJTDVTTJOH UIF QSPMJGFSBUJPO PG EJRFSFOU QPTTJCMF BTTVNQUJPOT


XF GPDVT PO TPNF HFOFSBM UIFNFT� 8F PSHBOJ[F UIF EJTDVTTJPO JO UFSNT PG UIFTF UIFNFT

SBUIFS UIBO CZ NPEFM BTTVNQUJPO�

��



3FDBMM UIBU JO f � XF EFSOFE B IFSE BT TUBSUJOH BU BHFOU Ii XIFO BMM MBUFS BHFOUT

EP UIF TBNF UIJOH BT BHFOU Ii�

5IFNF �� 8IFO UIFSF JT TVQDJFOU PCTFSWBUJPO PG QBTU BDUJPOT 	BOE QPTTJCMZ BE�

EJUJPOBM TPDJBM JOGPSNBUJPO
 TVDI BT QBTU QBZPNT

 UIF QSPCBCJMJUZ UIBU B IFSE

FWFOUVBMMZ TUBSUT JT � JO NBOZ NPEFMT�

"T B CFODINBSL
 JG UIFSF JT OP TPDJBM PCTFSWBUJPO
 BHFOUT BDU CBTFE PO UIFJS

PXO QSJWBUF TJHOBMT
 BOE UIFSF JT OP IFSE� )PXFWFS
 XJUI FOPVHI TPDJBM PCTFSWBUJPO PG

BDUJPOT BOE QFSIBQT QBZPRT
 NPSF BOE NPSF JOGPSNBUJPO JT SFWFBMFE
 BU MFBTU VOUJM BHFOUT

FWFOUVBMMZ UJMU UPXBSE POF BDUJPO� 5IJT JOUVJUJPO SFRVJSFT SFBTPOBCMZ HPPE PCTFSWBUJPO PG

QBTU BDUJPOT� 'PS FYBNQMF
 JOTVUDJFOU TPDJBM PCTFSWBUJPO QSFDMVEFT IFSEJOH JO $FMFO

BOE ,BSJW 	����B
 	XIJDI XF EJTDVTT BHBJO JO f ��

 XIFSF FBDI BHFOU PCTFSWFT UIF

BDUJPO PG UIF JNNFEJBUF QSFEFDFTTPS POMZ� 5IFSF BSF NBOZ NPEFMT XJUI TVUDJFOU TPDJBM

PCTFSWBUJPO
 JODMVEJOH UIPTF PG #BOFSKFF 	����

 #)8
 4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����



$BP
 )BO BOE )JSTIMFJGFS 	����

 )JSTIMFJGFS BOE 1MPULJO 	����

 BOE NPEFMT XJUI DPTUMZ

JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO EJTDVTTFE JO f �� *O TPNF PG UIFTF NPEFMT UIF QSPCBCJMJUZ UIBU B

IFSE FWFOUVBMMZ GPSNT JT MFTT UIBO POF�

8F EJTDVTT UIF OFYU UXP UIFNFT UPHFUIFS�

5IFNF �� 8IFO UIFSF JT TVQDJFOU PCTFSWBUJPO PG QBTU BDUJPOT PS QBZPNT 	BOE

QPTTJCMZ PUIFS TPDJBM JOGPSNBUJPO

 IFSET DBO CF JODPSSFDU� 4QFDJODBMMZ
 JODPSSFDU JO�

GPSNBUJPO DBTDBEFT DBO PDDVS
 BOE DBO MBTU GPSFWFS XJUI TUSJDUMZ QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ�

4P JO HFOFSBM
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH NBZ OPU PDDVS�

5IFNF �� *G UIFSF BSF QSJWBUF TJHOBMT
 BOE UIF QBZPNT UP QSFEFDFTTPST� BDUJPOT BSF

PCTFSWBCMF
 JOGPSNBUJPO DBTDBEFT DBO DBVTF JOTVQDJFOU FYQMPSBUJPO BT XFMM BT QPPS

JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO�

" GVOEBNFOUBM USBEF�PR JO BO JOEJWJEVBM EFDJTJPO�NBLJOH TFUUJOH JT CFUXFFO

UBLJOH BDUJPOT UIBU HFOFSBUF OFX JOGPSNBUJPO UIBU JT SFMFWBOU GPS BO BHFOU�T GVUVSF

��



BDUJPOT
 WFSTVT UBLJOH UIF NZPQJDBMMZ CFTU BDUJPO CBTFE PO DVSSFOU CFMJFGT� 5IJT JT LOPXO

BT UIF FYQMPSBUJPO�FYQMPJUBUJPO USBEF�P)� *O B TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOH
 FWFO JG FBDI BHFOU

UBLFT POMZ POF BDUJPO
 GSPN B TPDJBM XFMGBSF QFSTQFDUJWF UIFSF JT TUJMM B UFOTJPO CFUXFFO

UIF JOEJWJEVBM CFOFSU PG FYQMPJUJOH FYJTUJOH JOGPSNBUJPO WFSTVT FYQMPSJOH JO UIF TFOTF PG

HFOFSBUJOH OFX JOGPSNBUJPO UIBU JT IFMQGVM GPS MBUFS BHFOUT�

$POTJEFS OPX B EFWJBUJPO GSPN UIF 4#. JO XIJDI QSFWJPVT QBZPRT BSF PC�

TFSWBCMF CVU BSF TUPDIBTUJD HJWFO UIF TUBUF� *O TVDI B TFUUJOH
 BDUJPOT NBZ EJRFS JO UIF

VTFGVMOFTT PG UIF QBZPR JOGPSNBUJPO UIBU UIFZ HFOFSBUF� *O DPOTFRVFODF
 UIFSF BSF UXP

UZQFT PG JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT� 5IF SSTU
 KVTU BT JO UIF 4#.
 JT UIBU JO DIPPTJOH BO

BDUJPO
 BO BHFOU EPFT OPU UBLF JOUP BDDPVOU UIBU IFS DIPJDF PG BDUJPO DPOWFZT JOGPSNBUJPO

BCPVU IFS QSJWBUF TJHOBM UP MBUFS BHFOUT� 5IJT FYUFSOBMJUZ BRFDUT UIF BHHSFHBUJPO PG QSJWBUF

TJHOBMT�

5IF TFDPOE UZQF PG JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ JT JO UIF HFOFSBUJPO PG OFX JOGPS�

NBUJPO� "HFOUT EP OPU UBLF JOUP BDDPVOU UIF CFOFSU UP MBUFS BHFOUT PG PCTFSWJOH UIF

QBZPRT EFSJWFE GSPN UIF DIPTFO BDUJPO� 5IJT JT BO FYUFSOBMJUZ JO FYQMPSBUJPO 	TFF
 F�H�


3PC 	����

� 0XJOH UP UIJT FYUFSOBMJUZ
 JO B TPDJBM NVMUJ�BSN CBOEJU TFUUJOHT XJUI OP

QSJWBUF JOGPSNBUJPO
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH GBJMT 	#PMUPO BOE )BSSJT 	����

� "O BOBMZTJT

XJUI RVBTJ�#BZFTJBO BHFOUT JT QSPWJEFE CZ #BMB BOE (PZBM 	����
�

*O QSJODJQMF
 XJUI NBOZ BHFOUT
 UIFSF BSF FOPVHI QSJWBUF TJHOBMT GPS JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUJPO BMPOF UP JOEVDF BTZNQUPUJD MFBSOJOH� 4JNJMBSMZ
 FYQMPSBUJPO BMPOF DPVME

HFOFSBUF FOPVHI QBZPR JOGPSNBUJPO UP QJO EPXO UIF SFBMJ[FE TUBUF QFSGFDUMZ� 5IFTF

GBDUT SBJTF UIF IPQF UIBU XIFO BHFOUT DBO TPDJBMMZ BDRVJSF CPUI UZQFT PG JOGPSNBUJPO

UIFSF XPVME CF BTZNQUPUJD MFBSOJOH� "GUFS BMM
 PCTFSWBUJPO PG QSFEFDFTTPST� QBZPRT DBO

TPNFUJNFT EJTMPEHF BO JODPSSFDU DBTDBEF
 UIFSFCZ QPUFOUJBMMZ SFTVMUJOH JO OFX USJBMT BOE

QBZPR PCTFSWBUJPOT PG CPUI DIPJDF PQUJPOT�

/FWFSUIFMFTT
 JU UVSOT PVU UIBU FWFO XIFO QBZPRT BSF PCTFSWFE
 UIFSF DBO CF

B TUSJDUMZ QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ UIBU BO JODPSSFDU DBTDBEF GPSNT BOE MBTUT GPSFWFS
 J�F�


PVUDPNFT BSF JEJPTZODSBUJD� "T JO UIF 4#.
 PODF B TVUDJFOU QSFEPNJOBODF PG FWJEFODF

��



GSPN QBTU BDUJPOT BOE QBZPRT GBWPST POF BDUJPO
 BHFOUT TUBSU UP UBLF UIBU BDUJPO FWFO

XIFO UIFJS PXO QSJWBUF TJHOBMT PQQPTF JU� 5IF CBTJD MPHJD PG DBTDBEFT TUJMM BQQMJFT�

BEEJUJPOBM QSJWBUF JOGPSNBUJPO JT OP MPOHFS JNQPVOEFE JO BDUJPOT� 4P UIJT DBTDBEF NBZ

CF JODPSSFDU� *O DPOUSBTU XJUI UIF 4#.
 TVDI B DBTDBEF NBZ CF CSPLFO CZ UIF BSSJWBM PG

QBZPR JOGPSNBUJPO� #VU BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT OPU BTTVSFE�

5P TFF UIJT
 DPOTJEFS B TFUUJOH JO XIJDI BMM QBTU QBZPRT BT XFMM BT BDUJPOT BSF

PCTFSWBCMF 	$BP
 )BO BOE )JSTIMFJGFS 	����

� 4VQQPTF UIBU UIF QBZPRT UP BDUJPO a BSF

FJUIFS 1 PS −1
 BOE UP BDUJPO b BSF FJUIFS 2 PS −2� 5IFSF BSF GPVS FRVBMMZ MJLFMZ TUBUFT�

uu, ud, du BOE dd
 XIFSF UIF SSTU FOUSZ JOEJDBUFT B IJHI 	u
 PS MPX 	d
 QBZPR UP BDUJPO a

BOE UIF TFDPOE FOUSZ JOEJDBUFT B IJHI PS MPX QBZPR UP BDUJPO b�

0ODF BO BDUJPO JT UBLFO
 JUT QBZPR JT LOPXO UP BMM
 BO BTTVNQUJPO UIBU JT

IJHIMZ GBWPSBCMF UP FRFDUJWF TPDJBM MFBSOJOH� /FWFSUIFMFTT
 B QSPCMFN PG JOBEFRVBUF

FYQFSJNFOUBUJPO SFNBJOT� *G QSJWBUF TJHOBMT BOE QBZPR JOGPSNBUJPO BCPVU BDUJPO a BSF

JOJUJBMMZ GBWPSBCMF
 XIFSFBT UIF QSJPS CFMJFGT BCPVU b BSF OPU WFSZ GBWPSBCMF
 TPDJFUZ DBO

MPDL JOUP a
 GPS BO FYQFDUFE QBZPR DMPTF UP � VOEFS UIF CFMJFG UIBU ud JT MJLFMZ
 XJUIPVU

FWFS USZJOH b
 XIPTF QBZPR JO TUBUF uu PG 2 JT FWFO IJHIFS� 4P UIF BCJMJUZ UP TPDJBMMZ

BDRVJSF CPUI UZQFT PG JOGPSNBUJPO 	BCPVU QSJWBUF TJHOBMT BOE BCPVU QBZPRT
 EPFT OPU

TPMWF UIF JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ QSPCMFN�

.PSF HFOFSBMMZ
 JG QBZPRT BSF TUPDIBTUJD FWFO DPOEJUJPOBM VQPO UIF TUBUF 	PS

PCTFSWBUJPO PG QBZPRT JT OPJTZ

 UIFSF JT TUJMM B TUSJDUMZ QPTJUJWFMZ QSPCBCJMJUZ UIBU B HJWFO

BHFOU XJMM DBTDBEF VQPO BO JODPSSFDU BDUJPO� 'VSUIFSNPSF
 BHFOUT TPNFUJNFT MPDL JOUP

BO JODPSSFDU BDUJPO GPSFWFS FWFO BGUFS IBWJOH USJFE CPUI BMUFSOBUJWFT BOZ SOJUF OVNCFS

PG UJNFT�

" QPTTJCMF JOUFSQSFUBUJPO PG UIF QBZPR TJHOBM JT UIBU JU JT BO POMJOF SFWJFX QPTUFE

CZ BO BHFOU XIP IBT BEPQUFE� *O UIJT BQQMJDBUJPO
 -F
 4VCSBNBOJBO BOE #FSSZ 	����


TIPX UIBU UIF QSPCBCJMJUZ PG BO JODPSSFDU DBTDBEF DBO JODSFBTF XJUI UIF QSFDJTJPO PG

UIF SFWJFX� " NPSF BDDVSBUF SFWJFX UIBU JT GBWPSBCMF UP POF PQUJPO DBO QSFNBUVSFMZ

EFUFS VTFGVM FYQMPSBUJPO PG UIF PUIFS PQUJPO� -JLFXJTF
 JO B NPEFM PG TPDJBM MFBSOJOH

��



GSPN POMJOF SFWJFXT 	JO XIJDI BHFOUT IBWF OP QSJWBUF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF TUBUF



"DFNPHMV FU BM� 	����
 SOE UIBU QSPWJEJOH NPSF JOGPSNBUJPO EPFT OPU BMXBZT MFBE UP

CFUUFS PVUDPNFT� 8IFO DVTUPNFS IFUFSPHFOFJUZ JT TVUDJFOUMZ IJHI
 *GSBDI FU BM� 	����


SOE UIBU UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH
 BT UIFSF JT BMXBZT B DIBODF PG QVSDIBTF TUSJDUMZ

CFUXFFO [FSP BOE POF
 SFHBSEMFTT PG UIF TPDJBM CFMJFG�

"MUFSOBUJWFMZ
 UIF BEEJUJPOBM TPDJBM JOGPSNBUJPO UIBU BHFOUT PCUBJO NBZ CF BCPVU

UIF QSJWBUF TJHOBMT PG QSFEFDFTTPST UISPVHI DPOWFSTBUJPO� *G BMM QBTU QSJWBUF TJHOBMT XFSF

PCTFSWFE
 UIFO USJWJBMMZ BHFOUT XPVME DPOWFSHF UP UIF DPSSFDU BDUJPO� *O SFBMJUZ QFPQMF

EP TPNFUJNFT EJTDVTT SFBTPOT GPS UIFJS BDUJPOT
 CVU UIFZ PGUFO EP OPU QBTT PO UIF GVMM TFU

PG SFBTPOT UIBU UIFZ IBWF BDRVJSFE GSPN PUIFST� *U JT OPU IBSE UP QSPWJEF BO FYBNQMF

XJUI MJNJUFE DPNNVOJDBUJPO PG QSJWBUF TJHOBMT JO XIJDI JODPSSFDU DBTDBEFT GPSN BOE


XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ
 MBTU GPSFWFS� *O UIF 0OMJOF "QQFOEJY
 f "����
 XF QSPWJEF BO

FYUFOTJPO PG UIF 4#. XIFSF GPS BMM n > 1
 In PCTFSWFT UIF QSJWBUF TJHOBM PG In−1
 BOE

JODPSSFDU DBTDBEFT TUJMM PDDVS BOE MBTU GPSFWFS 	TFF $BP BOE )JSTIMFJGFS 	����

���

*OUVJUJWFMZ
 TFFJOH UIF QSFEFDFTTPS�T QSJWBUF TJHOBM JT NVDI MJLF EJSFDUMZ PCTFSW�

JOH BO FYUSB QSJWBUF TJHOBM POFTFMG
 XIJDI JO UVSO JT NVDI MJLF TFFJOH B NPSF QSFDJTF

TJHOBM� *O UIF 4#.
 B NPSF QSFDJTF QSJWBUF TJHOBM UFOET UP NBLF EFDJTJPOT NPSF BDDVSBUF


CVU UIF QSPCBCJMJUZ UIBU UIF MPOH�SVO DBTDBEF JT JODPSSFDU JT TUJMM TUSJDUMZ QPTJUJWF� 4P UIFSF

JT SFBTPO UP FYQFDU UIF TBNF XIFO UIF QSFEFDFTTPS�T TJHOBM JT PCTFSWFE�

*O QBSUJDVMBS
 UIF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BQQMJFT� B QPJOU JT SFBDIFE XIFO

UIF JOGPSNBUJPO JNQMJDJU JO QBTU BDUJPOT PWFSXIFMNT UIF CVOEMF PG UIF BHFOU�T PXO TJHOBM

BOE UIF QSFEFDFTTPS�T TJHOBM� 4VDI B QSFQPOEFSBODF PG FWJEFODF DBO TUJMM CF GBS GSPN

DPODMVTJWF�

5IFNF �� 4PDJBM PVUDPNFT BSF PGUFO GSBHJMF XJUI SFTQFDU UP UIF BSSJWBM PG NPEFTU

��"O BHFOU NJHIU DPNNVOJDBUF B TVUDJFOU TUBUJTUJD 	TVDI BT UIF BHFOU�T CFMJFG
 JOTUFBE PG POF PS B GFX

QSJWBUF TJHOBMT� *O QSBDUJDF
 UIJT TPNFUJNFT PDDVST
 CVU QFPQMF BMTP TPNFUJNFT TFFN UP DPOWFZ POF PS UXP

TQFDJSD SFBTPOT SBUIFS UIBO DPOWFZJOH BO PWFSBMM EFHSFF PG CFMJFG�

��



OFX QVCMJD JOGPSNBUJPO�

5IF PDDVSSFODF PG TNBMM TIPDLT
 TVDI BT UIF BSSJWBM PG FWFO NPEFTU QVCMJD

JOGPSNBUJPO
 DBO FBTJMZ EJTMPEHF B DBTDBEF� &BDI BHFOU LOPXT UIBU BOZ DBTDBEF JT CBTFE

VQPO JOGPSNBUJPO UIBU JT POMZ TMJHIUMZ NPSF BDDVSBUF UIBO UIF BHFOU�T PXO QSJWBUF TJHOBM�

5IVT
 BT FNQIBTJ[FE CZ #)8
 B LFZ QSFEJDUJPO JT UIBU FWFO MPOH�TUBOEJOH DBTDBEFT BSF

GSBHJMF XJUI SFTQFDU UP TNBMM TIPDLT�

%FOOJUJPO �� " DBTDBEF JT GSBHJMF JG B IZQPUIFUJDBM POF�UJNF QVCMJD EJTDMPTVSF PG B TJHOBM

XJUI B EJTUSJCVUJPO UIBU JT JEFOUJDBM UP UIBU PG UIF QSJWBUF TJHOBM QPTTFTTFE CZ B TJOHMF BHFOU

XPVME
 XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ
 CSFBL UIF DBTDBEF
 J�F�
 DBVTFT UIF OFYU BHFOU�T BDUJPO UP

EFQFOE PO UIBU BHFOU�T TJHOBM�

'PS FYBNQMF
 JO UIF 4#.
 PODF B DBTDBEF TUBSUT
 JU SFNBJOT GSBHJMF GPS BMM

SFNBJOJOH BHFOUT�

'SBHJMJUZ JT B HFOFSBM DPODFQU UIBU DPVME CF EFSOFE JO UFSNT PG EJRFSFOU LJOET

PG TIPDLT UP UIF TZTUFN� 'PS FYBNQMF
 JOTUFBE PG UIF BSSJWBM PG B QVCMJD TJHOBM
 UIF

TIPDL DPVME CF UIF BSSJWBM PG B CFUUFS�JOGPSNFE BHFOU
 PS UIF BSSJWBM PG BO BHFOU XIPTF

QSFGFSFODFT BSF LOPXO UP EJRFS GSPN QSFEFDFTTPST� *O FBDI PG UIFTF DBTFT
 B MPOH�TUBOEJOH

DBTDBEF DBO FBTJMZ CF EJTMPEHFE�

0XJOH UP JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 UIFSF JT B TZTUFNBUJD
 TQPOUBOFPVT UFOEFODZ

GPS UIF TZTUFN UP NPWF UP B QPTJUJPO PG QSFDBSJPVT TUBCJMJUZ� 5IJT JT NVDI MJLF UIF XBZ UIF

IFSP�T DBS JO BO BDUJPO NPWJF DIBTF TDFOF BMXBZT FOET VQ UFFUFSJOH BU UIF FEHF PG B DMJR�

*O DPOUSBTU
 FRVJMJCSJVN JT NVDI NPSF TUBCMF JO NPEFMT JO XIJDI UIFSF BSF TBODUJPOT

VQPO EFWJBOUT PS EJTVUJMJUZ GSPN OPODPOGPSNJUZ 	,VSBO 	����

�

'PS UIF OFYU PCTFSWBUJPO
 DPOTJEFS B TFUUJOH XJUI B HFOFSBM QSJWBUF TJHOBM

EJTUSJCVUJPO
 UXP TUBUFT BOE UXP BDUJPOT
 BOE TJNQMF TFRVFOUJBM PCTFSWBUJPO XIFSFJO

FBDI BHFOU PCTFSWFT BMM QSFEFDFTTPST� 8F BMMPX IFSF GPS B XJEF SBOHF PG PUIFS NPEFM

GFBUVSFT
 TVDI BT DPTUMZ BDRVJTJUJPO PG QSJWBUF TJHOBMT BOE FOEPHFOPVT PSEFS PG NPWFT�

��



5IFNF �� 5IF 5XP�4JHOBM 1SJODJQMF� 5IF DPOUSJCVUJPO PG QSJWBUF TJHOBMT UP UIF

TPDJBM CFMJFG IBT JOGPSNBUJPO DPOUFOU PG BU NPTU UXP SFJOGPSDJOH PDDVSSFODFT PG UIF

NPTU JOGPSNBUJWF QSJWBUF TJHOBM WBMVF�

3FDBMM GSPN f ��� UIBU XIFO UIF TUBUF JT CJOBSZ
 UIF QSFDJTJPO PG B QPTTJCMF CFMJFG

r BCPVU UIF TUBUF θ JT EFSOFE BT |r − 0.5|�

5P VOEFSTUBOE UIF UXP�TJHOBM QSJODJQMF
 DPOTJEFS SSTU B TFUUJOH JO XIJDI UIF

QSJPS CFMJFG JT TZNNFUSJD
 BOE JO XIJDI UIFSF JT OP BSSJWBM PG QVCMJD JOGPSNBUJPO TJHOBMT�

8JUI OP QVCMJD TJHOBMT
 UIF DPODMVTJPO JT TJNQMFS� UIF QISBTF �DPOUSJCVUJPO PG QSJWBUF

TJHOBMT UP UIF TPDJBM CFMJFG� JO 5IFNF � DBO CF SFQMBDFE XJUI �UIF TPDJBM CFMJFG��

5P TFF XIZ
 PCTFSWF UIBU UIFSF JT OP XBZ GPS BO BHFOU In�T BDUJPO UP SFTFDU

NPSF UIBO UXP NBYJNBMMZ JOGPSNBUJWF QSJWBUF TJHOBM SFBMJ[BUJPOT VOMFTT BU MFBTU POF

FBSMJFS BHFOU�T BDUJPO SFTFDUT NPSF UIBO POF TVDI SFBMJ[BUJPO� $POTJEFS BOZ QPJOU JO

UIF TFRVFODF JO XIJDI NPSF UIBO POF NBYJNBMMZ JOGPSNBUJWF QSJWBUF TJHOBM SFBMJ[BUJPOT

JT JODPSQPSBUFE JOUP UIF TPDJBM CFMJFG BT PCTFSWFE CZ In� 5IFO In XJMM GPMMPX UIF BDUJPO

JNQMJFE CZ UIF TPDJBM CFMJFG SFHBSEMFTT PG In�T QSJWBUF TJHOBM
 J�F�
 In JT JO B DBTDBEF� *U

GPMMPXT UIBU In�T BDUJPO JT OPU JOGPSNBUJWF
 XIJDI NFBOT UIBU JU EPFT OPU JODSFBTF UIF

QSFDJTJPO PG UIF TPDJBM CFMJFG� 4P In+1 BOE BMM MBUFS BHFOUT BSF BMTP JO B DBTDBEF
 BOE

BMTP EP OPU JODSFBTF UIF QSFDJTJPO PG UIF TPDJBM CFMJFG� *O PUIFS XPSET
 UIF [POF PG TPDJBM

CFMJFGT UIBU JODPSQPSBUF CFUXFFO POF BOE UXP QSJWBUF TJHOBMT JT JNQBTTBCMF�

5IF QSFNJTF PG UIJT BSHVNFOU FYDMVEFT B DPNNPO GFBUVSF PG NBOZ TPDJBM

MFBSOJOH NPEFMT� PCTFSWBUJPO PG QBZPR PVUDPNFT� /PS EPFT JU BMMPX GPS UIF BSSJWBM PG

PUIFS LJOET PG QVCMJD TJHOBMT� )PXFWFS
 XJUI POMZ TMJHIU NPEJSDBUJPO
 UIF SFBTPOJOH

BCPWF DBO BEESFTT UIF QPTTJCJMJUZ PG BTZNNFUSJD QSJPST BOE�PS UIF BSSJWBM PG BEEJUJPOBM

QVCMJD JOGPSNBUJPO� -FU VT OPX BMMPX GPS UIFTF�

+VTU BT JO UIF SFBTPOJOH BCPWF
 UIFSF DPVME CF B TPDJBM CFMJFG GBDFE CZ In CFJOH

q 6= 1/2� *G UIJT TPDJBM CFMJFG EPFT OPU TUBSU B DBTDBEF
 UIFO BT SFBTPOFE BCPWF XF DBO HFU

BU NPTU POMZ UXP NBYJNBMMZ JOGPSNBUJWF TJHOBMT JO UIF TBNF EJSFDUJPO CFGPSF TUBSUJOH B

DBTDBEF� 5IF POMZ PUIFS QPTTJCJMJUZ JT UIBU QVCMJD JOGPSNBUJPO EJTDMPTVSFT IBWF HFOFSBUFE

��



B TPDJBM CFMJFG UIBU IBT IJHI FOPVHI QSFDJTJPO UP TUBSU B DBTDBEF� *G TP
 XF BSF USJWJBMMZ JO

UIF JNQBTTBCMF [POF
 BOE OP QSJWBUF JOGPSNBUJPO FWFS BHBJO DPOUSJCVUFT UP UIF TPDJBM

CFMJFG�

5IF TPDJBM CFMJFG DPVME QPUFOUJBMMZ CF WFSZ QSFDJTF� #VU UIF BCPWF SFBTPOJOH

NBLFT DMFBS UIBU TVDI B QPTTJCJMJUZ XPVME EFSJWF EJSFDUMZ GSPN QVCMJDMZ BSSJWJOH JOGPSNB�

UJPO
 OPU GSPN BHHSFHBUJPO PG QSJWBUF JOGPSNBUJPO� *U JT TUJMM UIF DBTF UIBU MFTT UIBO UXP

QSJWBUF TJHOBMT BSF BHHSFHBUFE JOUP UIF TPDJBM CFMJFG�

5IFNF �� 5IF 1SJODJQMF PG $PVOUFSWBJMJOH "EKVTUNFOU� 4FFNJOHMZ GBWPSBCMF TIJGUT

JO JOGPSNBUJPO BWBJMBCJMJUZ EP OPU OFDFTTBSJMZ JNQSPWF BWFSBHF EFDJTJPOT PS XFMGBSF�

5IF EJSFDU QPTJUJWF FRFDU PG NPSF JOGPSNBUJPO UFOET UP CF PQQPTFE CZ UIF

UFOEFODZ PG BHFOUT UP EJTSFHBSE UIFJS QSJWBUF TJHOBMT TPPOFS
 UP UIF EFUSJNFOU PG MBUFS

BHFOUT� 8F DBMM UIJT UIF QSJODJQMF PG DPVOUFSWBJMJOH BEKVTUNFOU� "O FYBNQMF JT UIF QSFTFODF

PG BO BHFOU XJUI TMJHIUMZ CFUUFS QSJWBUF JOGPSNBUJPO 	BO �JOTVFODFS�
� "T EJTDVTTFE JO

f ���
 JODSFBTJOH UIF QSFDJTJPO PG POF BHFOU DBO SFEVDF BWFSBHF XFMGBSF CZ DBVTJOH MBUFS

BHFOUT UP GBMM NPSF SFBEJMZ JOUP B JODPSSFDU DBTDBEF� 8V 	����
 BQQMJFT UIF QSJODJQMF UP

UIF GPSNBUJPO PG DBTDBEFT JO UXP EFDJTJPO RVFVFT�

0OF DPOTFRVFODF PG UIF QSJODJQMF PG DPVOUFSWBJMJOH BEKVTUNFOU JT UIBU EJTDMPTVSF

DBO SFEVDF BWFSBHF XFMGBSF� 5IJT DPOUSBTUT XJUI TFUUJOHT XJUI OP TPDJBM JOUFSBDUJPO


XIFSFJO BO FYUSB TJHOBM BMXBZT NBLFT BO BHFOU XFBLMZ CFUUFS PR�

*O UIF JOTVFODFS NPEFM EJTDVTTFE JO f ���
 I1 IBT B TMJHIUMZ NPSF BDDVSBUF

TJHOBM UIBO MBUFS BHFOUT
 MFBEJOH UP SFEVDFE BWFSBHF XFMGBSF� 4VQQPTF JOTUFBE UIBU BMM

QSJWBUF TJHOBMT IBWF JEFOUJDBM QSFDJTJPOT
 BOE UIBU UIF TMJHIUMZ NPSF BDDVSBUF TJHOBM JT

B QVCMJD EJTDMPTVSF NBEF BU EBUF �� /PX BHFOU I1 JT UIF SSTU JO UIF DBTDBEF
 BOE BMM

BHFOUT IBWF MPXFS FYQFDUFE VUJMJUZ UIBO JO UIF CBTJD TFUUJOH
 BT BMM OPX FRFDUJWFMZ BDU

CBTFE VQPO KVTU B TJOHMF TJHOBM 	UIF QVCMJD EJTDMPTVSF
� 0G DPVSTF
 B TVUDJFOUMZ BDDVSBUF

FBSMZ TJHOBM PS QVCMJD EJTDMPTVSF DBO JNQSPWF UIF TPDJBM PVUDPNF� 'PS FYBNQMF
 JG I1 IBT

QFSGFDU JOGPSNBUJPO
 UIF DBTDBEF JT BMXBZT DPSSFDU�

��



.PSF HFOFSBMMZ
 B TIJGU JO JOGPSNBUJPO SFHJNF UIBU NJHIU TFFN UP NBLF BHFOUT

CFUUFS JOGPSNFE 	TVDI BT IJHIFS TJHOBM QSFDJTJPO PG FBSMZ BHFOUT
 HSFBUFS PCTFSWBCJMJUZ

PG PUIFST
 PS HSFBUFS QVCMJDMZ BWBJMBCMF JOGPSNBUJPO
 DBO SFEVDF UIF BWFSBHF EFDJTJPO

BDDVSBDZ JO UIF MPOH SVO BOE DBO SFEVDF BWFSBHF XFMGBSF� "O FYBNQMF PG UIJT JT UIF

QPTTJCMF EFMFUFSJPVT FRFDU PG JODSFBTJOH UIF QSFDJTJPO PG QVCMJDMZ QPTUFE JOGPSNBUJPO

EJTDVTTFE CZ -F
 4VCSBNBOJBO BOE #FSSZ 	����
 BCPWF� *OUVJUJWFMZ
 TPNF WBSJBUJPO JO

UIF TFUUJOH EJSFDUMZ UIBU NBLFT FBSMZ BHFOUT CFUUFS JOGPSNFE QSPNPUFT DBTDBEJOH CZ

PCTFSWFST
 UP UIF QPTTJCMF EFUSJNFOU PG FWFO MBUFS BHFOUT���

5IFNF �� 8IFO FBDI BHFOU PCTFSWFT POMZ B SBOEPN TBNQMF PG QBTU BDUJPOT
 JODPS�

SFDU JOGPSNBUJPO DBTDBEFT DBO PDDVS
 BOE NBZ MBTU GPSFWFS� 4P BTZNQUPUJD MFBSOJOH

EPFT OPU OFDFTTBSJMZ PDDVS�

5IF DPOEJUJPOT GPS UIJT UIFNF BSF QPUFOUJBMMZ DPNQBUJCMF XJUI UIPTF PG 5IFNFT

� BOE � PO IFSEJOH
 TP UIFSF BSF TFUUJOHT XIFSF UIF DPODMVTJPOT PG CPUI IPME
 J�F�
 UIFSF

DBO CF JODPSSFDU DBTDBEFT UIBU MBTU GPSFWFS� XIJDI JT DPNQBUJCMF XJUI
 BOE JOEFFE JNQMJFT


IFSEJOH� 5P VOEFSTUBOE UIJT UIFNF
 DPOTJEFS B TFRVFOUJBM TFUUJOH XJUI SBOEPN TBNQMJOH

PG QBTU BDUJPOT BOE XJUI OP JOGPSNBUJPO BCPVU UIF PSEFS PG QBTU BDUJPOT 	TFF 4NJUI

BOE 4¶SFOTFO 	����

� 8JUI CPVOEFE TJHOBMT
 JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO UFOET UP CF

TFMG�MJNJUJOH
 CFDBVTF NPSF JOGPSNBUJWF BDUJPOT UFOE UP FODPVSBHF DBTDBEJOH VQPO UIF

QSFQPOEFSBODF PG BDUJPOT JO UIF BHFOU�T PCTFSWBUJPO TBNQMF� 8IFOFWFS TVDI DBTDBEJOH

PDDVST
 UIF BHFOU�T TJHOBM JT OPU JODPSQPSBUFE JOUP UIF BDUJPO IJTUPSZ�

4VQQPTF
 GPS FYBNQMF
 UIBU QBTU BHFOUT� BDUJPOT XFSF UP CFDPNF TP BDDVSBUF

UIBU FWFO B TJOHMF TBNQMFE H BDUJPO XPVME CF TVUDJFOU UP PWFSXIFMN UIF NPTU FYUSFNF

QPTTJCMF PQQPTJOH QSJWBUF TJHOBM WBMVF� 5IFO BO PCTFSWFS XJMM TPNFUJNFT CF JO B DBTDBEF

��)PXFWFS
 JO HFOFSBM B TIJGU JO NPEFM TUSVDUVSF DBO IBWF EJRFSFOU UZQFT PG FRFDUT PO UIF RVBMJUZ PG

JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO� 'PS FYBNQMF
 B TIJGU JO NPEFM TUSVDUVSF JO TPNF DBTFT BRFDUT UIF DSJUJDBM WBMVF GPS

B DBTDBEF UP PDDVS
 XIJDI DBO FJUIFS JODSFBTF PS EFDSFBTF UIF VMUJNBUF BNPVOU PG JOGPSNBUJPO JNQPVOEFE

JO UIF BDUJPO IJTUPSZ� 'VSUIFSNPSF
 FWFO XJUIJO UIF 4#.
 JG FBDI BHFOU�T QSJWBUF TJHOBM CFDBNF NPSF

QSFDJTF
 DBTDBEFT XJMM UFOE UP CF NPSF JOGPSNBUJWF�

��



VQPO UIF QSFEPNJOBOU BDUJPO JO UIF BHFOU�T TBNQMF 	F�H�
 JO B TBNQMF PG TJ[F k JO XIJDI

BMM PCTFSWBUJPOT JO UIF TBNQMF BSF PG UIF TBNF BDUJPO
�

5IJT SFBTPOJOH TVHHFTUT UIBU PXJOH UP UIF QPTTJCJMJUZ PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT


MFBSOJOH XJUI SBOEPN TBNQMJOH NBZ CF RVJUF TMPX� *OEFFE
 B TUSPOHFS DMBJN JT USVF� TP

MPOH BT BMM BHFOUT PCTFSWF B TBNQMF TJ[F PG BU MFBTU �
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH GBJMT 	4NJUI

BOE 4¶SFOTFO 	����

�

5P TFF XIZ
 DPOTJEFS UIF DBTF PG B TBNQMF TJ[F PG N = 1
 XIFSF QSJWBUF TJHOBMT

BSF TZNNFUSJD BOE CJOBSZ� 5IF EFQBSUVSF GSPN UIF 4#. JT UIBU FBDI BHFOU PCTFSWFT UIF

BDUJPO PG POF SBOEPNMZ TFMFDUFE QSFEFDFTTPS JOTUFBE PG BMM QSFEFDFTTPST� 4VQQPTF UIBU B

QPJOU JT SFBDIFE XIFSF GPS TPNF BHFOU In UIJT SBOEPN PCTFSWBUJPO JT NPSF JOGPSNBUJWF

UIBO B TJOHMF QSJWBUF TJHOBM� 	*G UIJT OFWFS IBQQFOT
 PG DPVSTF BTZNQUPUJD MFBSOJOH GBJMT�


5IFO BHFOU In XPVME CF JO BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF
 TP In�T BDUJPO XPVME CF FYBDUMZ BT

JOGPSNBUJWF BT B TBNQMF PG POF BDUJPO GSPN BNPOH In�T QSFEFDFTTPST� *O DPOTFRVFODF


UIF TBNQMF PCTFSWFE CZ In+1 JT BMTP NPSF JOGPSNBUJWF UIBO In+1�T TJHOBM
 TP In+1 XPVME

BMTP CF JO B DBTDBEF� " TJNJMBS BSHVNFOU IPMET GPS BMM MBUFS BHFOUT
 TP JOGPSNBUJPO

TUPQT BDDVNVMBUJOH� $POTFRVFOUMZ
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH EPFT OPU PDDVS� 5IJT GBJMVSF JT

TJNJMBS UP UIF GBTIJPO MFBEFS WFSTJPO PG UIF 4#. JO 4VCTFDUJPO ���
 JO XIJDI JOGPSNBUJPO

TUPQT BDDVNVMBUJOH PODF BO BDUJPO JT PCTFSWFE XJUI QSFDJTJPO HSFBUFS UIBO BO BHFOU�T

QSJWBUF TJHOBM� " TJNJMBS JOUVJUJPO BMTP BQQMJFT UP UIF SBOEPN TBNQMJOH NPEFM PG #BOFSKFF

BOE 'VEFOCFSH 	����

 JO XIJDI JU JT QPTTJCMF UIBU QBTU QBZPRT BT XFMM BT BDUJPOT BSF

PCTFSWFE���

" GVSUIFS JOUFSFTUJOH JNQMJDBUJPO PG UIF TFRVFOUJBM TBNQMJOH TFUUJOH PG 	4NJUI

BOE 4¶SFOTFO 	����

 JT UIBU BTTVNJOH FBDI BHFOU EPFT OPU PCTFSWF UPP NBOZ QSFEFDFT�

TPST
 PODF EJRFSFOU BHFOUT UBLF EJRFSFOU BDUJPOT
 BHFOUT OFWFS IFSE� 5IJT JT CFDBVTF

UIFSF JT BMXBZT B DIBODF UIBU BO BHFOU PCTFSWFT B TFU PG QSFEFDFTTPST XIP EJE OPU

��.PO[±O BOE 3BQQ 	����
 DPOTJEFS B TBNQMJOH TFUUJOH JO XIJDI BHFOUT BMTP EP OPU LOPX UIFJS PXO

QPTJUJPOT JO UIF EFDJTJPO RVFVF� *O UIJT TFUUJOH
 VOEFS B TUBUJPOBSJUZ BTTVNQUJPO PO TBNQMJOH SVMFT


JODPSSFDU DBTDBEFT DBO MBTU GPSFWFS�

��



GPMMPX UIF DVSSFOUMZ�QSFEPNJOBOU BDUJPO 	4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����

� 5IF DIBODF PG

PCTFSWJOH TVDI B EFWJBOU BDUJPO EPFT OPU EFDMJOF SBQJEMZ FOPVHI XJUI n UP CSJOH BCPVU

IFSEJOH� 4JNJMBSMZ
 JG QBZPR JOGPSNBUJPO JT BMTP PCTFSWFE BOE JG BO FBSMZ BHFOU BEPQUFE B

QPQVMBS BDUJPO BOE FYQFSJFODFE MPX QBZPRT GSPN EPJOH TP
 UIFSF JT BMXBZT B DIBODF UIBU

UIJT BHFOU JT MBUFS PCTFSWFE
 DBVTJOH B MBUFS BHFOU UP EFWJBUF GSPN UIF QPQVMBS BDUJPO�

*G BHFOUT PCTFSWF TBNQMFT PG QBZPR PVUDPNFT CVU OPU UIF QBTU BDUJPOT UIBU

MFE UP UIFTF PVUDPNFT
 JU JT BHBJO QPTTJCMF UIBU BHFOUT EP OPU DPOWFSHF UP UIF TBNF

BDUJPO� 5IF OFFE UP TJNVMUBOFPVTMZ ESBX JOGFSFODFT BCPVU XIBU BDUJPOT QSFEFDFTTPST

IBWF UBLFO BOE UIF QFSGPSNBODF PG UIPTF BDUJPOT DBO DPOGPVOE JOGFSFODFT� 8PMJU[LZ

	����
 DPOTJEFST B TFUUJOH XJUI UXP BDUJPOT� BDUJPO R	JTLZ
 IBT B QSPCBCJMJUZ PG TVDDFTT

UIBU EFQFOET PO TUBUF
 BOE BDUJPO S	BGF
 IBT B SYFE QSPCBCJMJUZ PG TVDDFTT UIBU JT TUBUF

JOEFQFOEFOU� *G BDUJPO R QPUFOUJBMMZ HFOFSBUFT B IJHIFS TUBUF�DPOUJOHFOU QSPCBCJMJUZ PG

TVDDFTT UIBO BDUJPO S
 UIFO PVUDPNFT CFDPNF DMPTF UP FUDJFOU JG UIF TJ[F PG TBNQMFT

CFDPNFT BSCJUSBSJMZ MBSHF� )PXFWFS
 XIFO BDUJPO R BMXBZT IBT MPXFS QSPCBCJMJUZ PG

TVDDFTT 	CVU IBT MPXFS DPTU
 UIBO BDUJPO S
 UIFO FWFO GPS WFSZ MBSHF TBNQMFT
 UIFSF JT

OPU BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

5IFNF �� 3FKFDU DBTDBEFT DBO PDDVS FWFO XIFO BHFOUT PCTFSWF UIF BHHSFHBUF

OVNCFS PG BEPQUT
 CVU EP OPU PCTFSWF SFKFDUT�

8IFO POMZ BHHSFHBUF BEPQUJPO DPVOUT BSF PCTFSWFE
 TFRVFODJOH JOGPSNBUJPO

JT MPTU� *O HFOFSBM UIJT JOEVDFT MPTT PG UXP UZQFT PG JOGPSNBUJPO� 'JSTU
 BO BHFOU EPFT

OPU LOPX UIF PSEFS JO XIJDI QBTU BDUJPOT XFSF UBLFO� 4FDPOE
 BO BHFOU EPFT OPU LOPX

IPX NBOZ QSFEFDFTTPST IBWF BDUFE�J�F�
 BHFOUT EP OPU LOPX UIFJS PXO QPTJUJPOT JO UIF

RVFVF� 5IJT PDDVST XIFO BO BHFOU EPFT OPU PCTFSWF BMM QBTU BDUJPOT
 POF FYBNQMF CFJOH

XIFO BO BHFOU PCTFSWFT POMZ BEPQUT
 OPU SFKFDUT� 'PS FYBNQMF
 JU JT OPU IBSE UP PCUBJO

JOGPSNBUJPO BCPVU IPX NBOZ 5FTMBT IBWF CFFO TPME
 CVU XF EP OPU PCTFSWF IPX NBOZ

QFPQMF DPOTJEFSFE 5FTMBT CVU PQUFE OPU UP CVZ�

*O UIF TFUUJOH PG (VBSJOP
 )BSNHBSU BOE )VDL 	����

 PCTFSWBUJPO JT BTZN�

NFUSJD 	XF XJMM SFGFS UP UIJT BT POMZ PCTFSWJOH QBTU BEPQUT
 OPU SFKFDUT

 UIFSF JT B SOJUF

��



OVNCFS PG BHFOUT
 BHFOUT DBOOPU TFF UIF PSEFS PG QSFEFDFTTPST� BDUJPOT
 BOE UIFZ IBWF

OP EJSFDU JOGPSNBUJPO BCPVU UIFJS PXO QPTJUJPOT JO UIF RVFVF 	UIPVHI UIFZ DBO ESBX

JOGFSFODFT BCPVU UIJT GSPN UIFJS PCTFSWBUJPOT PG QBTU BEPQUT
� 4JODF BMM UIBU BO BHFOU

PCTFSWFT JT IPX NBOZ QSFEFDFTTPST BEPQUFE
 UIFSF JT OP XBZ GPS B DBTDBEF PO SFKFDU

UP HFU TUBSUFE� 	*G JU DPVME
 UIFO FWFO I1 XPVME SFKFDU
 TJODF I1 EPFT OPU TFF BOZ QBTU

BEPQUT OPS EPFT I1 LOPX UIBU OP BHFOU QSFDFEFE IFS� *O DPOTFRVFODF
 BMM BHFOUT XPVME

BMXBZT SFKFDU
 XIJDI JT OPU DPOTJTUFOU XJUI FRVJMJCSJVN�
 4P UIF QPTTJCJMJUZ PG DBTDBEJOH

JT MJNJUFE UP KVTU POF BDUJPO
 BOE JOEFFE
 XJUI B MBSHF 	SOJUF
 QPQVMBUJPO
 TVDI B DBTDBEF

PDDVST XJUI B QSPCBCJMJUZ UIBU BQQSPBDIFT POF SFHBSEMFTT PG TUBUF�

*O TIBSQ DPOUSBTU
 XIFO BHFOUT EP IBWF TPNF JEFB BCPVU UIFJS PXO QPTJUJPOT

JO UIF RVFVF 	CBTFE
 GPS FYBNQMF
 PO PCTFSWBUJPO PG PXO�BSSJWBM�UJNF

 DBTDBEFT PO

FJUIFS BDUJPO DBO PDDVS� 5IJT JT CFDBVTF BO BHFOU XIP JT QSPCBCMZ MBUF JO UIF RVFVF BOE

XIP PCTFSWFT GFX BEPQUT JOGFST UIBU PUIFST QSPCBCMZ BSSJWFE FBSMJFS BOE DIPTF UP SFKFDU

	)FSSFSB BOE )PSOFS 	����

�

5IFNF �� $POUSBSJBO BDUJPOT DBO SFWFBM UIBU BO BHFOU IBT IJHI QSFDJTJPO�

$POTJEFS B TFUUJOH MJLF UIF JOTVFODFS NPEFM PG f ��� FYDFQU UIBU BHFOUT IBWF

QSJWBUF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QSFDJTJPOT PG UIFJS TJHOBMT� 5IFO UIF EFDJTJPO PG BO BHFOU UP

EFWJBUF GSPN B DBTDBEF JOEJDBUFT UIBU UIF BHFOU IBT IJHI QSFDJTJPO� 5IJT DBO QPUFOUJBMMZ

DBVTF TVCTFRVFOU BHFOUT UP GPMMPX DPOUSBSJBOT�

*O UIJT TFUUJOH BO PCTFSWFS LOPXT UIBU UIF NJOPSJUZ DIPJDF XBT NBEF JO PQQPTJ�

UJPO UP QSFEFDFTTPST
 XIJDI JT JOEJDBUJWF PG TUSPOH QSJWBUF JOGPSNBUJPO� 8IBU JT NPSF

TVSQSJTJOH
 BT TIPXO CZ $BMMBOEFS BOE )´SOFS 	����

 JT UIBU BHFOUT XIP POMZ PCTFSWF

B DPVOU PG QBTU BEPQUT BOE SFKFDUT TPNFUJNFT BDU JO PQQPTJUJPO UP UIF NBKPSJUZ PG UIF

BDUJPOT UIFZ PCTFSWF�

5P TFF UIJT
 DPOTJEFS UIF 4#.
 FYDFQU UIBU I3 IBT B DPODMVTJWF TJHOBM
 XIFSFBT

I1
 BOE I2 IBWF WFSZ OPJTZ TJHOBMT� 8F DBO UIJOL PG I3 BT B �MPDBM� XIP LOPXT XIFUIFS B

SFTUBVSBOU JT HPPE� &WFO JG I1 BOE I2 	MPX QSFDJTJPO �UPVSJTUT�
 BEPQU
 JG I3 SFKFDUT
 BOE

��



I4 VOEFSTUBOET UIJT TUSVDUVSF
 DMFBSMZ I4 XJMM JNJUBUF I3�

'VSUIFSNPSF
 FWFO JG I4 JT VODFSUBJO BCPVU XIFUIFS I3 JT B MPDBM
 I4 DBO JOGFS

UIJT GSPN UIF GBDU UIBU I3 SFKFDUFE BGUFS UXP BEPQUT� 5IF WFSZ GBDU UIBU I3 DBNF MBUF BOE

XBT JO UIF NJOPSJUZ 	JT B �DPOUSBSJBO�
 JT BO JOEJDBUPS PG IJT IJHI QSFDJTJPO�

8IBU JG I4 EPFT OPU LOPX UIF PSEFS PG NPWFT
 POMZ UIBU POF QSFEFDFTTPS XBT

JO UIF NJOPSJUZ 	UXP BEPQUT BOE POF SFKFDU
 BOE UIBU 	GPS TJNQMJDJUZ
 UIFSF XBT FYBDUMZ

POF MPDBM *G I1 XFSF MPDBM
 UIFO UIF UXP UPVSJTUT
 I2 BOE I3
 XPVME IBWF JNJUBUFE I1 JO

UIF IPQF UIBU TIF JT MPDBM
 XIJDI XPVME IBWF HFOFSBUFE B VOBOJNPVT DIPJDF� 4P UIJT

QPTTJCJMJUZ JT SVMFE PVU� *G I2 JT UIF MPDBM
 UIFSF JT B ��� DIBODF UIBU I3
 B UPVSJTU XIP

PCTFSWFE POF BEPQU BOE POF SFKFDU
 DIPTF BO BDUJPO UIBU NBUDIFE UIBU PG I1
 TP UIBU UIF

MPDBM JT JO B NJOPSJUZ� *G
 JOTUFBE
 I3 JT MPDBM
 UIFO I2
 CFJOH B UPVSJTU
 XPVME IBWF JNJUBUFE

I1� UIVT
 UIF UXP BEPQUT BSF CZ I1 BOE I2 BOE UIF SFKFDU CZ I3
 UIF MPDBM� 4P PWFSBMM
 UIF

QSFQPOEFSBODF PG FWJEFODF UIBU UXP BEPQUT BOE POF SFKFDU DPOWFZT UP I4 JT UIBU UIF MPDBM

SFKFDUFE� #FJOH B DPOUSBSJBO DBO CF BO JOEJDBUPS PG CFJOH XFMM�JOGPSNFE
 TP JG I4 JT B

UPVSJTU
 I4 PQUJNBMMZ GPMMPXT UIF NJOPSJUZ�

��� .PEFMT XJUI *NQFSGFDU 3BUJPOBMJUZ

*O NPEFMT PG JOEJWJEVBM EFDJTJPO NBLJOH
 JSSBUJPOBMJUZ NBLFT BO BHFOU XPSTF PR� *O

DPOUSBTU
 JO B TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOH
 JSSBUJPOBMJUZ DBO NBLF NPTU BHFOUT CFUUFS PR


CFDBVTF NJTUBLFO BDUJPOT BSF TPNFUJNFT NPSF JOGPSNBUJWF UIBO DPSSFDU POFT UP MBUFS

PCTFSWFST� 4P QTZDIPMPHJDBM CJBT DBO IFMQ SFNFEZ JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT
 SFTVMUJOH

JO NPSF BDDVSBUF TPDJBM CFMJFGT� 5IJT JT BO FYBNQMF PG UIF HFOFSBM QIFOPNFOPO UIBU

JSSBUJPOBMJUZ DBO NBLF JOUFSBDUJOH BHFOUT CFUUFS PR 	,SFQT FU BM� 	����

�

8JUIJO B SBUJPOBM TFUUJOH
 #)8 BOE #BOFSKFF 	����
 QPJOU PVU UIBU UIFSF JT

B CFOFSU UP RVBSBOUJOJOH FBSMZ BHFOUT TP UIBU TPNF NBLF EFDJTJPOT XJUIPVU PCTFSWJOH

PUIFST� 8F DBMM TVDI BHFOUT TBDSJ*DJBM MBNCT� 5IF BEWBOUBHF PG IBWJOH OPOTPDJBM BHFOUT JT

UIBU UIFJS BDUJPOT EFQFOE PO UIFJS PXO TJHOBMT� 5IJT NBLFT UIFJS BDUJPOT NPSF JOGPSNBUJWF

��



UP MBUFS PCTFSWFST� 4JNJMBSMZ
 QTZDIPMPHJDBM CJBTFT DBO DBVTF BHFOUT UP VTF UIFJS PXO

TJHOBMT JOTUFBE PG JNJUBUJOH PUIFST
 UIFSFCZ JNQSPWJOH MFBSOJOH BOE XFMGBSF�

����� 0WFSDPOOEFODF

&WFO JG BO BHFOU JT OPU JO BO JOGPSNBUJPO RVBSBOUJOF
 UIF BHFOU NBZ GPMMPX IFS PXO

QSJWBUF JOGPSNBUJPO CFDBVTF TIF JT PWFSDPOSEFOU BCPVU JUT QSFDJTJPO� 4VDI PWFSDPOSEFOU

BHFOUT DBO CSFBL JODPSSFDU DBTDBEFT
 JNQSPWJOH MPOH�SVO MFBSOJOH� *O #FSOBSEP BOE

8FMDI 	����

 PDDBTJPOBM PWFSDPOSEFOU �FOUSFQSFOFVST� PWFSFTUJNBUF UIF QSFDJTJPOT PG

UIFJS PXO TJHOBMT� 5IJT DBO DBVTF UIFN UP NBLF HSFBUFS VTF PG UIFJS PXO TJHOBMT JOTUFBE

PG GPMMPXJOH UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST JO BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF� 4P PWFSDPOSEFODF

DBO JNQSPWF MFBSOJOH BOE PVUDPNFT GPS MBUFS BHFOUT�

4VQQPTF
 GPS FYBNQMF
 UIBU FWFSZPOF�T QSJWBUF TJHOBM IBT UIF TBNF QSFDJTJPO


LOPXO UP BMM
 FYDFQU UIBU I1 UP I10 FBDI TVCTUBOUJBMMZ PWFSFTUJNBUFT UIFJS PXO QSFDJTJPO�

5IFO FBDI BDUT CBTFE TPMFMZ VQPO UIF BHFOU�T PXO TJHOBM
 TP UIF SSTU �� TJHOBMT BSF

SFWFBMFE UISPVHI UIFJS BDUJPOT� *O DPOTFRVFODF UIF FYQFDUFE XFMGBSF PG BMM MBUFS BHFOUT

JT JNQSPWFE�

" QPTTJCMF EJSFDUJPO GPS GVUVSF SFTFBSDI JT VOEFSTUBOEJOH UIF DPOEJUJPOT VOEFS

XIJDI
 JO DPOUSBTU XJUI #FSOBSEP BOE 8FMDI 	����

 FYDFTTJWF PWFSDPOSEFODF IBSNT

TPDJBM MFBSOJOH JOTUFBE PG IFMQJOH� 'PS FYBNQMF
 JO BO FYUSFNF DBTF
 JG PWFSDPOSEFODF

XFSF HSPXJOH SBQJEMZ XJUI MBUFS BHFOUT
 BMM BHFOUT XPVME BDU CBTFE POMZ PO UIFJS QSJWBUF

TJHOBMT
 BOE UIFSF XPVME CF OP JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO�

����� /FHMFDU PG 4PDJBM 0CTFSWBUJPO CZ 1SFEFDFTTPST

7BSJPVT PUIFS QTZDIPMPHJDBM CJBTFT DBO BMTP JOTVFODF TPDJBM MFBSOJOH� "O JNQPSUBOU POF

JT UIBU BHFOUT NBZ OFHMFDU UIF GBDU UIBU PUIFST BSF NBLJOH TPDJBM PCTFSWBUJPOT� 5IJT

JOEVDFT DPSSFMBUJPO OFHMFDU 	BMTP LOPXO BT QFSTVBTJPO CJBT

 UIF QIFOPNFOPO UIBU QFPQMF

TPNFUJNFT USFBU JOGPSNBUJPO UIFZ EFSJWF GSPN PUIFST BT JOEFQFOEFOU FWFO JG UIFSF JT

��



DPNNPOBMJUZ JO UIF TPVSDFT PG UIJT JOGPSNBUJPO�B UZQF PG EPVCMF�DPVOUJOH 	&OLF BOE

;JNNFSNBOO 	����

� 4VDI OFHMFDU JT B OBUVSBM DPOTFRVFODF PG MJNJUFE BUUFOUJPO BOE

DPHOJUJWF QSPDFTTJOH QPXFS�

4JODF JOGFSFODFT BCPVU PCTFSWBUJPO PG PUIFST DBO SFRVJSF FYUFOTJWF DPNQVUBUJPO


JU JT QMBVTJCMF UIBU BHFOUT VQEBUF CFMJFGT IFVSJTUJDBMMZ� 5P VQEBUF SBUJPOBMMZ
 BO BHFOU

OFFET UP BEKVTU GPS UIF GBDU UIBU UIF JOGPSNBUJPO JO BO PCTFSWFE BDUJPO EFQFOET PO XIPN

UIF BDUPS JO UVSO JT BCMF UP PCTFSWF 	TFF
 F�H�
 "DFNPHMV FU BM� 	����

� *O SFBMJUZ QFPQMF

UZQJDBMMZ EP OPU BEKVTU BQQSPQSJBUFMZ�

"T XJUI PWFSDPOSEFODF
 DPSSFMBUJPO OFHMFDU DBO DBVTF BHFOUT UP NBLF HSFBUFS

VTF PG UIFJS PXO QSJWBUF TJHOBMT JOTUFBE PG DBTDBEJOH
 UIFSFCZ JNQSPWJOH XFMGBSF� 5P

TFF XIZ
 DPOTJEFS BO BHFOU XIP PCTFSWFT KVTU POF QSFEFDFTTPS
 BOE XIP NJTUBLFOMZ

CFMJFWF UIBU UIJT QSFEFDFTTPS JT OPU PCTFSWJOH PUIFST� 0XJOH UP UIJT NJTUBLF
 UIF BHFOU

VOEFSFTUJNBUFT UIF JOGPSNBUJWFOFTT PG UIF QSFEFDFTTPS�T BDUJPO� 5IJT NBLFT UIF BHFOU

NPSF JODMJOFE UP SFMZ PO IFS PXO TJHOBM
 XIJDI NBLFT IFS PXO BDUJPO NPSF JOGPSNBUJWF

UP MBUFS BHFOUT�

)PXFWFS
 DPSSFMBUJPO OFHMFDU DBO BMTP NBLF BHFOUT NPSF QSPOF UP DBTDBEJOH�

5P TFF XIZ
 DPOTJEFS BO BHFOU XIP PCTFSWFT NVMUJQMF QSFEFDFTTPST XIP IBQQFO UP

DIPPTF UIF TBNF BDUJPO
 BOE NJTUBLFOMZ CFMJFWFT UIBU BMM UIFTF QSFEFDFTTPST IBWF BDUFE

JOEFQFOEFOUMZ� 4PNF PG UIFTF QSFEFDFTTPST NBZ CF JO B DBTDBEF
 NBLJOH UIFJS BDUJPOT

VOJOGPSNBUJWF� 5IF NJTUBLFO CFMJFG UIBU UIFTF BDUJPOT BSF BMM JOGPSNBUJWF DBO DBVTF UIF

BHFOU UP JNJUBUF QSFEFDFTTPST BOE KPJO B DBTDBEF JOTUFBE PG GPMMPXJOH UIF BHFOU�T PXO

TJHOBM� 5IJT DBO IBQQFO FWFO JG UIF BHFOU IBT IJHIFS QSJWBUF TJHOBM QSFDJTJPO UIBO EP

QSFEFDFTTPST
 TP UIBU JG UIF BHFOU XFSF SBUJPOBM UIF BHFOU XPVME OPU CF JO B DBTDBEF�

*O B TPDJBM OFUXPSL
 IFBWJMZ DPOOFDUFE BHFOUT QSPWJEF DPSSFMBUFE JOGPSNBUJPO

UP NBOZ PCTFSWFST
 XIP BSF JO UVSO PCTFSWFE CZ PUIFST� 5IFTF PUIFST NBZ OFHMFDU UIF

JOEVDFE DPSSFMBUJPO JO XIBU UIFZ PCTFSWF� *O DPOTFRVFODF
 DPSSFMBUJPO OFHMFDU JODSFBTFT

UIF JOTVFODF PG BHFOUT XIP BSF NPSF IFBWJMZ DPOOFDUFE JO UIF TPDJBM OFUXPSL 	TFF

%F.BS[P
 7BZBOPT BOE ;XJFCFM 	����
 BOE UIF SFWJFX PG (PMVC BOE 4BEMFS 	����

�

��



$PSSFMBUJPO OFHMFDU JT DBQUVSFE JO B TFRVFOUJBM RVBTJ�#BZFTJBO TFUUJOH JO #PISFO

	����
� *O #PISFO�T NPEFM
 TUBUFT BSF FRVJQSPCBCMF
 TJHOBMT BSF CPVOEFE
 BOE UIFSF JT

B HJWFO QSPCBCJMJUZ UIBU FBDI BHFOU JT TPDJBM 	PCTFSWFT UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST
 PS

OPOTPDJBM 	EPFT OPU PCTFSWF BOZ QSFEFDFTTPS BDUJPOT
� 8IFUIFS BO BHFOU JT TPDJBM JT VO�

LOPXO UP PUIFST� "HFOUT NBZ FJUIFS VOEFSFTUJNBUF UIJT QSPCBCJMJUZ 	B GPSN PG DPSSFMBUJPO

OFHMFDU
 PS PWFSFTUJNBUF JU 	XIJDI DPVME CF DBMMFE DPSSFMBUJPO PWFSFTUJNBUJPO
���

*O UIF DBTF PG SBUJPOBM BHFOUT
 UIJT JT B NPEFM PG GSBHJMJUZ JO DBTDBEFT BOE TPDJBM

MFBSOJOH� 8IFO FOPVHI BHFOUT UBLF UIF TBNF BDUJPO
 B DBTDBEF GPSNT
 JO UIF TFOTF

UIBU B TPDJBM BHFOU GPMMPXT UIF QSFQPOEFSBOU BDUJPO PG QSFEFDFTTPST� )PXFWFS
 XIFO B

OPOTPDJBM BHFOU BSSJWFT
 UIJT BHFOU NBZ QSPWJEF B TPDJBM JOGPSNBUJPO TIPDL CZ UBLJOH BO

BDUJPO JO PQQPTJUJPO UP UIF DBTDBEF� 5IJT JT JOGPSNBUJWF UP MBUFS TPDJBM BHFOUT
 TP UIBU

UIF JOJUJBM DBTDBEF NBZ CF CSPLFO� *O UIF SBUJPOBM DBTF
 FWFOUVBMMZ UIPTF BHFOUT XIP

EP PCTFSWF QSFEFDFTTPST NBLF DPSSFDU EFDJTJPOT
 TJODF UIF JOGPSNBUJPO JNQMJDJU JO UIF

BDUJPOT PG BO JOSOJUF TUSFBN PG OPOTPDJBM BHFOUT JT DPODMVTJWF�

5P VOEFSTUBOE PVUDPNFT JO UIF JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM DBTFT JO #PISFO�T TFUUJOH


MFU q CF UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BOZ BHFOU PCTFSWFT UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST
 BOE MFU q̂ CF

BHFOUT� QFSDFQUJPO PG UIBU QSPCBCJMJUZ� *G UIF QPTTJCMF WBMVFT PG q̂ BSF JO BO JOUFSNFEJBUF

JOUFSWBM 	BO JOUFSWBM XIJDI JODMVEFT q

 UIFO #PISFO TIPXT UIBU
 KVTU BT JO UIF SBUJPOBM

DBTF
 XJUI QSPCBCJMJUZ POF UIF TPDJBM BHFOUT FWFOUVBMMZ NBLF DPSSFDU DIPJDFT�

8IFO q̂ JT CFMPX UIJT JOUFSNFEJBUF JOUFSWBM
 BHFOUT WJFX QBTU BDUJPOT BT PGUFO

CFJOH UBLFO JOEFQFOEFOUMZ
 BOE UIFSFGPSF TFWFSFMZ PWFSFTUJNBUF IPX JOGPSNBUJWF UIFTF

BDUJPOT BSF BCPVU QSJWBUF TJHOBMT� 8IFO
 CZ DIBODF
 B TUSPOH FOPVHI QSFQPOEFSBODF

PG BHFOUT GBWPST POF PG UIF BWBJMBCMF BDUJPOT
 BHFOUT GBMM JOUP B DBTDBEF� 4P UIF QSF�

QPOEFSBODF PG POF BDUJPO UFOET UP HSPX PWFS UJNF� 4JODF BHFOUT UIJOL UIJT HSPXJOH

QSFQPOEFSBODF JT DPNJOH MBSHFMZ GSPN JOEFQFOEFOU QSJWBUF TJHOBMT
 TPDJBM BHFOUT HSPX

JODSFBTJOHMZ DPOSEFOU JO UIF DPSSFDUOFTT PG UIF MBUFTU DBTDBEF� *O UIF MJNJU BHFOUT CFDPNF

��(VBSJOP BOE +FIJFM 	����
 PRFS BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI UP NPEFMJOH JNQFSGFDU VOEFSTUBOEJOH CZ

BHFOUT PG UIF SFMBUJPO CFUXFFO PUIFST� QSJWBUF JOGPSNBUJPO BOE UIFJS BDUJPOT�

��



TVSF PG FJUIFS UIF XSPOH TUBUF PS UIF DPSSFDU POF�

5IJT QPTTJCJMJUZ PG TUSPOHMZ IFME GBJUI JO UIF XSPOH TUBUF QSPWJEFT BO JOUFSFTUJOH

DPOUSBTU XJUI UIF #)8 DBTDBEFT TFUUJOH
 JO XIJDI UIFSF JT GBJMVSF PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH

CVU DBTDBEFT BSF GSBHJMF� *U BMTP DPOUSBTUT XJUI B SBUJPOBM CFODINBSL XJUI DPOUJOVBM

BSSJWBM PG OPOTPDJBM BHFOUT
 JO XIJDI BTZNQUPUJDBMMZ UIF CFMJFGT PG UIF TPDJBM BHFOUT

CFDPNF BSCJUSBSJMZ TUSPOH
 CVU BMXBZT DPOWFSHF UP UIF DPSSFDU TUBUF�

8IFO q̂ JT MBSHF 	J�F�
 UP UIF SJHIU PG UIF BCPWFNFOUJPOFE JOUFSWBM

 CFMJFGT

TVDUVBUF GPSFWFS
 TP BHBJO UIFSF JT OPU BTZNQUPUJD MFBSOJOH� &WFO JG
 BU TPNF EBUF
 UIFSF

XFSF B WFSZ TUSPOH QSFQPOEFSBODF PG BDUJPO H
 GPS FYBNQMF
 BHFOUT XPVME CFMJFWF UIBU

UIJT EFSJWFT BMNPTU FOUJSFMZ GSPN DBTDBEJOH CZ QSFEFDFTTPST� 5IJT NBLFT UIF TZTUFN

FYUSFNFMZ GSBHJMF� 8IFO CZ DIBODF 	BT NVTU FWFOUVBMMZ IBQQFO
 FWFO B GFX OPOTPDJBM

BHFOUT UBLF UIF PQQPTJUF BDUJPO
 UIF OFYU TPDJBM BHFOU XJMM OP MPOHFS CF JO B DBTDBEF
 BOE

XJMM TPNFUJNFT DIPPTF L�

"T #PISFO QPJOUT PVU
 UIJOLJOH UIBU q̂ < q DBO DBVTF BHFOUT UP IBWF FYDFTTJWF

GBJUI JO B TFRVFODF PG JEFOUJDBM BDUJPOT SFMBUJWF UP FYQFSU TDJFOUJSD PQJOJPO� *O UIF TPDJBM

MFBSOJOH NPEFM PG &ZTUFS BOE 3BCJO 	����

 DPSSFMBUJPO OFHMFDU UBLFT B NPSF FYUSFNF

GPSN�PCTFSWFST UIJOL UIBU FBDI QSFEFDFTTPS EFDJEFE JOEFQFOEFOUMZ CBTFE POMZ VQPO

UIBU BHFOU�T QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBM��� *O UIFJS NPEFM
 TUBUF BOE BDUJPOT BSF DPOUJOVPVT�

#FMJFGT BCPVU PUIFST BSF BOBMPHPVT UP q = 1 BOE q̂ = 0 JO UIF #PISFO 	����
 NPEFM� *O

DPOTFRVFODF
 UIF WJFXT PG FBSMZ BHFOUT BSF WFSZ IFBWJMZ PWFSXFJHIUFE CZ MBUF BHFOUT


DPOWFSHFODF UP UIF DPSSFDU CFMJFG JT CMPDLFE 	FWFO XJUI TIBSJOH PG DPOUJOVPVT CFMJFGT PS

BDUJPOT

 BOE BHFOUT CFDPNF IJHIMZ DPOSEFOU BCPVU UIFJS NJTUBLFO CFMJFGT�

0OF MFTTPO UIBU DPNFT GSPN BOBMZTFT PG JNQFSGFDU SBUJPOBMJUZ BOE TPDJBM MFBSOJOH

JT UIBU CJBTFT UIBU DBVTF BHFOUT UP CF NPSF BHHSFTTJWF JO VTJOH UIFJS PXO TJHOBMT
 TVDI BT

PWFSDPOSEFODF
 PS TVDI BT PWFSFTUJNBUJPO PG IPX IFBWJMZ PUIFST IBWF PCTFSWFE UIFJS

QSFEFDFTTPST
 UFOE UP QSPNPUF UIF VTF PG QSJWBUF TJHOBMT� 6OEFS BQQSPQSJBUF DPOEJUJPOT


��)JSTIMFJGFS BOE 5FPI 	����
 BOE &ZTUFS
 3BCJO BOE 7BZBOPT 	����
 BQQMZ TVDI OFHMFDU PG UIF TJHOBM�

EFQFOEFOU CFIBWJPS PG PUIFST UP SOBODJBM NBSLFUT�

��



UIJT DBO JO UVSO JNQSPWF TPDJBM JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO� *O DPOUSBTU
 QFSTVBTJPO CJBT

UFOET UP IBWF BO PQQPTJUF FRFDU
 DBVTJOH BHFOUT UP EFGFS UPP NVDI UP IJTUPSZ�

����� 0UIFS IFVSJTUJDT BOE QTZDIPMPHJDBM CJBTFT

4P GBS JO UIJT TFDUJPO XF IBWF EJTDVTTFE NPEFMT UIBU FYQMJDJUMZ BOBMZ[F UIF FRFDUT PG

QTZDIPMPHJDBM CJBTFT TVDI BT DPSSFMBUJPO OFHMFDU BOE PWFSDPOSEFODF PO TPDJBM MFBSOJOH�

4VDI NPEFMT GVMMZ FOEPHFOJ[F CFMJFGT BOE CFIBWJPST� "OPUIFS HFOFSBM BQQSPBDI JT UP

NBLF FYPHFOPVT BTTVNQUJPOT BCPVU UIF BHFOU�T NBQQJOH GSPN PCTFSWFE BDUJPOT BOE

QBZPRT JOUP UIF BHFOU�T BDUJPOT� &MMJTPO BOE 'VEFOCFSH 	����
 ����
 QSPWJEF QJPOFFSJOH

BOBMZTFT VTJOH UIJT IFVSJTUJD BHFOU BQQSPBDI 	TFF UIF 0OMJOF "QQFOEJY
 f "�� GPS EFUBJMT
�

*O SFDFOU ZFBST
 CFIBWJPSBM FDPOPNJDT IBT NPWFE UPXBSE CBTJOH BTTVNQUJPOT PO FWJEFODF

GSPN IVNBO QTZDIPMPHZ
 BOE FOEPHFOJ[JOH CJBTFE CFMJFG GPSNBUJPO BT QBSU PG EFDJTJPOT

	F�H�
 %BOJFM
 )JSTIMFJGFS BOE 4VCSBINBOZBN 	����

 3BCJO BOE 4DISBH 	����

� 5IF

NPEFM PG PWFSDPOSEFOU JOGPSNBUJPO QSPDFTTJOH JO TPDJBM MFBSOJOH PG #FSOBSEP BOE 8FMDI

	����
 JT BO FYBNQMF PG UIJT�

#PISFO BOE )BVTFS 	����
 FYBNJOF B TFUUJOH UIBU BMMPXT GPS B WBSJFUZ PG UZQFT

PG QPTTJCMF QTZDIPMPHJDBM CJBTFT JO TPDJBM MFBSOJOH
 JODMVEJOH DPSSFMBUJPO OFHMFDU� *O

UIJT NPEFM
 TJHOBMT BSF DPOUJOVPVT 	BOE NBZ CF VOCPVOEFE
� 5IFZ GPDVT PO TFUUJOHT

JO XIJDI FOPVHI JOGPSNBUJPO BSSJWFT TP UIBU JG BHFOUT XFSF SBUJPOBM UIFSF XPVME CF

BTZNQUPUJD MFBSOJOH 	WJB UIF BSSJWBM PG FJUIFS QVCMJD TJHOBMT PS OPOTPDJBM BHFOUT
� )PXFWFS


PXJOH UP QTZDIPMPHJDBM CJBT
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH DBO GBJM
 XIJDI DBO UBLF UIF GPSN PG

DPOWFSHFODF UP B NJTUBLFO BDUJPO
 QFSNBOFOU EJTBHSFFNFOU PWFS BDUJPO
 PS JOSOJUF

DZDMJOH� 'PS FYBNQMF
 XIFO BHFOUT PWFSSFBDU UP QSJWBUF TJHOBMT
 BOE XIFSF UIFSF JT B

QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ PG OPOTPDJBM UZQFT
 UIFSF DBO CF JOSOJUF DZDMJOH CFUXFFO BDUJPOT�

8IFO BHFOUT VOEFSSFBDU
 UIFSF DBO CF SYBUJPO VQPO B NJTUBLFO BDUJPO� 'VSUIFSNPSF


XIFO JODPSSFDU IFSET MBTU GPSFWFS
 CFMJFGT DPOWFSHF BMNPTU TVSFMZ UP UIF JODPSSFDU TUBUF�

4P DPOTJTUFOU XJUI #PISFO 	����

 BOE JO DPOUSBTU XJUI UIF #)8 NPEFM
 MPOHFS IFSET

CFDPNF JODSFBTJOHMZ TUBCMF�

��



� $PTUMZ JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO

1FPQMF PGUFO IBWF B DIPJDF PG XIFUIFS PS OPU UP BDRVJSF JOGPSNBUJPO� 8F OFYU FYBNJOF

UIF FRFDUT PO TPDJBM MFBSOJOH PG DPTUMZ BDRVJTJUJPO PG FJUIFS EJSFDU QSJWBUF JOGPSNBUJPO

TJHOBMT BCPVU UIF TUBUF 	4FDUJPO ���
 PS BCPVU QSFEFDFTTPST� BDUJPOT 	4FDUJPO ���
�

*O B TDFOBSJP XJUI FYPHFOPVT QSJWBUF TJHOBMT BOE JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 TVDI BT

UIF 4#.
 UIF TJHOBMT PG MBUF BHFOUT EP OPU DPOUSJCVUF UP TPDJBM LOPXMFEHF
 CFDBVTF PODF

B DBTDBEF GPSNT
 TVDI TJHOBMT EP OPU BRFDU BDUJPOT� 8IFO BHFOUT DBO BDRVJSF QSJWBUF

TJHOBMT
 JU JT VOQSPSUBCMF UP EP TP JG UIF TJHOBM XJMM OPU 	PS JT VOMJLFMZ UP
 BRFDU UIF BHFOU�T

BDUJPO� 4P JO TVDI TFUUJOHT UIFSF JT PGUFO B TJNJMBS DPODMVTJPO
 UIBU MBUF BHFOUT NJNJD

UIFJS QSFEFDFTTPST�

*G QSJWBUF TJHOBMT BSF DPTUMFTT
 UIFO BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST XIFO QSJWBUF

TJHOBMT BSF VOCPVOEFE 	BT OPUFE JO f �

 BOE NBZ PDDVS XIFO UIF BDUJPO TQBDF JT

DPOUJOVPVT 	BT EFTDSJCFE JO f �
� 3FMBUJWF UP UIJT TDFOBSJP
 B QPTJUJWF DPTU PG PCTFSWJOH

QSJWBUF TJHOBMT EFHSBEFT MFBSOJOH� " VOJGPSN DPODMVTJPO PG TFWFSBM QBQFST UP CF EJTDVTTFE

JT UIBU FWFO JO TFUUJOHT XJUI VOCPVOEFE QSJWBUF TJHOBMT PS DPOUJOVPVT BDUJPO TQBDFT


BTZNQUPUJD MFBSOJOH EPFT OPU PDDVS JG UIFSF JT FWFO B TNBMM QPTJUJWF DPTU PG JOWFTUJHBUJOH�

*O QSBDUJDF
 DPTUT PG HBUIFSJOH PS QSPDFTTJOH JOGPSNBUJPO BSF MJLFMZ UP CF QPTJUJWF� 4P

UIFTF SFTVMUT TVHHFTU UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH XJMM OPU CF BDIJFWFE�

0O UIF PUIFS IBOE
 JG QSJWBUF TJHOBMT BSF DPTUMFTT
 JOUSPEVDJOH B DPTU PG PCTFSWJOH

QSFEFDFTTPS�T BDUJPOT DBO JNQSPWF TPDJBM MFBSOJOH� *O TVDI B TFUUJOH
 BO BHFOU XJUI B

WFSZ JOGPSNBUJWF TJHOBM SFBMJ[BUJPO NBZ DIPPTF OPU UP PCTFSWF PUIFST� BDUJPOT� 5IVT
 IFS

BDUJPO DPOWFZT HSFBUFS JODSFNFOUBM JOGPSNBUJPO
 XIJDI CFOFSUT MBUFS BHFOUT�

��� $PTUMZ BDRVJTJUJPO PG EJSFDU QSJWBUF TJHOBMT BCPVU TUBUF

$PTUT PG BDRVJSJOH QSJWBUF JOGPSNBUJPO JOUSPEVDF BOPUIFS JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ PG

TPDJBM MFBSOJOH� *O EFDJEJOH XIFUIFS UP CVZ B TJHOBM
 BHFOUT EP OPU UBLF JOUP BDDPVOU

��



UIF JOEJSFDU CFOFSU UIBU BDDVSBUF EFDJTJPOT DPOGFS VQPO MBUFS PCTFSWFST�

5IJT FYUFSOBMJUZ JT JMMVTUSBUFE CZ NPEJGZJOH UIF 4#. PG f � TP UIBU BHFOUT IBWF

B DIPJDF JO BDRVJSJOH QSJWBUF TJHOBMT BCPVU UIF TUBUF� &BDI BHFOU DBO QBZ TPNF DPTU c > 0

BOE PCTFSWF B CJOBSZ TJHOBM XJUI HJWFO QSFDJTJPO p
 PS DBO QBZ OPUIJOH BOE PCTFSWF OP

TJHOBM� *O UIJT TFUUJOH
 BHFOUT In
 n > 1 XJMM OPU BDRVJSF B TJHOBM
 OP NBUUFS IPX TNBMM

UIF DPTU� 5P TFF UIJT
 TVQQPTF UIBU UIF DPTU JT TVUDJFOUMZ TNBMM UIBU JU QBZT GPS I1 UP

BDRVJSF B TJHOBM� 5IFO I2�T TPDJBM CFMJFG JT FJUIFS p PS 1 − p
 EFQFOEJOH PO XIFUIFS I1

DIPTF H PS L� &WFO JG I2 XFSF UP BDRVJSF B QSJWBUF TJHOBM
 JNJUBUJOH I1�T BDUJPO SFNBJOT B

XFBLMZ PQUJNBM BDUJPO GPS I2
 SFHBSEMFTT PG UIF TJHOBM SFBMJ[BUJPO� 5IVT
 UIF TJHOBM IBT

WBMVF [FSP
 TP I2 XJMM OPU QVSDIBTF JU
 BOE JOTUFBE JNJUBUFT I1� "HFOU I3 VOEFSTUBOET

UIJT
 TP CZ UIF TBNF SFBTPOJOH
 JU JT OPU PQUJNBM GPS I3 OPS GPS BOZ TVCTFRVFOU BHFOU UP

BDRVJSF JOGPSNBUJPO
 BOE BMM BHFOUT JNJUBUF I1� 4P UIF TPDJBM PVUDPNF JNQPVOET FWFO

MFTT JOGPSNBUJPO UIBO JO UIF 4#.�

*O NPSF HFOFSBM TFUUJOHT BT XFMM
 XIFO UIFSF BSF BU MFBTU TNBMM DPTUT PG BDRVJSJOH

B QSJWBUF TJHOBM BCPVU UIF TUBUF
 BHFOUT TUPQ BDRVJSJOH QSJWBUF TJHOBMT
 SFTVMUJOH JO

DPNQMFUF CMPDLBHF JO UIF HSPXUI PG TPDJBM JOGPSNBUJPO� 4P POMZ B GFX JOEJWJEVBMT FOE

VQ BDRVJSJOH QSJWBUF TJHOBMT� 5IJT JT B WFSTJPO PG UIF �-BX PG UIF 'FX� 	TFF (BMFPUUJ BOE

(PZBM 	����

�

"T TFWFSBM BVUIPST IBWF TIPXO
 VOEFS BQQSPQSJBUF BTTVNQUJPOT
 BTZNQUPUJD

MFBSOJOH PDDVST JG BOE POMZ JG JOSOJUFMZ NBOZ BHFOUT IBWF BDDFTT UP VOCPVOEFE TJHOBMT

BU BO BSCJUSBSJMZ TNBMM DPTU� *G BHFOUT JODVS FWFO B TNBMM DPTU PG BDRVJSJOH JOGPSNBUJPO


JODPSSFDU DBTDBEFT DBO BSJTF BOE UIFSFGPSF UIF TPDJBM PVUDPNF DBO CF GSBHJMF��� 8F

EJTDVTT TVDI NPEFMT PG DPTUMZ JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO CFMPX�

5IF NBJO JEFBT PG BO FBSMZ DPOUSJCVUJPO PO DPTUMZ TJHOBM BDRVJTJUJPO CZ #VSHVFU

BOE 7JWFT 	����
 DBO CF TFFO JO B TJNQMJSFE NPEFM XJUI VOCPVOEFE TJHOBMT BOE DPO�

UJOVPVT BDUJPOT BOE TUBUFT� 0UIFS UIJOHT FRVBM
 BO BHFOU QSFGFST BO BDUJPO BT DMPTF BT

��5IJT BTTFSUJPO SFGFST UP B TMJHIUMZ HFOFSBMJ[FE EFSOJUJPO PG DBTDBEFT� BDUJOH JSSFTQFDUJWF PG UIF WBMVF PG

B QPUFOUJBM QSJWBUF TJHOBM PXJOH UP UIF GBDU UIBU UIF BHFOU DIPPTFT OPU UP BDRVJSF UIF QSJWBUF TJHOBM�

��



QPTTJCMF UP UIF WBMVF PG B DPOUJOVPVT TUBUF θ
 BT XJUI .FBO 4RVBSFE &SSPS QSFGFSFODFT�

&BDI BHFOU�T PCKFDUJWF JT UP NJOJNJ[F UIF TVN PG UIF DPTU PG UIF TJHOBM BOE UIF OFHBUJWF

NFBO TRVBSFE FSSPS�

5IF DPNNPO JOJUJBM QSJPS PO θ JT B OPSNBM EJTUSJCVUJPO XJUI NFBO µ0 BOE

QSFDJTJPO ρ0� "HFOU In UBLFT BDUJPO an BGUFS PCTFSWJOH UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST BOE

B DPOEJUJPOBMMZ JOEFQFOEFOU TJHOBM sn XIJDI JT OPSNBMMZ EJTUSJCVUFE XJUI NFBO θ BOE

QSFDJTJPO rn� 4VQQSFTTJOH UIF BHFOU TVCTDSJQU
 FBDI BHFOU DIPPTFT UIF QSFDJTJPO r ≥ 0 PG

IFS QSJWBUF TJHOBM BU DPTU c(r)
 XIFSF c(r) JT DPOWFY BOE JODSFBTJOH�

"O BHFOU�T VOJRVF PQUJNBM MFWFM PG QSFDJTJPO JT FBTJMZ JOGFSSFE CZ IFS TVDDFTTPST�

(JWFO UIJT
 BOE BT BDUJPOT BSF DPOUJOVPVT
 FBDI BHFOU�T BDUJPO QFSGFDUMZ SFWFBMT UIF

BHFOU�T QSJWBUF TJHOBM� 4P UIF TPDJBM JOGPSNBUJPO BWBJMBCMF UP In JT UIF SFBMJ[BUJPO PG UIF

n− 1 DPOEJUJPOBMMZ JOEFQFOEFOU OPSNBM TJHOBMT PG In�T QSFEFDFTTPST� $POTFRVFOUMZ
 UIF

TPDJBM CFMJFG PG In JT TVNNBSJ[FE BT B OPSNBM SBOEPN WBSJBCMF θn−1 XJUI NFBO µn−1

BOE QSFDJTJPO ρn−1� 0XJOH UP OPSNBMJUZ
 ρn−1 JT FRVBM UP TVN PG UIF JOJUJBM ρ0 BOE UIF

QSFDJTJPOT PG TJHOBMT PG QSFEFDFTTPST�

#VSHVFU BOE 7JWFT PCTFSWF UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT FRVJWBMFOU UP UIF SF�

RVJSFNFOU UIBU TPDJBM QSFDJTJPO ρn−1 JODSFBTFT XJUIPVU CPVOE PG BT n JODSFBTFT� #VU BT

ρn−1 JODSFBTFT XJUIPVU CPVOE
 In�T NBSHJOBM CFOFSU PG BDRVJSJOH BEEJUJPOBM QSFDJTJPO

HPFT UP [FSP� $POTFRVFOUMZ
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST JG BOE POMZ JG c′(0) = 0
 J�F�


UIF NBSHJOBM DPTU PG BEEJUJPOBM QSFDJTJPO JT [FSP BU r = 0� 'PS JOTUBODF
 JG UIF TNBMMFTU

BWBJMBCMF QSFDJTJPO JT r0 > 0 BU DPTU c0 > 0
 TP UIBU c′(0) JT JOSOJUF
 UIFO MFBSOJOH JT

JODPNQMFUF� &TTFOUJBMMZ
 QVCMJD CFMJFG CFDPNFT FYDFFEJOHMZ BDDVSBUF EVF UP JOGPSNBUJPO

BDRVJTJUJPO CZ B MBSHF OVNCFS PG QSFEFDFTTPST� 4P MBUFS JOEJWJEVBMT SOE JU VOQSPSUBCMF UP

QBZ c0 	PS NPSF
 UP BDRVJSF B QSJWBUF TJHOBM� 5IVT
 JO B TFUUJOH XJUI VOCPVOEFE QSJWBUF

TJHOBMT BOE B DPOUJOVPVT TFU PG BDUJPOT
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST JG BOE POMZ JG BHFOUT

DBO BDRVJSF TJHOBMT
 OP NBUUFS IPX OPJTZ
 BU B DPTU BSCJUSBSJMZ DMPTF UP [FSP�

*O .VFMMFS�'SBOL BOE 1BJ 	����

 BHFOUT BDRVJSF JOGPSNBUJPO BCPVU SOJUF

TBNQMFT PG QSFEFDFTTPST� BDUJPOT BOE QBZPRT
 BOE BDU JO TFRVFODF BDDPSEJOHMZ� "HFOUT

��



EJRFS JO UIF SFBMJ[BUJPOT PG UIFJS DPTUT PG TBNQMJOH
 BOE JO UIFJS TBNQMF PVUDPNFT
 CPUI

PG XIJDI BSF QSJWBUF JOGPSNBUJPO� "TZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST 	J�F�
 QSPCBCJMJUZ PG UBLJOH

UIF CFTU BDUJPO HPFT UP �
 JG BOE POMZ JG TBNQMJOH DPTUT BSF OPU CPVOEFE BXBZ GSPN [FSP

JO UIF TFOTF UIBU DPTUT DBO CF BSCJUSBSJMZ DMPTF UP [FSP GPS BO VOMJNJUFE OVNCFS PG BHFOUT�

"T EJTDVTTFE JO f �
 "MJ 	����B
 JOUSPEVDFT B OPUJPO PG SFTQPOTJWFOFTT XIJDI


MPPTFMZ TQFBLJOH
 SFRVJSFT UIBU BOZ DIBOHF JO BO BHFOU�T CFMJFGT DIBOHFT UIF PQUJNBM

BDUJPO� "MJ TIPXT UIBU FWFO XJUI SFTQPOTJWFOFTT
 UIFSF NBZ OPU CF BTZNQUPUJD MFBSOJOH JG

JOGPSNBUJPO JT DPTUMZ UP BDRVJSF
 TJODF UIF CFOFSU PG HSFBUFS BDDVSBDZ NBZ OPU PVUXFJHI

UIF DPTU PG JOGPSNBUJPO� 3FTQPOTJWFOFTT JNQMJFT BTZNQUPUJD MFBSOJOH JG BOE POMZ JG UIF

NJOJNVN BDSPTT BHFOUT PG UIF DPTUT PG HBUIFSJOH JOGPSNBUJPO BSF BSCJUSBSJMZ DMPTF UP

[FSP�

5IF DPOTJTUFOU NFTTBHF GSPN #VSHVFU BOE 7JWFT 	����

 .VFMMFS�'SBOL BOE

1BJ 	����

 BOE "MJ 	����B
 JT UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT OPU SPCVTU UP JOUSPEVDJOH

DPTUT PG BDRVJSJOH 	PS QSPDFTTJOH
 QSJWBUF JOGPSNBUJPO� *OTUFBE PG DPTUT PG BDRVJSJOH

QSJWBUF JOGPSNBUJPO
 XF DBO DPOTJEFS DPTUT PG BDRVJSJOH JOGPSNBUJPO GSPN QSFEFDFTTPST�

4VQQPTF UIBU XF NPEJGZ UIF 4#. TP UIBU GPS B TNBMM SYFE DPTU BO BHFOU DBO UBML UP B

QSFEFDFTTPS UP SOE PVU UIF SBUJPOBMF CFIJOE IFS BDUJPO DIPJDF� *O PUIFS XPSET
 UIF BHFOU

DBO MFBSO UIF QSFEFDFTTPS�T CFMJFG 	XIJDI NBZ SFTFDU JOGPSNBUJPO UIBU TIF IBT BDRVJSFE

JO DPOWFSTBUJPOT XJUI IFS QSFEFDFTTPST
� /FWFSUIFMFTT
 BT MPOH BT UIFSF JT FWFO B TNBMM

DPTU PG TVDI DPOWFSTBUJPOT
 JODPSSFDU DBTDBEFT PDDVS XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ� *OUVJUJWFMZ


BT CFMJFGT CFDPNF JODSFBTJOHMZ JOGPSNBUJWF
 BU TPNF QPJOU JU QBZT GPS BO BHFOU UP TJNQMZ

GPMMPX UIF BDUJPO PG UIF BHFOU�T JNNFEJBUF QSFEFDFTTPS SBUIFS UIBO QBZJOH UP MFBSO UIF

QSFEFDFTTPS�T CFMJFG� 4P UIFSF JT OPU BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

��� $PTUMZ PS OPJTZ PCTFSWBUJPO PG QBTU BDUJPOT

*U JT PGUFO DPTUMZ UP PCTFSWF UIF BDUJPOT PG PUIFST� 'PS JOTUBODF
 JO FWBMVBUJOH UIF EFDJTJPO

UP JOWFTU JO B TUBSUVQ SSN
 B WFOUVSF DBQJUBMJTU DBO EFWPUF UJNF BOE FRPSU UP HBUIFSJOH

��



JOGPSNBUJPO BCPVU UIF EFDJTJPOT PG FBSMJFS QPUFOUJBM JOWFTUPST�

$POTJEFS B TFUUJOH JO XIJDI
 GPS B SYFE DPTU
 BO BHFOU DBO PCTFSWF BMM QSFEFDFT�

TPST� BDUJPOT� *G UIF DPTU JT IJHI FOPVHI
 FBSMZ BHFOUT XJMM OPU JODVS JU
 BOE UIFSFGPSF XJMM

BDU TPMFMZ PO UIF CBTJT PG UIFJS PXO QSJWBUF TJHOBMT� )PXFWFS
 GPS UIJT WFSZ SFBTPO
 BU TPNF

QPJOU UIF BDUJPO IJTUPSZ NBZ CFDPNF TP JOGPSNBUJWF UIBU BO BHFOU SOET JU XPSUIXIJMF

UP MFBSO UIF DIPJDFT PG QSFEFDFTTPST� 0ODF UIJT QPJOU JT SFBDIFE
 BMM TVCTFRVFOU BHFOUT

XJMM BMTP SOE PCTFSWBUJPO XPSUIXIJMF� 4P PCTFSWBUJPO DPTUT DBO UVSO FBSMZ BHFOUT JOUP

TBDSJSDJBM MBNCT
 BT EFSOFE JO f ���
 UP UIF CFOFSU PG NBOZ MBUFS EFDJTJPO NBLFST�

#BTFE PO UIJT
 GSPN UIF WJFXQPJOU PG JNQSPWJOH UIF BDDVSBDZ PG EFDJTJPOT 	BOE

QFSIBQT XFMGBSF BT XFMM

 UZQJDBMMZ UIF PCTFSWBUJPO DPTU TIPVME CF QPTJUJWF CVU OPU UPP

MBSHF� 8JUI B [FSP DPTU
 BT JO UIF 4#.
 DBTDBEFT UFOE UP CF WFSZ JOBDDVSBUF� 8JUI UPP

IJHI B DPTU PG PCTFSWJOH QSFEFDFTTPST
 OP BHFOU XJMM FWFS JODVS JU
 TP UIBU TPDJBM MFBSOJOH

JT CMPDLFE�

5IJT JOTJHIU JT EFWFMPQFE JO UIF NPEFM PG 4POH 	����
� &BDI BHFOU In SSTU

PCTFSWFT B DPTUMFTT QSJWBUF TJHOBM BOE UIFO EFDJEFT XIFUIFS UP QBZ B DPTU c JO PSEFS UP

PCTFSWF UIF BDUJPOT PG VQ UP K(n) ≤ n− 1 QSFEFDFTTPST 	TFF BMTP ,VMUUJ BOE .JFUUJOFO

	����

� 5IJT HFOFSBMJ[FT UIF TDFOBSJP KVTU EFTDSJCFE CZ BMMPXJOH GPS TFMFDUJWF PCTFSWBUJPO

PG QSFEFDFTTPST� *OEJWJEVBM EFDJTJPOT BCPVU XIJDI QSFEFDFTTPST UP PCTFSWF CVJME B

	EJSFDUFE
 TPDJBM OFUXPSL PG PCTFSWBUJPO MJOLT� )PXFWFS
 BHFOUT EP OPU LOPX UIF GVMM

TUSVDUVSF PG UIF OFUXPSL
 BT FBDI BHFOU�T EFDJTJPO BCPVU XIJDI QSFEFDFTTPST UP PCTFSWF

JT QSJWBUF JOGPSNBUJPO�

$POTJTUFOU XJUI UIF JOUVJUJPO BCPWF
 TPDJBM MFBSOJOH NBZ JNQSPWF BT c JODSFBTFT�

5P TFF XIZ
 TVQQPTF UIBU K(n) = n− 1
 TP UIBU FBDI BHFOU DBO PCTFSWF BMM QSFEFDFTTPST

BGUFS QBZJOH DPTU c� *G c = 0
 JU JT PQUJNBM UP PCTFSWF BMM QSFEFDFTTPST BOE SFTVMUT GSPN

UIF TUBOEBSE NPEFM BQQMZ� XJUI CPVOEFE QSJWBUF TJHOBMT
 UIFSF JT B DIBODF PG JODPSSFDU

DBTDBEFT� #VU JG QSJWBUF TJHOBMT BSF VOCPVOEFE BOE UIF PCTFSWBUJPO DBQBDJUZ JT VOMJNJUFE

	J�F�
 lim
n→∞

K(n) = ∞

 UIFO BTZNQUPUJD MFBSOJOH BMXBZT PDDVST���

��5IF FOEPHFOPVT TPDJBM OFUXPSL IBT FYQBOEJOH PCTFSWBUJPOT JO UIF TFOTF PG "DFNPHMV FU BM� 	����
�

��



'PS TVUDJFOUMZ MBSHF c
 BHFOUT XIP SFDFJWF TUSPOH TJHOBM SFBMJ[BUJPOT XJMM

DIPPTF OPU UP PCTFSWF BOZ QSFEFDFTTPS� "T JO UIF QBQFST TVNNBSJ[FE JO f ���
 UIFSF JT

OP BTZNQUPUJD MFBSOJOH GPS TVDI c
 CFDBVTF TVDI BHFOUT EFDJEF XJUIPVU PCTFSWJOH PUIFST�

0O UIF PUIFS IBOE
 TVDI BHFOUT JODSFBTF UIF QPPM PG TPDJBM JOGPSNBUJPO
 TP BHFOUT XIP

EP BDRVJSF JOGPSNBUJPO 	XIP XJMM FYJTU JG c JT OPU QSPIJCJUJWFMZ MBSHF
 EFDJEF DPSSFDUMZ

XJUI QSPCBCJMJUZ UIBU UFOET UP POF�

��� $PTUMZ *OGPSNBUJPO "DRVJTJUJPO
 -JNJUFE 0CTFSWBUJPO BOE (SPVQ�

UIJOL

$BO TPDJBM PCTFSWBUJPO MFBE UP EFDJTJPOT UIBU BSF FWFO XPSTF UIBO UIF EFDJTJPOT UIBU

BHFOUT XPVME NBLF VOEFS JOGPSNBUJPOBM BVUBSLZ 5IJT NJHIU TFFN JNQPTTJCMF
 TJODF

BOZ JOGPSNBUJPO HMFBOFE CZ BO BHFOU WJB TPDJBM PCTFSWBUJPO JT JODSFNFOUBM UP IFS PXO

QSJWBUF JOGPSNBUJPO� )PXFWFS
 QTZDIPMPHJTUT IBWF FNQIBTJ[FE 	+BOJT BOE .BOO 	����


BOE +BOJT 	����

 UIBU �HSPVQUIJOL� JO HSPVQ EFMJCFSBUJPOT DBVTFT EJTBTUSPVT EFDJTJPO

GBJMVSFT
 BT JG JOUFSBDUJPO XJUI PUIFST XFSF IBSNJOH JOTUFBE PG JNQSPWJOH EFDJTJPOT� 5IFSF

JT BMTP FWJEFODF TVHHFTUJOH UIBU PCTFSWBUJPO PG PUIFST TPNFUJNFT SFTVMU JO EFHSBEBUJPO JO

EFDJTJPO RVBMJUZ 	B [PPMPHJDBM FYBNQMF JT QSPWJEFE CZ (JCTPO
 #SBECVSZ BOE 7FISFODBNQ

	����

�

"OBMZUJDBMMZ
 XIFO UIFSF BSF JOWFTUJHBUJPO DPTUT BOE OPJTZ PCTFSWBUJPO PG QBTU

BDUJPO
 BHFOUT JO HSPVQT DBO DPNF UP EFDJTJPOT UIBU BSF PO BWFSBHF XPSTF UIBO JG UIFSF

XFSF OP TPDJBM PCTFSWBUJPO� 0XJOH UP GSFF�SJEJOH JO JOWFTUJHBUJPO CZ BHFOUT XIP BSF

QPUFOUJBMMZ LOPXMFEHFBCMF
 TPDJBM PCTFSWBUJPO DBO BDUVBMMZ SFEVDF EFDJTJPO RVBMJUZ�

5P TFF UIJT
 SSTU TVQQPTF UIBU
 BT JO UIF 4#.
 UIBU PUIFST BSF PCTFSWFE XJUIPVU

OPJTF
 CVU UIBU UIFSF JT B TNBMM DPTU PG BDRVJSJOH QSJWBUF TJHOBMT� "T EJTDVTTFE BU UIF TUBSU

PG f ���
 TUBSUJOH XJUI I2 BMM BHFOUT GPMMPX I1
 TP UIF TPDJBM CFMJFG SFTFDUT POMZ B TJOHMF

TJHOBM� 5IJT JT OP NPSF BDDVSBUF UIBO JG BHFOUT EFDJEFE JOEFQFOEFOUMZ 	UIPVHI XFMGBSF

TFF f �����

��



JT IJHIFS BT BHFOUT TBWF PO JOWFTUJHBUJPO DPTUT
�

4VQQPTF JOTUFBE UIBU PCTFSWBUJPO PG QSFEFDFTTPST JT OPJTZ
 XIFSF FBDI BHFOU

PCTFSWFT CJOBSZ TJHOBMT BCPVU UIF BDUJPOT PG BMM QSFEFDFTTPST� 4VQQPTF GVSUIFS UIBU BMM

BHFOUT PCTFSWF UIF TBNF CJOBSZ OPJTZ TJHOBM BCPVU UIF BDUJPO PG BOZ HJWFO QSFEFDFTTPS�

*G UIF OPJTF JT TVUDJFOUMZ TNBMM SFMBUJWF UP UIF DPTU PG UIF TJHOBM
 UIF OFU

HBJO UP I2 PG JOWFTUJHBUJOH JT TUJMM OFHBUJWF
 TP TIF TUJMM EPFT OPU JOWFTUJHBUF� #VU OPX


PXJOH UP PCTFSWBUJPO OPJTF
 IFS BDUJPO JT MFTT BDDVSBUF UIBO JG TIF XFSF UP EFDJEF PO

IFS PXO� 4P PCTFSWBUJPO PG PUIFST SFEVDFT EFDJTJPO RVBMJUZ SFMBUJWF UP JOGPSNBUJPOBM

BVUBSLZ� 	/FWFSUIFMFTT
 I2�T XFMGBSF JT IJHIFS UIBO VOEFS BVUBSLZ
 BT PCTFSWBUJPO PG

PUIFST FDPOPNJ[FT PO PCTFSWBUJPO DPTUT�


8IBU BCPVU MBUFS BHFOUT "HFOU I3 BMTP KVTU GPMMPXT I3�T TJHOBM BCPVU I1�T

BDUJPO��� 5IF TBNF BQQMJFT UP BMM MBUFS BHFOUT
 TP FWFSZPOF�T BDUJPO JT MFTT BDDVSBUF UIBO

JG UIFZ IBE EFDJEFE JOEFQFOEFOUMZ� *O B SFMBUFE TFUUJOH
 TVQQPTF UIBU BHFOUT PCTFSWF

POMZ UIF MBUFTU QSFEFDFTTPS� *O UIJT DBTF OPJTF DBO DPNQPVOE SFQFBUFEMZ VOUJM B QPJOU JT

SFBDIFE BU XIJDI BO BHFOU BHBJO QBZT UP BDRVJSF B QSJWBUF TJHOBM 	$BP BOE )JSTIMFJGFS

	����

�

"O JNQPSUBOU FNQJSJDBM RVFTUJPO JO TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOHT JT XIP NBLFT CFUUFS

EFDJTJPOT PO BWFSBHF
 UIF BHFOUT XIP GPMMPX UIF QSFEPNJOBOU BDUJPO
 PS UIPTF XIP

EFWJBUF� *O UIF 4#. 	BOE JO UIF HFOFSBM #)8 DBTDBEFT NPEFM

 JO BOZ SFBMJ[BUJPO
 JU

JT UIF MBUFS BHFOUT XIP BSF JO B DBTDBEF
 BOE UIPTF JO B DBTDBEF IBWF PCTFSWFE NPSF

QSFEFDFTTPST UIBO UIPTF XIP QSFDFEF UIF DBTDBEF� *G UIFSF BSF NBOZ BHFOUT
 UIFO

TVDI DBTDBEJOH BHFOUT QSFEPNJOBUF� 4P JO FYQFDUBUJPO
 UIPTF BHFOUT XIP UBLF UIF

QSFEPNJOBOU BDUJPO BSF CFUUFS JOGPSNFE UIBO EFWJBOUT� 5IJT DBO EJTUJOHVJTI UIF DBTDBEFT

NPEFM GSPN PUIFS NPEFMT PG TPDJBM JOTVFODF�

��"HFOU I3 JHOPSFT IFS TJHOBM BCPVU I2�T BDUJPO
 CFDBVTF TIF LOPXT UIBU I2 JNJUBUFE I1 CBTFE PO UIF

TBNF TJHOBM SFBMJ[BUJPO BCPVU I1�T BDUJPO UIBU I3 PCTFSWFT� 4P JG I3�T TJHOBM BCPVU I2�T BDUJPO EJRFST GSPN

I3�T TJHOBM BCPVU I1�T BDUJPO
 I3 LOPXT UIBU UIJT EJTDSFQBODZ NVTU CF DBVTFE CZ FSSPS JO PCTFSWBUJPO PG I2�T

BDUJPO�

��



/PUBCMZ
 UIJT QSFEJDUJPO JT SFWFSTFE JO UIF BCPWF FYBNQMF XIFO UIFSF JT NPEFTU

PCTFSWBUJPO OPJTF BOE DPTUMZ JOWFTUJHBUJPO� /PX EFWJBOUT BSF NPSF BDDVSBUF
 CFDBVTF

UIFZ BDRVJSF B TJHOBM EJSFDUMZ
 XIFSFBT DBTDBEJOH BHFOUT DPQZ B HBSCMFE WFSTJPO PG QBTU

BDUJPOT� 5IJT HBSCMFT UIF JOGPSNBUJPO DPOUFOU PG UIF TJOHMF QBTU BDUJPO UIBU XBT OFFEFE

UP USJHHFS UIF DBTDBEF�

� 1BZPN &YUFSOBMJUJFT

5IF 4#. GPDVTFT PO JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT
 VOEFS XIJDI BO BHFOU�T BDUJPO JOEJSFDUMZ

BRFDUT PUIFST CZ QSPWJEJOH UIFN XJUI JOGPSNBUJPO� 0GUFO
 IPXFWFS
 UIFSF BSF BMTP QBZPR

FYUFSOBMJUJFT
 XIFSFJO BO BHFOU�T BDUJPO EJSFDUMZ BRFDUT UIF QBZPR PG BOPUIFS BHFOU� 8F

OFYU DPOTJEFS UIF JOUFSBDUJPO CFUXFFO EJSFDU QBZPR FYUFSOBMJUJFT BOE TPDJBM MFBSOJOH�

5IJT UPQJD JT EJTDVTTFE FYUFOTJWFMZ JO $IBNMFZ 	����C
���

8F EJTUJOHVJTI CFUXFFO BO FYUFSOBMJUZ UIBU JT 	J
 CBDLXBSE MPPLJOH POMZ
 PS

	JJ
 CPUI CBDLXBSE BOE GPSXBSE MPPLJOH� *O BO FYUFSOBMJUZ PG UZQF 	J

 BO BHFOU�T QBZPR

EFQFOET POMZ PO QSFEFDFTTPST� BDUJPOT� "O FYBNQMF JT BO BHFOU�T EFDJTJPO UP KPJO POF PG

UXP RVFVFT
 XIFSF UIF DPTU PG XBJUJOH JT JODSFBTJOH XJUI UIF MFOHUI PG UIF RVFVF� *O

TVDI B TJUVBUJPO
 BHFOUT IBWF OP JODFOUJWF UP JOTVFODF UIF JOGFSFODFT PG MBUFS BHFOUT�

0VS QSJNBSZ GPDVT IFSF JT PO TVDI TFUUJOHT�

*O BO FYUFSOBMJUZ PG UZQF 	JJ

 BO BHFOU�T QBZPR EFQFOET PO UIF BDUJPOT PG CPUI

FBSMJFS BOE MBUFS BHFOUT� "O FYBNQMF JT UIF EFDJTJPO PG JOEJWJEVBMT BSSJWJOH JO TFRVFODF UP

MJOF VQ UP HFU JOUP B SFTUBVSBOU
 JG UIFSF JT EJTVUJMJUZ GSPN EJOJOH JO B DSPXEFE SFTUBVSBOU�

5IJT DBO SFTVMU JO TUSBUFHJD JODFOUJWFT UP JOTVFODF TVCTFRVFOU BHFOUT� " MJUFSBUVSF PO

TFRVFOUJBM HBNFT XJUI MFBSOJOH FODPNQBTTFT TUSBUFHJD JTTVFT 	TFF
 F�H�
 +BDLTPO BOE

,BMBJ 	����

 BOE %FLFM
 'VEFOCFSH BOE -FWJOF 	����

� 5ZQF 	JJ
 FYUFSOBMJUJFT BMTP

BSJTF JO TFRVFOUJBM WPUJOH TFUUJOHT JO XIJDI WPUFST XIP DBSF BCPVU FMFDUJPO PVUDPNFT BSF

��*O f ��� XF EJTDVTT QFDVOJBSZ FYUFSOBMJUJFT
 J�F�
 DIBOHFT JO UIF QSJDF PG BEPQUJPO EVF UP QSFEFDFTTPST�

BDUJPOT�

��



BRFDUFE CZ UIF WPUFT PG UIFJS TVDDFTTPST BT XFMM BT UIFJS QSFEFDFTTPST� 8F EJTDVTT UIJT

MJUFSBUVSF JO f�����

1BZPR FYUFSOBMJUJFT
 TVDI BT OFUXPSL FYUFSOBMJUJFT PS DPOHFTUJPO
 DBO CF DBQ�

UVSFE CZ NPEJGZJOH UIF VUJMJUZ GVODUJPO PG UIF 4#.� -FU Hn CF UIF OVNCFS PG BHFOUT

XIP DIPTF BDUJPO H CFGPSF BHFOU In
 BOE EFSOF Ln BOBMPHPVTMZ� $POTJEFS UIF GPMMPXJOH

VUJMJUZ GVODUJPO GPS In�

u(θ,H) = 1θ=H + ǫHn

u(θ, L) = 1θ=L + ǫLn. 	�


8IFO ǫ > 0
 UIFSF JT DPNQMFNFOUBSJUZ CFUXFFO UIF BDUJPOT PG EJRFSFOU BHFOUT� 5IJT

UFOET UP SFJOGPSDF DBTDBEFT BOE IFSEJOH� 3FDBMM UIBU JO UIF 4#.
 JG I2 TFFT B QSJWBUF

TJHOBM DPOUSBSZ UP I1�T BDUJPO
 I2 JT JOEJRFSFOU CFUXFFO UIF UXP BDUJPOT BOE CSFBLT UIF

UJF CZ DIPPTJOH UIF BDUJPO JO BDDPSE XJUI IFS TJHOBM� *O DPOUSBTU
 JO UIF TFUUJOH IFSF
 BOE

XIFO ǫ > 0
 I2 TUSJDUMZ QSFGFST UP JNJUBUF I1 SFHBSEMFTT PG IFS QSJWBUF TJHOBM SFBMJ[BUJPO�

5IVT
 BMM BHFOUT GPMMPX UIF BDUJPO PG I1�

*G ǫ < 0
 UIFSF BSF OFHBUJWF QBZPR FYUFSOBMJUJFT
 TVDI BT DPOHFTUJPO DPTUT�

/PX UIF JOUFSQMBZ CFUXFFO TPDJBM MFBSOJOH BOE OFHBUJWF QBZPR FYUFSOBMJUJFT JT NPSF

JOUFSFTUJOH� 6OEFS TPDJBM MFBSOJOH XJUI OFHBUJWF CBDLXBSE�MPPLJOH FYUFSOBMJUJFT
 BOE

JG UIF FYUFSOBMJUJFT 	ǫ BCPWF
 BSF OPU UPP MBSHF JO BCTPMVUF WBMVF
 UIFO BHFOUT
 BU MFBTU

GPS B UJNF
 JNJUBUF QSFEFDFTTPST� 7FFSBSBHIBWBO BOE %FCP 	����
 NPEFM DPOHFTUJPO BT

UIF DPTU PG XBJUJOH JO B RVFVF XJUI SBOEPN TFSWJDF UJNFT� 5IF RVFVF MFOHUI DPOWFZT

GBWPSBCMF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF WBMVF PG UIF TFSWJDF QSPWJEFE� "T MPOH BT UIF XBJUJOH

DPTU JT TNBMM SFMBUJWF UP UIF EJRFSFODF JO UIF MFOHUI PG UIF UXP RVFVFT
 BHFOUT JHOPSF UIFJS

QSJWBUF JOGPSNBUJPO BOE KPJO UIF MPOHFS RVFVF JO B DBTDBEF� #VU XIFO UIF EJRFSFODF JT

TVUDJFOUMZ MBSHF
 UIF FYUSB XBJUJOH UJNF GSPN B MPOHFS RVFVF DBO PVUXFJHI UIF GBWPSBCMF

JOGFSFODF�

&ZTUFS FU BM� 	����
 EFTDSJCF IPX CBDLXBSE�MPPLJOH OFHBUJWF FYUFSOBMJUJFT

QSFWFOU UIF DPOWFSHFODF PG BHFOUT UP POF BDUJPO BOE JNQSPWF TPDJBM MFBSOJOH EFTQJUF UIF

��



DPOUJOVFE PDDVSSFODF PG JODPSSFDU JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� 8F JMMVTUSBUF XJUI B WBSJBUJPO

PO UIF 4#.� "T CFGPSF
 UIFSF JT B QBZPR DPNQPOFOU PG �� EFSJWJOH GSPN UBLJOH UIF

DPSSFDU BDUJPO 	a = θ XIFO UIF TUBUF JT θ = L PS H
� *O BEEJUJPO
 UIFSF JT B OFHBUJWF

QBZPR DPNQPOFOU EFSJWJOH GSPN DPOHFTUJPO DPTUT� 5IF BVUIPST VTF B HFOFSBMJ[BUJPO PG

UIF VUJMJUZ GVODUJPO JO 	�
� 4P UIF VUJMJUZ PG BHFOU In GSPN UBLJOH BDUJPO a BU IJTUPSZ PG

BDUJPOT Fn−1 JT

u(θ,H) = 1θ=H − cH(Fn−1)

u(θ, L) = 1θ=L − cL(Fn−1) 	�


XIFSF ca(Fn−1) JT UIF DPOHFTUJPO DPTU PG UBLJOH BDUJPO a BU IJTUPSZ Fn−1� 8F GPDVT PO

UIF DBTF XIFSF ǫ JT TNBMM
 XIJDI QSPWJEFT JOTJHIU JOUP UIF SPCVTUOFTT PG UIF 4#. UP UIF

JOUSPEVDUJPO PG TNBMM OFHBUJWF FYUFSOBMJUJFT�

$POTJEFS UXP JMMVTUSBUJWF DBTFT�

	J
 "CTPMVUF DPOHFTUJPO DPTUT� cH(Fn−1) := ǫHn
 XIFSF Hn JT UIF OVNCFS PG QSFEF�

DFTTPST XIP IBWF UBLFO BDUJPO H BU IJTUPSZ Fn−1� 4JNJMBSMZ
 cL(Fn−1) := ǫLn�

"CTPMVUF DPOHFTUJPO DPTUT JODSFBTF XJUIPVU CPVOE� 5IJT JT UIF DBTF DPOTJEFSFE JO

FR� 	�
�

	JJ
 1SPQPSUJPOBM DPOHFTUJPO DPTUT� cH(Fn−1) := ǫHn/(n − 1) ≤ 1
 XIFSF Hn JT UIF

GSBDUJPO PG QSFEFDFTTPST XIP IBWF UBLFO UIBU BDUJPOH BU IJTUPSZFn−1� 1SPQPSUJPOBM

DPOHFTUJPO DPTUT BSF CPVOEFE BCPWF�

6OEFS BCTPMVUF CVU OPU VOEFS QSPQPSUJPOBM DPOHFTUJPO DPTUT
 DPTUT DBO HSPX

BSCJUSBSJMZ MBSHF� -PPTFMZ TQFBLJOH
 QSPQPSUJPOBM DPOHFTUJPO DPTUT EFTDSJCF BQQMJDBUJPOT

JO XIJDI RVFVFT BSF HSBEVBMMZ QSPDFTTFE SBUIFS UIBO CFJOH BMMPXFE UP HSPX BSCJUSBSJMZ

MPOH� 8IFO UIFSF BSF QSPQPSUJPOBM DPOHFTUJPO DPTUT PG NPEFTU NBHOJUVEF
 PO UIF XIPMF

UIF NBJO DPODMVTJPOT PG UIF 4#. BCPVU JODPSSFDU DBTDBEFT BOE IFSEJOH DBSSZ UISPVHI


CFDBVTF XJUI ǫ TNBMM
 UIF JOGPSNBUJPOBM JODFOUJWF UP JNJUBUF PVUXFJHIT PQQPTJOH QBZPR

JOUFSBDUJPO FRFDU�

-FU dn = Hn −Ln CF UIF EJRFSFODF CFUXFFO UIF OVNCFS PG QBTU BDUJPOT H BOE

L� 'PS UIF DBTF PG BCTPMVUF DPOHFTUJPO DPTUT
 BT JO UIF 4#.
 BO H DBTDBEF TUBSUT UIF SSTU

��



UJNF UIBU dn = 2� 	" TJNJMBS BOBMZTJT BQQMJFT TUBSUJOH XJUI BO L DBTDBEF JG dn = −2 JT

SFBDIFE SSTU�
 )PXFWFS
 UIJT DBTDBEF JT UFNQPSBSZ
 BT UIF DPOHFTUJPO DPTU PG BDUJPO H

JODSFBTFT PWFS UJNF� &WFOUVBMMZ
 BO BHFOU JT SFBDIFE XIP SOET JU PQUJNBM UP TXJUDI UP

L JG BOE POMZ JG UIF BHFOU TFFT UIF TJHOBM ℓ� 5IJT BHFOU�T BDUJPO SFWFBMT IFS TJHOBM
 BOE

BO JOUFSMVEF PG JOGPSNBUJWF BDUJPOT DPOUJOVFT VOUJM BOPUIFS DBTDBEF TUBSUT
 UIJT UJNF BU

TPNF UISFTIPME |dn| > 2�

6MUJNBUFMZ
 QFSNBOFOU DBTDBEJOH
 NFBOJOH B TJUVBUJPO JO XIJDI BMM BHFOUT

TUBSUJOH GSPN BHFOU In NBLF DIPJDFT JOEFQFOEFOUMZ PG UIFJS QSJWBUF TJHOBMT
 NVTU TUBSU�

3FNBSLBCMZ
 BU UIJT QPJOU BHFOUT BMUFSOBUF CFUXFFO BDUJPOT� 5IF JOUVJUJPO SFTUT VQPO UXP

PCTFSWBUJPOT� 'JSTU
 BT UIF TPDJBM CFMJFG BQQSPBDIFT � PS �
 BO BHFOU�T CFMJFG BCPVU UIF USVF

TUBUF CFDPNFT MFTT TFOTJUJWF UP UIF BHFOU�T QSJWBUF TJHOBM� 4FDPOE
 FWFO UIPVHI BHFOUT

CFDPNF BMNPTU DFSUBJO BCPVU B TUBUF
 UIFZ EP OPU IFSE VQPO UIF BDUJPO DPSSFTQPOEJOH UP

UIBU TUBUF�

5P TFF UIF TFDPOE QPJOU
 TVQQPTF UIBU ǫ = 0.1 JO JUFN 	J
 BCPWF� 5IFO FWFO JG In

JT BMNPTU DFSUBJO UIBU H JT UIF USVF TUBUF
 TIF QSFGFST BDUJPO L JG dn > 10
 QSFGFST BDUJPO

H JG dn < 10
 BOE JT JOEJRFSFOU CFUXFFO UIF UXP BDUJPOT JG dn = 10� *U GPMMPXT UIBU JG UIF

TPDJBM CFMJFG PG In JT UIBU UIF TUBUF JT WFSZ MJLFMZ H
 In QSFGFST H FWFO BGUFS TFFJOH TJHOBM

ℓ JG dn ≤ 9
 BOE QSFGFST L FWFO BGUFS TFFJOH TJHOBM h JG dn ≥ 10� 4P BHFOUT DBTDBEF JO

BMUFSOBUJPO CFUXFFO BDUJPOT H BOE L BT dn BMUFSOBUFT CFUXFFO �� BOE � GPSFWFS� 4VDI

DBTDBEJOH TUBSUT XJUI QSPCBCJMJUZ POF
 TP UIFSF JT OFWFS IFSEJOH VQPO B TJOHMF BDUJPO�

"MTP
 GPS BOZ HJWFO ǫ UIFSF JT OP BTZNQUPUJD MFBSOJOH
 BT JO UIF 4#.� *U GPMMPXT

UIBU BDUJPOT BSF QPUFOUJBMMZ GSBHJMF
 J�F�
 TFOTJUJWF UP UIF JOUSPEVDUJPO PG TNBMM JOGPSNBUJPOBM

TIPDLT� )PXFWFS
 &ZTUFS FU BM� 	����
 TIPX UIBU XIFO BCTPMVUF DPOHFTUJPO DPTUT ǫ

BQQSPBDIFT [FSP
 UIF TZTUFN CFDPNFT BSCJUSBSJMZ DMPTF UP BDIJFWJOH BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

0G DPVSTF
 JO BQQMJFE TFUUJOHT UIF NBHOJUVEF PG DPOHFTUJPO DPTUT BSF PGUFO OPO�OFHMJHJCMF�

8IBU DBO XF DPODMVEF BCPVU IPX DPOHFTUJPO FYUFSOBMJUJFT BRFDU TPDJBM MFBSOJOH

BOE JOGPSNBUJPO DBTDBEFT 8JUI CPVOEFE DPOHFTUJPO DPTUT 	BT JO UIF DBTF PG QSPQPSUJPOBM

DPTUT EJTDVTTFE BCPWF

 UIF JOTJHIUT PG UIF 4#. DBSSZ UISPVHI� 5IF JOGPSNBUJPOBM QSFTTVSF

��



UP JNJUBUF FWFOUVBMMZ PVUXFJHIT DPOHFTUJPO DPTUT
 SFTVMUJOH JO DBTDBEFT BOE JEJPTZODSBUJD

CFIBWJPS� *O DPOUSBTU
 JO UIF DBTF PG VOCPVOEFE DPOHFTUJPO DPTUT
 BT PDDVS JO UIF DBTF PG

DPOHFTUJPO DPTUT UIBU BSF QSPQPSUJPOBM UP UIF OVNCFS PG BEPQUFST PG BO BDUJPO
 MFBSOJOH

PVUDPNFT EJRFST RVBMJUBUJWFMZ GSPN UIF 4#.� 8IJMF DBTDBEFT 	TPNFUJNFT JODPSSFDU


PDDVS XJUI QSPCBCJMJUZ POF
 IFSEJOH EPFT OPU� *OTUFBE
 BHFOUT BMUFSOBUF CFUXFFO UIF

UXP BDUJPOT PXJOH UP DPOHFTUJPO DPTUT� 0ODF DBTDBEFT TUBSU BMM MFBSOJOH DFBTFT
 TP UIFSF

JT OP BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

� 4PDJBM -FBSOJOH JO .BSLFUT

*O B NBSLFU GPS B QSPEVDU PS SOBODJBM BTTFU PG VODFSUBJO WBMVF
 UIF EFDJTJPO UP CVZ

EFQFOET PO UIF QSJDF
 UIF BHFOU�T 	CVZFS�T
 QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBM
 BOE UIF EFDJTJPOT

PG QSFEFDFTTPST UIBU UIF BHFOU IBT PCTFSWFE� 5IJT SBJTFT TFWFSBM RVFTUJPOT� %PFT UIF QSJDF

TFUUJOH QSPDFTT QSPNPUF PS QSFWFOU DBTDBEFT
 JODMVEJOH JODPSSFDU POFT )PX TIPVME

B TFMMFS NBOBHF UIF TPDJBM MFBSOJOH QSPDFTT )PX EPFT TPDJBM MFBSOJOH BRFDU NBSLFU

FUDJFODZ 8IBU BSF UIF XFMGBSF DPOTFRVFODFT PG TPDJBM MFBSOJOH BOE DBTDBEFT 8F SSTU

EJTDVTT UIF DBTF PG NPOPQPMZ QSJDJOH
 JO XIJDI UIF TFMMFS DIPPTFT QSJDFT UP NBYJNJ[F

FYQFDUFE QSPSUT
 BOE UIFO UVSO UP DPNQFUJUJWF QSJDF�TFUUJOH�

��� .POPQPMZ

" NPOPQPMJTU NBZ IBWF BO JODFOUJWF UP TFU QSJDF MPX FOPVHI UP JOEVDF B DBTDBEF PG

CVZJOH� 5IF EZOBNJDT PG QSJDFT BOE CVZJOH EFQFOE PO XIFUIFS UIF NPOPQPMJTU NVTU

DPNNJU UP B TJOHMF QSJDF PS DBO BEKVTU QSJDFT JO SFTQPOTF UP PCTFSWBUJPO PG UIF QVSDIBTF

EFDJTJPOT PG FBSMZ QPUFOUJBM CVZFST� 8F SSTU EJTDVTT UIF SYFE QSJDF DBTF
 XIJDI DBO

BMTP BQQMZ UP QSPEVDUT XJUI NFOV DPTUT 	DPTUT PG DIBOHJOH QSJDFT� 4IFTIJOTLJ BOE 8FJTT

	����

� *U BMTP BQQMJFT UP UIF TBMF PG FRVJUZ TIBSFT PG B SSN JO BO *OJUJBM 1VCMJD 0RFSJOH

	*10

 TJODF B SYFE QSJDF QFS TIBSF JT NBOEBUFE CZ 6�4� MBX� .VDI PG UIJT MJUFSBUVSF

��



GPDVTFT PO UIF DBTF PG BO VOJOGPSNFE TFMMFS
 J�F�
 B TFMMFS XIP IBT OP QSJWBUF JOGPSNBUJPO

BCPVU UIF TUBUF� *O f ��� XF DPOTJEFS JOGPSNFE USBEFST JO DPNQFUJUJWF NBSLFUT�

����� 'JYFE 1SJDF $BTF

"T JO 8FMDI 	����

 DPOTJEFS BO VOJOGPSNFE SJTL�OFVUSBM NPOPQPMJTU XIP PRFST UP TFMM

POF VOJU PG B QSPEVDU UP FBDI BHFOU JO B TFRVFODF BU B SYFE QSJDF GPS BMM CVZFST VOUJM

UIF NPOPQPMJTU�T TVQQMZ PG UIF QSPEVDU
 n VOJUT
 JT FYIBVTUFE� 5IF NPOPQPMJTU�T DPTU PG

QSPEVDUJPO JT OPSNBMJ[FE UP [FSP� "T JO UIF 4#.
 FBDI BHFOU SFDFJWFT B CJOBSZ QSJWBUF

TJHOBM BCPVU UIF TUBUF θ ∈ {0, 1}
 XIJDI JT UIF VOLOPXO WBMVF PG UIF QSPEVDU
 BOE DBO

PCTFSWF UIF DIPJDFT PG BMM QSFEFDFTTPST� 5IF OFU HBJO UP BEPQUJOH 	CVZJOH UIF QSPEVDU


JT UIF EJRFSFODF CFUXFFO UIF TUBUF BOE UIF QSJDF� 5IJT DPOUSBTUT XJUI UIF 4#.
 JO XIJDI

UIF OFU WBMVF PG BEPQUJPO JT FYPHFOPVT�

5IF NPOPQPMJTU JT SJTL OFVUSBM BOE EPFT OPU EJTDPVOU UIF GVUVSF� "T JO UIF 4#.


FBDI BHFOU SFDFJWFT B CJOBSZ QSJWBUF TJHOBM BCPVU UIF TUBUF
 XIJDI JT UIF VOLOPXO WBMVF

PS RVBMJUZ θ PG UIF QSPEVDU
 BOE DBO PCTFSWF UIF DIPJDFT PG BMM QSFEFDFTTPST�

8F BTTVNF UIBU XIFO JOEJRFSFOU UIF DVTUPNFS CVZT� *G UIF QSJDF JT TVUDJFOUMZ

MPX
 BMM BHFOUT CVZ JOEFQFOEFOU PG UIFJS QSJWBUF TJHOBMT
 XIJDI JT JT BO JOGPSNBUJPO

DBTDBEF PG CVZJOH� "U B TPNFXIBU IJHIFS QSPEVDU QSJDF
 BO BHFOU�T DIPJDF EFQFOET PO

IFS QSJWBUF TJHOBM
 JO XIJDI DBTF IFS DIPJDF SFWFBMT IFS QSJWBUF JOGPSNBUJPO UP TVCTFRVFOU

BHFOUT� *G UIF QSJDF JT IJHI FOPVHI
 B OPO�CVZJOH DBTDBEF PDDVST
 CVU TVDI B QSJDF JT

OFWFS PQUJNBM GPS UIF TFMMFS�

$POTJEFS UISFF QPTTJCMF QSJDFT 	P = Pℓ, P0
 BOE Ph

 XIFSF�

� Pℓ = E[θ|ℓ] = 1−p� 5IF SSTU BHFOU TUBSUT B CVZJOH DBTDBEF
 ZJFMEJOH UIF NPOPQPMJTU

B QFS�CVZFS FYQFDUFE OFU SFWFOVF PG Pℓ GPS UIF SSTU n CVZFST 	BOE [FSP UIFSFBGUFS
�

� P0 = E[θ] = 1
2
� " CVZJOH DBTDBEF FOTVFT XIFO BOE JG UIF EJRFSFODF CFUXFFO UIF

OVNCFS PG CVZT BOE UIF OVNCFS PG TFMMT SFBDIFT �� " OPO�CVZJOH DBTDBEF FOTVFT

��



XIFO BOE JG UIJT EJRFSFODF SFBDIFT −2�

� Ph = E[θ|h] = p� " CVZJOH DBTDBEF TUBSUT JG BOE XIFO UIF CVZ�TFMM EJRFSFODF

SFBDIFT ��� " OPO�CVZJOH DBTDBEF FOTVFT XIFO BOE JG UIF EJRFSFODF SFBDIFT −1�

'SPN UIF NPOPQPMJTU�T QFSTQFDUJWF
 EFNBOE JT GSBHJMF� +VTU B GFX FBSMZ BHFOUT XJUI

OFHBUJWF TJHOBMT XPVME DBVTF CVZJOH UP DPMMBQTF� 'PS B TVUDJFOUMZ MPX TJHOBM QSFDJTJPO

p
 UIF QSPSU�NBYJNJ[JOH QSJDF JT Pℓ
 TP UIBU BMM BHFOUT CVZ�

*OUVJUJWFMZ
 XJUI MPX QSFDJTJPO
 Pℓ = 1−p JT POMZ TMJHIUMZ CFMPX ���
 TP JU JT OPU

XPSUI SJTLJOH DPMMBQTF PG EFNBOE GPS TMJHIUMZ IJHIFS QSJDFT P0 PS Ph� 4JODF Pℓ < E[θ]


UIF TFMMFS VOEFSQSJDFT UIF QSPEVDU� 5IJT JNQMJDBUJPO JT DPOTJTUFOU XJUI UIF FNQJSJDBM

SOEJOH PG VOEFSQSJDJOH JO *10 NBSLFUT 	3JUUFS BOE 8FMDI 	����

� 'PS IJHIFS QSFDJTJPO

p
 SBJTJOH UIF QSJDF GSPN Pℓ UP P0 JT XPSUI UIF SJTL
 TP UIBU UIFSF JT OPU VOEFSQSJDJOH�

*O B TFUUJOH XJUI B VOJGPSN QSJPS PO θ
 8FMDI 	����
 TIPXT UIBU XIFO UIF

TFMMFS BMTP IBT B QSJWBUF TJHOBM
 B TFMMFS XIPTF QSJWBUF TJHOBM JOEJDBUFT IJHIFS RVBMJUZ

	B IJHI�RVBMJUZ TFMMFS
 GPS TIPSU
 TFUT B IJHIFS QSJDF 	XJUI IJHIFS GBJMVSF QSPCBCJMJUZ
 UP

TFQBSBUF GSPN B MPXFS�RVBMJUZ TFMMFS UZQF� 8FMDI 	����
 GPDVTFE PO DBTDBEFT JO UIF *10

NBSLFU� &NQJSJDBMMZ
 "NJIVE
 )BVTFS BOE ,JSTI 	����
 SOE UIBU *10 PQQPSUVOJUJFT GPS

JOWFTUPST UFOE UP CF FJUIFS IFBWJMZ PWFSTVCTDSJCFE PS VOEFSTVCTDSJCFE
 XJUI BMNPTU OP

*10T JO CFUXFFO� 5IJT JT DPOTJTUFOU XJUI JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 JO XIJDI UIFSF JT QPTJUJWF

GFFECBDL GSPN FBSMZ JOWFTUPS EFDJTJPOT UP MBUFS POFT�

����� 'MFYJCMF 1SJDF $BTF

" NPOPQPMJTU NBZ CF BCMF UP DIBOHF QSJDFT BGUFS PCTFSWJOH FBDI BHFOU�T CVZJOH EFDJTJPO�

*O #PTF FU BM� 	����

 UIF TFMMFS JT SJTL OFVUSBM
 VOJOGPSNFE
 BOE DBO NPEJGZ UIF QSJDF

BGUFS PCTFSWJOH FBDI CVZFS�T EFDJTJPO��� 5IF SFMFWBOU QSJDFT GPS UIF TFMMFS UP DPOTJEFS

��*O B SFMBUFE QBQFS
 $BNJOBM BOE 7JWFT 	����
 BOE $BNJOBM BOE 7JWFT 	����
 TUVEZ TPDJBM MFBSOJOH

BCPVU QSPEVDU RVBMJUZ WJB NBSLFU TIBSF JO B EVPQPMZ� /FXCFSSZ 	����
 TUVEJFT FNQJSJDBMMZ IPX SYFE

WFSTVT TFYJCMF QSJDJOH SFHJNFT BRFDUT CVZFS TPDJBM MFBSOJOH BOE TFMMFS QSPSUT�

��



	JO UIF 4#. BT NPEJSFE BCPWF
 BSF B MPX QSJDF UIBU MFBET UP BO JNNFEJBUF TBMF BOE B

IJHIFS QSJDF UIBU SFTVMUT JO B TBMF POMZ GPS B IJHI TJHOBM� 'PS FBDI CVZFS
 UIF WBMVFT PG

UIF MPX QSJDF BOE UIF IJHI QSJDF EFQFOE PO UIF BDUJPOT PG QSFDFEJOH CVZFST�

#PTF FU BM� TIPX UIBU UIF TFMMFS TUBSUT XJUI B QSJDF UIBU JOEVDFT UIF SSTU CVZFS UP

SFWFBM IFS QSJWBUF TJHOBM� 0ODF FOPVHI JOGPSNBUJPO JT SFWFBMFE
 UIF WBMVF PG BEEJUJPOBM

JOGPSNBUJPO SFWFMBUJPO UP UIF TFMMFS JT MPX� &WFOUVBMMZ
 UIF TFMMFS SYFT B MPX QSJDF UIBU

JOEVDFT B CVZJOH DBTDBEF� "T UIF TFMMFS�T EJTDPVOU GBDUPS JODSFBTFT
 UIF WBMVF EJTDPWFSZ

QIBTF CFDPNFT MPOHFS
 BOE NPSF JOGPSNBUJPO JT SFWFBMFE� *O UIF MJNJU
 JG UIF TFMMFS IBT

OP UJNF EJTDPVOU
 UIFSF JT DPNQMFUF WBMVF EJTDPWFSZ
 BOE UIF TFMMFS FBSOT E[θ] QFS CVZFS�

5IJT JT UIF CFTU DPODFJWBCMF BTZNQUPUJD PVUDPNF GPS UIF TFMMFS
 BT SBUJPOBM CVZFST XJMM

OFWFS
 PO BWFSBHF
 QBZ NPSF UIBO UIFJS FY BOUF FYQFDUFE WBMVBUJPO�

��� $PNQFUJUJWF .BSLFUT

*O DPOUSBTU XJUI UIF NPOPQPMJTUJD DBTF
 JU JT OPU JNNFEJBUFMZ DMFBS XIFUIFS DBTDBEFT

XJMM PDDVS VOEFS DPNQFUJUJWF QSJDF TFUUJOH JO QSPEVDU PS TFDVSJUJFT NBSLFUT� *O TFDVSJUJFT

NBSLFUT
 XIFO BO BHFOU CVZT PS TFMMT CBTFE PO IFS QSJWBUF JOGPSNBUJPO
 NBSLFU QSJDFT

TIPVME DIBOHF UP SFTFDU BU MFBTU TPNF PG UIF BHFOU�T QSJWBUF JOGPSNBUJPO� 5IJT NBLFT JU

MFTT BUUSBDUJWF GPS BO PCTFSWFS UP JNJUBUF UIF USBEF
 XIJDI PQQPTFT UIF GPSNBUJPO PG B

USBEJOH DBTDBEF�

5P TFF UIF DPOTFRVFODFT PG UIJT FRFDU
 DPOTJEFS B TFUUJOH JO XIJDI FBDI USBEFS

SFDFJWFT B TJHOBM BCPVU BO PCKFDU XJUI WBMVF θ = 0 PS �� 5IF USBEFS DBO CVZ POF VOJU BU

UIF NBSLFU NBLFST� BTL QSJDF A
 TFMM POF VOJU UP UIF NBSLFU NBLFST BU CJE QSJDF B ≤ A


PS OPU USBEF� *G NBSLFU NBLFST BSF VOJOGPSNFE
 JU NVTU TFU A BOE B TVDI UIBU OP USBEF

PDDVST
 BT PUIFSXJTF UIF NBSLFU NBLFS XPVME MPTF NPOFZ JO FYQFDUBUJPO� 5IJT GPMMPXT

GSPN TUBOEBSE OP�USBEF SFTVMUT GPS TFDVSJUJFT NBSLFUT XJUI OP OPJTF USBEFST 	(MPTUFO BOE

.JMHSPN 	����

� 5IVT
 USJWJBMMZ
 UIFSF JT B OP USBEJOH DBTDBEF�

)PXFWFS
 JO TFUUJOHT XJUI OPJTF USBEFST 	(MPTUFO BOE .JMHSPN 	����


 NBS�

��



LFU NBLFST DBO QSPSU BU UIF FYQFOTF PG OPJTF USBEFST
 BOE CJE�BTL TQSFBET BSF TFU UP

BDDPNNPEBUF USBEJOH� 5IF BEKVTUNFOU PG UIF DPNQFUJUJWF NBSLFU QSJDF UP SFTFDU QSJWBUF

JOGPSNBUJPO EJTDPVSBHFT UIF PDDVSSFODF PG CVZ PS TFMM DBTDBEFT CZ NBLJOH JU PQUJNBM GPS

USBEFST UP VTF UIFJS QSJWBUF JOGPSNBUJPO� 5P VOEFSTUBOE XIZ
 DPOTJEFS B IZQPUIFUJDBM

BTL QSJDF UIBU DBVTFT B DBTDBEF JO XIJDI UIF JOGPSNFE BHFOU CVZT FWFO JG TIF IBE BO

BEWFSTF TJHOBM� 5IJT DBTDBEJOH XPVME DBVTF NBSLFU NBLFST PO BWFSBHF UP MPTF NPOFZ


JODPOTJTUFOU XJUI FRVJMJCSJVN���

"WFSZ BOE ;FNTLZ 	����
 JMMVTUSBUF UIJT QPJOU JO B TJNQMF TFUUJOH XJUI OPJTF

USBEFST�

� &BDI USBEFS 	BHFOU
 In USBEFT POMZ PODF
 BU EBUF n
 UBLJOH POF PG UISFF BDUJPOT�

CVZ POF TIBSF
 TFMM POF TIBSF
 PS IPME 	EP OPU USBEF
�

� 5SBEFST CVZ GSPN PS TFMM UP QFSGFDUMZ DPNQFUJUJWF SJTL�OFVUSBM NBSLFU NBLFST�

$POTFRVFOUMZ
 CJE BOE BTL QSJDFT BSF TFU TP UIBU NBSLFU NBLFST CSFBL FWFO�

5IF WBMVF PG UIF BTTFU JT θ ∈ {0, 1}� 8JUI QSPCBCJMJUZ 1 − µ
 USBEFS In IBT QSJWBUF

JOGPSNBUJPO 	XJUI TJHOBM SFBMJ[BUJPOT sn = ℓ PS h
 BT JO UIF 4#.
 BCPVU UIF WBMVF PG UIF

BTTFU BOE XJUI QSPCBCJMJUZ µ
 In JT B OPJTF USBEF
 XIFSF B OPJTF USBEFS JT B NFDIBOJTUJD

BHFOU XIP CVZT
 TFMMT
 PS IPMET XJUI QSPCBCJMJUZ ��� FBDI� 5IVT UIFSF BSF UXP UZQFT PG

USBEFST
 OPJTF USBEFST BOE JOGPSNFE USBEFST� 5SBEFST� UZQFT BSF JOEFQFOEFOUMZ EJTUSJCVUFE

BOE QSJWBUFMZ LOPXO�

5IFSF BSF UXP QSJDFT JO FBDI QFSJPE n� BO BTL QSJDF An BU XIJDI In NBZ CVZ

UIF TUPDL
 BOE B CJE QSJDF Bn BU XIJDI In NBZ TFMM UIF TUPDL� "O JOGPSNFE In�T VUJMJUZ

��.BSLFU NBLFST MPTF NPOFZ CFDBVTF JO TVDI B DBTDBEF BO JOGPSNFE BHFOU BMXBZT CVZT
 NBLJOH USBEFT

VOJOGPSNBUJWF� " DPNQFUJUJWF NBSLFU NBLFS TFUT UIF CJE FRVBM UP UIF BTL
 TJODF UIF NBSLFU NBLFS JT

DPNQFMMFE UP TFU UIF QSJDF FRVBM UP UIF DPOEJUJPOBM FYQFDUFE WBMVF PG UIF GVOEBNFOUBM HJWFO UIF PSEFS�

8JUI OP TQSFBE
 UIF NBSLFU NBLFS NBLFT OP NPOFZ USBEJOH XJUI OPJTF USBEFST� 'VSUIFSNPSF
 UIF NBSLFU

NBLFS PO BWFSBHF MPTFT NPOFZ UP UIF JOGPSNFE BHFOU� 	5IF JOGPSNFE BHFOU XJUI BO BEWFSTF TJHOBM NVTU

CSFBL FWFO XIFO CVZJOH
 TP BO JOGPSNFE BHFOU XJUI B GBWPSBCMF TJHOBM XJMM TUSJDUMZ QSPSU GSPN CVZJOH�
 *U

GPMMPXT UIBU UIF NBSLFU NBLFS XPVME OPU QBSUJDJQBUF�

��



GSPN CVZJOH JT θ − An
 BOE GSPN TFMMJOH JT Bn − θ� -FU Fn CF UIF QVCMJDMZ PCTFSWFE

IJTUPSZ PG USBEFT CZ BHFOUT I1, I2, . . . , In−1� "O JOGPSNFE In TFMMT JG E[θ|Fn, sn] < Bn
 CVZT

JG E[θ|Fn, sn] > An BOE IPMET PUIFSXJTF� 1FSGFDU DPNQFUJUJPO BNPOH NBSLFU NBLFST

JNQMJFT UIBU UIF CJE BOE BTL QSJDFT TBUJTGZ

Bn = E[θ|Fn, an = 4FMM] ≤ E[θ|Fn] ≤ An = E[θ|Fn, an = #VZ], 	�


XIFSF an JT In�T BDUJPO�

*O BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF
 UIF BDUJPO PG BO JOGPSNFE USBEFS JT VOJOGPSNBUJWF

BT JU EPFT OPU EFQFOE PO IFS QSJWBUF JOGPSNBUJPO� " OPJTF USBEFS�T BDUJPO JT BMXBZT

VOJOGPSNBUJWF� 5IVT
 JG BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF XFSF UP TUBSU
 B DPNQFUJUJWF NBSLFU

NBLFS XPVME OPU CF BCMF UP DIBSHF B IJHIFS BTL QSJDF UIBO UIF CJE QSJDF� *�F�
 	�
 XPVME

CF TBUJTSFE XJUI FRVBMJUZ
 An = Bn = E[θ|Fn]� #VU UIFO JOGPSNFE USBEFST XPVME TFMM JG

sn = ℓ BOE CVZ JG sn = h CFDBVTF

EθFn, ℓ < Bn = E[θ|Fn] = An < E[θ|Fn, h],

XIJDI JT B DPOUSBEJDUJPO� )FODF
 JOGPSNBUJPO DBTDBEFT EP OPU GPSN� 4JODF UIFSF JT

OP DBTDBEF BOE In�T BDUJPO IBT JOGPSNBUJPO DPOUFOU
 UIF JOFRVBMJUJFT JO 	�
 BSF TUSJDU�

.PSFPWFS
 BO JOGPSNFE In CVZT JG sn = h BOE TFMMT JG sn = ℓ SFHBSEMFTT PG UIF QVCMJD

IJTUPSZ Fn� 0WFS UJNF
 CJE BOE BTL QSJDFT DPOWFSHF UP UIF USVF WBMVF PG UIF TUPDL BOE

WPMBUJMJUZ PG UIF TUPDL QSJDF EFDSFBTFT�

8F IBWF TFFO UIBU BT QSJDFT BEKVTU CBTFE PO TPDJBM JOGPSNBUJPO
 UIFSF BSF OP

DBTDBEFT JO UIJT TFUUJOH� /FWFSUIFMFTT
 UIFSF JT B TFOTF JO XIJDI JOGPSNFE JOWFTUPST NBZ

BDU JO PQQPTJUJPO UP UIFJS PXO TJHOBMT� GPS n > 1
 In NBZ UBLF B EJRFSFOU BDUJPO UIBO

TIF XPVME IBWF UBLFO JG TIF IBE NPWFE SSTU BOE IBE OPU TFFO BOZ TPDJBM JOGPSNBUJPO�

'PSNBMMZ
 "WFSZ BOE ;FNTLZ EFSOF B DPODFQU XIJDI UIFZ DBMM �IFSET� UIBU JT BEBQUFE UP

SOBODJBM NBSLFUT� "O JOGPSNFE USBEFS JT JO XIBU XF DBMM B NPNFOUVN IFSE JG UIF USBEFS�T

PQUJNBM BDUJPO JT DPOUSBSZ UP UIF PQUJNBM BDUJPO UIF USBEFS XPVME IBWF UBLFO IBE TIF

NPWFE SSTU
 J�F�
 JG TIF IBE UIF TBNF QSJWBUF TJHOBM SFBMJ[BUJPO
 OP TPDJBM JOGPSNBUJPO


BOE GBDFE UIF JOJUJBM CJE BOE BTL QSJDFT� .PNFOUVN IFSE CFIBWJPS EJRFST GSPN BO

��



JOGPSNBUJPO DBTDBEF JO UIBU UIF BDUJPO EFQFOET PO UIF TJHOBM SFBMJ[BUJPO� 5IVT
 BO

JOGPSNFE In JT JO B CVZ NPNFOUVN IFSE JG�

	J
 In XPVME TFMM JO QFSJPE �� E[θ|sn] < B1 = E[θ|a1 = 4FMM]

	JJ
 In CVZT JO QFSJPE n� An = E[θ|Fn, an = #VZ] < E[θ|Fn, sn].

.PNFOUVN IFSET SFRVJSF HPJOH CFZPOE PVS NPEJSFE 4#. TFUUJOH� *O UIBU

TFUUJOH
 DPOEJUJPO 	J
 JNQMJFT UIBU sn = ℓ XIJMF DPOEJUJPO 	JJ
 JNQMJFT UIBU sn = h� 5IVT


B CVZ NPNFOUVN IFSE JT JNQPTTJCMF JO UIJT FYBNQMF� " TJNJMBS BSHVNFOU SVMFT PVU B

TFMM NPNFOUVN IFSE JO UIJT NPEJSFE 4#.�

/FWFSUIFMFTT
 NPNFOUVN IFSET BSF QPTTJCMF JO TMJHIUMZ HFOFSBMJ[FE TFUUJOHT�

"WFSZ BOE ;FNTLZ QSFTFOU BO FYBNQMF XJUI UISFF TUBUFT JO XIJDI NPNFOUVN IFSET BSF

QPTTJCMF� *O UIFJS FYBNQMF UIF TJHOBMT BSF OPU NPOPUPOF��� *O B NPSF HFOFSBM USFBUNFOU


1BSL BOE 4BCPVSJBO 	����
 QSPWJEF OFDFTTBSZ BOE TVUDJFOU DPOEJUJPOT GPS NPNFOUVN

IFSET
 BOE TIPX UIBU NPNFOUVN IFSET BSF QPTTJCMF XJUI NPOPUPOF TJHOBMT�

$JQSJBOJ BOE (VBSJOP 	����
 QSPWJEF BOE UFTU B NPEFM PG NPNFOUVN IFSET

VTJOH TUPDL NBSLFU EBUB� 5IFZ NPEJGZ UIF "WFSZ�;FNTLZ NPEFM CZ EJWJEJOH UJNF JOUP

EBZT
 XIFSF FBDI EBZ DPOTJTUT PG B SOJUF OVNCFS PG USBEJOH QFSJPET� 5IFSF JT BO

BTTFU XIPTF GVOEBNFOUBM WBMVF SFNBJOT SYFE EVSJOH UIF USBEJOH EBZ
 BOE SFDFJWFT BO

JOEFQFOEFOU TIPDL BU UIF FOE PG FBDI EBZ� "HFOUT BSF FYPHFOPVTMZ PSEFSFE BOE BDU PODF�

5IFZ PCTFSWF UIF IJTUPSZ PG QSJDFT BOE BDUJPOT
 BOE JO BEEJUJPO FBDI SFDFJWFT B QSJWBUF

TJHOBM SFHBSEJOH UIF WBMVF PO UIF EBZ BU XIJDI UIFZ USBEF�

"T JO "WFSZ BOE ;FNTLZ
 JOGPSNBUJPO DBTDBEFT EP OPU PDDVS 	BT QSJDFT BEKVTU UP

SFTFDU QSJPS USBEFT
 BOE NPNFOUVN IFSET EP PDDVS� *O $JQSJBOJ BOE (VBSJOP�T TFUUJOH

XF DBO BTTFTT UIF QSFWBMFODF PG NPNFOUVN IFSET XIFO UIF TUBUF FWPMWFT TUPDIBTUJDBMMZ

UISPVHI UJNF� 5IFZ DBMJCSBUF UIFJS NPEFM UP /:4& TUPDL NBSLFU EBUB BOE FTUJNBUF UIBU

JOFUDJFODJFT EFSJWJOH GSPN JODPSSFDU NPNFOUVN IFSET DPOTUJUVUF �� PG BTTFU WBMVF�

��*O UIJT FYBNQMF
 UIF QPTUFSJPS EJTUSJCVUJPO PG TUBUF DPOEJUJPOBM VQPO TJHOBM JT OPU PSEFSFE CZ SSTU�PSEFS

TUPDIBTUJD EPNJOBODF�

��



3FDBMM UIBU JO "WFSZ BOE ;FNTLZ�T TFUUJOH
 UIFSF BSF DPNQFUJUJWF NBSLFU NBLFST

XJUI OPJTF USBEFST
 USBEJOH PDDVST
 CVU UIFSF BSF OP DBTDBEFT� *O DPOUSBTU
 JG USBOTBDUJPOT

DPTUT BSF JODVSSFE CZ FJUIFS UIF NBSLFU NBLFS PS USBEFST JO B TFUUJOH XJUI DPNQFUJUJWF

NBSLFUT BOE OPJTF USBEFST
 UIFSF DBO CF DBTDBEFT PG OP�USBEF 	TFF 3PNBOP 	����
 BOE

$JQSJBOJ BOE (VBSJOP 	����B

� *OGPSNBUJPO BTZNNFUSZ BCPVU UIF BTTFU WBMVF EFDSFBTFT

BT TVDDFTTJWF USBEFST CVZ PS TFMM� 6MUJNBUFMZ
 B OP�USBEF DBTDBEF TUBSUT XIFO UIF WBMVF PG

BO JOGPSNFE USBEFS�T QSJWBUF JOGPSNBUJPO JT MFTT UIBO UIF DPTU PG USBEJOH JOEVDFE CZ UIF

USBOTBDUJPO DPTU�

-FF 	����
 DPOTJEFST B NPEFM JO XIJDI FBDI USBEFS JODVST B POF�UJNF USBOTBD�

UJPO DPTU UIBU FOBCMFT IFS UP USBEF SFQFBUFEMZ CBTFE VQPO B TJOHMF QSJWBUF TJHOBM� 5IJT

DBO CF WJFXFE BT B TFUVQ DPTU
 QFSIBQT DPHOJUJWF
 PG MFBSOJOH IPX UP USBEF� 5FNQPSBSZ

JOGPSNBUJPO CMPDLBHF JT QPTTJCMF FWFO XJUIPVU FYPHFOPVT QVCMJD JOGPSNBUJPO BSSJWBM�

&BDI BHFOU In FOUFST JO QFSJPE n
 BOE BGUFS FOUFSJOH
 DBO CVZ PS TFMM BOZ BNPVOU PG B

SJTLZ BTTFU� 0XJOH UP UIF USBOTBDUJPO DPTU
 QSJWBUF JOGPSNBUJPO DBO CF TJEFMJOFE EVSJOH

TFWFSBM QFSJPET XJUI OP USBEJOH� 5IJT RVJFTDFOU JOUFSWBM JT TIBUUFSFE JG B MBUFS BHFOU

USBEFT VQPO PCTFSWJOH B TVUDJFOUMZ FYUSFNF TJHOBM� 4JODF NVMUJQMF TJHOBM WBMVFT DBO

SFTVMU JO UIF TBNF BDUJPO UIF FRVJMJCSJVN BU B HJWFO EBUF JT BO FYBNQMF PG B QBSUJBM

DBTDBEF BT EJTDVTTFE JO f �� 8IFO BHFOUT TVEEFOMZ TUBSU UP USBEF
 UIFSF JT B TVEEFO ESPQ

PS KVNQ JO QSJDF� -FF DBMMT UIJT QIFOPNFOPO BO JOGPSNBUJPO BWBMBODIF�

*O DPOUSBTU XJUI UIF QSFDFEJOH QBQFST
 JO TFUUJOHT JO XIJDI BHFOUT IBWF QSJWBUF

GVOEBNFOUBM WBMVFT PG BTTFUT
 JOGPSNBUJPO DBTDBEFT PG CVZJOH PS TFMMJOH CZ JOGPSNFE

USBEFST EP PDDVS� &WFO UIPVHI CJE BOE BTL QSJDFT BEKVTU UP SFTFDU QSFWJPVT USBEFT


JOGPSNFE USBEFST XJUI TVUDJFOUMZ MPX QSJWBUF WBMVF DPNQPOFOUT TFMM BOE UIPTF XJUI

TVUDJFOUMZ IJHI WBMVF DPNQPOFOUT CVZ SFHBSEMFTT PG UIFJS SFTQFDUJWF TJHOBM SFBMJ[BUJPOT�

1SJWBUF WBMVFT BSF DPNNPO GPS JMMJRVJE BTTFUT
 TVDI BT SFBM FTUBUF BOE QSJWBUF FRVJUZ�

&WFO GPS MJRVJE BTTFUT
 PXJOH UP SJTL BWFSTJPO
 BO BHFOU UIBU JT FOEPXFE XJUI TVCTUBOUJBM

IPMEJOHT JO B SSN QMBDFT MFTT NBSHJOBM WBMVF PO B TIBSF UIBO BO BHFOU XJUI OP IPMEJOHT�

'VSUIFSNPSF
 FWFO VOEFS SJTL�OFVUSBMJUZ
 JOWFTUPST XIP WBMVF DPOUSPM SJHIUT DBO QMBDF

��



EJRFSFOU WBMVFT PO UIF TIBSFT PG B SSN�

5IFSF BSF TFWFSBM NPEFMT JO XIJDI QSJWBUF WBMVFT JOEVDF DBTDBEFT JO BTTFU

NBSLFU USBEJOH� *O UIF NPEFM PG $JQSJBOJ BOE (VBSJOP 	����C

 BTTFUT IBWF B QSJWBUF

WBMVF DPNQPOFOU� 5IF BVUIPST TIPX UIBU JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 CPUI JODPSSFDU BOE

DPSSFDU
 NBZ PDDVS
 XJUI OP BTZNQUPUJD MFBSOJOH� " TJNJMBS SFTVMU JT PCUBJOFE CZ %§DBNQT

BOE -PWP 	����

 XIP DPOTJEFS USBEFS IFUFSPHFOFJUZ JO UIF WBMVF PG BO BTTFU EFSJWJOH

GSPN EJRFSFODFT JO SJTL BWFSTJPO BOE JOJUJBM FOEPXNFOUT�

"MTP JO DPOUSBTU XJUI UIF OP�DBTDBEFT SFTVMU JO "WFSZ BOE ;FNTLZ�T TFUUJOH


$IBSJ BOE ,FIPF 	����
 SOE UIBU JG BHFOUT PXO JOWFTUNFOU QSPKFDUT BOE IBWF B DIPJDF

BT UP XIFO UP USBEF UIFN
 UIFO JOGPSNBUJPO DBTDBEFT DBO PDDVS� *O $IBSJ BOE ,FIPF

	����

 BHFOUT EFDJEF XIFO UP CVZ PS TFMM POF VOJU PG B SJTLZ QSPKFDU� "O BHFOU IBT UIF

PQUJPO UP XBJU
 CVU PODF BO BHFOU CVZT PS TFMMT
 TIF MFBWFT UIF NBSLFU 	CFDPNFT JOBDUJWF
�

*O FBDI QFSJPE
 POF SBOEPNMZ�TFMFDUFE BDUJWF BHFOU SFDFJWFT B QSJWBUF TJHOBM BCPVU UIF

WBMVF PG UIF QSPKFDU� "MM BDUJWF BHFOUT
 JODMVEJOH UIPTF XIP IBWF OPU ZFU SFDFJWFE B

QSJWBUF TJHOBM
 NBZ CVZ PS TFMM JO BOZ QFSJPE JO B NBSLFU XJUI CJE BOE BTL QSJDFT TFU

DPNQFUJUJWFMZ CZ NBSLFU NBLFST� "HFOUT PCTFSWF UIF IJTUPSZ PG CVZ BOE TFMM EFDJTJPOT


BT XFMM BT QSJDFT� 5IFSF JT B EJTDPVOUJOH DPTU PG XBJUJOH
 CVU FBSMZ PO
 VOJOGPSNFE BOE

JOGPSNFE BHFOUT NBZ QSFGFS UP XBJU UP FYQMPJU UIF BSSJWBM PG OFX JOGPSNBUJPO� "T QVCMJD

JOGPSNBUJPO BDDVNVMBUFT
 UIF WBMVF PG GVSUIFS JOGPSNBUJPO EFDSFBTFT XJUI UJNF
 TP B

QPJOU JT SFBDIFE XIFO BMM BDUJWF CVU VOJOGPSNFE BHFOUT UBLF B EFDJTJPO 	FJUIFS BMM CVZ

GSPN PS BMM TFMM UP NBSLFU NBLFST

 UIFSFCZ HFOFSBUJOH B QPTTJCMZ�JODPSSFDU DBTDBEF PG

CVZJOH PS TFMMJOH BNPOH UIF VOJOGPSNFE���

�� )FUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT

5IF JOGPSNBUJPO UIBU B WFHFUBSJBO DIPTF B SFTUBVSBOU IBT B EJRFSFOU NFBOJOH GSPN UIF

JOGPSNBUJPO UIBU B NFBU�MPWFS DIPTF JU� 0OF NJHIU FYQFDU IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT UP

��5IJT JT B DBTDBEF JO UIF TFOTF PG NPEFMT XJUI B DPTU PG BDRVJSJOH JOGPSNBUJPO BT EJTDVTTFE JO f ��

��



BJE BTZNQUPUJD MFBSOJOH CZ QSFTFSWJOH BDUJPO EJWFSTJUZ� 0O UIF PUIFS IBOE
 IFUFSPHF�

OFPVT QSFGFSFODFT DBO NBLF JU IBSEFS GPS PCTFSWFST UP JOGFS TJHOBMT GSPN UIF BDUJPOT PG

QSFEFDFTTPST�

*G UIF QSFGFSFODF UZQFT PG QBTU EFDJTJPO NBLFST BSF DPNNPO LOPXMFEHF
 UIFO

JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP ESBX BO JOGFSFODF GSPN B QSFEFDFTTPS�T BDUJPO BCPVU IFS JOGPS�

NBUJPO TJHOBM� *G
 JOTUFBE
 BHFOUT IBWF QSJWBUF JOGPSNBUJPO BCPVU UIFJS QSFGFSFODF UZQFT


PCTFSWFST OFFE UP EJTFOUBOHMF QBTU QSJWBUF TJHOBMT GSPN QSFGFSFODFT� 8F GPDVT PO UIF

DBTF PG JHOPSBODF PG PUIFST� QSFGFSFODFT
 VOEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU QSFGFSFODF UZQFT BSF

JOEFQFOEFOUMZ EJTUSJCVUFE�

*O UIJT TFUUJOH
 FWFO XIFO TJHOBMT BSF VOCPVOEFE
 UIFSF JT OP HVBSBOUFF PG

BTZNQUPUJD MFBSOJOH� *OEFFE
 UIFSF NBZ CF OP TPDJBM MFBSOJOH BU BMM
 BT JT TFFO JO UIF

GPMMPXJOH FYBNQMF� 5IFSF BSF UXP FRVBMMZ MJLFMZ TUBUFT
 UXP FRVBMMZ MJLFMZ QSFGFSFODF

UZQFT
 BOE UXP BDUJPOT� "O BDUJPO FJUIFS NBUDIFT PS NJTNBUDIFT UIF TUBUF� 5IF SSTU UZQF

XBOUT UP NBUDI UIF TUBUF
 BOE UIF TFDPOE UZQF XBOUT UP NJTNBUDI JU� &BDI BHFOU ESBXT

B DPOEJUJPOBMMZ JOEFQFOEFOU TJHOBM
 QPTTJCMZ VOCPVOEFE
 GSPN UIF TBNF EJTUSJCVUJPO�

'PS FBDI TJHOBM SFBMJ[BUJPO
 UIF UXP UZQFT UBLF PQQPTJUF BDUJPOT BT UIFJS QSFGFSFODFT BSF

PQQPTFE�

"T UIF UXP QSFGFSFODF UZQFT BSF FRVBMMZ MJLFMZ
 DPOEJUJPOBM VQPO FJUIFS TUBUF
 I1

IBT BO FRVBM QSPCBCJMJUZ PG DIPPTJOH FJUIFS BDUJPO� 4P I1�T BDUJPO JT VOJOGPSNBUJWF� *U

GPMMPXT UIBU I2
 BOE CZ TJNJMBS SFBTPOJOH BMM MBUFS BHFOUT
 BMTP IBWF FRVBM QSPCBCJMJUZ PG

UBLJOH UIF UXP BDUJPOT
 BOE UIFSF JT OP TPDJBM MFBSOJOH�

*O B NPEFM PG TPDJBM MFBSOJOH XJUI IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT
 4NJUI BOE

4¶SFOTFO 	����
 TIPX UIBU JG BHFOUT IBWF B SOJUF OVNCFS PG QSFGFSFODF UZQFT BOE

TJHOBMT BSF CPVOEFE
 UIFO BTZNQUPUJD MFBSOJOH EPFT OPU PDDVS� 5IJT GBJMVSF DBO UBLF UIF

GPSN PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 MJNJU DBTDBEFT
 PS DPOGPVOEFE MFBSOJOH BT JO UIF FYBNQMF

BCPWF�

*O DPOUSBTU
 (PFSFF
 1BMGSFZ BOE 3PHFST 	����
 SOE UIBU JG UIFSF JT B DPOUJOVVN

PG QSFGFSFODFT UZQFT
 UIFO BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT QPTTJCMF� "O BHFOU�T QBZPR GSPN UBLJOH

��



BO BDUJPO JT UIF TVN PG B DPNNPO WBMVF
 XIJDI JT JNQFSGFDUMZ LOPXO
 BOE IFS QSJWBUF

WBMVF� "HFOUT SFDFJWF QSJWBUF TJHOBMT BCPVU UIF DPNNPO WBMVF� 8IFO UIF SBOHF PG

QPTTJCMF QSJWBUF WBMVFT JT HSFBUFS UIBO UIF SBOHF PG QPTTJCMF DPNNPO WBMVFT
 BO BHFOU�T

BDUJPO JT BMXBZT JOGPSNBUJWF
 J�F�
 DBTDBEFT EP OPU PDDVS
 BOE BTZNQUPUJD MFBSOJOH PCUBJOT�

;IBOH
 -JV BOE $IFO 	����
 DPNQBSF B TJNQMF WFSTJPO PG UIF IFUFSPHFOFPVT

QSFGFSFODFT NPEFM PG (PFSFF FU BM� 	UXP BDUJPOT
 UXP TUBUFT
 BOE VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE

QSJWBUF WBMVFT
 XJUI UIF 4#. 	IPNPHFOFPVT QSFGFSFODFT
� 'PS TVUDJFOUMZ MBSHF n
 In

IBT B IJHIFS QSPCBCJMJUZ PG NBLJOH B DPSSFDU JOGFSFODF BCPVU UIF TUBUF VOEFS IFUFSPHF�

OFPVT QSFGFSFODFT UIBO VOEFS IPNPHFOFPVT QSFGFSFODFT� ;IBOH FU BM� BSHVF UIBU UIF

IPNPHFOFPVT QSFGFSFODFT DBTF NBZ SU BQQMJDBUJPOT TVDI BT B TPDJBM NFEJB OFUXPSL PG

GSJFOET
 XIFSFBT UIF IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODF DBTF BQQMJFT UP TPDJBM PCTFSWBUJPO BNPOH

TUSBOHFST� $POTFRVFOUMZ
 ;IBOH FU BM� TVHHFTU UIBU TFMMFST PG MPX RVBMJUZ QSPEVDUT NBZ

QSFGFS UP BEWFSUJTF PO TPDJBM NFEJB OFUXPSLT PG GSJFOET XIJMF TFMMFST PG IJHI RVBMJUZ

QSPEVDUT NBZ QSFGFS UP BEWFSUJTF PO TPDJBM NFEJB OFUXPSLT PG TUSBOHFST�

4P GBS
 XF IBWF DPOTJEFSFE TFUUJOHT JO XIJDI UIF USVF EJTUSJCVUJPO PG QSFGFSFODF

UZQFT JT DPNNPO LOPXMFEHF� .PSF HFOFSBMMZ
 'SJDL
 *JKJNB BOE *TIJJ 	����
 SOE UIBU

NJTFTUJNBUJPO PG UIJT EJTUSJCVUJPO 	QTZDIPMPHJDBM CJBT
 TFWFSFMZ IJOEFST TPDJBM MFBSOJOH�

*O UIFJS NPEFM
 B MBSHF QPQVMBUJPO PG BHFOUT DIPPTFT CJOBSZ BDUJPOT SFQFBUFEMZ JO FBDI

EJTDSFUF QFSJPE� "DUJPO QBZPRT EFQFOE PO UIF DPOUJOVPVT TUBUF BOE PO UIF BHFOU�T UZQF�

*OJUJBMMZ
 FBDI BHFOU PCTFSWFT B TJOHMF QSJWBUF TJHOBM
 XIJDI NBZ CF VOCPVOEFE� *O FBDI

TVCTFRVFOU QFSJPE
 BHFOUT BSF SBOEPNMZ TFMFDUFE UP NFFU JO QBJST
 XJUI FBDI PCTFSWJOH

UIF BDUJPO UIBU XBT UBLFO CZ POF PUIFS BHFOU JO UIF QSFDFEJOH QFSJPE�

"T B CFODINBSL DBTF GPS UIJT TFUUJOH
 JG BHFOUT DPSSFDUMZ VOEFSTUBOE UIF UZQF

EJTUSJCVUJPO
 UIFO UIFSF JT BTZNQUPUJD MFBSOJOH� *O UIF TQJSJU PG (PFSFF
 1BMGSFZ BOE 3PHFST

	����

 SBOEPN IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT QSFTFSWF BDUJPO EJWFSTJUZ� 5IJT BMMPXT UIF

JOGPSNBUJPO DPOUFOU PG BHFOU QSJWBUF TJHOBMT UP CF SFWFBMFE PWFS UJNF�

)PXFWFS
 FWFO BSCJUSBSJMZ TNBMM BNPVOUT PG NJTQFSDFQUJPO CSFBL BTZNQUPUJD

MFBSOJOH� *O UIF MPOH SVO
 BHFOUT BQQSPBDI GVMM DPOSEFODF JO POF TUBUF
 SFHBSEMFTT PG

��



UIF BDUVBM TUBUF� *OUVJUJWFMZ
 XIFO UIF BDUJPO TQBDF JT DPOUJOVPVT
 TNBMM NJTQFSDFQUJPOT

DBO SFQFBUFEMZ DPNQPVOE XJUI TVDDFTTJWF SBOEPN ESBXJOHT BOE PCTFSWBUJPOT
 TP UIBU

NJTQFSDFQUJPOT VMUJNBUFMZ JOEVDF FYUSFNF CFMJFGT� 5IJT DPOUSBTUT XJUI #PISFO BOE

)BVTFS 	����
 	EJTDVTTFE JO f �����

 XIP SOE GBJMVSFT PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH POMZ

XIFO QTZDIPMPHJDBM CJBT JT TVUDJFOUMZ TUSPOH� *U XJMM CF VTFGVM GPS GVUVSF SFTFBSDI UP

EFMJOFBUF NPSF GVMMZ UIF DJSDVNTUBODFT VOEFS XIJDI TNBMM CJBT JUFSBUFT UP FWFOUVBMMZ

HFOFSBUF WFSZ MBSHF FRFDUT PO TPDJBM PVUDPNFT�

"T EJTDVTTFE JO f �
 JO NPEFMT XJUI IPNPHFOFPVT QSFGFSFODFT
 FWFO XJUI SF�

TQPOTJWFOFTT 	BT EFSOFE JO f �

 BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST POMZ JG DPTUT PG HBUIFSJOH

JOGPSNBUJPO BSF BSCJUSBSJMZ DMPTF UP [FSP BDSPTT BHFOUT� 0OF NJHIU UIJOL UIBU XIFO QSFG�

FSFODFT BSF IFUFSPHFOFPVT
 JODPSSFDU DBTDBEFT XPVME UFOE UP CF PDDBTJPOBMMZ EJTMPEHFE

CZ UIF BSSJWBM PG BO BHFOU XJUI EFWJBOU UBTUFT� 5IJT TVHHFTUT UIBU FWFO XJUIPVU SFTQPO�

TJWFOFTT
 JG JOGPSNBUJPO DPTUT BSF TNBMM
 UIFSF NBZ CF BTZNQUPUJD MFBSOJOH� )PXFWFS
 UIJT

OFFE OPU CF UIF DBTF� *O B NPEFM XJUI IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT BOE B DPTU PG BDRVJSJOH

QSJWBUF JOGPSNBUJPO
 )FOESJDLT
 4PSFOTFO BOE 8JTFNBO 	����
 SOE UIBU MFBSOJOH DBO

CF JODPNQMFUF��� *O #PCLPWB BOE .BTT 	����

 FBDI BHFOU DBO BDRVJSF UXP QJFDFT PG

DPTUMZ JOGPSNBUJPO� 	J
 BCPVU B DPNNPO WBMVF BOE 	JJ
 BCPVU UIF BHFOU�T QSJWBUF WBMVF�

)FS QBZPR JT UIF TVN PG UIF UXP WBMVFT� 0ODF UIF QSFDJTJPO PG UIF TPDJBM JOGPSNBUJPO

BCPVU UIF DPNNPO WBMVF FYDFFET B UISFTIPME 	EVF UP JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO CZ FBSMJFS

BHFOUT

 MBUFS BHFOUT JOWFTU POMZ JO UIF BDRVJTJUJPO PG JOGPSNBUJPO BCPVU UIFJS QSJWBUF

WBMVFT� 5IJT QSFDMVEFT DPNQMFUF MFBSOJOH BCPVU UIF DPNNPO WBMVF�

�� $BTDBEFT PO TPDJBM OFUXPSLT

4PDJBM OFUXPSLT�GSPN XPSE PG NPVUI OFUXPSLT JO JSPO�BHF WJMMBHFT UP NPEFSO POMJOF

TPDJBM NFEJB XFCTJUFT�QMBZ BO JNQPSUBOU SPMF JO UIF TQSFBE BOE BHHSFHBUJPO PG JOGPS�

��)FOESJDLT FU BM� UFTU UIF QSFEJDUJPOT PG UIFJS NPEFM XJUI POMJOF NVTJD NBSLFU EBUB HFOFSBUFE CZ

4BMHBOJL
 %PEET BOE 8BUUT 	����
�

��



NBUJPO JO IVNBO TPDJFUZ� *O HFOFSBM
 XIBU BO BHFOU MFBSOT CZ PCTFSWJOH PUIFST EFQFOET

PO UIF BHFOU�T QPTJUJPO JO UIF TPDJBM PCTFSWBUJPO OFUXPSL� "OE UIF PWFSBMM TUSVDUVSF PG

UIF OFUXPSL BRFDUT BHHSFHBUF TPDJBM PVUDPNFT
 TVDI BT XIFUIFS UIFSF JT BTZNQUPUJD

MFBSOJOH� 4P OFUXPSL TUSVDUVSF JT B TPVSDF PG FNQJSJDBM JNQMJDBUJPOT GPS CFIBWJPS BOE

PVUDPNFT� "DDPSEJOHMZ
 B MBSHF SFDFOU MJUFSBUVSF NPEFMT TPDJBM MFBSOJOH JO OFUXPSLT�

/FUXPSLT JODSFBTF UIF DPNQMFYJUZ PG UIF JOGFSFODFT UIBU BHFOUT OFFE UP NBLF�

*O QBSUJDVMBS
 XIFO BHFOUT EP OPU PCTFSWF UIF XIPMF BDUJPO IJTUPSZ
 UIFZ QPUFOUJBMMZ

MFBSO BCPVU UIF BDUJPOT PG UIPTF UIBU UIFZ EP OPU PCTFSWF GSPN UIF BDUJPOT PG UIPTF UIBU

UIFZ EP PCTFSWF� 5IVT
 DBMDVMBUJOH FYQFDUFE VUJMJUJFT NBZ SFRVJSF UBLJOH JOUP BDDPVOU

UIF TUSVDUVSF PG UIF FOUJSF TPDJBM OFUXPSL 	.PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����

� "T UIJT

QMBDFT IFBWZ DPNQVUBUJPOBM EFNBOET PO BHFOUT
 UIF SBUJPOBMJUZ BTTVNQUJPO CFDPNFT

MFTT QMBVTJCMF�

4P
 GPS USBDUBCJMJUZ OFUXPSL FDPOPNJTUT PGUFO NBLF TUSPOH BTTVNQUJPOT BCPVU

UIF HFPNFUSZ PG UIF OFUXPSL
 BOE GPS CPUI USBDUBCJMJUZ BOE SFBMJTN
 PGUFO GPDVT PO OPO�

#BZFTJBO BHFOUT� /FWFSUIFMFTT
 NPEFMT XJUI SBUJPOBM BHFOUT QSPWJEF WBMVBCMF CFODINBSLT

GPS FWBMVBUJOH UIF FRFDUT PG EJRFSFOU IFVSJTUJD CFIBWJPST PS CFMJFGT�

" LFZ RVFTUJPO JT IPX UIF HFPNFUSZ PG UIF TPDJBM OFUXPSL BRFDUT MFBSOJOH

PVUDPNFT� "T XF XJMM EJTDVTT
 B HFOFSBM MFTTPO GSPN CPUI SBUJPOBM BOE CPVOEFEMZ�

SBUJPOBM NPEFMT JT UIBU FHBMJUBSJBO OFUXPSLT�MPPTFMZ TQFBLJOH
 OFUXPSLT JO XIJDI OP

BHFOU JT NVDI NPSF JNQPSUBOU UIBO PUIFST JO UIF HFPNFUSZ PG UIF OFUXPSL�UFOE UP

GBDJMJUBUF TPDJBM MFBSOJOH 	#BMB BOE (PZBM 	����

 (PMVC BOE +BDLTPO 	����

 "DFNPHMV

FU BM� 	����

 BOE .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����

�

8F OFYU EJTDVTT UIF TQFDUSVN PG NPEFMT PG TPDJBM MFBSOJOH PO OFUXPSLT� *O

f ���� XF DPOTJEFS OFUXPSL NPEFMT PG SBUJPOBM TPDJBM MFBSOJOH XJUI TFRVFOUJBM BDUJPOT�

*O f ���� XF TUVEZ NPEFMT XJUI SFQFBUFE BDUJPOT
 GFBUVSJOH SBUJPOBM BHFOUT JO f ������

BOE IFVSJTUJD BHFOUT JO f �������

��



���� .PEFM 4QFDUSVN

.PEFMT PG TPDJBM MFBSOJOH PO OFUXPSLT WBSZ BDSPTT TFWFSBM EJNFOTJPOT� 8F PVUMJOF IFSF

UIF NPEFM TQFDUSVN
 BOE JO MBUFS TVCTFDUJPOT EJTDVTT UIF JOTJHIUT QSPWJEFE CZ UIFTF

NPEFMT�

������ 3BUJPOBMJUZ

4VCTUBOUJBM MJUFSBUVSFT FYBNJOF TFUUJOHT XJUI FJUIFS #BZFTJBO 	J�F�
 SBUJPOBM
 BHFOUT


RVBTJ�#BZFTJBO BHFOUT
 BOE BHFOUT XIP VTF 	OPO�#BZFTJBO
 IFVSJTUJDT��� 8F TBZ UIBU

BHFOUT BSF RVBTJ�#BZFTJBO JG UIFZ VTF #BZFT� SVMF UP VQEBUF CFMJFGT
 QFSIBQT XJUI JODPSSFDU

JOQVUT� 'PS FYBNQMF
 BHFOUT NBZ JHOPSF TPNF PG UIFJS TJHOBMT BT JO #BMB BOE (PZBM

	����

�

)FVSJTUJD BHFOUT BSF UIPTF XIPTF BDUJPO DIPJDFT BSF GBS GSPN GPMMPXJOH BOZ

FYQFDUFE VUJMJUZ NBYJNJ[JOH EFDJTJPO QSPDFTT PS XIPTF CFMJFGT BSF OPU CSPBEMZ DPNQBUJCMF

XJUI #BZFT� SVMF� 'PS FYBNQMF
 JO UIF FBSMZ BOE JOTVFOUJBM NPEFM PG %F(SPPU 	����



BHFOUT SFQFBUFEMZ VQEBUF UIFJS CFMJFGT UP FRVBM UIF BWFSBHF PG UIFJS TPDJBM OFUXPSL

OFJHICPST� QSFWJPVT QFSJPE CFMJFGT�

*O TFUUJOHT XJUI SFQFBUFE NPWFT
 GPSXBSE�MPPLJOH BHFOUT NBZ XJTI UP UBLF

BDUJPOT UIBU JO UIF TIPSU SVO ZJFME MPXFS VUJMJUZ
 JO PSEFS UP JOTVFODF UIFJS QFFST UP SFWFBM

NPSF JOGPSNBUJPO JO UIF GVUVSF 	TFF
 F�H�
 .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����

� "MUFSOBUJWFMZ


UIFSF BSF NPEFMT XJUI NZPQJD BHFOUT
 XIP NBYJNJ[F FYQFDUFE VUJMJUZ JO FBDI QFSJPE


CVU DPNQMFUFMZ EJTDPVOU GVUVSF VUJMJUZ� *O DPOTFRVFODF
 UIFZ EP OPU UBLF JOUP BDDPVOU

UIF FRFDUT UIBU UIFJS BDUJPOT IBWF PO UIF BDUJPOT PG PUIFST�

5IF NZPQJB BTTVNQUJPO JT PGUFO NBEF GPS USBDUBCJMJUZ
 UP GBDJMJUBUF UIF TUVEZ

PG PUIFSXJTF�SBUJPOBM BHFOUT� .PSFPWFS
 UIF DPNQMFYJUZ PG GPSXBSE�MPPLJOH JOGFSFODF JT

��#BZFTJBO� 1BSJLI BOE ,SBTVDLJ 	����

 "DFNPHMV FU BM� 	����

 .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����
 BOE

"SJFMJ BOE .VFMMFS�'SBOL 	����
� 2VBTJ�#BZFTJBO� #BMB BOE (PZBM 	����

 .PMBWJ
 5BICB[�4BMFIJ BOE

+BECBCBJF 	����
� )FVSJTUJD� (PMVC BOE +BDLTPO 	����
�

��



B SFBTPO GPS XIZ JO QSBDUJDF BHFOUT NBZ BDUVBMMZ CFIBWF NZPQJDBMMZ� *O TPNF QBQFST


BHFOUT BSF FRFDUJWFMZ NBEF NZPQJD CZ BTTVNJOH UIBU BO BHFOU�T BDUJPO IBT OP FRFDU PO

UIF CFIBWJPS PG PUIFST���

������ 4FRVFOUJBM 4JOHMF "DUJPOT WT� 3FQFBUFE "DUJPOT

&BSMZ TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT BTTVNFE UIBU FBDI BHFOU BDUT POMZ PODF JO BO FYPHFOPVTMZ

EFUFSNJOFE PSEFS 	#BOFSKFF 	����
 BOE #)8
� .PTU PG UIF OFUXPSL MJUFSBUVSF GPMMPXT

TVJU 	OPUBCMZ "DFNPHMV FU BM� 	����

� PUIFS NPEFMT DPOTJEFS BHFOUT XIP BDU SFQFBUFEMZ�

" QJPOFFSJOH FYBNQMF PG B RVBTJ�#BZFTJBO OFUXPSL NPEFM XJUI SFQFBUFE BDUJPOT JT UIBU

PG #BMB BOE (PZBM 	����
� "O FBSMZ SFQFBUFE BDUJPO NPEFM XJUI SBUJPOBM NZPQJD BHFOUT

PO B TPDJBM OFUXPSL JT UIBU PG 1BSJLI BOE ,SBTVDLJ 	����

 XIP HFOFSBMJ[F UIF UXP BHFOU

NPEFM PG (FBOBLPQMPT BOE 1PMFNBSDIBLJT 	����
 UP B OFUXPSL TFUUJOH� -BUFS SFQFBUFE

BDUJPO NZPQJD NPEFMT JODMVEF 3PTFOCFSH
 4PMBO BOE 7JFJMMF 	����
 BOE .PTTFM
 4MZ

BOE 5BNV[ 	����
� 'PSXBSE�MPPLJOH BHFOUT BDUJOH SFQFBUFEMZ PO TPDJBM OFUXPSLT XFSF

TUVEJFE CZ .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����
�

������ 4JHOBM 4USVDUVSF
 "DUJPO 4QBDF
 BOE 4UBUF 4QBDF

8F OFYU DPOTJEFS PUIFS BTTVNQUJPOT BCPVU TJHOBM TUSVDUVSF
 UIF BDUJPO TQBDF
 BOE UIF

TUBUF TQBDF� 4PNF NPEFMT BMMPX GPS VOCPVOEFE TJHOBMT PS OPO�BUPNJD TJHOBMT
 BT JO

4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����
� 6OMFTT PUIFSXJTF NFOUJPOFE
 UIF SFTVMUT XF EJTDVTT JO UIJT

TFDUJPO BQQMZ UP HFOFSBM TJHOBMT
 VOEFS UIF BTTVNQUJPOT PG B CJOBSZ TUBUF BOE CJOBSZ

BDUJPOT BT JO UIF 4#.�

��1BQFST CBTFE PO UIF NZPQJB BTTVNQUJPO JODMVEF 1BSJLI BOE ,SBTVDLJ 	����

 .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[

	����

 BOE )BSFM FU BM� 	����
� *O (BMF BOE ,BSJW 	����B

 BHFOUT BDU NZPQJDBMMZ CFDBVTF UIFSF JT B

DPOUJOVVN PG BHFOUT JO FBDI OPEF PG UIF OFUXPSL�

��



������ *OGPSNBUJPO BCPVU 8IPN 0UIFST 0CTFSWF

*O UIF CBTJDT DBTDBEFT TFUUJOH BOE NBOZ PUIFS TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT
 UIFSF JT DPNNPO

LOPXMFEHF UIBU FWFSZPOF PCTFSWFT UIF GVMM BDUJPO IJTUPSZ� &WFO JO TFUUJOHT XIFSF BHFOUT

EP OPU PCTFSWF UIF GVMM BDUJPO IJTUPSZ
 JU JT PGUFO BTTVNFE UIBU FBDI BHFOU LOPXT FYBDUMZ

XIP IFS QSFEFDFTTPST IBWF PCTFSWFE� .PSF HFOFSBMMZ
 BO BHFOU�T OFJHICPSIPPE PG PCTFS�

WBUJPO DBO CF QSJWBUF JOGPSNBUJPO PG UIBU BHFOU� *O UIF NPEFM PG "DFNPHMV FU BM� 	����



BHFOUT LOPX UIF EJTUSJCVUJPO GSPN XIJDI UIF OFJHICPSIPPET PG PUIFS BHFOUT BSF ESBXO


CVU OPU UIF SFBMJ[BUJPOT� *O UIF JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM NPEFM PG #PISFO 	����
 EJTDVTTFE

JO f ���
 UIFSF JT B DIBODF UIBU BOZ BHFOU IBT BO FNQUZ OFJHICPSIPPE� .JTFTUJNBUJPO PG

UIJT QSPCBCJMJUZ CZ PUIFST MFBET UP GBJMVSFT PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

���� 4FRVFOUJBM "DUJPOT

*O UIJT TFDUJPO
 XF DPOTJEFS NPEFMT PG SBUJPOBM TPDJBM MFBSOJOH XJUI TFRVFOUJBM BDUJPOT PO

OFUXPSLT� #BOFSKFF 	����
 BOE #)8 BTTVNF UIBU FWFSZ BHFOU PCTFSWFT UIF BDUJPOT PG

BMM QSFEFDFTTPST JO UIF RVFVF� 5IJT JT B TJNQMF OFUXPSL TUSVDUVSF XIFSFJO BHFOUT DBO CF

JEFOUJSFE JO PSEFS PG NPWFT XJUI UIF QPTJUJWF JOUFHFST
 BOE FBDI BHFOU In PCTFSWFT UIF

BDUJPOT PG BMM PG IFS QSFEFDFTTPST Im
 XIFSF m < n�

" TVCTFRVFOU MJUFSBUVSF SFUBJOT UIF FYPHFOPVT PSEFSJOH PG BDUJPOT
 CVU SFMBYFT

UIF DPNQMFUF PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF
 TP UIBU FBDI BHFOU PCTFSWFT POMZ B TVCTFU PG IFS

QSFEFDFTTPST� 8F EJTDVTTFE TPNF NPEFMT XJUI UIJT GFBUVSF JO f ��

5P GVSUIFS DPOTJEFS TVDI TFUUJOHT
 MFU In�T OFJHICPSIPPE
 Nn
 CF UIF TFU PG BHFOUT

XIPTF BDUJPOT BHFOU In PCTFSWFT CFGPSF BDUJOH� �FMFO BOE ,BSJW 	����C
 TUVEZ B NPEFM

JO XIJDI Nn = {In−1}� FBDI BHFOU PCTFSWFT IFS JNNFEJBUF QSFEFDFTTPS� *O UIFJS NPEFM


UIF TUBUF JT FRVBM UP UIF TVN PG UIF BHFOUT� QSJWBUF TJHOBMT
 SBUIFS UIBO CFJOH CJOBSZ

BT JO UIF 4#.� 8JUI UIJT TUBUF BOE OFUXPSL TUSVDUVSF
 OFJUIFS IFSEJOH OPS JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT BSJTFT
 CVU UIF QSPCBCJMJUZ UIBU MBUFS BHFOUT NJNJD UIFJS JNNFEJBUF QSFEFDFTTPST

UFOET UP POF�

��



"DFNPHMV FU BM� 	����
 JOUSPEVDF B HFOFSBM OFUXPSL TUSVDUVSF� UIF OFJHICPS�

IPPE Nn PG BHFOU In DBO CF BOZ TVCTFU PG {I1, . . . , In−1}
 BOE
 NPSFPWFS
 DBO CF DIPTFO

BU SBOEPN
 FYPHFOPVTMZ BOE JOEFQFOEFOUMZ� 5IFZ TUVEZ BTZNQUPUJD MFBSOJOH 	BT EFSOFE

JO f ���
� VOEFS XIBU DPOEJUJPOT EPFT UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BHFOU In UBLFT UIF DPSSFDU

BDUJPO UFOE UP � BT n CFDPNFT MBSHF 1BSU PG UIF BOTXFS JT UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH

OFWFS PDDVST XIFO BHFOUT DBO PCTFSWF BMM QSFEFDFTTPST BOE IBWF CPVOEFE TJHOBMT 	#)8


4NJUI BOE 4¶SFOTFO 	����


 PXJOH UP JODPSSFDU JOGPSNBUJPO DBTDBEFT 	PS MJNJU DBTDBEFT
�

/FWFSUIFMFTT
 "DFNPHMV FU BM� 	����
 TIPX UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT QPTTJCMF FWFO

XJUI CPVOEFE TJHOBMT JO TPNF OFUXPSLT XJUI JODPNQMFUF PCTFSWBUJPO TUSVDUVSFT�

'PS FYBNQMF
 UIF QSFTFODF PG TBDSJSDJBM MBNCT BT EFSOFE JO f ��BHFOUT XIP

BSF VOBCMF UP PCTFSWF PUIFST�DBO JOEVDF BTZNQUPUJD MFBSOJOH� 5P TFF UIJT
 TVQQPTF

UIBU Nn = {} XJUI QSPCBCJMJUZ 1/n
 BOE UIBU Nn = {I1, . . . , In−1} XJUI UIF SFNBJOJOH

QSPCBCJMJUZ (n− 1)/n� 4BDSJSDJBM MBNCT BDU BDDPSEJOH UP UIFJS QSJWBUF TJHOBMT POMZ� 5IF

SFTU PCTFSWF BMM UIFJS QSFEFDFTTPST� 5IF TBDSJSDJBM MBNCT DIPPTF UIF XSPOH BDUJPO XJUI

B DPOTUBOU QSPCBCJMJUZ UIBU EPFT OPU UFOE UP [FSP XJUI n� #VU UIFTF NJTUBLFO BDUJPOT

CFDPNF FYDFFEJOHMZ SBSF
 BT UIF GSFRVFODZ PG TBDSJSDJBM MBNCT UFOET UP [FSP� 'VSUIFSNPSF


UIFJS BDUJPOT SFWFBM JOEFQFOEFOU QJFDFT PG JOGPSNBUJPO UP UIFJS TVDDFTTPST� #FDBVTF UIF

QSPCBCJMJUZ PG BSSJWBM PG B MBNC EFDBZT TMPXMZ FOPVHI
 UIFSF BSF JOSOJUFMZ NBOZ TBDSJSDJBM

MBNCT
 BOE UIF SFTU FWFOUVBMMZ DIPPTF DPSSFDUMZ XJUI QSPCBCJMJUZ POF��� "DFNPHMV FU BM�

	����
 QSPWJEF B NPSF HFOFSBM DPOEJUJPO UIBU FOTVSFT BTZNQUPUJD MFBSOJOH� "T JO UIF

TBDSJSDJBM MBNCT FYBNQMF
 UIJT DPOEJUJPO BQQMJFT UP TUPDIBTUJD OFUXPSLT POMZ� JOEFFE


EFUFSNJOJTUJDBMMZ QMBDFE TBDSJSDJBM MBNCT DBOOPU QSPEVDF BTZNQUPUJD MFBSOJOH
 TJODF

BTZNQUPUJD MFBSOJOH SFRVJSFT UIBU BMM MBUF QMBZFST DIPPTF DPSSFDUMZ XJUI IJHI QSPCBCJMJUZ�

"DFNPHMV FU BM� BMTP TIPX
 DPOWFSTFMZ
 UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH DBOOPU IPME

XIFO TPNF BHFOUT QMBZ UPP JNQPSUBOU B SPMF JO UIF UPQPMPHZ PG UIF OFUXPSL� 5IJT

IBQQFOT XIFO UIFSF JT B TFU PG JNQPSUBOU BHFOUT {I1, . . . , IM} UIBU DPOTUJUVUF UIF POMZ

��5IF CFOFSDJBM FRFDU PG TBDSJSDJBM MBNCT JT TJNJMBS UP BO FRFDU JO #FSOBSEP BOE 8FMDI 	����
 BOE

#PISFO 	����
 BT EJTDVTTFE JO f �����
 XIFSFJO JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM BHFOUT BDU CBTFE PO UIFJS QSJWBUF

TJHOBMT JOTUFBE PG DBTDBEJOH�

��



TPDJBM JOGPSNBUJPO GPS BO JOSOJUF HSPVQ PG BHFOUT� 8IFO UIFJS TJHOBMT IBQQFO UP JOEJDBUF

UIF XSPOH BDUJPO�XIJDI PDDVST XJUI TPNF QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ�JOSOJUFMZ NBOZ BHFOUT

GPMMPX TVJU� "MPOH UIFTF MJOFT
 "DFNPHMV FU BM� TBZ UIBU B OFUXPSL IBT OPO�FYQBOEJOH

PCTFSWBUJPOT JG UIFSF JT TPNFM BOE ε > 0 TVDI UIBU
 GPS JOSOJUFMZ NBOZ BHFOUT In
 UIF

QSPCBCJMJUZ UIBU Nn JT DPOUBJOFE JO {I1, . . . , IM} JT BU MFBTU ε� *O UIJT DBTF
 BTZNQUPUJD

MFBSOJOH EPFT OPU PDDVS� 5IF MFTTPO UIBU JNQPSUBOU BHFOUT JNQFEF UIF BHHSFHBUJPO PG

JOGPSNBUJPO JT POF UIBU�BT XF TIBMM TFF�SFDVST GSFRVFOUMZ BDSPTT B XJEF TQFDUSVN PG

NPEFMT�

5VSOJOH UP TIPSU�UFSN EZOBNJDT
 "DFNPHMV FU BM� 	����
 TIPX UIBU TPDJBM

MFBSOJOH DBO TPNFUJNFT JOEVDF CFMJFGT UIBU BSF DPOUSBSJBO XJUI SFTQFDU UP B TVCTFU PG

QSFEFDFTTPST
 BOE BOUJ�JNJUBUJPO 	TFF BMTP &ZTUFS BOE 3BCJO 	����
 EJTDVTTFE JO f ���
�

*OUVJUJWFMZ
 TVQQPTF UIBU CPUI I3 BOE I2 PCTFSWF I1 POMZ
 BOE UIBU I4 PCTFSWFT I1
 I2 BOE

I3� 5IFO I4 TIPVME QMBDF QPTJUJWF XFJHIU PO I3 BOE I2
 BOE OFHBUJWF XFJHIU PO I1 UP

PRTFU EPVCMF�DPVOUJOH� 4P
 XJUIJO B CSPBE TUSFBN PG JNJUBUJPO
 UIFSF DBO CF FEEJFT PG

DPOUSBSJBO CFIBWJPS���

0WFSBMM
 UIFTF QBQFST TIPX UIBU TPNFUJNFT TNBSU PCTFSWFST EP OPU KVTU GPMMPX

UIF IFSE� 4PNFUJNFT
 TNBSU BHFOUT NBZ QVU NVDI HSFBUFS XFJHIU PO UIF BDUJPOT PG GFXFS

BHFOUT 	SFTVMUJOH JO GPMMPXJOH UIF NJOPSJUZ
 BT JO $BMMBOEFS BOE )´SOFS 	����

 EJTDVTTFE

JO f ���

 PS FWFO QVU OFHBUJWF XFJHIU PO TPNF 	BT JO "DFNPHMV FU BM�
� "MUIPVHI TVDI

FRFDUT BSF GBS GSPN VOJWFSTBM QSPQFSUJFT PG TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT
 TVDI SOEJOHT QSPWJEF

B VTFGVM DBWFBU UP UIF JOUVJUJWF OPUJPO UIBU BHFOUT QVU QPTJUJWF BOE TJNJMBS XFJHIUT PO

UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST�

6OUJM OPX XF IBWF DPOTJEFSFE OFUXPSL NPEFMT JO XIJDI UIF OFJHICPSIPPET Nn

BSF FJUIFS EFUFSNJOJTUJD
 PS ESBXO JOEFQFOEFOUMZ� -FTT JT LOPXO BCPVU UIF DBTF JO XIJDI

OFJHICPSIPPET Nn BSF OPU JOEFQFOEFOU 	BT BOBMZ[FE CZ -PCFM BOE 4BEMFS 	����

� 'PS

��'PS B GPSNBM FYBNQMF
 TFF �/PONPOPUPOJDJUZ PG 4PDJBM #FMJFGT� JO "DFNPHMV FU BM� 	����
 "QQFOEJY

#
� 4VDI DPOUSBSJBO CFIBWJPS EPFT OPU PDDVS JO OFUXPSLT JO XIJDI FBDI BHFOU DBO POMZ PCTFSWF POF

QSFEFDFTTPS 	B USFF OFUXPSL
�

��



FYBNQMF
 B HJWFO BHFOU NBZ IBWF B DIBODF PG CFJOH PCTFSWFE CZ FJUIFS FWFSZPOF PS CZ

OP POF�

*O "SJFMJ BOE .VFMMFS�'SBOL 	����

 BHFOUT BSF QMBDFE PO B UXP 	PS IJHIFS


EJNFOTJPOBM HSJE
 BOE UIF UJNJOH PG UIFJS BDUJPOT JT HJWFO CZ UIFJS EJTUBODF GSPN UIF

PSJHJO� 5IF PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF JT DIPTFO BU SBOEPN BDDPSEJOH UP B QBSBNFUFS p� FBDI

BHFOU JT JOEFQFOEFOUMZ
 XJUI QSPCBCJMJUZ p
 DPOOFDUFE UP FBDI PG IFS HSJE OFJHICPST XIP

BSF DMPTFS UP UIF PSJHJO� "O BHFOU In PCTFSWFT BO BHFOU Im JG UIFSF JT B QBUI PG DPOOFDUFE

BHFOUT TUBSUJOH GSPN In BOE FOEJOH JO Im� 5IJT JT B TQFDJBM DBTF PG -PCFM BOE 4BEMFS

	����

 CVU OPU PG UIF "DFNPHMV FU BM� 	����
 TFUUJOH
 TJODF UIF SFBMJ[FE OFJHICPSIPPET

BSF OPU JOEFQFOEFOU� 4QFDJSDBMMZ
 JG In JT OPU PCTFSWFE CZ BOZ OFJHICPS
 UIFO TIF XPVME

OPU CF PCTFSWFE CZ BOZ PUIFS BHFOU
 BOE TP UIFTF FWFOUT DBOOPU CF JOEFQFOEFOU�

"GUFS UIF PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF JT SFBMJ[FE
 UIF BHFOUT UBLF BDUJPOT TFRVFOUJBMMZ


BDDPSEJOH UP UIFJS EJTUBODF GSPN UIF PSJHJO� "SJFMJ BOE .VFMMFS�'SBOL 	����
 TUVEZ

XIBU UIFZ DBMM α�QSPQPSUJPOBM MFBSOJOH
 NFBOJOH SPVHIMZ UIBU BU MFBTU BO α GSBDUJPO PG

UIF 	JOSOJUFMZ NBOZ
 BHFOUT DIPPTF UIF DPSSFDU BDUJPO� .PSF BDDVSBUFMZ
 UIJT PCUBJOT

XIFOFWFS BO α�GSBDUJPO PS NPSF PG UIF BHFOUT JO UIF CBMM PG SBEJVT r DIPPTF UIF DPSSFDU

BDUJPO XJUI QSPCBCJMJUZ UIBU UFOET UP POF BT r UFOET UP JOSOJUZ�

'JYJOH α < 1
 "SJFMJ BOE .VFMMFS�'SBOL 	����
 BTL GPS XIJDI WBMVFT PG p JT

α�QSPQPSUJPOBM MFBSOJOH PCUBJOFE� 8IFO p = 1
 FBDI BHFOU PCTFSWFT BMM BHFOUT XIP

MJF CFUXFFO UIBU BHFOU BOE UIF PSJHJO� *O UIJT DBTF DBTDBEFT GPSN BT JO UIF 4#.
 TP

α�QSPQPSUJPOBM MFBSOJOH EPFT OPU IPME� 5IFJS NBJO SFTVMU JT UIBU
 OFWFSUIFMFTT
 GPS BMM

TVUDJFOUMZ MBSHF p < 1
 α�QSPQPSUJPOBM MFBSOJOH EPFT IPME�

"T JO "DFNPHMV FU BM� 	����

 UIJT DPODMVTJPO JT CBTFE VQPO TBDSJSDJBM MBNCT�

'PS BOZ p < 1 UIFSF JT B DPOTUBOU GSBDUJPO PG BHFOUT XIP PCTFSWF OP PUIFS BDUJPO� 5IF

BDUJPOT PG UIFTF BHFOUT QSPWJEF JOEFQFOEFOU JOGPSNBUJPO UP PCTFSWFST� "T p→ 1 UIFTF

BHFOUT CFDPNF NPSF SBSF
 CVU UIF OFUXPSL CFDPNFT NPSF DPOOFDUFE
 EFMJWFSJOH UIJT

JOGPSNBUJPO UP B MBSHFS BOE MBSHFS GSBDUJPO PG UIF QPQVMBUJPO� 5IVT
 MFBSOJOH JT BDIJFWFE

BT MPOH BT UIFSF BSF TPNF TBDSJSDJBM MBNCT
 SFHBSEMFTT PG IPX TNBMM UIFJS GSBDUJPO JT�

��



"O JOUFSFTUJOH PQFO RVFTUJPO JT XIFUIFS UIFSF FYJTUT B EFUFSNJOJTUJD OFUXPSL

TUSVDUVSF JO XIJDI BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT BUUBJOFE GPS TPNF CPVOEFE QSJWBUF TJHOBM

EJTUSJCVUJPO� 5IF TBDSJSDJBM MBNC NFDIBOJTN CZ XIJDI BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT BDIJFWFE

JO TUPDIBTUJD OFUXPSLT JT TJNQMF
 CVU EPFT OPU TFFN UP IBWF BO PCWJPVT BOBMPHVF JO

EFUFSNJOJTUJD OFUXPSLT��� 5IVT
 MFBSOJOH JO EFUFSNJOJTUJD OFUXPSLT XPVME IBWF UP SFTVMU

GSPN B EJRFSFOU NFDIBOJTN� JU JT JOUFSFTUJOH UP VOEFSTUBOE XIFUIFS TVDI NFDIBOJTNT

FYJTU���

���� 3FQFBUFE BDUJPOT

0GUFO JO QSBDUJDF QFPQMF UBLF BDUJPOT NPSF UIBO PODF XIJMF PCTFSWJOH BOE MFBSOJOH GSPN

PUIFS CJEJSFDUJPOBMMZ� 'PS FYBNQMF
 JO POMJOF TPDJBM OFUXPSLT QFPQMF PCTFSWF QSPEVDU

DIPJDFT BOE MJGFTUZMF DIPJDFT SFQFBUFEMZ PWFS UJNF� 5P VOEFSTUBOE TVDI JOUFSBDUJPOT


XF OFYU TUVEZ NPEFMT JO XIJDI BHFOUT BDU SFQFBUFEMZ� "T B NBKPS EFWJBUJPO GSPN UIF

TFRVFOUJBM MFBSOJOH TFUUJOH
 NPEFMT PG SFQFBUFE BDUJPO SFRVJSF EJRFSFOU UFDIOJRVFT BOE

HFOFSBUF OFX JOTJHIUT� 8F SSTU FYBNJOF SBUJPOBM TFUUJOHT
 BOE UIFO UVSO UP JNQFSGFDU

SBUJPOBMJUZ�

������ 3BUJPOBM NPEFMT

5IF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT DBO TUJMM TPNFUJNFT BQQMZ JO TFUUJOHT XJUI SFQFBUFE

BDUJPOT
 TVDI BT XIFO PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF JT VOJEJSFDUJPOBM 	DPOUBJOT OP MPPQT
� J�F�


FBDI BHFOU In PCTFSWFT POMZ BDUJPOT PG FBSMJFS�BSSJWJOH BHFOUT Im
 XIFSF m < n� 5IJT

DBO CF TFFO TJNQMZ CZ HFOFSBMJ[JOH UIF 4#. UP BMMPX FBDI BHFOU In UP UBLF BDUJPOT FWFSZ

��*O B EFUFSNJOJTUJD OFUXPSL
 JG UIFSF JT BO JOSOJUF OVNCFS PG TBDSJSDJBM MBNCT
 UIFO UIF QSPCBCJMJUZ UIBU

In NBLFT UIF DPSSFDU DIPJDF DBOOPU UFOE UP POF
 TJODF UIF TBDSJSDJBM MBNCT IBWF B SYFE QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ

PG UBLJOH UIF XSPOH BDUJPO�
��"O BMUFSOBUJWF QPTTJCMF EFSOJUJPO PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH JT UIBU UIF QSPCBCJMJUZ UIBU UIF NBKPSJUZ PG UIF

SSTU K JOEJWJEVBMT UBLFT UIF DPSSFDU BDUJPO BQQSPBDIFT POF� 6OEFS UIJT EFSOJUJPO
 EFUFSNJOJTUJD TBDSJSDJBM

MBNCT DBO JOEVDF BTZNQUPUJD MFBSOJOH JG UIFZ BSF TQBSTF FOPVHI
 F�H�
 BU QPTJUJPOT 1
 10
 100 BOE TP PO�

��



QFSJPE TUBSUJOH GSPN EBUF n
 CVU NBJOUBJOJOH UIF VOJEJSFDUJPOBM PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF�

*O UIJT TFUUJOH
 BDUJPOT DIPJDFT BSF JEFOUJDBM UP DIPJDFT JO UIF 4#.
 CFDBVTF BGUFS EBUF n


In IBT OPUIJOH OFX UP MFBSO GSPN FBSMJFS BSSJWFST
 BOE OFWFS PCTFSWFT MBUFS BSSJWFST���

4P UIFSF BSF TUJMM JODPSSFDU JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BOE B GBJMVSF PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

5IJT BOBMZUJDBMMZ USJWJBM FYUFOTJPO PG UIF 4#. JMMVTUSBUFT UIBU JOFUDJFOU JOGPS�

NBUJPO BHHSFHBUJPO JO UIF 4#. EPFT OPU SFMZ VQPO UIF GBDU UIBU BHFOUT NPWF POMZ PODF�

*OTUFBE
 UIF QSPCMFN MJFT JO UIF PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF� 5IFSF JT BO VOEVF PCTFSWBUJPOBM

GPDVT PO B MJNJUFE TFU PG BHFOUT�FBSMZ POFT� 5IJT TVHHFTUT UIBU JO NPSF HFOFSBM TFUUJOHT

XJUI SFQFBUFE NPWFT�FWFO UIPTF XJUI PCTFSWBUJPO MPPQT�IBWJOH B CBE PCTFSWBUJPO

TUSVDUVSF
 TVDI BT POF UIBU JT GBS GSPN FHBMJUBSJBO
 NBZ QSPEVDF BEWFSTF PVUDPNFT�

6OEFS IJHIMZ DPOOFDUFE PCTFSWBUJPO TUSVDUVSFT 	TVDI BT POF XIFSF UIFSF JT

B QBUI PG PCTFSWBUJPO CFUXFFO BOZ QBJS PG BHFOUT

 UIF DPODFQUT PG IFSE CFIBWJPS BOE

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT OFFE UP CF HFOFSBMJ[FE UP BQQMZ GPSNBMMZ� 'PMMPXJOH UIF MJUFSBUVSF


XF DPOTJEFS NPSF HFOFSBM OPUJPOT PG BHSFFNFOU UIBU DBQUVSF QIFOPNFOB UIBU BSF

TJNJMBS UP IFSEJOH� )FSF BHSFFNFOU JT UIF TJUVBUJPO JO XIJDI BMM BHFOUT FWFOUVBMMZ BHSFF

BCPVU XIBU BDUJPO JT PQUJNBM 	UIPVHI UIFZ OFFE OPU IBWF JEFOUJDBM CFMJFGT
� -JLFXJTF


XF DPOTJEFS OPUJPOT PG MFBSOJOH 	PS UIF GBJMVSF UIFSFPG
 UIBU DBQUVSF SFQFBUFE BDUJPO

BOBMPHVFT PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� *OEFFE
 IFSEJOH JO TFRVFOUJBM NPEFMT JT B GPSN PG

BHSFFNFOU
 TJODF JU PDDVST QSFDJTFMZ XIFO BMM BHFOUT 	FYDFQU B SOJUF OVNCFS
 PVU PG

JOSOJUFMZ NBOZ
 BHSFF PO UIF PQUJNBM BDUJPO� *O BO BOBMZTJT DPWFSJOH B XJEF DMBTT PG

TPDJBM MFBSOJOH NPEFMT
 .PTTFM FU BM� 	����
 SOE UIBU BHSFFNFOU BOE BTZNQUPUJD MFBSOJOH

BSF DMPTFMZ SFMBUFE
 BOE QSPWJEF DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI FBDI PG UIFTF QIFOPNFOB PDDVS�

"O JODPSSFDU JOGPSNBUJPO DBTDBEF JNQMJFT UIBU JOGPSNBUJPO JT MPTU BOE UIBU BHFOUT

EP OPU MFBSO UIF USVF TUBUF� *O SFQFBUFE BDUJPO NPEFMT�JO MJFV PG JODPSSFDU JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT�XF BTL XIFUIFS BHFOUT MFBSO UIF TUBUF
 BOE XF TUVEZ UIF NFDIBOJTNT UIBU

��4QFBLJOH NPSF DBSFGVMMZ
 UIJT JT BO FRVJMJCSJVN CFDBVTF JG BHFOUT I1 UISPVHI In LFFQ SFQFBUJOH UIF

TBNF BDUJPOT GPSFWFS BGUFS FBDI POF BSSJWFT
 UIFO In+1 MFBSOT OPUIJOH OFX XIFO UIFZ SFQFBU UIFJS BDUJPOT


BOE IFODF In+1 BMTP SFQFBUT UIF TBNF BDUJPO GPSFWFS�

��



ESJWF GBJMVSFT UP EP TP� 5IFTF NFDIBOJTNT PGUFO SFTFNCMF DBTDBEFT JO UIBU TPNF QSJWBUF

JOGPSNBUJPO JT QFSNBOFOUMZ MPTU
 FWFO UIPVHI BHFOUT EP OPU DPNQMFUFMZ EJTSFHBSE UIFJS

PXO TJHOBMT JO UIF FBSMZ QFSJPET�

*OGPSNBUJPO JT MPTU GPS B SFBTPO UIBU JT TJNJMBS UP NPEFMT PG DBTDBEFT JO TFUUJOHT

JO XIJDI FBDI BHFOU BDUT POMZ PODF� " QPJOU JT SFBDIFE BU XIJDI BO BHFOU�T TJHOBM JT

JODSFNFOUBMMZ JOGPSNBUJWF SFMBUJWF UP TPDJBM JOGPSNBUJPO
 CVU PXJOH UP DPBSTFOFTT PG UIF

BDUJPO TQBDF
 UIF BHFOU�T BDUJPO EPFT OPU BEKVTU UP SFTFDU UIJT JODSFNFOUBM JOGPSNBUJPO�

4P XIFO TPDJBM JOGPSNBUJPO JT TVUDJFOUMZ QSFDJTF
 BDUJPOT EP OPU SFWFBM BMM UIF QSJWBUF

JOGPSNBUJPO UP PUIFST�

5IF TUVEZ PG BHSFFNFOU JO TPDJBM MFBSOJOH HPFT CBDL BU MFBTU UP "VNBOO 	����
�

5IJT TFNJOBM QBQFS TIPXFE UIBU UXP BHFOUT XIP IBWF B DPNNPO QSJPS
 XIP SFDFJWF B

TJHOBM SFHBSEJOH B CJOBSZ TUBUF
 BOE XIP IBWF DPNNPO LOPXMFEHF PG UIFJS QPTUFSJPST


NVTU IBWF FRVBM QPTUFSJPST� BHFOUT DBOOPU �BHSFF UP EJTBHSFF��

"VNBOO�T NPEFM EPFT OPU DPOTJEFS UIF EZOBNJDT PG IPX BHFOUT BSSJWF BU

DPNNPO LOPXMFEHF PG QPTUFSJPST� 4FWFSBM TVCTFRVFOU NPEFMT TUVEZ IPX BHSFFNFOU

JT SFBDIFE WJB TPDJBM MFBSOJOH� (FBOBLPQMPT BOE 1PMFNBSDIBLJT 	����
 DPOTJEFS UXP

BHFOUT XIP PCTFSWF QSJWBUF TJHOBMT SFHBSEJOH B TUBUF
 BOE UIFO SFQFBUFEMZ UFMM FBDI

PUIFS UIFJS QPTUFSJPST� 5IF BVUIPST TIPX UIBU UIF BHFOUT SFBDI DPNNPO LOPXMFEHF PG

QPTUFSJPST
 BOE IFODF UIFJS QPTUFSJPST XJMM CF JEFOUJDBM�

1BSJLI BOE ,SBTVDLJ 	����
 FYUFOE UIJT DPODMVTJPO UP B OFUXPSL TFUUJOH� 5IFZ

DPOTJEFS B SOJUF TFU PG BHFOUT DPOOFDUFE CZ B OFUXPSL� *O FBDI QFSJPE
 FBDI BHFOU In

MFBSOT UIF QPTUFSJPST PG UIF NFNCFST PG IFS OFJHICPSIPPE Nn� 6OEFS UIF BTTVNQUJPO

UIBU UIF OFUXPSL JT TUSPOHMZ DPOOFDUFE
�� 1BSJLI BOE ,SBTVDLJ TIPX UIBU UIF BHFOUT SFBDI

DPNNPO LOPXMFEHF PG QPTUFSJPST
 BOE IFODF BHSFF�

5IJT SFTVMU XBT FYUFOEFE CZ (BMF BOE ,BSJW 	����B
 UP B TFUUJOH JO XIJDI FBDI

��5IF OFUXPSL JT TUSPOHMZ DPOOFDUFE JG UIFSF JT B DIBJO PG OFJHICPST DPOOFDUJOH FWFSZ QBJS PG BHFOUT�

GPSNBMMZ
 GPS FBDI UXP BHFOUT In, Im UIFSF JT B TFRVFODF PG BHFOUT In1
, In2

, . . . , Ink+1
TVDI UIBU In = In1




Im = Ink

 BOE Inℓ+1

∈ Nnℓ
GPS ℓ = 1, . . . , k�

��



BHFOU SFDFJWFT B TJHOBM BU UIF JOJUJBM EBUF BOE UIFO UBLFT BO BDUJPO JO FBDI PG JOSOJUFMZ

NBOZ QFSJPET� "HFOUT GBDF B DPNNPO EFDJTJPO QSPCMFN BU FBDI QFSJPE� UIFZ DIPPTF BO

BDUJPO XIJDI SFTVMUT JO B TUBHF VUJMJUZ UIBU EFQFOET PO UIFJS BDUJPO BOE UIF VOLOPXO

TUBUF��� "U FBDI QFSJPE
 UIFZ PCTFSWF UIFJS OFJHICPST� BDUJPOT
 CVU OPU UIF TUBHF QBZPRT�

5IF BHFOUT BSF BTTVNFE UP CF NZPQJD
 TP UIBU BU FBDI QFSJPE UIFZ DIPPTF BO BDUJPO UIBU

NBYJNJ[FT UIFJS TUBHF VUJMJUZ� /FJHICPSJOH BHFOUT EP OPU OFDFTTBSJMZ FWFOUVBMMZ BHSFF

PO BDUJPOT
 FWFO BU UIF MJNJU� #VU BOZ EJTBHSFFNFOU JT EVF UP JOEJRFSFODF� 4QFDJSDBMMZ


TVQQPTF UIBU In BOE Im PCTFSWF FBDI PUIFS
 Im UBLFT BO BDUJPO a JOSOJUFMZ PGUFO
 BOE

Im UBLFT BO BDUJPO b JOSOJUFMZ PGUFO� 5IFO CPUI NVTU NVTU
 BU UIF MJNJU
 CF JOEJRFSFOU

CFUXFFO a BOE b� 5IJT SFTVMU XBT FYUFOEFE CZ 3PTFOCFSH
 4PMBO BOE 7JFJMMF 	����
 UP

GPSXBSE�MPPLJOH BHFOUT XIP NBYJNJ[F UIFJS EJTDPVOUFE FYQFDUFE VUJMJUZ
 SBUIFS UIBO

NZPQJDBMMZ DIPPTJOH BO BDUJPO JO FBDI QFSJPE�

5IF NFDIBOJTN BU XPSL IFSF JT UIF JNJUBUJPO QSJODJQMF 	BMTP LOPXO BT UIF

JNQSPWFNFOU QSJODJQMF� TFF (PMVC BOE 4BEMFS 	����


 XIJDI BTTFSUT UIBU JO UIF MPOH

SVO BO BHFOU XJMM CF BCMF UP EP BU MFBTU BT XFMM BT BO BHFOU UIBU TIF PCTFSWFT
 J�F�
 B

OFJHICPS� "HFOU In JT BMXBZT GSFF UP JNJUBUF Im
 J�F�
 DIPPTF BU FBDI UJNF QFSJPE UIF

BDUJPO UIBU Im DIPTF JO UIF QSFWJPVT POF� 4JODF In NZPQJDBMMZ NBYJNJ[FT IFS FYQFDUFE

TUBHF VUJMJUZ
 IFS FYQFDUFE TUBHF VUJMJUZ BU UJNF t JT BU MFBTU BT IJHI BT Im�T FYQFDUFE TUBHF

VUJMJUZ BU UJNF t− 1� 4JODF UIF OFUXPSL JT TUSPOHMZ DPOOFDUFE
 JU GPMMPXT UIBU BU UIF MJNJU

t→ ∞ BMM BHFOUT IBWF UIF TBNF FYQFDUFE TUBHF VUJMJUJFT�

/PX TVQQPTF UIBU XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ BHFOU In UIPVHIU UIBU BHFOU Im�T

BDUJPO XFSF TUSJDUMZ TVCPQUJNBM
 BU UIF MJNJU t→ ∞� 5IFO Im XPVME IBWF MPXFS FYQFDUFE

VUJMJUZ
 JO DPOUSBEJDUJPO UP UIF JNJUBUJPO QSJODJQMF� 4P FWFO JG In EJTBHSFFT XJUI Im
 In

NVTU CFMJFWF UIBU Im�T BDUJPO HFOFSBUFT FRVBM VUJMJUZ UP UIF BDUJPO UIBU In DIPPTFT� 5IBU

JT
 In JT JOEJRFSFOU CFUXFFO UIFTF BDUJPOT�

8IJMF OFJHICPSJOH BHFOUT UIBU EJTBHSFF NVTU CF JOEJRFSFOU
 OPO�OFJHICPST

DBO EJTBHSFF XJUIPVU JOEJRFSFODF� $POTJEFS B OFUXPSL PG GPVS BHFOUT I1, I2, I3, I4
 XIP

��" TUBHF VUJMJUZ JT B QBZPR SFDFJWFE JO B QBSUJDVMBS QFSJPE PG B EZOBNJD HBNF�

��



BSF DPOOFDUFE BMPOH B DIBJO
 XJUI FBDI PCTFSWJOH CPUI UIF BHFOU�T QSFEFDFTTPS BOE

TVDDFTTPS 	JG UIFSF JT POF
� *U JT QPTTJCMF GPS I1 BOE I2 UP DPOWFSHF UP BDUJPO L
 XIJMF

I3 BOE I4 DPOWFSHF UP H� *O UIJT DBTF I2 BOE I3 NVTU CF JOEJRFSFOU CFUXFFO L BOE H


CVU JU JT QPTTJCMF GPS I1 BOE I4 UP OPU CF JOEJRFSFOU� 5IJT IBQQFOT JO UIF DBTF PG CJOBSZ

TJHOBMT BOE BDUJPOT
 XIFO I1 BOE I2 SFDFJWF BO ℓ TJHOBM
 I3 BOE I4 SFDFJWF BO h TJHOBM


BOE UIF BHFOUT� UJF CSFBLJOH SVMF JT UP TUJDL UP UIFJS QSFWJPVT QFSJPE BDUJPO� *O UIJT DBTF

UIF BHFOUT� BDUJPOT BMM JNNFEJBUFMZ DPOWFSHF� "GUFS TFFJOH UIBU BHFOU I3 EPFT OPU DIBOHF

IFS BDUJPO
 I2 DPODMVEFT UIBU I4 HPU BO h
 BOE UIVT I2 CFDPNFT JOEJRFSFOU� -JLFXJTF
 I3

CFDPNFT JOEJRFSFOU� #VU I1 EPFT OPU LOPX UIBU I2 JT JOEJRFSFOU� GSPN I2�T QPJOU PG WJFX


JU NBZ XFMM CF QPTTJCMF UIBU I3 JT BMTP UBLJOH BDUJPO L� 5IVT I1 JT OPU JOEJRFSFOU
 BOE

OFJUIFS JT I4
 BOE ZFU UIFZ EJTBHSFF�

5IJT SBJTFT UIF RVFTUJPO PG XIFUIFS UIF QPTTJCJMJUZ PG JOEJRFSFODF JT SPCVTU� "

QBSUJBM BOTXFS JT UIBU XIFO UIF BDUJPO TFU JT SJDI FOPVHI
 TVDI JOEJRFSFODF JT JNQPTTJCMF


BOE UIF DPODMVTJPO JT BHBJO UIBU BHFOUT NVTU DPOWFSHF UP UIF TBNF BDUJPO� .PTTFM
 4MZ

BOE 5BNV[ 	����
 TIPX UIBU FWFO GPS B CJOBSZ BDUJPO TFU
 XIFO QSJWBUF TJHOBMT JOEVDF

OPO�BUPNJD CFMJFGT 	J�F�
 OP CFMJFG PDDVST XJUI QPTJUJWF QSPCBCJMJUZ
 UIFO BHBJO TVDI

JOEJRFSFODF JT JNQPTTJCMF
 BOE IFODF BMM BHFOUT NVTU DPOWFSHF UP UIF TBNF BDUJPO�

&WFO XIFO UIF BHFOUT EP DPOWFSHF UP UIF TBNF BDUJPO
 JU NBZ CF BO JODPSSFDU

POF
 TP UIBU UIF BHFOUT EP OPU MFBSO UIF TUBUF� *O B RVBTJ�#BZFTJBO TFUUJOH
�� #BMB BOE

(PZBM 	����
 TIPX UIBU UIF MFBSOJOH PVUDPNF EFQFOET PO UIF OFUXPSL HFPNFUSZ� "O

JNQPSUBOU FYBNQMF PG B TUSPOHMZ DPOOFDUFE OFUXPSL JO XIJDI BHFOUT NBZ OPU DPOWFSHF

UP UIF DPSSFDU BDUJPO JT UIF SPZBM GBNJMZ
 JO XIJDI BMM BHFOUT EJSFDUMZ PCTFSWF B TNBMM

HSPVQ
 CVU UIBU TNBMM HSPVQ EPFT OPU EJSFDUMZ PCTFSWF BMM PUIFST�

" TJNJMBS QIFOPNFOPO PDDVST JO B TFUUJOH XJUI GPSXBSE�MPPLJOH
 #BZFTJBO

BHFOUT XIP FBDI SFDFJWF B TJHOBM BU QFSJPE �
 BOE UIFSFBGUFS DIPPTF JO FBDI QFSJPE B

��"O JNQPSUBOU EJRFSFODF CFUXFFO UIF #BMB BOE (PZBM 	����
 NPEFM BOE UIF PUIFST EJTDVTTFE IFSF JT

UIBU JO UIFJS NPEFM BHFOUT IBWF TUSBUFHJD FYQFSJNFOUBUJPO JODFOUJWFT UIBU EFUFSNJOF FOEPHFOPVTMZ UIF

QSJWBUF TJHOBMT UIBU UIFZ PCTFSWF�

��



CJOBSZ BDUJPO XJUI UIF PCKFDUJWF PG NBUDIJOH B CJOBSZ TUBUF 	.PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[

	����

� *O B OFUXPSL XJUI B SPZBM GBNJMZ
 JODPSSFDU TJHOBMT SFDFJWFE CZ UIF SPZBM GBNJMZ

DBO DBVTF UIF FOUJSF QPQVMBUJPO UP FWFOUVBMMZ BEPQU UIF JODPSSFDU BDUJPO� 8IFO UIJT

IBQQFOT
 UIF FBSMZ QFSJPE BDUJPOT PG BHFOUT JO UIF QPQVMBUJPO BSF TUJMM EFQFOEFOU VQPO

UIFJS PXO QSJWBUF TJHOBMT
 CVU UIJT JOGPSNBUJPO EPFT OPU QSPQBHBUF UISPVHI UIF OFUXPSL�

5IF PVUDPNF JT DMPTFMZ SFMBUFE UP JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO NPEFMT XJUI B TJOHMF BDUJPO


JO UIBU TPDJBM JOGPSNBUJPO DBO FWFOUVBMMZ DBVTF UIF BHFOUT UP EJTSFHBSE UIFJS PXO QSJWBUF

TJHOBMT�

$POWFSTFMZ
 .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����
 TIPX UIBU JO JOSOJUF OFUXPSLT UIBU

BSF FHBMJUBSJBO
 FWFO XJUI CPVOEFE TJHOBMT
 BHFOUT BMM DPOWFSHF UP UIF DPSSFDU BDUJPO�

*O UIFJS UFSNT
 B OFUXPSL JT TBJE UP CF FHBMJUBSJBO JG UIFSF BSF JOUFHFST d BOE L TVDI

UIBU 	J
 FBDI BHFOU PCTFSWFT BU NPTU d PUIFST BOE 	JJ
 JG BHFOU In PCTFSWFT Im
 UIFO UIFSF

JT B QBUI PG MFOHUI BU NPTU L GSPN Im CBDL UP In� 5IF SSTU DPOEJUJPO FYDMVEFT BHFOUT

XIP PCUBJO MBSHF BNPVOUT PG TPDJBM JOGPSNBUJPO� 5IF TFDPOE FYDMVEFT SPZBM GBNJMJFT


XIP BSF PCTFSWFE CZ NBOZ PG UIFJS �TVCKFDUT� CVU EP OPU SFDJQSPDBUF CZ PCTFSWJOH UIFJS

TVCKFDUT EJSFDUMZ
 PS FWFO JOEJSFDUMZ UISPVHI TIPSU QBUIT� "OPUIFS JOUFSQSFUBUJPO PG UIF

TFDPOE DPOEJUJPO JT UIBU JU SFRVJSFT UIF OFUXPSL UP CF BQQSPYJNBUFMZ VOEJSFDUFE
 XIFSF

BO VOEJSFDUFE OFUXPSL JT POF JO XIJDI UIF TFDPOE DPOEJUJPO IPMET GPS L = 1�

5IVT
 CPUI #BMB BOE (PZBM 	����
 BOE .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����
 DPODMVEF

UIBU OFUXPSLT JO XIJDI B TVCTFU PG BHFOUT QMBZT UPP JNQPSUBOU B SPMF DBO IBNQFS UIF

TPX PG JOGPSNBUJPO BOE MFBE UP GBJMVSFT PG MFBSOJOH
 BOE UIBU BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST

JO OFUXPSLT JO XIJDI BMM BHFOUT JO UIF OFUXPSL QMBZ B TJNJMBS SPMF��� 5IF NFDIBOJTN

VOEFSMZJOH UIF GBJMVSF PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH JO OPO�FHBMJUBSJBO OFUXPSLT JT TJNJMBS UP

UIF DBVTF PG DBTDBEFT JO UIF 4#.� NBOZ BHFOUT DIPPTF BDUJPOT UIBU BSF IFBWJMZ JOTVFODFE

CZ TPDJBM JOGPSNBUJPO
 BOE UIVT EP OPU SFWFBM UIFJS QSJWBUF TJHOBMT� *O UIF 4#.
 UIJT TPDJBM

JOGPSNBUJPO DPNFT GSPN UIF FBSMZ BHFOUT� *O B TFUUJOH XJUI OPO�FHBMJUBSJBO OFUXPSLT

��*OUFSFTUJOHMZ
 GPS VOEJSFDUFE OFUXPSLT BOE NZPQJD BHFOUT
 .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����
 TIPX UIBU

BHFOUT BMXBZT DPOWFSHF UP UIF DPSSFDU BDUJPO
 GPS BOZ OFUXPSL UPQPMPHZ�FWFO OPO�FHBMJUBSJBO OFUXPSLT

JO XIJDI BHFOUT DBO PCTFSWF BSCJUSBSJMZ NBOZ PUIFST�

��



BOE SFQFBUFE BDUJPOT
 JU DPNFT GSPN BHFOUT XIP CFDPNF TPDJBMMZ XFMM�JOGPSNFE CFDBVTF

PG UIFJS DFOUSBM MPDBUJPOT JO UIF OFUXPSL�

8IFO BHFOUT DIPPTF BDUJPOT GSPN B TFU UIBU JT SJDI FOPVHI UP SFWFBM UIFJS

CFMJFGT
 JOGPSNBUJPO JT BHHSFHBUFE SFHBSEMFTT PG UIF OFUXPSL TUSVDUVSF 	.VFMMFS�'SBOL

	����

� "T B TUSBJHIUGPSXBSE TQFDJBM DBTF
 XIFO UIF 4#. JT NPEJSFE UP BMMPX B SJDI TFU

PG BDUJPOT UIBU SFWFBM CFMJFGT 	TFF f �

 JOGPSNBUJPO JT QFSGFDUMZ BHHSFHBUFE
 JO UIF TFOTF

UIBU BHFOUT DPOWFSHF UP UIF TBNF CFMJFG UIBU UIFZ XPVME IPME JG BMM QSJWBUF TJHOBMT XFSF

UP CFDPNF QVCMJD�

4JNJMBSMZ
 JO B OFUXPSL TFUUJOH
 %F.BS[P
 7BZBOPT BOE ;XJFCFM 	����
 PRFS BT

B CFODINBSL DBTF B NPEFM JO XIJDI BHFOUT JO B DPOOFDUFE TPDJBM OFUXPSL BSF JOUFSFTUFE

JO B TUBUF θ ∈ R GPS XIJDI BMM IBWF B VOJGPSN 	JNQSPQFS
 QSJPS� &BDI BHFOU JOJUJBMMZ

PCTFSWFT B (BVTTJBO TJHOBM XJUI FYQFDUBUJPO FRVBM UP θ� *O FBDI QFSJPE FBDI BHFOU

PCTFSWFT IFS OFJHICPST� QPTUFSJPS FYQFDUBUJPOT PG θ
 BOE VQEBUFT IFS QPTUFSJPS VTJOH

#BZFT� -BX� &BDI BHFOU�T QPTUFSJPS JT (BVTTJBO
 BOE UIVT JT DPNQMFUFMZ DIBSBDUFSJ[FE CZ

UIF BHFOU�T QPTUFSJPS FYQFDUBUJPO� UIF WBSJBODF EFQFOET PO UIF OFUXPSL TUSVDUVSF BOE

EPFT OPU EFQFOE VQPO TJHOBM SFBMJ[BUJPOT� *O UIJT NPEFM UIF BHFOUT DPOWFSHF UP UIF TBNF

CFMJFG UIFZ XPVME IBWF JG UIFZ XFSF UP TIBSF UIFJS QSJWBUF TJHOBMT
 TP UIBU JOGPSNBUJPO JT

QFSGFDUMZ BHHSFHBUFE���

'SPOHJMMP
 4DIPFOFCFDL BOE 5BNV[ 	����
 BOE %BTBSBUIB
 (PMVC BOE )BL

	����
 DPOTJEFS B TJNJMBS TFUUJOH
 CVU XIFSF UIF TUBUF FYPHFOPVTMZ DIBOHFT XJUI UJNF


BHFOUT SFDFJWF B OFX TJHOBM BU FBDI EBUF
 BOE TJHOBMT IBWF IFUFSPHFOFPVT QSFDJTJPOT�

4JODF UIF TUBUF DIBOHFT
 UIF BHFOUT DBOOPU MFBSO JU FYBDUMZ� 5IF FUDJFODZ PG JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUJPO EFQFOET PO UIF TPDJBM OFUXPSL TUSVDUVSF BOE UIF TJHOBM TUSVDUVSF� *O

%BTBSBUIB
 (PMVC BOE )BL 	����

 JOGPSNBUJPO JT CFUUFS BHHSFHBUFE XIFO UIFSF JT MBSHF

IFUFSPHFOFJUZ JO TJHOBM QSFDJTJPOT
 XIJDI IFMQT BHFOUT SMUFS PVU TUBMF JOGPSNBUJPO UIBU JT

FOUBOHMFE XJUI JOGPSNBUJPO UIBU JT NPSF SFMFWBOU GPS UIF DVSSFOU TUBUF�

��5IF NBJO SFTVMU PG %F.BS[P
 7BZBOPT BOE ;XJFCFM 	����
 EFTDSJCFT UIF FRFDUT PG QFSTVBTJPO CJBT


XIFSFJO BHFOUT VQEBUF CFMJFGT VOEFS UIF NJTUBLFO QSFNJTF UIBU PUIFS BHFOUT EP OPU PCTFSWF PUIFST�

��



������ )FVSJTUJD NPEFMT

" IJHIMZ JOUFSEJTDJQMJOBSZ MJUFSBUVSF TUVEJFT IFVSJTUJD NPEFMT PG TPDJBM MFBSOJOH XJUI

SFQFBUFE BDUJPOT PO OFUXPSLT��� *OEFFE
 TJODF SFQFBUFE BDUJPO NPEFMT JO OFUXPSLT UBY

UIF SBUJPOBMJUZ BTTVNQUJPO
 JO TVDI TFUUJOHT IFVSJTUJD EFDJTJPO NBLJOH JT PGUFO UIF NPSF

JOUFSFTUJOH DBTF�

*O NBUIFNBUJDT BOE QIZTJDT
 NPEFMT TVDI BT UIF �WPUFS NPEFM� 	)PMMFZ BOE

-JHHFUU 	����

 BOE UIF �%FRVBOU NPEFM� 	%FRVBOU FU BM� 	����

 VTF UPPMT GSPN

TUBUJTUJDBM NFDIBOJDT UP TUVEZ JOUFSBDUJOH BHFOUT UIBU GPMMPX SVMFT UIBU BSF TJNQMF FOPVHI

UIBU UIF BHFOUT SFTFNCMF JOUFSBDUJOH QBSUJDMFT� 8F SFGFS UIF SFBEFS UP PUIFS TVSWFZT

BOE CPPLT UIBU DPWFS UIJT SFME
 TVDI BT $BTUFMMBOP
 'PSUVOBUP BOE -PSFUP 	����
 PS

#PDDBMFUUJ FU BM� 	����
� *O TPDJPMPHZ
 B RVBOUJUBUJWF MJUFSBUVSF TUVEJFT PQJOJPO FYDIBOHFT

PO OFUXPSLT
 QBSUJBMMZ NPUJWBUFE CZ UIF RVFTUJPO PG IPX UP NFBTVSF OFUXPSL DFOUSBMJUZ

	TFF
 F�H�
 ,BU[ 	����
 BOE #POBDJDI 	����

�

5IF TUBUJTUJDBM NFDIBOJDT BQQSPBDI IBT BMTP CFFO BQQMJFE XJUIJO FDPOPNJDT�

TFF
 F�H�
 ,BOEPSJ
 .BJMBUI BOE 3PC 	����

 &MMJTPO 	����

 #MVNF 	����

 )PSTU BOE

4DIFJOLNBO 	����
 BOE UIF TVSWFZ %VSMBVG BOE *PBOOJEFT 	����
� 5IFTF QBQFST GPDVT

PO IPX QMBZ BSSJWFT BU BO FRVJMJCSJVN
 UZQJDBMMZ JO B DPPSEJOBUJPO HBNF
 SBUIFS UIBO PO

MFBSOJOH CZ QMBZFST BCPVU BO VOLOPXO TUBUF�

*O B XFMM�LOPXO IFVSJTUJD NPEFM PG MFBSOJOH BCPVU BO VOLOPXO TUBUF
 %F(SPPU

	����
 DPOTJEFST B SOJUF OVNCFS PG BHFOUT JO B TPDJBM OFUXPSL� &BDI BHFOU JT FOEPXFE

XJUI BO JOJUJBM TVCKFDUJWF QSJPS SFHBSEJOH B SOJUF TUBUF� *O FBDI QFSJPE FBDI BHFOU SFWFBMT

IFS CFMJFG UP IFS OFUXPSL OFJHICPST
 BOE UIFO VQEBUFT IFS PXO CFMJFG UP B XFJHIUFE

TVN PG IFS OFJHICPST� CFMJFGT� 5IFTF XFJHIUT pnm BSF FYPHFOPVT BOE EP OPU DIBOHF XJUI

UJNF�

%F(SPPU SOET UIBU VOEFS NJME DPOEJUJPOT UIJT QSPDFTT DPOWFSHFT
 BOE UIBU BMM

BHFOUT DPOWFSHF UP UIF TBNF CFMJFG� 5IJT MJNJU CFMJFG JT FRVBM UP B XFJHIUFE BWFSBHF PG

��8F DPOTJEFSFE IFVSJTUJD NPEFMT VOEFS TFRVFOUJBM 	OPO�SFQFBUFE
 BDUJPOT JO f ����

��



UIF JOJUJBM CFMJFGT� UIF XFJHIUT JO UIJT BWFSBHF BSF HJWFO CZ UIF SSTU FJHFOWFDUPS PG UIF

NBUSJY pnm�

(PMVC BOE +BDLTPO 	����
 VTF %F(SPPU�T GSBNFXPSL UP TUVEZ UIF BHHSFHBUJPO

PG JOGPSNBUJPO� *O UIFJS NPEFM
 UIF TUBUF JT BOZ µ ∈ [0, 1]� 5IF BHFOUT FBDI TUBSU XJUI B

QSJPS DIPTFO GSPN TPNF EJTUSJCVUJPO XJUI FYQFDUBUJPO µ
 BOE GPMMPX %F(SPPU�T VQEBUF

SVMF� &BDI BHFOU VTFT FRVBM XFJHIUT GPS BMM UIF BHFOUT JO IFS OFJHICPSIPPE� (PMVC BOE

+BDLTPO TIPX UIBU PWFS UJNF UIF BHFOUT� CFMJFGT XJMM DPOWFSHF BSCJUSBSJMZ DMPTF UP µ 	GPS

TVUDJFOUMZ MBSHF OFUXPSLT
 BT MPOH BT OP BHFOU IBT UPP IJHI B EFHSFF� 5IF SFMFWBOU

DPOEJUJPO JT UIBU UIF SBUJP CFUXFFO UIF NBYJNVN EFHSFF BOE UIF TVN PG EFHSFFT CF

TVUDJFOUMZ TNBMM
 XIJDI DBO CF WJFXFE BT BOPUIFS OPUJPO PG FHBMJUBSJBOJTN�

"O PWFSBSDIJOH DPODMVTJPO GSPN f �� JT UIBU FHBMJUBSJBOJTN JO OFUXPSL TUSVDUVSF


GPSNBMJ[FE JO WBSJPVT XBZT
 QSPNPUFT JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO BOE XFMGBSF� 5IJT MFTTPO

IPMET BDSPTT B WBSJFUZ PG #BZFTJBO
 RVBTJ�#BZFTJBO BOE IFVSJTUJD TFUUJOHT� &YQMPSJOH UIJT

JTTVF NPSF EFFQMZ JT BO JOUFSFTUJOH EJSFDUJPO GPS GVUVSF SFTFBSDI�

�� "QQMJDBUJPOT BOE &YUFOTJPOT

4P GBS XF IBWF GPDVTFE NBJOMZ PO WBSJBUJPOT PO UIF CBTJD DBTDBEFT BOE TPDJBM MFBSOJOH

TFUUJOH UIBU BSF HFOFSBM JO TDPQF
 PS JOWPMWF DIBOHJOH SFMBUJWFMZ GFX BTTVNQUJPOT� 8F OPX

UVSO UP TFWFSBM FYUFOTJPOT UIBU BSF UBJMPSFE UP TQFDJSD BQQMJDBUJPOT� *O UIFTF BQQMJDBUJPOT


DBTDBEFT BOE PUIFS TPDJBM MFBSOJOH BQQSPBDIFT PRFS OFX JOTJHIUT JOUP TPDJBM PVUDPNFT

JO CPUI NBSLFU BOE OPO�NBSLFU TFUUJOHT�

��



���� 5FBN %FDJTJPOT
 0QUJNBM $POUSBDUJOH BOE 0SHBOJ[BUJPOBM %F�

TJHO

5FBNT PGUFO OFFE UP NBLF KPJOU EFDJTJPOT UIBU DBO CFOFSU GSPN BHHSFHBUJOH UIF JOGPS�

NBUJPO PG UFBN NFNCFST XIP IBWF QSJWBUF JOUFSFTUT BOE MFBSO CZ PCTFSWJOH UIF BDUJPOT

PG PUIFS NFNCFST� *ODFOUJWF QSPCMFNT JOTVFODF XIFUIFS BHFOUT NBLF VTF PG UIFJS PXO

QSJWBUF TJHOBMT
 BOE UIFSFGPSF XIFUIFS DBTDBEFT IJOEFS UIF FUDJFODZ PG JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUJPO� 4VDI QSPCMFNT DBO CF BEESFTTFE UISPVHI UIF EFTJHO PG B DPNNVOJDBUJPO

OFUXPSL BOE BO JODFOUJWF TDIFNF GPS UIF UFBN� 8F SSTU EJTDVTT TFUUJOHT XJUI SBUJPOBM

BHFOUT�

"T JMMVTUSBUFE JO UIF �JOTVFODFST� FYBNQMF PG f ���
 XIFO CFUUFS JOGPSNFE BHFOUT

EFDJEF SSTU
 JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO DBO CF FTQFDJBMMZ QPPS� "T B SFTVMU
 BOUJ�TFOJPSJUZ

WPUJOH TZTUFNT BDIJFWF CFUUFS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 XIFO TFOJPSJUZ JT BTTPDJBUFE

XJUI QSFDJTJPO���

,IBOOB BOE 4MF[BL 	����
 TUVEZ UIF DIPJDF PG OFUXPSL TUSVDUVSF�UFBNT WFSTVT

IJFSBSDIZ�GPS B SSN UIBU TFFLT UP BHHSFHBUF UIF TJHOBMT PG NVMUJQMF FNQMPZFFT��� 5IFJS

BOBMZTJT DPOSSNT UIF JOUVJUJPO UIBU JU DBO CF EFTJSBCMF UP BTTJHO BHFOUT UP NBLF EFDJTJPOT

JOEFQFOEFOUMZ
 QSFWFOUJOH JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 BOE BMMPXJOH B MBUFS PCTFSWFS 	PS NPSF

HFOFSBMMZ
 PCTFSWFST
 UP PCUBJO CFUUFS TPDJBM JOGPSNBUJPO� 5IJT JT TJNJMBS UP UIF EJTDVTTJPO

PG TBDSJSDJBM MBNCT JO f ��

*O ,IBOOB BOE 4MF[BL 	����

 BHFOUT DBO BDRVJSF B QSJWBUF CJOBSZ TJHOBM BCPVU

UIF TUBUF
 XIJDI EFUFSNJOFT UIF QSPSUBCJMJUZ PG B CJOBSZ BDUJPO PO UIF QBSU PG UIF SSN


TVDI BT XIFUIFS PS OPU UP BEPQU B QSPKFDU� 5IF QSFDJTJPO PG BO BHFOU�T QSJWBUF TJHOBM JT

JODSFBTJOH XJUI DPTUMZ QSJWBUF FRPSU� &Y BOUF JEFOUJDBM BHFOUT NBLF UIFJS JOWFTUJHBUJPO

EFDJTJPOT CFGPSF BOZ TPDJBM PCTFSWBUJPO� *O FRVJMJCSJVN UIFZ BMM DIPPTF UIF TBNF FRPSU

��)PXFWFS
 UIJT JT OPU OFDFTTBSJMZ UIF DBTF XIFO BHFOUT IFSE GPS SFQVUBUJPOBM SFBTPOT� "T 0UUBWJBOJ BOE

4¶SFOTFO 	����
 TIPX JO B WBSJBUJPO PG UIF 4DIBSGTUFJO BOE 4UFJO 	����
 NPEFM
 BOUJ�TFOJPSJUZ WPUJOH

TZTUFNT DBO QFSGPSN QPPSMZ�
��8F DPOTJEFSFE NPSF HFOFSBMMZ UIF FRFDUT PG OFUXPSLT PO BTZNQUPUJD MFBSOJOH JO f �����

��



MFWFM� &BDI BHFOU�T BDUJPO DPOTJTUT PG B SFDPNNFOEBUJPO 	F�H�
 UP BEPQU PS SFKFDU UIF

QSPKFDU
� 5IF PQUJNBM DPNQFOTBUJPO DPOUSBDU DPOTJTUT PG B XBHF
 B CPOVT JG BO BHFOU�T

SFDPNNFOEBUJPO UVSOT PVU UP CF DPSSFDU FY QPTU
 BOE
 JG BHFOUT BSF PSHBOJ[FE JOUP UFBNT


B QPTTJCMF UFBN CPOVT UIBU JT SFDFJWFE JG UIF UFBN SFDPNNFOEBUJPO JT DPSSFDU�

*O UFBNT
 BHFOU SFDPNNFOEBUJPOT BSF QVCMJDMZ BOOPVODFE TFRVFOUJBMMZ� 0XJOH

UP TPDJBM PCTFSWBUJPO
 JO FRVJMJCSJVN BHFOUT FY BOUF UFOE UP GSFF SJEF JO HFOFSBUJOH

QSJWBUF TJHOBMT� 'VSUIFSNPSF
 VOMFTT UIF DPNQFOTBUJPO TDIFNF JT IFBWJMZ XFJHIUFE

UPXBSE JOEJWJEVBM BDDVSBDZ
 BHFOUT UFOE UP DBTDBEF PO UIF SFDPNNFOEBUJPOT PG FBSMJFS

BHFOUT� 5IF DPNQFOTBUJPO TDIFNF NBZ PQUJNBMMZ BDDPNNPEBUF TVDI DBTDBEJOH� 5IFTF

FRFDUT MJNJU UIF TPDJBM JOGPSNBUJPO GPSUIDPNJOH GSPN UFBNT UP UPQ NBOBHFNFOU GPS

DIPPTJOH UIF SSN�T BDUJPO�

5IF BMUFSOBUJWF UP UFBNT JT IJFSBSDIJDBM PSHBOJ[BUJPO
 XIFSFJO FBDI BHFOU

SFQPSUT B SFDPNNFOEBUJPO UP UIF UPQNBOBHFS XJUIPVU CFOFSU PG TPDJBM PCTFSWBUJPO� 4VDI

IJFSBSDIJFT SFEVDF GSFF�SJEJOH JO JOGPSNBUJPO BDRVJTJUJPO
 BOE QSFWFOU UIF GPSNBUJPO PG

JODPSSFDU DBTDBEFT� )JFSBSDIJFT UIFSFGPSF EPNJOBUF
 BTTVNJOH UIBU EJSFDU DPNNVOJDBUJPO

BNPOH BHFOUT DBO CF DIFBQMZ TVQQSFTTFE���

*O B NVMUJ�MFWFM IJFSBSDIZ
 BO BMUFSOBUJWF UP GPSDJOH FBSMZ BHFOUT UP NBLF SFDPN�

NFOEBUJPOT XJUIPVU PCTFSWJOH FBDI PUIFS JT UP BSUJSDJBMMZ DPBSTFO UIFJS SFDPNNFOEBUJPOT�

'PS FYBNQMF
 UIF SFDPNNFOEBUJPOT PG � BHFOUT DBO CF BHHSFHBUFE JOUP B TJOHMF PWFSBMM

BEPQU�SFKFDU SFDPNNFOEBUJPO PO B QSPKFDU� 5IJT NBLFT JU VODMFBS UP BO PCTFSWFS XIFUIFS

UIF QSFQPOEFSBODF JO GBWPS PG BO BDUJPO XBT TUSPOH 	� UP �
 PS XFBL 	� UP �
� 4VDI

DPBSTFOJOH DBO DBVTF B TVQFSWJTPS UP XIPN UIF BHFOUT SFQPSU UP VTF UIF TVQFSWJTPS�T PXO

QSJWBUF JOGPSNBUJPO JOTUFBE PG DBTDBEJOH� 5IJT NBLFT UIF TVQFSWJTPS�T SFDPNNFOEBUJPO

UP UIF UPQ MBZFS PG UIF SSN JOGPSNBUJWF� *O TPNF DBTFT DPBSTFOJOH UFOET UP JNQSPWF UIF

SSN�T EFDJTJPO 	"SZB
 (MPWFS BOE .JUUFOEPSG 	����

�

��*O B TJNJMBS TQJSJU
 4HSPJ 	����
 BOBMZ[FT UIF CFOFSUT UP B TPDJBM QMBOOFS PS B SSN PG GPSDJOH TPNF

BHFOUT 	TVDI BT B TVCTFU PG DVTUPNFST
 UP NBLF UIFJS EFDJTJPOT FBSMZ� *O 4HSPJ�T NPEFM
 QSPNPUJPOBM BDUJWJUZ

CZ SSNT FODPVSBHFT TPNF DVTUPNFST UP EFDJEF FBSMZ
 XIJDI DBO CF VTFGVM GPS JODSFBTJOH TBMFT�

��



���� 4UJHNB
 1SFTUJHF
 BOE 3FMBUFE 1IFOPNFOB

"T NFOUJPOFE JO UIF JOUSPEVDUJPO
 DBTDBEFT NBZ BQQMZ UP BEWFSTF JOGFSFODFT ESBXO CZ

QBSUJDJQBOUT JO MBCPS NBSLFUT BOE UIF NBSLFU GPS LJEOFZ USBOTQMBOUT
 XIJDI XF OPX

EJTDVTT JO UVSO�

+PC TFFLFST BSF PGUFO BEWJTFE UP USZ UP BWPJE IBWJOH HBQT JO UIFJS SFTVNFT
 XIJDI

NJHIU CF JOEJDBUJWF UIBU QSFWJPVT QPUFOUJBM FNQMPZFST IBWF SFKFDUFE UIFJS BQQMJDBUJPOT�

,ºCMFS BOE 8FJ[T¢DLFS 	����
 NPEFM TVDI VOFNQMPZNFOU TUJHNB JO B TFUUJOH JO XIJDI

FNQMPZFST SFDFJWF OPJTZ TJHOBMT BCPVU UIF RVBMJUZ PG QPUFOUJBM FNQMPZFFT� 5IF ,ºCMFS

BOE 8FJ[T¢DLFS NPEFM EJRFST GSPN UIF CBTJD DBTDBEFT TFUUJOH JO UIBU CPUI FNQMPZFST

BOE XPSLFST DBO UBLF DPTUMZ VOJMBUFSBM BDUJPOT UIBU NPEJGZ TJHOBM QSFDJTJPO� ,ºCMFS BOE

8FJ[T¢DLFS JEFOUJGZ BO FRVJMJCSJVN JO XIJDI POMZ DBTDBEFT PG SFKFDUJPO
 OPU BDDFQUBODF

PDDVS� 5IFSF JT JOEFFE FWJEFODF
 JODMVEJOH SFME FWJEFODF
 UIBU FNQMPZFST WJFX HBQT

JO SFTVNF BT JOEJDBUJOH SFKFDUJPO CZ PUIFS FNQMPZFST 	0CFSIPM[FS�(FF 	����

 ,SPGU


-BOHF BOE /PUPXJEJHEP 	����

�

" NFDIBOJTN WFSZ TJNJMBS UP TUJHNB JO MBCPS NBSLFUT DBO SFTVMU JO SFGVTBM PG

LJEOFZT CZ QBUJFOUT XIP OFFE LJEOFZ USBOTQMBOUT� 1BUJFOUT BSF TPSUFE JOUP B RVFVF
 JO

PSEFS PG TFWFSJUZ PG UIFJS DPOEJUJPOT� 8IFO B LJEOFZ CFDPNFT BWBJMBCMF
 QBUJFOUT BSF

PRFSFE JU JO TFRVFODF� &BDI QBUJFOU JT PRFSFE UIF LJEOFZ POMZ JG BMM QSFEFDFTTPST SFKFDUFE

JU� *O UIF NPEFM PG ;IBOH 	����

 QBUJFOUT IBWF IFUFSPHFOFPVT QSFGFSFODFT BT UIFZ

EJRFS JO DPNQBUJCJMJUZ XJUI BO BWBJMBCMF PSHBO BOE JO UIFJS VSHFODZ GPS B USBOTQMBOU�

5IFSF BMTP JT B DPNNPO DPNQPOFOU UP WBMVF
 TJODF BMM QBUJFOUT QSFGFS B IJHI RVBMJUZ

LJEOFZ� &BDI QBUJFOU�T QIZTJDJBO QSPWJEFT B NFEJDBM KVEHFNFOU BCPVU UIF TVJUBCJMJUZ PG

BO BWBJMBCMF LJEOFZ
 J�F�
 B QSJWBUF TJHOBM� *G B QBUJFOU JT PRFSFE B LJEOFZ BGUFS SFGVTBMT CZ

FBSMJFS QBUJFOUT JO UIF RVFVF
 TIF JOGFST MPX RVBMJUZ PG UIF PSHBO
 DBVTJOH QPTTJCMF SFKFDU

DBTDBEFT�

6TJOH EBUB GSPN UIF 6OJUFE 4UBUFT 3FOBM %BUB 4ZTUFN
 ;IBOH 	����
 SOET

TUSPOH FWJEFODF PG TPDJBM MFBSOJOH� 1BUJFOUT ESBX OFHBUJWF RVBMJUZ JOGFSFODFT GSPN FBSMJFS

���



SFGVTBMT
 BOE UIVT CFDPNF NPSF MJLFMZ UP SFGVTF B LJEOFZ� 5IJT MFBET UP QPPS LJEOFZ

VUJMJ[BUJPO EFTQJUF B TFWFSF TIPSUBHF PG BWBJMBCMF PSHBOT� 5IFSF JT BMTP TUSPOH FWJEFODF PG

TPDJBM MFBSOJOH JO PUIFS IFBMUI SFMBUFE EFDJTJPOT
 TVDI BT DIPJDF PG IFBMUI QMBOT 	4PSFOTFO

	����

�

3FTFBSDI PO DVMUVSBM FWPMVUJPO IBT IZQPUIFTJ[FE UIBU UIF IVNBO NJOE IBT

FWPMWFE UP DPOGFS QSFTUJHF VQPO TVDDFTTGVM JOEJWJEVBMT 	)FOSJDI BOE (JM�8IJUF 	����

�

*O UIJT UIFPSZ
 JOEJWJEVBMT XIP EFGFS UP BO BENJSFE JOEJWJEVBM CFOFSU GSPN CFJOH HSBOUFE

BDDFTT UP UIF JOGPSNBUJPO QPTTFTTFE CZ UIBU JOEJWJEVBM BCPVU IPX UP CF TVDDFTTGVM JO

UIFJS TIBSFE FDPMPHJDBM FOWJSPONFOU� *G EJRFSFOU PCTFSWFST PCTFSWF EJRFSFOU QBZPR

SFBMJ[BUJPOT
 UIFZ XJMM IBWF EJRFSFOU JOGPSNBUJPO BCPVU XIP JT B HPPE EFDJTJPO NBLFS�

4P PCTFSWFST DBO BDRVJSF VTFGVM JOGPSNBUJPO CZ PCTFSWJOH XIPN PUIFST EFGFS UP� 5IF

)FOSJDI BOE (JM�8IJUF QFSTQFDUJWF PO QSFTUJHF OBUVSBMMZ TVHHFTUT UIBU UIFSF DBO CF

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO DPOGFSSJOH QSFTUJHF� *G TP
 QSFTUJHF NBZ CF B WFSZ OPJTZ JOEJDBUPS

PG EFDJTJPO BCJMJUZ� 5IJT JT BO JOUFSFTUJOH UPQJD GPS GVUVSF SFTFBSDI�

���� 4PDJBM *OGPSNBUJPO 6TF CZ "OJNBMT

;PPMPHJTUT IBWF EFWFMPQFE BOE BQQMJFE JOGPSNBUJPO DBTDBEFT NPEFMT UP VOEFSTUBOE UIF

BDRVJTJUJPO PG TPDJBM JOGPSNBUJPO CZ BOJNBMT GPS EFDJTJPOT BCPVU NBUJOH
 OBWJHBUJPO


QSFEBUPS�BWPJEBODF
 GPSBHJOH
 BOE IBCJUBU TFMFDUJPO��� 4FWFSBM FNQJSJDBM TUVEJFT PG JNJ�

UBUJPO JO BOJNBMT DPODMVEF UIBU TPDJBM MFBSOJOH BOE DBTDBEFT BSF JNQPSUBOU NFDIBOJTNT


BT EJTUJODU
 F�H�
 GSPN QBZPR FYUFSOBMJUJFT� *O GBDU
 JNJUBUJPO PDDVST EFTQJUF UIF GBDU UIBU

QBZPR FYUFSOBMJUJFT BSF PGUFO OFHBUJWF
 BT JNJUBUJPO JODSFBTFT DPNQFUJUJPO XJUI PUIFST

GPS UIF TBNF GPPE TPVSDFT
 UFSSJUPSJFT
 PS NBUFT�

%BMM FU BM� 	����
 EJTDVTT TFWFSBM QSPQPTFE FYBNQMFT PG BOJNBM JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT� "O FYUFOTJWF FNQJSJDBM MJUFSBUVSF EPDVNFOUT DPQZJOH JO NBUF DIPJDFT JO NBOZ

��8JUI SFHBSE UP IVNBO IBCJUBU DIPJDF
 &QTUFJO 	����
 QSPWJEFT B NPEFM JO XIJDI UIFSF BSF DBTDBEFT

JO UIF DIPJDF PG DPVOUSZ PG FNJHSBUJPO�

���



TQFDJFT
 JODMVEJOH IVNBOT 	8BZOGPSUI 	����

 "OEFSTPO BOE 4VSCFZ 	����

 8JUUF


,OJFM BOE ,VSFDL 	����

� (JCTPO BOE )PHMVOE 	����
 QSPWJEF FWJEFODF DPOTJTUFOU XJUI

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO UIF DIPJDFT PG TBHF IFOT PCTFSWJOH NBUJOH EJTQMBZ HSPVQT DBMMFE

MFLT� $POTJTUFOU XJUI UIF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 UIFSF JT FWJEFODF PG SFWFSTBM PG

DIPJDFT VQPO PCTFSWBUJPO PG PUIFST JO HVQQZ NBUJOH 	F�H�
 %VHBULJO BOE (PEJO 	����

�

(JSBMEFBV
 7BMPOF BOE 5FNQMFUPO 	����
 BQQMZ UIF MPHJD PG JOGPSNBUJPO DBT�

DBEFT UP VOEFSTUBOE UIF DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI BOJNBMT XJMM PQUJNBMMZ BDRVJSF JOGPSNB�

UJPO TPDJBMMZ� 5IF BVUIPST QSPQPTF UISFF QPTTJCMF FYBNQMFT PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO

OBUVSF� GBMTF BMBSN TJHIUT
 XIFSFJO �HSPVQT PG BOJNBMT UBLF GSJHIU BOE SFUSFBU RVJDLMZ

UP QSPUFDUJWF DPWFS
 TPNFUJNFT FWFO JO UIF BCTFODF PG BOZ PCWJPVT TPVSDF PG EBOHFS��

OJHIU SPPTU TJUF TFMFDUJPO
 XIFSFJO NBOZ CJSET BEPQU B TJUF �TJNQMZ CFDBVTF UIF TPDJBM

JOGPSNBUJPO JOEJDBUFT UIF TJUF JT QSPSUBCMF�� BOE NBUF DIPJDF DPQZJOH
 BT KVTU EJTDVTTFE�

5IF BVUIPST BSHVF UIBU UIF QPTTJCJMJUZ PG JODPSSFDU DBTDBEFT NBLFT JU VOQSPSUBCMF UP

FYQFOE SFTPVSDFT UP PCTFSWF UIF BDUJPOT PG PUIFST�

���� 4FRVFOUJBM 7PUJOH

*O QSJNBSZ FMFDUJPOT GPS OPNJOBUJOH QBSUZ DBOEJEBUFT GPS 6�4� QSFTJEFOUJBM FMFDUJPOT


TUBUFT UIBU HP FBSMZ JO UIF QSPDFTT FYFSU B EJTQSPQPSUJPOBUF JOTVFODF PO UIF VMUJNBUF

PVUDPNF� " MFBEJOH FYQMBOBUJPO JT UIBU UIFSF BSF NPNFOUVN FRFDUT XIFSFJO UIF CFMJFGT PG

MBUFS WPUFST XFSF JOTVFODFE CZ UIF DIPJDFT PG FBSMJFS WPUFST JO *PXB BOE /FX )BNQTIJSF

	TFF #BSUFMT 	����

�

8IJMF UIJT SOEJOH JT JOUVJUJWF
 JO B TFRVFOUJBM TFUUJOH JO XIJDI WPUFST XJUI

QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBMT TFFL UP FMFDU UIF CFTU DBOEJEBUF
 %FLFM BOE 1JDDJPOJ 	����


TIPX UIBU UIFSF FYJTU FRVJMJCSJB JO XIJDI WPUFST BSF OPU JOTVFODFE CZ QSFEFDFTTPST� WPUFT�

*O UIFTF FRVJMJCSJB
 FBDI WPUFS JHOPSFT UIF WPUJOH IJTUPSZ BOE CFIBWFT JO UIF TBNF XBZ

BT TIF XPVME JO XIBU JT LOPXO BT B SFTQPOTJWF FRVJMJCSJVN PG UIF TJNVMUBOFPVT WPUJOH

HBNF� " WPUFS JT QJWPUBM POMZ JG PUIFST� WPUFT BSF TQMJU FRVBMMZ
 KVTU BT JO UIF TJNVMUBOFPVT

���



WPUJOH HBNF� 4JODF FBDI BHFOU�T WPUF PQUJNBMMZ EFQFOET PO IFS QSJWBUF TJHOBM
 UIFSF JT

BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

)PXFWFS
 "MJ BOE ,BSUJL 	����
 TIPX UIBU UIFSF BMTP FYJTU FRVJMJCSJB JO TF�

RVFOUJBM WPUJOH JO XIJDI WPUFST BSF JOTVFODFE CZ QSFEFDFTTPST
 SFTVMUJOH JO JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT��� 8F DPOTJEFS B TJNQMF TFUUJOH UP JMMVTUSBUF UIFJS NBJO JEFBT� 7PUFST 	BHFOUT


IBWF JEFOUJDBM QSFGFSFODFT PWFS UXP DBOEJEBUFT
 L BOE H� "MM WPUFST QSFGFS DBOEJEBUF θ

JG BOE POMZ JG UIF TUBUF JT θ� 5IF JOGPSNBUJPO PG FBDI WPUFS DPOTJTUT PG B CJOBSZ QSJWBUF

TJHOBM BOE UIF WPUFT PG IFS QSFEFDFTTPST� 7PUFST NVTU WPUF GPS POF PG UIF DBOEJEBUFT BOE

DBOOPU BCTUBJO�

4VQQPTF UIBU UIF FMFDUJPO JT EFDJEFE CZ B TJNQMF NBKPSJUZ WPUF BOE UIBU UIF

UPUBM OVNCFS PG WPUFST
 2N − 1
 JT PEE� -FU a = (a1, a2, . . . , a2N−1) CF UIF WPUFT 	BDUJPOT


PG BMM BHFOUT BOE Cθ(a) CF UIF OVNCFS PG WPUFT GPS DBOEJEBUF θ� *O UIJT TFUUJOH
 UIF VUJMJUZ

PG FBDI WPUFS JT

u(a) =



















1 JG CL(a) ≥ N BOE θ = L

1 JG CH(a) ≥ N BOE θ = H

0 PUIFSXJTF.

*O TIBSQ DPOUSBTU XJUI UIF 4#.
 JO UIJT TFUUJOH FWFSZ BHFOU DBSFT BCPVU EFDJTJPOT UBLFO

CZ PUIFST
 J�F�
 BHFOUT BSF CPUI CBDLXBSE�MPPLJOH BOE GPSXBSE�MPPLJOH� *O DPOTFRVFODF


UIFZ DBSF BCPVU UIF JOGPSNBUJPO UIFJS BDUJPOT NJHIU DPOWFZ UP UIFJS TVDDFTTPST���

5IJT SBJTFT BO JOUFSFTUJOH JTTVF� EFTQJUF QBZPR JOUFSBDUJPOT
 EP WPUFST CFIBWF

TJODFSFMZ
 J�F�
 WPUF GPS UIF DBOEJEBUF UIFZ UIJOL JT CFTU HJWFO UIFJS CFMJFGT 0XJOH UP UIF

QPTTJCJMJUZ PG DBTDBEFT
 TJODFSF WPUJOH NBZ OPU CF JOGPSNBUJWF�J�F�
 BHFOUT NBZ JHOPSF

UIFJS QSJWBUF TJHOBMT� 5IJT SBJTFT UIF QPTTJCJMJUZ UIBU BHFOUT NBZ JOTUFBE XBOU UP SFWFBM

UIFJS QSJWBUF TJHOBMT CZ WPUJOH JO PQQPTJUJPO UP UIF QSFEPNJOBOU WPUJOH PG QSFEFDFTTPST�

��0UIFS BQQMJDBUJPOT PG UIF "MJ BOE ,BSUJL 	����
 NPEFM JODMVEF QVCMJD HPPE BMMPDBUJPOT BOE DIBSJUBCMF

HJWJOH�
��5IF QBZPR JOUFSBDUJPOT IFSF EJRFS GSPN UIPTF PG f �
 BT CZ BTTVNQUJPO IFSF UIFSF BSF OP DPOHFTUJPO

FRFDUT OPS DPOTJDUT PG JOUFSFTU OPS DPOGPSNJUZ QSFGFSFODFT�

���



4P JU JT OPU DMFBS UIBU B TJODFSF FRVJMJCSJVN FYJTUT�

"T "MJ�,BSUJL TIPX
 UIFSF JT JOEFFE BO FRVJMJCSJVN XJUI TJODFSF CFIBWJPS� *O

UIJT FRVJMJCSJVN
 WPUFST GPMMPX UIFJS TJHOBMT VOMFTT B DBOEJEBUF MFBET CZ UXP PS NPSF

WPUFT
 JO XIJDI DBTF UIFZ WPUF GPS UIF MFBEJOH DBOEJEBUF SFHBSEMFTT PG UIFJS TJHOBM CBTFE

PO UIF JOGFSFODF UIBU UIF MFBEJOH DBOEJEBUF JT QSPCBCMZ CFUUFS� 5IJT CFIBWJPS SFTVMUT JO B

	QPTTJCMZ JODPSSFDU
 DBTDBEF� UIFSF JT OP BTZNQUPUJD MFBSOJOH� )PXFWFS
 VOMJLF JO UIF

CBTJD DBTDBEFT TFUUJOH
 WPUFST DBSF BCPVU XIBU MBUFS WPUFST XJMM EP
 TP FRVJMJCSJVN XJUI

TJODFSF CFIBWJPS JT B TUSBUFHJD QIFOPNFOPO�

*O UIF DBTDBEF FRVJMJCSJVN JO "MJ BOE ,BSUJL 	����

 IPXFWFS
 BHFOUT EJTSFHBSE

UIF BDUJPOT PG QSFEFDFTTPST XIP UBLF BO PR�UIF�FRVJMJCSJVN�QBUI BDUJPO� "T 8JU 	����


BOE 'FZ 	����
 OPUF
 VOEFS UIF SFBTPOBCMF BTTVNQUJPO UIBU B WPUFS XIP CSFBLT B

DBTDBEF 	J�F�
 PR�UIF�FRVJMJCSJVN�QBUI BDUJPO
 NVTU IBWF WPUFE IFS TJHOBM
 UIF DBTDBEF

FRVJMJCSJVN JT CSPLFO� )PXFWFS
 QMBVTJCMZ UIF DBTDBEF FRVJMJCSJVN NBZ CF SFTVSSFDUFE

JG UIFSF JT PCTFSWBUJPO FSSPS���

4VDI BO FRVJMJCSJVN JT TVHHFTUJWF PG FWJEFODF PG WPUJOH NPNFOUVN NFOUJPOFE

BU UIF TUBSU PG UIJT TFDUJPO� 5IJT FWJEFODF JOEJDBUFT UIBU XIFO UIFSF JT TFRVFOUJBM WPUJOH


FBSMZ TVDDFTT DBO QSPNPUF MBUFS TVDDFTT PXJOH UP GBWPSBCMF JOGFSFODFT ESBXO CZ MBUFS

WPUFST� ,OJHIU BOE 4DIJR 	����
 EPDVNFOU TVDI QPMJUJDBM NPNFOUVN� 5IFZ FTUJNBUF

UIBU WPUFST JO FBSMZ TUBUFT IBE GBS HSFBUFS JOTVFODF UIBO WPUFST JO MBUFS TUBUFT PO UIF

PVUDPNF PG UIF ���� 6�4� QSFTJEFOUJBM QSJNBSJFT
 BOE UIBU DBNQBJHO BEWFSUJTJOH DIPJDFT

UPPL JOUP BDDPVOU TVDI NPNFOUVN FRFDUT� .PSFPWFS
 "MJ FU BM� 	����
 QSPWJEF MBCPSBUPSZ

FWJEFODF UIBU TVHHFTUT QPTTJCMF DBTDBEJOH CFIBWJPS JO TFRVFOUJBM WPUJOH�

#BUUBHMJOJ 	����
 NPEJSFT %FLFM�1JDDJPOF�T WPUJOH NPEFM UP BMMPX GPS B UIJSE

DIPJDF � BO PQUJPO UP OPU WPUF� #BUUBHMJOJ TIPXT UIBU JG UIFSF JT FWFO B TNBMM DPTU PG

WPUJOH
 UIFO %FLFM BOE 1JDDJPOF�T SFTVMU EPFT OPU IPME� UIF TFU PG QFSGFDU FRVJMJCSJVN

PVUDPNFT JO TJNVMUBOFPVT WPUJOH BOE JO TFRVFOUJBM WPUJOH BSF EJTKPJOU� *OGPSNBUJPO

��*OUVJUJWFMZ
 XIFO BO BHFOU TFFT B EFWJBUJPO GSPN UIF DBTDBEF BDUJPO
 UIF PCTFSWFS NBZ DPODMVEF UIBU

UIJT JT B GBMTF PCTFSWBUJPO�

���



BHHSFHBUJPO JT XPSTF JO TFRVFOUJBM WPUJOH UIBO JO TJNVMUBOFPVT WPUJOH XIFO N JT MBSHF�

'VSUIFSNPSF
 XIFO WPUFST IBWF B EJSFDU QSFGFSFODF GPS WPUJOH GPS UIF XJOOFS JO BEEJUJPO

UP B QSFGFSFODF GPS WPUJOH GPS UIF SJHIU DBOEJEBUF
 TPDJBM MFBSOJOH DBO MFBE UP B CBOEXBHPO

FRFDU 	$BMMBOEFS 	����

�

*O UIF QBQFST EJTDVTTFE FBSMJFS
 WPUFST BSF NPUJWBUFE CZ UIF GBDU UIBU UIFZ DBO

CF QJWPUBM GPS UIF PVUDPNF
 PS UIFSF JT B QSFGFSFODF GPS WPUJOH GPS UIF XJOOFS� "T PUIFS

SFTFBSDI FNQIBTJ[FT
 PUIFS GBDUPST BOE NPUJWBUJPOT DBO BMTP CF WFSZ JNQPSUBOU
 TVDI

BT UIF DPTU PG WPUJOH
 BOE EJSFDU VUJMJUZ GSPN WPUJOH 	PS OPU WPUJOH
 BT BO FYQSFTTJPO

PG QPMJUJDBM WJFXQPJOU� %JTFOUBOHMJOH TPDJBM MFBSOJOH GSPN PUIFS FRFDUT JT B UPQJD GPS

FNQJSJDBM SFTFBSDI�

���� $IBOHJOH 4UBUFT BOE 'BET

*O SFBMJUZ UIF CFTU BDUJPO UP UBLF PGUFO TVDUVBUFT PWFS UJNF
 J�F�
 UIF TUBUF FWPMWFT

TUPDIBTUJDBMMZ� 'PS FYBNQMF
 DPNQFUJOH XFC CSPXTFST TPNFUJNFT MFBQGSPH FBDI PUIFS JO

GVODUJPOBMJUZ GPS VTFST� *O TVDI B TFUUJOH
 UIF NFSF QPTTJCJMJUZ UIBU B TIPDL UP UIF TZTUFN

	UIBU JT
 B DIBOHF JO UIF USVF WBMVF
 DPVME PDDVS DBO CF FOPVHI UP EJTMPEHF B DBTDBEF


FWFO JG UIF TIPDL EPFT OPU BDUVBMMZ BSSJWF� 'PS FYBNQMF
 TVQQPTF UIBU UIF TUBUF PG UIF

XPSME JT XIJDI PG UXP SFTUBVSBOUT IBT IJHIFS RVBMJUZ
 BOE UIBU UIJT TUBUF TIJGUT PWFS UJNF�

5IF RVFTUJPO JT XIFUIFS UIFSF BSF GBET JO XIJDI QFPQMF TIJGU CFUXFFO SFTUBVSBOUT NVDI

NPSF PGUFO UIBO UIF VOEFSMZJOH TUBUF TXJUDIFT�

5P TFF UIJT
 TVQQPTF UIBU KVTU CFGPSF I101�T EFDJTJPO
 XJUI QSPCBCJMJUZ 1/10 UIF

TUBUF θ JT OFXMZ SFESBXO GSPN JUT FY BOUF EJTUSJCVUJPO
 BOE SFNBJOT SYFE UIFSFBGUFS� -FU

θ′ EFOPUF UIF TUBUF BGUFS I100
 XIFSF θ′ 6= θ XJUI QSPCBCJMJUZ 1/20�

5IF QPTTJCJMJUZ PG B WBMVF TIJGU CSFBLT UIF DBTDBEF� I101 PQUJNBMMZ GPMMPXT IFS

PXO TJHOBM� &WFOUVBMMZ UIF TZTUFN NVTU TFUUMF JOUP B OFX DBTDBEF�POF UIBU OFFE OPU

NBUDI UIF PME POF� *U JT FBTZ UP TIPX UIBU UIF QSPCBCJMJUZ PG B DBTDBEF SFWFSTBM JT B MJUUMF

PWFS 0.0935 ≫ 0.05 	TFF #)8
� 4P UIF QSPCBCJMJUZ UIBU UIF DPNNPO CFIBWJPS TIJGUT JT

���



NPSF UIBO ��� IJHIFS UIBO XPVME CF UIF DBTF VOEFS GVMM JOGPSNBUJPO� #)8 SFGFS UP

TVDI WPMBUJMF PVUDPNFT BT GBET�

8IBU JG UIFSF JT B QSPCBCJMJUZ FBDI QFSJPE UIBU UIF TUBUF TIJGUT 5IFO JG UIF

QSPCBCJMJUZ JT OPU UPP MBSHF
 UIFSF BSF TUJMM DBTDBEFT 	JODMVEJOH JODPSSFDU POFT
� )PXFWFS


UIFTF DBTDBEFT BSF UFNQPSBSZ� PWFS UJNF UIF TPDJBM JOGPSNBUJPO JO BOZ DBTDBEF HSPXT

TUBMF BOE TPNF BHFOU FWFOUVBMMZ SFUVSOT UP VTJOH IFS PXO TJHOBMT 	.PTDBSJOJ
 0UUBWJBOJ

BOE 4NJUI 	����

�

" GSVJUGVM EJSFDUJPO GPS GVUVSF SFTFBSDI JT UP TUVEZ XIBU EFUFSNJOFT UIF QSFWB�

MFODF PG GBET BOE UIF TUBCJMJUZ PG DPOGPSNJTU TPDJBM PVUDPNFT XJUI SFTQFDU UP FYUFSOBM

TIPDLT UIBU DBO DIBOHF UIF VOEFSMZJOH WBMVF TUBUF� 'PS FYBNQMF
 JU NJHIU TFFN UIBU

MFTT TUBCMF FOWJSPONFOUT XPVME CF NPSF GBE�QSPOF
 CVU JU JT GBS GSPN PCWJPVT UIBU TVDI

B DPOKFDUVSF JT USVF� " HSFBUFS QSPCBCJMJUZ PG TUBUF TIJGU EPFT OPU OFDFTTBSJMZ JNQMZ B

HSFBUFS FYDFTT QSPCBCJMJUZ PG BDUJPO TIJGUT SFMBUJWF UP UIF QSPCBCJMJUZ PG TUBUF TIJGU�

���� 1PMJUJDT BOE 3FWPMVUJPOT

8IFO DJUJ[FOT QVCMJDMZ QSPUFTU PS SFWPMU BHBJOTU UIFJS HPWFSONFOU
 UIF BDUJPOT PG FBSMZ

JOEJWJEVBMT DPOWFZ JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QSFWBMFODF PG EJTTBUJTGBDUJPO UP PUIFS PCTFSWFST


BOE PG UIF SJTLT PG HPWFSONFOU TBODUJPOT� 4P UIFSF DBO CF QPTJUJWF GFFECBDL JO TVCNJTTJPO

PS SFTJTUBODF UP UIF SFHJNF�

*O ,VSBO 	����

 BHFOUT IBWF CPUI QSJWBUF QSFGFSFODFT CFUXFFO UXP BMUFSOB�

UJWFT
 BOE QVCMJDMZ EFDMBSFE QSFGFSFODFT� 5IFSF JT B QBZPR�QSFGFSFODF FYUFSOBMJUZ JO UIF

GPSN PG QSFTTVSF UPXBSE DPOGPSNJUZ� 5IJT SFTVMUT JO BO FRVJMJCSJVN XJUI IJHI EFDMBSFE

TVQQPSU GPS BO PQQSFTTJWF SFHJNF UIBU NPTU BHFOUT QSJWBUFMZ PQQPTF� ,VSBO BQQMJFT

UIJT JEFB UP UIF QFSTJTUFODF PG UIF DBTUF TZTUFN JO *OEJB� ,VSBO 	����
 FNQIBTJ[FT

UIBU QSFGFSFODF GBMTJSDBUJPO BOE QPTJUJWF GFFECBDL SFTVMU JO NVMUJQMF FRVJMJCSJB
 BOE UIBU

TVEEFO DIBOHF 	B �QSBJSJF SSF�
 DBO PDDVS BT FYPHFOPVT QBSBNFUFST TIJGU XIFO B DSJUJDBM

UISFTIPME JT DSPTTFE UIBU DBVTFT B TIJGU GSPN POF FRVJMJCSJVN UP BOPUIFS�

���



-PINBOO 	����
 FYQMJDJUMZ NPEFMT CFMJFG VQEBUJOH UP BOBMZ[F UIF NBJOUFOBODF

BOE DPMMBQTF PG QPMJUJDBM SFHJNFT BT JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� *O -PINBOO�T NPEFM
 BHFOUT

IBWF EJRFSFOU QSFGFSSFE QPMJDJFT
 BOE IBWF EJTVUJMJUZ GSPN EFWJBUJPO CFUXFFO UIF HPW�

FSONFOU�T QPMJDZ BOE UIF QSFGFSSFE POFT� "HFOUT NBZ QSPUFTU CFDBVTF UIFJS QSFGFSSFE

QPMJDJFT NBZ EJRFS TVCTUBOUJBMMZ GSPN UIBU PG UIF DVSSFOU SFHJNF� &BDI BHFOU BMTP IBT B

EJTVUJMJUZ DPNQPOFOU GSPN QSPUFTUJOH� %JTVUJMJUZ EFDSFBTFT JO UIF OVNCFS PG PUIFS BHFOUT

XIP BSF QSPUFTUJOH� 5IF FYJTUJOH SFHJNF DPMMBQTFT PODF FOPVHI JOGPSNBUJPO JT SFWFBMFE

UP TIPX UIBU NPSF UIBO B DSJUJDBM OVNCFS PG JOEJWJEVBMT TVQQPSU BO BMUFSOBUJWF SFHJNF

PWFS UIF DVSSFOU POF�

-PINBOO BQQMJFT UIF NPEFM UP UIF -FJQ[JH QSPUFTUT BHBJOTU UIF DPNNVOJTU

SFHJNF JO &BTU (FSNBOZ EVSJOH �������� *O IFS BOBMZTJT
 FWFO B TNBMM QSPUFTU
 XIFO

MBSHFS UIBO FYQFDUFE
 DBO SFWFBM WFSZ TUSPOH PQQPTJUJPO UP UIF SFHJNF
 DBVTJOH UIF

TJ[F PG UIF QSPUFTU UP HSPX FYQMPTJWFMZ� #Z UIF TBNF UPLFO
 XIFO B MBSHF QSPUFTU JT

FYQFDUFE
 JG UIF QSPUFTU GBMMT NPEFTUMZ TIPSU PG FYQFDUBUJPOT
 UIF NPWFNFOU DBO SBQJEMZ

DPMMBQTF� #BTFE PO FWJEFODF GSPN SWF DZDMFT PG QSPUFTUT
 -PINBOO BSHVFT UIBU B EZOBNJD

JOGPSNBUJPO DBTDBEFT NPEFM IFMQT FYQMBJO UIF TVDDFTTGVM QPQVMBS VQSJTJOH BHBJOTU UIF

DPNNVOJTU SFHJNF JO &BTU (FSNBOZ�

&MMJT BOE 'FOEFS 	����
 DPNCJOF GFBUVSFT PG -PINBOO�T NPEFM XJUI UIPTF PG

UIF NPEFM PG EFNPDSBUJ[BUJPO
 SFQSFTTJPO BOE SFHJNF DIBOHF PG "DFNPHMV BOE 3PCJOTPO

	����
� *O "DFNPHMV BOE 3PCJOTPO 	����

 JO PSEFS UP TUBWF PR SFWPMVUJPO
 B SFQSFT�

TJWF SFHJNF UIBU JT SVO CZ UIF SJDI DBO DIPPTF UP SFEJTUSJCVUF XFBMUI WJB UBYBUJPO BOE

EFNPDSBUJ[F CZ FYUFOEJOH UIF WPUJOH GSBODIJTF UP UIF QPPS� 4PNF GSBDUJPO PG UIF XFBMUI

JT EFTUSPZFE JO B SFWPMVUJPO
 XIJDI MJNJUT UIF JODFOUJWF PG UIF QPPS UP SFCFM�

&MMJT BOE 'FOEFS FYUFOE UIF "DFNPHMV BOE 3PCJOTPO BOBMZTJT UP B TFUUJOH JO

XIJDI UIF QPPS IBWF QSJWBUF JOGPSNBUJPO BCPVU SFHJNF TUSFOHUI� *O XIBU XF DBMM UIF L

TUBUF
 B SFWPMVUJPO XPVME EFTUSPZ B IJHIFS GSBDUJPO PG UIF XFBMUI UP CF BQQSPQSJBUFE CZ

UIF QPPS UIBO JO UIF H TUBUF
 NBLJOH JU MFTT BUUSBDUJWF GPS UIF QPPS UP SFWPMU JO TUBUF L�

4P UIF TUBUF PG OBUVSF DIBSBDUFSJ[FT UIF TUSFOHUI PG UIF SFHJNF�

���



*O UIF DBTF PG JOUFSFTU
 UIF SJDI TFU UIF UBY SBUF TVDI UIBU UIF QPPS XPVME MJLF UP

SFWPMU JG UIFZ LOFX UIBU UIF TUBUF XBTH BOE OPU SFWPMU JG UIFZ LOFX UIF TUBUF XBT L� &BDI

QPPS BHFOU 	IFSFBGUFS
 �BHFOU�
 IBT B DPOEJUJPOBMMZ JOEFQFOEFOU CJOBSZ QSJWBUF TJHOBM

BCPVU UIF TUBUF� *G UIF QPPS BSF OPU HSBOUFE UIF GSBODIJTF
 BHFOUT EFDJEF JO TFRVFODF

XIFUIFS UP SFCFM BHBJOTU UIF SFHJNF
 XJUI FBDI BHFOU�T EFDJTJPO PCTFSWBCMF UP MBUFS

BHFOUT� #Z BTTVNQUJPO
 B SFWPMVUJPO PDDVST POMZ JG FWFSZ BHFOU SFCFMT� "U SSTU
 BO BHFOU

XJUI BO h TJHOBM XJMM SFCFM
 XIFSFBT BO BHFOU XJUI BO ℓ TJHOBM XJMM OPU
 J�F�
 WFUPFT UIF

SFWPMVUJPO� )PXFWFS
 BGUFS B TVUDJFOUMZ MPOH TFRVFODF PG SFCFMT 	J�F�
 h TJHOBMT

 FWFO

BO BHFOU XJUI BO ℓ TJHOBM SFCFMT� 4P UIFSF BSF JOGPSNBUJPO DBTDBEFT PG SFWPMVUJPO�

���� -FHBM 1SFDFEFOU BOE *OGPSNBUJPO $BTDBEFT

%BUJOH BU MFBTU BT GBS CBDL BT 0MJWFS 8FOEFMM )PMNFT
 B DPNNPO JOUFSQSFUBUJPO CZ

MFHBM TDIPMBST PG SFTQFDU GPS QSFDFEFOU 	TUBSF EFDJTJT
 JT UIBU KVEHFT BDRVJSF JOGPSNBUJPO

GSPN QBTU EFDJTJPOT JO TJNJMBS DBTFT� *O UIF NPEFM PG 5BMMFZ 	����

 UIJT UBLFT UIF

GPSN PG JNJUBUJPO BDSPTT DPVSUT
 XIFSFJO B KVEHF GPMMPXT UIF EFDJTJPO PG FBSMJFS KVEHFT

�OPUXJUITUBOEJOH UIF GBDUT PG UIF DBTF CFGPSF IFS�� 5IF SFTVMUJOH MPTT PG UIF QSJWBUF

TJHOBMT PG MBUFS KVEHFT XIP SFTQFDU QSFDFEFOU JT BMTP FNQIBTJ[FE CZ 7FSNFVMF 	����


Q��G
� )PXFWFS
 5BMMFZ BSHVFT UIBU UIF DPOEJUJPOT GPS DBTDBEFT UP PDDVS JO UIJT TFUUJOH

BSF IJHIMZ SFTUSJDUJWF
 JO QBSU CFDBVTF KVEHFT DBO SFMBZ JOGPSNBUJPO WJB XSJUUFO PQJOJPOT�

%BVHIFUZ BOE 3FJOHBOVN 	����
 PRFS B NPSF HFOFSBM NPEFM PG JNJUBUJPO

BDSPTT DPVSUT� *O UIFJS TFUUJOH
 n BQQFMMBUF DPVSUT BU UIF TBNF MFWFM PCTFSWF QSJWBUF

TJHOBMT BCPVU B CJOBSZ TUBUF� 5IJT TUBUF JOEJDBUFT UIF TJOHMF DPSSFDU EFDJTJPO GPS B

TFU PG SFMBUFE DBTFT UP CF DPOTJEFSFE CZ UIFTF DPVSUT� 5IF DPVSUT NBLF EFDJTJPOT JO

FYPHFOPVT TFRVFODF� *G TJHOBMT BSF CPVOEFE
 JNJUBUJPO BDSPTT UIF BQQFMMBUF DPVSUT SFTVMUT

JO JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 PGUFO JODPSSFDU� FWFO JG TJHOBMT BSF VOCPVOEFE
 XJUI NBOZ

DPVSUT UIFSF JT B IJHI QSPCBCJMJUZ PG FYUFOTJWF JNJUBUJPO
 SFTVMUJOH JO QPPS JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUJPO� 5IF BVUIPST PRFS TFWFSBM QPTTJCMF FYBNQMFT PG BDUVBM QSFDFEFOUJBM DBTDBEFT

	QQ� �����
�

���



%BVHIFUZ BOE 3FJOHBOVN FNQIBTJ[F UIBU JODPSSFDU DBTDBEFT DBO CF WFSZ

QFSTJTUFOU
 EFTQJUF UIF SOEJOH PG #)8 UIBU DBTDBEFT BSF GSBHJMF
 CFDBVTF PG UIF SBSJUZ PG

TIPDLT UIBU NJHIU EJTMPEHF B KVEJDJBM DBTDBEF� "T EJTDVTTFE JO f �
 JOGPSNBUJWF QVCMJD

EJTDMPTVSFT DBO EJTMPEHF DBTDBEFT� )PXFWFS
 UIF BVUIPST BSHVF UIBU JO UIF 6�4� KVEJDJBM

TFUUJOH
 TVDI TIPDLT UBLF UIF GPSN PG DBTFT CFJOH CSPVHIU UP UIF 4VQSFNF $PVSU PQJOJPOT

EFTQJUF IBSNPOJPVT EFDJTJPOT PG MPXFS DPVSUT� 4VDI SFWJFX JT SBSF
 CFDBVTF UIF 4VQSFNF

$PVSU OFFET UP XBJU GPS DBTFT UP CF BQQFBMFE
 BOE CFDBVTF EFDJTJPOT UIBU BSF IBSNPOJPVT

BDSPTT DPVSUT BSF SBSFMZ SFWJFXFE�

4VOTUFJO 	����
 BSHVFT UIBU UIF BEPQUJPO PG MFHJTMBUJPO TPNFUJNFT UBLFT UIF

GPSN PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT BDSPTT OBUJPOT� 4VOTUFJO BMTP BSHVFT UIBU MFHBM SFTPMVUJPO

PG DPOTUJUVUJPOBM RVFTUJPOT
 TVDI BT UIF PODF�DPNNPO
 OPX SFKFDUFE
 WJFX UIBU UIF 6�4�

$POTUJUVUJPO QFSNJUT SBDJBM TFHSFHBUJPO
 NBZ CF UIF QSPEVDU PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT�

���� (SPVQ "EPQUJPO PG $POWFOUJPOT

4PDJBM DPOWFOUJPOT PGUFO EJRFS BDSPTT HSPVQT BOE BSF TPNFUJNFT USBOTNJUUFE GSPN POF

HSPVQ UP UIF PUIFS� 8IFO UIFSF JT MJNJUFE PCTFSWBUJPO BDSPTT HSPVQT PG BHFOUT
 EJTUJODU

DBTDBEFT DBO UFNQPSBSJMZ GPSN� 'JTIFS BOE 8PPEFST 	����
 JOWFTUJHBUFT UIF DPOUBHJPO PG

CFIBWJPS CFUXFFO HSPVQT WJB BO JOEJWJEVBM XIP CFMPOHT UP CPUI HSPVQT� *O UIFJS NPEFM


UXP 4#.T
 MBCFMMFE " BOE #
 SVO JO QBSBMMFM� " TJOHMF BHFOU
 In
 n > 2
 JT DPNNPO UP

CPUI HSPVQT " BOE # BOE PCTFSWFT UIF BDUJPOT PG BMM QSFEFDFTTPST JO CPUI HSPVQT� &WFSZ

PUIFS BHFOU JT JO POMZ POF HSPVQ�

4VQQPTF UIBU n JT PEE
 TP UIBU UIF EJRFSFODF CFUXFFO UIF OVNCFS PG "EPQUT

BOE 3FKFDUT CZ In�T QSFEFDFTTPST JT FWFO� *G OFJUIFS HSPVQ JT JO B DBTDBEF
 UIFO CPUI

HSPVQT DBTDBEF PO In�T BDUJPO� *G BU MFBTU POF HSPVQ JT JO B DBTDBEF
 UIFO UIBU DBTDBEF

NBZ CF QBTTFE UP UIF PUIFS HSPVQ� *G UIF UXP HSPVQT BSF JO PQQPTJUF DBTDBEFT
 UIFO In

GPMMPXT IFS PXO TJHOBM
 XIJDI CSFBLT UIF DBTDBEF UIBU PQQPTFT In�T TJHOBM� *G HSPVQ " JT

JO BO "EPQU DBTDBEF BOE HSPVQ # JT OPU JO B DBTDBEF 	J�F�
 UIF "EPQU�3FKFDU EJRFSFODF

���



BNPOH In�T QSFEFDFTTPST JO (SPVQ # JT [FSP

 UIFO In "EPQUT BOE TVCTFRVFOUMZ CPUI

HSPVQT BSF JO BO "EPQU DBTDBEF
 CFDBVTF In�T TVDDFTTPST JO HSPVQ # SFBMJ[F UIBU In IBT

TVQFSJPS TPDJBM JOGPSNBUJPO� *O TVNNBSZ
 UIFSF DBO CF DPOUBHJPO GSPN UIF DPOWFOUJPO PG

POF HSPVQ UP BOPUIFS HSPVQ�

���� #FMJFG $BTDBEFT

4FWFSBM BVUIPST IBWF TVHHFTUFE UIBU UIF EZOBNJDT PG QVCMJD PQJOJPOT
 TVDI BT UIF SJTF

BOE GBMM PG JEFPMPHJFT BOE DPOTQJSBDZ UIFPSJFT
 BSF JOGPSNBUJPO DBTDBEFT��� 0OF QPTTJCMF

QBUIXBZ NJHIU CF UIF CJOBSZ EFDJTJPO UIBU QFPQMF PGUFO GBDF PG XIFUIFS PS OPU UP GPSXBSE

B OFXT JUFN PO TPDJBM NFEJB� 6OEFS BQQSPQSJBUF DPOEJUJPOT
 JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO

UIJT EFDJTJPO BSF QPTTJCMF�

)PXFWFS
 QFPQMF PO TPDJBM NFEJB EP OPU KVTU GPSXBSE JUFNT� UIFZ FYQSFTT

PQJOJPOT� 5IJT SBJTFT BO JNQPSUBOU RVFTUJPO XIJDI JT OPU BEESFTTFE JO UIF CBTJD DBTDBEFT

TFUUJOH BOE UIF FYUFOTJPOT XF IBWF DPOTJEFSFE TP GBS� TIPVME XF FYQFDU UP TFF JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT JO QVCMJDMZ FYQSFTTFE CFMJFGT 

*O UIF 4#.
 BHFOU In�T CFMJFG p̂n BCPVU UIF TUBUF JT B DPOUJOVPVT WBSJBCMF� 4VQQPTF

UIBU XF FYUFOE UIF 4#. CZ IBWJOH FBDI BHFOU EJSFDUMZ BOE USVUIGVMMZ DPNNVOJDBUF

B SFQPSU PG IFS CFMJFG 	QSPCBCJMJUZ BTTFTTNFOU
 UP UIF OFYU BHFOU� 5IFO FBDI BHFOU�T

QSJWBUF TJHOBM BMXBZT JOTVFODFT UIF OFYU BHFOU�T CFMJFG
 TP OP BHFOU JT FWFS JO B DBTDBEF

PG SFQPSUFE CFMJFGT� )PXFWFS
 JO BMUFSOBUJWF TFUUJOHT UIFSF DBO CF DBTDBEFT�JODMVEJOH

JODPSSFDU DBTDBEFT�JO SFQPSUFE CFMJFGT� 8F GPDVT PO POF QPTTJCMF TPVSDF PG CFMJFG

DBTDBEFT
 CBTFE VQPO EJTDSFUFOFTT JO UIF DPNNVOJDBUJPO DIBOOFM�

��4VOTUFJO 	����B
 Q���
 BSHVFT UIBU UIF TVEEFO QPQVMBSJUZ PG �GBLF OFXT� SFQPSUT JO SFDFOU ZFBST

EFSJWFT GSPN JOGPSNBUJPO DBTDBEFT� ,VSBO BOE 4VOTUFJO 	����
 ����
 IBWF BMTP TVHHFTUFE UIBU JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT PG CFMJFG QMBZ B SPMF JO IPX UIF QVCMJD SFTQPOET UP IFBMUI BOE SOBODJBM DSJTFT
 BOE SFTVMUJOH

EFNBOET GPS SJTL SFHVMBUJPO� 4VOTUFJO 	����C
 Q���
 EFTDSJCFT UIF BEPQUJPO PG UIF CFMJFG UIBU HFOFUJD

NPEJSDBUJPO PG GPPE JT PS JT OPU B TFSJPVT QSPCMFN BT BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF� )F GVSUIFS BSHVFT UIBU UIFSF

BSF DBTDBEFT JO OPSNT BT XFMM BT JO GBDUVBM CFMJFGT�

���



1FPQMF PGUFO DPNNVOJDBUF JO DPBSTF DBUFHPSJFT
 TVDI BT CJOBSZ QBSUJUJPOT� 8IFO

BTLFE BCPVU B NPEFM PG DBS
 QFPQMF PGUFO TBZ UIBU UIFZ MJLF PS EJTMJLF JU
 BT PQQPTFE UP

SFQPSUJOH JOUFOTJUJFT PG MJLJOH PO B DPOUJOVVN
 EFUBJMFE SFBTPOT GPS UIFJS PQJOJPOT
 PS

QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPOT PWFS XIJDI NPEFM JT UIF CFTU��� 4JNJMBSMZ
 XIFO BTLFE GPS B

TVHHFTUJPO BCPVU B NPWJF PS SFTUBVSBOU
 PS XIFO EJTDVTTJOH QPMJUJDBM UPQJDT
 QFPQMF PGUFO

KVTU OBNF UIF QSFGFSSFE PQUJPO
 PS TBZ UIBU BO PQUJPO JT �IPU� WFSTVT �TVDLT�� PS �DPPM�

WFSTVT �CPHVT�� 4VDI EJHJUJ[FE DPNNVOJDBUJPO JT JOFWJUBCMF PXJOH UP MJNJUFE UJNF BOE

DPHOJUJWF SFTPVSDFT PG TQFBLFST BOE MJTUFOFST�

5P DBQUVSF TVDI MJNJUFE CBOEXJEUI JO UIF DPNNVOJDBUJPO PG CFMJFGT
 XF DPOTJEFS

B TFUUJOH JO XIJDI BHFOUT NBLF EFDJTJPOT JO B DPNNPOMZ LOPXO EFUFSNJOJTUJD TFRVFODF


BOE FBDI BHFOU Im PCTFSWFT UIF BDUJPOT PG TPNF TVCTFU PG UIF BHFOU�T QSFEFDFTTPST���

4VQQPTF UIBU UIF BDUJPO PG FBDI BHFOU In JT UP SFQPSU B CJOBSZ JOEJDBUPS PG TUBUF
 an ∈

{L,H}�

8F JOUFSQSFU UIF SFQPSU an BT UIF SFQPSUFE CFMJFG BCPVU UIF TUBUF� 8F XJMM WJFX

SFQPSUFE CFMJFG L BT B DMBJN UIBU UIF TUBUF JT QSPCBCMZ L
 BOE SFQPSUFE CFMJFG H UIBU UIF

TUBUF JT QSPCBCMZ H��� 5IJT DPVME UBLF UIF GPSN PG FYQSFTTJOH UIBU �$BOEJEBUF H XJMM

XJO UIF FMFDUJPO� PS �$BOEJEBUF H XJMM MPTF UIF FMFDUJPO�� 4QFDJSDBMMZ
 In SFQPSUT CFMJFG

L JG IFS USVF CFMJFG p̂n < 0.5
 SFQPSUT H JG p̂n > 0.5
 BOE GPMMPXT TPNF JOEJRFSFODF SVMF


TVDI BT TJQQJOH B DPJO CFUXFFO SFQPSUJOH L PS H
 JG p̂i = 0.5� 5IJT SFQPSUJOH SVMF DBO CF

FOEPHFOJ[FE JG BHFOUT EFTJSF B SFQVUBUJPO XJUI SFDFJWFST GPS NBLJOH HPPE SFQPSUT�

" CFMJFG DBTDBEF JT EFSOFE BT B TJUVBUJPO JO XIJDI
 IBWJOH SFDFJWFE UIF SFQPSUFE

��"T UIF XFMM�LOPXO IFEHF GVOE NBOBHFS BOE TFMG�JNQSPWFNFOU BVUIPS 3BZ %BMJP QVU JU
 �*U JT DPNNPO

GPS DPOWFSTBUJPOT UP DPOTJTU PG QFPQMF TIBSJOH UIFJS DPODMVTJPOT SBUIFS UIBO FYQMPSJOH UIF SFBTPOJOH UIBU

MFE UP UIPTF DPODMVTJPOT��
��"MUFSOBUJWFMZ
 FBDI BHFOU NJHIU BMTP SFDBMM BOE QBTT PO UIF IJTUPSZ PG BMM CFMJFGT UIBU IBWF CFFO SFQPSUFE

UP UIBU BHFOU� *G TJHOBMT BSF EJTDSFUF
 TVDI B TFUUJOH XPVME FRFDUJWFMZ CF FRVJWBMFOU UP UIF NPEFM PG #)8�
��" QPTTJCMF CFIBWJPSBM FYUFOTJPO PG UIF NPEFM XPVME CF UP IBWF UIF SFQPSUT TPNFUJNFT VOEFSTUPPE

OBJWFMZ CZ SFDFJWFST BT JOEJDBUJOH UIBU UIF TUBUF JT L PS H GPS TVSF� *G
 XJUI TPNF QSPCBCJMJUZ
 SFDFJWFST

NBLF UIJT NJTUBLF
 JOGPSNBUJPO DBTDBEFT DBO TUBSU WFSZ RVJDLMZ�

���



CFMJFGT PG TPNF TFU PG QSFEFDFTTPST
 BO BHFOU�T SFQPSUFE CFMJFG JT JOEFQFOEFOU PG UIF

BHFOU�T QSJWBUF TJHOBM� " CFMJFG DBTDBEF JT BMTP BO JOGPSNBUJPO DBTDBEF
 BT EFSOFE FBSMJFS


TJODF UIF SFQPSUFE CFMJFG an DBO CF JOUFSQSFUFE BT UIF BHFOU�T BDUJPO�

*O UIJT NPEFM
 JG TJHOBMT BSF CPVOEFE
 UIFO BT JO f �
 BTZNQUPUJD MFBSOJOH DBO

GBJM� FWFO JO UIF MJNJU
 SFQPSUFE BOE BDUVBM CFMJFGT DBO CF JODPSSFDU� 'VSUIFSNPSF
 JG

TJHOBMT BSF BMTP EJTDSFUF
 UIFO GPS SFBTPOT TJNJMBS UP UIPTF PG UIF NPEFM PG #)8
 UIFSF

BSF JODPSSFDU CFMJFG DBTDBEFT 	TFF GPPUOPUF ��
�

*O UIF NPEJSFE 4#. FYBNQMF BCPWF
 CFMJFG DBTDBEFT EFSJWF GSPN DPNNVOJ�

DBUJPO CBOEXJEUI DPOTUSBJOUT� )PXFWFS
 CFMJFG DBTDBEFT NBZ BMTP EFSJWF GSPN PUIFS

QPTTJCMF NFDIBOJTNT� *O NPEFMT PG NFTTBHF TFOEJOH XJUI QBZPR JOUFSBDUJPOT
 NFTTBHF

TFOEFST TPNFUJNFT TUSBUFHJDBMMZ SFQPSU POMZ DPBSTFOFE WFSTJPOT PG UIFJS CFMJFGT 	$SBXGPSE

BOE 4PCFM 	����

� 5IJT SBJTFT UIF QPTTJCJMJUZ UIBU TFRVFOUJBM SFQPSUJOH NJHIU SFTVMU JO

DBTDBEFT
 XIJDI JT BO JOUFSFTUJOH UPQJD GPS GVUVSF SFTFBSDI���

8IFUIFS CFMJFG DBTDBEFT PDDVS JO QSBDUJDF JT BO FNQJSJDBM RVFTUJPO� " QPTTJCMF

BQQMJDBUJPO JT UP UIF TQSFBE PG TDJFOUJSD DMBJNT� 4JODF JU JT DPTUMZ UP SFBE PSJHJOBM

TPVSDF BSUJDMFT JO EFUBJM
 TDIPMBST PGUFO SFMZ PO EFTDSJQUJPOT PG UIF PSJHJOBM SOEJOHT JO

MBUFS QVCMJDBUJPOT� (SFFOCFSH 	����
 QSPWJEFT CJCMJPNFUSJD FWJEFODF GSPN UIF NFEJDBM

MJUFSBUVSF BCPVU UIF TQSFBE WJB DIBJOT PG DJUBUJPOT PG VOGPVOEFE TDJFOUJSD DMBJNT�

5IF CSPBEFS NFTTBHF JT UIBU B SJDI EJSFDUJPO GPS GVUVSF SFTFBSDI JT UIF BQQMJ�

��"MUFSOBUJWFMZ
 JO CFIBWJPSBM NPEFMT XJUI EVBM DPHOJUJWF QSPDFTTJOH
 BO BHFOU DPOTJTUT PG UXP TFMWFT

	TPNFUJNFT DBMMFE UIF �QMBOOFS� BOE UIF �EPFS�
 XIP GBDF EJTUJODU EFDJTJPO QSPCMFNT� 5IJT DBO DPSSFTQPOE


GPS FYBNQMF
 UP UIF 4ZTUFN � WFSTVT 4ZTUFN � UIJOLJOH EJTUJODUJPO PG ,BIOFNBO 	����
� 4VQQPTF UIBU

UIF QMBOOFS SBUJPOBMMZ VQEBUFT BOE BTTFTTFT QSPCBCJMJUJFT
 BOE
 XIFO p̂i > 0.5 JOTUSVDUT UIF EPFS UIBU UIF

TUBUF JT H
 BOE
 XIFO p̂i < 0.5 JOTUSVDUT UIF EPFS UIBU UIF TUBUF JT L� 4VDI TJNQMJSFE JOTUSVDUJPOT NBZ CF

OFFEFE PXJOH UP MJNJUFE DPHOJUJWF QSPDFTTJOH QPXFS PG UIF EPFS
 XIP NBZ GBDF QSPCMFNT PG EJTUSBDUJPO

BOE UJNF DPOTUSBJOU� *G QFPQMF BSF UZQJDBMMZ JO �EPFS� NPEF XIFO FOHBHFE JO DBTVBM DPOWFSTBUJPO XJUI

PUIFST
 UIFO POMZ UIF DPBSTFOFE JOGPSNBUJPO JT SFQPSUFE� 5IJT XPVME BHBJO SFTVMU JO DBTDBEFT JO SFQPSUFE

CFMJFGT� 'VSUIFSNPSF
 UIFTF SFQPSUFE CFMJFGT DPSSFTQPOE UP UIF HFOVJOF CFMJFGT PG QFPQMF XIFO JO EPFS

NPEF�

���



DBUJPO PG TPDJBM MFBSOJOH UIFPSZ UP UIF EFDJTJPO PG XIJDI CFMJFGT UP QVCMJDMZ FTQPVTF�

5IJT NBZ QSPWJEF OFX JOTJHIU JOUP UIF TQSFBE PG QPMJUJDBM BOE SFMJHJPVT JEFPMPHJFT
 GPML

FDPOPNJD UIJOLJOH
 BOE DPOTQJSBDZ UIFPSJFT�

�� 'VSUIFS %JSFDUJPOT

8F OFYU EJTDVTT B OVNCFS PG QPTTJCMF BWFOVFT PG GVUVSF UIFPSFUJDBM SFTFBSDI PO JOGPSNB�

UJPO DBTDBEFT BOE TPDJBM MFBSOJOH�

���� *OGPSNBUJPO %FTJHO

" GSVJUGVM EJSFDUJPO GPS GVSUIFS FYQMPSBUJPO JT UIF QSPCMFN PG JOGPSNBUJPO EFTJHO JO

TFRVFOUJBM TPDJBM MFBSOJOH TFUUJOHT� 0OF QPTTJCMF QVSQPTF DPVME CF UP JNQSPWF HFOFSBM

XFMGBSF CZ JNQSPWJOH JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO� 8F IBWF TFFO UIBU UIJT DBO TPNFUJNFT

CF BDIJFWFE CZ BTTJHOJOH TPNF BHFOUT UP CF TBDSJSDJBM MBNCT� "MUFSOBUJWFMZ
 B NBOBHFS

PS B TFMMFS DBO EFTJHO PS JOTVFODF UIF TJHOBM TUSVDUVSF PS UIF PCTFSWBUJPO OFUXPSL UP

BDIJFWF QSJWBUF PCKFDUJWFT� 5IJT BNPVOUT UP B GPSN PG TFRVFOUJBM #BZFTJBO QFSTVBTJPO

	,BNFOJDB BOE (FOU[LPX 	����
�

'PS FYBNQMF
 UIF QSJDFT TFU CZ B NPOPQPMJTU JOTVFODF UIF EFDJTJPOT PG FBSMZ

CVZFST
 XIJDI JO UVSO BRFDU UIF JOGPSNBUJPO BOE EFDJTJPOT PG MBUFS CVZFST 	8FMDI 	����

�

4JNJMBSMZ
 B QSJODJQBM DBO EFTJHO BO PSHBOJ[BUJPO�T PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF UP NPUJWBUF

BHFOUT UP XPSL IBSE PS UP DIPPTF EFTJSFE BDUJPOT 	#PTF FU BM� 	����

 BOE ,IBOOB BOE

4MF[BL 	����
 EJTDVTTFE JO f ����
�

*O UIF QBQFST JO UIF QSFDFEJOH QBSBHSBQI
 UIF JOGPSNBUJPO UIBU BHFOUT BSF

FOEPXFE XJUI JT UBLFO BT HJWFO� 5IFSF BSF BMTP NPEFMT XIFSFJO B QSJODJQBM EFSJWFT JOGPS�

NBUJPO GSPN PCTFSWBUJPO PG BHFOUT� QBZPRT BOE UIFO DPOWFZT TPNF PG UIJT JOGPSNBUJPO

UP PUIFS BHFOUT 	,SFNFS
 .BOTPVS BOE 1FSSZ 	����
� $IF BOE )´SOFS 	����

� 5IJT

���



DPOUSBTUT XJUI UIF QBQFST EJTDVTTFE JO f ����
 JO XIJDI B QMBOOFS EFDJEFT XIP PCTFSWFT

XIPN�

"T EJTDVTTFE JO f ����
 TPDJBM MFBSOJOH NPEFMJOH DBO QPUFOUJBMMZ CF FYUFOEFE UP

TUVEZ TPDJBM EJTDPVSTF
 JODMVEJOH UIF TQSFBE PG QVCMJDMZ SFQPSUFE CFMJFGT� 5IF SJTF PG UIF

JOUFSOFU IBT HJWFO PSHBOJ[BUJPOT NVDI NPSF TFYJCJMJUZ UP EFTJHO TPDJBM NFEJB QMBUGPSNT

UP JOTVFODF XIP PCTFSWFT XIPN
 BOE UP DVSBUF XIBU 	NJT
JOGPSNBUJPO BO BHFOUT TFFT�

5IJT JODMVEFT VTFST� WFSCBM PQJOJPOT
 SFDPNNFOEBUJPOT
 BOE BOFDEPUFT
 BT XFMM BT WJTVBM


BVSBM BOE FWFO QIZTJPMPHJDBM JOGPSNBUJPO� 4P UIF EFTJHO PG JOTUJUVUJPOT UP TIBQF TPDJBM

MFBSOJOH JT DFOUSBM UP NPEFSO WBMVF DSFBUJPO BOE QVCMJD QPMJDZ� 5IJT IBT MFE UP NVDI

EFCBUF BCPVU UIF EFTJHO PG TPDJBM NFEJB BMHPSJUINT�

4FWFSBM RVFTUJPOT BCPVU JOGPSNBUJPO EFTJHO SFNBJO VOBOTXFSFE� )PX EPFT

UIF QSFTFODF PG CPUT BOE GBLF QPTUJOHT BRFDU TPDJBM MFBSOJOH 8IFO JT JU CFOFSDJBM GPS B

NPOPQPMJTU UP IBWF TVQFSJPS JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QSPEVDU 8IFO EP QSJODJQBMT CFOFSU

GSPN UIF BCJMJUZ UP DPNNJU BT UP QPTTJCMF EFQFOEFODF PG UIF PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF PO

IJTUPSZ )PX EPFT UIF EFTJHO PG QSJWBUF TJHOBM BTTJHONFOU PS PCTFSWBUJPO TUSVDUVSF

JOUFSBDU XJUI PUIFS MFWFST GPS JOTVFODJOH CVZFS CFMJFGT
 TVDI BT TFUUJOH QSJDFT �� )PX EP

UIF JOUFSFTUT PG TPDJBM NFEJB QMBUGPSN PXOFST EJWFSHF GSPN NBYJNJ[JOH TPDJBM XFMGBSF


BOE DBO SFHVMBUPSZ QPMJDJFT BEESFTT TVDI EJWFSHFODF 

���� *NQFSGFDU 3BUJPOBMJUZ

5VSOJOH UP JNQFSGFDU SBUJPOBMJUZ JO TPDJBM MFBSOJOH
 TPNF NPEFMT BMMPX GPS PWFSDPOSEFODF


PS GPS BHFOUT NJTFTUJNBUJOH UIF FYUFOU UP XIJDI PUIFST BSF PCTFSWJOH QSFEFDFTTPST� *O

NPEFMT XJUI SFQFBUFE BDUJPOT PO OFUXPSLT
 UIF DPNNPO BTTVNQUJPO PG NZPQJB BT B

XFBLFOJOH PG UIF BTTVNQUJPO PG GPSXBSE�MPPLJOH SBUJPOBMJUZ 	(BMF BOE ,BSJW 	����C

�

��'PS FYBNQMF
 B TFMMFS DBO TFOE GSFF TBNQMFT PG B QSPEVDU UP JOTVFODFST
 FRFDUJWFMZ QSPWJEJOH UIFN

XJUI QSJWBUF TJHOBMT BCPVU RVBMJUZ
 PS DBO QBZ B TPDJBM NFEJB QMBUGPSN UP JOGPSN VTFST UIBU DFSUBJO PG UIFJS

GSJFOET IBWF CPVHIU UIF QSPEVDU�

���



"T EJTDVTTFE JO f ���
 CJBTFT UIBU DBVTF BHFOUT UP CF NPSF BHHSFTTJWF JO VTJOH

UIFJS PXO TJHOBMT UFOE UP JNQSPWF TPDJBM JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 XIFSFBT CJBTFT JO UIF

PQQPTJUF EJSFDUJPO XPSTFO JU� 5IFTF SOEJOHT TVHHFTU UIBU JU NBZ CF QPTTJCMF UP EFSJWF

DPODMVTJPOT BCPVU UIF SFMBUJWF TVDDFTT PG JOEJWJEVBMT BOE HSPVQT UIBU DPOUBJO EJRFSFOU

EJTUSJCVUJPOT PG QTZDIPMPHJDBM BHFOU UZQFT 	F�H�
 #FSOBSEP BOE 8FMDI 	����

�

5IF EJTUSJCVUJPO PG QTZDIPMPHJDBM UZQFT BRFDUT CPUI XIFUIFS UIFSF JT BTZNQUPUJD

MFBSOJOH
 BOE
 XIFO UIFSF JT OPU
 IPX NVDI TPDJBM MFBSOJOH PDDVST� *O FWPMVUJPOBSZ

TFUUJOHT
 UIF TVDDFTT PG JOEJWJEVBM UZQFT EFQFOET PO B CBMBODF CFUXFFO UIF EJSFDU CFOFSU

PG IBWJOH B QTZDIPMPHJDBM USBJU WFSTVT UIF CFOFSUT UP CFJOH JO B HSPVQ JO XIJDI PUIFST

IBWF UIBU USBJU� "OBMZTJT PG UIJT UFOTJPO DBO FOEPHFOJ[F UIF FYUFOU UP XIJDI JNQFSGFDUMZ

SBUJPOBM UZQFT XJMM TVSWJWF� 4VDI TVSWJWBM BRFDUT XFMGBSF
 TJODF
 GPS FYBNQMF
 UZQFT UIBU

IFBWJMZ VTF UIFJS PXO QSJWBUF TJHOBMT QSPWJEF BO JOGPSNBUJPOBM CFOFSU UP PUIFS BHFOUT�

5IF FRFDUJWFOFTT PG EJRFSFOU LJOET PG QPMJDZ JOUFSWFOUJPOT BMTP EFQFOE PO UIF CJBTFT PG

TVSWJWJOH BHFOUT�

0XJOH JO QBSU UP EJRFSFOU BTTVNQUJPOT BCPVU UIF GPSN PG JNQFSGFDU SBUJPOBMJUZ


FYJTUJOH NPEFMT 	#PISFO 	����

 #PISFO BOE )BVTFS 	����

 'SJDL
 *JKJNB BOE *TIJJ

	����

 PCUBJO EJWFSHFOU DPODMVTJPOT BCPVU XIFUIFS B TNBMM CJBT DBO IBWF MBSHF FRFDUT�

*O TPNF DBTFT CJBTFT UFOE UP CF TPDJBMMZ BNQMJSFE
 HFOFSBUJOH FWFO MBSHFS BOE NPSF

QFSTJTUFOU FRFDUT PO TPDJBM PVUDPNFT
 TVDI BT GBJMVSFT PG BTZNQUPUJD MFBSOJOH� 8IFUIFS

TNBMM CJBTFT BSF BNQMJSFE QPUFOUJBMMZ IBT TJHOJSDBOU FNQJSJDBM BOE QPMJDZ JNQMJDBUJPOT�

"OPUIFS RVFTUJPO JT IPX JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM TPDJBM MFBSOJOH JOTVFODFT CPPN�CVTU

EZOBNJDT JO UIF BEPQUJPO PG CFIBWJPST
 TVDI BT JOWFTUNFOUT
 PS NFSHFST BOE BDRVJTJUJPOT�

8F IBWF EJTDVTTFE SBUJPOBM NPEFMT PG CPPNT BOE CVTUT 	$IBNMFZ BOE (BMF 	����




JODMVEJOH TPNF XJUIJO NBSLFU TFUUJOHT 	-FF 	����

� )PXFWFS
 NBOZ PCTFSWFST IBWF

BSHVFE UIBU JNQFSGFDU SBUJPOBMJUZ DPOUSJCVUFT UP CPPNT BOE CVTUT
 BT JO UIF NPEFMT PG

#PISFO BOE )BVTFS 	����
 BOE )JSTIMFJGFS BOE 1MPULJO 	����
� *U XJMM CF WBMVBCMF UP

EFWFMPQ CPUI SBUJPOBM BOE JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM BQQSPBDIFT JO BQQMJDBUJPOT BOE FNQJSJDBM

UFTUJOH�

���



5IFSF JT BMTP FYUFOTJWF FWJEFODF UIBU NBOBHFST BSF JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM 	TFF


F�H�
 .BMNFOEJFS BOE 5BUF 	����

� " GVSUIFS QSPNJTJOH EJSFDUJPO JT UP FYQMPSF QSPEVDU

PS TFDVSJUZ NBSLFU TFUUJOHT XJUI JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM TPDJBM MFBSOJOH 	TFF &ZTUFS
 3BCJO

BOE 7BZBOPT 	����

�

"O FTQFDJBMMZ SJDI EJSFDUJPO JT UP BOBMZ[F IPX TPDJBM MFBSOJOH BOE JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT JOTVFODF WFSCBM EJTDPVSTF� 5IJT NBZ QSPWJEF JOTJHIUT JOUP UIF HSPXJOH DPODFSOT

BCPVU UIF TQSFBE PG NJTJOGPSNBUJPO BOE GBLF OFXT� 5IF XJEF BWBJMBCJMJUZ PG UFYUVBM

BOE TPDJBM NFEJB EBUBCBTFT 	BOE BTTPDJBUFE FNQJSJDBM NFUIPET
 JO UVSO PRFST SJDI

EBUB UP UFTU IZQPUIFTFT BCPVU TPDJBM MFBSOJOH BOE NJTJOGPSNBUJPO� 5IF NPEFM PG CFMJFG

DBTDBEFT JO f ���� 	JO XIJDI CFMJFG SFQPSUT QMBZ UIF SPMFT PG BDUJPOT
 JT B QPTTJCMF JOJUJBM

TUFQ� " GVSUIFS EJSFDUJPO XJMM CF UP JODPSQPSBUF B XJEFS TFU PG QTZDIPMPHJDBM CJBTFT UIBU

JOTVFODF IVNBO DPNNVOJDBUJPO� 5IFTF NBZ JODMVEF OFHMFDU PG TFMFDUJPO JO XIBU PUIFST

DIPPTF UP BTTFSU
 BOE DPOSSNBUJPO CJBT� 4VDI BOBMZTJT DBO QSPWJEF JOTJHIU JOUP XIZ JO

TPNF EPNBJOT EJTDPVSTF HSPXT FWFS NPSF TPQIJTUJDBUFE 	BT JO UIF TDJFOUJSD TDIPMBSMZ

DPNNVOJUZ

 XIFSFBT JO PUIFST EJTDPVSTF SFNBJOT QFSTJTUFOUMZ OB­WF 	BT XJUI NVDI

QPMJUJDBM EJTDPVSTF
�

���� 3FQFBUFE "DUJPOT

"T EJTDVTTFE JO f ����
 UIF MJUFSBUVSF TUVEZJOH SFQFBUFE BDUJPOT CZ #BZFTJBO BHFOUT JT

OBTDFOU� 0OMZ JOJUJBM TUFQT IBWF CFFO UBLFO JO UIF TUVEZ PG UIF TQFFE PG MFBSOJOH JO

TVDI TFUUJOHT 	TFF )BSFM FU BM� 	����

� -JLFXJTF
 UIF RVFTUJPO PG XIJDI TPDJBM OFUXPSLT

QSPNPUF NPSF FUDJFOU JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO EFTFSWFT GVSUIFS FYQMPSBUJPO 	(PMVC

BOE +BDLTPO 	����
� .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����



8IFO BHFOUT BDU SFQFBUFEMZ
 OFX TUSBUFHJD JODFOUJWFT BSJTF� "O BHFOU NBZ

TFFL UP JOEVDF PUIFST UP BDU JO B XBZ UIBU XJMM DPOWFZ VTFGVM JOGPSNBUJPO� 'PS FYBNQMF


DPOTJEFS BO BHFOU XIPTF QSJWBUF JOGPSNBUJPO PQQPTFT UIF BHFOU�T TPDJBM JOGPSNBUJPO�

&WFO JG GPMMPXJOH UIJT QSJWBUF JOGPSNBUJPO MPXFST UIF BHFOU�T DVSSFOU QBZPR
 EPJOH TP

���



NBZ DBVTF PUIFST UP UBLF NPSF JOGPSNBUJWF BDUJPOT� 5IF UPQJD PG TUSBUFHJD JOGPSNBUJPOBM

JODFOUJWFT IBT SFNBJOFE BMNPTU DPNQMFUFMZ VOFYQMPSFE 	CVU TFF UIF �NBE LJOH� FYBNQMF

JO .PTTFM
 4MZ BOE 5BNV[ 	����

�

0OMZ B IBOEGVM PG QBQFST DPOTJEFS TPDJBM MFBSOJOH XJUI B DIBOHJOH TUBUF 	TFF

#)8
.PTDBSJOJ
 0UUBWJBOJ BOE 4NJUI 	����
� 'SPOHJMMP
 4DIPFOFCFDL BOE 5BNV[ 	����


BOE f ���� PO GBET
� FWFO GFXFS EP TP JO B SFQFBUFE BDUJPO TFUUJOH 	%BTBSBUIB
 (PMVC BOE

)BL 	����

� .BOZ JOUFSFTUJOH RVFTUJPOT SFNBJO VOFYQMPSFE� *O B TUFBEZ TUBUF
 IPX XFMM

BUUVOFE BSF BDUJPOT UP TUBUF )PX EPFT UIJT DPODPSEBODF EFQFOE PO UIF QSJWBUF TJHOBM

TUSVDUVSF
 PS PO EFWJBUJPOT GSPN SBUJPOBMJUZ )PX RVJDLMZ EPFT UIF QSFQPOEFSBOU BDUJPO

DIBOHF BGUFS B DIBOHF JO TUBUF *T UIF QSPCBCJMJUZ PG DIBOHF JO UIF QSFQPOEFSBOU BDUJPO

MFTT UIBO PS HSFBUFS UIBO UIF QSPCBCJMJUZ PG B DIBOHF JO TUBUF 	JOFSUJB PS JNQVMTJWFOFTT

SFTQFDUJWFMZ� TFF )JSTIMFJGFS BOE 8FMDI 	����
 BOE )VBOH 	����

 

���� 5IF 4QFFE PG -FBSOJOH

5IF MJUFSBUVSF FNQIBTJ[FT UIF JTTVF PG XIFUIFS PS OPU BTZNQUPUJD MFBSOJOH PDDVST
 SBUIFS

UIBO IPX RVJDLMZ MFBSOJOH PDDVST 	B GFX SFDFOU FYDFQUJPOT BSF OPUFE JO f �����
� 6OEFS

B TPDJBM XFMGBSF GVODUJPO XJUI EJTDPVOUJOH
 UIF XFMGBSF PG FBSMJFS BHFOUT JT FTQFDJBMMZ

JNQPSUBOU� 4P JU JT WJUBM UIBU MFBSOJOH PDDVS RVJDLMZ
 OPU KVTU BTZNQUPUJDBMMZ� *OEFFE


JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT EFMBZ MFBSOJOH SFMBUJWF UP UIF TPDJBMMZ PQUJNBM SBUF� 5IF RVFT�

UJPO PG IPX DMPTFMZ PVUDPNFT DBO BQQSPBDI BO FUDJFOU CFODINBSL EFTFSWFT GVSUIFS

FYQMPSBUJPO 	TFF $IBNMFZ 	����B
� 4NJUI
 4¶SFOTFO BOE 5JBO 	����

�

4PDJBM MFBSOJOH UIFPSZ TVHHFTUT B SPMF GPS QPMJDZ� 1PMJDZNBLFST DBO QPUFOUJBMMZ

JNQSPWF XFMGBSF CZ IBWJOH BHFOUT XJUI MPXFS QSFDJTJPOT BDU SSTU
 PS CZ SFEVDJOH UIF BCJMJUZ

PG FBSMZ BHFOUT UP PCTFSWF JOGPSNBUJPO 	XIFUIFS GSPN QBZPRT
 QVCMJD EJTDMPTVSFT
 PS UIF

BDUJPOT PG PUIFS BHFOUT
� 4VDI QPMJDJFT DBO FODPVSBHF FBSMZ BHFOUT UP UBLF JOGPSNBUJWF

BDUJPOT
 JOEVDJOH HSFBUFS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO CFGPSF UIF TUBSU PG DBTDBEFT 	TFF BMTP

f ����
�

���



" CBTJD UIFNF BCPVU TPDJBM MFBSOJOH JT UIF QSJODJQMF PG DPVOUFSWBJMJOH BEKVTUNFOU

	TFF f ���
�B TIJGU JO NPEFM QBSBNFUFST UIBU QSPNPUFT NPSF BDDVSBUF TPDJBM JOGPSNBUJPO

FBSMZ PO PGUFO UFOET UP IJOEFS UIF JODPSQPSBUJPO PG OFX JOGPSNBUJPO TPDJBMMZ� "O JTTVF

GPS GVSUIFS FYQMPSBUJPO JT UIF FYUFOU UP XIJDI UIF QSJODJQMF PG DPVOUFSWBJMJOH BEKVTUNFOU

DBVTFT TQFFE PG MFBSOJOH UP CF TPNFXIBU JOTFOTJUJWF UP QBSBNFUFST PG UIF MFBSOJOH

QSPDFTT� *OUVJUJWFMZ
 QBSBNFUFS TIJGUT UIBU IBWF B EJSFDU FRFDU
 BU B HJWFO QPJOU JO UJNF


PG NBLJOH TPDJBM JOGPSNBUJPO NPSF BDDVSBUF XJMM UFOE UP NBLF UIF HJWFO BHFOU�T BDUJPOT

EFQFOE NPSF XFBLMZ PO IFS PXO QSJWBUF TJHOBM� 5IJT DBO PQQPTF UIF EJSFDU JODSFBTF JO

TPDJBM JOGPSNBUJPO JOEVDFE CZ UIF FYPHFOPVT TIJGU�

�� $PODMVTJPO BOE &NQJSJDBM 5FTUJOH

4PDJBM MFBSOJOH BOE JOGPSNBUJPO DBTDBEFT IBWF PRFSFE B OFX VOEFSTUBOEJOH PG UISFF

QIFOPNFOB� 5IF SSTU JT UIBU JOEJWJEVBMT XIP MFBSO CZ PCTFSWJOH PUIFST PGUFO DPOWFSHF

PWFS UJNF UP UIF TBNF BDUJPO� 5IF TFDPOE JT UIBU JOEJWJEVBMT XIP JO UIF BHHSFHBUF

QPTTFTT FYUFOTJWF JOGPSNBUJPO DPOWFSHF TVSQSJTJOHMZ PGUFO PO BO JODPSSFDU BDUJPO
 PS POMZ

WFSZ TMPXMZ PO UIF SJHIU POF� 3FMBUFEMZ
 UIFSF JT QBUI�EFQFOEFODF JO TPDJBM PVUDPNFT�

5IF UIJSE JT UIBU QFPQMF BSF BUUBDIFE UP QPQVMBS BDUJPOT WFSZ MPPTFMZ
 SFTVMUJOH JO GSBHJMJUZ

PG NBTT PVUDPNFT
 BOE GBET�

*O UIF TPDJBM MFBSOJOH FYQMBOBUJPO
 PXJOH UP BO JOGPSNBUJPO FYUFSOBMJUZ
 UIF

JOGPSNBUJPO JO UIF IJTUPSZ PG BDUJPOT BDDVNVMBUFT NPSF TMPXMZ UIBO XPVME CF TPDJBMMZ

PQUJNBM� *O UIF DBTF PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 PODF B DBTDBEF TUBSUT
 GVSUIFS JOGPSNBUJPO

BHHSFHBUJPO JT DPNQMFUFMZ CMPDLFE
 SFTVMUJOH JO TPDJBM PVUDPNFT UIBU BSF QBUI�EFQFOEFOU

BOE PGUFO JODPSSFDU� 'VSUIFSNPSF
 JO GBJSMZ HFOFSBM TFUUJOHT
 UIF BNPVOU PG QSJWBUF

JOGPSNBUJPO BHHSFHBUFE JO UIF TPDJBM CFMJFG JT CPVOEFE BCPWF CZ UIF NBYJNBM JOGPSNBUJPO

JO KVTU UXP QSJWBUF TJHOBMT
 BT TVNNBSJ[FE JO UIF 5XP�4JHOBM 1SJODJQMF 	f ���
� 8IFO

UIFSF JT QPPS JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO
 FWFO B TNBMM TIPDL DBO DBVTF BDUJPOT UP TIJGU

BCSVQUMZ� 5IF CBTJD DBTDBEFT NPEFM UIFSFGPSF JNQMJFT UIBU JO TVDI DJSDVNTUBODFT UIFSF

���



XJMM CF PDDBTJPOBM
 TQPSBEJD CPVUT PG TVEEFO DIBOHF� 5IF TZTUFN FWPMWFT UPXBSET B

QSFDBSJPVT QPTJUJPO
 JOTUFBE PG IBWJOH GSBHJMJUZ BSJTF POMZ VOEFS SBSF FOWJSPONFOUBM

DPOEJUJPOT�

*OGPSNBUJPO FYUFSOBMJUJFT JO TPDJBM MFBSOJOH
 BOE JODPSSFDU DBTDBEFT JO QBSUJDVMBS


PDDVS VOEFS SFBTPOBCMZ NJME BTTVNQUJPOT� "T XF IBWF EJTDVTTFE
 UIFTF FRFDUT IBWF

CFFO BQQMJFE UP B XJEF SBOHF PG QIFOPNFOB� 5IF MJUFSBUVSF IBT QSPWJEFE B SJDI TFU

PG JOTJHIUT
 F�H�
 CZ BMMPXJOH GPS UIF QPTTJCJMJUJFT UIBU BHFOUT DBO DIPPTF XIFO UP BDU

PS XIFUIFS UP BDRVJSF QSJWBUF TJHOBMT
 PS UIBU UIF BDUJPO CFJOH TFMFDUFE JT B USBEF JO B

NBSLFUQMBDF� 3FDFOU XPSL IBT PQFOFE OFX WJTUBT CZ BOBMZ[JOH TPDJBM MFBSOJOH XIFO

BHFOUT UBLF SFQFBUFE BDUJPOT
 BSF JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM
 PS PCTFSWF PUIFST JO DPNQMFY

TPDJBM OFUXPSLT� 8F IJHIMJHIU TFWFSBM EJSFDUJPOT GPS GVSUIFS SFTFBSDI�

0VS SFWJFX IBT GPDVTFE PO UIFPSFUJDBM NPEFMT PG TPDJBM MFBSOJOH BOE JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT� "MUIPVHI TPNF PG UIJT XJEF�SBOHJOH MJUFSBUVSF JT UFDIOJDBM
 UIF LFZ JOTJHIUT

BSF BDDFTTJCMF GPS CPUI BQQMJFE UIFPSZ BOE FNQJSJDBM SFTFBSDI�

" HFOFSBM DIBMMFOHF GPS FNQJSJDBM UFTUJOH PG TPDJBM MFBSOJOH UIFPSJFT JT UIBU

DPOGPSNJUZ DBO EFSJWF GSPN WBSJPVT TPVSDFT� 5IFTF JODMVEF JOEFQFOEFOU PCTFSWBUJPOT

PG UIF TBNF JOGPSNBUJPO
 B EJSFDU QSFGFSFODF GPS DPOGPSNJOH UP UIF CFIBWJPS PG PUIFST


TBODUJPOT VQPO EFWJBOUT
 QPTJUJWF QBZPR FYUFSOBMJUJFT
 BOE TPDJBM MFBSOJOH�SBUJPOBM PS

PUIFSXJTF�

*O HFOFSBM
 TPDJBM JOTVFODF 	WJB TPDJBM MFBSOJOH PS PUIFS NFDIBOJTNT
 TVDI

BT DPOGPSNJTU QSFGFSFODFT
 DBOOPU CF EFSJWFE TPMFMZ GSPN DIPJDF PVUDPNFT XJUIPVU

JOGPSNBUJPO BCPVU DBVTBM SFMBUJPOTIJQT� *G " BOE # CFIBWF TJNJMBSMZ
 UIJT DPVME CF

CFDBVTF " JOTVFODFT #
 # JOTVFODFT "
 PS UIFZ BSF CPUI TVCKFDU UP TPNF PUIFS JOTVFODF�

'PSUVOBUFMZ
 UIFSF JT PGUFO BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO UP FYQMPJU BCPVU UIF PSEFS JO XIJDI

BHFOUT BDU 	BTTVNJOH BO BHFOU DBO POMZ CF JOTVFODFE CZ TPNFPOF XIP BDUFE FBSMJFS


BOE UIF OFUXPSL PG PCTFSWBUJPO� .VDI PG UIF MJUFSBUVSF PO UFTUJOH GPS TPDJBM JOTVFODF

	PGUFO DBMMFE �QFFS FRFDUT�
 FYBNJOFT DPOEJUJPOT GPS JEFOUJSDBUJPO JO UIF BCTFODF PG

JOGPSNBUJPO BCPVU UIF TFRVFODJOH PG BDUJPOT� .BOTLJ 	����
 EFTDSJCFT UIF �SFTFDUJPO

���



QSPCMFN
� XIJDI JT UIBU JO DFSUBJO TJNQMF TPDJBM JOTVFODF TFUUJOHT
 SFTFBSDIFST DBOOPU

JOGFS GSPN UIF BWFSBHF CFIBWJPS BMPOF XIFUIFS UIJT BWFSBHF CFIBWJPS IBT JOTVFODFE

UIF EFDJTJPOT PG UIF JOEJWJEVBMT JO B HSPVQ� " GVSUIFS MJUFSBUVSF TIPXT
 IPXFWFS
 UIBU

SFMBUJWFMZ NPEFTU SFTUSJDUJPOT PO UIF TUSVDUVSF PG TPDJBM JOTVFODF BMMPX JEFOUJSDBUJPO

PG QFFS FRFDUT CBTFE PO PCTFSWBUJPOT PG JOEJWJEVBM CFIBWJPST
 PS FWFO GSPN BWFSBHF

CFIBWJPST PG HSPVQT 	#MVNF FU BM� 	����

�

5VSOJOH UP UFTUT PG TFRVFOUJBM TPDJBM MFBSOJOH
 EBUB XJUI JOGPSNBUJPO BCPVU UIF

PSEFS JO XIJDI BHFOUT BDU QSPWJEFT WBMVBCMF GVSUIFS SFTUSJDUJPOT� )PXFWFS
 TFRVFODJOH

JOGPSNBUJPO BMPOF EPFT OPU OFDFTTBSJMZ GVMMZ JEFOUJGZ TPDJBM MFBSOJOH FRFDUT���

'VSUIFS QPTTJCMF QBSUJBM JEFOUJSDBUJPO EFSJWFT GSPN EJRFSFODFT JO UIF QSFEJDUJPOT

PG EJRFSFOU NFDIBOJTNT PG UIF FRFDUT PG BHHSFHBUF TIPDLT� 'PS FYBNQMF
 B LFZ JNQMJDBUJPO

PG UIF CBTJD JOGPSNBUJPO DBTDBEFT TFUUJOH JT UIBU PVUDPNFT BSF GSBHJMF� 5IJT DPOUSBTUT

TIBSQMZ XJUI TFUUJOHT JO XIJDI DPOGPSNJUZ EFSJWFT GSPN QPTJUJWF QBZPR FYUFSOBMJUJFT


QPTJUJWF QSFGFSFODF JOUFSBDUJPOT
 PS GSPN TBODUJPOT VQPO EFWJBOUT� *O TJNQMF NPEFMT CBTFE

PO DPOGPSNJUZ PS FYUFSOBMJUZ FRFDUT
 TNBMM TIPDLT IBWF TNBMM FRFDUT� *O DPOTFRVFODF


UIF PCTFSWBUJPO PG MBSHF TIJGUT JO BHHSFHBUF CFIBWJPST XJUIPVU MBSHF TIPDLT UP UIF NPEFM

QBSBNFUFST PQQPTFT TVDI NPEFMT 	B QPTTJCMF FYBNQMF CFJOH UIF TVSHJDBM GBET BOE RVBDL

NFEJDBM USFBUNFOUT NFOUJPOFE JO UIF JOUSPEVDUJPO
� *O DPOUSBTU
 TVDI PCTFSWBUJPOT BSF

DPOTJTUFOU XJUI NPEFMT CBTFE VQPO JOGPSNBUJPO DBTDBEFT
 XIJDI EP JNQMZ GSBHJMJUZ PG

BHHSFHBUF PVUDPNFT�

.PSF HFOFSBMMZ
 UISFF FNQJSJDBM BQQSPBDIFT UP EJTUJOHVJTIJOH TPVSDFT PG IPNP�

HFOFPVT CFIBWJPS BSF UP�

	�
 .BLF BTTVNQUJPOT BCPVU DBVTBM QBUIXBZT�

	�
 6TF BVYJMJBSZ FWJEFODF BCPVU PVUDPNFT 	TVDI BT UIF FRFDUT PG FYUFSOBM TIPDLT PS

��*G I2 BOE I1 DIPPTF UIF TBNF BDUJPO
 BOE XF LOPX UIBU I1 BDUFE SSTU 	XJUI OP SFQFBUFE NPWFT

 XF

DBO SVMF PVU UIBU I1 XBT JOTVFODFE CZ I2
 CVU EPFT SVMF PVU UIBU UIFZ CPUI NBZ IBWF CFFO JOTVFODFE

CZ TPNF DPNNPO FYUFSOBM JOGPSNBUJPO TPVSDF� 0O UIF PUIFS IBOE
 #MVNF FU BM� 	����
 EJTDVTT B MJOFBS

TFUUJOH JO XIJDI EBUB PO SFQFBUFE DIPJDFT JO B QPQVMBUJPO PWFS UJNF FOBCMFT JEFOUJSDBUJPO�

���



PG SFQFBUFE FYQFSJNFOUT
 UP SVMF PVU QPTTJCMF NFDIBOJTNT�

	�
 0CUBJO NPSF HSBOVMBS EBUB PO UIF TUSVDUVSF PG QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBMT
 PS

PO UIF PCTFSWBUJPO OFUXPSL 	TVDI BT UIF PSEFS JO XIJDI BHFOUT BDU BOE PCTFSWF

PUIFST
� "MUFSOBUJWFMZ
 EFTJHO UIF PCTFSWBUJPO OFUXPSL BOE TJHOBM TUSVDUVSF JO B

MBCPSBUPSZ PS SFME FYQFSJNFOU� *O PUIFS XPSET
 FYQMPJU EJSFDU LOPXMFEHF PG FYBDUMZ

XIP TBX XIBU BOE XIFO�

"QQSPBDI 	�
 SFRVJSFT KVEHNFOU BCPVU XIJDI QPUFOUJBM UIFPSFUJDBM FYQMBOBUJPOT

BSF QMBVTJCMF JO UIF QBSUJDVMBS BQQMJFE DPOUFYU� 'PS FYBNQMF
 UIF DPODMVTJPO PG "NJIVE


)BVTFS BOE ,JSTI 	����
 UIBU UIFSF BSF JOGPSNBUJPO DBTDBEFT JO TUPDL USBEJOH SFMJFT PO

UIF PCTFSWBUJPO PG UIF TJNJMBSJUZ JO QVSDIBTF EFDJTJPOT CZ TNBMM JOWFTUPST� 5IF BUUSJCVUJPO

PG UIF PVUDPNF UP TPDJBM MFBSOJOH JNQMJDJUMZ SVMFT PVU PUIFS MFTT QMBVTJCMF TPVSDFT
 TVDI

BT USBEFST HBJOJOH EJSFDU VUJMJUZ GSPN JNJUBUJOH PUIFS USBEFST
 USBEFST CFJOH QSFTTVSFE

JOUP JNJUBUJOH PUIFS USBEFST CZ UIF UISFBU PG QVOJTINFOU
 PS USBEFST IBWJOH BDDFTT UP

TJNJMBS TPVSDFT PG JOGPSNBUJPO�

"MTP BQQMZJOH BQQSPBDI 	�

 :PVOH 	����
 DPOTJEFST UISFF DBVTFT PG EJRVTJPO

PG JOOPWBUJPOT� 	J
 MPDBM DPOUBHJPO XIFSFJO
 NVDI BT JO UIF TQSFBE PG B EJTFBTF
 QFPQMF

BEPQU XIFO UIFZ DPNF JO DPOUBDU XJUI PUIFST XIP IBWF BEPQUFE� 	JJ
 QSFGFSFODF GPS

DPOGPSNJUZ XJUI BHHSFHBUF DIPJDFT JO UIF QPQVMBUJPO
 SBUIFS UIBO CZ DPOUBDU XJUI B

MPDBM BEPQUFS BOE 	JJJ
 TPDJBM MFBSOJOH� 6OMJLF TPDJBM MFBSOJOH
 JO :PVOH�T DMBTTJSDBUJPO


DPOUBHJPO BOE JOTVFODF BSF OPU JOGPSNBUJPO�CBTFE QSPDFTTFT� 6TJOH BEEJUJPOBM NPEFM

BTTVNQUJPOT
 IF TIPXT UIBU UIF UISFF NFDIBOJTNT XIJDI MFBE UP EJRFSFOU UZQFT PG

BEPQUJPO DVSWFT� :PVOH SOET UIBU UIF 4�TIBQFE BEPQUJPO DVSWF JO UIF TFNJOBM TUVEZ PG

IZCSJE DPSO EJRVTJPO JO 3ZBO BOE (SPTT 	����
 JT DPOTJTUFOU XJUI TPDJBM MFBSOJOH
 BOE

OPU XJUI MPDBM DPOUBHJPO OPS QSFGFSFODF GPS DPOGPSNJUZ�

"T BO FYBNQMF PG BQQSPBDI 	�

 4BMHBOJL
 %PEET BOE 8BUUT 	����
 QSPWJEF

FWJEFODF PG DPOGPSNJUZ JO TPOH EPXOMPBET JO B SFME FYQFSJNFOU PO NVTJD NBSLFUQMBDFT�

TPNF TPOHT BSF EPXOMPBEFE NVDI NPSF UIBO PUIFST 	CFZPOE XIBU XPVME CF FYQFDUFE

CZ DIBODF
� "T PQQPTFE UP TPDJBM JOTVFODF
 B QPTTJCMF FYQMBOBUJPO JT UIBU TPNF TPOHT

���



BSF KVTU NPSF BQQFBMJOH UIBO PUIFST� )PXFWFS
 UIF BVUIPST BSHVF UIBU UIJT JT VOMJLFMZ

UP CF UIF GVMM FYQMBOBUJPO
 CFDBVTF UIF DPSSFMBUJPOT CFUXFFO TPOH QPQVMBSJUZ SBOLJOHT

BDSPTT NBSLFUQMBDFT JT MPX� %VBO
 (V BOE 8IJOTUPO 	����
 SOE UIBU EPXOMPBET PG GSFF

TPGUXBSF BU $/&5 EFDMJOF QSFDJQJUPVTMZ XIFO UIF EPXOMPBE QPQVMBSJUZ SBOL EFDSFBTFT�

5IFZ QSPWJEF JOEJSFDU JEFOUJSDBUJPO JO GBWPS PG JOGPSNBUJPO DBTDBEFT CZ VTJOH GVSUIFS

FWJEFODF UP FMJNJOBUF BMUFSOBUJWF DPNQFUJOH IZQPUIFTFT�

0GUFO UIFSF BSF OFHBUJWF QBZPR FYUFSOBMJUJFT GSPN GPMMPXJOH UIF TBNF BDUJPO


BT XJUI QFPQMF KPJOJOH B RVFVF GPS UIF TBNF SFTUBVSBOU PS UBLFPWFS CJEEFST WZJOH GPS

UIF TBNF UBSHFU SSN� *O TVDI DPOUFYUT
 PCTFSWBUJPO PG IPNPHFOFPVT CFIBWJPS SVMFT PVU

QBZPR FYUFSOBMJUJFT BT UIF EPNJOBOU GPSDF
 UIPVHI JU EPFT OPU QJOQPJOU TPDJBM MFBSOJOH BT

UIF TPMF QPTTJCMF DBVTF PG DPOGPSNJUZ�

"MUFSOBUJWFMZ
 TPDJBM MFBSOJOH DBO CF EJTUJOHVJTIFE GSPN PUIFS QSPQPTFE NFDIB�

OJTNT CZ FTUJNBUJOH EJSFDUMZ XIFUIFS UIF VOEFSQJOOJOHT PG UIPTF QSPQPTFE NFDIBOJTNT

BSF RVBOUJUBUJWFMZ JNQPSUBOU� 'PS FYBNQMF
 JU NBZ CF QPTTJCMF UP FTUJNBUF UIF FYUFOU PG

QBZPR FYUFSOBMJUJFT CFUXFFO SSNT CZ FYBNJOJOH IPX SSNT� QSPSUT BSF JOTVFODFE CZ UIF

BDUJPOT PG PUIFS SSNT 	VTJOH BQQSPQSJBUF JOTUSVNFOUT UP JEFOUJGZ DBVTBMJUZ
�

"O FYBNQMF PG BQQSPBDI 	�
 JT QSPWJEFE CZ ;IBOH 	����
 VTJOH EBUB PO UIF

PSEFS JO XIJDI QPTTJCMF SFDJQJFOUT PG LJEOFZ GPS USBOTQMBOU BSF PRFSFE LJEOFZT
 BOE DBO

DPODMVEF UIBU QSFEFDFTTPST EJE OPU BDDFQU UIF LJEOFZ� 5IJT LOPXMFEHF BCPVU PCTFSWBUJPO

TUSVDUVSF BMMPXT UIF JOGFSFODF UIBU TPDJBM MFBSOJOH IBT PDDVSSFE�

"MTP VOEFS BQQSPBDI 	�

 FYQFSJNFOUT DBO CF VTFE UP EFTJHO TJHOBM BOE PC�

TFSWBUJPO TUSVDUVSFT UP UFTU IZQPUIFTFT BOE JEFOUJGZ TPDJBM MFBSOJOH FRFDUT
 BT JO UIF

FYQFSJNFOUT PG "OEFSTPO BOE )PMU 	����
� 5IFZ QSPWJEF FWJEFODF UIBU JOGPSNBUJPO

DBTDBEFT PDDVS
 CVU BMTP QSPWJEF FWJEFODF PG EFWJBUJPOT GSPN SBUJPOBM CFIBWJPS� 4PNF�

UJNFT
 JODPOTJTUFOU XJUI SBUJPOBMJUZ
 TVCKFDUT XIP TIPVME CF JO B DBTDBEF JOTUFBE GPMMPX

UIFJS PXO QSJWBUF TJHOBMT��� *O PUIFS FYQFSJNFOUT 	8FJ[T¢DLFS 	����

 ;JFHFMNFZFS


��5IJT JT NPSF DPNNPO UIBO UIF PQQPTJUF NJTUBLF
 XIFSFJO QFPQMF XIP TIPVME OPU CF JO B DBTDBEF

GPMMPX UIFJS JNNFEJBUF QSFEFDFTTPST�

���



.BSDI BOE ,SºHFM 	����


 BHFOUT XJUI TJHOBMT PQQPTJOH QSFEFDFTTPST TZTUFNBUJDBMMZ

UFOE UP GBMM JOUP DBTDBEFT POMZ JG UIF TPDJBM JOGPSNBUJPO JT OPO�USJWJBMMZ TUSPOHFS UIBO UIF

BHFOU�T TJHOBM� " SFWJFX PG UIF FYQFSJNFOUBM MJUFSBUVSF NPSF HFOFSBMMZ JOEJDBUFT UIBU

TVCKFDUT VTVBMMZ EP OPU NBLF TVUDJFOU VTF PG TPDJBM JOGPSNBUJPO 	.PSJO FU BM� 	����

�

5IJT JT DPOTJTUFOU
 GPS FYBNQMF
 XJUI PWFSDPOSEFODF
 BT JO #FSOBSEP BOE 8FMDI 	����
�

8IFO BHFOUT PWFS�SFMZ PO UIFJS QSJWBUF TJHOBMT JO UIJT GBTIJPO
 UIFSF UFOET UP CF NPSF

JOGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO CFGPSF B DBTDBEF TUBSUT�

4FWFSBM EFWFMPQNFOUT IBWF DSFBUFE FYDJUJOH PQQPSUVOJUJFT GPS FNQJSJDBM UFTUJOH

GPS TPDJBM MFBSOJOH FRFDUT� 'JSTU
 TPDJBM NFEJB BOE PUIFS FMFDUSPOJD EBUBCBTFT IBWF HSFBUMZ

JODSFBTFE UIF JOGPSNBUJPO BWBJMBCMF UP FNQJSJDJTUT BCPVU UIF OFUXPSL PG TPDJBM PCTFSWBUJPO

BOE DPOOFDUFEOFTT JO SFMBUJPO UP CFIBWJPS� /FX OFUXPSL EBUBTFUT JODMVEF UIF QVCMJDMZ

BWBJMBCMF 'BDFCPPL 4PDJBM $POOFDUFEOFTT *OEFY��
 BOE BSF CFJOH BQQMJFE UP NFBTVSF

TPDJBM JOTVFODF�BOE JO TPNF DBTFT TPDJBM MFBSOJOH FRFDUT�PO FDPOPNJD EFDJTJPOT

	#BJMFZ FU BM� 	����C

 #BJMFZ FU BM� 	����

 #BMJ FU BM� 	����

�

4FDPOE
 UFYUVBM BOE JO TPNF DBTFT TPDJBM OFUXPSL EBUB QSPWJEF QPTTJCMF QSPYJFT

GPS UIF JOGPSNBUJPO TJHOBMT BWBJMBCMF UP EJRFSFOU BHFOUT PS UIF CFMJFGT UIBU TVDI BHFOUT

IBWF GPSNFE� 5IJT BQQSPBDI IBT CFFO VTFE JO B MJUFSBUVSF PO UIF FRFDUT PG MJOHVJTUJD UPOF

PO FDPOPNJD PVUDPNFT 	)VBOH
 5FPI BOE ;IBOH 	����

� 1PUFOUJBMMZ DPNQMFNFOUJOH

UIF VTF PG UFYUVBM EBUB UP NFBTVSF UIF QSJWBUF JOGPSNBUJPO TJHOBMT PG BHFOUT PS UIF

JOGPSNBUJPO UIBU JT DPOWFZFE UP PUIFST
 UIFSF BSF BMTP OFX NFUIPET PG FYUSBDUJOH RVBO�

UJUBUJWF JOGPSNBUJPO GSPN PUIFS BTQFDUT PG DPNNVOJDBUJPO
 TVDI BT WPDBM UPOF 	.BZFX

BOE 7FOLBUBDIBMBN 	����

 BOE GBDJBM FYQSFTTJPO JO DPOWFSTBUJPO 	'MBN
 (SFFO BOE

4IBSQ 	����


 BOE UIF VTF PG JNBHFT 	/FLSBTPW
 5FPI BOE 8V 	����

 BOE WJEFP

	(V
 5FPI BOE 8V 	����

 JO FMFDUSPOJD DPNNVOJDBUJPOT� 5IJSE
 UIF BQQMJDBUJPO PG

MBCPSBUPSZ FYQFSJNFOUBUJPO UP TPDJBM MFBSOJOH IBT QSPWJEFE NPSF TIBSQMZ DPOUSPMMFE

UFTUT
 BOE SFME FYQFSJNFOUBUJPO QSPNJTFT UP BEESFTT DPODFSOT BCPVU FYUFSOBM WBMJEJUZ�

��4FF
 GPS FYBNQMF
 ?iiTb,ff;Bi?m#X+QKfbQ+B�H@+QMM2+i2/M2bb@BM/2t
 ?iiTb,ff/�i�X?mK/�i�X

Q`;f/�i�b2ifbQ+B�H@+QMM2+i2/M2bb@BM/2t
 BOE #BJMFZ FU BM� 	����B
�

���



'PS FYBNQMF
 UIFSF JT JODSFBTJOH VTF PG SFME FYQFSJNFOUT UP TUVEZ TPDJBM MFBSOJOH JO

WBSJPVT BQQMJDBUJPOT 	#BOFSKFF FU BM� 	����

 $BJ
 +BOWSZ BOE 4BEPVMFU 	����

 #BOFSKFF

FU BM� 	����B

 #SF[B BOE $IBOESBTFLIBS 	����

 BOE #BOFSKFF FU BM� 	����C

�

'PS BMM UIFTF SFBTPOT
 FNQJSJDBM UFTUJOH JT QMBZJOH BO JODSFBTJOHMZ JNQPSUBOU SPMF

JO UIF GVSUIFS BEWBODF PG UIJT SFME�CPUI JO UFTUJOH FYJTUJOH NPEFMT BOE JO TUJNVMBUJOH

OFX UIFPSJ[JOH� "O JOUFSFTUJOH EJSFDUJPO GPS GVSUIFS FYQMPSBUJPO JT XIFUIFS DPOGPSNJTUT

PS EFWJBOUT GSPN UIF QSFEPNJOBOU BDUJPO NBLF CFUUFS EFDJTJPOT� *O TPNF FNQJSJDBM

TFUUJOHT
 BHFOUT� BDUJPOT BOE QBZPRT BSF JOEFFE PCTFSWBCMF UP UIF SFTFBSDIFS� 5IF BOTXFS

UP UIJT RVFTUJPO EJRFST BDSPTT NPEFMT
 TP BEESFTTJOH JU FNQJSJDBMMZ
 JO DPOKVODUJPO XJUI

SFSOFNFOU PG FYJTUJOH NPEFMT
 NBZ IFMQ EJTUJOHVJTI BMUFSOBUJWF NFDIBOJTNT PG TPDJBM

JOTVFODF�

*OEFFE
 XF DMPTF UIJT SFWJFX CZ PCTFSWJOH UIBU UXP LFZ BEWBODFT QSPWJEF

PQQPSUVOJUJFT GPS TZOFSHJTUJD BEWBODF� 'JSTU JT EPDVNFOUJOH FNQJSJDBMMZ BOE JODPSQPSBUJOH

JO PVS NPEFMT IPX BHFOUT BSF FNCFEEFE JO TPDJBM PCTFSWBUJPO OFUXPSLT� 4FDPOE JT

EPDVNFOUJOH BOE NPEFMJOH UIF XBZT JO XIJDI BHFOUT BSF JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM� 0OF

FYBNQMF JT UIF UFOEFODZ PG BHFOUT UP SFMZ PO UIFJS QSJWBUF TJHOBMT FWFO XIFO SBUJPOBMMZ

JU QBZT UP JNJUBUF
 BT EJTDVTTFE BCPWF�

#PUI BEWBODFT BSF CFJOH TVQQPSUFE CZ UIF OFX FYQFSJNFOUBM UFTUJOH BQQSPBDIFT

BOE UIF SJTF PG SJDI OFX OFUXPSL BOE UFYUVBM EBUBTFUT EFTDSJCFE BCPWF� 8F FYQFDU UIJT

JOUFSQMBZ CFUXFFO UIFTF BEWBODFT BOE UIFPSFUJDBM NPEFMJOH UP CF JODSFBTJOHMZ QSPEVDUJWF

JO HFOFSBUJOH OFX JOTJHIUT JOUP TPDJBM MFBSOJOH BOE JOGPSNBUJPO DBTDBEFT�

���



3FGFSFODFT

"DFNPHMV
 %BSPO
 "MJ .BLIEPVNJ
 "[BSBLITI .BMFLJBO
 BOE "TVNBO 0[EBHMBS� ����� �-FBSOJOH

'SPN 3FWJFXT� 5IF 4FMFDUJPO &RFDU BOE UIF 4QFFE PG -FBSOJOH��8PSLJOH 1BQFS
 .BTTBDIVTFUUT *OTUJUVUF

PG 5FDIOPMPHZ�

"DFNPHMV
 %BSPO
 BOE "TVNBO &� 0[EBHMBS� ����� �0QJOJPO %ZOBNJDT BOE -FBSOJOH JO 4PDJBM /FUXPSLT��

%ZOBNJD (BNFT BOE "QQMJDBUJPOT
 �	�
� �����

"DFNPHMV
 %BSPO
 BOE +BNFT "� 3PCJOTPO� ����� &DPOPNJD 0SJHJOT PG %JDUBUPSTIJQ BOE %FNPDSBDZ� /FX

:PSL
 /:�$BNCSJEHF 6OJWFSTJUZ 1SFTT�

"DFNPHMV
 %BSPO
 .VOUIFS %BIMFI
 *MBO -PCFM
 BOE "TVNBO &� 0[EBHMBS� ����� �#BZFTJBO -FBSOJOH

JO 4PDJBM /FUXPSLT�� 3FWJFX PG &DPOPNJD 4UVEJFT
 ��	�
� ����������

"HIBNPMMB
 $ZSVT� ����� �0CTFSWBUJPOBM -FBSOJOH
 &OEPHFOPVT 5JNJOH
 BOE *OGPSNBUJPO "DRVJTJUJPO��

8PSLJOH 1BQFS
 6OJWFSTJUZ PG .JOOFTPUB�

"HIBNPMMB
 $ZSVT
 BOE *MBO (VUUNBO� ����� �4USBUFHJD UJNJOH PG *10T BOE EJTDMPTVSF� " EZOBNJD NPEFM

PG NVMUJQMF SSNT�� "DDPVOUJOH 3FWJFX
 ��	�
� ������

"HIBNPMMB
 $ZSVT
 BOE 5BEBTIJ )BTIJNPUP� ����� �*OGPSNBUJPO BSSJWBM
 EFMBZ
 BOE DMVTUFSJOH JO SOBODJBM

NBSLFUT XJUI EZOBNJD GSFFSJEJOH�� +PVSOBM PG 'JOBODJBM &DPOPNJDT
 ���	�
� ������

"LFSMPG
 (FPSHF "� ����� �5IF &DPOPNJDT PG $BTUF BOE PG UIF 3BU 3BDF BOE 0UIFS 8PFGVM 5BMFT�� 2VBSUFSMZ

+PVSOBM PG &DPOPNJDT
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 BOE &WBO 4BEMFS� ����� �*OGPSNBUJPO EJRVTJPO JO OFUXPSLT UISPVHI TPDJBM MFBSOJOH�� 5IFP�

SFUJDBM &DPOPNJDT
 ��	�
� ��������
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-PINBOO
 4VTBOOF� ����� �5IF %ZOBNJDT PG *OGPSNBUJPOBM $BTDBEFT� 5IF .POEBZ %FNPOTUSBUJPOT JO

-FJQ[JH
 &BTU (FSNBOZ
 ��������� 8PSME 1PMJUJDT
 ��� �������

.BMNFOEJFS
 6MSJLF
 BOE (FPNSFZ 5BUF� ����� �%PFT 0WFSDPOSEFODF "RFDU $PSQPSBUF *OWFTUNFOU $&0

0WFSDPOSEFODF .FBTVSFT 3FWJTJUFE�� &VSPQFBO 'JOBODJBM .BOBHFNFOU
 ��	�
�

.BOTLJ
 $IBSMFT '� ����� �*EFOUJSDBUJPO PG &OEPHFOPVT 4PDJBM &RFDUT� 5IF 3FTFDUJPO 1SPCMFN�� 3FWJFX

PG &DPOPNJD 4UVEJFT
 ��	�
� ��������

.BZFX
 8JMMJBN +�
 BOE .PIBO 7FOLBUBDIBMBN� ����� �5IF 1PXFS PG 7PJDF� .BOBHFSJBM "RFDUJWF 4UBUFT

BOE 'VUVSF 'JSN 1FSGPSNBODF�� +PVSOBM PG 'JOBODF
 ��	�
� �����

.JMHSBN
 4UBOMFZ
 -FPOBSE #JDLNBO
 BOE -BXSFODF #FSLPXJU[� ����� �/PUF PO UIF ESBXJOH QPXFS PG

DSPXET PG EJRFSFOU TJ[F�� +PVSOBM PG 1FSTPOBMJUZ BOE 4PDJBM 1TZDIPMPHZ
 ��	�
� ������

.PMBWJ
 1PPZB
 "MJSF[B 5BICB[�4BMFIJ
 BOE "MJ +BECBCBJF� ����� �" 5IFPSZ PG /PO�#BZFTJBO 4PDJBM

-FBSOJOH�� &DPOPNFUSJDB
 ��	�
� ��������

.PO[±O
 *HOBDJP
 BOE .JDIBFM 3BQQ� ����� �0CTFSWBUJPOBM MFBSOJOH XJUI QPTJUJPO VODFSUBJOUZ�� +PVSOBM

PG &DPOPNJD 5IFPSZ
 ���� ��������

.PSJO
 0MJWJFS
 1JFSSF 0MJWJFS +BDRVFU
 ,SJTU 7BFTFO
 BOE "MCFSUP "DFSCJ� ����� �4PDJBM JOGPSNBUJPO VTF

BOE TPDJBM JOGPSNBUJPO XBTUF�� 1IJMPTPQIJDBM 5SBOTBDUJPOT PG UIF 3PZBM 4PDJFUZ #
 ���	����
� ���������

.PTDBSJOJ
 (JVTFQQF
 .BSDP 0UUBWJBOJ
 BOE -POFT 4NJUI� ����� �4PDJBM -FBSOJOH JO B $IBOHJOH 8PSME��

&DPOPNJD 5IFPSZ
 ��	�
� ��������

.PTTFM
 &MDIBOBO
 "MMBO 4MZ
 BOE 0NFS 5BNV[� ����� �"TZNQUPUJD MFBSOJOH PO CBZFTJBO TPDJBM OFUXPSLT��

1SPCBCJMJUZ 5IFPSZ BOE 3FMBUFE 'JFMET
 ���	���
� ��������

.PTTFM
 &MDIBOBO
 "MMBO 4MZ
 BOE 0NFS 5BNV[� ����� �4USBUFHJD -FBSOJOH BOE UIF 5PQPMPHZ PG 4PDJBM

/FUXPSLT�� &DPOPNFUSJDB
 ��	�
� ����������

.PTTFM
 &MDIBOBO
 .BOVFM .VFMMFS�'SBOL
 "MMBO 4MZ
 BOE 0NFS 5BNV[� ����� �4PDJBM MFBSOJOH FRVJMJC�

SJB�� &DPOPNFUSJDB
 ��	�
� ����������

.VFMMFS�'SBOL
 .BOVFM� ����� �%PFT POF #BZFTJBO NBLF B %JRFSFODF � +PVSOBM PG &DPOPNJD 5IFPSZ
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.VFMMFS�'SBOL
 .BOVFM
 BOE .BMMFTI .� 1BJ� ����� �4PDJBM -FBSOJOH XJUI $PTUMZ 4FBSDI�� "NFSJDBO

&DPOPNJD +PVSOBM� .JDSPFDPOPNJDT
 �	�
� �������

/FLSBTPW
 "MFYBOEFS
 4JFX )POH 5FPI
 BOE 4IJKJB 8V� ����� �7JTVBMT BOE "UUFOUJPO UP &BSOJOHT /FXT

PO 5XJUUFS�� 3FWJFX PG "DDPVOUJOH 4UVEJFT
 ����� 'PSUIDPNJOH�

/FXCFSSZ
 1FUFS 8� ����� �"O FNQJSJDBM TUVEZ PG PCTFSWBUJPOBM MFBSOJOH�� 3"/% +PVSOBM PG &DPOPNJDT


��	�
� ��������

0CFSIPM[FS�(FF
 'FMJY� ����� �/POFNQMPZNFOU TUJHNB BT SBUJPOBM IFSEJOH� " SFME FYQFSJNFOU�� +PVSOBM

PG &DPOPNJD #FIBWJPS � 0SHBOJ[BUJPO
 ��	�
� ������

0UUBWJBOJ
 .BSDP
 BOE 1FUFS /PSNBO 4¶SFOTFO� ����� �)FSE CFIBWJPS BOE JOWFTUNFOU� $PNNFOU��

"NFSJDBO &DPOPNJD 3FWJFX
 ��	�
� ��������

0UUBWJBOJ
 .BSDP
 BOE 1FUFS /PSNBO 4¶SFOTFO� ����� �*OGPSNBUJPO BHHSFHBUJPO JO EFCBUF� 8IP TIPVME

TQFBL SSTU � +PVSOBM PG 1VCMJD &DPOPNZ
 ��	�
� ��������

1BSJLI
 3PIJU
 BOE 1BVM ,SBTVDLJ� ����� �$PNNVOJDBUJPO
 DPOTFOTVT
 BOE LOPXMFEHF�� +PVSOBM PG

&DPOPNJD 5IFPSZ
 ��	�
� ��������

1BSL
 "OESFBT
 BOE )BNJE 4BCPVSJBO� ����� �)FSEJOH BOE $POUSBSJBO #FIBWJPS JO 'JOBODJBM .BSLFUT��

&DPOPNFUSJDB
 ��	�
� ���������

3BCJO
 .BUUIFX
 BOE +PFM 4DISBH� ����� �'JSTU *NQSFTTJPOT .BUUFS� " .PEFM PG $POSSNBUPSZ #JBT��

2VBSUFSMZ +PVSOBM PG &DPOPNJDT
 ��� ������

3JUUFS
 +BZ 3�
 BOE *WP 8FMDI� ����� �" 3FWJFX PG *10 "DUJWJUZ
 1SJDJOH
 BOE "MMPDBUJPOT�� +PVSOBM PG

'JOBODF
 ��	�
� ����������

3PCJO
 &VHFOF %� ����� .BUUFST PG -JGF BOE %FBUI� 3JTLT WT� #FOF*UT PG .FEJDBM $BSF� /FX :PSL�'SFFNBO

BOE $P�

3PC
 3BGBFM� ����� �-FBSOJOH BOE $BQBDJUZ &YQBOTJPO VOEFS %FNBOE 6ODFSUBJOUZ�� 3FWJFX PG &DPOPNJD

4UVEJFT
 ��	�
� ��������

3PNBOP
 .BSJB (SB[JB� ����� �-FBSOJOH
 $BTDBEFT BOE 5SBOTBDUJPO $PTUT�� 3FWJFX PG 'JOBODF


��	�
� ��������
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3PTFOCFSH
 %JOBI
 BOE /JDPMBT 7JFJMMF� ����� �0O UIF FUDJFODZ PG TPDJBM MFBSOJOH�� &DPOPNFUSJDB


��	�
� ����������

3PTFOCFSH
 %JOBI
 &JMPO 4PMBO
 BOE /JDPMBT 7JFJMMF� ����� �*OGPSNBUJPOBM FYUFSOBMJUJFT BOE FNFSHFODF

PG DPOTFOTVT�� (BNFT BOE &DPOPNJD #FIBWJPS
 ��	�
� ��������

3ZBO
 #SZDF
 BOE /FBM $� (SPTT� ����� �5IF %JRVTJPO PG )ZCSJE 4FFE $PSO JO 5XP *PXB $PNNVOJUJFT��

3VSBM 4PDJPMPHZ
 �� ������

4BDFSEPUF
 #SVDF� ����� �&YQFSJNFOUBM BOE 2VBTJ�&YQFSJNFOUBM "OBMZTJT PG 1FFS &RFDUT� 5XP 4UFQT

'PSXBSE � "OOVBM 3FWJFX PG &DPOPNJDT
 �� ��������

4BMHBOJL
 .BUUIFX +�
 1FUFS 4IFSJEBO %PEET
 BOE %VODBO +� 8BUUT� ����� �&YQFSJNFOUBM 4UVEZ PG

*OFRVBMJUZ BOE 6OQSFEJDUBCJMJUZ JO BO "SUJSDJBM $VMUVSBM .BSLFU�� 4DJFODF
 ���	����
� ��������

4DIBSGTUFJO
 %BWJE 4�
 BOE +FSFNZ $� 4UFJO� ����� �)FSE CFIBWJPS BOE *OWFTUNFOU�� "NFSJDBO &DPOPNJD

3FWJFX
 ��� ��������

4HSPJ
 %BOJFM� ����� �0QUJNJ[JOH *OGPSNBUJPO JO UIF )FSE� (VJOFB 1JHT
 1SPSUT
 BOE 8FMGBSF�� (BNFT BOE

&DPOPNJD #FIBWJPS
 ��	�
� ��������

4IFTIJOTLJ
 &ZUBO
 BOE :PSBN8FJTT� ����� �*OTBUJPO BOE $PTUT PG 1SJDF "EKVTUNFOU�� 3FWJFX PG &DPOPNJD

4UVEJFT
 ��	�
� ��������

4NJUI
 -POFT
 BOE 1FUFS /PSNBO 4¶SFOTFO� ����� �1BUIPMPHJDBM 0VUDPNFT PG 0CTFSWBUJPOBM -FBSOJOH��

&DPOPNFUSJDB
 ��	�
� ��������

4NJUI
 -POFT
 BOE 1FUFS /� 4¶SFOTFO� ����� �3BUJPOBM 4PDJBM -FBSOJOH XJUI 3BOEPN 4BNQMJOH��8PSLJOH

QBQFS
 6OJWFSTJUZ PG 8JTDPOTJO�

4NJUI
 -POFT
 1FUFS /PSNBO 4¶SFOTFO
 BOE +JBOSPOH 5JBO� ����� �*OGPSNBUJPOBM IFSEJOH
 PQUJNBM

FYQFSJNFOUBUJPO
 BOE DPOUSBSJBOJTN�� 5IF 3FWJFX PG &DPOPNJD 4UVEJFT
 ��	�
� ����������

4POH
 :BOHCP� ����� �4PDJBM MFBSOJOH XJUI FOEPHFOPVT PCTFSWBUJPO�� +PVSOBM PG &DPOPNJD 5IFPSZ


���� ��������

4PSFOTFO
 "MBO 5� ����� �4PDJBM MFBSOJOH BOE IFBMUI QMBO DIPJDF�� 3"/% +PVSOBM PG &DPOPNJDT
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4QFODF
 .JDIBFM� ����� �+PC NBSLFU TJHOBMJOH�� *O 6ODFSUBJOUZ JO FDPOPNJDT� 
 FE� 1FUFS %JBNPOE BOE

.JDIBFM 3PUITDIJME
 �������� $BNCSJEHF
 ."�"DBEFNJD 1SFTT�

4VOTUFJO
 $BTT 3� ����� " $POTUJUVUJPO PG .BOZ .JOET� 8IZ UIF 'PVOEJOH %PDVNFOU %PFTO�U .FBO 8IBU

*U .FBOU #FGPSF� 1SJODFUPO
 /+�1SJODFUPO 6OJWFSTJUZ 1SFTT�

4VOTUFJO
 $BTT 3� ����B� $POGPSNJUZ� 5IF 1PXFS PG 4PDJBM *O+VFODFT� 1SJODFUPO
 /+�/:6 1SFTT�

4VOTUFJO
 $BTT 3� ����C� )PX DIBOHF IBQQFOT� $BNCSJEHF
 ."�.*5 1SFTT�

5BMMFZ
 &SJD� ����� �1SFTJEFOUJBM $BTDBEFT� "O "QQSBJTBM�� 4PVUIFSO $BMJGPSOJB -BX 3FWJFX
 ��� �������

5BZMPS
 3JDIBSE� ����� .FEJDJOF PVU PG $POUSPM� .FMCPVSOF�4VO #PPLT�

5VDLFS
 $BUIFSJOF
 +VBOKVBO ;IBOH
 BOE 5JOH ;IV� ����� �%BZT PO NBSLFU BOE IPNF TBMFT�� 3"/%

+PVSOBM PG &DPOPNJDT
 ��	�
� ��������

7FFSBSBHIBWBO
 4FOUIJM ,�
 BOE -BVSFOT (� %FCP� ����� �)FSEJOH JO 2VFVFT XJUI 8BJUJOH $PTUT�

3BUJPOBMJUZ BOE 3FHSFU�� .BOVGBDUVSJOH � 4FSWJDF 0QFSBUJPOT .BOBHFNFOU
 ��	�
� ��������

7FSNFVMF
 "ESJBO� ����� -BX BOE UIF -JNJUT PG 3FBTPO� � 3FQSJOU FE�
 0YGPSE 6OJWFSTJUZ 1SFTT�

7JWFT
 9BWJFS� ����� �)PX GBTU EP SBUJPOBM BHFOUT MFBSO � 3FWJFX PG &DPOPNJD 4UVEJFT
 ��� ��������

7JWFT
 9BWJFS� ����� �-FBSOJOH GSPN PUIFST� B XFMGBSF BOBMZTJT�� (BNFT BOE &DPOPNJD #FIBWJPS
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7JWFT
 9BWJFS� ����� *OGPSNBUJPO BOE -FBSOJOH JO .BSLFUT� 5IF *NQBDU PG .BSLFU .JDSPTUSVDUVSF� 1SJODFUPO


/+�1SJODFUPO 6OJWFSTJUZ 1SFTT�

8BHOFS
 1FUFS "� ����� �8IP HPFT SSTU 4USBUFHJD EFMBZ VOEFS JOGPSNBUJPO BTZNNFUSZ�� 5IFPSFUJDBM

&DPOPNJDT
 ��	�
� ��������

8BOH
 5BP� ����� �*OGPSNBUJPO SFWFMBUJPO UISPVHI CVODIJOH�� (BNFT BOE &DPOPNJD #FIBWJPS
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8BZOGPSUI
 %BWJE� ����� �.BUF $IPJDF $PQZJOH JO )VNBOT�� )VNBO /BUVSF
 ��	�
� ��������

8FJ[T¢DLFS
 (FPSH� ����� �%P XF GPMMPX PUIFST XIFO XF TIPVME " TJNQMF UFTU PG SBUJPOBM FYQFDUBUJPOT��

"NFSJDBO &DPOPNJD 3FWJFX
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8FMDI
 *WP� ����� �4FRVFOUJBM 4BMFT
 -FBSOJOH
 BOE $BTDBEFT�� +PVSOBM PG 'JOBODF
 ��	�
� ��������

8JU
 +PSHFO� ����� �)FSEJOH CFIBWJPS JO B SPMM�DBMM WPUJOH HBNF�� %FQBSUNFOU PG &DPOPNJDT
 6OJWFSTJUZ PG

"NTUFSEBN�

8JUUF
 ,MBVEJB
 /JOB ,OJFM
 BOE *MLB .� ,VSFDL� ����� �.BUF�DIPJDF DPQZJOH� 4UBUVT RVP BOE XIFSF UP

HP�� $VSSFOU ;PPMPHZ
 ��	�
� ����������

8PMJU[LZ
 "MFYBOEFS� ����� �-FBSOJOH GSPN 0UIFST� 0VUDPNFT�� "NFSJDBO &DPOPNJD 3FWJFX
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8V
 +JFNBJ� ����� �$PSSFMBUFE *OGPSNBUJPO $BTDBEFT�� "WBJMBCMF BU 443/ ��������

:PVOH
 )� 1FZUPO� ����� �*OOPWBUJPO %JRVTJPO JO )FUFSPHFOFPVT 1PQVMBUJPOT� $POUBHJPO
 4PDJBM *OTVFODF


BOE 4PDJBM -FBSOJOH�� "NFSJDBO &DPOPNJD 3FWJFX
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;IBOH
 +JBOCP� ����� �4USBUFHJD %FMBZ BOE UIF 0OTFU PG *OWFTUNFOU $BTDBEFT�� 3"/% +PVSOBM PG &DPOPNJDT
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;IBOH
 +VBOKVBO� ����� �5IF 4PVOE PG 4JMFODF� 0CTFSWBUJPOBM -FBSOJOH JO UIF 6�4� ,JEOFZ .BSLFU��

.BSLFUJOH 4DJFODF
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;IBOH
 +VSVJ
 :POH -JV
 BOE :VCP $IFO� ����� �4PDJBM -FBSOJOH JO /FUXPSLT PG 'SJFOET WFSTVT 4USBOHFST��

.BSLFUJOH 4DJFODF
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;JFHFMNFZFS
 "OUIPOZ
 $ISJTUPQI .BSDI
 BOE 4FCBTUJBO ,SºHFM� ����� �%P 8F 'PMMPX 0UIFST

8IFO 8F 4IPVME " 4JNQMF 5FTU PG 3BUJPOBM &YQFDUBUJPOT� $PNNFOU�� "NFSJDBO &DPOPNJD 3FWJFX
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" 0OMJOF "QQFOEJY

"�� 'VSUIFS EJTDVTTJPO PG 4FDUJPO � PO MJNJUFE DPNNVOJDBUJPO PS

PCTFSWBUJPO PG QBTU BDUJPOT

*O UIF OFYU UXP TVCTFDUJPOT
 XF EJTDVTT JNQFSGFDUMZ SBUJPOBM NPEFMT
 BT SFGFSSFE UP JO

f �����
 UIBU NBLF EJSFDU IFVSJTUJD BTTVNQUJPOT BCPVU UIF BHFOU�T NBQQJOH GSPN PCTFSWFE

BDUJPOT BOE QBZPRT JOUP UIF BHFOU�T BDUJPOT� 5IFO
 JO f "����
 XF EJTDVTT B SBUJPOBM

TFUUJOH XJUI QBSUJBM DPNNVOJDBUJPO PG QBTU TJHOBMT�

"���� )FVSJTUJD BDUJPO SVMFT CBTFE PO PCTFSWBUJPO PG BWFSBHFT PG QBTU QBZPNT BOE

PG BDUJPO GSFRVFODZ

*G SBUJPOBM BHFOUT DPVME PCTFSWF UIF BWFSBHF QBZPRT FYQFSJFODFE GSPN QPTTJCMF BDUJPOT

VOEFSUBLFO CZ NBOZ JO B MBSHF QPQVMBUJPO
 UIFZ XPVME BMXBZT DIPPTF UIF SJHIU BDUJPO�

)PXFWFS
 JU JT QPTTJCMF UIBU BHFOUT GBMM TIPSU PG SBUJPOBMJUZ� *O UIF NPEFM PG &MMJTPO BOE

'VEFOCFSH 	����

 UIFSF JT B DPOUJOVVN PG BHFOUT
 XIFSF FBDI QFSJPE TPNF HJWFO

GSBDUJPO PG UIFN IBT UIF PQQPSUVOJUZ UP VQEBUF UIFJS DIPJDFT� "HFOUT PCTFSWF UIF

BWFSBHF QBZPR PG UIF UXP BDUJPOT JO UIF QPQVMBUJPO GSPN UIF QSFWJPVT QFSJPE
 BOE UIFJS

QPQVMBSJUJFT� "HFOUT VTF SVMFT PG UIVNC GPS VQEBUJOH UIFJS BDUJPOT
 XIJDI UBLF UIF GPSN

PG TQFDJSFE QSPCBCJMJUZ PG TXJUDIJOH BDUJPO CBTFE PO UIFTF UXP WBSJBCMFT� 5IF QBQFS

FYQMPSFT DPOEJUJPOT PO UIF XFJHIUJOH PG UIFTF DPOTJEFSBUJPOT UIBU QSPNPUF PS IJOEFS

MPOH�SVO DPSSFDU EFDJTJPOT�

"���� )FVSJTUJD BDUJPO SVMFT CBTFE PO TBNQMJOH PG QBTU BDUJPOT BOE QBZPNT

*O &MMJTPO BOE 'VEFOCFSH 	����

 UIFSF JT B MBSHF OVNCFS PG BHFOUT XIP UBLF TJNVMUBOF�

PVT BDUJPOT BU FBDI EJTDSFUF QFSJPE� &BDI QFSJPE
 TPNF GSBDUJPO PG BHFOUT FYPHFOPVTMZ

TUJDL UP UIFJS DVSSFOU BDUJPO
 BOE UIF SFNBJOEFS PCTFSWFT BO VOCJBTFE TBNQMF PG UIF

���



MBUFTU BDUJPOT BOE QBZPRT PG N BOE DIPPTF BDUJPO CBTFE PO UIJT BOE CBTFE PO UIFJS PXO

MBUFTU QBZPR� "HFOUT GPMMPX UIF GPMMPXJOH IFVSJTUJD EFDJTJPO SVMF� *G BMM UIF BHFOUT JO BO

BHFOU�T TBNQMF UBLFT UIF TBNF BDUJPO
 UIF BHFOU GPMMPXT UIBU BDUJPO� *G CPUI BDUJPOT BSF

TFMFDUFE CZ BU MFBTU POF BHFOU JO UIF TBNQMF
 UIF BHFOU DIPPTFT XIJDIFWFS BDUJPO IBT

IJHIFS BWFSBHF QBZPR CBTFE PO PCTFSWFE SFQPSUT BOE UIF BHFOU�T PXO MBUFTU FYQFSJFODFE

QBZPR�

8IFO UIF TBNQMF TJ[F N JT TNBMM
 MFBSOJOH GSPN UIF FYQFSJFODF PG PUIFST DBVTFT

UIF TZTUFN UP FWPMWF UP VOJWFSTBM BEPQUJPO PG UIF DPSSFDU BDUJPO� *O DPOUSBTU
 XIFO UIF

TBNQMF TJ[F JT MBSHF
 UIFSF JT TUSPOH QSFTTVSF UPXBSE EJWFSTJUZ PG CFIBWJPS��� 4P UIF

TZTUFN OFWFS SYFT PO UIF DPSSFDU BDUJPO� 5IJT BOBMZTJT JT WBMVBCMF JO JMMVTUSBUJOH IPX

OPO�PCWJPVT JOUFSFTUJOH DPODMVTJPOT BCPVU FUDJFODZ EFSJWF GSPN SFBTPOBCMZ QMBVTJCMF

IFVSJTUJD BTTVNQUJPOT� 0O UIF PUIFS IBOE
 XIFO UIFSF JT B �TQMJU EFDJTJPO� JO BO BHFOU�T

TBNQMF
 JU XPVME CF SFBTPOBCMF GPS BO BHFOU UP UBLF JOUP BDDPVOU UIBU B QSFQPOEFSBODF

PG �� "EPQUT UP � 3FKFDU 	GPS FYBNQMF
 NJHIU TVHHFTU BMNPTU DPODMVTJWFMZ UIBU BEPQU JT

TVQFSJPS��� 5IJT XPVME UFOE UP PQQPTF UIF EJWFSTJUZ FRFDU EJTDVTTFE BCPWF�

"���� 3FDFOU QBTU TJHOBMT PCTFSWBCMF

5IF 4#. BOE UIF #)8 NPEFM BSF CBTFE PO UIF QSFNJTF UIBU BHFOUT EP OPU EJSFDUMZ

DPNNVOJDBUF UIFJS QSJWBUF TJHOBMT� *G UIF TJHOBMT PG BHFOUT BSF GVMMZ DPNNVOJDBUFE UP

UIFJS GPMMPXFST
 MFBSOJOH XPVME CF FUDJFOU
 BOE UIFSF XPVME CF BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

*O NBOZ QSBDUJDBM DPOUFYUT
 NPSF JOGPSNBUJPO JT JOEFFE USBOTNJUUFE UIBO KVTU

BDUJPO DIPJDFT� 'PS FYBNQMF
 QFPQMF BSF PGUFO GSFF UP UBML BCPVU UIFJS QSJWBUF JOGPSNBUJPO


UIPVHI PXJOH UP UJNF BOE DPHOJUJWF DPOTUSBJOUT
 TVDI DPNNVOJDBUJPO NBZ CF JNQFSGFDU�

5IJT SBJTFT UIF RVFTUJPO PG XIFUIFS JODPSSFDU DBTDBEFT TUJMM PDDVS
 BOE XIFUIFS UIFSF JT

BTZNQUPUJD MFBSOJOH�

��5IJT JT CFDBVTF JG POF BDUJPO JT WFSZ VOQPQVMBS
 XJUI MBSHF N NBOZ BEIFSFOUT PG UIF NPSF QPQVMBS

BDUJPO �IFBS BCPVU� UIF VOQPQVMBS POF BOE QPUFOUJBMMZ DPOWFSU UP JU�
��&MMJTPO BOE 'VEFOCFSH DPOTJEFS B SFMBUFE FRFDU XIJDI UIFZ DBMM �QPQVMBSJUZ XFJHIUJOH��

���



8F DPOTJEFS IFSF UIF QPTTJCJMJUZ PG MJNJUFE DPNNVOJDBUJPO PG QSJWBUF TJHOBMT�

&WFSZ QSJWBUF TJHOBM JT EJSFDUMZ DPNNVOJDBUFE
 XIJDI JO QSJODJQMF DPVME CSJOH BCPVU

BTZNQUPUJD MFBSOJOH� )PXFWFS
 XF DPOTJEFS B DBTF JO XIJDI FBDI TJHOBM JT QBTTFE PO UP

KVTU POF PUIFS BHFOU
 BOE QSPWJEF BO FYBNQMF JO XIJDI JODPSSFDU DBTDBEFT TUJMM GPSN BOE

MBTU GPSFWFS�

$POTJEFS UIF 4#. PG 4FDUJPO �
 FYDFQU UIBU JO BEEJUJPO UP PCTFSWJOH BMM QBTU

BDUJPOT
 FBDI BHFOU PCTFSWFT UIF QSJWBUF TJHOBM PG UIF BHFOU�T JNNFEJBUF QSFEFDFTTPS� *O

DPOUSBTU XJUI UIF 4#.
 XF BTTVNF UIBU XIFO JOEJRFSFOU
 FBDI BHFOU BMXBZT GPMMPXT IFS

PXO TJHOBM� 5IJT BTTVNQUJPO JT DPOWFOJFOU CVU OPU DSVDJBM�

"GUFS BDUJPOT HH PS LL
 I3 JOGFST UIBU UIF SSTU UXP TJHOBMT XFSF hh PS ℓℓ

SFTQFDUJWFMZ
 BOE GBMMT JOUP B DBTDBEF XIJDI DPVME FBTJMZ CF JODPSSFDU� 5IJT DBTDBEF DBO

CF CSPLFO� 5P TFF UIJT
 TVQQPTF UIBU UIF SSTU UXP BDUJPOT BSF HH
 BOE UIBU I3 PCTFSWFT

ℓ� 4P I3 DIPPTFT H� *G I4 PCTFSWFT ℓ
 UIJT DPNCJOFT XJUI PCTFSWBUJPO PG I3�T ℓ UP NBLF I4

JOEJRFSFOU
 TP I4 SFKFDUT
 CSFBLJOH UIF DBTDBEF�

$POTJEFS OFYU UIF DBTF JO XIJDI I3 PCTFSWFT h BT XFMM� /PX
 I4 BEPQUT
 CFDBVTF

I4 LOPXT UIBU UIF SSTU � TJHOBMT XFSF BMM h� "U UIJT QPJOU UIF DBTDBEF PG BEPQUJPO DPOUJOVFT

GPSFWFS� I5 LOPXT UIBU UIF SSTU UXP TJHOBMT XFSF hh
 BOE UIBU UIF UIJSE BOE GPVSUI TJHOBMT

XFSF OPU ℓℓ� 	*�F�
 UIFZ XFSF FJUIFS ℓh
 hh
 PS hℓ�
 4P UIF OFU FWJEFODF JO GBWPS PG TUBUF

H JT BU MFBTU TMJHIUMZ TUSPOHFS UIBO UXP h TJHOBMT� 4P FWFO JO UIF XPSTU DBTF JO XIJDI

I5 EJSFDUMZ PCTFSWFT UXP ℓ TJHOBMT 	I5�T BOE I4�T TJHOBMT

 I5 TUSJDUMZ QSFGFST H� 4JNJMBS

SFBTPOJOH TIPXT UIBU BMM TVCTFRVFOU BHFOUT BEPQU�

5IF HFOFSBM QPJOU UIBU JOFUDJFOU DBTDBEFT DBO GPSN BOE MBTU GPSFWFS EPFT OPU

SFRVJSF UIJT BSCJUSBSZ UJF�CSFBLJOH DPOWFOUJPO��� *OUVJUJWFMZ
 UIF BCJMJUZ UP PCTFSWF UIF

QSFEFDFTTPS�T TJHOBM JT B EPVCMF�FEHFE CMBEF� 5IF JNNFEJBUF FRFDU JT UP JODSFBTF BO

��5IF GPMMPXJOH NPEJSDBUJPO JMMVTUSBUFT UIF QPJOU JO B TFUUJOH XJUI OP UJFT� 4VQQPTF UIBU BHFOUT EJRFS

WFSZ TMJHIUMZ JO UIFJS QSFDJTJPOT
 BOE UIBU BHFOUT BDU JO JOWFSTF PSEFS PG UIFJS QSFDJTJPOT
 GSPN MPX UP IJHI�

/PX BHFOUT BSF OFWFS JOEJRFSFOU� "HFOUT XIP BSF DMPTF UP JOEJRFSFODF TUSJDUMZ QSFGFS UP GPMMPX UIFJS PXO

TJHOBMT
 BOE UIF TBNF BOBMZTJT IPMET�

���



BHFOU�T JOGPSNBUJPO
 XIJDI JODSFBTFT UIF QSPCBCJMJUZ UIBU BO BHFOU EFDJEFT DPSSFDUMZ� #VU

UP UIF FYUFOU UIBU UIJT JT UIF DBTF
 JU MBUFS NBLFT UIF BDUJPO IJTUPSZ NPSF JOGPSNBUJWF�

5IBU FWFOUVBMMZ FODPVSBHFT MBUFS BHFOUT UP GBMM JOUP B DBTDBEF
 XIJDI CMPDLT BTZNQUPUJD

MFBSOJOH�

*O QBSUJDVMBS
 UIF BDUJPO TFRVFODF CFDPNFT JOGPSNBUJWF FOPVHI UIBU BHFOUT GBMM

JOUP DBTDBEFT EFTQJUF UIFJS BDDFTT UP BO FYUSB TJHOBM GSPN UIF QSFEFDFTTPS� 5IF BDUJPOT

IJTUPSZ FWFOUVBMMZ PWFSXIFMNT BO BHFOU�T JOGPSNBUJPO 	FWFO JODMVTJWF PG PCTFSWBUJPO PG

B QSFEFDFTTPS�T TJHOBM

 BU XIJDI QPJOU UIF BDDVSBDZ PG UIF TPDJBM CFMJFG TUPQT HSPXJOH�

"OPUIFS XBZ UP UIJOL PG UIJT JT UIBU CFJOH BCMF UP PCTFSWF QSFEFDFTTPST� TJHOBMT

JT TPNFXIBU MJLF CFJOH BCMF UP PCTFSWF NVMUJQMF QSJWBUF TJHOBMT JOTUFBE PG POF� 5IJT

EPFT OPU GVOEBNFOUBMMZ DIBOHF UIF BSHVNFOU GPS XIZ JODPSSFDU DBTDBEFT GPSN�UIBU

UIF BDDVNVMBUJPO PG JOGPSNBUJPO JNQMJDJU JO QBTU BDUJPOT NVTU FWFOUVBMMZ PWFSXIFMN UIF

TJHOBM	T
 PG B TJOHMF BHFOU�

���


