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T h e fl o w a r o u n d a r ot ati n g c yli n d e r h as l o n g f as ci n at e d fl ui d m e c h a ni ci a ns. Cl assi c p ot e nti al
fl o w m o d els, w hil e el e g a nt, f a c e li mit ati o ns i n p r e di cti n g ci r c ul ati o n u nl ess a u g m e nt e d b y
b o u n d a r y l a y e r m o d eli n g a n d a p pl yi n g t h e n o-sli p c o n diti o n. F o r r a pi dl y r ot ati n g c yli n d e rs,
s e p a r ati o n is s u p p r ess e d, r es ulti n g i n a n att a c h e d b o u n d a r y l a y e r w h os e o ut e r fl o w is a p ot e nti al-
fl o w wit h ci r c ul ati o n. A d o pti n g t his ass u m pti o n, Gl a u e rt m at c h e d P r a n dtl b o u n d a r y l a y e r o v e r
a r a pi dl y r ot ati n g c yli n d e r wit h t h e o ut e r fl o w, a n d m a n a g e d t o d et e r mi n e a s e ri es s ol uti o n
f o r t h e v al u e of ci r c ul ati o n w hi c h , i n t u r n, di ct at es t h e M a g n us lift f o r c e. I nt e r esti n gl y,
Gl a u e rt’s r es ults f o r ci r c ul ati o n is i n d e p e n d e nt of vis c osit y u p t o t h e f o u rt h o r d e r. T his p r o bl e m
h as b e e n r e c e ntl y r e visit e d r e c e ntl y, usi n g G a uss’ p ri n ci pl e of L e ast C o nst r ai nt t o d et e r mi n e
t h e u n k n o w n ci r c ul ati o n wit h o ut a n y b o u n d a r y l a y e r c al c ul ati o ns. R e m a r k a bl y, t h e s ol uti o n
ali g ns p e rf e ctl y wit h Gl a u e rt’s r es ults d e ri v e d f r o m t h e b o u n d a r y l a y e r s ol uti o n. T h e G a uss’
p ri n ci pl e f o r m ul ati o n p r es e nts t h e p r o bl e m as a o n e- di m e nsi o n al o pti mi z ati o n p r o bl e m wit h
t h e ci r c ul ati o n b ei n g a f r e e p a r a m et e r. I n t his st u d y, w e g e n e r ali z e t his a p p r o a c h, p e rf o r mi n g a
l a r g e-s c al e o pti mi z ati o n t o d et e r mi n e t h e e nti r e fl o w fi el d ( n ot j ust t h e ci r c ul ati o n). We utili z e a
r e c e ntl y d e v el o p e d a p p r o a c h t h at i nt e g r at es P h ysi cs-I nf o r m e d N e u r al N et w o r ks ( PI N Ns) wit h
G a uss’s p ri n ci pl e.

I. I nt r o d u cti o n
T h e pr o bl e m of t h e n or m al fl ui d f or c e a cti n g o n a r ot ati n g c yli n d er h as a l o n g a n d ri c h hist or y, b e gi n ni n g wit h t h e

e arl y w or ks of pi o n n ers s u c h as R o bi ns , E ul er a n d l at er n a m e d aft er M a g n us [ 1 ]. T his pr o bl e m h as i ntri g u e d n u m er o us
a er o d y n a mi cists, i n cl u di n g R a yl ei g h, Pr a n dtl, a n d Gl a u ert, a n d h as l e d t o i n n o v ati v e a p pli c ati o ns i n i n d ustr y, s u c h as
Fl ett n er’s r ot or s hi p a n d t h e m o d er n E-s hi p 1. Pr a n dtl’s h y p ot h esis of a m a xi m u m lift c o e ffi ci e nt v al u e of 4 𝜋 [2 ], b as e d
o n t h e c o al es c e n c e of st a g n ati o n p oi nts, w as l at er r ef ut e d b y e x p eri m e nts a n d si m ul ati o ns t h at o bs er v e d hi g h er lift
c o e ffi ci e nt v al u es [ 3 – 5], c h all e n gi n g e arli er e x p eri m e nt al li mits [ 6 – 9].

T h e bif ur c ati o n of t h e fl o w fi el d t h at h a p p e ns as t h e r ati o 𝛼 = 𝜔 𝑅
𝑈 ∞

i n cr e as es is criti c al t o u n d erst a n di n g t his pr o bl e m.
Pr a n dtl’s o bs er v ati o ns [ 7 ] i n di c at e d t h at w h e n 𝛼 e x c e e ds 2, t h e fl o w s e p ar ati o n is s u p pr ess e d, r es e m bli n g irr ot ati o n al
fl o w wit h cir c ul ati o n. T his bif ur c ati o n at 𝛼 ≈ 2 w as c o n fir m e d b y e x p eri m e nts a n d si m ul ati o ns [ 5 , 1 0 – 1 3 ], alt h o u g h
s o m e st u di es r e p ort e d di ff er e nt criti c al 𝛼 v al u es at v ari o us R e y n ol ds n u m b ers [ 1 4 , 1 5 ]. F or i nst a n c e, B a dr et al. [1 6 ]
o bs er v e d v ort e x s h e d di n g s u p pr essi o n at 𝛼 = 3 f or c ert ai n R e y n ol ds n u m b er r a n g es. T h e e xt e nsi v e lit er at ur e i n cl u d es
n ot a bl e w or ks b y Br y a nt et al. [ 1 7], S w a ns o n [ 1 8], a n d ot h ers, u n d ers c ori n g t h e t o pi c’s ri c h a n d c o m pl e x n at ur e.

I ns pir e d b y t h e w or k of G o n z al e z a n d Ta h a [1 9 – 2 1 ], w hi c h a p pr o a c h e d t h e a er o d y n a mi cs pr o bl e m t hr o u g h
mi ni mi z ati o n, G a uss’ pri n ci pl e w as a p pli e d t o t h e pr o bl e m of a r a pi dl y r ot ati n g c yli n d er usi n g t h e st a n d ar d m o d el
of irr ot ati o n al fl o w wit h u n k n o w n cir c ul ati o n o utsi d e t h e b o u n d ar y l a y er [ 2 2 ]. T his a p pr o a c h i n v ol v e d s ol vi n g f or
t h e cir c ul ati o n b y mi ni mi zi n g t h e d e vi ati o n b et w e e n t h e fr e e m oti o n a n d t h e c o nstr ai n e d o n e. R e m ar k a bl y, t his
si m pl e o n e- Di m e nsi o n al mi ni mi z ati o n pr o bl e m, wit h o ut e x pli citl y c o nsi d eri n g vis c osit y, yi el d e d r es ults t h at m at c h e d
Gl a u ert’s fi n di n gs, w hi c h w er e d eri v e d fr o m c o m pl e x s ol uti o ns of b o u n d ar y l a y er n o nli n e ar p arti al di ff er e nti al e q u ati o ns.
A d diti o n all y, u nli k e Gl a u ert’s s ol uti o n t h at is li mit e d t o l ar g e 𝛼 v al u es, t h e a n al yti c al s ol uti o n d eri v e d fr o m G a uss’
pri n ci pl e is a bl e t o pr e di ct a bif ur c ati o n a n d a c h a n g e i n p h ysi cs at 𝛼 =

√
6 = 2 .4 5 .

I n t his w or k, w e e xt e n d t h e p ar a m et eri z ati o n of t h e fl o w fi el d b y i n c or p or ati n g t h e c a p a biliti es of P h ysi cs I nf or m e d
N e ur al N et w or ks ( PI N Ns) g ui d e d b y t h e Pri n ci pl e of Mi ni m u m Pr ess ur e Gr a di e nt, as a p pli e d t o fl ui d m e c h a ni cs
pr o bl e ms [ 2 3 – 2 5], r at h er t h a n r el yi n g o n a si n gl e ass u m e d fr e e p ar a m et er of cir c ul ati o n. T h e pr o p os e d m o d el yi el d e d
e x c ell e nt r es ults a cr oss b ot h r e gi m es, f or v al u es of 𝛼 l ess t h a n a n d gr e at er t h a n

√
6 . T his n o v el a p pr o a c h, c o m bi n e d wit h

t h e p ot e nti al m o d el, s h o ws pr o mis e as a n e ffi ci e nt s ol v er. W h e n i nt e gr at e d wit h c o nf or m al m a p pi n g, it h as t h e p ot e nti al

∗ P h D St u d e nt, D e p art m e nt of M e c h a ni c al a n d A er os p a c e E n gi n e eri n g, U ni v ersit y of C alif or ni a Ir vi n e, AI A A m e m b er
† P h D C a n di d at e, D e p art m e nt of M e c h a ni c al a n d A er os p a c e E n gi n e eri n g, U ni v ersit y of C alif or ni a Ir vi n e, AI A A m e m b er
‡ U n d er gr a d u at e St u d e nt, D e p art m e nt of M e c h a ni c al a n d A er os p a c e E n gi n e eri n g, U ni v ersit y of C alif or ni a Ir vi n e
§ Ass osi at e Pr of ess or, D e p art m e nt of M e c h a ni c al a n d A er os p a c e E n gi n e eri n g, U ni v ersit y of C alif or ni a Ir vi n e, a n d AI A A Ass o ci at e F ell o w

1

Do
wn

lo
ad

ed
 b

y 
Ab

de
lr

ah
ma

n 
El

ma
ra

dn
y 

on
 

Au
gu

st
 2

9, 
20

25
 | 

ht
tp

:/
/a

rc
.a

ia
a.

or
g |

 
D

OI
: 

10
.2

51
4/

6.
20

25
-0

73
2 

 AI A A S CI T E C H 2 0 2 5 F or u m 

6- 1 0 J a n u ar y 2 0 2 5, Orl a n d o, F L 

 1 0. 2 5 1 4/ 6. 2 0 2 5- 0 7 3 2 

 C o p yri g ht © 2 0 2 5 b y t h e A m eri c a n I nstit ut e of A er o n a uti cs a n d Astr o n a uti cs, I n c. All ri g hts r es er v e d. 

 AI A A S ci T e c h F or u m 

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.2514%2F6.2025-0732&domain=pdf&date_stamp=2025-01-03


t o si g ni fi c a ntl y a d v a n c e t h e st u d y a n d r es ol uti o n of c o m pl e x a er o d y n a mi cs pr o bl e ms at t h e li mit of i n fi nit y R e y n ol d’s
n u m b er.

II. T h e o r eti c al B a c k g r o u n d
I n his w or k, G a uss [ 2 6] i ntr o d u c e d o n e of t h e f o u n d ati o n al pri n ci pl es of cl assi c al m e c h a ni cs, k n o w n as t h e " Pri n ci pl e

of L e ast C o nstr ai nt ". T his pri n ci pl e st at es t h at t h e m oti o n of a s yst e m of ’ N’ m at eri al p oi nts o c c urs i n a m a n n er t h at
mi ni m all y d e vi at es fr o m fr e e m oti o n, wit h t h e m e as ur e of c o nstr ai nt b ei n g t h e s u m of t h e pr o d u cts of m ass a n d t h e
s q u ar e of t h e d e vi ati o n fr o m fr e e m oti o n. G a uss disti n g uis h e d b et w e e n t w o t y p es of a c c el er ati o n: t h e fr e e a c c el er ati o n
(𝜋 fr e e = 𝛼

𝜔 )), w hi c h is t h e a c c el er ati o n a b o d y w o ul d h a v e wit h o ut c o nstr ai nts, a n d t h e tr u e a c c el er ati o n, w hi c h o c c urs
i n t h e pr es e n c e of c o nstr ai nts. T h e di ff er e n c e b et w e e n t h es e a c c el er ati o ns r e pr es e nts t h e c o nstr ai nt f or c e, a n d a c c or di n g
t o G a uss’ pri n ci pl e, t h e s u m of t h es e c o nstr ai nt f or c es m ust b e mi ni mi z e d at e v er y m o m e nt.

G a uss’ pri n ci pl e i m pli es t h at a c o nstr ai n e d b o d y will f oll o w t h e p at h t h at mi ni mi z es d e vi ati o n fr o m fr e e m oti o n,
e x pr ess e d m at h e m ati c all y as:

𝑅 =
𝑈𝛼

𝛼= 1

𝛼 𝛼 𝛼 𝛼 −
𝛼 𝑖

𝑚 𝑖

2

( 1)

T his mi ni mi z ati o n is a ki n t o t h e l e ast s q u ar es m et h o d, as G a uss n ot e d t h e si mil arit y b y c o m p ari n g it t o h o w m at h e m ati ci a ns
r e c o n cil e r es ults t hr o u g h l e ast s q u ar es. T o ill ustr at e t his pri n ci pl e, c o nsi d er t h e m oti o n of a p e n d ul u m, w h er e t h e
p e n d ul u m’s m ass is c o nstr ai n e d t o m o v e al o n g a cir c ul ar-s h a p e d tr aj e ct or y. T h e G a ussi a n c o nstr ai nt 𝑍 is c al c ul at e d
b as e d o n t h e p e n d ul u m’s t a n g e nti al a n d n or m al a c c el er ati o ns, l e a di n g t o t h e f a mili ar e q u ati o n of m oti o n d eri v e d t hr o u g h
Cl assi c al N e wt o ni a n l a ws. G a uss’ pri n ci pl e o p er at es i nst a nt a n e o usl y, o pti mizi n g a c c el er ati o n at e a c h m o m e nt, i n
c o ntr ast t o t h e i nt e gr al a p pr o a c h of t h e pri n ci pl e of l e ast a cti o n, w hi c h o pti mi z es t h e e ntir e tr aj e ct or y o v er ti m e. I n
t h e a bs e n c e of a p pli e d f or c es 𝐹 = 0 , G a uss’ pri n ci pl e si m pli fi es t o H ert z’ pri n ci pl e of l e ast c ur v at ur e [2 7 ], f urt h er
e m p h asi zi n g its f o u n d ati o n al r ol e i n a n al yti c al m e c h a ni cs.

W h e n a p pli e d t o fl ui d m e c h a ni cs pr o bl e ms, G a uss’ pri n ci pl e is a n e ffi ci e nt m et h o d f or tr a nsf or mi n g pr o bl e ms i nt o
mi ni mi z ati o n pr o bl e ms r at h er t h a n f or m ul ati n g t h e m as p arti al di ff er e nti al e q u ati o ns. Alt h o u g h G a uss’ pri n ci pl e h as
b e e n i nt e gr at e d i nt o a n al yti c al m e c h a ni cs, it w as n ot wi d el y r e c o g ni z e d f or s ol vi n g pr o bl e ms t h at ot h er t e c h ni q u es
c o ul d n’t a d dr ess [ 2 8 ]. Vari ati o n al t e c h ni q u es i n fl ui d m e c h a ni cs h a v e tr a diti o n all y b e e n li mit e d b y t h e dissi p ati v e n at ur e
of fl ui ds, b ut r e c e ntl y, a p pl yi n g G a uss’ pri n ci pl e t o fl ui d m e c h a ni cs pr o bl e ms h as s h o w n s u c c ess a n d h as b e e n t er m e d
t h e Pri n ci pl e of Mi ni m u m Pr ess ur e Gr a di e nt ( P M P G) [ 2 9 – 3 1].

T h e P M P G st at es t h at t h e pr ess ur e f or c e is a c o nstr ai nt f or c e w h os e s ol e r ol e is m ai nt ai n g t h e c o nstr ai nt of t h e
c o nti n uit y e q u ati o n. A c c or di n g t o G a uss’ pri n ci pl e, t his c o nstr ai nt f or c e is mi ni mi z e d at e a c h m o m e nt, e ns uri n g n at ur e
d o es n ot e x ert m or e f or c e t h a n r e q uir e d. T h e str e n gt h of t his pri n ci pl e li es i n its a bilit y t o h a n dl e ar bitr ar y f or c es, n ot
j ust c o ns er v ati v e o n es as i n t h e pri n ci pl e of l e ast a cti o n. M at h e m ati c all y, P M P G i n v ol v es mi ni mi zi n g t h e c ost A , w hi c h
is t h e i nt e gr al of t h e pr ess ur e gr a di e nt o v er t h e c o m p ut ati o n al d o m ai n:

A =
1

2
𝜌

∫

Ω

𝜕 u

𝜕𝑡
+ ( u · ∇)u −

1

𝜌
∇ · 𝜏

2

𝑑 x .

III. P M P G g ui d e d PI N Ns
R e c e nt a d v a n c e m e nts i n n e ur al n et w or ks h a v e s p ar k e d gr o wi n g i nt er est i n t a c kli n g fl ui d m e c h a ni cs pr o bl e ms t hr o u g h

" d at a-fr e e " P h ysi cs- C o nstr ai n e d N e ur al N et w or ks. T his i n n o v ati v e c o m p ut ati o n al fr a m e w or k e m pl o ys n e ur al n et w or ks
g ui d e d b y t h e f u n d a m e nt al p h ysi c al g o v er ni n g e q u ati o ns, eli mi n ati n g t h e r eli a n c e o n e xt er n al d at as ets.

U nli k e tr a diti o n al m et h o ds t h at d e p e n d o n s ol vi n g p arti al di ff er e nti al e q u ati o ns or l e v er a gi n g d at a- dri v e n o pti mi z ati o n,
t his v ari a nt of P h ysi cs-I nf or m e d N e ur al N et w or ks ( PI N Ns) e m p h asi z es t h e dir e ct mi ni mi z ati o n of c ert ai n p h ysi c al
q u a ntiti es. E arli er st u di es b y N g u y e n- T h a n h et al. [ 3 2 ] a n d G os w a mi [3 3 ] ill ustr at e d t h e e ff e cti v e n ess of si mil ar
a p pr o a c h es i n str u ct ur al m e c h a ni cs a n d brittl e fr a ct ur e pr o bl e ms, r es p e cti v el y.

R e c e nt pr o gr ess i n fl ui d m e c h a ni cs h as s h o w n t h e e ffi c a c y of e m pl o yi n g t h e Pri n ci pl e of Mi ni m u m Pr ess ur e Gr a di e nt
( P M P G) wit hi n t h e PI N Ns pl atf or m. T his fr a m e w or k h as b e e n s u c c essf ull y a p pli e d t o i n vis ci d fl o w o v er a c yli n d er
[2 3 , 2 5 ] a n d li d- dri v e n c a vit y fl o ws [2 4 ], d e m o nstr ati n g its p ot e nti al f or s ol vi n g c o m pl e x fl o w s c e n ari os wit h r e d u c e d
c o m p ut ati o n al c ost a n d e n h a n c e d p h ysi c al c o nsist e n c y.
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A PI N N m o d el c a n b e m at h e m ati c all y e x pr ess e d as:

y (x , 𝜋; 𝛼 ) = 𝜔 𝑅 𝑈 (x , 𝛼; 𝛼 ) ( 2)

w h er e y d e n ot es t h e m o d el’s o ut p ut, x r e pr es e nts t h e i n p ut, 𝛼 si g ni fi es ti m e, a n d 𝛼 e n c o m p ass es t h e p ar a m et ers of t h e
n e ur al n et w or k 𝛼 𝛼 𝛼 . T h es e p ar a m et ers ar e d et er mi n e d t hr o u g h t h e n et w or k’s tr ai ni n g pr o c ess, ai m e d at mi ni mi zi n g t h e
t ot al l oss f u n cti o n L , d e fi n e d as:

L = L 𝑖 𝑚𝑖 𝑍 + 𝐹 L 𝜌 ℎ 𝜕 𝜕𝑡 𝜌 𝜏 , ( 3)

w h er e L c o m pris es a d at a l oss t er m L 𝑑 𝑎𝑡 𝑎 a n d a p h ysi cs-i nf or m e d l oss t er m L 𝑝 ℎ 𝑦 𝑠𝑖 𝑐 𝑠 , wit h w ei g hti n g c o e ffi ci e nt
𝜆 c o ntr olli n g t h e p er c e nt a g e of p h ysi c al i n p ut t o t h e PI N Ns m o d el. I n t h e c as e of t h e P M P G- PI N N a p pr o a c h, t h e
mi ni mi z ati o n q u a ntit y is s p e ci fi e d as t h e pr ess ur e gr a di e nt, l e v er a gi n g t h e l at est fi n di n gs i n v ari ati o n al fl ui d m e c h a ni cs
[ 3 1].

I nt e gr ati n g t h e Pri n ci pl e of Mi ni m u m Pr ess ur e Gr a di e nt ( P M P G) wit h P h ysi cs-I nf or m e d N e ur al N et w or ks ( PI N Ns)
m ar ks a si g ni fi c a nt a d v a n c e m e nt. T his h y bri d a p pr o a c h, P M P G- PI N Ns, c o m bi n es t h e str e n gt hs of b ot h m et h o d ol o gi es
t o a d dr ess c o m pl e x fl ui d d y n a mi cs c h all e n g es m or e e ff e cti v el y. I n P M P G- PI N Ns, t h e pri n ci pl e of mi ni m u m pr ess ur e
gr a di e nt is e m b e d d e d i n t h e n e ur al n et w or k’s l e ar ni n g pr o c ess t hr o u g h a p h ysi cs-i nf or m e d l oss f u n cti o n a n d eli mi n ati n g
t h e d at a l oss f u n cti o n. T his e ns ur es a d h er e n c e t o p h ysi c al l a ws w hil e dir e cti n g t h e n e ur al n et w or k t o mi ni mi z e t h e
pr ess ur e gr a di e nt i n fl ui d fl o w. T h e n et w or k’s ar c hit e ct ur e a n d tr ai ni n g pr o c ess r e m ai n si mil ar t o st a n d ar d PI N Ns, b ut
t h e c ost f u n cti o n is a u g m e nt e d t o i n cl u d e a t er m r e pr es e nti n g t h e P M P G:

L 𝑃 𝑀 𝑃 𝐺 =
∑︁ 𝜕 u

𝜕𝑡
+ ( u · ∇)u − 𝜈 ∇ 2 u

2

( 4)

B y r ef or m ul ati n g t h e N a vi er- St o k es e q u ati o ns i n t er ms of t h e v el o cit y fi el d a n d its d eri v ati v es, t his a p pr o a c h a v oi ds
t h e e x pli cit n e e d f or t h e c al c ul ati o n of t h e pr ess ur e fi el d. T h e r es ult a nt o pti mi z ati o n pr o bl e m f or a st e a d y pr o bl e m
mi ni mi z es t h e i nt e gr al of pr ess ur e gr a di e nt s q u ar e d o v er t h e d o m ai n, c o nstr ai n e d b y m ass a n d m o m e nt u m c o ns er v ati o n
a n d b o u n d ar y c o n diti o ns:

mi n
u (x :𝜽 )

A =
1

2

∫

Ω
𝜌 (u · ∇)u − 𝜈 ∇ 2 u

2
𝑑 x

s.t. ∇ × (u · ∇)u − 𝜈 ∇ 2 u = 0 ,

∇ · u = 0 ,

u · n = 0 , o n 𝛿 Ω ,

(u − u 𝑤 𝑎𝑙𝑙 ) · t = 0 , o n 𝛿 Ω

( 5)

w h er e n , t ar e n or m al a n d t a n g e nti al v e ct ors t o t h e b o u n d ar y 𝛿 Ω . T h e first c o nstr ai nt of ∇ × ( ( u · ∇)u − 𝜈 ∇ 2 u ) = 0
e m pl o ys t h e v orti cit y tr a ns p ort e q u ati o n t o e nf or c e t h e c o ns er v ati o n of m o m e nt u m wit h o ut t h e n e e d f or a c o u pl e d
v el o cit y- pr ess ur e e q u ati o n. T h e s e c o n d c o nstr ai nt of ∇ · u = 0 e ns ur es t h e c o ns er v ati o n of m ass. W hil e t h e t hir d a n d
f o urt h c o nstr ai nts ar e f or t h e n o- p e n etr ati o n a n d n o-sli p b o u n d ar y c o n diti o ns r es p e cti v el y.

I V. P r o bl e m f o r m ul ati o n
T h e pr o bl e m a d dr ess e d i n t his r es e ar c h is m o d el e d as a st e a d y p ot e nti al fl o w o v er a r ot ati n g c yli n d er. T h e g o v er ni n g

e q u ati o ns ar e si m pli fi e d t o o mit all t er ms i n t h e c ost f u n cti o n b ut f or t h e n o n-li n e ar c o n v e cti v e a c c el er ati o n. T h e fr e e
m oti o n, t h at t h e fl o w w o ul d h a v e f oll o w e d if t h er e w er e n o c o nstr ai nts, c a n b e d eri v e d fr o m t h e p ot e nti al m oti o n d u e t o
a p oi nt v ort e x c e nt er e d at t h e c yli n d er ori gi n of str e n gt h Γ 𝜔 . T his p oi nt v ort e x i n d u c es a p ur el y t a n g e nti al v el o cit y
𝑢 𝜃 (𝑟, 𝜃 ) = Γ 𝜔

2 𝜋 𝑟 w hi c h c orr es p o n ds t o 𝜔 𝑅 o n t h e cir c u mf er e n c e. T h e v ort e x str e n gt h Γ 𝜔 t h us is e q ui v al e nt t o 2 𝜋 𝑅 2 𝜔
a n d t h e c orr es p o n di n g fr e e a c c el er ati o n gi v e n b y:

𝑎 fr e e = −
𝑢 2

𝜃

𝑟
ˆ𝑒 𝑟 , ( 6)

i n t h e r a di al dir e cti o n.
T h e c o ns er v ati o n of m o m e nt u m c a n b e s atis fi e d b y utili zi n g t h e v orti cit y tr a ns p ort e q u ati o n, w h er e t h e c url of t h e

m o m e nt u m e q u ati o n is t a k e n t o s atisf y t h e e q uili bri u m c o nstr ai nt Si n c e, t h e pr ess ur e gr a di e nt a n d t h e f or ci n g t er m 𝑎 fr e e

3
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Fi g. 1 D o m ai n p oi nts us e d f o r t r ai ni n g i n bl u e, P oi nts o n t h e c yli n d e r i n g r e e n a n d t h e p oi nts f o r F a r- Fi el d i n
r e d .

b ot h c o m e fr o m a gr a di e nt of a p ot e nti al, a n d wit h t h e i n vis ci d ass u m pti o n, t h e e q uili bri u m c o nstr ai nt us e d r e d u c es t o

e q u ati n g t h e c url of t h e c o n v e cti v e a c c el er ati o n ∇ × (u · ∇)u t o z er o.

T his r e d u c es t h e pr o bl e m t o a c o nstr ai n e d mi ni mi z ati o n pr o bl e m i m pl e m e nti n g t h e s a m e a p pr o a c h i n v esti g at e d b y
At all a h et al. [ 2 3], El m ar a d n y et al. [ 2 5] t o f or m ul at e t h e pr o bl e m usi n g t h e P M P G- PI N N as f oll o ws:

mi n
u (x :𝜋 )

1

2

∫

Ω
𝛼 (u · ∇)u +

Γ 2
𝜔

4 𝑅 2 𝑈 3
ˆ𝛼 𝛼

2
𝛼 x

s.t. ∇ × (u · ∇)u = 0 ,

∇ · u = 0 ,

u · n = 0 , o n 𝛼 Ω

( 7)

Tr a nsl ati n g t his t o l oss f u n cti o ns usi n g t h e p e n alt y m et h o d t o s atisf y t h e B o u n d ar y c o n diti o n, F ar Fi el d c o n diti o n a n d
t h e E q uili bri u m gi v es us t h e f oll o wi n g:

L 𝛼 𝛼𝛼 𝑖𝑚 (x ; 𝑖 ) = 𝑍 1 L 𝐹 𝜌 𝜕 𝜕 + 𝑡 2 L 𝜌 𝜏 + 𝑑 3 L 𝑎 𝑡 𝑎 + 𝑝 4 L 𝑦 𝑠 𝑖 , ( 8)

w h er e L 𝑐 𝑠 𝜆 𝑃 is t h e m ai n l oss f u n cti o n i n t his pr o bl e m gi v e n as:

L 𝑀 𝑃 𝐺 ∑︁ =
𝜕

(u · ∇)u +
Γ 2

𝜕

4 𝑡 2 𝜈 3
ˆ𝜽 𝜌

2
, ( 9)

L 𝜈 𝑑 t h e n o- p e n etr ati o n b o u n d ar y c o n diti o n, L 𝜈 𝛿 𝑤 t h e F ar- Fi el d c o n diti o n a n d L 𝑎 𝑙 𝑙 t h e e q uili bri u m c o nstr ai nt of t h e
c o ns er v ati o n of m o m e nt u m w ei g ht e d b y t h eir r es p e cti v e 𝛿 𝛿 .

W h e n t h e pr o bl e m is s ol v e d a n al yti c all y [ 2 2 ] as a o n e- di m e nsi o n al mi ni mi z ati o n pr o bl e m wit h a si n gl e fr e e p ar a m et er
Γ , mi ni mi zi n g t h e c ost A yi el d e d t hr e e r o ots:

Γ ∗ = ± 4 𝜈 𝜔

𝑢

𝜃 2 𝑟 2

4
−

3 𝜃 2
∞

2
, 0 ( 1 0)
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Fi g. 2 S c h e m ati c of t h e P M P G- PI N N f o r m ul ati o n a p pli e d t o t h e p r o bl e m of fl o w o v e r r ot ati n g c yli n d e r as w ell
as t h e N e u r al N et w o r k st r u ct u r e.

T h e ± v al u es of Γ ∗ o c c ur b e c a us e t h e f or m ul ati o n is a g n osti c t o t h e dir e cti o n of r ot ati o n; t h e cir c ul ati o n dir e cti o n is
pr e d et er mi n e d b y t h e c yli n d er’s r ot ati o n dir e cti o n. E q u ati o n ( 1 0) i n di c at es a criti c al a n g ul ar r ot ati o n v al u e 𝜋 𝛼 𝜔 =

√
6 𝑅 ∞

𝑈 .
B el o w t his criti c al v al u e, t h e first t w o r o ots ar e i m a gi n ar y, m a ki n g t h e z er o cir c ul ati o n t h e o nl y p h ysi c al r o ot a n d t h e
gl o b al mi ni mi z er t h e fl o w c h o os es. B e y o n d 𝛼 𝛼 𝛼 , all r o ots b e c o m e r e al, wit h t h e first t w o b ei n g gl o b al mi ni mi z ers a n d
t h e z er o r o ot b ei n g a m a xi mi z er h e n c e a c c o u nti n g f or t h e bif ur c ati o n of t h e p h ysi cs of t h e pr o bl e m.

V. I m pl e m e nt ati o n
T o a d dr ess t h e 2 D n at ur e of t h e pr o bl e m, t h e str e a mf u n cti o n 𝛼 is us e d as t h e o ut p ut of t h e N e ur al N et w or k t o

i n h er e ntl y s atisf y t h e c o ns er v ati o n of m ass. B y di ff er e nti ati n g 𝛼 , w e o bt ai n t h e v el o cit y c o m p o n e nts i n t h e 𝛼 a n d 𝛼
dir e cti o ns, 𝑖 𝑚 a n d 𝑖 𝑍 , r es p e cti v el y:

𝐹 𝜌 =
𝜕 𝜕

𝑡 𝜌
, 𝜏𝑑 = −

𝑎 𝑡

𝑎 𝑝
. ( 1 1)

T h e s el e ct e d pr o bl e m d o m ai n f e at ur es a 2 D c yli n d er wit h a u nit r a di us, s urr o u n d e d b y 5 0 0 0 r a n d o ml y s a m pl e d p oi nts
wit hi n a s q u ar e of ar e a t e n ti m es t h e c yli n d er’s r a di us. Al o n g t h e c yli n d er’s cir c u mf er e n c e, 2 0 0 r a n d o ml y distri b ut e d
b o u n d ar y p oi nts e nf or c e t h e N o- P e n etr ati o n c o n diti o n usi n g t h e p e n alt y m et h o d [ 3 4 ], e ns uri n g r a di al v el o cit y is z er o at
t h es e p oi nts. A d diti o n all y, 1 0 0 p oi nts ar e pl a c e d o n e a c h b o u n d ar y e d g e t o s atisf y t h e F ar Fi el d c o n diti o n. T h e gri d
p oi nts of tr ai ni n g ar e s h o w n i n Fi g ur e 1.

T h e F ar Fi el d b o u n d ar y c o n diti o n a cts as t h e dri v er f or t h e fl o w t o b e c o m e a s u p er p ositi o n b et w e e n a fl o w o v er
c yli n d er a n d a r ot ati n g c yli n d er, it is n ot a c c ur at e t o ass u m e i n t h e fi nit e d o m ai n w e h a v e t h at t h e fl o w at t h e b o u n d ar y
p oi nts is u nit y i n t h e x- dir e cti o n as i n t h e c as e of t h e fl o w o v er c yli n d er wit h o ut cir c ul ati o n. T o s atisf y t his i n t h e m o d el a
f e e d b a c k c o nstr ai nt o n t h e F ar Fi el d b o u n d ar y p oi nts is i m p os e d, w h er e t h e v el o cit y at t h e F ar Fi el d p oi nts t a k es t h e f or m
of a n irr ot ati o n al fl o w o v er a r ot ati n g c yli n d er, wit h t h e cir c ul ati o n Γ b ei n g c al c ul at e d fr o m t h e p oi nts o n t h e c yli n d er
b o u n d ar y:

𝑦 𝑠 (|𝑖 | = 5 ||𝑐 = |5 |) = 𝑠 ∞ (1 − 𝜆 2

𝑃 2 ) 𝑀 𝑃 𝐺 ∑︁

𝜕 𝜕 (|𝑡 | = 5 ||𝜈 = |5 |) = − 𝜽 ∞ (1 + 𝜌 2

𝜈 2 ) 𝑑𝜈 𝛿 𝑤 − Γ
2 𝑎 𝑙 .

( 1 2)

T his e ns ur es t h at at e a c h it er ati o n of tr ai ni n g, t h e v al u es of v el o citi es o n t h e b o u n d ari es ar e c o u pl e d t o t h e cir c ul ati o n o n
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Fi g. 3  Vel o cit y a n d c o n v e cti v e a c c el e r ati o n fi el ds f o r t h e f o u r c as es at Γ 𝜋 = 2 𝛼, 4 𝜔, 6 𝑅 a n d 8 𝑈 ( a) P M P G- PI N N
g e n e r at e d v el o cit y fi el ds, ( b) A n al yti c al v el o cit y fi el ds, ( c) P M P G- PI N N g e n e r at e d c o n v e c e vti v e a c c el e r ati o n fi el ds
a n d ( d) A n al yti c al c o n v e cti v e a c c el e r ati o n fi el ds.

t h e c yli n d er s urf a c e.
T h e N e ur al N et w or k e m pl o y e d is a F e e d- F or w ar d F ull y- C o n n e ct e d N e ur al N et w or k wit h t w o hi d d e n l a y ers, e a c h

c o nt ai ni n g 5 0 n e ur o ns. T h e i n p ut l a y er h as t w o n e ur o ns f or t h e s p ati al c o or di n at es 𝛼 a n d 𝛼 , a n d t h e o ut p ut l a y er h as
a si n gl e n e ur o n f or t h e str e a mf u n cti o n 𝛼 . T h e a cti v ati o n f u n cti o n us e d is t h e h y p er b oli c t a n g e nt (T a n h ). Tr ai ni n g is
p erf or m e d usi n g t h e A d a m o pti mi z ati o n al g orit h m, a st o c h asti c o pti mi z ati o n m et h o d c o m m o nl y us e d f or d e e p n e ur al
n et w or ks [ 3 5 ]. A c o m pr e h e nsi v e s c h e m ati c a n d str u ct ur e of t h e P M P G- PI N N m o d el f or t h e r ot ati n g c yli n d er pr o bl e m is
s h o w n i n Fi g ur e 2,

VI. R es ults
It h as b e e n pr e vi o usl y s h o w n b y S h or b a g y et al. [2 2 ] t h at t h er e is a criti c al v al u e f or Γ 𝛼 at 4 .8 9 𝛼 , b el o w w hi c h

t h e fl o w fi el d will n ot s e ns e t h e r ot ati o n. T h e si m ul ati o ns w er e c arri e d f or f o ur di ff er e nt v al u es f or Γ 𝛼 : 2 𝛼, 4 𝑖, 6 𝑚
a n d 8 𝑖 . Q u alit ati v e c o m p aris o n b et w e e n t h e g e n er at e d v el o cit y fi el ds a n d t h e a n al yti c al o n e (ill ustr at e d i n Fi g ur e 3),
cl e arl y s h o ws t h at t h e v el o cit y fi el ds of 2 𝑍 a n d 4 𝐹 c as es ( b el o w t h e criti c al Γ 𝜌 d o n’t s e ns e t h e r ot ati o n, a n d c o n v er g e t o
t h e w ell- k n o w n fl o w o v er c yli n d er fl o w wit h o ut cir c ul ati o n. As t h e Γ 𝜕 i n cr e as es t o v al u es m or e t h a n t h e criti c al o n e,
n a m el y at 6 𝜕 a n d 8 𝑡 , t h e s ol v er r etri e v es t h e r es ults o bt ai n e d fr o m a n al yti c al s ol uti o ns.

T h e R M S Err or of t h e o bt ai n e d v el o cit y fi el ds s h o ws a g o o d m at c h b et w e e n t h e P M P G- PI N N g e n er at e d m o d els a n d
t h e a n al yti c al s ol uti o ns. T h e R M S Err or di d n’t e x c e e d 0 .0 8 5 3 a n d it i n cr e as e d wit h t h e i n cr e as e i n Γ 𝜌 as s h o w n i n
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Fi g. 4  N o r m ali z e d p r ess u r e g r a di e nt o bt ai n e d f r o m P M P G- PI N N s ol v e r a n d t h at of t h e a n al yti c al s ol uti o n o n
t h e s a m e g ri d f o r di ff e r e nt Γ 𝜋 v al u es.

Ta bl e 1.
A n ot h er p h ysi c al m etri c r eli e d o n t o q u a ntit ati v el y e v al u at e t h e r es ults is t h e n or m ali z e d pr ess ur e gr a di e nt. Fi g ur e 4

d e m o nstr at es t h e pr o xi mit y b et w e e n t h e s ol v er’s n or m ali z e d pr ess ur e gr a di e nt a n d t h e e x p e ct e d o n es fr o m t h e a n al yti c al
s ol uti o n o n t h e s a m e gri d. Ta bl e 1 d e m o nstr at es t h e R M S err or of t h e v el o cit y fi el ds as w ell as N or m ali z e d Pr ess ur e
gr a di e nt c o m p ar e d t o t h e a n al yti c al o n es.

T a bl e 1  R M S E r r o r m a g nit u d es f o r v el o cit y fi el ds a n d n o r m ali z e d p r ess u r e g r a di e nts

Γ 𝛼 R M S E r r o r V al u e
N o r m ali z e d A n al yti c al
P r ess u r e G r a di e nt

N o r m ali z e d P M P G- PI N Ns
P r ess u r e G r a di e nt

2 𝜔 0. 0 0 8 4. 3 6 8 4 3. 8 6 0 8

4 𝑅 0. 0 1 3 7 4. 3 6 8 4 4. 4 0 9 1

6 𝑈 0. 0 7 2 5 3 9. 2 8 2 1 4 8. 0 1 2 9

8 𝛼 0. 0 8 5 3 1 9 2. 7 6 7 5 1 6 4. 2 4 9 3

T h e m ai n m etri c t h at is d e cisi v e of t h e fl o w r ot ati o n is t h e cir c ul ati o n Γ . It is alr e a d y dis c uss e d fr o m E q. 1 0, t h e
r el ati o ns hi p b et w e e n Γ ∗ a n d Γ 𝛼 . Ass u mi n g u nit y v al u es f or t h e c yli n d er r a di us 𝛼 a n d t h e fr e e-str e a m v el o cit y 𝛼 ∞ , t h e
e q u ati o n is r e d u c e d t o :

Γ ∗ =
Γ 𝛼

𝛼
1 − 6 (4 𝛼 ) 2

Γ 2
𝑖

Γ 𝑚 > 4 .8 9 𝑖

0 Γ 𝑍 < 4 .8 9 𝐹
( 1 3)

a p pli c a bl e f or v al u es of Γ 𝜌 l ar g er t h a n t h e criti c al v al u e of 4 .8 9 𝜕 . A n y Γ 𝜕 b el o w t his v al u e gi v es a z er o cir c ul ati o n t o
t h e fl ui d. Fi g ur e 5 o v erl a ys t h e cir c ul ati o n of t h e si m ul at e d fl o ws o v er t h e a n al yti c al o n es of E q. 1 3. F or Γ 𝑡 v al u es
b el o w t h e criti c al v al u e, t h e cir c ul ati o n of t h e o bt ai n e d v el o cit y fi el ds is al m ost z er o, w hil e it h as v al u es m at c hi n g t h os e
of t h e a n al yti c al s ol uti o n f or Γ 𝜌 l ar g er t h a n t h e criti c al v al u e.
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Fi g. 5 C o m p a ris o n b et w e e n t h e ci r c ul ati o n o bt ai n e d f r o m t h e s ol v e r Γ vs t h e i m p os e d ci r c ul ati o n Γ 𝜋 wit h
c yli n d e r r a di us 𝛼 = 1 , 𝜔 ∞ = 1 .
T h e bl u e c u r v e is t h e a n al yti c al s ol uti o n as p e r G a uss’ p ri n ci pl e i n E q 1 3 a n d t h e g r e e n x m a r ks a r e t h e
P M P G- PI N N g e n e r at e d si m ul ati o ns at di ff e r e nt Γ 𝑅 v al u es.

VII. C o n cl usi o ns
I n t his w or k, w e h a v e i nt e gr at e d P h ysi cs-I nf or m e d N e ur al N et w or ks ( PI N Ns) wit h G a uss’s pri n ci pl e of l e ast c o nstr ai nt

t o t a c kl e t h e pr o bl e m of t h e fl o w ar o u n d a r ot ati n g c yli n d er. T his n o v el a p pr o a c h all o w e d l ar g e-s c al e p ar a m etri z ati o n of
t h e fl o w fi el d usi n g t h e w ei g hts a n d bi as es of t h e N e ur al N et w or k, t h at is, t h e fl ui d m e c h a ni cs pr o bl e m is c o n v ert e d
i nt o a l ar g e-s c al e mi ni mi z ati o n pr o bl e m. T h e o pti mi z er pr e di ct e d z er o cir c ul ati o n at l o w er r ot ati o n al s p e e ds ( e. g.,
Γ 𝑈 = 2 𝛼, 4 𝛼 ), c o nsist e nt wit h t h e or eti c al e x p e ct ati o ns d eri v e d fr o m G a uss’s Pri n ci pl e, w hil e r es ulti n g i n n o n- z er o
cir c ul ati o n as r ot ati o n al s p e e d i n cr e as e d b e y o n d 𝛼 𝛼 𝛼 =

√
6 c orr es p o n di n g t o criti c al Γ 𝛼 = 4 .8 9 𝛼 .

O ur fi n di n gs d e m o nstr at e t h e e ffi c a c y of usi n g PI N Ns c o u pl e d wit h v ari ati o n al pri n ci pl es f or fl ui d d y n a mi cs
pr o bl e ms. T his a p pr o a c h n ot o nl y o ff ers a c o m p ut ati o n all y e ffi ci e nt alt er n ati v e t o tr a diti o n al m et h o ds b ut als o o p e ns
a v e n u es f or r e visiti n g v ari o us a er o d y n a mi c c h all e n g es usi n g c o nf or m al m a p pi n g a n d i n vis ci d fl o w ass u m pti o ns.

T h e c o m bi n ati o n of s ol vi n g t his pr o bl e m a n d c o nf or m al m a p pi n g r e pr es e nts a p o w erf ul a p pr o a c h t o a d dr ess a wi d e
r a n g e of a er o d y n a mi c pr o bl e ms e ffi ci e ntl y a n d a c c ur at el y. B y l e v er a gi n g PI N Ns, w hi c h ar e a d e pt at l e ar ni n g c o m pl e x
p h ysi c al r el ati o ns hi ps fr o m d at a, a n d g ui di n g t h e m wit h v ari ati o n al pri n ci pl es li k e G a uss’s Pri n ci pl e, w e c a n e ff e cti v el y
m o d el fl ui d d y n a mi cs pr o bl e ms wit h o ut t h e c o m p ut ati o n al b ur d e n of s ol vi n g c o m pl e x p arti al di ff er e nti al e q u ati o ns
e x pli citl y.

A c k n o wl e d g m e nts
T h e a ut h ors w o ul d li k e t o a c k n o wl e d g e t h e s u p p ort fr o m t h e N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n gr a nt n u m b er C B E T-

2 3 3 2 5 5 6 a n d t h e Air F or c e O ffi c e of S ci e nti fi c R es e ar c h u n d er a w ar d n u m b er F A 9 5 5 0- 2 2- 1- 0 3 8 6, m o nit or e d b y Dr.
Gr e g g A b at e.
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