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d e c o m p o siti o n

A B S T R A C T

W e gi v e a d e c o m p o siti o n of t h e pr e di cti v e v ari a n c e b a s e d o n t h e l a w of t ot al v ari a n c e b y  m a ki n g t h e r e s p o n s e v ari a bl e d e p e n-

d e nt o n a fi nit e di m e n si o n al di s cr et e r a n d o m v ari a bl e r e pr e s e nti n g o ur  m o d eli n g a s s u m pti o n s.  T h e n,  w e t e st  w hi c h t er m s i n t hi s

d e c o m p o siti o n ar e s m all e n o u g h t o i g n or e.  T hi s all o w s u s t o i d e ntif y  w hi c h of t h e di s cr et e r a n d o m v ari a bl e s, t h at i s, a s p e ct s of

m o d eli n g, ar e  m o st i m p ort a nt t o pr e di cti o n v ari a n c e.  T h e t er m s i n t h e d e c o m p o siti o n a d mit i nt er pr et ati o n s b a s e d o n c o n diti o n al

m e a n s a n d v ari a n c e s a n d ar e a n al o g o u s t o t h e t er m s i n a  C o c hr a n’s t h e or e m d e c o m p o siti o n of s q u ar e d err or oft e n u s e d i n a n al y si s

of v ari a n c e.  T h u s, t h e  m o d eli n g f e at ur e s ar e tr e at e d a s f a ct or s i n c o m pl et el y r a n d o mi z e d d e si g n.
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1 | I nt r o d u cti o n

T h e g o al of t hi s p a p er i s t o pr e s e nt a n a d diti v e d e c o m p o siti o n f or

V ar
(
  + 1 ;  

)
, t h e v ari a n c e of a f ut ur e o ut c o m e   + 1 a s a f u n c-

ti o n of t h e d at a a v ail a bl e,   , b ef or e t h e n e xt o ut c o m e   + 1 i s

r e v e al e d.  T h e d at a s et   c o nt ai n s   f or  = 1 , . . . ,  a n d  m a y al s o

c o nt ai n v al u e s of e x pl a n at or y v ari a bl e s  .  W e a s s u m e t h e  ’s ar e

i n d e p e n d e nt, b ut n ot n e c e s s aril y i d e nti c all y di stri b ut e d.  W e  writ e

t h e d e n sit y u s e d t o d efi n e V ar
(
  + 1 ;  

)
, a s 

(
  + 1 ;  

)
t o i n di-

c at e d e p e n d e n c e o n t h e d at a.  T h e d e p e n d e n c e i s n ot i n g e n er al

t hr o u g h c o n diti o ni n g.

A n a d diti v e d e c o m p o siti o n i s i m p ort a nt b e c a u s e V ar
(
  + 1 ;  

)

c o ntr ol s t h e l e n gt h of pr e di cti o n i nt er v al s ( PI’s) f or   + 1 .  T h e i d e a

i s t h at b y e x a mi ni n g t h e t er m s  w e c a n t ell  w hi c h o n e s c o ntri b ut e

m o st t o t h e  wi dt h of PI’s a n d  w hi c h o n e s c a n b e n e gl e ct e d.  T h at

i s,  w e c a n i d e ntif y  w hi c h f e at ur e s of  m o d eli n g ar e  m o st i m p ort a nt

[ C orr e cti o n a d d e d o n  A u g u st 1 4, 2 0 2 5, aft er fir st o nli n e p u bli c ati o n:  T h e c o p yri g ht li n e  w a s c h a n g e d.]
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

T hi s i s a n o p e n a c c e s s arti cl e u n d er t h e t er m s of t h e Cr e ati v e  C o m m o n s  Attri b uti o n Li c e n s e,  w hi c h p er mit s u s e, di stri b uti o n a n d r e pr o d u cti o n i n a n y  m e di u m, pr o vi d e d t h e

ori gi n al  w or k i s pr o p erl y cit e d.

© 2 0 2 5  T h e  A ut h or( s). St ati sti c al  A n al y si s a n d  D at a  Mi ni n g p u bli s h e d b y  Wil e y P eri o di c al s  L L C.

f or c o ntr olli n g v ari a n c e a n d  w hi c h a s p e ct s c a n b e n e gl e ct e d s o a s

t o si m plif y  m o d el s.

O ur d e sir e d a d diti v e d e c o m p o siti o n h a s t hr e e k e y pr o p erti e s: (i)

T h e t er m s ar e i n di vi d u all y i nt er pr et a bl e a s a s ort of v ari a bilit y

i ntri n si c t o   + 1 ; (ii)  E a c h t er m c a n b e t e st e d t o s e e if it i s s m all

e n o u g h r el ati v e t o t h e ot h er t er m s t h at it c a n b e n e gl e ct e d, a n d

(iii)  T h e t er m s i n t h e d e c o m p o siti o n of V ar
(
  + 1 ;  

)
ar e a n al o-

g o u s t o t h e t er m s i n  C o c hr a n’s t h e or e m i n cl u di n g all o wi n g fl e x-

i bilit y a s t o h o w  m a n y t er m s ar e i n cl u d e d.  T h e s e c o m p o n e nt s of

t h e pr e di cti v e v ari a n c e c a n b e e x a mi n e d t o d et er mi n e  w h at t h e y

s a y a b o ut t h e v ari o u s i n gr e di e nt s u s e d t o f or m ul at e t h e  m o d el.

T h at i s, f or a gi v e n  m o d eli n g s c h e m e  wit h  m ulti pl e c o m p o n e nt s

w e c a n t e st t o s e e  w hi c h ar e  m o st i m p ort a nt.  E s s e nti all y,  w e p ut

a n  A N O V A-li k e str u ct ur e o n t h e  m o d el f e at ur e s r at h er t h a n o n

t h e d at a b e c a u s e, e v e nt u all y,  w e  w a nt t o u s e  m ulti pl e d e c o m p o-

siti o n s f or t h e s a m e pr o bl e m t o a s s e s s a  m o d eli n g str at e g y.
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O ur d e c o m p o siti o n i s b a s e d o n it er ati n g a n e m piri c al v er si o n of
t h e l a w of t ot al v ari a n c e f or f ut ur e o ut c o m e s gi v e n   .  R e c all t h at
i n t h e p o st eri or di stri b uti o n, t h e l a w of t ot al v ari a n c e ( L T V) f or a
si n gl e r a n d o m v ari a bl e  i s

V ar
(
  + 1 | 

)
= 

(
V ar

(
  + 1 | ,  

) )
+ V ar

(


(
  + 1 | ,  

) )
( 1)

S u p p o s e  a s s u m e s fi nit el y  m a n y v al u e s.  T h e v ari a n c e i n t h e

fir st t er m o n t h e ri g ht i s c o n diti o n e d o n  =  ( a s  w ell a s t h e

d at a)  w hi c h i s t h e n i nt e gr at e d o ut  wit h r e s p e ct t o t h e p o st eri or

a s i n di c at e d b y t h e e x p e ct ati o n. S o, fr o m a  B a y e s st a n d p oi nt  w e

c a n r e g ar d t h e v al u e s of  a s a s p e ct s of t h e  m o d el f or t h e d at a.

F or i n st a n c e,  =  mi g ht i n di c at e t h e i n cl u si o n of a pr e s cri b e d

s u b s et of e x pl a n at or y v ari a bl e s a n d t h e p o st eri or f or  =  w o ul d

i n di c at e t h e p o st- d at a pr o b a bilit y of t h at.  A n a n al o g o u s i nt er pr e-

t ati o n a p pli e s t o t h e i n n er e x p e ct ati o n o n t h e ri g ht.

Si n c e o ur g o al i s t o d e c o m p o s e t h e pr e di cti v e v ari a n c e i nt o t er m s

t h at r e pr e s e nt v ari o u s f e at ur e s of  m o d eli n g,  w e  w o ul d li k e t o

d et er mi n e if a n y of t h e t er m s i n ( 1 ) ar e s m all e n o u g h t o o mit.

I n t h e c o nt e xt of  m o d el a v er a gi n g, t hi s  m e a n s t h at t h e s m all er

e n s e m bl e ( d e c o m p o siti o n  wit h o mitt e d t er m s) e x pl ai n s n e arl y

t h e s a m e a m o u nt of pr e di cti v e v ari a bilit y a s t h e l ar g er e n s e m bl e

(i n cl u di n g all t h e t er m s).  T h u s,  w e  w a nt t o d e si g n h y p ot h e si s t e st s

t o  m a k e t hi s d et er mi n ati o n.  U nf ort u n at el y,  w e c a n n ot pr o p o s e

B a y e si a n h y p ot h e si s t e st s b e c a u s e  w e d o n ot h a v e a li k eli h o o d

gi v e n t h e v al u e of eit h er of t h e t er m s.  H o w e v er,  w e c a n d e si g n

fr e q u e nti st b o ot str a p t e st s f or  w h et h er a t er m c a n r e ali sti c all y b e

t a k e n a s z er o.  T o b e c o n si st e nt,  w e t h er ef or e st u d y a fr e q u e nti st

a n al o g of ( 1 ).

Wit h s o m e hi n d si g ht,  w e r e writ e t h e  L T V a s

V ar
(
  + 1 ;  

)
= 

(
V ar

(
  + 1 ;  ,  

) )
+ V ar

(


(
  + 1 ;  ,  

) )
( 2)

E a c h of t h e t hr e e t er m s i n ( 2 ) i s a n a p pr o xi m ati o n of t h e c orr e-

s p o n di n g t er m i n ( 1 ).  T h e c e ntr al f e at ur e of t h e a p pr o xi m ati o n i s

t h e c o n si st e nt r e pl a c e m e nt of t h e p o st eri or di stri b uti o n s b y t h e

c orr e s p o n di n g st a c ki n g di stri b uti o n s,  w h e n c e t h e s e mi c ol o n i n

(2 ) i n pl a c e of t h e c o n diti o ni n g s y m b ol i n (1 ), cf. [1 ].  T h e r e pl a c e-

m e nt i s d o n e i n all t hr e e t er m s s e p ar at el y s o t h at e q u alit y r e s ult s.

N o w, t h e  L H S i s t h e st a c ki n g v ari a n c e of   + 1 u si n g all t h e  m o d el s

i n d e x e d b y  a n d it i s p hil o s o p hi c all y c o n si st e nt t o u s e fr e q u e n-

ti st b o ot str a p t e st s o n t h e t er m s of (2 ).

T h e fir st t er m o n t h e ri g ht i n eit h er ( 1 ) or (2 ) i s t h e a v er a g e l o c a-

ti o n of t h e v ari a n c e t a ki n g i nt o a c c o u nt t h e v ari a bilit y of  . If

it i s s m all, t h e v ari a n c e a s a f u n cti o n of t h e  m o d eli n g f e at ur e s

i s s m all, p er h a p s i n di c ati n g t h e y  m a k e littl e diff er e n c e pr e di c-

ti v el y.  T h e s e c o n d t er m o n t h e ri g ht i s t h e v ari a bilit y c o ntri b ut e d

b y  t o t h e l o c ati o n of t h e pr e di cti v e di stri b uti o n. If it i s s m all,

t h e n  w e k n o w t h at 
(
  + 1 ;  ,  

)
i s n ot aff e ct e d  m u c h b y t h e

v ari a bilit y of  s o it  m a y  m a k e s e n s e t o i g n or e t hi s t er m.  T h e

c o n c e pt u al diff er e n c e b et w e e n t h e s e t w o t er m s i s i n h o w  m u c h 

aff e ct s t h e v ari a bilit y i n v ari a n c e v er s u s t h e v ari a bilit y i n l o c ati o n.

A c a v e at t o t hi s i nt er pr et ati o n i s t h at   + 1 a n d  c a n b e d e p e n-

d e nt e v e n  w h e n t h e s e c o n d t er m i s z er o. I n d e e d, s u p p o s e  |

i s n or m all y di stri b ut e d a n d  h a s a di stri b uti o n  wit h p o siti v e

s u p p ort.  T h e n, V ar  [ ( | )]  = 0 ⇒  ( | ) = C o n st a nt. S o,  w e

c a n c h o o s e  | ∼ N or m al (C o n st a nt ,  ).  N o w,  C orr( ,  ) = 0,

b ut o b vi o u sl y  ⊥  .  L o o s el y, if d e p e n d e n c e a m o n g st t h e fir st 

m o m e nt s i s r ul e d o ut, it i s p o s si bl e t h at d e p e n d e n c e r e m ai n s i n

m o m e nt s at or a b o v e t h e  + 1  m o m e nt.

T o e xt e n d t hi s v ari a n c e d e c o m p o siti o n, n ot e  w e c a n a p pl y ( 1 )

t o it s elf i n eit h er t er m of (2 ).  F or i n st a n c e, if  w e  writ e  =  1 ,

i ntr o d u c e a s e c o n d r a n d o m v ari a bl e  2 al s o t a ki n g fi nit el y  m a n y

v al u e s, a n d a p pl y ( 1 ) t o t h e “ E- V ar ” t er m  w e g et,

V ar
(
  + 1 | 

)
=   1 , 2

V ar
(
  + 1 | 1 , 2 ,  

)

+   1
V ar  2


(
  + 1 | 1 , 2 ,  

)
+ V ar  1


(
  + 1 | 1 ,  

)
( 3)

U si n g t h e st a c k e d d e n siti e s, n o w o v er t h e v al u e s of b ot h  1 a n d

 2 ,  w e c a n r e writ e (3 ) a s

V ar
(
  + 1 ;  

)
=   1 , 2

V ar
(
  + 1 ;  1 , 2 ,  

)

+   1
V ar  2


(
  + 1 ;  1 , 2 ,  

)
+ V ar  1


(
  + 1 ;  1 ,  

)
( 4)

A g ai n, “; ” i n ( 4 )  m e a n s  w e ar e r e pl a ci n g t h e p o st eri or di stri b uti o n

i n (3 ) b y t h e st a c ki n g di stri b uti o n i n all f o ur t er m s.

It i s e a s y t o e xt e n d t hi s v ari a n c e d e c o m p o siti o n b y i n cl u di n g a

r a n d o m v ari a bl e  3 . I n d e e d, i n g e n er al,  w e c a n c o n si d er a  m ul-

ti di m e n si o n al r a n d o m v ari a bl e  =   =
(
 1 , . . . ,  , . . . , 

)
,

a p pl y ( 1 ) t o it s elf  − 1 ti m e s, a n d o bt ai n st a c ki n g- b a s e d a p pr o xi-

m ati o n s a n al o g o u s t o ( 2 ) or (4 ) g e n er ati n g o n e n e w t er m f or e a c h

  at e a c h it er ati o n.  T h at i s, f or   w e g et a  + 1 t er m d e c o m-

p o siti o n t h at c a n b e i nt er pr et e d i n t er m s of  m e a n s a n d v ari a n c e s,

s e e Pr o p o siti o n 1 . F or  = 2, t h er e ar e  m ulti pl e v er si o n s of ( 4 ).

T h e l eft h a n d si d e i s a fi x e d n u m b er gi v e n  ,   a n d t h e d at a

b ut it i s e a s y t o s e e t h at e v e n  wit h t h o s e q u a ntiti e s fi x e d t h er e ar e

s e v er al v er si o n of t h e t er m s o n t h e ri g ht, t h at i s, s e v er al v er si o n s

of t h e v ari a n c e d e c o m p o siti o n.  T hi s  m e a n s t h at o ur d e c o m p o si-

ti o n s r efl e ct a c o n s er v ati o n of v ari a n c e l a w.  T h e n u m b er of p o s-

si bl e d e c o m p o siti o n s i n cr e a s e s  wit h  a n d  w e r e g ar d t h e  ≥ 2

c a s e s a s a n i m p ort a nt a s p e ct of o ur pr o p o s e d  m et h o d ol o g y si n c e

m ulti-l e v el v ari a n c e s ar e n ot  w ell u n d er st o o d.

T h e v al u e s of  c a n b e u s e d t o r e pr e s e nt f e at ur e s of t h e  m o d-

eli n g str at e g y f or   =
{ (

 1  1

)
, . . . ,

(
   

) }
w h er e t h e x i’s ar e

p - di m e n si o n al e x pl a n at or y v ari a bl e s gi vi n g r e s p o n s e   u n d er

s o m e err or str u ct ur e.  F or i n st a n c e, tri vi all y, k n o wi n g t h e tr u e

m o d el  w o ul d c orr e s p o n d t o  = 1 a n d  1 e q u al a c o n st a nt

a n d t h e s e c o n d t er m i n ( 2 )  w o ul d b e z er o.  A s a fir st n o ntri v-

i al e x a m pl e,  w e u s e o ur v ari a n c e d e c o m p o siti o n f or  = 1 i n

S e cti o n 2 t o q u a ntif y t h e eff e ct of p e n alt y s el e cti o n i n s hri n k a g e

m et h o d s o n pr e di cti v e v ari a n c e.  W e fi n d, vi a si m ul ati o n s, t h at if

t h e p e n alt y v ari e s o v er a cl a s s of p e n alti e s t h e v ari a bilit y c a n n ot

b e i g n or e d.  T h at i s, n ot k n o wi n g t h e c orr e ct p e n alt y t o u s e a n d

r e pr e s e nti n g p e n alt y s el e cti o n a s a h y p er p ar a m et er s u b st a nti all y

aff e ct s t h e pr e di cti v e v ari a n c e.  T hi s fi n di n g i s c o u nt eri nt uiti v e.

W h e n  = 2 a n e arl y v ari a nt of o ur t e c h ni q u e  w a s u s e d f or u n c er-

t ai nt y q u a ntifi c ati o n.  R o u g hl y [2 ] c all e d  1 a “s c e n ari o ” a n d  2

m a y b e a “ m o d el. ”  T hi s  w a s d o n e i n a  B a y e si a n c o nt e xt a n d o ur

m et h o d s c a n b e u s e d t o e xt e n d  Dr a p er’s e x a m pl e, s e e [ 3 ].

H er e,  w e  will f o c u s o n u si n g t h e  L T V i n t h e “ E- V ar ” t er m s s o

t h at t h er e  will b e a si n gl e “ V ar- E ” t er m ( o n t h e ri g ht) d e p e n d-

i n g e x pli citl y o nl y o n  1 .  T h e i d e a i s t h at t hi s t er m — a n d p er h a p s

 1 — c a n b e o mitt e d if it d o e s n’t aff e ct t h e pr e di cti v e v ari a n c e v er y
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m u c h. S o, c o n si d er t h e l a st t er m i n ( 2 ) or (4 ).  R e g ar dl e s s of t h e di s-

tri b uti o n u s e d t o t a k e t h e v ari a n c e, t h er e ar e t w o b a si c  w a y s  w e

c a n g et V ar
(


(
  + 1 ;  ,  

) )
= 0.  Fir st, t h e di stri b uti o n of  =  1

c o n c e ntr at e s at a si n gl e v al u e  =  1 . S e c o n d, t h e  m o d el s, t h at i s,

v al u e s of  t h at g et n o n- z er o  w ei g ht s, h a v e t h e s a m e pr e di cti o n s

gi v e n  1 .  T h at i s,


(
  + 1 ;  =  1 , 

)
= 

(
  + 1 ;  =  2 , 

)

at l e a st a p pr o xi m at el y, f or a n y  1 a n d  2 g etti n g p o siti v e  w ei g ht.

S ol vi n g f or a s et li k e

  + 1 ( , ) =
{
 | 

(
  + 1 ;  = , 

)
= 

}

a m o u nt s t o i n v erti n g a n i nt e gr al o p er at or  w hi c h i s a n i ntr a ct a bl e

pr o bl e m.  H o w e v er, b y c ar ef ull y s el e cti n g t h e  m o d el s  =  t o

e n s ur e t h e y ar e  m e a ni n gf ull y diff er e nt, ( e. g., t h e  m o d el s ar e

p ar a m et eri z e d s o t h at t h e p o st eri or  m e a n s ar e u ni q u e), a n d h a v-

i n g a l ar g e e n o u g h  , t h e c h a n c e of   + 1 b ei n g b ot h n o n v oi d a n d

l ar g er t h a n a si n gl et o n s et  will b e v a ni s hi n gl y s m all.  T h u s, o n

pr a g m ati c gr o u n d s, if t h e l a st t er m s t h at e x pli citl y d e p e n d o nl y

o n a si n gl e c o m p o n e nt of  ar e s m all,  w e c a n si m pl y s et  1 t o b e

a c o n st a nt  m e a ni n g t h at t h e l e v el of  m o d eli n g it r e pr e s e nt s dr o p s

o ut. I n t h e c a s e of ( 4 )  w e  w o ul d b e l eft  wit h o nl y t h e fir st t w o

t er m s o n t h e ri g ht h a n d si d e t h at d e p e n d o n  2 i n  w hi c h  1 w a s

a c o n st a nt.  T h e r e s ulti n g e x pr e s si o n r e d u c e s t o ( 2 ).

If  w e  writ e V ar  

(
  + 1 ;  

)
t o  m e a n t h e pr e di cti v e v ari a n c e u si n g

a s p e cifi c c h oi c e of   , it i s e a s y t o s e e, i n g e n er al, t h at f or

a n ot h er c h oi c e, s a y,  ′
 ′ ,  w e  will u s u all y fi n d V ar  

(
  + 1 ;  

)
≠

V ar  ′
 ′

(
  + 1 ;  

)
.  O n t h e ot h er h a n d, t h e r el ati v e si z e s of t er m s i n

d e c o m p o siti o n s of t h e f or m ( 2 ) d e p e n d d eli c at el y o n t h e c h oi c e

of  a n d   a n d t h e or d er i n  w hi c h e a c h s u c c e s si v e   i s i ntr o-

d u c e d.  C o n s e q u e ntl y,  w hil e t h e  m o st i m p ort a nt t e st i s t h e fr a cti o n

of t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e r e pr e s e nt e d b y t h e l a st t er m, t h at

i s, f or s o m e pr e s el e ct e d  > 0

 0 ∶ 

(
V ar  1

(


(
  + 1 ;   , 1

) )

V ar
(
  + 1 ;  

)

)

≥ 

o ur b o ot str a p t e sti n g pr o c e d ur e a p pli e s t o a n y r ati o of t er m s.

I n d e e d, t h er e i s a p ar all el b et w e e n o ur v ari a n c e d e c o m p o siti o n s

u si n g a   a n d  C o c hr a n’s t h e or e m i n  A N O V A u si n g  f a ct or s.

T h er ef or e, o ur b o ot str a p t e st s c a n b e s e e n a s a v ari ati o n t h e st a n-

d ar d F -t e st s, s e e S e cti o n 3. 2 , i n t h at t h e y ar e r ati o s of t er m s t h at

l o o k li k e s q u ar e d err or s, e v e n t h o u g h t h e h y p ot h e s e s ar e q uit e

diff er e nt.  O n t h e ot h er h a n d, o ur t e st s i n cl u d e r ati o s of “ b et w e e n

gr o u p v ari a n c e ” a n d “t ot al v ari a n c e ”  w hi c h ar e n ot i n d e p e n d e nt

a n d d o n’t h a v e a n e x pli cit d e gr e e s of fr e e d o m  w h er e a s F -t e st s ar e

a r ati o of “ b et w e e n gr o u p v ari a n c e ” a n d “ wit hi n gr o u p v ari a n c e ”

t h at ar e i n d e p e n d e nt a n d d o h a v e a n e x pli cit d e gr e e s of fr e e d o m.

T h e str u ct ur e of t hi s p a p er i s a s f oll o w s.  W e b e gi n i n S e cti o n 2

wit h a  = 1 e x a m pl e t o s h o w h o w o ur  m et h o d ol o g y a s s e s s e s

t h e c o ntri b uti o n t o pr e di cti v e v ari a n c e fr o m p e n alt y s el e cti o n i n

s hri n k a g e  m et h o d s. P e n alt y s el e cti o n i s  m at h e m ati c all y e q ui v-

al e nt t o pri or s el e cti o n s o o ur e x a m pl e a m o u nt s t o a s s e s si n g

t h e pr e di cti v e eff e ct of a di s cr et e u nif or m h y p er pri or. S e cti o n 3

pr e s e nt s o ur f ull  m et h o d  wit h j u stifi c ati o n s.  O n e s u b s e cti o n

e x pl ai n s o ur pr e di cti v e v ari a n c e d e c o m p o siti o n i n t h e c o nt e xt of

C o c hr a n’s t h e or e m a n d a n ot h er s u b s e cti o n gi v e s o ur t e sti n g pr o-

c e d ur e f or t h e t er m s i n o ur v ari a n c e d e c o m p o siti o n. I n S e cti o n 4 ,

w e gi v e d et ail s o n t w o i m pl e m e nt ati o n s of st a c ki n g i n t h e c o nt e xt

of a r e al d at a e x a m pl e.  T h e fir st, u s e d i n S e cti o n 2 , i s a st a bili z e d

“f ull ” st a c ki n g  m et h o d t h at  w e a d v o c at e f or s m all s a m pl e si z e s.

T h e s e c o n d, “it er ati v e ” st a c ki n g, i s a bl o c k c o or di n at e d e s c e nt

m et h o d t h at d o e s n ot r e q uir e a st a bili z ati o n st e p a n d c a n b e

dir e ctl y a p pli e d i n a  ≥ 2 d e c o m p o siti o n.  W e u s e t h e st a bili z e d

“f ull ” st a c ki n g  m et h o d f or a  = 1 d e c o m p o siti o n  w h er e  1

r e pr e s e nt s  m o d el c h oi c e a n d b ut t h e n o nl y it er ati v e st a c ki n g

wit h a  = 2 d e c o m p o siti o n  w h er e  1 r e pr e s e nt s v ari a bl e c h oi c e.

O ur e x a m pl e s h er e ar e li mit e d t o  = 2 pr o bl e m s  w h er e  1 i s

bi n ar y.  T hi s i s o nl y d u e t o t h e c o m pl e xit y of c o di n g n ot a n yt hi n g

c o n c e pt u al. I n S e cti o n 5 ,  w e di s c u s s t h e i m pli c ati o n s of o ur

o v er all c o ntri b uti o n.

2 | A Si m ul at e d  E x a m pl e

A n e x a m pl e  will s h o w t h e i m p ort a n c e of i n cl u di n g t h e l a st t er m

i n (2 ).

T h er e h a s b e e n  m u c h di s c u s si o n a b o ut  w h e n diff er e nt s hri n k a g e

m et h o d s ar e a p pr o pri at e, s e e [ 5 ] f or i n st a n c e.  T h e c o n s e n s u s fr o m

si m ul ati o n s a n d a p pli c ati o n s s e e m s t o b e t h at f or e a s y, g e n er al

u s e  L A S S O or  El a sti c  N et ( E N, a g e n er ali z ati o n of  L A S S O) ar e

u s u all y b e st  w h e n t h er e i s e n o u g h s p ar sit y i n t h e d at a a n d  m ul-

ti c olli n e arit y i s n ot a pr o bl e m; s e e [6 ].  Ot h er wi s e,  w h e n s p ar sit y

i s l o w or  m ulti c olli n e arit y i s a pr o bl e m, ri d g e r e gr e s si o n i s oft e n

pr ef er a bl e. I n t hi s s e cti o n,  w e s h o w t h at o ur v ari a n c e d e c o m p o-

siti o n pr o vi d e s a  m or e f or m al b a si s f or t hi s i nt uiti o n.

T h e q u e sti o n i s  w h et h er  w e s h o ul d c h o o s e a si n gl e s hri n k a g e

m et h o d f or pr e di cti v e p ur p o s e s or u s e s e v er al s hri n k a g e  m et h o d s

a n d c o m bi n e t h eir r e s ult s.  C o m bi ni n g  m ulti pl e s hri n k a g e  m et h-

o d s eff e cti v el y r et ai n s  m o d el v ari a bilit y,  w hi c h  m a y b e d e sir a bl e

t o e n s ur e t h e n o mi n al c o v er a g e fr o m a pr e di cti o n s c h e m e e q u al s

t h e a ct u al c o v er a g e.  Ot h er wi s e p ut, i s r et ai ni n g t h e e xtr a v ari a bil-

it y fr o m u si n g  m ulti pl e s hri n k a g e t e c h ni q u e s pr e di cti v el y u s ef ul

c o m p ar e d t o s el e cti n g a si n gl e o n e ?

L et’s g e n er at e d at a a s f oll o w s. S et  = 5 0 a n d  = 1 0 0 a n d  writ e

t h e li n e ar  m o d el

  =  
  +   ( 5)

f or  = 1 , . . . ,  w h er e   i s a v e ct or of e x pl a n at or y v ari a bl e s  wit h

di m
(
 

)
= di m ( ) =  <  a n d   ∼  (0 , 1 ) II D.  T a k e 9 5 of t h e

  c o effi ci e nt s t o b e z er o a n d fi v e t o b e g e n er at e d i n d e p e n d e ntl y

fr o m a 
(
5 , (1. 5 )2

)
.  N e xt, l et  b e a u nif or m r a n d o m v ari a bl e

t a ki n g v al u e s  1 , . . . , 5 c orr e s p o n di n g t o fi v e p e n ali z e d  m et h-

o d s, n a m el y  L A S S O,  Ri d g e  R e gr e s si o n ( R R),  A d a pti v e  L A S S O

( A L A S S O),  E N, a n d  A d a pti v e  E N ( A E N), r e s p e cti v el y.

L et u s a p pl y t h e t w o t er m v ari a n c e d e c o m p o siti o n i n ( 2 ) a n d c o n-

si d er t h e f oll o wi n g r e a s o ni n g.  F or t h e s p ar s e d at a  w e g e n er at e d,

V ar  
(
  + 1 ;   , 

)
s h o ul d b e s m all r el ati v e t o V ar

(
  + 1 ;  

)

b e c a u s e  ( = E N ;  ) s h o ul d b e n e ar o n e a n d t h e pr o b a bili-

ti e s of ot h er v al u e s of  s h o ul d b e n e ar z er o.  T h e r e a s o n i s

t h at (i) a d a pti v e  m et h o d s h a v e s o  m a n y p ar a m et er s t h e y oft e n

p erf or m p o orl y, (ii)  R R i s u s u all y o nl y g o o d f or n o n- s p ar s e pr o b-

l e m s  w h er e a s h er e  w e h a v e s p ar sit y, a n d (iii)  E N h a s o nl y o n e
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m or e p ar a m et er t h a n  L A S S O a n d i n cl u d e s a n e xtr a s e n s e of err or,

 2 , a n d s o  E N s h o ul d b e pr ef err e d — t h e c o st of o n e p ar a m et er i s

s m all s o  E N s h o ul d gi v e r e s ult s b ett er t h a n ( or at l e a st n o  w or s e

t h a n)  L A S S O. Pr e- d at a, t h er ef or e, o ur i nt uiti o n i s t h at t e sti n g

 0 ∶ 

(
V ar  

(
  + 1 ;   , 

)

V ar
(
  + 1 ;  

)

)

≥ 0. 0 5

v er s u s

 1 ∶ 

(
V ar  

(
  + 1 ;   , 

)

V ar
(
  + 1 ;  

)

)

< 0. 0 5

will r ej e ct t h e n ull,  m e a ni n g  w e c a n dr o p t h e s e c o n d t er m i n ( 2 )

at t h e 0. 0 5 l e v el a n d si m pl y u s e  E N.

A s  will b e d e s cri b e d i n S e cti o n 3. 3 , t hi s t e st c a n b e p erf or m e d

b y b o ot str a p pi n g t h e ar g u m e nt of t h e e x p e ct ati o n i n t h e n ull

h y p ot h e si s.  W e ar e eff e cti v el y f or c e d t o t hi s s ort of t e st b e c a u s e

w e d o n ot h a v e a li k eli h o o d f or e x p e ct ati o n i n  0 gi v e n t h e d at a.

H e uri sti c all y, f or n or m al err or, t h e di stri b uti o n s of t h e n u m er-

at or a n d t h e d e n o mi n at or c a n b e r e g ar d e d a s, a p pr o xi m at el y,

c o n v e x c o m bi n ati o n s of  2 di stri b uti o n s, s e e  D eri vi n g a  2

di stri b uti o n f or K = 2. S o, t h eir r ati o i s e x p e ct e d t o b e h a v e li k e a n

 di stri b uti o n.  H o w e v er, e v e n t h o u g h t h e c o n v e x c o m bi n ati o n s

c a n b e pr e ci s el y d efi n e d t h e y ar e g e n er all y n u m eri c all y i n a c c e s-

si bl e.  N e v ert h el e s s, o ur t e sti n g pr o c e d ur e c a n b e r e g ar d e d a s a

pr a g m ati c n o n p ar a m etri c alt er n ati v e t o st a n d ar d n or m al t h e or y.

L et’s u s e t h e fir st 4 9 d at a p oi nt s t o f or m a pr e di cti v e di stri b u-

ti o n f or t h e 5 0t h d at a p oi nt f or e a c h of t h e fi v e  m et h o d s a n d f or

t h e st a c ki n g a v er a g e of t h e fi v e  m et h o d s.  T o o bt ai n t h e st a c k-

i n g  w ei g ht s ̂ 1 , . . . , ̂ 5 u n d er t h e n o n- n e g ati vit y a n d s u m-t o- o n e

c o n str ai nt,  w e u s e t h e  m et h o d ol o g y d e s cri b e d i n p p. 2 8 3 – 2 8 4

of [ 7 ].  Bri efl y, [7 ] o bt ai n s st a c ki n g  w ei g ht s b y  mi ni mi zi n g t h e

cr o s s- v ali d ati o n err or.  H e n c e, f or  = 1 , . . . , ,  w e i nt er n all y pr e-

di ct   u si n g

̃  =

∑

 = 1

  ̃ ,

w h er e   i s t h e st a c ki n g  w ei g ht c orr e s p o n di n g t o t h e j-t h  m o d el,

̃ , i s t h e pr e di cti o n g e n er at e d fr o m t h e j-t h  m o d el f or t h e i-t h

t e st d at a p oi nt,  = 1 , 2 , . . . , .  F oll o wi n g [7 ]  writ e

 1 × 
( )

=
(
 ij

) 

= 1
=

(
  − ̃ ,

) 

= 1

a s t h e v e ct or of cr o s s- v ali d ati o n err or s pr o d u c e d b y t h e j-t h

m o d el a n d ̃  ×  =
(
 (1 ),  (2 ), . . . ,  ( )

)
a s t h e c oll e cti o n of cr o s s

v ali d ati o n err or s fr o m all  m o d el s.  T h e n, d e n oti n g  =(
 1 , 2 , . . . , 

)
, t h e o pti mi z ati o n pr o bl e m b e c o m e s

ar g mi n


1


  ̃  ̃ 

s u bj e ct t o   ≥ 0 ,  = 1 , 2 , . . . , 

   = 1 ( 6)

I n t h e or y, t h e p o siti v e- s e mi d efi nit e n e s s of    g u ar a nt e e s t h e

c o n v e xit y of t h e l o s s f u n cti o n i n ( 6 ).  H o w e v er, t o a c hi e v e n u m er-

i c al st a bilit y, p arti c ul arl y  w h e n    b e c o m e s ill- c o n diti o n e d,  w e

h a v e t o pr oj e ct t hi s  Gr a m  m atri x t o t h e n e ar e st p o siti v e d efi nit e

m atri x [ 8 ].  W e r ef er t o t hi s o pti mi z ati o n a s “st a bili z e d f ull ” st a c k-

i n g a s a g ai n st t h e “it er at e d st a c ki n g ” pr o c e d ur e t h at  w e i ntr o-

d u c e i n S e cti o n 4. 2 w hi c h u s e s c o m p o n e nt- wi s e gr a di e nt d e s c e nt

al g orit h m a n d d o e s n ot r e q uir e pr oj e cti o n of t h e a n al o g of    t o

it s n e ar e st P D  m atri x.

Si n c e t h e g l m n e t p a c k a g e i s e a s y t o u s e a n d c o m p ut ati o n all y

f a st, o bt ai ni n g t h e st a c ki n g c o effi ci e nt s i n t hi s e x a m pl e i s str ai g ht-

f or w ar d.  G e n eri c all y,  writ e t h e st a c ki n g  m o d el a v er a g e a s

5∑

 = 1

̂ 

(
 4 9

)
̂
(
 5 0 ;  5 0 , 

)
( 7)

w h er e t h e ̂  ’s ar e t h e st a c ki n g  w ei g ht s a n d t h e d e p e n d e n c e of

t h e ̂  ’s i n t h e li n e ar  m o d el i s i n di c at e d b y ̂ .  M or e e x pli citl y,

̂
(
 5 0 ;  5 0 , 

)
= 

(
 5 0 ̂  

, ̂ 2
 

+ V̂ ar
(
 5 0 ̂  

) )
( 8)

T h e u s e of n or m alit y i n ( 8 ) c o m e s fr o m t h e n or m alit y i n t h e err or s

i n (5 ).  A s c a n b e s e e n,  w e ar e n e gl e cti n g t h e v ari a bilit y i n t h e

p ar a m et er e sti m at or s.  W e t hi n k  w e h a v e e n o u g h d at a t h at a s s u m-

i n g t h e pr e di cti v e di stri b uti o n i s n or m al  will n ot b e t o o f ar  wr o n g,

f or e x a m pl e, if it i s a t- di stri b uti o n t h e d e gr e e s of fr e e d o m  will b e

l ar g e e n o u g h t h at it i s cl o s e e n o u g h t o n or m al t h at t h e diff er e n c e

c a n b e n e gl e ct e d, at l e a st  w h e n c o m p ar e d  wit h ot h er s o ur c e s of

err or. I n ( 8 ), a p art fr o m  R R, ( a b o ut  w hi c h s h ortl y) t h e ̂ ’s ar e t h e

“ u s u al ” s hri n k a g e e sti m at or s  w h er e t h e e sti m ati o n of t h e d e c a y

p ar a m et er s   i s s u p pr e s s e d i n t h e   ’s.  T h u s, t o fi n d V̂ ar
(
 5 0 ̂  

)

w e u s e t h e b o ot str a p p e d v ari a n c e e sti m at or fr o m t h e b o ot p a c k-

a g e i n R:

V̂ ar
(
 5 0 ̂  

)
=

1



∑

= 1

(
  − ̃ 

) 2

M or e g e n er all y, b o ot str a p pi n g c a n b e u s e d e v e n  w h e n n or m al-

it y i s vi ol at e d.  Al s o, i n (8 ), a g ai n e x c e pt f or  R R, t h e ̂ 2
 

’s u s e d

ar e fr o m t h e st a n d ar d  O L S e sti m at or of  2 b a s e d o n t h e v ari-

a bl e s s el e ct e d b y   .  W e j u stif y t hi s b y citi n g [9 ]  w h o s h o w e d t h at

d oi n g t hi s  w o ul d b e c o n si st e nt f or  L A S S O a n d  w e al s o o b s er v e

t h at t h e pr o of c a n b e e xt e n d e d t o  E N a n d,  w e t hi n k, t o a n y s hri n k-

a g e  m et h o d  wit h t h e or a cl e pr o p ert y ( e. g.,  A E N a n d  A L A S S O).

R et ur ni n g t o  R R,  w hi c h i s n ot a s p ar sit y crit eri o n,  w e u s e d ̂ R R

a n d ̂ 2
R R

fr o m r e gr e s si n g o n t h e v ari a bl e s s el e ct e d b y  E N o n t h e

gr o u n d s t h at  E N u s e s a c o m bi n ati o n of t h e  1 a n d  2 p e n alti e s

a n d  w e si m pl y t hi n k it  will b e cl o s e e n o u g h t h at t h e r e s ult s  w o n’t

b e t o o f ar  wr o n g.

T h e fir st t w o r o w s of  T a bl e 1 gi v e t h e st a c ki n g  w ei g ht s a n d pr e di c-

ti v e v ari a n c e s f or t h e fi v e p e n ali z e d r e gr e s si o n  m o d el s. I n a d di-

ti o n, t h e fir st e ntr y i n t h e s e c o n d r o w i s t h e pr e di cti v e v ari a n c e

of t h e st a c ki n g a v er a g e c o m p ut e d fr o m t h e st a c ki n g  w ei g ht s a n d

pr e di cti v e v ari a n c e s f or t h e  m o d el s i n t h e f oll o wi n g  w a y:

3. 0 1 = V̂ ar
(
 5 0 ;  4 9

)
= ̂ 

(
V ar

(
 5 0 ;  ,  4 9

) )

+ ̂V ar 

(


(
 5 0 ;  ,  4 9

)
;  

)
= 2. 4 3 + 0. 5 8 ( 9)

w h er e t h e fir st t er m o n t h e  R H S ( ̂  (V ar (.; .))) i s gi v e n b y
∑ 5

 = 1
̂  V̂ ar

(
 5 0 ̂  

)
, a n d t h e s e c o n d t er m o n  R H S ( ̂V ar  ( (.; .)))
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T A B L E 1 | St a c ki n g s hri n k a g e  m et h o d s:  T hi s t a bl e gi v e s t h e st a c k-

i n g  w ei g ht s a n d t h e v ari a n c e s of t h e pr e di cti v e di stri b uti o n s f or t h e fi v e

s hri n k a g e  m et h o d s a n d t h eir st a c ki n g a v er a g e.

S T K

a v g  L A S S O  R R  A L A S S O  E N  A E N

St a c ki n g  w ei g ht s 0. 7 4 0. 0 0 0. 0 0 0. 2 5 0. 0 0

Pr e d. v ari a n c e 3. 0 1 1. 0 2 6. 7 1 0. 9 9 6. 7 3 6. 7 0

i s gi v e n b y
∑ 5

 = 1
̂ 

(
 5 0 ̂  

−
∑ 5

 = 1
̂   5 0 ̂  

) 2

. I n eff e ct,  w e ar e

tr e ati n g V ar ( (⋅⋅); ⋅) a n d  (V ar (⋅⋅); ⋅) a s si n gl e o p er ati o n s.  H e n c e

w e s e e t h e r ati o of t h e b et w e e n- m o d el s v ari a n c e t o t ot al v ari-

a n c e i s

V ar  ̂
(
 5 0 ;  ,  

)

V ar
(
 5 0 ;  

) =
0. 5 8

3. 0 1
= 0. 1 9

I nf or m all y, t h e r ati o i s hi g h e n o u g h t h at it s u g g e st s t h er e i s t o o

m u c h b et w e e n- m o d el s v ari a n c e t o i g n or e  w h e n  m a ki n g pr e di c-

ti o n s.  M or e f or m all y,  w e c a n u s e t h e f or e g oi n g t e st of h y p ot h e s e s

t o arri v e at a d e ci si o n r ul e.  W e r e s ort t o a b o ot str a p pr o c e d ur e t o

g e n er at e t h e n ull di stri b uti o n of

V ar  ̂
(
 5 0 ;  ,  

)

V ar
(
 5 0 ;  

)

t h e d et ail s o n e nf or ci n g t h e n ull h y p ot h e si s ar e i n S e cti o n 3. 3 .

O n c e s a m pl e s fr o m t h e n ull di stri b uti o n ar e o bt ai n e d,  w e c o m-

p ut e a b o ot str a p p e d p - v al u e, c o m m o nl y c all e d t h e a c hi e v e d si g-

nifi c a n c e l e v el ( A S L).  T h e n ull h y p ot h e si s i s r ej e ct e d  w h e n t h e

A S L i s s m all er t h a n t h e s p e cifi e d l e v el of si g nifi c a n c e.

U si n g o ur b o ot str a p- b a s e d t e st,  w e o bt ai n a n Â S L = 0. 9 9  m e a ni n g

w e c a n n ot r ej e ct t h e n ull at a n y r e a s o n a bl e l e v el.  T hi s l e a d s u s t o

c o n cl u d e t h at t h e s e c o n d t er m o n t h e  L H S of ( 2 ) c o ntri b ut e s  m or e

t h a n 5 % of t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e.  C o n s e q u e ntl y,  w e s h o ul d

a c c o u nt f or p e n alt y u n c ert ai nt y  w h e n  m a ki n g pr e di cti o n s.  T hi s

c o nfir m s o ur i niti al i nt uiti o n.

G oi n g b e y o n d t h e i nf or m ati o n pr o vi d e d b y a si n gl e u s e of o ur

t e st  w e a s k if  w e all o w e d o ur s el v e s t o i g n or e a l ar g er pr o p orti o n

of v ari a n c e — t h at i s, i n cr e a s e t h e t hr e s h ol d  i n  0 — at  w h at

t hr e s h ol d c o ul d  w e r ej e ct  0 ?  W e o b s er v e t h at, if  w e c h a n g e

t h e  R H S of  0 a n d  1 t o 0. 0 9 i n st e a d of 0. 0 5, o ur t e st gi v e s

a n Â S L = 0. 0 0 9 5.  H e n c e,  w e  w o ul d c o n cl u d e t h at 9 % i s r o u g hl y

t h e s m all e st p er c e nt a g e at  w hi c h  w e c o ul d i g n or e t h e c o ntri b u-

ti o n of t h e b et w e e n- m o d el s v ari a n c e t o t h e o v er all v ari a n c e.  W e

e m p h a si z e t h at  w h e n  w e c al c ul at e t h e c o m p o n e nt s i n ( 9 ), t h at i s,

c o m p uti n g st a c ki n g  w ei g ht s a n d pr e di cti o n v ari a n c e s,  w e u s e t h e

e ntir e tr ai ni n g d at a s et.  H o w e v er,  w h e n  w e p erf or m t h e t e st,  w e

u s e b o ot str a p pi n g a n d  w e r e c o m p ut e st a c ki n g  w ei g ht s a n d pr e-

di cti v e v ari a n c e s f or e a c h b o ot str a p r e pli c at e.

3 | D e c o m p o si n g t h e  P r e di cti v e  V a ri a n c e

I n t hi s s e cti o n,  w e gi v e o ur g e n er al v ari a n c e d e c o m p o siti o n,

i n di c at e h o w t o c h o o s e a m o n g st diff er e nt c a n di d at e v ari a n c e

d e c o m p o siti o n s, a n d e x pl ai n o ur t e sti n g pr o c e d ur e f or t h e r el a-

ti v e si z e of t h eir t er m s.  W e  will s e e t h at o ur d e c o m p o siti o n of t h e

pr e di cti v e v ari a n c e p ar all el s  C o c hr a n’s t h e or e m d e c o m p o siti o n

of t h e s q u ar e d err or i nt o q u a dr ati c f or m s.

3. 1 | T h e  Eff e ct of t h e  M o d el  Li st o n  O v e r all
V a ri a n c e

C o n si d er a  m o d el li st  a n d s u p p o s e  w e d o n’t b eli e v e it a d e-

q u at el y c a pt ur e s t h e u n c ert ai nt y (i n cl u di n g  mi s- s p e cifi c ati o n) of

t h e pr e di cti v e pr o bl e m.  T hi s  m a y l e a d u s t o e x p a n d  a n d t hi s

c a n b e d o n e b y a d di n g  m or e  m o d el s t o it or b y e m b e d di n g t h e

m o d el s o n t h e li st i n v ari o u s “s c e n ari o s ” a s i s d o n e i n [ 2 ].  E x p a n d-

i n g t h e li st si m pl y b y i n cl u di n g  m or e pl a u si bl e  m o d el s  m a y l e a d

t o pr o bl e m s s u c h a s dil uti o n; s e e [4 ]. S o,  w e ar e l e d pr ef er e nti all y

t o  Dr a p er’s a p pr o a c h.  M or e o v er,  w e  w a nt t o a s s e s s t h e eff e ct of a

m o d el li st o n t h e v ari a n c e of pr e di cti o n s.

I n t h e si m pl e st c a s e, e x p a n di n g  t o  ′ w h er e  ⊂  ′,  w h er e

 ′ h a s  m o d el s  wit h p o siti v e pr o b a bilit y t h at ar e n ot i n  t h e

pr e di cti v e di stri b uti o n 
(
  + 1 ;  

)
u si n g  ′ will b e diff er e nt

fr o m t h e pr e di cti v e di stri b uti o n u si n g  .  R e c alli n g t h at  w e ar e

u si n g t h e st a c ki n g  m o d el a v er a g e  w e d e n ot e d e p e n d e n c e o n a

m o d el li st  ,  w h e n  w e n e e d it, b y


(
  + 1 ;  

)
= 

(
  + 1 ;  

)
( )

I n t hi s n ot ati o n,  w e t hi n k of  =
{
 1 , . . . , 

}
, e a c h  m o d el

h a vi n g a p o siti v e  w ei g ht   s o t h at t h e s u m o v er  = 1 , . . . , 

gi v e s o n e. I n t hi s c a s e,  w e h a v e di m ( ) = 1 a n d tr e ati n g t h e

m o d el li st a s o n e f a ct or  wit h  l e v el s i s fi n e.  H o w e v er, if  w e  w a nt

t o e x p a n d a gi v e n  b y i n cl u di n g  m or e s c e n ari o s,  w e ar e l e d t o

c h o o si n g a  wit h di m ( ) ≥ 2 a n d r e g ar di n g  a s h a vi n g a c or-

r e s p o n di n g  m ulti v ari at e str u ct ur e. I n eit h er c a s e, i n o ur v ari a n c e

d e c o m p o siti o n b el o w,  e n c a p s ul at e s d e p e n d e n c e o n t h e  m o d el

li st. I d e all y, t hi s d e p e n d e n c e i s b y c o n diti o ni n g ( a n d s o  w e s h o ul d

u s e | t o i n di c at e it).  H o w e v er,  w e c o nti n u e t o u s e ; b e c a u s e  w e ar e

t a ki n g e x p e ct ati o n s i n t h e st a c ki n g di stri b uti o n f or   + 1 .

3. 1. 1 | P r e di cti v e  V a ri a n c e  D e c o m p o siti o n

“ P- A N O V A ”

T o q u a ntif y t h e u n c ert ai nt y of o ur c h o s e n f e at ur e s, tr e at  a s

m ulti v ari at e a n d r e c all  =
(
 1 , . . . , 

)
,  w h er e   r e pr e s e nt s

t h e v al u e s of t h e k -t h p ot e nti al f e at ur e t h at  m u st b e  m a d e t o

s p e cif y a pr e di ct or.  A n al o g o u s t o t er mi n ol o g y i n  A N O V A,  w e c all

  a f a ct or i n t h e pr e di cti o n s c h e m e, a n d  w e c all t h e   1 , . . . , k m 

t h e l e v els of   .  T h at i s,    i s a s p e cifi c v al u e t h at a s p e cifi c

  m a y a s s u m e.  T h u s,  i s di s cr et e a n d h a s pr o b a bilit y  m a s s

f u n cti o n  ( ) = 
(
 1 =  1 . . . ,  =  

)
.  T h e   ’s ar e n ot i n

g e n er al i n d e p e n d e nt a n d  c orr e s p o n d s t o a pri or o n  h er e

gi v e n b y t h e st a c ki n g  w ei g ht s.

P er h a p s t h e  m o st n at ur al  w a y t o r e pr e s e nt  i s t o r e pl a c e it b y

  =
{
 1 1 , . . . , 1 

}
× . . . ×

{
  1 , . . . , KI

}
( 1 0)

w h er e it i s u n d er st o o d t h at a  m o d el i s u ni q u el y i d e ntifi e d b y

a v e ct or i n   .  T h er e ar e n o w  = I K di sti n ct  m o d el s i n  

a n d t h e y h a v e a hi er ar c hi c al str u ct ur e al o n g  wit h a j oi nt pri or.

T hi s r e pr e s e nt ati o n of o ur  m o d el li st  m a k e s it e a s y t o i nt er pr et
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e x p a n si o n s a n d c o ntr a cti o n s of  i n t er m s of t h e f e at ur e s of t h e

m o d eli n g.

O ur fir st r e s ult gi v e s a d e c o m p o siti o n of t h e pr e di cti v e v ari a n c e

b y c o n diti o ni n g o n  .

P r o p o siti o n 1. We h a v e t h e f oll o wi n g t w o e x pr essi o ns f or t h e

st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e.

Cl a us e (i):  F or  = 1, t h e st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e f or   + 1 is

V ar
(
  + 1 ;  

) (
 

)
=   1

(
V ar

(
  + 1 ;  1 ,  

)

+ V ar  1


(
  + 1 ;  1 ,  

) )

a n d f or  ≥ 2, t h e st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e f or   + 1 as f u n cti o n

of t h e  f a ct ors d efi ni n g o ur pr e di cti v e s c h e m e is gi v e n b y

V ar
(
  + 1 ;  

) (
 

)

=  ( 1 , . . . ,  ) V ar
(
  + 1 ;  1 , . . . ,  ,  

)

+

∑

 = 2

 ( 1 , . . . ,  − 1 ) V ar  


(
  + 1 ;  1 , . . . ,  ,  

)

+ V ar  1


(
  + 1 ;  1 ,  

)
( 1 1)

w h er e t h e distri b uti o n of  =
(
 1 , . . . , 

)
is d efi n e d b y t h e st a c k-

i n g  w ei g hts.

Cl a us e (ii):  F or a n y  , t h e st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e
V ar

(
  + 1 ;  

) (
 

)
c a n b e c o n d e ns e d i nt o a t w o t er m d e c o m-

p ositi o n:

V ar
(
  + 1 ;  

) (
 

)
=  ( 1 , . . . ,  ) V ar

(
  + 1 ;  1 , . . . ,  ,  

)

+ V ar ( 1 , . . . ,  ) 
(
  + 1 ;  1 , . . . ,  ,  

)
( 1 2)

Pr o of. Cl a u s e (i) f oll o w s b y i n d u cti o n:  T h e c a s e  = 1 i s ( 2 )

T h e c a s e  = 2 r e s ult s fr o m o n e it er ati o n  wit h t h e l a w of t ot al

v ari a n c e a s i n ( 4 ).  T h e n f or a n y gi v e n v al u e of  r e p e at t hi s  − 2

ti m e s a n d r e pl a c e t h e p o st eri or  w ei g ht s  wit h st a c ki n g  w ei g ht s.

O b vi o u sl y, t h e c orr e s p o n di n g r e s ult h ol d s if t h e p o st eri or  w ei g ht s

ar e k e pt.  F or  Cl a u s e (ii), si m pl y u s e t h e l a w of t ot al v ari a n c e o n

t h e  w h ol e r a n g e of t h e v e ct or   . ◽

I n t hi s r e s ult,  w e h a v e o nl y u s e d t h e  L T V i n o n e s e q u e n c e of 

it er ati o n s. I n f a ct, t h e  L T V c a n b e u s e d i n a n y t er m ( pr o vi d e d a

  e xi st s f or it) a n d t h e   ’s c a n b e i ntr o d u c e d i n a n y s e q u e n c e.

M or e o v er,  w e  m a y u s e t h e e ntir e   i n t h e l eft h a n d si d e b ut l e a v e

s o m e of t h e   ’s a s “l at e nt, ” t h at i s, n ot e x pli citl y a p p e ari n g, o n

t h e ri g ht si d e.

W e s u m m ari z e t h e d e c o m p o siti o n i n ( 1 1 ) u si n g  w h at  w e c all

“ P- A N O V A, ” or pr e di cti v e a n al ysis of v ari a n c e . I n  T a bl e 2 , e a c h

r o w c orr e s p o n d s t o a diff er e nt s o ur c e of v ari a bilit y a s s o ci at e d

wit h t h e f a ct or s i n  .  N ot e t h at t h e i nt er pr et ati o n “ E x p e ct e d

b et w e e n   a cr o s s   − 1 , . . . , 1 ” f or t h e t er m

  1
. . .   − 1

V ar  


(
  + 1 ;  1 , 2 , . . . ,  ,  

)

m e a n s  w e h a v e a v er a g e d t h e v ari a n c e d u e t o   a cr o s s all t h e

v al u e s

V ar  


(
  + 1 ;  1 =  1 , 2 =  2 , . . . ,  − 1 =   − 1 ,  ,  

)

U si n g t h e  B a y e s  m o d el a v er a g e — or a n y ot h er  m o d el a v er a gi n g

pr o c e d ur e —i n pl a c e of st a c ki n g l e a d s t o a P- A N O V A t a bl e a n al-

o g o u s t o  T a bl e 2 .

3. 2 | A n al o g y t o  C o c h r a n’ s  T h e o r e m

C o c hr a n’s t h e or e m i s u s e d i n st a n d ar d  A N O V A pr o bl e m s t o i d e n-

tif y h y p ot h e si s t e st s t h at d et er mi n e  w h et h er a f a ct or or it s l e v el s

s h o ul d b e dr o p p e d a s h a vi n g littl e eff e ct o n t h e o b s er v e d v ari-

a bilit y. I nf or m all y, t h e t h e or e m st at e s t h at, u n d er v ari o u s r e g u-

l arit y c o n diti o n s, t h e c orr e ct e d s u m of s q u ar e s fr o m a n  A N O V A

pr o bl e m c a n b e  writt e n a s a s u m of i n d e p e n d e nt q u a dr ati c f or m s

e a c h of  w hi c h i s di stri b ut e d a s a  2 r a n d o m v ari a bl e  wit h a

d e gr e e s of fr e e d o m s p e cifi e d b y t h e st at e m e nt of t h e pr o bl e m.

E q ui v al e ntl y, t h e s u m of s q u ar e s “ Y T Y ” c a n b e  writt e n a s a s u m

of s c al e d  2
1 r a n d o m v ari a bl e s,  w h er e t h e s c ali n g c o n st a nt s ar e

ei g e n v al u e s fr o m t h e c orr e s p o n di n g q u a dr ati c f or m.  M or e f or-

m all y,  w e h a v e t h e f oll o wi n g di still e d fr o m [ 1 0 ] a p p e n di x  VI.

T h e o r e m 1 (C o c hr a n’s  T h e or e m ). L et   ∼  (, 1 ) f or

 = 1 , . . . ,  b e i n d e p e n d e nt. S u p p os e  1 , . . . ,  ar e q u a dr ati c

f or ms of r a n k  1 , . . . ,  r es p e cti v el y i n v ari a bl es  1 , . . . ,  a n d
∑ 

= 1  2


=  1 + . . . +   . T h e n ,  1 + . . . +   =  if a n d o nl y

if  1 + . . . +   ar e i n d e p e n d e nt  2
 

(
Δ 

)
w h er e t h e n o n c e n-

tr alit y p ar a m et ers i n t h e  2 ’s ar e Δ 2


=  

(
E Y 1 , . . . , E Y 

)
f or

 = 1 , . . . , . T h e n, if  ∼  2
 is i n d e p e n d e nt of   ,

  =


 

 


∼    , 

T A B L E 2 | S o ur c e s of pr e di cti v e v ari ati o n f or  ≥ 3.  W e h a v e li st e d t h e g e n eri c t er m s i n o ur d e c o m p o siti o n of t h e pr e di cti v e v ari a n c e t o g et h er  wit h

t h eir i nt er pr et ati o n s.  F oll o wi n g t h e c o n v e nti o n s of  A N O V A,  w e h a v e al s o li st e d t h e s o ur c e of t h e v ari a bilit y.  T h e S o ur c e l a b el e d Pr e di cti o n s i s a n al o g o u s

t o t h e c orr e cti o n t er m i n t h e c orr e ct e d s u m of s q u ar e s.  All t er m s ar e d e p e n d e nt o n   , b ut n ot n e c e s s aril y i n a c o n diti o n al s e n s e.

S o u r c e I nt e r p r et ati o n V a ri a n c e

 1 ,  1 l e v el s B et w e e n  1 v ari a n c e V ar  1


(
  + 1 ;   , 1

)

 2 ,  2 l e v el s E x p e ct e d b et w e e n  2 a cr o s s  1   1
V ar V 2


(
  + 1 ;   , 1 , 2

)

⋮ ⋮  ⋮

  ,   l e v el s E x p e ct e d b et w e e n   a cr o s s   − 1 . . . 1   1
. . .   − 1

V ar  


(
  + 1 ;   , 1 , 2 , . . . , 

)

Pr e di cti o n s E x p e ct e d v ari a n c e a cr o s s  1 . . .    1
. . .  

V ar
(
  + 1 ;   , 1 , 2 , . . . , 

)

T ot al P o st eri or pr e di cti v e v ari a n c e V ar
(
  + 1 ;  

)
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N e xt,  w e ar g u e t h at o ur d e c o m p o siti o n, s e e ( 1 1 ), i s a pr e di cti v e

a n al o g t o  C o c hr a n’s  T h e or e m. I n o ur a n al o g,  w e e x p a n d t h e pr e-

di cti v e v ari a n c e i nt o a s u m of q u a dr ati c f or m s t h at h a v e  2 di s-

tri b uti o n s, a s s h o w n i n  A p p e n di x A .  H o w e v er,  w e d o n ot o bt ai n

t h e a n al o g o u s st at e m e nt s a b o ut d e gr e e s of fr e e d o m or i n d e p e n-

d e n c e.  N or d o  w e o bt ai n F -t e st s.  H o w e v er, i n S e cti o n 3. 3 , w e

d e s cri b e a b o ot str a p b a s e d t e sti n g pr o c e d ur e f or t h e i n di vi d u al

t er m s i n o ur e x p a n si o n s s o a s t o d et er mi n e if t h e y c o ntri b ut e

s u b st a nti all y t o t h e o v er all pr e di cti v e v ari a n c e.  O ur r e s ult s ar e

f u n d a m e nt all y diff er e nt fr o m [1 1 ]  w h o g a v e a n “ A N O V A ” li k e

d e c o m p o siti o n of t h e p o st eri or v ari a n c e f or e sti m ati o n b e c a u s e

w e h a v e u s e d t h e  A N O V A fr a m e w or k i n a pr e di cti v e s etti n g a n d

pr o p o s e d h y p ot h e si s t e st s.

A s a n ill u str ati o n of h o w o ur v ari a n c e d e c o m p o siti o n r e s e m bl e s

C o c hr a n’s  T h e or e m,  w e e x pli citl y c o n v ert t h e t er m s i n a t hr e e

t er m d e c o m p o siti o n t o a c o n v e x c o m bi n ati o n of q u a dr ati c f or m s.

C o n si st e nt  wit h t h e n ot ati o n of [ 2 ],  w e  writ e   t o r e pr e s e nt “s c e-

n ari o s ”  = 1 , . . . ,  a n d  ij t o r e pr e s e nt  m o d el s  wit hi n s c e n ari o s,

 = 1 , . . . , .  N o w, t h e  ’s c orr e s p o n d t o t h e v al u e s of  1 a n d t h e

 ij’s c orr e s p o n d t o v al u e s of  2 n e st e d  wit hi n  1 .  O ur str at e g y i s

t o e x pr e s s e a c h t er m i n V ar
(
  + 1 ;  

)
i n v e ct or n ot ati o n s o  w e c a n

r e c o g ni z e a n al o g o u s q u a dr ati c f or m s.  N o w, Pr o p o siti o n 1 gi v e s

V ar
(
  + 1 ;  

)
=   1

  2
V ar

(
  + 1 ;   , 1 , 2

)

+   1
V ar  2


(
  + 1 ;   , 1 , 2

)

+ V ar  1


(
  + 1 ;   , 1

)

=

∑

= 1


(
 ;  

) ∑

 = 1


(
 ij;   , 

)

× V ar
(
  + 1 ;   , , ij

)

+

∑

= 1


(
 ;  

) ∑

 = 1


(
 ij;   , 

)

×
[


(
  + 1 ;   , ij, 

)
−  (  + 1 ;   , )

] 2

+

∑

= 1


(
 ;  

)

×
[


(
  + 1 ;   , 

)
−  (  + 1 ;   )

] 2
( 1 3)

F or e a s e of n ot ati o n, l et

• 
(
 ;  

)
=  

• 
(
 ij;   , 

)
=  ij

• 
(
  + 1 ;  

)
= 

• 
(
  + 1 ;   , 

)
=  ⋅

• 
(
  + 1 ;   , ij, 

)
= ̂ ij.

N o w  w e c a n r e st at e ( 1 3 ) a s

V ar
(
  + 1 ;  

)
=

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ijV ar
(
  + 1 ;   , ij, 

)
( 1 4)

+

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij

(
̂ ij −  ⋅

) 2
( 1 5)

+

∑

= 1

 

(
 ⋅ − 

) 2
( 1 6)

T h e q u a dr ati c f or m s i n ( 1 4 – 1 6 ) c a n b e s h o w n t o h a v e di stri-

b uti o n s t h at p ar all el t h e di stri b uti o n al st at e m e nt s i n  C o c hr a n’s

T h e or e m.  T hi s i s gi v e n i n d et ail i n  D eri vi n g a  2 di stri b uti o n f or

K = 2 a n d  G e n er al K .

3. 3 | T e sti n g

I n t h e  A N O V A c o nt e xt, it i s c o m m o n t o t e st t h e e q u alit y of l e v-

el s of a f a ct or.  H er e, t h e c orr e s p o n di n g n ull h y p ot h e si s  w o ul d b e

t h e e q u alit y of e x p e ct ati o n s of t h e pr e di cti v e di stri b uti o n s  wit hi n

a f a ct or or t h e  m o d el  w ei g ht b ei n g cl o s e t o o n e f or a si n gl e l e v el

wit hi n a f a ct or. S o,  w e r e p hr a s e t h e s e t e st s a s a  w a y t o d et er mi n e

t h e r el ati v e i m p ort a n c e of t er m s i n o ur d e c o m p o siti o n. S p e cifi-

c all y,  w e  w a nt t o t e st  w h et h er a t er m i n t h e v ari a n c e d e c o m p o si-

ti o n i s a s u b st a nti al fr a cti o n of t h e o v er all v ari a n c e.

C o n si d er t h e c a s e  = 1 t h at gi v e s a t w o-t er m d e c o m p o siti o n f or

V ar
(
  + 1 ;  

)
.  N o w,  w e  w a nt t o t e st h y p ot h e s e s of t h e f or m

 0 ∶ 

(
V ar  1

(


(
  + 1 ;   , 1

) )

V ar
(
  + 1 ;  

)

)

≥ 

 1 ∶ 

(
V ar  1

(


(
  + 1 ;   , 1

) )

V ar
(
  + 1 ;  

)

)

< 

f or s o m e pr e- s el e ct e d v al u e of  > 0. Si n c e  w e d o n ot h a v e a li k e-

li h o o d f or t h e ar g u m e nt of t h e e x p e ct ati o n i n  0 , w e ar e l e d t o

a n o n p ar a m etri c t e st b a s e d o n b o ot str a p pi n g.  O ur b o ot str a p pi n g

pr o c e d ur e t o e nf or c e t h e n ull i s a s f oll o w s.

Fir st,  w e g e n er at e b o ot str a p r e pli c at e s of t h e ar g u m e nt of t h e

e x p e ct ati o n i n  0 .  T hi s r e s ult s i n a s et of   gi v e n b y

  =
V ar  1


(
  + 1 ; 


 , 1

)

V ar
(
  + 1 ; 




)

=

∑  1

 1 = 1 ̂

 1

(
̂ 

 1
−

∑  1

 1 = 1 ̂

 1

) 2

∑  1

 1 = 1 ̂

 1

(
̂ 

 1
−

∑  1

 = 1 ̂

 1

) 2

+
∑  1

 1 = 1 ̂
2
 1

( )

( 1 7)

f or  = 1 , . . . , .  E a c h   c a n b e r e g ar d e d a s a r a n d o m v ari a bl e

r e pr e s e nti n g
V ar  1 (  + 1 |  , 1 )

V ar (  + 1 |  )
.  W e n ot e t h at n o n e of t h e q u a ntiti e s i n

t hi s f or m ul a r el y o n a s p e cifi c di stri b uti o n.  T h e e sti m at e s ̂ 
 ar e

n u m eri c all y o bt ai n e d a s a s ol uti o n t o ( 6 ), ̂  t a k e s t h e f or m of t h e

pr e di ct or fr o m t h e s p e cifi c j-t h  m o d el, a n d ̂ 2
 ( ) i s t h e e sti m at e d

pr e di cti v e v ari a n c e fr o m t h e j-t h  m o d el.  T h e s e q u a ntiti e s d o n ot

h a v e s p e cifi c f or m ul a s b e c a u s e t h e y d e p e n d o n t h e  m o d el b ei n g

u s e d.  Writi n g  a n d S E ( ) f or t h e  m e a n a n d it s st a n d ar d err or f or

t h e   ’s  w e f or m

 =
 − 

S E ( )
( 1 8)

N ot e t h at  i s ( mil d) a b u s e of n ot ati o n. I n f a ct,  w e s h o ul d  writ e

t h e   ’s  wit h “ h at s ” o v er t h e v ari a n c e s a n d e x p e ct ati o n s si n c e  w e

ar e b o ot str a p pi n g.  T hi s i s a n i m p ort a nt p oi nt b ut  w e d o n ot  wi s h

t o cl utt er t h e n ot ati o n.

N e xt,  w e  m u st g e n er at e s a m pl e s fr o m t h e n ull di stri b uti o n of t h e

r a n d o m v ari a bl e  t a ki n g v al u e s  i n (1 8 ).  H e n c e, f or t h e s e c o n d
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l a y er of b o ot str a p pi n g, dr a w  s a m pl e s of si z e  ,  wit h  >  ,

fr o m t h e s et of r e ali z ati o n s  1 , . . . ,  ,  wit h r e pl a c e m e nt.  D e n ot e

t h e s e b y  ′
1 , . . . , ′


w h er e e a c h  ′

 h a s  e ntri e s.  T o g et a di stri-

b uti o n f or t h e r a n d o m v ari a bl e  u n d er t h e n ull,  w e g e n er at e

v e ct or s

̃′ =  ′
 −

(
1



∑

 = 1

  − 

)

1 

w h er e 1  = ( 1 , . . . , 1 ) i s t h e u s u al  - di m e n si o n al v e ct or of 1’s.

N o w,  w e h a v e  diff er e nt s a m pl e s of t h e v e ct or ̃′


wit h  m e a n  .

Si n c e t h e s e r e ali z ati o n s of ̃′


ar e c orr e ct e d b y t h eir  m e a n s a n d  ,

s o t h e y s ati sf y t h e n ull.  H e n c e, r e ali z ati o n s fr o m t h e n ull di stri-

b uti o n of t h e t e st st ati sti c d e s cri b e d i n ( 1 8 ) ar e o bt ai n e d a s

̃ =
̃
′

 − 

S E
(

̃
′



)

f or  = 1 , . . . ,  a n d  w e c al c ul at e t h e e sti m at e d a c hi e v e d si g nifi-

c a n c e l e v el

Â S L =
1



∑

(
̃ ≤ 

)

W h e n t h e Â S L i s s m all,  w e r ej e ct  0 a n d t hi s t ell s u s t h at

V ar  1


(
  + 1 ;   , 1

)
≈ 0 s u g g e sti n g t h at 

(
  + 1 ;   , 1

)
i s

c o n st a nt i n  1 .  H er e,  w h e n  w e d o t hi s t e sti n g,  w e d ef a ult t o a

t hr e s h ol d of  = 0. 0 5 f or t h e  A S L f or c o n v e ni e n c e.  N ot e t h at

t hi s t hr e s h ol d  f or t e sti n g i s c o m p ar e d  wit h t h e u s u al p - v al u e

a n d s o i s diff er e nt fr o m t h e t hr e s h ol d  f or t h e e x p e ct e d r ati o

of v ari a n c e s.  A s a g e n er alit y, b ot h  a n d  s h o ul d b e c h o s e n

pr e- e x p eri m e nt all y.

B el o w  w e h a v e u s e d n or m alit y i n s o m e of o ur c o m p ut ati o n al

w or k b e c a u s e it  w a s j u stifi e d b y a u xili ar y r e a s o ni n g.  H o w e v er,

w h e n t h e n or m al a s s u m pti o n f ail s,  w e  w o ul d u s e p ar a m et er e sti-

m at or s b a s e d o n t h e a ct u al f a mil y if it  w er e k n o w n, d ef a ulti n g

t o st a n d ar d e sti m at or s f or v ari a n c e, f or i n st a n c e, i n t h e h o p e t h e y

w o ul d b e eff e cti v e.  Ot h er wi s e, o ur b o ot str a p pi n g a p pr o a c h all o w s

u s t o  m o v e b e y o n d t h e a s s u m pti o n t h at t h e pr e di cti o n s f oll o w

a n or m al di stri b uti o n a s u s e d i n t h e di s c u s si o n at t h e e n d of

S e cti o n 3. 2 a n d i n Pr o p o siti o n 3 i n  G e n er al K b e c a u s e  w e c a n

g e n er at e t h e b o ot str a p s a m pli n g di stri b uti o n f or a n y p ar a m et er

e sti m at or.

A s a fi n al p oi nt a b o ut t h e t e sti n g,  w e c o m m e nt o n  m ulti pl e c o m-

p ari s o n i s s u e s.  H er e  w e h a v e s h o w n t h e  = 1 c a s e f or si m pli cit y,

b ut t h e t e sti n g pr o c e d ur e c a n b e u s e d f or g e n er al  t o t e st if e a c h

t er m i n t h e v ari a n c e i s i m p ort a nt.  H e n c e,  w e  m a y b e i nt er e st e d i n

 + 1 t e st s.  F or s m all  , a  B o nf err o ni c orr e cti o n or ot h er si m pl e

“fi x ”  m a y b e pr a cti c al.  H o w e v er, f or l ar g e  ,  w e  m a y h a v e t o u s e

s o m e s ort of  W e stf all- Y o u n g c orr e cti o n, s e e [ 1 2 ], si n c e o ur t e st-

i n g pr o c e d ur e i s i n t h e s a m e s pirit a s p er m ut ati o n t e st s.  O n t h e

ot h er h a n d, b e c a u s e  w e i nt er pr et t h e c o m p o n e nt s of  a s c o m-

p o n e nt s of  m o d eli n g, l ar g e  ’s  will b e u n c o m m o n  wit h s m all

s a m pl e si z e s.

4 | A  R e al  D at a  E x a m pl e

I n t hi s s e cti o n,  w e a n al y z e t h e S u p e r c o n d u c t i v i t y d at a

pr e s e nt e d i n [ 1 3 ].  T hi s d at a s et h a s 8 1 r e gr e s s or s of a p h y s-

i c al or c h e mi c al n at ur e t o e x pl ai n a r e s p o n s e  r e pr e s e nti n g

t e m p er at ur e  m e a s ur e m e nt s (i n ˚ K) f or  w h e n a c o m p o u n d b e gi n s

t o e x hi bit s u p er c o n d u cti vit y.  T h e f ull d at a s et h a s  = 2 1 2 6 3, a n d

w e a s s u m e t h e r el ati o n s hi p b et w e e n  a n d t h e r e gr e s s or s (  )

f oll o w s a si g n al pl u s n oi s e str u ct ur e, t h at i s,

  = 
(
 

)
+  

f or  = 1 , . . . ,  a n d  w h er e   ∼ 
(
0 , 2

)
.  H a mi di e h [1 3 ] u s e d a

li n e ar  m o d el ( L M) a s a “ b e n c h m ar k  m o d el ” a n d t h e n i m pr o v e d

o n it b y d e v el o pi n g a n  X G B o o sti n g  m o d el — a b o o st e d, p e n ali z e d

tr e e  m o d el.  T h e g o al i n t h eir p a p er  w a s t o  mi ni mi z e pr e di cti v e

err or o n a h ol d o ut s et. S o, t h e y di d n ot c o n si d er t h e v ari a n c e of

pr e di cti v e di stri b uti o n s.

O ur a n al y si s of t h e pr e di cti v e v ari a n c e r e st s o n c o m p uti n g v ari-

a n c e d e c o m p o siti o n s f or s p e cifi c c h oi c e s of   f or  = 1 a n d

 = 2 u si n g Pr o p o siti o n 1 .  F or a t w o t er m d e c o m p o siti o n, t h at

i s,  = 1,  w e u s e t h e o pti mi z ati o n ( 6 ) a s di s c u s s e d i n S e cti o n 2 t o

e sti m at e t h e st a c ki n g  w ei g ht s al o n g  wit h t h e t e st pr o c e d ur e o ut-

li n e d i n S e cti o n 3. 3 . It i s i m p ort a nt t o n ot e t h at  wit h  = 1,  w e

ar e e sti m ati n g a si n gl y i n d e x e d s et of st a c ki n g  w ei g ht s   s o t h at

s ol vi n g ( 6 ) i s p o s si bl e a n d  will gi v e t h e o pti m al s ol uti o n.

B y c o ntr a st, f or a t hr e e t er m d e c o m p o siti o n, t h at i s,  = 2, ( 6 )

c a n n ot b e i m m e di at el y u s e d a s  writt e n b e c a u s e t h e o pti mi z ati o n

pr o bl e m i s t o fi n d t w o s et s of st a c ki n g  w ei g ht s — t h e  ’s a n d t h e

 ij’s i n ( 1 4 – 1 6).  T o o bt ai n t h e e sti m at e s of   a n d  ij dir e ctl y,  w e

i ntr o d u c e “it er ati v e ” st a c ki n g, a s a n e xt e n si o n of (6 ), t o o bt ai n

t e st r e s ult s i n t hr e e t er m or hi g h er c a s e s.  T hi s i s i n c o ntr a st t o t h e

“st a bili z e d f ull ”  m et h o d st a c ki n g ( 6 ) u s e d i n S e cti o n 2 .

4. 1 | T w o  T e r m  D e c o m p o siti o n s,  = 1

H er e,  w e c h o o s e a si n gl e r a n d o m v ari a bl e  a n d g e n er at e a

t w o-t er m d e c o m p o siti o n of pr e di cti v e v ari a n c e. S o, l et  t a k e o n e

of fi v e v al u e s  wit h e q u al pr o b a bilit y, n a m el y fi v e c o m m o n pr e-

di cti v e  m o d el s: ( a) li n e ar  m o d el ( L M) d e n ot e d b y  1 , ( b) n e ur al

n et s ( N N) d e n ot e d b y  2 , ( c) pr oj e cti o n p ur s uit r e gr e s si o n ( P P R),

d e n ot e d b y  3 , ( d) s u p p ort v e ct or  m a c hi n e  wit h a r a di al k er n el

( S V M), d e n ot e d b y  4 , a n d ( e)  X G B o o sti n g ( X G B), d e n ot e d b y  5 .

U p o n e x a mi ni n g t h e r e si d u al s fr o m t h e i n di vi d u al fitt e d  m o d el s,

w e c o nfir m e d t h at t h e r e si d u al s  w er e n or m all y di stri b ut e d. S o, f or

c o n v e ni e n c e,  w e u s e a n or m al d e n sit y t o f or m pr e di cti v e di stri b u-

ti o n s f or e a c h of t h e  m o d el s.  M or e o v er, t o f or m t h e pr e di cti v e di s-

tri b uti o n f or e a c h  m o d el,  w e fit t h e  m o d el u si n g  d at a p oi nt s a n d

u s e d t h e  + 1 v al u e if t h e e x pl a n at or y v ari a bl e s t o pr e di ct   + 1 .

D e n ot e t h e pr e di ct or fr o m  m o d el  b y ̂  ,  = 1 , . . . , 5.  T h e n,

u n d er t h e si g n al pl u s n oi s e  m o d el, t h e n e xt o ut c o m e i s n or m all y

di stri b ut e d, c e nt er e d at t h e p oi nt pr e di ct or ̂ 

(
  + 1

)
wit h e sti-

m at e d v ari a n c e

V̂ ar
(
  + 1 − ̂ 

(
  + 1

) )
= V̂ ar

(
̂ 

(
  + 1

) )
+ V̂ ar

(
̂ 

)
( 1 9)

W e c al c ul at e d V̂ ar
(
̂ 

(
  + 1

) )
b y b o ot str a p pi n g.  T h at i s,  w e

o bt ai n e d a b o ot str a p di stri b uti o n f or it a n d t h e n c o m p ut e d it s

v ari a n c e.  F or V̂ ar
(
̂ 

)
,  w e si m pl y c al c ul at e d t h e v ari a n c e of t h e

r e si d u al s fr o m t h e fitt e d  m o d el.  N o w, f or m all y, t h e pr e di cti v e di s-

tri b uti o n f or a  m o d el   i s

̂
(
  + 1 ;  

)
= 

(
̂ 

(
  + 1

)
, V̂ ar

(
̂ 

(
  + 1

) )
+ V̂ ar

(
̂ 

) )
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Si n c e t h e s e  m o d el s ar e i m pl e m e nt e d i n a fr e q u e nti st s e n s e a n d

w e u s e d f ull st a c ki n g ( a s d e s cri b e d i n ( 6 ), s e e [7 ]) t o a v er a g e o v er

t h e  m o d el s b a s e d o n t h e cr o s s- v ali d at e d pr e di cti v e p erf or m a n c e,

t h e st a c k e d pr e di cti v e di stri b uti o n f or   + 1 i s

  + 1 ∼

5∑

 = 1

̂ 

(
 

)
̂
(
  + 1 ;  

)

N e xt,  w e pr e s e nt t w o c a s e s, o n e  w h er e  w e r a n d o ml y s a m pl e 5 0 0

d at a p oi nt s fr o m t h e S u p e r c o n d u c t i v i t y d at a s et a n d t e st

w h et h er t h e b et w e e n- m o d el s v ari a n c e i s i m p ort a nt, a n d a n ot h er

w h er e  w e u s e t h e  w h ol e S u p e r c o n d u c t i v i t y d at a s et t o p er-

f or m t h e s a m e t e st.  W e  will s e e t h at  wit h t h e s m all er s a m pl e si z e,

t h e b et w e e n- m o d el s v ari a n c e t er m i n t h e d e c o m p o siti o n u si n g

 c o ntri b ut e s a b o ut t w o-t hir d s of t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e.

H o w e v er,  w h e n t h e f ull d at a s et i s u s e d, t h e e sti m at e d c o ntri b u-

ti o n fr o m t h e b et w e e n- m o d el s t er m dr o p s t o a b o ut 4 %.

4. 1. 1 | T e sti n g  T e r m s  W h e n  = 5 0 0

Fir st,  w e dr e w a r a n d o m s a m pl e of 5 0 0 o b s er v ati o n s fr o m t h e

w h ol e d at a s et.  T h e n,  w e f oll o w e d t h e pr o c e d ur e fr o m S e cti o n 3. 3

u si n g  = 2 0 0 s a m pl e s f or t h e i n n er b o ot str a p a n d  = 1 0, 0 0 0

s a m pl e s f or t h e o ut er b o ot str a p.  T h e r e s ult s ar e i n  T a bl e 3 .

U si n g o nl y  = 4 9 9, t h e st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e d e c o m p o si-

ti o n s i s

3 9 7. 6 4 = V̂ ar
(
 5 0 0 ;  4 9 9

)
= ̂  V ar

(
 5 0 0 ;  ,  4 9 9

)

+ V̂ ar  
( (

 5 0 0 ;  ,  4 9 9

)
;  4 9 9

)

= 1 3 5. 4 1 + 2 6 2. 2 3

T h e t er m s o n t h e  R H S of t h e a b o v e e x pr e s si o n ar e c o m p ut e d

u si n g t h e s a m e t e c h ni q u e a s d e s cri b e d i n S e cti o n 2 .  N o w, t o t e st

w h et h er t h e b et w e e n- m o d el s v ari a n c e t er m  m att er s (t h e s e c o n d

t er m i n t h e  R H S)  w e h a v e t h e h y p ot h e s e s

 0 ∶ 

(
V ar 

(


(
 5 0 0 ;  ,  4 9 9

)
;  4 9 9

)

V ar
(
 5 0 0 ;  4 9 9

)

)

≥ 

v er s u s

 1 ∶ 

(
V ar 

(


(
 5 0 0 ;  ,  4 9 9

)
;  4 9 9

)

V ar
(
 5 0 0 ;  4 9 9

)

)

< 

a n d t h e t e st st ati sti c  = 2 6 2. 2 3

3 9 7. 6 4
= 0. 6 6.  T o fi n d a p - v al u e,  w e u s e

t h e e m piri c al di stri b uti o n fr o m t h e s et of b o ot str a p p e d v al u e s  

T A B L E 3 | S m all s a m pl e r e s ult s f or S u p e r c o n d u c t i v i t y : T h e t o p

r o w of n u m b er s ar e t h e st a c ki n g  w ei g ht s t h at s ol v e ( 6 ).  T h e s e c o n d r o w

s h o w s t h e pr e di cti v e v ari a n c e s fr o m e a c h  m o d el/ c ol u m n i n di vi d u all y.

T h e o v er all pr e di cti v e err or f or t h e st a c ki n g a v er a g e i s l ar g er t h a n t h e pr e-

di cti v e v ari a n c e s f or t h e i n di vi d u al  m o d el s.  W e i nt er pr et t hi s t o  m e a n t h at

t h e p oi nt pr e di cti o n s fr o m t h e fi v e  m o d el s h a v e a l ar g e s pr e a d i n a d diti o n

t o t h eir i n di vi d u al v ari a n c e s.

S T K a v g  L M  N N  P P R S V M  X G B

St a c ki n g  w ei g ht s 0. 1 0 0. 2 6 0. 1 2 0. 0 1 0. 5 1

Pr e d. v ari a n c e 3 9 7. 6 4 2 3 7. 3 3 2 6 0. 4 6 5 7. 0 6 1 7 2. 1 1 6 9. 3 9

f or  = 1 , . . . , . I n t hi s c a s e, f or  = 0. 0 5  w e o bt ai n Â S L = 1 a n d

c a n n ot r ej e ct t h e n ull. I n d e e d, i n t hi s c a s e,  w e c a n n ot r ej e ct t h e

n ull f or a n y r e a s o n a bl e v al u e of  .  T hi s c o nfir m s  w h at  T a bl e 3

s h o w e d:  m u st b e i n cl u d e d, t h at i s, t h e b et w e e n- m o d el s v ari-

a n c e i s t o o l ar g e t o i g n or e.

4. 1. 2 | T e sti n g  T e r m s  W h e n  L a r g e

F or c o ntr a st  w e r e d o t h e a n al y si s u si n g all t h e a v ail a bl e d at a.

Alt h o u g h  w e r e c o m m e n d u si n g l ar g er v al u e s f or  a n d  , w e

o nl y u s e d  = 5 0 i n n er b o ot str a p s a m pl e s a n d  = 5 0 0 0 d u e t o

c o m p ut ati o n al b ur d e n.  T h e r e s ult s ar e gi v e n i n  T a bl e 4 .

N o w t h e v ari a n c e d e c o m p o siti o n i s

1 7 3. 3 7 = V̂ ar
(
 2 1 ,2 6 3 ;  2 1 ,2 6 2

)
= ̂  V ar

(
 2 1 ,2 6 3 ;  ,  2 1 ,2 6 2

)

+ V̂ ar 

(


(
 2 1 ,2 6 3 ;  ,  2 1 ,2 6 2

)
;  2 1 ,2 6 2

)

= 1 6 6. 2 1 + 7. 1 6 ( 2 0)

A g ai n,  w e  wi s h t o t e st if t h e b et w e e n  m o d el s t er m i s a s u b st a nti al

p orti o n of t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e.  T h e h y p ot h e s e s ar e

 0 ∶ 

(
V ar 

(


(
 2 1 ,2 6 3 ;  ,  2 1 ,2 6 2

)
;  2 1 ,2 6 2

)

V ar
(
 2 1 ,2 6 3 ;  2 1 ,2 6 2

)

)

≥ 

v er s u s

 1 ∶ 

(
V ar 

(


(
 2 1 ,2 6 3 ;  ,  2 1 ,2 6 2

)
;  2 1 ,2 6 2

)

V ar
(
 2 1 ,2 6 3 ;  2 1 ,2 6 2

)

)

< 

a n d t h e t e st st ati sti c i s  = 7. 1 6

1 7 3. 3 7
= 0. 0 4.  T o i n v e sti g at e t h e d e p e n-

d e n c e of t h e c o n cl u si o n s o n  ,  w e u s e d s e v er al v al u e s a n d g e n-

er at e d  T a bl e 5 . F or  = 0. 0 5 t h er e i s n ot e n o u g h e vi d e n c e t o s a y

t h e e x p e ct e d r ati o i s st ati sti c all y l e s s t h a n  , b ut f or  ≥ 0. 0 6

t h e t e st r ej e ct s t h e n ull.  T h at i s, t h e r el ati v e c o ntri b uti o n of t h e

b et w e e n- m o d el s v ari a n c e t o t h e t ot al st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e

i s r o u g hl y b et w e e n 5 % a n d 6 %.  W e s u g g e st t h at if a l ar g er v al u e

of  w er e u s e d, t h e t hr e s h ol d f or r ej e cti n g t h e n ull  w o ul d li k el y

d e cr e a s e t o ar o u n d  = 0. 0 5.

O v er all,  wit h  = 5 0 0,  w e c o ul d n ot r ej e ct t h e n ull at a n y r e a s o n-

a bl e v al u e of  h o w e v er  wit h t h e f ull d at a s et  w e c o ul d r ej e ct t h e

T A B L E 4 | R e- a n al y zi n g S u p e r c o n d u c t i v i t y wit h all a v ail a bl e

d at a:  T h e pr e di cti v e v ari a n c e s f or i n di vi d u al  m o d el s ar e l ar g er t h a n i n

T a bl e 3 b ut t h e o v er all st a c ki n g v ari a n c e i s l e s s t h a n h alf of t h e e arli er

v al u e.  T hi s s u g g e st s t h at i n cl u di n g t h e f a ct or  , t h at i s, t h e b et w e e n  m o d-

el s v ari a n c e, i s l e s s i m p ort a nt t h a n  wit h  = 5 0 0.  W e i nt er pr et t hi s t o

m e a n t h at t h e s pr e a d of t h e p oi nt pr e di cti o n s fr o m i n di vi d u al  m o d el s

u si n g all t h e d at a i s  m u c h l e s s t h a n t h eir s pr e a d  w h e n  = 5 0 0 d at a p oi nt s

ar e u s e d.  A s  i n cr e a s e s, it s e e m s t h at e v e n a s t h e i n di vi d u al  m o d el s h a v e

a l ar g er u n c ert ai nt y, t h e v ari a bilit y s hift fr o m b et w e e n  m o d el s t o  wit hi n

m o d el s e n a bli n g u s t o r ej e ct.

S T K a v g  L M  N N  P P R S V M  X G B

St a c ki n g  w ei g ht s 0. 0 1 0. 2 6 0. 2 1 0. 0 1 0. 5 2

Pr e d. v ari a n c e 1 7 3. 3 7 3 0 8. 6 0 3 1 5. 2 8 1 8 4. 1 4 1 5 5. 3 2 7 8. 7 1
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T A B L E 5 | Â S L f or diff er e nt c h oi c e s of  :  F or t h e u s u al c ut off of 0. 0 5,

w e c a n st art t o r ej e ct  w h e n τ ≳ 0. 0 5 5.  T h e r eli a bilit y of t h e e ntri e s i s p ot e n-

ti all y li mit e d b e c a u s e  i s l o w.  T hi s i s si m pl y t o d e m o n str at e t h at t h e t e st

will r ej e ct  0 f or r el ati v el y l ar g e v al u e of  i n di c ati n g all t h e  m o d el c o m-

p o n e nt s s h o ul d b e r et ai n e d if  w e  w a nt t o c a pt ur e si g nifi c a nt p orti o n of

pr e di cti v e v ari a n c e of t h e st a c k e d  m o d el.  A s i s c u st o m ar y i n h y p ot h e si s

t e sti n g pr o bl e m s  s h o ul d b e pr e- s el e ct e d ( s e e S e cti o n 1 ) a n d s h o ul d n ot

b e alt er e d p o st h o c.

 0. 0 5 0. 0 6 0. 0 7 0. 0 8 0. 0 9 0. 1 0

Â S L ( B- str a p) 0. 1 6 0. 0 3 0. 0 0 3 0. 0 0 0 3 0 0

n ull  wit h  ar o u n d 6 %. I n t hi s l att er c a s e,  w e ar e l eft  wit h o nl y

t h e fir st t er m o n t h e ri g ht si d e i n (2 0 )  w h e n  w e  w a nt t o f or m PI’s.

If  m o d el i d e ntifi c ati o n  w er e o ur g o al,  w e  mi g ht b e a bl e t o ar g u e

f urt h er t h at o nl y o n e v al u e of  i s i m p ort a nt a n d c oll a p s e o ur

pr e di cti v e  m o d eli n g d o w n t o a si n gl e  m o d el.  Alt er n ati v el y, if  w e

t a k e 6 % a s o ur t hr e s h ol d a n d i n v o k e t h e c o n cl u si o n fr o m o ur t e st,

w e c a n r e a s o n f urt h er fr o m e x a mi ni n g t h e e ntri e s i n  T a bl e 4 .  T h at

i s,  w e  m a y b e l e d t o c h o o s e t h e  m et h o d  wit h t h e s m all e st pr e di c-

ti v e v ari a n c e t a ki n g i nt o c o n si d er ati o n t h e r e s ult s f or t h e st a c ki n g

a v er a g e.  D oi n g t hi s,  w e c o nfir m t h at t h e pr ef err e d  m et h o d  X G B

of [ 1 3 ] i s  w ell-j u stifi e d a n d  w e  w o ul d o nl y n e e d t h e fir st t er m i n

o ur d e c o m p o siti o n.  M or e o v er,  X G B r e c ei v e d t h e hi g h e st st a c ki n g

w ei g ht, pr e s u m a bl y b e c a u s e it h a d t h e s m all e st cr o s s- v ali d at e d

err or.  Alt er n ati v el y, if r et ai ni n g t h e v ari a bilit y o v er  m et h o d s i s

i m p ort a nt,  w hi c h it  mi g ht  w ell b e b e c a u s e  X G B o nl y g ot  w ei g ht

0. 5 2,  w e  m u st c h o o s e a t hr e s h ol d b el o w 6 % a n d t h e n t h e t a bl e

l e a d s u s t o u s e at  m o st  X G B,  N N, a n d P P R  w h e n  w e u s e b ot h t er m s

i n t h e d e c o m p o siti o n.

4. 2 | T h r e e  T e r m  D e c o m p o siti o n;  = 2

N e xt, t o s h o w t h e g e n er alit y of o ur a p pr o a c h  w e st u d y a

t hr e e-t er m d e c o m p o siti o n of pr e di cti v e v ari a n c e, t h at i s,  w e t a k e

 = 2.  W e d o t hi s b y e xt e n di n g o ur a n al y si s fr o m S e cti o n 4. 1 .

S o, l et t h e f a ct or  2 b e u nif or ml y di stri b ut e d o v er t h e s a m e fi v e

m o d el s, t h at i s, l e v el s a s f or  = 1.  W e s et t h e ot h er f a ct or,  1 ,

t o b e t h e bi n ar y v ari a bl e t a ki n g v al u e s  ∗
1 a n d  ∗

2
w h er e t h e s e

d e n ot e t w o c h oi c e s f or t h e n u m b er of pr e- s el e ct e d r e gr e s s or s.

T h e  m oti v ati o n f or t hi s c h oi c e of  1 i s t h at i n filt er f e at ur e

s el e cti o n pr ot o c ol s (f or e x a m pl e: t h e  R eli ef al g orit h m [ 1 4 ]; a n d

it s e xt e n si o n s [1 5, 1 6 ]; u s e t h e pri n ci pl e s of i n st a n c e- b a s e d l e ar n-

i n g t o g e n er at e a s c or e f or e a c h r e gr e s s or.  T hi s s c or e att e m pt s

t o c a pt ur e t h e r el e v a n c e of t h e c orr e s p o n di n g r e gr e s s or t o t h e

r e s p o n s e v ari a bl e), t h e d e ci si o n t o u s e t h e t o p-r r e gr e s s or s, f or

s o m e  ∈ { 1 , . . . , } s a y, f or d o w n str e a m pr e di cti o n, i s s u bj e cti v e.

T h at i s, t h er e i s n o pr o p er i nf er e nti al t e c h ni q u e t o a s c ert ai n t h e

a d e q u a c y of t h e t o p-r pr e- s el e ct e d r e gr e s s or s.

T h u s, i n c o nt e xt, o ur pr o c e d ur e pr o vi d e s a t e st f or t h e a d e q u a c y

of a s et of pr e- s el e ct e d v ari a bl e s.  L et  ∗
1 a n d  ∗

2
b e t h e o bj e ct s

t h at i d e ntif y t h e t o p-p 1 a n d t o p- p 2 r e gr e s s or s i n, f or i n st a n c e, t h e

R R e l i e f F al g orit h m [ 1 6 ]  wit h  1 <  2 .  T h e n t h e v ari a bl e s i n  ∗
1

ar e a pr o p er s u b s et of t h e v ari a bl e s i n  ∗
2
. S o, if  w e f ail t o r ej e ct t h e

n ull h y p ot h e si s  0 ∶ 
(

V ar  1 ( (  + 1 ;  , 1 ))
V ar (  + 1 ;  )

)
≥  ,  w e c a n i nf er t h at

t h e b et w e e n- m o d el s v ari a n c e i n  1 , a v er a g e d o v er t h e el e m e nt s

of  2 , c o ntri b ut e s si g nifi c a ntl y t o t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e of

  + 1 .  T h u s,  w e n e e d t o r et ai n b ot h t h e el e m e nt s of  1 .  O n t h e

ot h er h a n d, if  w e c a n r ej e ct  0 , it i m pli e s t h at b et w e e n- m o d el s

v ari a n c e i n  1 , a v er a g e d o v er t h e el e m e nt s of  2 , c o ntri b ut e s

i n si g nifi c a ntl y t o t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e of   + 1 .  T h u s, h er e,

w e  m a y i nf er t h at t h e l e v el s of  1 c a n b e c oll a p s e d a n d a d diti o n al

crit eri a c o ul d b e i ntr o d u c e d t o i d e ntif y  w hi c h l e v el of  1 s h o ul d

b e r et ai n e d.  W e e m p h a si z e t h at r ej e cti o n of t h e n ull h y p ot h e si s

d o e s n ot off er a n y i nf or m ati o n r e g ar di n g  w hi c h el e m e nt of  1

s h o ul d b e r et ai n e d.

A s i n di c at e d i n S e cti o n 3. 2 , s e e (1 4 – 1 6 ),  w e  m u st e sti m at e t h e
m ar gi n al st a c ki n g  w ei g ht s, t h e  ’s, a s s o ci at e d  wit h t h e el e m e nt s
i n  1 a n d t h e c o n diti o n al st a c ki n g  w ei g ht s, t h e  i k’s, a s s o ci at e d
wit h t h e el e m e nt s i n  2 f or e a c h el e m e nt i n  1 .  H er e,  = 1 , 2
a n d  = 1, 2, 3, 4, 5.  T h er ef or e,  w e pr o p o s e t h e f oll o wi n g “it er ati v e
st a c ki n g ” pr o c e d ur e.  Mi ni mi z e

L o s s ( ,  ) =
1



∑

= 1

(

  −

∑

= 1

 

(
∑

 = 1

 i k̂ − ,i k

) ) 2

s u bj e ct t o ∶
∑



  = 1 , a n d
∑



 i k = 1 f or e a c h  = 1 , 2 , . . . ,  a n d

  ≥ 0 , i k ≥ 0 , f or  = 1 , 2 , .., , ;  = 1 , 2 , . . . ,  ( 2 1)

wit h r e s p e ct t o  =
(
 1 , 2 , . . . , 

)
a n d  =

(
 1 ., . . .  .

)
,  w h er e

 . =
(
 1 , . . . , i K

)
.

T o s e e t h e e q ui v al e n c e of ( 6 ) a n d (2 1 ) r el a b el t h e   ’s a s  i k’s  wit h

 = 1 , . . . ,  a n d  = 1 , . . . ,  w h er e  = I K,  i s t h e l e v el of  1 ,

a n d  i s l e v el of  2 .  Writ e   =
∑

  i k a n d   | =  i k∕
∑

  i k.  N o w,

t h e tr a n sf or m ati o n


( (

 i k

) = ,  = 

= 1 , = 1

)
=

(
 1 , . . . ,  ;

(
  |

) , 

= 1 , = 1

)

i s a h o m e o m or p hi s m fr o m t h e i nt eri or of it s d o m ai n t o it s r a n g e.

S o, o pti mi zi n g i n ( 6 ) o v er t h e   ’s i s e q ui v al e nt t o it er ati v el y o pti-

mi zi n g o v er t h e  ’s a n d t h e   |’s i n (2 1 ).  E s s e nti all y, o pti mi zi n g

(6 )  will pr o d u c e e sti m at e s of t h e pr o d u ct of t h e  m ar gi n al a n d c o n-

diti o n al st a c ki n g  w ei g ht s.

I n t h e pr e s e nt s etti n g  w e u s e a bl o c k c o or di n at e d e s c e nt

al g orit h m t o s ol v e ( 2 1 ) a n d dir e ctl y o bt ai n e sti m at e s of t h e

m ar gi n al a n d c o n diti o n al st a c ki n g  w ei g ht s.  O b s er v e t h at if 

i s fi x e d t h e n t h e o pti mi z ati o n of (2 1 ) b e c o m e s a st a n d ar d c o n-

str ai n e d l e a st s q u ar e o pti mi z ati o n pr o bl e m i n  . Si mil arl y, if

w e fi x  a n d
(
 1 ., . . . ,  − 1 .,  + 1 . . . . ,  .

)
t h e n (2 1 ) b e c o m e s

c o n str ai n e d l e a st s q u ar e o pti mi z ati o n pr o bl e m i n  ..  T h u s,

i n e a c h bl o c k a c o m p o n e nt- wi s e gr a di e nt d e s c e nt al g orit h m

c o ul d b e u s e d t o u p d at e t h e t ar g et o pti mi z ati o n v ari a bl e i n t h at

bl o c k.  C h o o si n g t h e st e p si z e i n a n a d a pti v e f a s hi o n e n s ur e s

n o n- n e g ati vit y of t h e o pti mi z ati o n t ar g et.  C h e n et al. [ 1 7 ] pr o-

vi d e t h e u p d ati n g e q u ati o n s f or s u c h si m pl e x c o n str ai n e d l e a st

s q u ar e s o pti mi z ati o n al o n g  wit h t h e c o n diti o n s f or c h o o si n g t h e

st e p- si z e.  T hi s al g orit h m d o e s n ot r e q uir e st a bili z ati o n vi a pr o-

j e cti o n t o t h e n e ar e st P D  m atri x a s r e q uir e d b y t h e (6 ) al g orit h m.

T h e a d a pti v e st e p si z e s el e cti o n st a bili z e s t h e al g orit h m.  T h e

al g orit h m pr o c e e d s a s f oll o w s:

• I niti ali z e  (0 ) ≥ 0,  (0 )
1 . ≥ 0, . . . ,  (0 )

.
≥ 0 s u c h t h at

‖
‖
‖
 (0 )‖‖

‖ 1
=

1, a n d
‖
‖
‖
 (0 )

.
‖
‖
‖ 1

= 1 f or  = 1 , 2 , . . . , .

1 0 of 1 5 St atisti c al  A n al ysis a n d  D at a  Mi ni n g:  A n  A S A  D at a S ci e n c e J o ur n al , 2 0 2 5
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• At tt h it er ati o n u p d at e:

•  () = ar g mi n


L oss
(
 ,  (− 1 )

1 . , . . . ,  (− 1 )
.

)
, s u bj e ct t o  ≥ 0

a n d || ||1 = 1

•  ()
1 . = ar g mi n

 1 .

L oss
(
 (),  1 ., 

(− 1 )
2 .

. . . ,  (− 1 )
.

)
, s u bj e ct t o

 1 ,. ≥ 0 a n d ‖
‖  1 .

‖
‖ 1 = 1.

•  ()
2 .

= ar g mi n
 2 .

L oss
(
 (),  ()

1 . ,  2 . . . . , 
(− 1 )
.

)
, s u bj e ct t o  2 ,. ≥

0 a n d ‖
‖  2 .

‖
‖ 1 = 1.

• . . .

•  ()
.

= ar g mi n
 .

L oss
(
 (),  ()

1 . , 
()
2 .

. . . ,  .

)
, s u bj e ct t o  ,. ≥ 0

a n d ‖
‖  .

‖
‖ 1 = 1.

•  R e p e at u ntil c o n v er g e n c e

I n pri n ci pl e, t hi s al g orit h m c a n b e u s e d f or   ’s  wit h a n y n u m-

b er of v al u e s.  H er e, f or e a s e of e x p o siti o n,  w e h a v e d e si g n e d a n

e x a m pl e  wit h  = 2 a n d  = 5.

T o ill u str at e t h e a p pli c ati o n of o ur it er at e d st a c ki n g al g orit h m

a n d i nf er e nti al fr a m e w or k,  w e c h o o s e  = 5 0 0 s a m pl e s fr o m

S u p e r c o n d u c t i v i t y d at a s et a n d u s e t h e R r e l i e f F

al g orit h m t o r a n k t h e 8 1 r e gr e s s or s i n d e cr e a si n g or d er of

i m p ort a n c e.  W e c o n si d er t w o c a s e s. I n t h e fir st c a s e b ot h el e-

m e nt s of  1 c orr e s p o n d t o v er y s p ar s e  m o d el. I n t h e s e c o n d

c a s e b ot h el e m e nt s of  1 c orr e s p o n d t o r el ati v el y ri c h  m o d el s.

W e s h o w b el o w t h at i n t h e fir st c a s e o ur t e st d o e s n ot r ej e ct  0

i n di c ati n g t h at f a ct or  1 m u st b e r et ai n e d, t h at i s, b ot h l e v el s

of  1 m u st b e r et ai n e d t o c a pt ur e at l e a st  pr o p orti o n of t h e

t ot al pr e di cti v e v ari a n c e pr o d u c e d b y t h e st a c k e d  m o d el. I n t h e

s e c o n d c a s e, o ur t e st r ej e ct s  0 i n di c ati n g  1 c a n b e c oll a p s e d t o

a si n gl et o n s et, t h at i s, it di s a p p e ar s.  T hi s i s i n a c c or d  wit h o ur

i nt uiti o n b ut n o w  w e c a n f or m all y v erif y it.

C as e I. T h e t w o v al u e s of  1 ar e  1 w hi c h d e n ot e s t h e t o p- 5

r e gr e s s or  m o d el a n d  2 w hi c h d e n ot e s t h e t o p- 1 0 r e gr e s s or  m o d el.

T h e h y p ot h e si s t e st e n a bl e s u s t o a s k  w h et h er  m ar gi n all y c oll a p s-

i n g  1 , t h at i s, u si n g o nl y t h e t o p- 5 r e gr e s s or  m o d el, i s a d e q u at e

f or pr e di cti v e p ur p o s e s, or if  w e s h o ul d u s e a ri c h er s et of r e gr e s-

s or s.  O ur c o m p ut e d r e s ult s ar e i n  T a bl e 6 .

R e c all t h e t hr e e t er m d e c o m p o siti o n f or  = 2 gi v e n b y ( 1 3 ) a n d

it s e x pr e s si o n a s t h e s u m of (1 4 – 1 6 ).  Fr o m  T a bl e 6 ,  w e s e e t h at

̂ 1 = 0 s o t h e c o ntri b uti o n s of t h e fi v e  m o d el s  wit h fi v e pr e di ct or s

t o t h e t ot al v ari a n c e i s z er o.  Al s o, t h e ̂ ′
2 , 

 ar e 0 f or  = 1, 2, 3, 4. S o,

o nl y t h e (, ) = (2 , 5 ) t er m i s n o n z er o.  N o w, t h e v ari a n c e d e c o m-

p o siti o n i s d e g e n er at e a n d gi v e s

V̂ ar
(
 5 0 0 ;  4 9 9

)
= 1 3. 7 2

T h u s, t h e o b s er v e d v al u e of t e st st ati sti c i s 0 a n d Â S L = 1.  W e

c a n n ot r ej e ct t h e n ull h y p ot h e si s f or a n y r e a s o n a bl e v al u e of  .

T hi s i m pli e s t h at t h e b et w e e n- m o d el v ari a n c e s i n  1 c o m pl et el y

c a pt ur e t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e b e c a u s e all t h e v ari a bil-

it y i s c o mi n g fr o m o n e  m o d el.  Fr o m a pr a cti c al st a n d p oi nt, t h e

n o n-r ej e cti o n of  0 i m pli e s t h at a 5-r e gr e s s or  m o d el i s t o o r e d u c-

ti v e f or t hi s d at a s et a n d t h e pr e di cti v e c a p a cit y of 1 0-r e gr e s s or

m o d el i s o v er w h el mi n gl y l ar g e a s c o m p ar e d t o it s 5-r e gr e s s or

c o u nt er p art.

C as e II. W e n o w st art  wit h a ri c h s et of e x pl a n at or y v ari a bl e s

a n d a s k  w h et h er a d di n g  m or e r e gr e s s or s s u b st a nti all y d e cr e a s e s

t ot al pr e di cti o n v ari a n c e. S o, l et  1 =  ∗
1 d e n ot e t h e t o p- 4 5 r e gr e s-

s or  m o d el a n d  1 =  ∗
2

d e n ot e t h e t o p- 5 0 r e gr e s s or  m o d el.  T h e

s a m pl e si z e,  , r e m ai n s t h e s a m e at 5 0 0.  T hi s g e n er at e s  T a bl e 7

w hi c h i s a n al o g o u s t o  T a bl e 6 , b ut n o w f or t h e t o p 4 5- a n d t o p

5 0-r e gr e s s or  m o d el s.

W h e n  w e pl u g t h e e sti m at e s of t h e st a c ki n g  w ei g ht s a n d pr e di c-

ti v e v ari a n c e s fr o m  T a bl e 7 i nt o e x pr e s si o n (1 3 ),  w e g et:

V̂ ar
(
 5 0 0 ,  4 9 9

)
= ̂  1

  2
V ar

(
 5 0 0 ;  4 9 9 , 1 , 2

)

+ ̂  1
V ar  2


(
 5 0 0 ;  4 9 9 , 1 , 2

)

+ ̂V ar  1


(
 5 0 0 ;  4 9 9 , 1

)

1 6. 4 1 = 1 6. 1 5 + 0 + 0. 2 6

T h e o b s er v e d v al u e of t h e t e st st ati sti c i s 0. 2 6 ∕ 1 6. 4 1 = 0. 0 1 6.  W e

r ej e ct t h e n ull h y p ot h e si s f or  = 0. 0 5  wit h Â S L < 0. 0 0 0 1.  T hi s

T A B L E 6 | M ar gi n al a n d c o n diti o n al st a c ki n g  w ei g ht s f or a  = 2 m o d el wit h  1 r e pr e s e nti n g t h e t o p- 5 a n d t o p- 1 0 r e gr e s s or s a n d  2 r e pr e s e nti n g

t h e  m o d el cl a s s.  T h e t hir d a n d fift h r o w s gi v e t h e pr e di cti v e v ari a n c e s f or  1 =  1 , 2 =  2 .

V al u e s f o r  1 , ↓

M a r gi n al st a c ki n g

w ei g ht s  V al u e s f o r  2 , → L M  N N  P P R S V M  X G B

T o p- 5 r e gr e s s or ̂ 1 = 0 ̂ 1  0. 2 4 0. 1 9 0 0. 2 5 0. 3 2

Pr e d. v ari a n c e 6 3 3. 4 0 5 3 8. 8 6 5 8 1. 4 0 4 8 0. 2 5 6 7. 0 0

T o p- 1 0

r e gr e s s or

̂ 2 = 1 ̂ 2  0 0 0 0 1

Pr e d. v ari a n c e 5 5 6. 2 3 4 0 3. 7 6 4 5 5. 5 0 2 9 9. 6 0 1 3. 7 2

T A B L E 7 | M ar gi n al a n d c o n diti o n al st a c ki n g  w ei g ht f or  = 2 m o d el wit h  1 r e pr e s e nti n g t h e t o p- 4 5 a n d t o p- 5 0 r e gr e s s or s a n d  2 r e pr e s e nti n g

t h e  m o d el cl a s s.  T h e t hir d a n d fift h r o w s gi v e t h e pr e di cti v e v ari a n c e s f or  1 =  1 , 2 =  2 .

V al u e s f o r  1 , ↓

M a r gi n al st a c ki n g

w ei g ht s  V al u e s f o r  2 , → L M  N N  P P R S V M  X G B

T o p- 4 5 r e gr e s s or  1 = 0. 1 2 2  1  0 0 0 0 1

Pr e d. v ari a n c e 3 6 6. 8 5 1 5 8. 1 1 2 4 2. 1 7 2 1 9. 2 3 2 0. 0 5

T o p- 5 0 r e gr e s s or  2 = 0. 8 7 8  2  0 0 0 0 1

Pr e d. v ari a n c e 3 7 9. 4 2 1 7 8. 9 1 2 2 3. 7 5 2 2 2. 5 3 1 5. 6 1
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i m pli e s t h at t h e f a ct or b et w e e n-V 1 , t h at i s, t h e  wit hi n  m o d el s

v ari a n c e, f ail s t o c a pt ur e e v e n 5 % of t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e.

I n ot h er  w or d s,  1 c a n b e c oll a p s e d t o a si n gl e l e v el or el e m e nt.

Fr o m a pr a cti c al st a n d p oi nt, t h e r ej e cti o n of  0 i m pli e s t h at t h e

pr e di cti v e c a p a cit y of 4 5-r e gr e s s or  m o d el i s c o m p ar a bl e t o t h at of

5 0-r e gr e s s or  m o d el.  T hi s i m pli e s t h at t h e s m all er  m o d el i s j u st a s

g o o d a s t h e l ar g er o n e.

O ur r e s ult s h er e c a n b e i nt er pr et e d vi a t h e n oti o n of t h e  m ar gi n al

c oll a p s e of a f a ct or i n a  m o d el.  B y t hi s  w e  m e a n a f a ct or t h at

n o mi n all y h a s  m ulti pl e v al u e s b ut c a n i n f a ct b e r e d u c e d or c ol-

l a p s e d i nt o o n e —irr e s p e cti v e of t h e b e h a vi or of ot h er f a ct or s. I n

t h e c o nt e xt of  T a bl e 6 , o ur t e st i m pli e s t h at  w e c a n n ot  m ar gi n all y

c oll a p s e  1 t o o n e v al u e.  T h at i s,  w e h a v e t o r et ai n b ot h t h e

t o p- 5 a n d t o p- 1 0 r e gr e s s or  m o d el s i n t h e st a c ki n g a v er a g e. If

w e l o o k at t h e v al u e s of t h e ̂ ’s,  w e c a n i n f a ct dr o p t h e t o p- 5

r e gr e s s or  m o d el. I n t h e c o nt e xt of  T a bl e 7 , t h e t e st i m pli e s t h at

w e c a n  m ar gi n all y c oll a p s e  1 t o o n e v al u e. It i s i m p ort a nt t o

n ot e t h at t h e t e st d o e s n ot b y it s elf t ell u s  w h at v al u e of  1

s h o ul d b e r et ai n e d a n d  w hi c h ot h er s ar e t o b e di s c ar d e d.  T o

m a k e t h at d e ci si o n,  w e n e e d a d diti o n al crit eri a.  F or e x a m pl e, if

w e  wi s h t o u s e t h e  m ar gi n al st a c ki n g  w ei g ht s  t o d et er mi n e

t h e v al u e of  1 ,  w e  will e n d u p  wit h  T o p- 5 0 r e gr e s s or  m o d el i n

t hi s c a s e, si m pl y b e c a u s e l ar g er  m o d el s ar e u s u all y b ett er t h a n

s m all er  m o d el s.

5 | Di s c u s si o n

H er e  w e h a v e u s e d s u c c e s si v e it er ati o n s of t h e l a w of t ot al

v ari a n c e a p pli e d t o it s elf t o g e n er at e d e c o m p o siti o n s f or t h e

pr e di cti v e v ari a n c e.  T h e pr e di cti v e v ari a n c e i s i m p ort a nt b e c a u s e

it c o ntr ol s t h e  wi dt h of pr e di cti o n i nt er v al s.  W e h a v e c h o s e n

o ur c o n diti o ni n g v ari a bl e s t o b e b ot h t h e a c c u m ul at e d d at a a n d

a s p e ct s of st ati sti c al  m o d eli n g. I n t hi s  w a y,  w e c a n a s s e s s t h e

c o ntri b uti o n s of v ari o u s a s p e ct s of  m o d eli n g t o t h e  wi dt h of

pr e di cti o n i nt er v al s.  T h e  m ai n  w a y  w e a s s e s s t h e t er m s i n o ur

v ari a n c e d e c o m p o siti o n s i s b y a b o ot str a p t e sti n g pr o c e d ur e f or

w h et h er a gi v e n s o ur c e of v ari a bilit y, t h at i s, a f a ct or, i s s m all

e n o u g h r el ati v e t o t h e o v er all v ari a bilit y t h at it c a n b e o mitt e d,

t h at i s, c oll a p s e d t o o n e l e v el.

W e a p pr o xi m at e t h e c o n diti o n al e x p e ct ati o n s a n d v ari a n c e s i n

o ur d e c o m p o siti o n s u si n g  w ei g ht s fr o m a st a c ki n g  m o d el a v er a g e.

T h e s e  w ei g ht s gi v e a di stri b uti o n o v er t h e f e at ur e s of  m o d eli n g

t h at l o o k s a l ot li k e a p o st eri or b e c a u s e t h e y d e p e n d o n t h e d at a,

ar e p o siti v e, a n d s u m t o o n e.  W e u s e t h e s e fr e q u e nti st  w ei g ht s t o

b e c o n si st e nt  wit h o ur fr e q u e nti st b o ot str a p t e st s.  W e ar e f or c e d

t o u s e b o ot str a p t e st s b e c a u s e, i n g e n er al,  w e d o n ot h a v e a li k e-

li h o o d f or t h e e x p e ct e d v ari a n c e r ati o s t h at  w e u s e t o a s s e s s c o n-

tri b uti o n s t o t h e o v er all pr e di cti v e v ari a n c e.

T h e e s s e n c e of t h e  m et h o d i s t o  writ e a pr e di cti v e  m o d el i n

t h e u s u al  w a y a s  ( | ) w h er e  i s a K - di m e n si o n al di s cr et e

m ulti v ari at e p ar a m et er t h at i n d e x e s a  m o d eli n g str at e g y   .

T h e n t h e st a c ki n g pr e di cti v e v ari a n c e i s V ar
(
  + 1 ; 

)
w h er e  

o nl y “ a p p e ar s ” a s a l at e nt v ari a bl e t h at i s i nt e gr at e d it o ut  wit h

r e s p e ct t o it s st a c ki n g  w ei g ht s.  N o w, t h e l a w of t ot al v ari a n c e

( L T V) gi v e s

V ar
(
  + 1 ; 

)
= 

(
V ar

(
  + 1 ;   , 

) )
+ V ar

(


(
  + 1 ;   , 

) )

Writi n g   =
(
 1 , . . . , 

)
a n d a p pl yi n g t h e  L T V t o o n e di m e n-

si o n at a ti m e i n t h e “ E- V ar ” t er m s gi v e s a n e x p a n si o n of t h e

pr e di cti v e v ari a n c e i nt o  + 1 t er m s, t h e l a st o n e of  w hi c h c a n

b e t a k e n a s V ar
(
  + 1 | , 

)
f or a n y  t h at  w e  w a nt.  N o w, f or e a c h

  ,  w e g et a c oll e cti o n of d e c o m p o siti o n s d e p e n di n g o n t h e or d er

i n  w hi c h t h e i n di vi d u al   ’s ar e i ntr o d u c e d.

N e xt,  w e c o n v ert all t h e c o n diti o n al e x p e ct ati o n s t o e x p e ct ati o n s

i n t h e st a c ki n g di stri b uti o n f or m e d fr o m t h e   ’s.  D e n oti n g t hi s

b y “; ” r at h er t h a n “ |, ”  w e c a n u s e b o ot str a p t e sti n g t o a s s e s s a n y

t er m, i n p arti c ul ar t h e l a st t er m of t h e f or m, s a y V ar
(
  + 1 ;  , 1

)
,

t h at d e p e n d s o n o nl y o n e c o m p o n e nt of   . If  w e d e ci d e  w e c a n

dr o p  1 , t h e n t h e d e c o m p o siti o n f or V ar
(
  + 1 ; 

)
c h a n g e s a n d

h a s o n e l e s s t er m.  W e c a n t h e n t e st it s l a st t er m a n d c o nti n u e

u ntil t h er e ar e a s f e w t er m s a s p o s si bl e.  W h e n t h e t e st d et er-

mi n e s  w e c a n dr o p a t er m i n t h e d e c o m p o siti o n, it  m e a n s t h at

a s m all er e n s e m bl e of  m o d el s i s a bl e t o e x pl ai n t h e s a m e ( or si m-

il ar) a m o u nt of v ari a bilit y i n t h e pr e di cti v e di stri b uti o n a s a l ar g er

e n s e m bl e.  A s eri e s of e x a m pl e s s h o w s t h at o ur  m et h o d gi v e s i nt u-

iti v el y pl a u si bl e r e s ult s f or  m ulti pl e c h oi c e s of  .

O ur a n al y si s i s a n al o g o u s t o t h e cl a s si c al  C o c hr a n’s  T h e or e m

d e c o m p o siti o n of t ot al s q u ar e d err or i nt o a s u m of q u a dr ati c

f or m s  wit h i n d e p e n d e nt  2 di stri b uti o n s.  W e d o n ot fi n d a s

n e at a di stri b uti o n al f or m, h o w e v er,  w e s h o w t h at t h e t er m s i n

o ur d e c o m p o siti o n of t h e t ot al pr e di cti v e v ari a n c e c orr e s p o n d

t o s u m s of  w ei g ht e d  2 r a n d o m v ari a bl e s.  T h e d e p e n d e n c e o n

or d eri n g of t h e   ’s h er e p ar all el s t h e s a m e pr o bl e m i n  C o c hr a n’s

t h e or e m  w h e n t h e d at a i s u n b al a n c e d.  T h er e i s a c orr e cti o n f or

t hi s i n t h e cl a s si c al  A N O V A s etti n g; s e e [1 8 ] c h a p. 6. 3 f or s o m e

d et ail s.  H o w e v er,  w e h a v e n ot d e v el o p e d t hi s h er e.

A dr a w b a c k of o ur  m et h o d i s t h at a  wi c k e d St ati sti ci a n c o ul d

m a k e a v ari a n c e  mi sl e a di n gl y s m all b y c h o o si n g  m o d el s v er y

cl o s e t o g et h er or h a vi n g s u p er- pr e ci s e p ar a m et er e sti m at e s a n d

t h er e b y g e n er at e hi g h bi a s a n d hi g h  m e a n s q u ar e d pr e di cti v e

err or. I n pr a cti c e,  w e  w o ul d c o u nt er t hi s b y e n s uri n g t h at t h e

m o d el s r e pr e s e nt e d b y   , t a k e n t o g et h er, s p a n a l ar g e e n o u g h

v ol u m e i n  m o d el s p a c e t h at s o m e  will h a v e n o ntri vi al c o v er a g e

pr o b a biliti e s f or f ut ur e v al u e s.  O n e  w a y t o d o t hi s  w o ul d b e t o

f or m a  m o d el li st of r e pr e s e nt ati v e s of t h e  m o d el s p a c e t h at ar e

a s f ar a p art a s p o s si bl e fr o m e a c h ot h er  w hil e e n s uri n g t h at a n y

m o d el i n t h e s p a c e i s cl o s e e n o u g h t o at l e a st o n e of t h e m t h at

ot h er s o ur c e s of err or c o ntri b ut e  m or e t o t h e v ari a bilit y.

A n ot h er t o pi c t h at b e ar s f urt h er  w or k i s t h e r el ati o n s hi p b et w e e n

t e sti n g f or t h e i m p ort a n c e of a t er m i n t h e d e c o m p o siti o n a n d c ol-

l a p si n g o n e of t h e l e v el s   t o a si n gl e v al u e. I n st a n d ar d  A N O V A,

t er m s c orr e s p o n d t o f a ct or s.  H er e, t h er e i s a c orr e s p o n d e n c e b ut

it i s  w e a k er a n d  w e d o n ot h a v e a f or m al ar g u m e nt r el ati n g dr o p-

pi n g t er m s i n a v ari a n c e d e c o m p o siti o n t o dr o p pi n g f a ct or s i n a

m o d eli n g str at e g y.

A ut h o r  C o nt ri b uti o n s

D e a n  D u sti n: c o n c e pti o n a n d d e si g n of t h e pr oj e ct, c o m p uti n g, a n d
writi n g. B e rt r a n d  Cl a r k e: c o n c e pti o n a n d d e si g n of t h e pr oj e ct,  writ-
i n g, r e s ult i nt er pr et ati o n, a n d s u p er vi si o n. S o u p a r n o  G h o s h: c o m p ut-
i n g, r e s ult i nt er pr et ati o n, a n d  writi n g.
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A c k n o wl e d g m e nt s

D e a n  D u sti n a c k n o wl e d g e s f u n di n g fr o m t h e  U ni v er sit y of  N e br a s k a
Pr o gr a m of  E x c ell e n c e i n  C o m p ut ati o n al S ci e n c e. S o u p ar n o  G h o s h’s
r e s e ar c h  w a s s u p p ort e d i n p art b y t h e  N ati o n al S ci e n c e  F o u n d ati o n u n d er
gr a nt n o. 2 0 0 7 4 1 8 a n d  L ei d o s  Bi o m e d/ N CI u n d er c o ntr a ct 2 2 X 0 4 9.  A n y
o pi ni o n s, fi n di n g s, a n d c o n cl u si o n s or r e c o m m e n d ati o n s e x pr e s s e d i n
t hi s  m at eri al ar e t h o s e of t h e a ut h or s a n d d o n ot n e c e s s aril y r efl e ct
t h e vi e w s of t h e  N ati o n al S ci e n c e  F o u n d ati o n or  L ei d o s  Bi o m e d/ N CI.
All t hr e e a ut h or s a c k n o wl e d g e c o m p ut ati o n al s u p p ort fr o m t h e  H oll a n d
C o m p uti n g  C e nt er at t h e  U ni v er sit y of  N e br a s k a.  All t hr e e a ut h or s ar e
gr at ef ul t o t h e r ef er e e s  w h o g a v e u s c o n str u cti v e s u g g e sti o n s f or h o w t o
i m pr o v e o ur  w or k.

Di s cl o s u r e

T h e a ut h or s h a v e n ot hi n g t o r e p ort.

C o nfli ct s of I nt e r e st

T h e a ut h or s d e cl ar e n o c o nfli ct s of i nt er e st.

D at a  A v ail a bilit y St at e m e nt

T h e d at a t h at s u p p ort t h e fi n di n g s of t hi s st u d y ar e a v ail a bl e fr o m t h e
c orr e s p o n di n g a ut h or u p o n r e a s o n a bl e r e q u e st.

E n d n ot e s

1 A sli g ht v ari a nt o n t hi s i s dil uti o n, s e e [ 4 ],  w h er e t h er e i s a s m all r e gi o n
of  m o d el s t h at ar e r o u g hl y e q u all y g o o d a n d s plit t h e pr o b a biliti e s s o
fi n el y t h at all t h e pr e di cti o n s ar e z er o.  W e a s s u m e t h at  h a s b e e n c h o-
s e n t o a v oi d t hi s.

R ef e r e n c e s

1. P. S m yt h a n d  D.  W ol p ert, “ Li n e arl y  C o m bi ni n g  D e n sit y  E sti a mt or s vi a

St a c ki n g, ” M a c hi n e L e ar ni n g 3 6 ( 1 9 9 9): 5 9 – 8 3.

2.  D.  Dr a p er, “ A s s e s s m e nt a n d Pr o p a g ati o n of  M o d el  U n c ert ai nt y, ” J o ur-

n al of t h e  R o y al St atisti c al S o ci et y: S eri es  B:  M et h o d ol o gi c al 5 7, n o. 1 ( 1 9 9 5):

4 5 – 9 7.

3.  D.  D u sti n a n d  B.  Cl ar k e, “ T e sti n g f or t h e I m p ort a nt  C o m p o n e nt s of P o s-

t eri or Pr e di cti v e  V ari a n c e, ” ar Xi v: 2 2 0 9. 0 0 6 3 6, 2 0 2 2.

4.  E.  G e or g e, “ Dil uti o n Pri or s:  C o m p e n s ati n g f or  M o d el S p a c e  R e d u n-

d a n c y, ” i n B orr o wi n g Str e n gt h:  T h e or y P o w eri n g  A p pli c ati o ns — A

Fests c hrift f or L a wr e n c e  D.  Br o w n . I M S  C oll e cti o n s, v ol. 6, e d. J.  O.  B er g er,

T.  T.  C ai, a n d I.  M. J o h n st o n e (I n stit ut e of  M at h e m ati c al St ati sti c s, 2 0 1 0),

1 5 8 – 1 6 5.

5.  W.  W a n g, S.  M u k h erj e e, S.  Ri c h ar d s o n, a n d S.  Hill, “ Hi g h  Di m e n si o n al

R e gr e s si o n i n Pr a cti c e:  A n  E m piri c al St u d y of  Fi nit e- S a m pl e Pr e di cti o n,

V ari a bl e S el e cti o n, a n d  R a n ki n g, ” St atisti cs a n d  C o m p uti n g 3 0 ( 2 0 2 0):

6 9 7 – 7 1 9.

6.  D.  D u sti n, J.  Cl ar k e, a n d  B.  Cl ar k e, “ Pr e di cti v e St a bilit y  Crit eri a f or

P e n alt y S el e cti o n i n  Li n e ar  M o d el s, ” C o m p ut ati o n al St atisti cs 3 9 ( 2 0 2 4):

1 2 4 1 – 1 2 8 0.

7.  X.  Z h a n g a n d  C.- A.  Li u, “ M o d el  A v er a gi n g Pr e di cti o n b y k- F ol d

Cr o s s- V ali d ati o n, ” J o ur n al of  E c o n o m etri cs 2 3 5, n o. 1 ( 2 0 2 3): 2 8 0 – 3 0 1.

8.  N. J.  Hi g h a m, “ C o m p uti n g a  N e ar e st S y m m etri c P o siti v e S e mi d efi nit e

M atri x, ” Li n e ar  Al g e br a a n d Its  A p pli c ati o ns 1 0 3 ( 1 9 8 8): 1 0 3 – 1 1 8.

9. S.  Z h a o,  D.  Witt e n, a n d  A. S h oj ai e, “I n  D ef e n s e of t h e I n d ef e n si bl e:  A

V er y  N ai v e  A p pr o a c h t o  Hi g h- Di m e n si o n al I nf er e n c e, ” St atisti c al S ci e n c e

3 6 ( 2 0 2 1): 5 6 2 – 5 7 7.

1 0.  H. S c h eff é, T h e  A n al ysis of  V ari a n c e ( J o h n  Wil e y a n d S o n s, 1 9 5 9).

1 1. P.  G u st af s o n a n d  B.  Cl ar k e, “ D e c o m p o si n g P o st eri or  V ari a n c e, ” J o ur-

n al of St atisti c al Pl a n ni n g a n d I nf er e n c e 1 1 9, n o. 2 ( 2 0 0 4): 3 1 1 – 3 2 7.

1 2.  N.  M ei n s h a u s e n,  M.  M at hi u u s, a n d P.  B ü hl m a n n, “ A s y m pt oti c
O pti m alit y of t h e  W e stf all- Y o u n g P er m ut ati o n Pr o c e d ur e f or  M ul-
ti pl e  T e sti n g  U n d er  D e p e n d e n c e, ” A n n als of St atisti cs 3 9 ( 2 0 1 1):
3 3 6 9 – 3 3 9 1.

1 3.  K.  H a mi di e h, “ A  D at a- Dri v e n St ati sti c al  M o d el f or Pr e di cti n g t h e
Criti c al  T e m p er at ur e of a S u p er c o n d u ct or, ” C o m p ut ati o n al  M at eri als
S ci e n c e 1 5 4 ( 2 0 1 8): 3 4 6 – 3 5 4.

1 4.  K.  Kir a a n d  L.  A.  R e n d ell, “ A Pr a cti c al  A p pr o a c h t o  F e at ur e S el e c-
ti o n, ” i n M a c hi n e L e ar ni n g Pr o c e e di n gs 1 9 9 2 , e d.  D. Sl e e m a n a n d
P.  E d w ar d s ( M or g a n  K a uf m a n n, 1 9 9 2), 2 4 9 – 2 5 6.

1 5. I.  K o n o n e n k o, “ E sti m ati n g  Attri b ut e s:  A n al y si s a n d  E xt e n si o n s of
R E LI E F, ” i n E ur o p e a n  C o nf er e n c e o n  M a c hi n e L e ar ni n g ( S pri n g er, 1 9 9 4),
1 7 1 – 1 8 2.

1 6.  M.  R o b ni k- Ši k o nj a a n d I.  K o n o n e n k o, “ A n  A d a pt ati o n of  R eli ef f or
Attri b ut e  E sti m ati o n i n  R e gr e s si o n, ”  M a c hi n e  L e ar ni n g: Pr o c e e di n g s of
t h e  F o urt e e nt h I nt er n ati o n al  C o nf er e n c e (I C M L’ 9 7) ( V ol. 5,  Cit e s e er,
1 9 9 7), 2 9 6 – 3 0 4.

1 7. J.  C h e n,  C.  Ri c h ar d,  H.  L a nt éri,  C.  T h e y s, a n d P.  H o n ei n e, “ A  Gr a-
di e nt  B a s e d  M et h o d f or  F ull y  C o n str ai n e d  L e a st- S q u ar e s  U n mi xi n g of
H y p er s p e ctr al I m a g e s, ” i n 2 0 1 1 I E E E St atisti c al Si g n al Pr o c essi n g  W or k-
s h o p ( S S P) (I E E E, 2 0 1 1), 3 0 1 – 3 0 4.

1 8.  H.  T o ut e n b er g a n d S h al a b h, St atisti c al  A n al ysis of  D esi g n e d  E x p eri-
m e nts ( S pri n g er, 2 0 0 9).

1 9.  G.  B o x, “ S o m e  T h e or e m s o n  Q u a dr ati c  F or m s  A p pli e d i n t h e St u d y
of  A n al y si s of  V ari a n c e Pr o bl e m s. I.  Eff e ct of I n e q u alit y of  V ari a n c e i n
t h e  O n e  W a y  Cl a s sifi c ati o n, ” A n n als of  M at h e m ati c al St atisti cs 2 5 ( 1 9 5 4):
2 9 0 – 3 0 2.

A p p e n di x  A

C o c h r a n’ s  T h e o r e m

H er e  w e c o nti n u e t h e d eri v ati o n fr o m S e cti o n 3. 2 s h o wi n g h o w t h e
d e c o m p o siti o n i n  Cl a u s e (i) of Pr o p o siti o n 1 i s a n al o g o u s t o  C o c hr a n’s
T h e or e m.

D e ri vi n g a  2 Di st ri b uti o n f o r K = 2

Fir st,  w e s e e t h at ( 1 4 ) i s a n e x p e ct e d q u a dr ati c f or m, t h at i s,

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ijV ar
(
  + 1 ;   , ij, 

)

=

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij
( (

  + 1 − ̂ ij

) 2
;   , ij, 

)
( A 1)

F or ( 1 5 ),  writ e   f or t h e c ol u m n v e ct or   =
( √

 1 , . . .
√

 i J

) ′

, a n d

writ e ̃  f or t h e c ol u m n v e ct or ̃  =
(
̂ 1 −  ⋅, . . . , ̂ i J −  ⋅

) ′
. N o w (1 5 ) i s

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij

(
̂ ij −  ⋅

) 2
=

∑

= 1

 
′


̃  ̃

′


 

=

∑

= 1

  ̃
′


 

′


̃  ( A 2)

Si mil arl y, f or t er m ( 1 6 ),  writ e  f or t h e c ol u m n v e ct or  =( √
 1 , . . . ,

√
 

) ′

a n d  =
(
 1 ⋅ − , . . . ,   ⋅ − 

) ′
.  T h e n  w e h a v e t h at

(1 6 ) i s

∑

= 1

 

(
 ⋅ −  ⋅⋅

) 2
=  ′  

′


= 
′
  ′  ( A 3)

1 3 of 1 5
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S o, u si n g ( A 1 – A 3 ),  w e c a n r e writ e (1 3 ) a s

V ar
(
  + 1 ;  

)
=

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij
( (

  + 1 − ̂ ij

) 2
;   , ij, 

)
( A 4)

+

∑

= 1

  ̃
′


 

′


̃  ( A 5)

+ 
′
  ′  ( A 6)

N o w  w e s e e e a c h t er m i n t h e pr e di cti v e v ari a n c e i s a q u a dr ati c f or m, t h at
i s, a h o m o g e n e o u s p ol y n o mi al of or d er t w o, e v e n if t h e t er m s i n (A 4 ) ar e
(tri vi al) q u a dr ati c f or m s of di m e n si o n o n e.

T o s e e h o w t h e di stri b uti o n al a s p e ct s of ( A 4 – A 6 ) p ar all el t h e di stri b u-
ti o n al st at e m e nt s i n  C o c hr a n’s  T h e or e m,  w e pr o c e e d a s f oll o w s.  N ot e t h at
r e g ar di n g   a s a r a n d o m v ari a bl e r at h er t h a n a s o b s er v e d d at a  m e a n s
t h at all t er m s i n t h e d e c o m p o siti o n c a n al s o b e r e g ar d e d a s r a n d o m v ari-
a bl e s.  N e xt, a s s u m e all d at a ar e n or m al.  N o w,

V ar
(
  + 1 ;  

)
−

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij
( (

  + 1 − ̂ ij

) 2
;   , ij, 

)

=

∑

= 1

  ̃
′


 

′


̃  + 
′
  ′  ( A 7)

i n  w hi c h e a c h t er m h a s a di stri b uti o n.  W e b e gi n  wit h t h e t w o t er m s o n
t h e ri g ht.

T o b e gi n,  w e r e c all  T h e or e m 2. 1 i n [ 1 9 ] t h at g e n er ali z e s  C o c hr a n’s
t h e or e m f or t h e di stri b uti o n f or q u a dr ati c f or m s.  N a m el y, if  ∼  (0 , Ψ) ,
wit h Ψ a  ×  c o v ari a n c e  m atri x.  T h e n if  =   M X i s a n y r e al q u a dr ati c
f or m of r a n k  ≤  ,  i s di stri b ut e d li k e a q u a ntit y

∑

 = 1

  
2
1 ( A 8)

wit h  ≤  a n d   t h e i-t h ei g e n v al u e of Ψ  .

N o w, l o o k at t h e fir st t er m o n t h e ri g ht, a n d l et   =   ′ .  W e k n o w   i s
a  ×  , s y m m etri c, a n d s e mi- p o siti v e d efi nit e b e c a u s e (A 5 ) i s a v ari a n c e
b et w e e n v al u e s  1 wit hi n  2 a n d b y d efi niti o n v ari a n c e s ar e p o siti v e.

N e xt, c o n si d er t h e s e c o n d t er m o n t h e ri g ht a n d l et  =   ′ w hi c h i s  ×
 , s y m m etri c a n d s e mi- p o siti v e d efi nit e b y d efi niti o n of v ari a n c e.  F urt h er

s u p p o s e  ∼  (0 , Σ ∗ ) a n d
√

  ̃  ∼ 
(
0 , Σ 

)
.

N o w, si n c e b ot h t er m s o n t h e ri g ht i n ( A 8 ) ar e q u a dr ati c f or m s i n a n or m al
r a n d o m v e ct or,  w e c a n a p pl y  T h e or e m 2. 1 i n [ 1 9 ] t o e a c h of t h e m. S o, (A 8 )
gi v e s

V ar
(
  + 1 ;  

)
−

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij
( (

  + 1 − ̂ ij

) 2
;   , ij, 

)

∼

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij
2
1 +

∑

= 1

 
2
1 ( A 9)

w h er e   i s t h e i-t h ei g e n v al u e of  Σ ∗ a n d  ij i s t h e j-t h ei g e n v al u e s of
 Σ . T h at i s, t h e t w o t er m s o n t h e ri g ht of (A 8 ) ar e c o n v e x a n d  w ei g ht e d
s u m s, r e s p e cti v el y, of  2

1 r a n d o m v ari a bl e s.

T h e s e c o n d t er m o n t h e l eft i s t h e e x p e ct ati o n of a  2
1 r a n d o m v ari a bl e.  T o

s e e t hi s, s u p p o s e
(
  + 1 − ̂ ij;   , ij, 

)
∼ 

(
0 , 2

ij

)
a n d o b s er v e


( (

  + 1 − ̂ ij

) 2
;   , ij, 

)
= V ar

(
  + 1 − ̂ ij;   , ij, 

)

+ 
(
  + 1 − ̂ ij;   , ij, 

) 2

= V ar
(
  + 1 − ̂ ij;   , ij, 

)

=  2
ij ( A 1 0)

W e r e c o g ni z e t hi s a s e q ui v al e nt t o t h e e x p e ct ati o n of a  2
1 r a n d o m v ari a bl e

s c al e d b y  2
ij
— t h at i s, 

(
 2

ij
 2

1

)
=  2

ij
. It i s diffi c ult t o d et er mi n e t h e di stri-

b uti o n of ( A 1 0 ) e x pli citl y b ut b e c a u s e  w e ar e t a ki n g a c o n v e x c o m bi n ati o n
of t er m s li k e it, c o m p ut ati o n s s u g g e st it i s a p pr o xi m at el y n or m al.

Si n c e all t hr e e t er m s i n ( 1 3 ) ar e v ari a n c e s a n d h e n c e c orr e ct e d f or t h eir
m e a n s, ( A 4 ) i s a n e w t er m t h at ari s e s fr o m tr yi n g t o d eri v e a  C o c hr a n’s
t h e or e m st yl e r e pr e s e nt ati o n of V ar

(
  + 1 ;  

)
u si n g f a ct or s a n d f a ct or

l e v el  w ei g ht s fr o m st a c ki n g,  B a y e s  m o d el a v er a gi n g, or ot h er a s s e s s m e nt s
of  m o d el u n c ert ai nt y.  T o c o m pl et e o ur a n al o g y, r e c all  C o c hr a n’s  T h e or e m
gi v e s a s  m a n y t er m s a s t h er e ar e f a ct or s pl u s a r e si d u al t er m.  W e g et
di m ( ) t er m s, t h at i s, t h e n u m b er of f a ct or s, pl u s a n e xtr a t er m, (A 4 ),
t h e pr e di cti v e a n al o g of t h e r e si d u al t er m.

If d e sir e d,  w e c a n a p pr o xi m at e di stri b uti o n s of t h e ri g ht h a n d t er m s i n
(A 9 )  m or e c o m p a ctl y b y u si n g ot h er r e s ult s fr o m [1 9 ].  F or i n st a n c e, hi s
T h e or e m 2. 2 gi v e s t h e f or m ul a f or t h e i-t h c u m ul a nt of (A 8 ) a s

  = 2 − 1 ( − 1 )!

∑

 = 1

 

U si n g t hi s,  w e c a n a p pr o xi m at e ( A 8 ) b y   2 (ℎ ) w h er e

 =
1

2

 2
1

 2

=

∑
 2


∑

   

a n d

ℎ =
2  2

1

 2

=

( ∑
 

) 2

∑
 2



B o x gi v e s t hi s a p pr o xi m ati o n i n p art b e c a u s e it h a s t h e s a m e fir st t w o
m o m e nt s a s ( A 8 ).  B o x al s o n ot e s t h at  w h e n all   ar e e q u al, t h e d e gr e e s
of fr e e d o m, ℎ , i s s m all er t h a n a p pr o pri at e.

U si n g t hi s  w e c a n a p pr o xi m at e 
′
  = 

′
  ′ b y

  2
ℎ =

∑
 2


∑

 

 2

( ( ∑
 

) 2

∑
 2



)

( A 1 1)

Al s o,  w e c a n a p pr o xi m at e

√
  ̃

′


 

√
  ̃  =

√
  ̃

′


 

′


√
  ̃ 

b y

 
2
ℎ 

=

∑
  2

ij
∑

  ij

 2
⎛
⎜
⎜
⎝

( ∑
  ij

) 2

∑
  2

ij

⎞
⎟
⎟
⎠

H e n c e,  w e h a v e t h e a p pr o xi m at e di stri b uti o n

V ar
(
  + 1 ;  

)
−

∑

= 1

 

∑

 = 1

 ij
( (

  + 1 − ̂ ij

) 2
;   , ij, 

)

a p pr o x
∼

∑

= 1

 
2
ℎ 

+   2
ℎ

W e e m p h a si z e t h at t h e a n al o g y i s c o n c e pt u all y i n c o m pl et e a s n ot e d at t h e
e n d of S e cti o n 3. 2 . I n a d diti o n,  w e d o n ot h a v e a d efi nit e di stri b uti o n f or
t h e s e c o n d t er m o n t h e l eft i n (A 8 ).

G e n e r al K

D eri vi n g q u a dr ati c f or m s a n d di stri b uti o n al e x pr e s si o n s f or V ar
(
  + 1 ;  

)

f or g e n er al  i s si mil ar t o t h e d eri v ati o n of (A 8 ) a n d (A 9 ), r e s p e cti v el y,
s e e n i n S e cti o n 3. 2 .  F or t h e s a k e of c o m pl et e n e s s,  w e st at e t h e s e t w o
r e s ult s b el o w.

O ur fir st r e s ult i n t hi s s u b s e cti o n gi v e s t h e g e n er al e x pr e s si o n f or t h e pr e-
di cti v e v ari a n c e i n t er m s of q u a dr ati c f or m s.  F or br e vit y, l et

̃ 1
, . . . , 

= 
(
  + 1 ;   , 1 , . . . , 

)
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W e h a v e t h e f oll o wi n g:

P r o p o siti o n 2. F or a  K-f a ct or pr e di cti v e s c h e m e, t h e pr e di cti v e v ari a n c e
c a n b e  writt e n as a s u m of  w ei g ht e d q u a dr ati c f or ms as f oll o ws:

V ar
(
  + 1 ;  

)
=

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
. . .

 ∑

 = 1


(
 

;   , 1 , . . . ,  − 1

)

× 

( (
  + 1 − ̃ 1

, . . . , 

) 2

;   , 1 . . . , 

)

+

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
. . .

  − 1∑

 = 1


(
  − 1

;   , 1 , . . . ,  − 2

)

× ̃
′

, . . . , 1  , . . . , 1 ̃ , . . . , 1

+

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
. . .

  − 2∑

 − 2 = 1


(
  − 2

;   , 1 , . . . ,  − 3

)

× ̃
′

 − 1 , . . . ,1   − 1 , . . . ,1 ̃  − 1 , . . . ,1

⋮ ⋮ ⋮

+

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
̃

′

2 ,1
 2 ,1 ̃ 2 ,1

+ ̃
′

1  1 ̃ 1 ( A 1 2)

w h er e

 , . . . , 1 =  , . . . , 1

(
 , . . . , 1

) ′
,

 , . . . , 1 =

( √


(
  = 1 ;   , 1 , . . . ,  − 1

)
, . . . ,

√


(
  =  

;   , 1 , . . . ,  − 1

)
)

( A 1 3)

a n d ̃ , . . . , 1 is t h e c ol u m n v e ct or of  m e a n a dj ust e d pr e di cti o ns f or f a ct or  

c o n diti o n al o n f a ct ors  1 , . . .  − 1 . T h at is,  w e  writ e

̃ , . . . , 1 =
( (

̃ 1
, . . . ,  = 1

− 
(
  + 1 ;   , 1 , . . . ,  − 1

) )
, . . . ,

×
(

̃ 1
, . . . ,  =  

− 
(
  + 1 ;   , 1 , . . . ,  − 1

) ) ) ′

w h er e ̃ 1
, . . . ,  = 

= 
(
  + 1 ;   , 1 , . . . ,  = 

)
.

O ur s e c o n d r e s ult gi v e s t h e di stri b uti o n s f or  of t h e t er m s i n o ur e x p a n-
si o n f or t h e pr e di cti v e v ari a n c e.  A s b ef or e,  w e g et s u m s of  2

1 r a n d o m
v ari a bl e s.

P r o p o siti o n 3. L et
(
  + 1 − ̃ 1

, . . . , 

)
∼ 

(
0 , 2

1 , . . . ,

)
, ̃ 1 ∼  (0 , Σ)

a n d ̃ , . . . , 1 ∼ 
(
0 , Σ , . . . , 1

)
. T h e n t h e s u m of q u a dr ati c f or ms i n ( A 1 2 ) ar e

distri b ut e d li k e a s u m of  w ei g ht e d  -s q u ar e d r a n d o m v ari a bl e as f oll o ws

V ar
(
  + 1 ;  

)
∼

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
. . .

 ∑

 = 1


(
 

;   , 1 , . . . ,  − 1

)

× 

( (
  + 1 − ̃ 1

, . . . , 

) 2
;   , 1 , . . . , 

)

+

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
. . .

  − 1∑

 − 1 = 1


(
  − 1

;   , 1 , . . . ,  − 2

)

×

 ∑

 = 1

  . . . , 1  2
1

+

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)
. . .

  − 2∑

 − 2 = 1


(
  − 2

;   , 1 , . . . ,  − 3

)

×

  − 1∑

 − 1 = 1

  − 1 . . . ,1  2
1

⋮ ⋮ ⋮

+

 1∑

1 = 1


(
 1

;  

)  2∑

2 = 1

 2 ,1  2
1

+

 1∑

1 = 1

 1  2
1 ( A 1 4)

w h er e  , . . . , 1 is t h e kt h ei g e n v al u e of  , . . . , 1 Σ , . . . , 1 .

N ot e t h at t h er e ar e n o e x pli cit a s s u m pti o n s o n t h e j oi nt p mf f or  . O ur
r e s ult s ar e n ot a s y m pt oti c, s o o ur r e s ult s h ol d a s l o n g a s a pr o p er di stri-
b uti o n i s s p e cifi e d f or  .

1 5 of 1 5

 19321872a, 2025, 4, 
Do

wnloaded fro
m https://onlinelibrary.

wiley.co
m/doi/10.1002/sa

m.70029 by 
Souparno 

Ghosh , 
Wiley 

Online 
Library on [01/01/2026]. 

See the 
Ter

ms and 
Conditions (https://onlinelibrary.

wiley.co
m/ter

ms-and-conditions) on 
Wiley 

Online 
Library for rules of use; 

O
A articles are governed by the applicable 

Creative 
Co

m
mons 

License


	Testing for the Important Components of Predictive Variance
	ABSTRACT
	1 | Introduction
	2 | A Simulated Example
	3 | Decomposing the Predictive Variance
	3.1 | The Effect of the Model List on Overall Variance
	3.1.1 | Predictive Variance Decomposition ``P-ANOVA''

	3.2 | Analogy to Cochran's Theorem
	3.3 | Testing

	4 | A Real Data Example
	4.1 | Two Term Decompositions, K=1
	4.1.1 | Testing Terms When n=500
	4.1.2 | Testing Terms When n Large

	4.2 | Three Term Decomposition; K=2


	5 | Discussion
	Author Contributions
	Acknowledgments
	Disclosure
	Conflicts of Interest
	Data Availability Statement
	Endnotes
	ReferencesAUTHOR: Reference numbers have been reordered to appear sequentially. Please check and confirm this was done correctly.
	Appendix A Cochran's Theorem
	Deriving a [[chi]]2 Distribution for K[[thinsp]][[equals]][[thinsp]]2
	General K

